INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET
ISODIAMETRIQUES

par

Emmanuel Russ

Résumé. Le probléme isopérimétrique semble remonter & I’ Antiquité
grecque et une version peut s’énoncer ainsi : parmi toutes les figures
planes de méme périmetre, quelle est celle dont 'aire est la plus
grande ?

Le probléme isodiamétrique, quant a lui, consiste a savoir, parmi
toutes les figures planes de diameétre fixé, quelle est celle qui a laire
maximale.

On donne les réponses a ces questions, ainsi que de leurs exten-
sions en dimension n quelconque, en introduisant le minimum d’ob-
jets d’analyse et de théorie géométrique de la mesure nécessaires.
On examine aussi leurs extensions a des contextes géométriques non
euclidiens (groupes, variétés riemanniennes), et on fait le lien avec
certaines méthodes de réarrangement.

Une partie de cette présentation est issue du livre a paraitre
d’Hervé Pajot et 'auteur ([36]).

PARTIE I. QUELQUES ELEMENTS DE THEORIE DE
LA MESURE

On présente ici brievement quelques définitions et propriétés élé-
mentaires en théorie de la mesure, qui seront utilisées dans la suite
de ces notes, et dont on trouvera un exposé par exemple dans [12}
Ch. 1] (voir aussi [36], Ch. 1]).
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1. Définitions et propriétés générales

Si X est un ensemble, on notera &?(X) I'ensemble des parties de X.
Si A C X, on notera 14 la fonction indicatrice de A, c’est-a-dire

(1.1) 1a() 1 sizeA,
. xr) =
A 0 size XA

Définition 1.2. Soit X un ensemble. Une mesure positive sur X est
une application p: Z(X) — [0, +00] telle que
(1) pu(2) =0,
(2) pour toute suite (A)r>1 de parties de X et tout A C Ups1 A,
p(A) <D p(Ap).
k>1

On dit aussi que (X, p) est un espace mesuré.
On donne ici des premiers exemples de mesures.

Exemple 1.3. Soit X un ensemble.

(1) Pour tout x € X, on définit 6, sur X par §;(A) = xa(z) (ot xa
désigne la fonction indicatrice de A). On vérifie facilement que 0, est
une mesure sur X, appelée mesure de Dirac au point z.

(2) Pour toute partie A C X, on pose u(A) = #A, ou #A désigne
le cardinal de A dans [0, +oc]. L’application p est clairement une
mesure sur X, appelée mesure de comptage sur X.

On définit maintenant la restriction d’une mesure a une partie :

Définition 1.4. Soient X un ensemble, ;1 une mesure sur X et A C X.
On définit la mesure p restreinte a A, notée L A, par

HUA(B) = (AN B)
pour tout B C X. On notera que pL A est encore une mesure sur X.

Si (X, p) est un ensemble mesuré, certaines parties sont dites me-
surables :

Définition 1.5. Soient X un ensemble et 1 une mesure sur X. Si AC X,
on dit que A est mesurable (ou p-mesurable) si, pour tout B C X,

p(B) = (BN A) + (B~ A).

Voici quelques propriétés des ensembles mesurables :



INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET ISODIAMETRIQUES 3

Proposition 1.6. Soient X un ensemble et i une mesure sur X.

(1) Si AC X et u(A) =0, alors A est mesurable.

(2) Si A C X, A est mesurable si, et seulement si, X ~ A est
mesurable.

(3) St (Ag)r>1 est une suite d’ensembles mesurables, alors Uy~ A
et Ni>1 Ak sont mesurables.

(4) Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables deux o deuz

disjoints, alors
A ) = Ag).
M(kgl k) =D n(Ar)

k>1
(5) Si(Ak)k>1 est une suite d’ensembles mesurables avec Ay C Agt1
pour tout k, alors
M( U Ak) = lim p(Ay).
k>1 k——+o0
(6) Si(Ak)k>1 est une suite d’ensembles mesurables avec A D Apt1
pour tout k et u(Ay) < o0, alors

A ) = i Ap).
u(kgl k) kirfmu( k)

En complément de la proposition précédente, on introduit la notion
de propriété vraie presque partout :

Définition 1.7. Soit (X, p) un espace mesuré. On considére une pro-
priété P qui dépend de la variable z € X (i.e. P(x) est définie pour
tout x € X). On dit que P est satisfaite presque partout, ou que P(x)
est vraie pour presque tout x € X si

p({z € X; P(z) n’est pas satisfaite}) = 0.

Remarque 1.8.

(1) La définition d’une mesure donnée dans la définition cor-
respond & ce qui est souvent appelé une mesure extérieure. Ici, p(A)
est définie pour toute partie A de X, méme si A n’est pas mesurable.

(2) Si p est une mesure sur X, alors pour toutes parties AC B C X,

on a p(4) < p(B).

Définition 1.9. Soient X un ensemble et .7 C Z(X). On dit que
est une tribu si :

(1) o e 7,
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(2) pour tout Ae I, X\Ae T,
(3) pour toute suite (Ax)r>1 € 7, Ups1 Ak € 7.

Si (F)ier est une famille de tribus de X, alors
N J:={AC X; A€ 7 pour tout i € I'}
i€l
est aussi une tribu de X. Cela permet de définir la tribu engendrée
par une partie &/ C #(X) comme l'intersection de toutes les tribus
de X contenant <. C’est la plus petite tribu (au sens de I'inclusion)
contenant 7.

Définition 1.10. Soit (X,d) un espace métrique. La tribu engendrée
par les ouverts de X s’appelle tribu borélienne de X . Les éléments de
la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.11. Soient X un ensemble et p une mesure sur X.

(1) La mesure u est dite réguliére si, pour tout A C X, il existe un
ensemble mesurable B D A tel que pu(A) = u(B).

(2) Si (X,d) est un espace métrique, p est dite borélienne si tout
ensemble borélien est mesurable.

(3) Si (X, d) est un espace métrique, p est dite borélienne réguliére
si p est borélienne et, pour tout A C X, il existe un borélien B O A
tel que u(A) = u(B).

(4) Si (X,d) est un espace métrique, u est une mesure de Radon si
w est borélienne réguliere et p(K) < 400 pour tout compact K C X.

Voici des exemples de mesures de Radon :

Exemple 1.12.

(1) La mesure de Lebesgue .£™, qui sera définie plus bas (section[d))
est une mesure de Radon sur R" (voir la proposition .

(2) Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout z € X, la mesure 0,
(voir exemple est une mesure de Radon.

(3) Soit (X,d) un espace métrique. La mesure de comptage sur A
(voir I'exemple est une mesure borélienne réguliere. C’est une
mesure de Radon si, et seulement si, tout compact de X est un en-
semble fini, c’est-a-dire X est un espace discret.

La propriété suivante sera utilisée par la suite :
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Proposition 1.13. Soient (X,d) un espace métrique et p une mesure
borélienne réguliére sur X. Soit A C X mesurable avec u(A) < +0o0.
Alors v := L A est une mesure de Radon.

Une notion importante est celle de mesure o-finie :

Définition 1.14. Soient X un ensemble et © une mesure sur X. On
dit que p est o-finie si il existe une famille dénombrable de parties
(Xk)kz1 C X telles que X = Uy X et p(Xy) < +oo pour tout
k> 1.

Par exemple, la mesure de comptage sur X est o-finie si, et seule-
ment si, X est fini ou dénombrable.

Enfin, étant donnés deux ensembles munis chacun d’une mesure,
on peut munir leur produit cartésien d’une mesure produit comme
suit :

Définition 1.15. Soient XY des ensembles, p une mesure sur X, v
une mesure sur Y. On définit la mesure p x v : X XY — [0, +o0] de
la fagon suivante : si S C X X Y, on pose

(1 0)(8) = int (S n(4 ()
i1
ou la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables
d’ensembles p-mesurables (4;);>1 inclus dans X et toutes les familles
dénombrables d’ensembles v-mesurables (B;);>1 inclus dans Y telles
que

S C UA,LXBZ

1>1

La mesure p x v est appelée mesure produit de u et de v.

2. Propriétés d’approximation

Un phénomene important concernant les mesures boréliennes est
constitué par leurs propriétés d’approximation :

Théoreme 2.16. Soient (X,d) un espace métrique et p une mesure de
Radon sur X.
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(1) Soit A C X. On suppose qu’il existe une famille dénombrable
d’ouverts (Vi)k>1 tels que (Vi) <400 pour tout k=1 et ACUp>y Vi,
alors

p(A) = inf p(U),

U ouvert
UDA

(2) On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts
(Km)m>1 tels que X = U1 K. Alors, pour tout ensemble pi-mesu-
rable A C X,

p(A) = sup p(K).

K compact
KCA

On notera que A n’est pas supposé mesurable dans (1).

3. Fonctions mesurables et intégrale

On se contente ici de rappeler les définitions des fonctions mesu-
rables et de leurs intégrales, ainsi que certaines propriétés qui seront
utilisées par la suite, renvoyant par exemple a [12] (15, 40] pour une
présentation détaillée.

3.1. Fonctions mesurables

Définition 3.17. Soient X un ensemble, Y un espace métrique et p une
mesure sur X. On dit qu'une application f : X — Y est mesurable
(ou p-mesurable) si, pour tout ouvert w C Y, f~!(w) est y-mesurable.

On notera que, si f est mesurable, alors pour tout borélien £ C Y,
f~1(E) est y-mesurable.

Proposition 3.18 (|12, Ch. 1,§ 1.1, Th. 6])
Soit (fr)r>1: X — [—00, +00] une suite de fonctions mesurables.
Alors supy, fx, infy fir, im f et lim fi, sont mesurables.

Dans cette proposition, [—oo, +00] est muni de la topologie, don-
née par la métrique standard d(z,y) := |arctan z — arctan y|, avec la
convention arctan(—oo) = —7/2 et arctan(+o00) = 7/2.
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3.2. Intégration des fonctions mesurables

Dans toute cette section, soient X un ensemble et p une mesure
sur X.

Définition 3.19. On appelle fonction simple sur X toute fonction
f: X — [0,+00[ telle que 'ensemble f(X) est fini.

Si f: X — [0,400[ est une fonction simple, il existe N > 1, des

réels ai,...,ay = 0 et des ensembles Aq,..., Ay C X tels que
N

(3.20) =Y aa,
i=1

et f est mesurable si, et seulement si, tous les A; sont mesurables. On
rappelle que 14, est la fonction indicatrice de A;, définie dans (|1.1)).

Définition 3.21. Soit f : X — [0, +oo[ simple et mesurable. On définit
I'intégrale de f sur X par rapport d la mesure p par

N
/ F@)dp(z) = aip(Ay),
X i=1

si f s’écrit ([3.20]). On convient ici que, si a; = 0 et p(A;) = 400, alors
aiu(Ai) =0.

On vérifie que cette définition ne dépend pas de la facon dont f
est décomposée, i.e.

N M N M
sif= Zai]‘Ai = ijlgj, alors Zai,u(Ai) = ij,u(Bj).
i=1 j=1 i=1 j=1

On définit alors I'intégrale d’une fonction mesurable positive quel-
conque :

Définition 3.22. Soit f : X — [0,4+o00] une fonction mesurable. On
définit [y f(x)dpu(z) comme la borne supérieure des [y s(z)dp(x),
prise sur toutes les fonctions simples mesurables s : X — [0, +00
telles que 0 < s(x) < f(x) pour tout z € X.

Remarque 3.23. On convient que la borne supérieure dans la définition
3.22|vaut +o00 sil’ensemble des [y s(x)dp(x), ot s parcourt I’ensemble
des fonctions simples mesurables s : X — [0,4o00] telles que 0 <
s(z) < f(x) pour tout = € X, n’est pas majoré. On peut donc avoir
Jx f(x)dp(z) = 400, méme si f ne prend jamais la valeur 4+o0. Par
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exemple, si X = N* muni de la mesure de comptage, et si f(n) =1/n
pour tout n € X, alors I'intégrale de f vaut +oo.

Passons maintenant au cas ou f: X — R est mesurable.

Définition 3.24. Soit f : X — R une fonction mesurable.

(1) On dit que f est intégrable (par rapport a la mesure u) si

Ix |f(@)] dp(z) < +oo.
(2) Si f est intégrable, on définit 'intégrale de f par

62) [ f@du@ = [ 1 @du) - [ 5 @du)
ou fT(z) = max(0, f(z)) et f~(z) = —min(0, f(z)).

On notera que |f| = fT + f~, de sorte que, si f est intégrable,
alors [y f(z)dp(z) < 400 et [y f~(z)du(z) < 400, ce qui fait que
(3.25]) est bien définie.

3.3. Espaces P

Définition 3.26. Soient (X, ) un espace mesuré et p € [1,4o00[. On
définit ZP(X, u) comme 'espace vectoriel des fonctions mesurables
[ X — Rtelles que [y |f(2)[P du(z) < +oo. Si f € ZLP(X,u), on

définit )
191, += ([ 1f@P du)) g

Pour traiter le cas p = +00, on définit d’abord la borne supérieure
essentielle comme suit :

Définition 3.27. Soit (X, ) un espace mesuré. Soit f : X — [0, +0o0]
mesurable. On considere

S:={aeR;, p({reX; f(x)>a})=0}.

On définit la borne supérieure essentielle de f comme la borne in-
férieure de S (en convenant que cette borne inférieure vaut +oo si
S = @). On note § = supess f.

SiS# et f=infS, on peut écrire
{zreX; f(z)>p}:= L>Jl{w€X; f(x) > B+1/n},
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ce qui montre que S € S. Par définition de (3, pour tout réel A,
f(x) < X pour presque tout x € X (voir la définition [1.7) si, et
seulement si, 5 < .

Définition 3.28. Soit (X, ) un espace mesuré.

(1) Soit f : X — R mesurable. On dit que f est essentiellement
bornée si la borne supérieure essentielle de f est finie.

(2) On appelle Z*°(X, u) lespace vectoriel des fonctions mesu-
rables f : X — R telles que |f| est essentiellement bornée. On pose
alors || f|| ., :=supess|f]|.

Soit p € [1,+oc]. On vérifie facilement que f — [/ f||,, n’est pas une
norme sur .Z7(X, ). Plus précisément, [|f||, = 0 si, et seulement si,
f(z) = 0 pour presque tout z € X. Cette observation conduit & poser

N ={f: X = R; f(z) =0 pour presque tout =z € X},

puis a définir, pour tout p € [1,+o0], lespace LP(X, ) comme un
espace quotient :

LP(X, p) == LP(X, p) /N

La norme d’une classe de fonctions dans LP(X, u) est la norme de
n’importe lequel de ses représentants dans P (X, u). On vérifie alors
que f > || f[|, est une norme sur LP(X, p1).

3.4. Théoréme de convergence croissante

Ce théoreme permet d’intervertir limite et intégrale pour une suite
croissante de fonctions :

Théoreme 3.29. Soit (X, p) un espace mesuré et (fn)n>1 une suite
de fonctions mesurables de X dans [0,+00]. On suppose que, pour
presque tout x € X et tout n > 1, fr(x) < foy1(x), Alors :

(1) il existe une fonction mesurable f : X — [0,+00] telle que,
pour presque tout x € X, f(x) = limy 100 fn(x),
(2) Tt o0 fy fa(2)diu(z) = fx f(2)dn().

On notera que les fonctions f et f,, peuvent valoir 400 en certains
points, et que les intégrales considérées peuvent valoir +oo.
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3.5. Intégration par rapport a une mesure produit

On utilisera par la suite le théoréme de Fubini, qui concerne l'in-
tégrale d’une fonction par rapport a une mesure produit :

Théoréeme 3.30 ([12, Ch.1,§ 1.4, Th.1]). Soient X,Y des ensembles,
1 une mesure sur X et v une mesure surY .

(1) Si A C X est u-mesurable et B C'Y est v-mesurable, alors
A x B est u x v-mesurable et (u x v)(A x B) = u(A)v(B).

(2) Soit S C X xY, supposé o-fini pour u x v (voir la défi-
nition . Alors, pour v-presque tout y € Y, l’ensemble Sy
{r e X; (x,y) € S} est u mesurable, pour p-presque tout x € X,
lensemble ST :={y € Y; (z,y) € S} est u-mesurable, et

(1 xv) / p(Sy)dv(y /XV(Sx)d,u(a:).

(3) Soit f: X XY — [0,+00] une fonction p X v-mesurable et o-
finie (ce qui veut dire que {x € X xY; f(x,y) # 0} est une réunion
dénombrable de parties de X X Y de mesure finie pour la mesure
pxv). Alors la fonction y — [y f(z,y)dp(x) est v-mesurable, la
fonction x — [y f(x,y)dv(y) est p-mesurable et

/Xxyf(x,y)d(uxu /(/f:cydu ) v(y)
— [ ([ r@mavty)) duto).

(4) Soit f: X xY — R une fonction p X v-intégrable et o-finie.
Alors, pour v-presque tout y € Y, [y |f(z,y)|du(xz) < 400 et la
fonction y — [y f(z,y)du(z) est v-intégrable. Pour p-presque tout
z e X, [y|flz,y)|dv(y) < +oo et la fonction x — [y f(x,y)dv(y)
est p-intégrable et est satisfaite.

(3.31)

4. La mesure de Lebesgue dans R"
4.1. Définition
On définit la mesure de Lebesgue dans R™ de la fagon suivante :

Définition 4.32.

(1) Un cube @ de R™ est un produit d’intervalles ayant tous la
méme longueur, appelée longueur du c6té de Q.
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(2) Si Q@ C R™ est un cube, dont la longueur du coté est égale a ¢,
on définit la mesure de Lebesgue de Q) par

LQ) = L

(3) On définit, pour tout A C R™, la mesure de Lebesque £™ de A
par
LA) = ianf”(Qj)
>
ou la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables
de cubes (Q;);>1 de R" telles que A C ;51 Qj-

On rappelle les propriétés suivantes ([15, Th. 2.40], [12, Ch. 1)) :

Proposition 4.33.

(1) La fonction L™ est une mesure de Radon o-finie sur R™.

(2) Si A C R™, A est mesurable pour £" si, et seulement si, il
existe des boréliens Ag C A C Ay tels que L™ (A1 \ Ap) = 0.

(3) Pour tout ensemble mesurable E C R"™, il existe des ensembles
A1, Ay, N1, Ny tels que E=A1UN1 = Ay~ No, gn(Nl) :fn(NQ) =0,
Ap est une réunion dénombrable de fermés et As ume intersection
dénombrable d’ouverts.

(4) La mesure L™ sur R™ satisfait & la propriété de récurrence
sutvante : sin =k +1 avec k,l € [1,n] et si on considére que R™ =
R* x R, alors ™ = £LF x L.

(5) Les conclusions du théoréme s’appliquent a la mesure L™,
et portent habituellement le nom de « propriété de régularité de la
mesure de Lebesgue ».

Voici une conséquence importante du théoréme de Fubini, qui per-
met de calculer l'intégrale de fP (ou f est une fonction mesurable
positive) en fonction des mesures des ensembles de niveau de f :

Lemme 4.34 (Principe de Cavalieri). Soient X un ensemble et p une
mesure o-finie sur X. Soit 1 < p < oo. Alors, pour toute fonction
mesurable f : X — [0, +00],

[ @ran) =p [T X € X5 (@) > A AL
X 0
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Preuve du lemme [£34l par le théoréme de Fubini (on rappelle que la
mesure p est o-finie),

/X f(@)Pdp(x) = /X /0 f(w)p)\p_ld)\du(x)

:p/ Apfl/ dp(z) dA. O
0 {z: f(z)>\}

Dans la suite, on notera souvent [ f(x)dx au lieu de [ f(x)dZL"(x)
pour désigner l'intégrale calculée par rapport a la mesure de Le-
besgue.

4.2. Mesure de Lebesgue et applications linéaires

On termine ce paragraphe par le comportement de la mesure de
Lebesgue vis-a-vis des applications linéaires :

Proposition 4.35. Soit T : R™ — R" linéaire. Alors, pour tout ensemble
A C R™ mesurable, £™(T(A)) = |détT| L™ (A).

5. La mesure de Hausdorff

Nous terminons ce chapitre en définissant la mesure de Hausdorff
dans R™.

Définition 5.36. Soit s > 0. Soit A C R"™.
(1) Pour tout 6 > 0, on définit

I (A) = iana(s) (

d(Ei))s
2 )

ot la borne inférieure est prise sur tous les recouvrements A C |J; E;
par des parties F; C R™ avec d(F;) < 8, et a(s) = 7%/2/T (s/2 + 1)
et

+oo
I(z) = / t*le~tat
0

pour tout x > 0. Il est clair que § — .#;*(A) est décroissante.
(2) On pose alors
HP(A) = lim H5°(A) < +oc.
6—0
On vérifie que 7% est bien une mesure, appelée mesure de Hausdorff
de dimension s.
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La mesure de Hausdorff 7"~ ! jouera un role central dans la for-
mulation et la preuve de 'inégalité isopérimétrique (voir la partie
plus loin).

PARTIE II. L’INEGALITE ISODIAMETRIQUE

Soient (X, d) un espace métrique et x une mesure sur X. On rap-
pelle que, si A C X, le diameétre de A, noté d(A), est défini par

d(A) = sup d(z,y).
z,y€A

On fixe un réel d > 0 et on pose la question suivante : parmi tous
les sous-ensembles bornés de X de diametre d, quel est celui dont la
mesure est maximale 7 Cette question est appelée probléme isodiamé-
trique.

6. Le cas de la mesure de Lebesgue dans R”

Le but de cette section est de montrer I'inégalité isodiamétrique
pour " :

Théoreme 6.1 (Inégalité isodiamétrique). Pour tout A C R™,

(6.2) L(A) < a(n)(d(;))",
(6.3) a(n) = Z£"(B(0,1)).

En d’autres termes, la mesure de A est inférieure a celle de la boule
euclidienne de méme diamétre que A.

On remarque d’abord que, si A est de diametre d, A n’est pas, en
général, inclus dans une boule euclidienne de diametre d (si ¢’était
le cas, la preuve de serait triviale!). Ainsi, il n’est pas possible
d’inclure un triangle équilatéral de diametre 2 dans un disque de
méme diametre :
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Nous allons présenter deux preuves de I'inégalité isodiamétrique.
La premiére repose sur une construction géométrique, appelée symé-
trisation de Steiner, qu’on présente maintenant. La deuxiéme utilise
I'inégalité de Brunn-Minkowski (voir la section [6.2)).

6.1. La symétrisation de Steiner

On fixe des vecteurs a,b € R™ avec |a| = 1. On définit
y:={b+ta; t € R}

et
P,:={z eR" (z,a) =0}.

Définition 6.4. Soit a € R™ avec |a| = 1. On définit la symétrisation
de Steiner par rapport a I'hyperplan P, de la maniére suivante : si
A CR",

S.(4) = U {b Fta; i) < 22N (AN Lg)} .
beP,
ANLO#@

En termes plus intuitifs, on écrit A comme la réunion disjointe des
ANLg pour b € P,. Si AN L n’est pas vide, on considere sa mesure
de Lebesgue 1-dimensionnelle, et on le remplace par le segment centré
en b, de méme direction que Ly, de longueur totale égale a la mesure
de Lebesgue 1-dimensionnelle de AN L.

Voici des propriétés de la symétrisation de Steiner :

Proposition 6.5 ([12, Ch. 1, § 2.2, Lem. 2]). On reprend les notations de
la définition [6.4. Alors :

(1) d(Sa(A)) < d(A),

(2) si A est mesurable, alors S,(A) lest aussi, et L"(Sa(A)) =
ZL(A).
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On aura besoin du

Lemme 6.6. Soit f : R"™ — [0, +oo] mesurable. Alors
A= {(@y) e R 0<y < f(2)]
est L mesurable.
Preuve du lemme [6.6l Soient
B :={z e R"; f(z)= +o0}

et C:={zreR" 0< f(x) < +o0}.
Pour tout j € N et tout k£ > 1, soit

. i
Cjk = {mER"; %< f(z) < ‘7:},

de sorte que, pour tout k > 1, C'= ;50 Cj . On définit aussi
Dy, = U (Cjr x [0,5/K])U (B x [0, +0c]) ,

j=0
Jjz
k>1 k>1

Pour tout k>1, D, et Ej, sont "' mesurables et D, C A C Ej,. On
adonc D C A C E, et les ensembles D et E sont .Z"+! mesurables.
De plus, pour tout R > 0 et tout k > 1,

L ((E~D)NB(0,R)) < L ((E; ~ D) N B(0,R))

< 2 ZM(B(0, R)),

1
k
ce qui implique que "' ((E~D)NB(0,R)) = 0, donc que
(BN D) = 0. Ainsi, "1 (A~ D) = 0, ce qui montre que A
est "1 mesurable. O

Preuve de la proposition [6.5] Pour (1), il suffit de le faire quand
d(A) < +o0. Il suffit aussi de supposer que A est fermé : en effet, en
général, on aura

Sa(A) C S,(A), donc d(Sa(A)) < d(Sa(A)) < d(A) = d(A).
Ainsi, on peut supposer A compact. Comme A est borné, donc inclus
dans une boule euclidienne de centre 0, S, (A) est inclus dans la méme
boule, donc borné aussi.
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Soient € > 0 et z,y € Su(A) tels que d(S,(A)) < |z —y| +e. On
décompose
r=0b+ (z,a)a et y=c+ (y,a)a.

En d’autres termes, b (resp. ¢) est la projection orthogonale de x
(resp. y) sur P,. On définit

r:=inf {t; b+ta € A},

s:=sup{t; b+tac A},

u:=inf {t; c+ta € A},
=sup{t; c+tac A}.

<

On suppose que v—7r > s—u (raisonnement analogue si v—r < s—u).
Alors

>i(v—r)+i(s—u)
=i(s—r)+3(v—u)

> LN ANLY) + 1L (ANLY).

<
|
<
\
=N

Comme z € Sy(A) et [(z,a)| = |z —b|, on a |(z,a)| < 2.2 (AN LY),
et de méme |(y,a)| < 3.2 (AN LY). Ainsi,

v—r=[z,a)|+(y,a)] = (z,a) — (y,a)|.
On a donc

(d(Sa(A)) = &)* <o —y/*

= [b—c|* +[(z,a) — (y,a)|"

(6.7) <b—c*+v—rf
< |(b+ra) — (¢ +va)?
< d(A)?,

car b+ ra € A et ¢+ va € A puisque A est fermé. Comme (6.7 est
vraie pour tout € > 0, on obtient bien (1).

Pour (2), il suffit de le faire quand a = ¢, = (0,...,0,1), par inva-
riance de Z" par rotation (voir la proposition. Ainsi, P,=R" L.
Le théoréme de Fubini montre que, si f(b) := £ (AN L{") pour tout
be R*™ ! alors f est £ ! mesurable et

L(A) = /b o T,
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Comme

Sy ={ e e I <y LDV g0 an g =29,

le lemme montre que S, (A) est mesurable et

LS., (A) = [ F(b)db= 27 (4), =

Preuve du théoréme [6.1l L’idée est la suivante : si A est inclus dans la
boule euclidienne de centre 0 et de méme diametre que A, la conclu-
sion est immédiate. Cette inclusion n’est pas vraie en général, mais
on va appliquer plusieurs symétrisations de Steiner a A pour le rendre
symétrique par rapport a 0, ce qui diminuera son diameétre sans chan-
ger sa mesure, et on pourra conclure ainsi car ’ensemble obtenu par
ces transformations sera inclus dans la boule euclidienne de centre 0
et de méme diametre que A.

Il suffit de faire la preuve quand A est de diametre fini. On note
(e1,...,e,) la base canonique de R™, Ay = S¢,(A), A := Se, (Ak—1)
pour tout k € [2,n] et A" := A,,.

On montre d’abord que A* est symétrique par rapport a 0. Pour
cela, on vérifie par récurrence sur k que, pour tout k € [1,n], Ay est
symétrique par rapport a P, , ..., P, . C’est clair pour & = 1. Suppo-
sons que ce soit vrai pour Ay. Alors Ag1q est clairement symétrique
De plus, soient j € [1, k] et S; la réflexion ortho-
Alors, comme S;(Ay) = A

par rapport a P,

k+1°

gonale par rapport a F.;. Soit b € P

k+1°
par hypothese de récurrence,

LH AN L)) = LY A N LG ).

Cela implique que
Z1 ({t; b+tept1 € Ak;—f—l}) = ! ({t; Sjb +teg+1 € Ak—i—l}) .

AinSi, Sj(Ak.H) = Ak—i—l‘

Finalement, A* est symétrique par rapport a P, ,..., P, , donc
par rapport a 0.

On en déduit que

(6.8) ch@éamg.
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En effet, soit x € A*. Comme —z € A*, 2|z| < d(A*), ce qui donne

bien . On déduit de que
n * 1 )"
LMA7) < aln)(5d(A7))

ot on rappelle que «(n) est défini dans (6.3]). Pour conclure (rappelons
que A n’a pas été supposé mesurable dans les hypotheéses du théoréme
6.1)), comme A est mesurable, la proposition montre que

2"(A) < 27(A)

N
N
2
=l

N
2
s

S
—~
—~

|
~—

*

~
N———
S

3

=
=
N——

VA
2
S
—_ = =

NI RN RN~

= a(n)

=
=
N—

ce qui termine la preuve de (6.2)). O

6.2. Une autre approche via I’inégalité de Brunn-Minkowski

Nous allons donner une autre approche de l'inégalité isodiamé-
trique, qui repose sur [’inégalité de Brunn-Minkowski, que nous pré-

sentons maintenant.
Si A, B C R™, on définit la somme de Minkowski de A et B par

A+B={z€R" Ja€ Aetbe B tels que x = a+b}.

Proposition 6.9. Soient A,B C R™ des ensembles mesurables non
vides. On suppose A + B mesurable. Alors

Remarque 6.10. 11 peut arriver que A+ B ne soit pas mesurable, méme
si A et B le sont, voir I'appendice.

La proposition possede une version fonctionnelle, appelée iné-
galité de Prekopa-Leindler :

Proposition 6.11. Soient 0 € [0,1] et u,v,w des fonctions mesurables
positives sur R™, telles que

(6.12) w0z + (1 —0)y) > u(z)v(y)*
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pour tous x,y € R™. Alors

(6.13) /n w(z)dr > (/n u(x)dx>0 (/n v(x)dx) 1_0.

On va d’abord prouver la proposition pour n = 1, puis la
proposition [6.11] pour tout n > 1, et enfin, la proposition [6.9] pour
tout n > 2.

Preuve de la proposition quand n = 1. On suppose d’abord que
A et B sont des compacts non vides de R. Si on remplace A et B par
A+ x et B + y respectivement (avec x,y € R quelconques), A + B
est transformé en A + B + = + y, de sorte que les mesures de Le-
besgue de A, B et A + B restent inchangées. Comme A et B sont
compacts, on peut les translater de sorte que sup A = inf B = a € R,
et, quitte a translater encore, on peut supposer que a = 0, de sorte
que AN B = {0}. On a donc A+ B D AU B, donc

LY A+ B) > LY (AUB) = £Y(A) +.21(B),

ce qui termine la preuve dans ce cas.

Si maintenant A et B sont des ensembles mesurables quelconques
de mesure finie, soit ¢ > 0. Par la proposition il existe des
compacts A; et B, inclus respectivement dans A et B et tels que

LAY > LY A) - et LYB.) > ZLYB) -
Alors
LY A+B) > LY A+ B) > LY A) + LB
> 2YA)+ 2Y(B) — 2,
et comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient 'inégalité voulue.
Enfin, si par exemple, .Z!(A) = +00, A+ B contient un translaté

de A, donc est aussi de mesure infinie, ce qui rend 'inégalité triviale.
O

Preuve de la proposition [6.11] On raisonne par récurrence sur la
dimension. Commencons par le cas n = 1. On suppose d’abord w et v
bornées, et on peut donc supposer que |lul|, = |v], = 1. Soient
t € [0,1], z € R tel que u(z) >t et y € R tel que v(y) > t. On a
alors w(fz + (1 — 6)y) > t par Uhypothese (6.12). Ainsi, d’apres le
cas n = 1 de la proposition (appliquée aux ensembles non vides
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= {zeR; u(z) >t} et B := {yeR; v(y) >t}), et en notant
que {w >t} D A+ (1 —0)B et utilisant la proposition

LM {2 eR; w(z) > t})
> 02" ({z € Rs u(x) > t}) +(1-0)L" ({y €R; v(y) > t}).

On en déduit, en utilisant (4.34)), la proposition pour n = 1 et
I'inégalité arithmético-géométrique, que

/ w(x)dr > /1 LM {2 eR; w(z) > t})dt
R

9/ L ({z €R; ulz) > 1)) dt
L (1—-6 /.zl ({y € R; v(y) > t}) dt

—9/ 2)dz + ( 1—9)/]R ()da
> </1R u(x)dx)g (/Rv(m)dx> o

ce qui termine la preuve dans ce cas.

Dans le cas général, pour tout entier j > 0, on pose

{u(m) si u(x) <
uj(r) = .

0 si u(z) > 7,
et on définit v; de fagon analogue. Comme u; < u et v; < v, I'inégalité
est satisfaite avec u; et v; a la place de v et v dans le membre
de droite. On en déduit avec u; et v; dans le membre de droite,
et on obtient la conclusion en faisant tendre j vers +oo et utilisant
le théoréme de convergence croissante (théoréme [3.29).

On suppose maintenant le résultat prouvé en dimension n—1 pour
un n > 2. On consideére u, v, w vérifiant I’hypothese de la proposition
Pour tout ¢ € R, on pose

ug(x) = u(z,q), vq(x) =v(x,q) et wy(x)=w(z,q)

pour tout € R"~!. Le théoréme de Fubini montre que Ug, Vg €t wy
sont mesurables pour presque tout ¢ € R. De plus, par hypothese,
pour tous qo,q1 € R tels que ¢ = 0go + (1 — 0)qy et tous 2,y € R* 1,

w0z + (1 = 0)y) = ugy () vq, ()"~
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En appliquant I'hypothese de récurrence a wg, uq, €t vq,, on obtient

que
/Rnil wy(z)dr > (/Rn1 Ugg (az)dw)e (/Rnl Vg (x)dac) 1_0.

D’apres I'inégalité en dimension 1 appliquée aux fonctions
/ wg(x)dz,
Rn—l
q— (/ uq(a:)da:> ,
Rn—1
( / vq(x)dx> ,
Rn—1

et le théoreme de Fubini, on obtient que

/nw(z)dz = /qER (/Rnl wq(x)dx) dq
- </qeR (/]R"l ug(x)dx) dq>9 (/qeR (/Rn1 “q(x)dx> dQ)l_e
— (/n“(z)dz>6 (/nv(z)d;:)l_e,

ce qui termine la preuve. O

Preuve de la proposition [6.9 pour n > 2. Tout comme dans le cas
n = 1, on peut supposer que A et B sont de mesure finie. On fixe
6 € [0, 1] et on applique la proposition avec U = XA/, V= Xp €t
w = Xga+(1-0)p ot A’ et B’ sont des parties mesurables de R" qui
seront choisies ensuite. L’inégalité est trivialement satisfaite
et on obtient donc

(6.14) LMOA + (1 -0)B) > LA (B,

et ce pour tout choix de 6 € [0, 1]. Si on choisit maintenant

A = MA et B = MB,
signifie que
(6.15) LMOA +(1-0)B') > 1,
d’apres la proposition Si on pose
LM (A

0=
gn(A)l/n + gn(B)l/n’
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on voit que

1
gn(A)l/n + gn(B)l/n(

et P'inégalité (6.15]) donne bien la conclusion de la proposition[6.9} [

0A' +(1—0)B = A+ B),

On explique maintenant comment déduire l'inégalité isodiamé-
trique (théoreme de l'inégalité de Brunn-Minkowski. Soit A C R"”
une partie compacte. Il suffit de prouver quand £"(A) =1
(en effet, dans le cas général, on peut bien sir supposer que
Z"(A) > 0; on pose alors A’ = XA avec A > 0 et A" = Z"(A), et
on obtient la conclusion en utilisant la proposition [£.35] et le fait que
d(A") = \d(A)).

On suppose donc A compact avec Z"(A) = 1. Soit

B:={zeR";, —ze€ A}.

Par la proposition (on note que %A et %B sont compacts, donc
aussi A4 + 1B),

.,Zﬂn(%A—l— %B)l/n > gn(%A)l/n _{_‘ipn(%B)l/n.

Comme .Z"(3A) = .#"(3B), on obtient donc
ZL"(3A+1B) > £"(A) = £™(B).

On vérifie maintenant que d(%A + %B) < 1. En effet, soient x,y €
%A + %B. Il existe x1x2,y1,y2 € A tels que x = %(:cl —x9) ety =
%(yl —y2). On a donc

1
|z —y| = §I(w1 —z2) + (y1 —y2)| < L.

De plus, %A + %B est symétrique par rapport a 0, et est donc inclus
dans la boule euclidienne de centre 0 et de rayon 1/2. Ainsi,
a(n)

on

LA K LMAA+LB) < £(B(0,1/2)) =

ce qui termine la preuve quand A est compact. Dans le cas général,
il suffit de prouver I'inégalité pour A, comme dans la preuve donnée
dans la section [6.1] ]
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6.3. Le probléeme de la stabilité

L’inégalité isodiamétrique assure que la boule euclidienne réalise
le maximum de la mesure de Lebesgue parmi tous les sous-ensembles
de R™ de diameétre fixé. La question de la stabilité de cette inégalité est
la suivante : si £ C R" est de méme diametre que la boule euclidienne
de rayon r > 0, comment mesurer I’écart de F a une boule ?

Pour répondre a cette question, on introduit le défaut isodiamé-

trique, défini par
_(AE)\" a(n)
I(E) = ( 5 ) Zn(E) —1.

Une premiere réponse fait intervenir la différence symétrique

entre E et une boule euclidienne de rayon 1. On rappelle la définition
de la différence symétrique : pour tous A, B C R",

(6.16) AAB = (AN B)U(B\A).

On a alors ([30, Th.1]) :

Théoreme 6.17. Soitn > 2. Il existe C,, > 0 tel que, pour tout £ C R"
mesurable de diameétre 2 ,

 #"(EAB(x,1))
Cm3(E)'”* > nf =or S5y

En d’autres termes,

2"(Be,1) > 2°(B)(1+ & (3”<EAB<93,1)))2>

C(n)*\ Z™(B(z,1))

Cet énoncé indique, en particulier, que s’il y a égalité dans I'inéga-
lité isodiamétrique pour I’ensemble F| alors la différence symétrique
entre E et une certaine boule euclidienne est de mesure nulle.

On peut formuler une autre version de la stabilité pour I'inégalité
isodiamétrique. Soit E C R™ de diameétre 2. On définit les rayons
intérieur et extérieur de E par

rgt = inﬂg inf{r > 0; B(z,1) C E+ B(0,r)}
TER™

et
ra* = inf inf{r >0; EC B(z,1+7)}.
TERM

MW On a choisi cette normalisation pour simplifier les énoncés, et on peut toujours
s’y ramener par dilatation.
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Une autre version de la stabilité pour 'inégalité isodiamétrique est
alors ([30, Th.2]) :

Théoréme 6.18. Soit n > 2. Il existe C(n) > 0 tel que, pour tout
E C R"™ mesurable de diamétre égal a 2,
it C(n)é(E)l/n
et
C(2)0(E)'/? sin =2,
r <L C(3) (5(E) max (In(8(E)|,1)Y?  sin=3,
C(n)s(E)+tVsin > 4.

7. Le cas du groupe de Heisenberg

La question de la validité de l'inégalité isodiamétrique peut étre
posée dans des contextes non euclidiens. On se concentre ici sur le
cas du groupe de Heisenberg, que 'on présente maintenant.

On considére X = R3, qu’on munit de la loi de groupe (non com-
mutative!) suivante : si z = (z1, z2,t) et y = (y1, Y2, $), on pose
1Yo — 5823/1>

Ty = <$1+y1,$2+2/2,t+8+ 5

On notera H = R? muni de cette loi. Le groupe H est appelé groupe
de Heisenberg.
Pour tout A > 0 et tout « € H, on pose

Th(z) := (\z1, Azg, \2t).

Pour tout A > 0, T est un automorphisme de groupes, appelé dila-
tation.
Pour tout x € H, on pose

1/4
lafl == (a7 +a3)* + )"

On vérifie immédiatement que ||z~ !|| = ||—z|| = ||z|| pour tout = € H.
De plus, pour tout A > 0 et tout x € H,

(7.19) [Tx]| = A
On définit alors, pour tous z,y € H,

d(z,y) = Hy_l -z
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On vérifie que d est une distance sur H, et que d est invariante a
gauche, ce qui signifie que, pour tous a,z,y € H, d(a-z,a-y) = d(z,y).

Pour formuler le probleme isodiamétrique dans H, on introduit la
mesure de Hausdorff sphérique de dimension 4. Soit A C H. Pour
tout 0 > 0, on définit

F3(A) :==inf > d(B;)",

ol la borne inférieure est prise sur tous les recouvrements A C |J; B;
par des boules B; C H avec d(B;) < 4. Il est clair que § — 7 (A)
est décroissante. On pose alors

YA = lim FHA) < +oo.

On vérifie que .#* est bien une mesure. On peut montrer ([39,
Prop. 2.1]) que, si B C H est une boule, alors

(7.20) S4YB) =d(B)*.
Comme la mesure .#*4 est homogene, au sens oil
S 8\(4)) = A7 (A)

pour tout A C H et tout A > 0, on peut reformuler le probleme
isodiamétrique ainsi : quelle est la borne supérieure du quotient
F4(A)/d(A)* parmi tous les sous-ensembles bornés A C H de dia-
metre non nul? On définit donc la constante isodiamétrique de H
par

— 71(A)
(7.21) CO= L
L’identité signifie que Cy > 1. On peut aussi montrer ([39)
Th. 3.1]) qu’il existe des ensembles isodiamétriques, c’est-a-dire des
ensembles A C H qui réalisent la borne supérieure dans . Tou-
tefois ([39, Th.3.5]) :

Théoreme 7.22. Les boules fermées de H pour la distance d ne sont
pas des ensembles isodiamétriques. On a donc Cyq > 1.

Le probleme isodiamétrique peut aussi étre envisagé pour une autre
distance, appelée distance de Carnot-Carathéodory. On introduit les
champs de vecteurs

X =0,+20, Y=0,—20, T=0,.
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Soit T'>0. On dira qu’une courbe absolument continue v : [0, 7] —H
est admissible si, et seulement si, il existe des fonctions mesurables
hi,ha : [0,T] — R telles que h?(t) + h3(t) < 1 pour tout t € [0,7] et

V() = ha ()X (1) + ha ()Y (7(2))

pour presque tout ¢t € [0, 7] (on rappelle quune fonction absolument
continue est presque partout dérivable). On montre que, pour tous
xz,y € H, il existe une courbe admissible joignant x et y. On définit
alors la distance de Carnot-Carathéodory de x et y comme la borne in-
férieure des T'>0 tels qu’il existe une courbe admissible 7:[0,7]—H
telle que v(0) =z et y(1)=y. Cette distance est notée dcc.

Si on considere le probleme isodiamétrique pour la distance dgc,
les boules ne sont pas non plus solution de ce probleme ([39, Th. 3.6]) :

Théoreme 7.23. Les boules fermées de H pour la distance doc ne sont
pas des ensembles isodiamétriques. On a donc Cg,, > 1.

PARTIE III. ’INEGALITE ISOPERIMETRIQUE

On peut formuler le probléme isopérimétrique dans le plan de la
maniére suivante : parmi tous les domaines bornés 2 C R? d’aire fixée,
quel est celui de périmetre minimal ? La réponse a cette question est
bien connue : en effet, si o7 (Q2) est laire de Q et Per 2 son périmetre,
on a 'inégalité suivante entre o7 (€2) et Per Q :

() () < T

et 'égalité dans a lieu seulement lorsque 2 est un disque. En
d’autres termes, & aire fixée, le domaine de plus petit périmetre est
le disque. L’inégalité est appelée inégalité isopérimétrique.

Dans cette partie, nous examinons la validité de dans R" et
certaines de ses conséquences. On considere aussi d’autres contextes
géométriques.
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8. Une preuve dans le plan

On rappelle qu’une courbe de Jordan est I'image, notée %, d’une
application v : I — R? ot I = [a,b] est un segment de R et ~y est
une fonction continue sur I et simple (au sens ou, pour tous z,y € I
avec x # y, si v(x) = y(y), alors {z,y} = {a,b}). Le théoréme de
Jordan ([4, Th.9.2.1]) affirme alors que R? \ % a exactement deux
composantes connexes, I'une bornée (appelée intérieur de € et notée
Cint) et 'autre non bornée (appelée extérieur de € et notée Cext).

On va prouver la version suivante de 1'inégalité isopérimétrique :

Proposition 8.2. Soit € une courbe de Jordan de classe C* dans R?.
Alors

(8.3) UE)? > Arel (Ciy),
ot U(€) désigne la longueur de €. De plus, il y a égalité dans (8.3)

st, et seulement si, € est un cercle.

Démonstration. On suit la présentation de [41, Ch.4]. Il suffit de
prouver la conclusion quand ¢(%) = 2r (raisonner par homothétie).
Soit v : [0,27] — R? une paramétrisation de ¢ par longueur d’arc.
Si on note y(t) := (71(t),v2(t)) pour tout ¢t € [0, 27], on a donc

() + () =1
pour tout ¢ € [0, 27], donc
% /027r ((71(0)2 + (vé(t))Q) dt = 1.

L’identité de Parseval montre donc que

(8-4) > I (FEm)® + Fm)?) =1,

nez
Par la formule de Stokes,

A6 =3 | [ Galonbls) — el ds

et l'identité de Parseval donne donc

5 n (T — Tl i)

nez

)

JZ{((gint) =TT

)

ou on a aussi utilisé que 1 et 2 sont a valeurs réelles, ce qui entraine
que 71(n) = y1(—n) et 2(n) = 72(—n).
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Comme, pour tout n € Z,

T B ()~ )7 )| < 2[F ()T 0)
<FWE + B0)P,

on obtient donc, en utilisant (8.4) et le fait que |n| < |n|* pour tout
n € 7,

(8.5)

A (G) <7 Y Il (R + [B0)P) =,
nez

ce qui donne bien (8.3]).

On suppose maintenant que o7 (%in) = 7. Les calculs précédents
montrent que 71(n) = 72(n) = 0sin ¢ {—1,0,1}. On obtient donc
qu’il existe ay, by, az, by € C tels que, pour tout t € [0, 27],

m(t) =a1 + bre't +bie ™ et Yo (t) = ag + bae' + boe .
L’identité (8.4) assure donc que
1
i+ ool =
et, comme il y a égalité dans (8.5)), |b1| = |be|, donc |b1| = |ba| = 1/2.
On peut donc noter

1 . 1 .
b = §ew‘ et by = §€Zﬂ

avec a, f € R. Comme 1=2 ‘blbig — boby
ol k € Z est impair. Finalement, pour tout ¢ € [0, 27],

, on obtient que a—f=km/2,

m(t) = a1 +cos(t+a) et 7a(t) =ag £sin(t + ),

ce qui montre bien que % est un cercle. Réciproquement, si % est un
cercle, il est immédiat que (8.3)) est une égalité. O

9. Une approche de I’inégalité isopérimétrique via
le contenu de Minkowski

Soit A C R™ un ensemble mesurable tel que Z"(A) < +oo.
L’inégalité isopérimétrique cherche & comparer £"(A) et la « me-
sure du bord de A ».

Une premiere fagon de calculer cette mesure de bord consiste a
utiliser le contenu de Minkowski, défini comme suit :
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Définition 9.6. Soit A C R™.

(1) Le contenu de Minkowski supérieur de dimension n — 1 de A
est défini par
- n RTL. d A
e//*,nfl(A) -— [im <z ({x € ’ (SU’ ) < T})7

r—0 r

ou d(z,A) = infyca |z — y| et |-| désigne la norme euclidienne.
(2) Le contenu de Minkowski inférieur de dimension n — 1 de A
est défini par
n n.
LAY = @g {x e R"; d(z,A) < r})

r—0 r

(3) Si les contenus de Minkowski supérieur et inférieur sont égaux,
on définit le contenu de Minkowski de dimension n — 1 de A par

MTHA) = N A) = a4 A).

Ce contenu de Minkowski n’est pas une mesure, mais il coincide
avec la mesure de Hausdorff s#"~! pour les compacts n — 1 recti-
fiables, c’est-a-dire les compacts K C R™ qui peuvent s’écrire comme
K = f(C), ou f: R*! — R" est lipschitzienne et C C R""! est
compact :

Proposition 9.7. Soit K C R™ un compact (n — 1)-rectifiable. Alors
M"NEK) = "N (K).

Pour cet énoncé, on pourra se reporter a [14, Th. 3.2.39]. On peut
alors énoncer une version de 'inégalité isopérimétrique dans R™, dont
la preuve utilise le contenu de Minkowski et 'inégalité de Brunn-
Minkowski :

Théoréme 9.8. Soit K C R™ un compact (n — 1)-rectifiable. Alors
(9.9) LK)/ T la(n) TV OK).
On rappelle que o(n) est défini par (6.3)).

On utilisera 'expression de " !'(9A) donnée par la proposi-
tion valable sous les hypothéses du théoréme Pour tout r > 0,
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I'inégalité de Brunn-Minkowski (Proposition donne
LA+ B0,1) = (LAY + 27(B(0,r) /)"
= (2" +a(m)/mr)"
> LM(A) +ng" (A ma(n)

donc
LA+ B(0,1)) — Z"(A)
r
ce qui donne donc 'inégalité quand on fait tendre r vers 0. [J

> nagn(‘/Ll)('rL—l)/na(n)l/n7

10. Ensembles de périmetre fini et inégalité
isopérimétrique dans R"

Cette section est consacrée a linégalité isopérimétrique pour
des sous-ensembles de R™ dits de périmetre fini. On commence
par quelques éléments sur les espaces de Sobolev et de fonctions a
variations bornées.

10.1. Un apergu concernant les espaces de Sobolev

On donne ici un tres bref apergu de la théorie des espaces de So-
bolev dans des ouverts de R™, renvoyant a [I, 6, 11}, [3T], 46] pour une
présentation complete.

10.1.1. Dérivée faible. Soient U C R™ un ouvert et v : U — R de
classe C. Pour toute fonction ¢ € C2°(U) et tout 1 < i < n, on a,
en intégrant par parties,

Oy ou
/U u(e) g @)de = — | L (@)el@)da.

Si la fonction u n’est pas de classe C!, cette formule n’a pas de sens,

mais on s’inspire de ce calcul pour définir une notion de dérivée faible :

Définition 10.10. Soient U C R™ un ouvert, 1 < i < n, et u,v €
Ll .(U). On dira que du/dz; = v si, et seulement si, pour toute

fonction p € C(U),

/Uu(az) gﬂi (z)dx = —/Uv(x)cp(x)da:.
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Dans ce cas, du/dx; est une (la) dérivée faible de u par rapport a la
variable x;.

Remargque 10.11. Si u est de classe C! sur U, alors ses dérivées faibles
dans U coincident avec ses dérivées au sens classique.

Si elle existe, la dérivée faible de u par rapport a la variable x; est
unique :

Lemme 10.12. Soient U C R"™ un ouvert, 1 <i < n, et u € LL_(U).
St v,w € Llloc(U) sont des dérivées faibles de w par rapport d la

variable x;, alors v =w presque partout dans U.

10.1.2. FEspaces de Sobolev
Définition 10.13. Soient U C R™ un ouvert et 1 < p < +o0. On
appelle W1P(U) T’espace des fonctions u : U — R telles que, pour

tout 1 < ¢ < n, la dérivée faible Ju/0z; existe et appartient a LP(U).
Siu e WHP(U), on définit

» ou P 1/p
u(x)|” do + / x dx)
(/) tu@) > e
HU\IwLp(U) = sil<p<+oo,
||“HL0<>(U) + Z Hau/aﬂfz‘HLoo(U) si p = +o00.
1<i<n

On vérifie que [|-||yy1.5() est une norme.

Exemple 10.14. Si U = B(0,1) dans R" et u(x) = |z|”® avec a > 0, la
fonction u € W1P(U) si, et seulement si, « < (n — p)/p. On a, pour
tout 1 <7 < n,
ou —Qx;
T) = ——5.
8:@ |l"a+

10.1.3. Un résultat d’approzimation : le théoréeme de Friedrichs
Théoreme 10.15 (Théoreme d’approximation de Friedrichs)

Soient U C R™ un ouvert et u € WHP(U) avec p € [1,+oc[. Alors
il existe une suite de fonctions (uj)j=1 € C°(R™) telles que :

(1) uj = u dans LP(U),

(2) pour tout ouvert V.€ U (ce qui signifie que V est un compact
inclus dans U) et tout 1 <i < n, Ouj/0x; — Ou/0x; dans LP(V').
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Si U = R"™ et u € WHP(R™), alors il existe une suite de fonctions
(uj)j=1 € C(R™) telles que u; — u dans WHP(R™).

Remarque 10.16. On notera que, dans le théoréme on n’obtient
pas la convergence de u; vers u dans WHP(U) en général, sauf dans
le cas U = R™. En général, C2°(R")|y n’est pas dense dans WP (U),
voir par exemple [31, §1.1.6].

10.1.4. Plongements de Sobolev. Les plongements de Sobolev signi-
fient qu'une fonction de WHP(R™) posséde un degré d’intégrabilité
plus élevé que son appartenance a LP ne I'indique. Ces plongements
prennent une forme différente selon que p < n, p =n ou p > n. On
ne présentera ici que le cas p < n.

On suppose donc que 1 < p < n et qu'il existe C' > 0 tel que, pour
toute fonction u € W1P(R™), u € LI(R") et

(10.17) [ell Logrny < ClIVull o gy -

Fixons alors une fonction v € C2°(R™) non nulle. Pour tout A > 0 et
tout z € R™, définissons

up(z) = u(Az).

Alors, pour tout A > 0, (10.17)) donne

1 A

71 Jull, < CW [Vall, .

Cela n’est possible que si 1/¢ = 1/p — 1/n. On a de fait le théoreme
suivant :

Théoreme 10.18. Soit 1 < p <n. On définit p* par
1 1 1
pop o
Alors il existe C' > 0 tel que, pour toute u € WIP(R™), u € LP"(R") et

[l Lo (mmy < C IVl Lo (eny -

10.2. Introduction aux fonctions a variation bornée

On ne présente ici qu'une tres breve introduction aux fonctions BV,
renvoyant a [12, Ch. 5] ou [46, Ch. 5] pour une présentation compléte.
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On rappelle que, si o € C'(R™,R"), pour tout = € R", la divergence
de ¢ au point x est définie par

i

dyp
0x; (z).

(2

dive(z) = Z
=1

On utilisera le théoréme de Riesz suivant, qui concerne les formes li-
néaires continues sur ’espace des fonctions continues & support com-

pact ([12, §1.8, Th.1]) :

Théoreme 10.19 (Théoreme de représentation de Riesz)

Soit L : Co.(R",R™) — R une forme linéaire continue. Alors il
existe une mesure de Radon p sur R™ et une fonction o : R™ — R"
mesurable pour u telle que

(1) |o(x)| = 1 pour p-presque tout = € R,
(2) L(¢) = — Jpnlo(x), 0(2))dp(x) pour toute ¢ € Cc(R™,R™).

Définition 10.20. Soit f € L'(R"). On dit que f est a variation bornée
si
sup {/ f(z)divp(z)d; ¢ € CHR™,R™) et |p(z)| < 1Va € Rn}
Rn
< +00.

Ici et dans la suite de ce paragraphe, |p(z)| est la norme euclidienne
de ¢(z). On note BV(R™) I'espace des fonctions & variation bornée.

Il est immédiat que W1H(R") C BV(R"). L’inclusion est stricte
(par exemple, x[01] € BV(R) ~ WH(R)).

On peut décrire BV(R™) comme ’espace des fonctions dont la dé-
rivée faible est une mesure de Radon. Plus précisément :

Théoreme 10.21. Soit f € BV(R™). Alors il existe une mesure de
Radon p sur R™ et une fonction o : R™ — R™ mesurable pour u telles
que |o(z)| = 1 pour p-presque tout x € R™ et

| t@dive()ds =~ [ (p(a),o(a))du(a)
R™ R™

pour toute ¢ € CH(R™,R™). On notera p = ||Df|| et 1 lBvrny =
111 @y + [IDFIFR™).
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Démonstration. Pour toute ¢ € CL(R™ R™), on pose
Lyp:=— f(x)divp(x)dz.
RTL
Alors, pour toute ¢ € C}(R™,R™), on a, par définition de BV(R™),

Lo < Cllell oo »

ou C > 0 ne dépend que de f. Cela permet d’étendre L par densité
en une forme linéaire continue L sur C.(R™,R™) et on conclut grace
au théoreme de Riesz (théoréme [10.19)). O

Si f € WHY(R™), alors f € BV(R") et

IDAIE) = [ V1) d2" (@),
De plus, avec la représentation donnée par le théoreme [10.21

o(z) = 4 VI @/IVI@)] s V@) #0,
0 si Vf(z) = 0.

Voici un résultat d’approximation, dans ’esprit du théoréme de
Friedrichs (théoreme [10.15]) pour les fonctions BV :

Théoreme 10.22. Soit f € BV(R™). Il existe une suite de fonctions
(fr)k=1 € CX(R™) telles que :

(1) fr — f dans L*(R™),

(2) [IDfell (R") = [[Df]| (R™).

Remarque 10.23. 11 n’est pas possible d’obtenir limy, |D(f — fx)|| =0
dans la conclusion du théoréeme En effet, dans ce cas, la suite
(fr)k>1 serait de Cauchy dans WH1(R™), et devrait donc converger
dans W11(R"), de sorte que f devrait appartenir & W11 (R™).

Voici une version d’un plongement de type Sobolev pour l'es-
pace BV :

Théoréme 10.24. Soit n > 2. 1l existe C > 0 tel que, pour toute f €
BV(R™),

1l songeny < C DS (RT).
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Démonstration. Soit (fx)r>1 une suite donnée par le théoreme [10.22
qui vérifie aussi fr — f presque partout dans R™. Alors

1l s ey < B (| fill oo ey
k—+o00

<C Im [|Dfillprgny = CUDfI L1 gny
k——+o0
ce qui donne le résultat. ]

10.3. Meilleure constante dans un plongement de Sobolev

On peut déterminer explicitement la meilleure constante du plon-
gement de WHH(R?) dans L™ (=D (R")

Théoréme 10.25. Pour toute u € WHH(R"),

HuHLn/(n*l)(Rn) < n_la(”)_l/n HVUHLl(Rn) )

1 —-1/n

et la constante n™ " a(n) est la meilleure possible. On rappelle que
a(n) = £7(B(0,1)) (voir (63)).
Comme corollaire immédiat, on obtient :

Corollaire 10.26. Pour toute f € BV(R"),
1 _
£ snn) @y < —ex(n) YD (R
La preuve du théoreme [I0.25] présentée ici, souvent attribuée a
Gromov (qui l'attribue lui-méme a Knothe ([24])) utilise le lemme
suivant :

Lemme 10.27. Soient Q C R™ un ouvert conveze borné et f € C1(Q)
avee f(x) > 0 pour tout x € Q. Alors il existe un C*-difféomorphisme
®:Q — B(0,a(n)"/") tel que :

(1) ®(z1,...,2n) = (P1(z1), P2(21,22), ..., Pr(x1, ..., 20)),

(2) 09;/0x;i(x) > 0 pour tout x € Q et, pour tout = € Q,
- 09 f(x)

dét D®(z) = 1;[1 7, (r) = oy

Preuve du lemme [10.27] On commence par construire un difféomor-
phisme ¥ de Q sur @ =0, 1[" avec les mémes propriétés. Il suffit de

poser

X1y, 24) ¢ fBi(z)f(Z)dZi"‘dzn7
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avec
Ai(z) :={z = (21,...,2n) € Q; zj = x;j pour tout j < iet z < x;}
et

Bi(xz) :={2=(21,...,2n) € Q; z; = x; pour tout j < i}.

On vérifie facilement que ¥ est C'! et que U; est strictement croissante
par rapport a x;, donc ¥; est injective et O¥;/0x; > 0 dans Q. On
vérifie aussi que ¥(2) = Q. Enfin, dét D¥ > 0 dans €2, donc ¥ est
un C'-difféomorphisme de 2 sur Q.

De plus,

ov; _ fBi+1 /
Oz Is. [

donc
oV _ g f _ fl@)
Oz fBl fo’

ce qui termine la vérification pour W.

dét DU = H

Si on applique cette construction avec Q@ = B(0,a(n)” /") et
f(z) = 1 pour tout z € €, on obtient un C'-difféomorphisme
U0 — Q avec les propriétés requises, dont le jacobien vaut 1
partout. Finalement, U1 oW a toutes les propriétés voulues. O

Preuve du théoréme 10.25l Comme |Vu| = |V |ul|| presque partout,
on peut supposer que u > 0 dans R™. Par convolution, on peut aussi
supposer que u € C°(R™), puis que le support de u est une boule B
et que u > 0 dans B (convoler u par ¢. ol ¢ est a support dans
B(0,1) et strictement positive dans B(0,1)).

On pose f = w1 Soit & : B — B(0,a(n)”"/") un C'-
difféomorphisme donné par le lemme appliqué & f. Alors, pour
tout x € B,

1/n
d1v<I>
Z 0:@ <H 8:13@ )

n— —1/(n—1
= [u(@)[Y Y flul| )
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Comme u® = 0 sur dB, on a, en intégrant par parties,

0:/ div(u®)(z)dz
_/ 2) div ®(z dac—i—/ ), Vu(z))de,

de sorte que

1/(n—1 ~1/(n—1)
n a7 / uldive < [ Vullo
a(m) /" [ |vul,
na(n)
meilleure constante, ce qui fera ’objet du paragraphe suivant. O

—1/n

ce qui donne la conclusion. Il reste a voir que est bien la

10.4. Ensembles a périmeétre fini et inégalité isopérimétrique

Définition 10.28. Soit E C R™ mesurable (pour £"). On dit que F
est & périmetre fini si, et seulement si, yp € BV(R").

Si E est a périmetre fini, on notera (en reprenant les notations du
théoréme [10.21)) Dxg = ||OE|| et vg := —o. On a donc, pour toute
¢ € CLR™ R"),

[ divel@ydz = = [ (ol@).ve()d|9B] (z).

Si E est un ouvert de classe C! tel que " Y(OE N K) < +o0o
pour tout compact K C R" (on rappelle que 7" ! est la mesure de
Hausdorff de dimension n—1), on a aussi, pour toute ¢ € C}(R", R"),

[ dive@ds == [ (ew).vi@ndnm @)
FE OF

ce qui montre que E est & périmetre fini, [|0E| (R?) = #" " 1(OF) et
vp =v "1 presque partout sur JF.

Remarque 10.29. En réalité, tout ouvert E C R” satisfaisant a
A" YHOE) < 400 est & périmetre fini (voir [2, Prop. 3.62]).

Un cas particulier important du théoréeme [10.24] est une forme de
I'inégalité isopérimétrique :
Théoreme 10.30. Pour tout ensemble E C R™ de périmétre fini,
LBV < CoE| (R),

ot C > 0 est la constante intervenant dans le théoréme [10.24].
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Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme avec f = xg,
qui est dans BV(R™) par hypothése. ]

Corollaire 10.31. Pour tout ensemble E C R™ de périmétre fini,

1

LB < ﬁa(n)_l/" 10| (R™).

On notera que la constante %a(n)_l/ " est optimale (considérer
le cas ou E est une boule). Cela prouve aussi l'optimalité de cette
constante dans le théoréme [10.25 O

Réciproquement, on peut retrouver le plongement de Sobolev
(10.18) en partant de l'inégalité isopérimétrique. On utilisera pour
cela (une version de) la formule de la co-aire, qu’on rappelle ici :

Proposition 10.32. Soit u : R™ — R une fonction lipschitzienne. Alors
/ Vu(e)| dz = / Az € R u(z) = t))dt.
R» R

On suppose maintenant connue l'inégalité isopérimétrique. Soit
alors u € C2°(R™), on voit que, pour tout ¢, le bord de {|u| > t} est
inclus dans {|u| =t} par continuité de u. Comme, pour tout ¢ > 0,
{lu| > t} est compact, on en déduit que

(n-1)/n
([ @/ baz)
roo n/(n-1) (1)
=</ (/ X{|u|>t}($)dt) dﬂU)
R 0

oo (n—1)/n
L (L xusn e vas) = ae
0 R"

+oo
:/ L {Ju| > )V
0

N

“+o00
< [Tl = )
0
+o0
< n_la(n)_l/n/ A ({Ju] = t))dt
0
:n_la(n)_l/"/ |Vu(x)|dz,
RYL

ce qui redonne bien le plongement de Sobolev.
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11. Inégalité isodiamétrique et inégalité isopérimétrique

On considére I'inégalité isopérimétrique dans R™ comme connue,
et on cherche a en déduire I'inégalité isodiamétrique dans R™. On rai-
sonne par récurrence sur n. Pour n = 1, la conclusion est immédiate.

On suppose I'inégalité isodiamétrique connue dans R*~! pour un
n > 2. On consideére d’abord un ensemble convexe E C R"™ de dia-
metre 2. On montre que

AN OE) < #71(0B(0,1)).

En effet, pour tout vecteur v de norme 1, soit E, la projection ortho-
gonale de E sur '’hyperplan v+. Par la formule de Cauchy-Crofton

(123, §5.5]),
AVF) = ——

n—1 n—1
ST /8 pony L ENAA W),

Comme d(E,) < d(E) = 2, I'inégalité isodiamétrique dans R"~!
montre que
" YE) <aln-1),
ce qui donne aussitot le résultat.
On peut maintenant prouver l'inégalité isodiamétrique en dimen-
sion n. Soient en effet £ C R™ de diametre 2 et F' ’enveloppe convexe
de E. Admettons pour 'instant que F est aussi de diametre 2. Alors

LB < (F) D Tl (n) TV o (OF)
<nta(n) TV (OB(0,1))
= Z™(B(0,1))" 1/,
ce qui donne bien I'inégalité isodiamétrique en dimension n. On no-
tera qu’on a appliqué I'inégalité isopérimétrique a ’ensemble F', qui

est de périmeétre fini, étant convexe et borné (voir [29, p.124]). O
Pour terminer la preuve, on vérifie :

Lemme 11.33. Soit A C R™ une partie bornée. Alors A et son enve-
loppe convexe ont le méme diameétre.

Démonstration. Soit B I'enveloppe convexe de A. On a clairement
d(A) < d(B). Soient maintenant z,y € B. Il existe p,q > 1, des
coefficients A1, ..., Ap, i1, .., pig = 0 avec 30 1 N = X0 py = 1
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et des points z1,...,Tp,y1,...,y, € A tels que z = P, N\iz; et
y = >9_ pjy;. Donc

q q q
o=yl = |z = > piyi| = D mile —yy)| <D pjle — vyl
j=1 j=1 j=1
p p p
<3l Nt — )| < s (S Ak — i) < d(a). O
j=1 li=1 j=1 i=1

12. Inégalité isopérimétrique-isodiamétrique

On peut obtenir une inégalité intermédiaire entre les inégalités iso-
périmétrique et isodiamétrique, comme suit.

Définition 12.34. Soit 2 C R™ un ouvert borné. On pose
rad(Q) := inf {r > 0; il existe zp € R" tel que Q C B(zo,7)}.
L’inégalité isopérimétrique-isodiamétrique s’énonce ainsi ([32, §2]) :
Proposition 12.35. Soit Q) C R™ un ouvert lisse et borné. Alors
nA™(Q) < rad(Q) 2" 1(9Q).

Démonstration. Soit zo € R" tel que, pour tout z € Q, |z — xg| <
rad(2). On définit X (x) := = — z¢ pour tout = € Q. Alors, comme
div X = n,

ng™(Q) = /Q div X (2)d.2" (x)

- [ (X(@).va)dem @)
< rad(Q)" 1 (00). =

13. Une application au réarrangement de Schwarz

Cette section est consacrée a une méthode de réarrangement dé-
croissant pour les fonctions définies sur les ouverts bornés de R,
appelé réarrangement de Schwarz. Ce réarrangement est étroitement
relié a I'inégalité isopérimétrique.

On utilisera la notation suivante : si 2 C R™ est un ouvert borné,
on désigne par Q2* la boule euclidienne centrée en 0 de méme mesure
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de Lebesgue que 2. Pour toute fonction mesurable u : @ — R, on
définit la distribution u, par

pu(t) == L"{z € Q; u(z) > t})
pour tout ¢t € R.

13.1. Définition et premiéres propriétés du réarrangement
de Schwarz

Définition 13.36. Soient 2 C R™ un ouvert borné et u :  — [0, +00]
une fonction mesurable.

(1) Pour tout réel ¢, on note
Qc) ={z € Q; u(z) > c}.
Les ensembles Q(c) s’appellent ensembles de niveau de la fonction w.
(2) Pour tout x € O, on définit
u*(z) =sup{c e R; z € Q(c)"}.

La fonction u* est appelée réarrangement de Schwarz, ou symétrisa-
tion de Schwarz, de u.

Ce réarrangement possede les propriétés suivantes :

Proposition 13.37. Soient @ C R™ un ouvert borné et u : Q — [0, +00]
une fonction mesurable. Alors :

(1) u* est radiale et décroissante, ce qui veut dire qu’il existe une
fonction décroissante f : [0,R] — R (ot R désigne le rayon de *)
telle que u*(x) = f (|z|) pour tout x € QF,

(2) pour tout réel c,

(13.38)  Z"({x € Q; u(z) >c}) =L "({x € O u'(x) > c}).

En d’autres termes, u et u* sont équimesurables, ou encore [y = fy»-
En conséquence, pour tout x € QF,

(13.39) Z"({y € & uly) > v’ (2)}) < aln) 2",
et, si{z € Q*; u*(z)=u*(z)} est la sphére de centre O et de rayon |x|,
(13.40) Z"({y € & uly) > u'(2)}) = a(n) |2[",

(3) st uw e L>®(R), alors u* € L>®(Q*) et

sup ess,cq u() = sup ess e« u* ().
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Démonstration. Siz,y € Q vérifient |x| = |y|, alors, pour tout ¢ € R,
x € Qc)* si, et seulement si, y € Q(c)*, car Q(c)* est une boule de
centre 0 (éventuellement vide). Cela montre que u* est radiale. De
plus, si || < |y| et si y € Q(c)* pour un ¢ € R, comme Q(c)*
une boule de centre 0, z € Q(c)*, ce qui montre immédiatement que
w (@) > u (y).

Pour (2),

L"({z € Q5 ux) > ¢}) = L7 (Qe)) = L (Qe)),

est

et, pour tout x € Q*, comme l'ensemble {d € R; = € Q(d)*} est un
intervalle de la forme | — 0o, M| ou | — oo, M|,
u(x) >c<=sup{d eR; 2 € Qd)"} > c<—= z € Qc)",
ce qui montre que
L"{z e Q5 u () > c}) = L)) = L (Qc)).
L’identité (|13.39) vient du fait que, d’apres (13.38]),
pu(u”(z)) = 2" ({2 € Q5 w™(2) > u'(2)})
< LB, |z])) = a(n) [=[",
et, si {z € O*; u*(z) = u*(z)} est la sphere de centre 0 et de rayon |z,
on a l’égalité, ce qui donne ((13.40)) et termine la preuve.
Enfin, le point (3) résulte immédiatement de ((13.38)) et de la défi-

nition de la borne supérieure essentielle. O

Une conséquence immédiate de ((13.38) et de la formule (4.34]) est

l’identité suivante :

Proposition 13.41. Soient Q C R™ un ouvert borné, u : Q — [0, +0o0]
une fonction mesurable et p > 1. Alors

(13.42) /Qup(x)da: = /* (u*)P (x)dz.

13.2. Réarrangement de Schwarz et différentiabilité

On examine maintenant les propriétés du réarrangement de Schwarz
vis-a-vis de la différentiabilité.

On fera pour cela appel a la notion de fonction absolument conti-
nue, dont on rappelle ici la définition.
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Définition 13.43. Soit f : [a,b] — R. On dit que f est absolument
continue si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout N > 1
et tous intervalles Jay, bi[,...,]an,bn] C [a,b] deux & deux disjoints,

N N
Z ’bl — ai] <) = Z ’f(bz) — f(az)] < E.
=1 =1

Il est facile de voir qu’une fonction lipschitzienne est absolument
continue, et qu’une fonction absolument continue est uniformément
continue.

Pour des fonctions monotones, on a la caractérisation suivante des
fonctions absolument continues (voir [3, Th.4.6.2]) :

Proposition 13.44. Soit f : [a,b] — R une fonction monotone. Alors f
est absolument continue si, et seulement si, les deux conditions sui-
vantes sont satisfaites :

(1) f est continue,

(2) pour tout ensemble mesurable E C [a,b] tel que L*(E) = 0,
on a LY (f(E))=0.

On rappelle aussi ([40, Th.8.19]) que

Proposition 13.45. Toute fonction monotone sur un intervalle est dé-
rivable presque partout sur cet intervalle.

Enfin, on a la proposition suivante ([40, Th.8.18]) :

Proposition 13.46. Soient a < b € R et f € L'([a,b]). Pour tout
x € [a,b], on définit

Fz) = / " F)dt.

Alors F est dérivable presque partout sur [a,bl], et F'(xz) = f(x) pour
presque tout x € [a,b).

Soit u :  — R une fonction mesurable. La fonction wu, est claire-
ment décroissante, donc dérivable presque partout d’apres la propo-
sition [13.49)

Proposition 13.47. On suppose que u € C! (ﬁ) est positive et s’annule
sur 0S), et on note M = supqu. Si R > 0 est le rayon de Q*, notons
f [0, R] — [0,400[ la fonction telle que, pour tout x € Q*, u*(z) =
f(|z]). Alors :
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(1) p, est injective sur [0, M],
(2)

(13.48) f ((,uu(t)/a(n))l/n> =t pour tout t € )0, M].

Par suite, f est continue sur [0, R].
(3) pour presque tout t,

/ V()| doem ) <~ (),
{z€Q; u(z)=t}

(4) pl,(t) <0 pour presque tout t,
(5) la fonction f est absolument continue sur [0, R].
(6) la fonction u* est lipschitzienne sur Q* et

VU™l oo () < [Vl ooy »
(7) pour presque tout t € [0, M], si x € Q* est tel que u*(x) =t,

A {y €9 ur(y) =t))
[Vu*(2)] ’

(1349)  p(t) =

Démonstration. Les arguments qui suivent sont inspirés de [7]. Pour
le point (1), on suppose que p,, n’est pas injective sur [0, M]. Il existe
donc 0 <t < s < M tels que |[{z € Q; t <wu(z) <s} = 0. Par la
formule de la co-aire, si g = X{zeq; t<u(x)<s}s

0= /Q (@) [Vu(z)| dz = /t ( /{xeg; o g(x)d%”_l(x))dr

Pour tout 7 € ]t, s[, g(x) = 1, donc, pour presque tout 7 € [t,s],
A1 {z € Q; u(z) =71}) = 0. Or, pour tout 7 € Jt, s[, Q(7) est un
ouvert non vide (par continuité de u et le fait que 7 < supgu = M),
d’adhérence compacte, et 'inégalité isopérimétrique assure donc que

0 < 2"/ <nTlan) Va1 (09,),

et la continuité de w assure que 00, C {z € Q; u(r) =7}, ce qui
permet de conclure que

(13.50) AN {z e Q; u(z)=7}) >0

pour tout 7 € |¢, s[. On obtient donc une contradiction, ce qui termine
la preuve du point (1).
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L’identité ((13.48)) est claire si t = M car v*(0) = M. Soient main-
tenant ¢ € |0, M[ et r € ]0, R] tel que a(n)r™ = u,(t). Si e est un
vecteur fixé de norme 1, on cherche & prouver que

u*(re) =t,
ce qui, par définition de u*, signifie que

t=sup{ceR; reecQc)"}.
Or
re € Q(c)" <= a(n)r" < pu(c) <= pu(t) < pu(c).

Ainsi, si re € Q(c)*, on a py,(t) < pu(c), donce ¢ < t. Réciproquement,
sit > c,ona pu,(t) < pyu(c), et comme pu, est injective sur [0, M],
on ne peut avoir pu,(t) = pu(c) que si ¢ = M ou si t < 0. Mais on
a supposé t € |0, M|, et si ¢ > M, Q(c) = @ donc aussi Q(c)* = &,
donc on ne peut avoir re € Q(c)*. Finalement,

re € Qc)" <= c < t,

donc sup {c € R; re € Q(c¢)*} = t, ce qui termine la preuve de ([13.48]).
Cette identité montre que f : [0, R] — [0, M] est surjective (car
f(R) = 0) et décroissante, donc continue.

Pour (3), en appliquant la formule de la co-aire a fxa/|Vul| avec
A ={x € Q; Vu(x) # 0}, on obtient que

(13.51) pu(t) = ZL"{z € Q; t <u(z) < M et Vu(x) =0})

M
+ / / xa(@) [Vu(@)| "L dm ) (x)ds.
v Jwens u@)=s)

La dérivée de u, est donc la somme des dérivées des deux termes de
(13.51)). Le premier est une fonction décroissante de ¢, dont la dérivée
est donc négative presque partout et le deuxieme a pour dérivée

t— — xa(z) |[Vu(e)|"! da"™ (x).
{zeQ; u(x)=t}

On en déduit que

(o) > - | xale) [Vula) |~ " (a)
{ze; u(z)=t}

>- Ya(@) [Vu(z)| ™ dam (@),
{ze; u(z)=t}
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Pour (4), on observe que, comme u est de classe C' dans Q,
\Vu(:c)\_l > ¢ > 0 pour tout x € Q, et on conclut par (13.50).

On passe maintenant a la preuve du point (5). Comme f est conti-
nue et décroissante, il suffit, compte tenu du théoreme de véri-
fier que, pour tout E C [0, R| de mesure de Lebesgue nulle, f(E) est
de mesure de Lebesgue nulle.

On peut écrire

[0,R] = AU B,

ou ANB = &, B est une réunion dénombrable d’intervalles sur chacun
desquels f est constante et f est injective sur A. Précisément,

A={te0,R); f(t) #0 et f'({f(t)}) est un singleton |
et
B = {t € [0,R]; f(t) =0o0u f~({f(t)}) n’est pas un singleton},

de sorte que f(B) est dénombrable.
Pour tout t € A,

(/)" 0 £ (1) = 1.
En effet, soit ¢ € A et posons s = (1y/c(n))Y™ o f(t). Alors, d’aprés
(13.48), appliquée a f(t) € |0, M],
F(t) = £ o (uafa(n)) /" 0 f(2) = f(5),

et comme t € A, f~1({f(t)}) est réduit a ¢, ce qui montre que s = t.

Soit maintenant E C [0, R] de mesure nulle. On a C := f(F) =
f(ENA)U f(ENB), et f(EN B) est dénombrable. On en déduit
que (fo/ a(n))l/ "(C) est la réunion d’un ensemble dénombrable et

de (uu/a(n))l/" (f(ENA)) = ENA, qui est donc de mesure nulle.
Ainsi, 1, (C) est de mesure nulle. Or

CIEy RGeS

et comme p], < 0 pour presque tout ¢ par le point 4., on obtient bien
que C est de mesure nulle.

Passons au point (6). Comme u est continue et s’annule sur 02,
pour tout ¢ € ]0, M|, 'ensemble {z € ; u(z) > t} est compact et

O{z € u(x) >2t}) C{zreQ; u(x)=1t}.
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L’inégalité isopérimétrique appliquée a {z € Q; u(x) >t} per-
met donc d’écrire

(13.52) ()" < nlan) VP { € Q; u(z) = ).

On en déduit que u* est lipschitzienne sur 2*, de constante de Lip-
schitz inférieure ou égale a celle de u. En effet, notons L = |||Vul]| ..
Pour tout ¢, par la formule de la co-aire,

t

/ Vu(e)| dz = / A (o € Q; ulz) = s))ds.
{zeQ; t—h<u(z)<t} t—h

En utilisant la décroissance de p,, et (13.52)), on obtient donc que

(13.53) L (pa(t = B) = pra(t)) = na(n) /"y (8) 71/,

On va en déduire que la fonction f est lipschitzienne. Comme la
fonction f est absolument continue, il suffit de montrer que | f/(r)|< L
pour tout r ol f est dérivable. Soit donc un tel r. Si f'(r) = 0, il
n’y a rien & prouver. Supposons donc f'(r) < 0, de sorte qu’il existe
ho > 0 tel que, pour tout h € |0, ho[, f(r + h) < f(r) et, pour tout
h €] —hg,0[, f(r+h) > f(r). Prenons alors h € ]0, ho[ et z,y € Q*
tels que |z| = r et |y| = r + h. D’apres , appliquée a y
et (13.40) appliquée a x, on voit que

Fr)—f(r +h) = u*(z) — u*(y)
<n ra(n) YL (pa(u () — pu(u* (2)))
- (pa(u* (z))) /7

(13.54) _ n—la(n)—l/nLa(n)l/n ((7, + h)n o T,n) 7’1_”
= EL(T +h) 1_ "
n e

< Lh(1+h/r)" L.
En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on obtient que
|f/(7“)| <L,

ce qui montre bien que f est L-lipschitzienne.
Prouvons enfin 7. Si N = {r € [0, R]; f n’est pas dérivable en r},
alors ’ensemble

{t €10.M]; (uu(t)/a(n)'/" € N}
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est de mesure nulle. En effet, si ¢ est dans cet ensemble et si t # 0,
on a, d’apres , t € f(N), qui est de mesure nulle car f est
lipschitzienne, donc absolument continue. En dérivant par
rapport a r, on obtient donc, pour presque tout ¢ € |0, M|,

(13.55) 1= %f’(r) /;;(S)) plon.

sir = (a(n) " ()™, ou encore

n—1
p(t) = W
r)
Soit ¢ tel que (13.55]) soit satisfaite. L’ensemble {x € Q*; u*(z) > ¢}
est une boule ouverte de mesure pu,(t) = a(n)r™, c’est donc la boule
ouverte de centre 0 et de rayon r. On a donc u* = t sur la spheére
de centre 0 et de rayon r. De plus, montre que f'(r) # 0,
donc f(r+h)# f(r) pour h assez petit, ce qui montre que l’ensemble
des points de 2* en lesquels u* vaut t est exactement la sphére de
centre 0 et de rayon r, dont la mesure J#" ! vaut na(n)r"~!. Si
|z| = r, |Vu*(x)| = |f'(r)], de sorte que

T {y e 0 uty) = 1)

o, (1) = Y (D) :

comme annoncé. O

Une propriété essentielle du réarrangement de Schwarz est de dimi-
nuer la norme LP du gradient d’une fonction différentiable et nulle au
bord du domaine considéré. Plus précisément :

Théoreme 13.56. On suppose que £ C R™ est un ouvert borné et que
u: Q — [0,+00] est C1 sur Q et s’annule sur 0. Alors u* est
lipschitzienne sur Q*, s’annule sur OQ* et, pour tout p € |1, 400],

(13.57) VUl Loy = 11Vl o (s -

Preuve du théoréme [13.56l On a déja vu dans le lemme que u*
est lipschitzienne (et cette fonction s’annule sur 9Q* par définition)

et que (13.57)) est vraie pour p = +oo. Il reste a établir (13.57) pour
1<p<+o0.
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Notons encore M = maxgq u. On montre d’abord que, pour presque
tout t € [0, M],

(13.58) / V()P dam ()
{ze; u(x)=t}

1- —
> (—p, )7 (2 (€ 9 ul(z) = 1)),
Par I'inégalité de Holder, pour tout h > 0,

1
h {zeQ; t<u(z)<t+h}

1/p _ 1-1/p
< (1/ ]Vu(x)]p dm) <,U/u(t) Nu(t + h)) .
h {zeQ; t<u(z)<t+h} h

En faisant tendre h vers 0, on obtient, pour presque tout ¢t € [0, M],

_ad /
dt {z€Q; u(z)>t}

|Vu(x)|dx

(13.59) |Vu(z)| d

< (u) (-4

Par ailleurs, d’apres la formule de la co-aire,

400
/ Vu(z)|de = / ANz € Q; ulz) = s})ds,
{z€Q; u(z)>t} t

si bien que, pour presque tout ¢ (Théoréme [13.46]),

d
13.60) — 7/
( ) dt {ze; u(x)>t}

1/p
/ Vu(z)? d:c> |
{ze; u(z)>t}

\Vu(z)|de = 4" {2z € Q; u(z) = t}).
De méme,

|Vu(x)[? dx

+oo
_ / ( / V() d%n—l(x)>ds,
t {z€Q; u(x)=s}

/{er; u(z)>t}

ce qui donne

(13.61) — 4

Vu(z)|P dx
dt »/{xGQ; u(x)>t} | ( )‘

= \Vu(z)[P~t dot (z).
{zeQ; u(x)=t}

La combinaison de (13.59)), (13.60) et (13.61]) donne bien ((13.58)).
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En appliquant encore la formule de la co-aire, (13.58) et (13.52)),
on obtient donc

/Q|Vu(x)|pd:17
_ / ( /{er . t}y u(x)]p_ldjfnl(x))dt

p

>/0 (i (0)' 7 (7 (o € s ue) = 1)) dt

> nPa(n)?/" / Y (0) P () ar,
0

(13.62)

La formule de la co-aire appliquée, cette fois, a u*, donne
(13.63) / V' (2)|P da
Q*

M
_ / ( / yvu*(x)wld%”—l(x))dt.
0 {zeQ*; u*(z)=t}

D’apres ((13.49), pour presque tout t € [0, M], comme |Vu*| est
constant sur {z € Q*; u*(x) =t},

(13.64) / V' ()P doem N (@)
{zeQ*; u*(z)=t}

= (=)' (2" ({r € 95 ulw) = 1)

Pour un tel ¢, comme Q*(¢) est une boule, il y a égalité dans 'inégalité
isopérimétrique, de sorte que

A" {z e O wt(x) = t}) = na(n) Y p (0
On déduit donc de que
/ |Vu*(z)[Pdx
0
(13.65) = / )P (%”” Yz e % u*(z) = t}))p
= nPa(n)"/" / T 0) 7 ()

0

En comparant (13.62)) et (13.65), on obtient bien l'inégalité (13.57)).
O
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13.3. Réarrangement de Schwarz et inégalité isopérimé-
trique

On vient de voir que résulte de l'inégalité isopérimétrique
via la formule de la co-aire.

On peut montrer que est aussi vraie pour p = 1 ([7]). Si
E C R™ est un ensemble de périmetre fini, en appliquant
a une approximation convenable de la fonction indicatrice de E, on
obtient que

1B (R™) < [|€7] (R™),

ot * est la boule (centrée en 0) de méme mesure de Lebesgue que E,
ce qui redonne bien I'inégalité isopérimétrique.

13.4. Inégalité de Faber-Krahn pour la valeur propre prin-
cipale du Laplacien Dirichlet

Considérons un tambour, modélisé par un domaine Q C R2. Quelle
forme faut-il donner au tambour 2 pour que sa fréquence fondamen-
tale soit la plus basse possible 7 En 1894, Lord Rayleigh ([38]) conjec-
ture que la réponse a cette question est analogue a celle du probleme
isopérimétrique, i.e. €} doit étre un disque.

Les fréquences de 2 sont données par les valeurs propres du lapla-
cien avec condition de Dirichlet sur 2, ¢’est-a-dire les nombres A > 0
pour lesquels il existe une fonction (propre) ¢ sur 2, non identique-
ment nulle mais s’annulant sur 9S2 et telle que

(13.66) — Ap = Ay,

ot A = 0%/0x2 + 0% /0y? est le laplacien. La fréquence fondamentale
de 2 est la plus petite valeur propre du laplacien avec condition de
Dirichlet sur €, que nous noterons A;(2). Le probléme mentionné
plus haut revient donc a minimiser A (€2) parmi les domaines € d’aire
fixée.

Pour résoudre ce probleme, on va donner une formulation varia-
tionnelle de A\1(£2). Pour en donner I'idée, considérons un endomor-
phisme symétrique u d’un espace euclidien £. Comme u est diagona-
lisable dans une base orthonormée, on vérifie facilement que, si Ay (u)
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est la plus petite valeur propre de u,

A1(u) = min M
2ek ]
T#£0

Soit donc © C R? un domaine borné et ¢ solution de avec
A1(Q) au lieu de A. Alors, en multipliant par ¢ les deux membres de
, en intégrant par parties et en utilisant le fait que ¢ = 0 sur
0%}, on obtient que

2

Si ¢* désigne le réarrangement de Schwarz de ¢, ((13.42) et ((13.57)
montrent que

Vor(z))? da
n) > JalVe )P dr
Jo ot (x)*dx
Notons que ¢* est nulle sur 9Q*. Des arguments d’analyse hilber-
tienne analogues & ceux mentionnés plus haut en dimension finie per-

mettent alors de prouver que

Jo IVe* (2)” do

= )\1 Qr )
foer@pda > M)
ce qui montre finalement que

(13.68) A1(Q) > A (2,

comme annoncé par Rayleigh.

La quantité intervenant dans le membre de droite de est
appelée quotient de Rayleigh. Les premieres preuves de ont
été obtenues par Faber et Krahn dans les années 1920 ([13, 25, 26]).
Les mémes arguments sont valables en toute dimension n > 2. On
renvoie & [22] pour les questions de minimisation des valeurs propres
du laplacien sur €2 sous diverses conditions au bord.

14. Stabilité de I’inégalité isopérimétrique
Il s’agit de la question suivante : soient R > 0 et £ C R" tels que
LE) = L(B(0,R)) et " YE) = "1 (0B(0,R)) + ¢ avec
€ > 0. Peut-on dire alors que F est « proche d’une boule », et ce de
maniere quantifiée en termes de € 7
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La premiere réponse a cette question a été donnée pour des en-
sembles convexes en dimension 2 ([5]) :

Théoréme 14.69. Soit E C R? un convexe tel que L*(E)=.2£?(B(0,1)).
Alors il existe zg € R? et r1 < ro € ]0,+00| tels que
B(l‘o,?“l) CFEC B(.%'(],’I’Q),

(14.70) a7 < EHED? = (1 (B0 1))
= 4 .

Comment généraliser ce théoreme en dimension n? On remarque
que, si N (E) — #1(B(0,1)) < 1, alors ([14.70) montre qu’il existe
zg € R™ tel que

(14.71) d};(E, B(xo, 1)) < C (#1(E) - #(B(0,1))) ,

otl, pour tous E,F C R? non vides, dy(E,F) est la distance de
Hausdorff entre E et F, définie par
dg(E,F):=inf{e>0; EC F+ B(0,¢e) et F C E+ B(0,¢)}.

La généralisation de (14.70]) en dimension n fait intervenir des quan-
tités analogues aux membres de gauche et de droite de (14.71)) :

Définition 14.72. Soient n > 1 et E C R™ un convexe tel que £"(E) =
Z"(B(0,1)). On définit le trou isopérimétrique de E, noté Z(FE), et
I'indice asymétrique de E, noté <7 (E), par

9(B) = "1 (B) — 2" (B(0,1))
et

/(E) := inf a3 (B, B(z,1)).

L’extension du théoreme [[4.69] en dimension n s’énonce alors

comme suit ([I7]) :

Théoreme 14.73. Soit n > 2. Il existe C,d > 0 tels que, pour tout
conveze B C R™ avec L"(E) = £"(B(0,1)) et Z(E) < 6,

CVY(F) sin=2,
(14.74) A (E)<SCV/P(E)In(1/2(E)) sin=3,
C2(E)* (n+1) sin > 4.

Pourn =2 etn > 4, les exposants qui apparaissent dans ([14.74]) sont
optimauz.
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Il existe aussi une version du théoréme pour des ensembles
de périmeétre fini généraux. L’absence de convexit et lirrégularité
des ensembles considérés implique que la distance de Hausdorff n’est
plus adaptée a la description de 'asymétrie dans ce cas. On utilisera
la version suivante de ’asymétrie :

Définition 14.75. Soient E C R" mesurable et R > 0 tel que £"(E) =
Z"(B(0, R)). On définit le trou isopérimétrique de E, noté Z(E), et
I'indice asymétrique de Fraenkel de E, noté a(FE), par

_ A" N(E) - A" (B(0,R))

- Rn—1

2(E) :
“ S"(EAB(z, R))
" x
E):= inf :
Oé( ) xlenR" R” ’
ou AAB a été défini dans (6.16)).

L’extension du théoreme [14.73| se formule comme une majoration
de a(FE) par une expression faisant intervenir Z(FE). Un premier ré-
sultat en ce sens est da a Hall ([21]) :

Théoreme 14.76. Pour tout n > 2, il existe C,, > 0 tel que, pour tout
ensemble mesurable E C R" avec L™ (FE) < +00,

a(E) < CL2(E)Y*.

Ce résultat a été amélioré plus récemment par Fusco, Maggi et
Pratelli, avec I'exposant optimal ([I8]) :

Théoréme 14.77. Pour tout n > 2, il existe C,, > 0 tel que, pour tout
ensemble mesurable E C R" avec L™ (E) < 400, on az’

a(E) < CL2(E)Y2,

En d’autres termes, pour tout E C R™ et tout R > 0 tel que 7" (F) =
A" (B(0,R)),

n—1 n—1 a(E)Q
HNE) > A (B@Jﬁml+mﬂma).

(Q)Considérer, en dimension 2, I'union d’un disque de grand rayon et d’un disque
éloigné de petit rayon.

(S)L’exposant 1/2 est optimal, comme le montre I’exemple d’un ellipsoide dont
n—1 demi-axes sont le longueur 1 et le dernier de longueur strictement supérieure
al.
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15. Isopérimétrie et noyau de la chaleur

Dans R", le noyau de la chaleur est la fonction

1 2
hi(x) = ——= exp(—|z|" /4t
) = g Pl 40),
pour tout ¢ > 0 et tout x € R™. 1l intervient dans la solution du
probleme suivant :

0
ai: = Au pour tous x € R", ¢t > 0,

lim, o+ u(t,z) = f(zr) pour tout x € R",

ou f est une fonction continue et bornée sur R™ donnée. Une solution
est donnée par u(z,t) = hy * f(x). Le laplacien engendre un semi-
group noté e'?, et qui vérifie

e D f(x) = hy x f(x).

Ce semi-groupe est une contraction sur LP(R™) pour tout p € [1, +00],
ce qui signifie que, pour toute f € LP(R™), tout p € [1,+0o0] et tout
t>0,

A
1" fllp < N1l -

Soit maintenant M une variété riemannienne compléte non com-
pacte et A I'opérateur de Laplace-Beltrami sur M. On peut montrer
(20, Ch.4]) que l'opérateur A engendre un semi-groupe continu sur
L?(M) (ot M est munie de la mesure riemannienne y), appelé semi-
groupe de la chaleur, qui possede un noyau p;, appelé noyau de la
chaleur, et qui vérifie

A f(g) = /M pe(z,y) F () dp(y)

pour toute fonction f € L?(M), tout t > 0 et tout z € M. Le semi-
groupe de la chaleur se prolonge en une contraction sur LP(M) pour
tout p € [1, +o0].

Il existe des connexions entre inégalité isopérimétrique dans M
et comportement du noyau de la chaleur, dont nous donnons ici un
apercu, suivant les idées de [42] [44], 43] et la présentation de [§].

®au sens o, si Tif :=hex f, on a Tsyy = TsT; pour tous s,t > 0.
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On note d la distance riemannienne. Pour tout x € M et tout r > 0,
B(z,r) est la boule géodésique ouverte de centre z et de rayon r, et
V(z,r) := u(B(x,r)). Enfin, V désigne le gradient riemannien.

Soit D > 2 un parametre. Considérons I'inégalité isopérimétrique
suivante :

(15.78) w()YP < Co(89) pour tout ouvert Q € M,

ou o désigne la mesure de surface (la notation Q € M signifie que
est relativement compact et lisse). En utilisant la formule de la co-
aire, on obtient I'inégalité de Sobolev suivante :

(15.79) 11l Lo/ < CIV Sl
pour toute f € C°(M). L’inégalité (15.79), appliquée & f2(P—1/(P=2)
donne une nouvelle inégalité de Sobolev :

(15.80) 1f1l2p/p-2) S C IV fllL2 -

Soient z9p € M et r > 0. Appliquée a (une régularisation C* de) la
fonction f(x) = (r — d(x,zp))+, ou on rappelle que d est la distance

riemannienne, donne

5 V(@o,/2) PP < OV (0, 7),
ce qui, par itération, donne
(15.81) V(zo, ) = crP.

Par ailleurs, reprenons I'inégalité (15.80]). Comme ||V f||3=(Af, f),
elle se réécrit

2
[ flz2p/(0-2) < C(AF, [).
Appliquant cette derniére inégalité & e *2f, on obtient, pour tout

s> 0,

Cd
—sA 2 —SA 2
le™*= fll 2n/p-2) < —§£||€ =7

est une contraction sur LP pour tout p, on a donc

t
e F1apso-n < [ 167 FFamsco-2ds

Cy 2 —tA
< 5 (16122 — llem2£122)
ce qui donne, pour tout ¢ > 0,

le™2 fll panso-2) < CE2 | fl g2 -

Comme e 54
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Des arguments « abstraits » utilisant des semi-groupes permettent
d’en déduire que, pour tout ¢t > 0,

—tA -D/2
He HL1—>L°° <Ct / )
ou, en d’autres termes,

(15.82) sup py(z,z) < Ct~P/2,
xeM

Si on part maintenant de (15.82)), et si on écrit
+
A2 = c/ - t=1/2e7tA g,
0

les estimations de ”e‘m}

montrent que A~Y/2 est continu de L2
Lr—14

dans L2P/(P=2) ce qui redonne .

Les inégalités ((15.80]) et (15.82) sont donc équivalentes, et impli-
quées par l'inégalité isopérimétrique. Elles impliquent . Par
contre, n’implique pas ([5)), et (15.82) n’implique

pas l'inégalité isopérimétrique ([9]).

16. Isopérimétrie dans les groupes
Cette section est consacrée aux inégalités isopérimétriques dans
des groupes discrets et dans le groupe de Heisenberg.

16.1. Le cas des groupes discrets

Nous allons présenter d’abord le cas des groupes discrets, sui-
vant [10]. Soit G un groupe discret infini, engendré par un ensemble
fini {g1,...,9x}. Pour tout Q C G, on définit le bord de 2 par

0N :={x e Q; il existe i € [1,k] et € € {—1,1} tels que zg5 & Q}.
Pour tout entier n > 1, la boule B(n) est définie par
B(n) := {xeG; r=g;l gt 1<ir,...,in <kete € {—1,1}}.

Pour tout ensemble fini 2 C G, on pose || = #Q (on rappelle que #
désigne le cardinal). Pour tout entier n > 1, on pose V' (n) := |B(n)].
Pour tout A > 0, on définit

e(A\) :=1inf{n > 1; V(n) > A}.

(®)i.e. non spécifiques au cadre riemannien considéré ici
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On peut alors énoncer l'inégalité isopérimétrique suivante ([10),
Th.1]) :

Théoreme 16.83. Pour tout ensemble ) C G,

(16.84) || < 8kp(2(92]) 09 .

La preuve utilisera la notion de gradient discret sur G : si f est
une fonction sur G, on définit, pour tout = € G,

=Y |fy) -

y~z

ou la notation y ~ z signifie qu’il existe i € [1,k] et € € {—1,1} tels

que y = xg5.
Pour toute fonction f sur G et tout x € GG, on définit
yGB(n)

On commence par :

Lemme 16.85. Pour tout n > 1 et toute fonction f sur G a support
find,
If = fallie) < nlIVEllL e
Preuve du lemme [16.85 Pour tout y € G, on définit la fonction f¥
par fY(x) := f(xy). On vérifie facilement que, pour tout y € B(n),
£ = sy <1V S
(il suffit de le voir quand y = g; puis d’appliquer I'inégalité triangu-
laire). On en déduit que

1
1f = fallpr ) < Vn) o> f zy)|
1

z€G yeB(n)

=V Do =Pl

y€B(n)
<nlVIle - H

On en déduit :

Proposition 16.86. Pour tout A > 0 et toute fonction f d support fini
sur G,

2
Hz e G; |f(x)] > A} < 4 (% Hf”Ll(G)) IVl
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Preuve de la proposition [16.86, Soit n > 1. Alors

{z € G; |f(x)] > A}
SHz e G [f = fal@)] > A2} + [z € G; | fulx)] > A/2}].

On choisit n = ¢ (% HfHL1(G)), de sorte que V(n)™! 1l Lr ey < A/2,
donc
1
[fnll ooy < Vin) [FAIRRTEIRS

I

o[ >

ce qui montre que

{z € G; [fu(z)| > A/2}| = 0.

Ainsi,
2
o € G; 1 @) > M < 31~ Falloey
et on conclut grace au lemme [16.85 O

On déduit le théoreme [16.83] de la proposition [I6.86] appliquée &
f=1lget A=1.

A\

Si par exemple il existe ¢, D > 0 tel que, pour tout n > 1, V(n)

en®, (16.84) implique
Q'YP < 09 .

Le théoreme [16.83| couvre aussi d’autres situations. Par exemple, si
V(n) = Ce™, on obtient

Q] < C|092|1In Q).

16.2. Le groupe de Heisenberg

Revenons maintenant au cas du groupe de Heisenberg. On définit
les ensembles de périmetre fini comme suit : soit F' C H. On dit que F'
est a périmetre fini si, et seulement si,

Py (F) := sup {/ divg p d.23; ¢ € CHH,R?), [l¢l,, < 1} < +o0.
F
Ici, la divergence est définie par

divg o = X1 + Yoo
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(on renvoie a la section [7| de la partie [II| pour ces notations). L’iné-
galité isopérimétrique dans H s’énonce alors ainsi ([19]) : il existe
C > 0 tel que, pour tout F' C H de périmetre fini,

LIF) < CPy(F).

Le probléme isopérimétrique est la question suivante : parmi les en-
sembles F' C H vérifiant £3(F) = 1, en existe-t-il de périmetre mi-
nimal, et le cas échéant, quelle description géométrique peut-on en
donner ?

Le premier résultat dans ce sens affirme ([28]) qu'il existe bien des
ensembles isopérimétriques, i.e. des ensembles de périmetre minimal
parmi tous ceux de mesure 1. Ces ensembles sont en particulier bornés
et connexes.

Toutefois, on ne sait pas a I'heure actuelle caractériser les en-
sembles d’isopérimétrie pour H. Il est connu ([34]) que les boules
pour la métrique de Carnot-Carathéodory ne sont pas des ensembles
d’isopérimétrie.

Une conjecture, formulée par Pansu en 1982 ([37]) et toujours ou-
verte a ’heure actuelle, affirme que les ensembles isopérimétriques
pour H sont, a translation & gauche et dilatation pres, les ensembles
de révolution obtenus par rotation autour de 'axe des z des géodé-
siques joignant les points (0,0,7R2/8) et (0,0, —mR?/8). De facon

explicite, ces géodésiques sont les courbes v : [—7m, 7] — H données
par
R R R?
~v(s) = (5(cos s+1), 3 sin s, g(sins + s))

On peut aussi les décrire comme étant les ensembles

(16.87) {(m,y,t) c H;

lt] < arccos\/m2+y2+ :1:2+y2\/1 —a2 -2 2242 < 1}.

Des simulations numériques effectuées a partir de polyedres (justifiées
par le fait que des ensembles de périmetre fini peuvent étre appro-
chés par des polyedres en un sens convenable, voir [33]) mettent en
évidence des « bulles » donnant une solution approchée au probleme
isopérimétrique. Ces bulles sont effectivement solution de ce probléeme
lorsqu’il est restreint a des ensembles lisses possédant une symétrie
cylindrique ([27]).
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La solution du probléme isopérimétrique restreint aux sous-en-
sembles convexes de H est également donnée par 1’ensemble ([16.87))
(35, Th.1.1]). Des inégalités isopérimétriques quantitatives dans H
pour certaines classes de sous-ensembles ont été obtenues dans [10,
Th.1.1].

APPENDICE : SUR LA SOMME DE MINKOWSKI

Cet appendice est consacré a la construction de deux ensembles
mesurables A, B C R tels que A + B ne soit pas mesurable. Dans
tout ce qui suit, on considére R comme un Q-espace vectoriel.

Lemme 16.88. Il existe une partiec mesurable 8 C R qui forme une
base de R.

Preuve du lemme [16.88 Soit X C R l’ensemble des réels z de la
forme +o0
r=N+ Z g2 201

n=0
avec N € Z et ¢, € {0,1} et les €, ne valent pas tous 1 & partir d’'un

certain rang. De méme, soit Y C R l'ensemble des réels y de la forme

“+o0o
y=N+ Z en272",
n=0
avec g, € {0,1} et les €, ne valent pas tous 1 a partir d’un certain
rang.

La famille X UY est génératrice de R, et il est facile de vérifier
que X et Y sont de mesure nulle, donc c’est aussi le cas de X UY.
Une base £ de R incluse dans X U Y répond donc a la question
(puisqu’une telle base est de mesure nulle, donc mesurable). O

On utilisera aussi :

Lemme 16.89.

(1) Soit A C R mesurable avec L1 (A) > 0. Alors il existe x,y € A
tels que x —y € Q.

(2) Soit A C R mesurable avec £*(A) > 0. Alors A est une partie
génératrice de R.
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Preuve du lemme [[6.89 Pour (1), il existe un intervalle borné I C R
tel que Z'(ANI) > 0. Les ensembles (ANI)+ L pour n > 1 sont
tous de méme mesure strictement positive et inclus dans un méme
intervalle borné, donc ne peuvent pas étre deux a deux disjoints. Il
existe donc x,y € ANIet m,n>1telsquexz+1/n=y+1/m, ce
qui donne la conclusion de (1).

Pour (2), soit € R. Si x = 0, x appartient au sous-espace vectoriel
de R engendré par A. Si z # 0, £1(LA4) > 0. Il existe donc y,z € A
telsquey # zet (y — 2)/z € Q. Alorsz = (x/(y — 2))y—(x/(y — 2))z
appartient encore au sous-espace vectoriel de R engendré par A. [

Proposition 16.90. 1| existe A,B C R mesurables tels que A+ B ne
soit pas mesurable.

Démonstration. On raisonne par ’absurde, en supposant donc que,
pour tous A, B C R mesurables, A + B est mesurable. Soit Z C R
une base de R mesurable (donnée par le lemme [16.88). Soit b € % et
V' C R le sous-espace vectoriel de R engendré par % ~ {b}. Pour tout
n € N, on définit A,, comme ’ensemble des réels x qui ont au plus n
coordonnées non nulles dans la base Z.

Les A, sont tous mesurables. En effet, c’est vrai pour Ay = {0}.
Soit maintenant n € N tel que A, soit mesurable. Alors A,1; =
An +Ugeq 9% est donc aussi mesurable.

Comme R = {J,,cn 4An, il existe n € N tel que £1(4,) > 0. Soit
k € N le plus petit entier possédant cette propriété (on note que
k>1).

Soit alors ¢ € Q avec ¢ # 0. Alors

AN (V +gb) C (A1 NV) +gb,

ce qui montre que Z(A, N (V + gb)) = 0.
Comme
ANV = A~ U (A0 (V +gb)),
q#0
on en déduit que L1 (A, NV) = L1 (A;) > 0. Par le lemme [16.89
on obtient que Ap NV est une partie génératrice de R, ce qui est

impossible, car le sous-espace de R engendré par A NV est inclus
dans V & R. O
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