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Résumé

Le but de ces exposés est de présenter un systéme d’équations dif-
férentielles ordinaires appelé systéme des points vortex, qui intervient
en physique en tant que modéle pour 1’évolution de certains fluides in-
compressibles bidimensionnels. On étudie les premiéres propriétés de ce
systéme ainsi que le comportement des solutions, en mettant 1’accent
sur le cas de trois points vortex.

1 Le systéme des points vortex

L’objet d’étude de ces deux exposés est un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires appelé systéme des points vortex :

T senr

Zl(O) = 2170, 1 N

(1.1)

Ici, on a z; € C1([0,T),R?) et v; € R* pour i = 1,...,N, et, pour x =
(71, 22) € R2, le vecteur 2+ désigne - = (—w, 21). Plus précisément, nous
nous intéresserons aux questions d’existence et d’unicité de solutions pour ce
systéme et étudierons leur comportement qualitatif dans des cas particuliers.

1.1 Le systéme des points vortex a partir des équations d’Eu-
ler

Avant d’initier notre étude du systéme (1.1) en tant que tel, nous al-
lons faire une bréve incursion dans le domaine des Equations aux dérivées
partielles et de la physique afin d’en expliquer la provenance.

Le systéme des points vortex apparait notamment dans le contexte de la
meécanique des fluides incompressibles bidimensionnels, décrits par ’équation
qu’Euler a introduite en 1755

dw+u-Vo=0, u= (VO AV=w, w(0,z)=w(z), (1.2)



o w: Ry x R? — R? est la fonction tourbillon associée au fluide. Cette
célebre équation est 'un des objets du cours de Yann Brenier [6]. En effet,
le systéme des points vortex se veut un modéle simplifié pour ’évolution de
fluides en rotation rapide autour de points z;(t), ce que 'on peut exprimer
en terme de tourbillon comme

N
w(t) = Z%ézi(t)‘ (13)
=1

Les points z;(t) sont appelés tourbillons ponctuels - ou points vortex - et les
réels ~y; leurs circulations - ou intensités.

D’un point de vue historique, le systéme des points vortex a été introduit
par Helmoltz [11] au dix-neuviéme siécle. Ses premiéres propriétés ont ensuite
été analysées dans la seconde moitié du dix-neuviéme siécle par Kirchhoff (8],
qui a notamment mis en évidence sa structure hamiltonienne, par Poincaré
[18], qui a démontré le caractére intégrable du systéme des trois points vortex,
et en 1910 par Lord Kelvin [7]. Une étude systématique et trés compléte
dans le cas des trois points vortex avait été réalisée de fagon indépendante
par Grobli [17] pendant son travail de thése en 1877; malheureusement,
la dissertation de Grobli a longtemps été ignorée ou dédaignée des autres
mathématiciens, avant d’étre remise & I’honneur par Aref dans les années
1980.

D’un point de vue mathématique, la validité du systéme des points vor-
tex comme approximation de I’équation d’Euler a été démontrée de facon
rigoureuse dans les années 1990 par Marchioro et Pulvirenti [14], tant que
les points vortex sont bien séparés. En revanche, le « sens contraire », qui
consiste & retrouver 1’équation d’Euler a partir d’'un trés grand nombre de
points vortex (c’est-a-dire en faisant N — 400 dans (1.3)) est un probléme
encore ouvert de nos jours et s’inscrit dans un domaine de recherche trés
actif. On l'appelle probléme de champ moyen.

La suite de ce paragraphe est dédiée a I'obtention formelle de (1.1) a
partir de (1.2) selon I'hypothése (1.3) lorsque le nombre N de points vortex
est fixé.

1.1.1 Loi de Biot-Savart

Supposons que (u,w) soit une solution réguliére globale de (1.2)?, c’est-
a-dire w appartient & C?(R, x R?) et u est bornée sur Ry x R?, u(t,z) — 0
lorsque |x| — +00 et enfin w(t) est & support compact® pour tout t € R
Puisque AU(t,-) = w(t,-) dans R?, on a

\I/(t> ) =Gx "J(t7 ) + H(tv ')a

ou H(t,-) est une fonction harmonique par rapport a x et ot G est la solution
fondamentale du Laplacien sur R?,

1
vz € R*\ {0}, G(z)= —1In|z|.
2
a. Voir par exemple le Théoréme 4.1 de [13] pour un énoncé et une démonstration de
I'existence et 'unicité de telles solutions.
b. Cette hypothése peut étre affaiblie.




Alors

u(t,”) = (VG)* xw(t,) + (VH(t,-)*
Puisque w(t, ) est & support compact, la fonction (VG)* * w(t,-) tend vers
zéro lorsque |xz| — +oo. Par hypothése sur u, on en déduit qu’il en est de
méme pour VH(t,-). Comme cette derniére est harmonique, le théoréme de
Liouville nous assure qu’elle est nulle.

Finalement, on a établi la formule de Biot-Savart

WEW,u@@—l/]@_ww@w@:<K*MUO@)

T2 Jre |z —y)? 27

1.1.2 Formulation lagrangienne

L’équation d’Euler a, en dimension 2, la structure remarquable d’une
équation de transport. Plus précisément, supposons que (u,w) soit une so-
lution réguliére de (1.2) et définissons le flot de u, c’est-a-dire application
X :R; xR, x R? = R? telle que

dX

E(tasvx) = u(t,X(t,S,:L‘)), l,s € R+7

(1.4)
X(s,8,2) =z € R%

Les hypotheéses de régularité de u impliquent I’existence et I'unicité de X (-, s, x)
dans C'(R4,R?) pour s € Ry et # € R2 De plus, X(t,s,-) est inversible
sur R?, d’inverse X (t,s,-)~! = X(s,t,-). Enfin, puisque u est & divergence
nulle, le théoréme de Liouville (voir par exemple l'annexe 1.1 de [13]) im-
plique que det(D,X(¢,s,-)) = 1 c’est-a-dire X (¢, s,-) préserve la mesure de
Lebesgue sur R2.

En utilisant (1.2), on trouve

%(w (t,X(t,0,2))) = O (¢, X (t,0,2)) + dd—);(t, 0,2) - Vw (t, X (t,0,x))
= (Ow +u - Vw) (t, X (¢,0,2)) =0,
donc w est constant le long des courbes intégrales du flot de u :
w (t,2) = wn (X(0,1,2)),
ce qui est équivalent (puisque X (¢,0,-) préserve la mesure de Lebesgue) a
w(t) = X(¢,0,-)wo, (1.5)

cest-a-dire [, w(t) = fX(t 0)-1(4) w0 pour tout borélien A de R2.

1.1.3 Dérivation formelle du systéme des points vortex

Supposons que (u,w) soit une solution de (1.2) telle que w(t) soit « proche »
d’une somme de masses de Dirac comme dans (1.3). En accord avec la for-
mule de Biot-Savart, le champ de vitesse total doit se comporter comme

N oL z— zi(t)*
u(t,z) = > wit,z), wit,z) = Salal? * (i02,0)) () = M
=1



De plus, d’aprés la formulation lagrangienne (1.5), on doit avoir z;(t) =
X(t,0,20) et donc d’apres (1.4)

Zi(t) = u(t, zi(t)) = Zuj(t, zi(t)), 2i(0) = zip,
J#i
autrement dit (1.1) & un facteur d’échelle prés. Notons que I'on a 6té le terme
u;(t, zi(t)) qui n’est pas défini : ceci revient a considérer qu’un point vortex
ne ressent pas le champ de vitesse créé par lui-méme.

1.1.4 3D versus 2D

La notion de point vortex pour les fluides bidimensionnels admet un
analogue tridimensionnel appelé tourbillon filamentaire. Dans la nature, ces
filaments sont fréquemment observés sous forme d’anneau : ronds de fumée
dans les airs émises par les cigarettes ou les volcans; ou anneaux dans les
liquides crées par les poissons. Des arguments similaires & ceux du paragraphe
1.1.3, décrits dans [12], permettent d’obtenir un systéme d’EDO décrivant la
propagation de plusieurs tourbillons annulaires concentriques C;(t), de rayon
yi(t) > 0, et situés dans des plans affines paralléles d’équation x = z;(t) :

Z; — Zj L N .
40 =Y (|Zi((’;)) - zj((?))P £ Cviél, i=1,...,N, (1.6)

ou z;(t) = (x;(t),yi(t)). En particulier, un seul anneau se propage a vitesse
constante le long de I’axe des abscisses ; deux anneaux de méme rayon et de
circulations opposées entrent en collision en temps fini (contrairement au cas
de deux points vortex, comme on le verra plus loin) ; d’autres dynamiques
(telles que le mouvement « de saute-mouton ») peuvent encore étre observées.

Contrairement au cas de la dimension 2, I'obtention rigoureuse d’un sys-
téme d’EDO du type (1.6) & partir des équations d’Euler en dimension 3
constitue un probléme encore largement ouvert.

1.2 Un premier résultat d’existence

Venons-en maintenant & 'analyse du systéme (1.1). D’emblée, remar-
quons que le membre de droite de (1.1) n’est pas défini si (z1(¢),...,zn(t)) €
A, ou

A={(z1,...,oy5) € (RHN | Ti # j tels que x; = x;}.

Par ailleurs, la fonction
1

2P

est localement bornée et localement lipschitzienne sur R?\ {0}. Le théoréme
de Cauchy-Lipschitz nous assure ainsi un premier résultat général :

K(x)

Théoréme 1. Soit (210,...,2n0) € RN\ A. Il eziste T > 0 et une unique
solution mazimale (z1,...,zx) € CL([0,T),R2NV \ A) au systéme des points
vortex. De plus, ou bien T' = 400, ou bien T < 400 et dans ce cas

lim inf <min |zi(t) — zj(t)|> =0.
i#j

t—T



Ainsi, les problématiques d’existence et d’unicité pour (1.1) sont directe-
ment reliées a celle de collisions - dans un sens a définir - entre les trajectoires
des points vortex.

1.3 Ecriture hamiltonienne, quantités conservées

Le systéme des points vortex peut étre récrit sous la forme d’un systéme
hamiltonien : définissons la fonction

N
1
H:R*™\ A >R, H(zl,...,zN):§ Z Y Ym0 |2k — Zm]|.
m#k=1

Alors, avec la notation z; = (z;,, 2i, ), la premiére ligne de (1.1) est équivalente
a
0H
81‘?;'@’2 (1.7)
’iniQ(t):a ) tE[O,T), i1=1,...,N,
Ziq

Yiziy (t) =

ou encore, sous forme plus condensée, a
viZi(t) = (Vo H) (21(1),...,2n(t) te[0,T), i=1,...,N. (1L8)

Une conséquence immédiate de cette écriture est la

Proposition 1. Soit (z1,...,2zn) une solution de (1.1) sur [0,T). Alors

H(z1 (1), ..., 2n(t) = H (21(0), ..., 2x(0)), Vte[0,T).

Pour (z1,...,zn) une solution de (1.1) sur [0, T"), définissons les quantités
suivantes :

e La circulation totale
N
r'= Z Vi
i=1

Lorsque I' # 0, le centre d’inertie

1 N
ct) =g > wizt),
=1

La quantité
N
M(t) =Y wz(t) =Te(t) siT #0,
i=1

e Le moment d’inertie

N
I(t) =Y wlz)
i=1

La quantité

T(t)= Y wymla(t) = zm(8)]*.

m#k



Proposition 2. Soit (z1,...,2zn) une solution de (1.1) sur [0,T). Alors

c(t) = ¢(0), M(t) = M(0), I(t)=1I1(0), T(t)=T(0), Vtel0,T).

x-K(x)=0, K(—x)=—-K(x). (1.9)

En effet, calculons la dérivée

N
M(t) =Y yii(t) = DK (z:(t) — 2(1)
i=1 i#j
= = > kK (z(t) — z(1) = 0,
J#i

ol l'on a échangé les indices ¢ et j dans la deuxiéme ligne puis utilisé le fait
que K(—z) = —K(x) pour tout z € R?\ {0}.
Par les mémes arguments, on obtient

N
I(t) =2 yizilt) - 2:(t) =2 yivjz(t) - K (zi(t) — 2(t)
i=1 i#j

= =2 yivzi(t) - K (2(t) - 2(t)).
i#j

Puisque K (z) - = 0 pour tout x € R?\ {0}, on aboutit &
()= iy (zilt) = 2 (1) - K (i(t) — 2(t)) = 0.
i#]

Enfin, remarquons que

N
T(t)= Y wym (@) + [2m()]® = 22(t) - 2 (D))
k,m=1

=2 (PI(t) - [M(®)]*),

par conséquent T'(t) est également constante sur [0,T).

1.4 Circulations de méme signe : existence globale

Si toutes les circulations sont de méme signe, la conservation du moment
et de I'énergie assurent que le systéme des points vortex admet une unique
solution globale quelle que soit la configuration initiale.



Théoréme 2. Si toutes les circulations v; sont de méme signe, la solution
(21,...,2N) donnée par le Théoréme 1 vérifie T = +o0. En outre, il existe
A A >0 tel que

inf min |z () — 2;(£)] > A
té%f}i?"‘”() zi(t)| =

et

(1) < A.
sup o, Jat)] <

Démonstration. Supposons par exemple que tous les 7; sont positifs. Po-
sons

J(t) = T(t) — ZH(Zl(t), e ,ZN(t))
=D wym (|2(t) = 2 (O = |21, (8) = 2z (1)) -

m£k

D’une part, la quantité J(¢) est constante sur [0, T") en vertu des Propositions
1 et 2. D’autre part, soit (i,5) € {1,..., N}? tel que i # j. Puisque |z|*> —
In |z| > 0 pour tout x € R*, ’hypothése de signe sur les circulations implique
que chaque terme de la somme est positif. Ainsi,

J(8) = J(0) = s (Jzi(t) — 2 (O = Inz:(t) — 2 ()]) > 775 (= In=i(t) — 2 (D)),

dont 'on déduit que

|2i(t) = 2;(t)] > exp <_ ﬁgj) '

Puis, on a pour tout i € {1,...,N}

I(t) = 1(0) > i|zi(1)]%,

|2:(t)] < <I(0)>1/2'

Vi

et il s’ensuit que

1.5 Le cas de deux points vortex

Concluons cette présentation par la construction de la solution du sys-
téme des points vortex lorsque N = 2. Nous sommes ramenés a ’étude de

(21(t) = z2(t)*
3 (t) — (22(t) - Zl(t)) te [0 T)
R ETO R0 A

Puisque 'énergie H(t) = y1y2 In |21 () — 22(t)| est conservée, on sait déja que
|21(t) — z2(t)| = |21(0) — 22(0)| pour tout ¢t € [0,T). Comme les trajectoires



de deux points vortex n’entrent jamais en collision, on a 1T’ = +oo. Afin de
déterminer explicitement les trajectoires, il convient de dissocier les deux cas
suivants.

o =~ 4+ =0
Alors M(t) = v1 (21(t) — 22(t)) = M(0), donc (1.10) se récrit comme

N 0 K1) .14 ()
() = 2(t) =m |21(t) — 2z2(t)|2 - |21(0) — 22(0)’2’
d’ou
M(0)t M(0)t

z1(t) = z1(0)

Zg(t) = 22(0) te R+.

[21(0) — 22(0)[*’ [21(0) = 22(0)[*’
Les points vortex évoluent donc selon un mouvement de translation uniforme
dont la vitesse est proportionnelle & l'inverse de la distance qui les sépare.
On remarque que ceci fournit un exemple de dynamique pour lequel les
trajectoires ne sont pas bornées uniformément sur R, contrairement a la
solution du Théoréme 2.

o I'=r +7 #0.

Puisque ¢(t) = M(t)/T" = ¢(0), on peut exprimer (1.10) sous la forme
r ) r

O (21(t) = ¢(0)),  22(t) O (22(t) = ¢(0)).-

T 121(0) — 2 " 121(0) — 22

Ainsi, le mouvement est celui d’une rotation uniforme des points z1 et zo
autour du centre d’inertie c(0) a vitesse angulaire I'|z1(0) — 22(0)]?.

#1(t)

Le mouvement de translation uniforme pour la paire de vortex s’appa-
rente fortement & celui d’un (unique) rond de fumée, comme on I’a vu au
paragraphe 1.1.4; on peut voir en effet une paire de points vortex comme la
projection bidimensionnelle d’un anneau, obtenue par la section de ’anneau
par un plan perpendiculaire.

2 Collisions de trois points

L’objectif de cette partie est d’étudier plus précisément la question des
collisions en temps fini entre les points vortex. C’est un probléme complexe,
y compris dans sa définition. En effet, on pourrait envisager plusieurs types
de collisions entre les trajectoires :

e des collisions partielles, c’est-a-dire telles que

lizn inf min |2i(t) — 2 (t)] = 05

e des collisions totales, c’est-a-dire telles que

hggljpf Iggjx |zi(t) — zj(t)] = 0.

e des collisions autosimilaires, voir ci-dessous.

Dans la suite, on parlera de collision au sens de collision partielle c’est-
a-dire dés que la solution maximale du Théoréme 1 vérifie T < +o0.



2.1 Collisions autosimilaires pour le systéme des trois points
vortex

On va proposer ici une méthode pour construire des solutions du systéme
a N = 3 points vortex dont les trajectoires s’intersectent en temps fini. Nous
renvoyons le lecteur intéressé a la thése de Grobni [17] (pour les lecteurs ger-
manophones uniquement !), de Aref [1, 4], ainsi qu’au livre [13] de Marchioro
et Pulvirenti page 140. L’étude qui suit ne s’étend pas, a priori, au cas de
N > 4 points. Trois points définissent trois distances

bia(t) = [21(t) — 22(t)],  Las(t) = [22(t) — 23(t)], L31(t) = |23(t) — 21(¢)].

Puisque

Lo

(21 — 22) - (21 — 23) 71— 29) (22— 23)T

= (22— 23) (22— 21)" = (22— 23) - (23— 21)"
= (23— 21) - (23 — 22)" = (23 — 21) - (21 — 22) %,

les distances vérifient le systéme d’équations :

(d 1 1
Z2,(t) = Ay A [ 5 — -
(0 =440 (7~ )
d 1 1
—033(t) = A1 At) | & — 5 2.11
(0 =440 (7 - ) 2.11)
d 1 1
— 02, (t) =4 )| 5 — -5
760 =440 (7 - 7).

ott A(t) = —(21 — 22) - (21 — 23)T = A(t)o, avec A(t) > 0 laire du triangle
formé par les points z1(t), z2(t), z3(t) et 0 = £1 vaut 1 si ce triangle est
orienté positivement, et —1 sinon.

Dans la suite, on dit qu’il se produit une collision autosimilaire pour le
systéme des trois points vortex lorsque la solution donnée par le Théoréme
1 vérifie

o' < +o00,
lia(t) — 0 et flo3(t) — O
* f12( )t—>T ot a3 )t—>T ’
. l12(t) _ l12(0) ot las(t) _ l3(0)
lag(t)  £23(0) l31(t)  £31(0)’
En particulier, la collision est totale. De plus, le triangle formé par les trois

points est donc pour tout temps ¢ < T 'image du premier par une similitude.
Comme nous allons le voir dans peu de temps, la quantité

vVt € [0,T).

h =2 + 7273 +13m

joue un role important dans I’étude des collisions autosimilaires.

Des conditions nécessaires pour qu’'une collision autosimilaire ait lieu sont
données ci-dessous.



Proposition 3. Sile systéme des trois points vortex évolue vers une collision
autosimilaire, on a h =0 et T'(0) = 0.

Démonstration. On a 7'(0) = T'(t) " 0, ainsi 7'(0) = 0. D’autre part,
_>
comme ’énergie et les rapports des longueurs sont constants, on a

GHO) 1o (£) 17293 (£) 273051 (£) 371 = <2228§>71’Yz <§2;Eg;>7ﬂ3 lo3(t)™,

donc h = 0.

La réciproque est partiellement vraie :

Théoréme 3. Si la configuration initiale vérifie
h=0 et T(0)=0,
alors la solution donnée par le Théoréeme 1 forme un triangle autosimilaire :

bo(t) _ 62(0) - Las(t) _ L2s(0)
las(t)  L23(0) l31(t)  £31(0)’
De plus, supposons que les trois points ne forment pas initialement un tri-

angle équilatéral ni ne soient initialement alignés®. Alors il existe T* # 0 tel
que

612 —512 \/1—t/T 512 —612 \/1—t/T 612 —612 )\/1—t/T*.

Par conséquent, si T* > 0, le systéme évolue vers une collision totale en
T=T* SiT* <0, le triangle croit et T = 4oc.

vVt €[0,T).

Démonstration. Calculons, en utilisant (2.11), la dérivée

d (6, 4A 5 (1 1 5 (1 1
—(ZL2) = == Y S R Y 4 —
7 ()5 06z 7)oz 7))

4A
= <71 + 73 — (v2v3l35 + 7172@2)) :
23

’726;%1

Puisque T' = v273035 + 1172034 + Y1733, est nul, ceci nous donne

d (02 > 4A < M7Y3 ) 4A
dt <£§3 033 s 72 V2l

Ainsi, le rapport f12/023 est constant sur [0,7), et il en va de méme pour
ly3/031 (par conséquent aussi pour f31/¢12).

c. Le cas des triangles équilatéraux et des configurations colinéaires sera envisagé au
paragraphe sur les équilibres relatifs.

10



Ensuite, on en déduit qu’il existe a9 € R telle que
VE € [0,T), 2A(t) = la1(t)las(t) sin(132) = aralia(t)?.
Puisque

d 1 !
J () = 43 A(t) <£23(t)2 N egl<t>2> ’

on obtient 'existence de Mis € R telle que

d
vt e [0,7), ﬁﬁfg(t) = M,

soit

M
035(t) = £35(0) + Mot = £3,(0) (1 + 2 2ot
1,(0)

Notons que Mio # 0. En effet, si M5 = 0,

0= (d§%> (0 =2%40) (62310)2 - 53120)2> '

Puisque les trois points ne sont pas initialement alignés on a .A4(0) # 0, ainsi
l33(0) = £31(0). Comme h =0 et T(0) = 0, on en déduit que

0 = 172012(0)* + (1173 + 7273)¢23(0)?
= 172612(0)* = 7172023(0)?
ce qui est une contradiction puisqu’on a supposé que le triangle initial n’est
pas équilatéral. De méme, on a Mo3 # 0 et M3y # 0.

Ensuite, les rapports de distances étant constants, on a nécessairement

Mo M3 Mg 1

B,0) T By0) T By0) T T*

ce qui donne les deux cas de figure possibles en fonction du signe de T™.

O

Donnons & présent un exemple explicite de données initiales satisfaisant
les conditions h = 0 et T'(0) = 0, issu de [13]. Posons

M=7=2, v3=-1,
donc h = 0, puis
2’170 = (—1,0), 2270 = (1,0), 2’3,0 = (1, \/5)

de sorte que le triangle formé par (21,0, 22,0, 23,0) est rectangle, positivement
orienté, et satisfait bien 7°'(0) = 0. Puis,

de X 1
(dt> (0) = 25| A(0) <e23<o>2 B f31<0>2> -

11




donc M1 < 0 et le systéme évolue vers une collision auto-similaire en temps

fini. En partant des mémes positions mais en posant cette fois v = v = —2
et v3 = 1, on trouve Mjs > 0 donc le triangle croit. Un autre exemple est
obtenu en gardant les valeurs y; = 9 = 2 et vy3 = —1 et en posant

210 = (=1,0), 220 = (1,0), 230=(1,-V2),

ce qui revient & changer 'orientation du triangle initial.

De fagon plus générale, il existe une méthode géométrique simple qui
permet de construire les configurations initiales satisfaisant aux conditions
de collision en temps fini, qui sont détaillés dans [4].

2.2 Collisions pour le systéme des trois points vortex

Le but de ce paragraphe est de démontrer que toute collision pour le
systéme des trois points vortex est nécessairement une collision totale et
auto-similaire.

Théoréme 4. Soit (21, 22, z3) une solution du systéme des trois points vortex
donnée par le Théoréeme 1 avec T < +oo. Alors h = 0 et T(0) = 0. En
particulier, en vertu du Théoréeme 3, toute collision pour le systeme des trois
points vortex est nécessairement autosimilaire.

Démonstration. On introduit les distances minimale et maximale
d(t) = min |z;(t) — 2;(¢)], D(t) = max|z(t) — 2 (t)].
i#] i#]

Puisque T' < +0o0, il existe une suite ¢, — T, strictement croissante, telle
que d(t,) — 0 lorsque n — +o0. Quitte a extraire, ceci implique qu’il existe
i # j tel que |2;(tn) — 2;(tn)| = 0. Prenons par exemple i =1 et j = 2.

On va établir ci-dessous que

531 (tn) —)T 0,

n

autrement dit les trois trajectoires des points vortex entrent simultanément
en collision le long de la suite (,)nen. En effet, si ce n’est pas le cas,

e Ou bien on peut trouver une suite extraite de (t,,)neN, renotée (t,)nenN,
telle que l31(t,) — (€ R%;

n—-+o00

e Ou bien on peut trouver une suite extraite de (¢, )neN, renotée (t,)nen,
telle que l3;1(t,) — —oo.
n—-+00

Dans le premier cas, on a alors aussi fo3(t,) — /(. Ainsi, puisque

n—-+0o
H(tn) = H(O),

Cro(tn) M2 = eH(O)Egg (tn) 7213051 (£,) 137

s H(0) p=r213—13m ¢ Ri,
n—-+o0o

12



ce qui est absurde puisque ¢12(t,,) —+> 0.
n—-+0oo

Dans le second cas, on a

023(tn)? = l31(tn)* + (€31 (tn)).

Puisque T'(t,) = T(0), on a

T(0)
+ =——=+40(1) — 0,
M908 = s Holl) oo
d’olt 71 = —79. En revenant au fait que ’énergie est conservée, on en déduit
que

P1a(tn) 172 = HO) <§23$n§>"¥3% T
31\n

ce qui est de nouveau absurde.

Finalement, on a T'(t,) =2 0 et T est constante, d’ott 7'(0) = 0.
n—-+0o0

Montrons ensuite que A = 0. Puisque les v; ne sont pas tous de méme
signe d’aprés le Théoréme 2, on peut supposer par exemple que 71,72 > 0
et v3 < 0.

Supposons par ’absurde A < 0. Soit

1 1
v=hl{ ) > L
72
On a pour tout ¢t € [0,7)

H(0) I3l 73l H(0)

|
glg(t) < emnr fgl(t) 72 EQg(t)T < emm2 D(t)’y. (2.12)

Ceci implique qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, D(t,) # 12(tn) :
sinon, I'inégalité précédente donnerait pour une sous-suite (fp, )reN

H(0)

D(tn,) < e D(tn,)7,

ce qui est impossible puisque v > 1 et que D(ty, ) k—> 0. Soit n > ng. Par
—+00

exemple, si D(t,) = £31(ty), alors d’aprés (2.12) on a
l3(tn)* = D(tn)* + O (D(tn)")

ce qui est encore vrai si D(t,) = fa23(ty). Finalement, comme T'(0) = 0, on
obtient

v3] (71 + ’Y2)D(tn)2 = ’7172d(tn)2 + O (D(tN)’Hl)
= O(D(t,)*),

ce qui est absurde. Donc h > 0.

Si h > 0, on obtient cette fois v < 1 et

H(0) 73l [vsl H(0)

Elg(t) > e 631 (t) 72 fgg(t)T > emnm2 d(t)’y. (2.13)

13



Comme d(ty,) —+> 0 et v < 1, il existe donc n; € N tel que pour tout
n—-+0oo

n > ny on ait ou bien d(t,) = ¢31(t,) ou bien d(t,) = la3(ty). 1l existe une
suite extraite, renotée (t,)nen, telle que d(t,) = ¢31(t,) (par exemple) pour
tout n > ny. Alors d’apreés (2.13),

£a3(t)? = C12(t0)? + L1 (ta)? + O (Gra(tn) 1 () = Laa(t)? + O (Laa(t) '+

Puisque T'(0) = 0, on en déduit que
1
(v2m1 +7273) a2 (tn)? = O (€12(tn)1+”> ;

avec 1 + % > 2, donc 12 + y2v3 = 0 puis h = y1y3 < 0, ce qui contredit
I’hypothése h > 0.

O

2.3 Presque jamais de collision

Comme nous 'avons vu au paragraphe précédent, les conditions néces-
saires de collision en temps fini pour le cas de trois points sont trés restric-
tives quant au choix des circulations ; et des positions initiales. Il s’avére
que pour un nombre quelconque N > 3 de points, les configurations initiales
qui ménent & des collisions en temps fini sont exceptionnelles.

Plus précisément, nous avons le résultat suivant di & Marchioro et Pul-

virenti [13].

Théoréme 5. On suppose que
VI C{l,...,N}, > v #0.
icJ
Alors pour presque toute? position initiale (210, ...,2n0) € (RD)N\ A, la

solution donnée par le Théoréeme 1 est globale.

La preuve repose sur l'invariance de la mesure de Lebesgue par le flot
du systéme hamiltonien (1.1), on ne la développera pas ici. Mentionnons
toutefois que Marchioro et Pulvirenti établissent ’estimation quantitative
suivante : pour tout T' > 0,

{Groceee )| int minlsst) — (0] < || < €D me

3 Equilibres relatifs et configurations stationnaires

Dans ce dernier paragraphe, nous allons amorcer ’étude d’une classe
particuliére de solutions pour le systéme des points vortex, celle des équilibres

d. Au sens de la mesure de Lebesgue sur (R?)".
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fixes et des équilibres relatifs. Soit N > 2 et soit (z1,...,2n) la solution de
(1.1) donnée par le Théoréme 1. Nous dirons que (z1,...,2N) est

e Un équilibre fixe - ou configuration stationnaire - si
zj(t) = 2;(0), Vj=1,...,N, Vtel0,T);

e En translation uniforme si, pour tout ¢ € [0, 7)), il existe V (t) € R?\{0}
tel que
zj(t)=V({), Vj=1,...,N;

e Un équilibre relatif si il existe zg € R? tel que pour tout ¢ € [0,7), il
existe w(t) € R* tel que

5(8) = w(t)(z(t) — z0)*, Vi=1,...,N.

Le polygone formé par les points vortex au temps ¢ est constant (dans
le premier cas) ou obtenu & partir du polygone initial par une translation
(dans le second cas) ou une rotation (dans le troisiéme cas). Dans les trois
situations, la taille et la forme du polygone sont constants, en particulier
aucune collision ne se produit et donc T = +o0.

On remarque que si (21, ..., zy) est un équilibre relatif, il en est de méme
pour toute configuration obtenue & partir de (z1,...,2y) par rotation, ho-
mothétie ou translation.

Nous aurons besoin de la quantité h déja introduite dans 1’étude des
collisions, définie par
h = Z ViVj-

1<i<j<N

Mentionnons dés maintenant une condition nécessaire sur les circulations,
qui sera établie au paragraphe 3.3, pour l'existence d’une configuration sta-
tionnaire.

Proposition 4. Si (z1,...,2zN) est une configuration stationnaire, alors
h = Z Yy = 0.
1<i<j<N

3.1 Equilibres relatifs et configurations stationnaires pour
N = 3 points vortex

Le cas des trois points vortex a été amplement étudié dans la littérature,
voir par exemple |2, 3, 4]. Il y a seulement deux types d’équilibres relatifs © :

e Les triangles équilatéraux en rotation uniforme : pour tout choix de
circulations telles que I' = v1 + 72 + v3 # 0, si (z1(t), 22(t), z3(¢)) forme un
triangle équilatéral de c6té £ > 0 en rotation uniforme autour de son centre
d’inertie, & la vitesse angulaire

' m+y2+ts

b=

e. A rotation, homothétie ou translation prés.

15



c’est une solution du systéme des points vortex.

e Les configurations colinéaires en rotation uniforme : si I' = 0, elles
s’écrivent en notation complexe

z1(t) =4 (PY?’ — 72) et

Y2 3

zo(t) =4 (71 - 73) et
M

z3(t) =4 (72 — 71) et
4! 2

17273

he?
Le cas ou I # 0 est toutefois plus complexe ; en particulier, suivant les

choix des circulations 71,2 et 3 il peut y avoir une, deux, trois, voire aucun
équilibre relatif de points alignés.

ou ¢ est un facteur d’échelle et ou 6§ =

Par ailleurs, lorsque I' = 0, si (21(¢), 22(t), z3(t)) forme un triangle équi-
latéral de coté £ > 0 en translation uniforme & la vitesse V (t) = —c(0)*/¢2,
c’est une solution du systéme des points vortex.

Enfin, pour tout choix de circulations satisfaisant h = 0, il existe une
configuration stationnaire, donnée par
Y273 BN 71— 72
zo = zq =

Z1 = 5 2 ) 3 .
il 72 73

3.2 Equilibres relatifs et configuration stationnaires a N points

Pour tout N > 3, il existe des équilibres relatifs qui sont donnés par
N points de méme circulations, alignés, et dont les positions sont détermi-
nées comme zéros de polyndmes bien particuliers (voir la section suivante).
D’autres équilibres relatifs sont obtenus en plagant un point vortex de circu-
lation v; = v a chaque sommet d’'un polygone régulier & N cotés et de taille
¢, ce qui donne une vitesse angulaire § = (N — 1)/(2¢?). Le probléme de la
stabilité de ces solutions (linéaire et non linéaire) a suscité beaucoup d’at-
tention de la part des mathématiciens. En particulier, Lord Kelvin souleva
cette question en 1878, en notant par ailleurs le lien étroit entre ce probléme
et celui de la stabilité des équilibres d’aimants plongés dans un champ ma-
gnétique. La réponse compléte & sa question a été finalement apportée par
Kurakin and Yudovitch [9, 10|, qui ont démontré que le N-gone est stable si
et seulement si N < 7.

Il est possible d’obtenir d’autres équilibres relatifs en ajoutant & la so-
lution précédente un point vortex de circulation arbitraire 7y au centre du
polygone, auquel cas la vitesse angulaire devient 6 = (y(N — 1) + 270)(2¢2).
En particulier, en posant 79 = —v(N — 1)/2 on obtient une solution station-
naire.

Enfin, signalons que d’autres types d’équilibres relatifs existent : poly-
gones non nécessairement réguliers concentriques avec des vortex de circu-
lations éventuellement différentes. On renvoie aux articles de Aref, Newton,
Stremler, Tokieda and Vainchtein [5], ainsi que de O’Neil [16].
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3.3 Dénombrement des configurations stationnaires

Nous allons ici déterminer des conditions nécessaires additionnelles & celle
donnée par la Proposition 4 pour l'existence de configurations stationnaires
et, le cas échéant, tenter de les dénombrer. Une analyse approfondie de ces
questions est réalisée dans l'article de O’Neil [15]. Nous allons adopter des
notations complexes pour désigner les positions des points vortex. Une confi-

guration stationnaire est donc un élément (z1, ..., zy) de CV\ A qui vérifie
0
=— =0, Vk=1,...,N. 3.14
DD (8.14)
Jj#k

De fagon équivalente, c’est aussi un point critique de la fonctionnelle H.

Proposition 5. Soit (z1,...,2Nx) une configuration stationnaire. Alors pour
tout z de C\ {z1,...,2n}, on a

(o)

k=1 1

Démonstration. On a par décomposition en éléments simples

+Z
z—zk z—zk z—z])

N
k=1
N

:Z'ViJr 'mk(l_1>
kzl(z—zk)Q Z— 2 \Z—2k Z—2%
N

ik
Vi Yy v
k j
—nr 1+ 2
(z—zk)2+ ;z sz—z]

d’out le résultat d’aprés (3.14).

O

En développant les termes de gauche et de droite de la Proposition 5 en
série de Laurent pour |z| > max(|z1],...,|zn]|), on trouve

ol Y, =
R L T
=z 1_@_’2 Ve 2 2 7,

z R

Z — Zk
" -
k . 2.7 —2—j
EEPAEiD DA S
=0

Posons pour j € N
N N
. 9
m]:Z’ykzi, Mj:Z’ykzi.
k=1 k=1
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On a alors d’aprés la Proposition 5 (aprés simplification par z~2)

+oo 2 +oo
ijz_j = Z(] +1)M;z77.
§=0 §=0
Par identification, on aboutit &
P
ngmp_g =(p+1)M, VpeN.
=0

En particulier, avec p = 0 on retrouve

N N
mo =Y =M= i,
k=1 k=1

a savoir la relation de la Proposition 4.

On remarque que, réciproquement, si

ngmp,g =(p+1)M,, Vp=0,...,N—-2,
=0

alors (z1,...,zn) est une configuration stationnaire. En effet, on a alors
d’aprés la démonstration de la Proposition 5

2o () St

%k kT2 k=1 =1

= = NIRRY,

N
222

k=1

ol F’ est une série entiére. En multipliant & gauche et a droite par le polynéme
Hévzl(z — z¢) de degré N, on trouve alors

N .
=Y w]]G-=) z,j—gzj — 0,

k=1 04k Ak |zl =00
ol P est un polynéme, ainsi P = 0.

Comme on 'a déja évoqué, la transformation

(z1,...y28) = (@z1+ B,...,azy + 8), a,€C, a#0,

transforme une configuration stationnaire en une configuration stationnaire.
Ainsi, on peut considérer une configuration (z1,...,zy) comme un élément
[21,...,2N] de espace projectif CPN-1 et se débarasser de I'invariance par
translation en fixant un hyperplan de CPY !, par exemple I'hyperplan donné

par {m;} =0.:
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Proposition 6. Soit V ’ensemble de CPN !

de

constitué des solutions [z1, ..., zN]

m1:0

P
3.15
ngmp_g:(p—i—l)Mp, Vp=0,...,N —2. (3.15)

=0

L’ensemble des configurations stationnaires est V '\ A.

Finalement, 1’étude des configurations stationnaires se raméne donc a
I’étude de variétés algébriques projectives, ce qui nous améne a rappeler le

Théoréme 6 (Théoréme de Bezout). Ou bien V admet un nombre infini
d’éléments, et dans ce cas V intersecte tout hyperplan. Ou bien V contient
un nombre fini d’éléments, égal (o multiplicité prés) a (N — 2)!.

Il existe un critére permettant d’écarter le cas d’un nombre infini de
solutions pour (3.15) :

Proposition 7. Soient v1,...,vn des circulations telles que h = 0. Suppo-
sons qu’il existe deux indices p et q tels que pour tout sous-ensemble strict
J de {1,...,N}, p,q C J implique que Zj,kej7j7k % 0. Alors V contient
exactement (4 multiplicité prés) (N — 2)! éléments. En particulier, il y a au
plus (N — 2)! configurations stationnaires.

Démonstration. Soit [21,...,2x] un point de V tel que z, = 2z, =: 2*.
Soit J I’ensemble des indices de {1,..., N} tels que z; = zp. J est un sous-
ensemble strict car le point [z,...,2,] = [1,...,1] ne satisfait pas m; = 0.

On a par définition de V

2
Zjej i n Z Y _ > ’sz n Z ’7]2
z—z* z— 2z (z — 2*)2 (z — z;)%

ce qui par identification méne &

2
Z%‘ :Z%za
J

jed

en contradiction avec I’hypothése. Ainsi, V n’intersecte pas I'hyperplan z, =
2q, et le théoréme de Bezout s’applique.

O

Remarque. A ce stade, rien n’affirme qu’une, au moins, des solutions donnée
par le Théoréme de Bezout n’appartienne pas a A, et il faut procéder & une
analyse plus poussée. Toutefois, la démonstration précédente montre que si
les circulations sont telles que pour tout sous-ensemble strict J de {1,..., N}
on a Zj,ke 7% # 0, alors V n’intersecte pas A, ainsi il y a exactement
(N — 2)! configurations stationnaires.
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