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Résumé :

Dans un premier temps, nous donnerons la définition et les premieres propriétés
des opérateurs pseudodifférentiels sur R%. En particulier, nous nous attacherons
a étudier I'action de ces opérateurs sur L2(R?) et décrirons quelques résultats
de calcul symbolique pseudodifférentiel (formules de composition, inégalité de
Garding, calcul fonctionnel, théoeme d’Egorov). Dans un deuxiéme temps, nous
nous concentrerons sur les propriétés des opérateurs pseudodifférentiels liées a
des aspects géométriques. Cette analyse nous permettra d’étudier la structure
géométrique de ’espace des phases et ouvrira la voie a la généralisation du
calcul pseudodifférentiel sur des variétés. Une attention toute particuliere sera
accordée au cas du tore.

1 Introduction

Nous avons vu dans ’exposé précédent que la mécanique quantique est basée
sur la notion de probabilité de présence et de fonction d’onde. La fonction d’onde
elle-méme n’a pas d’interprétation physique : dans un espace de configuration M,
c’est une fonction ¥" de L2(M) de norme 1. Ici, M sera majoritairement I’espace
euclidien de dimension d, R?: mais nous considérerons aussi le cas du tore de
dimension d, T? ou bien le cas d’une sous-variété de R?. La densité

n(t, x)dx = [Y"(t, z)|2dx

est donc une densité de probabilité et c’est n” qui permet de calculer les pro-
babilités de la mécanique quantique. Si A est une partie mesurable de M, la
quantité P(A) = [, n"(¢,x)dz donne la probabilité de trouver au temps ¢ la
particule quantique dans une configuration décrite par un point de la partie A.

Les espaces fonctionnels de la mécanique quantique sont donc construits sur
les espaces de Lebesque L? des fonctions mesurables sur M et de carré intégrable.
Cet espace muni de la norme

nfuz</uuvmﬁup

est un espace de Hilbert dont le produit scalaire s’écrit

<ﬁg>=/?@M@Mm



Rappelons en particulier I'inégalité de Cauchy-Schwartz dont nous ferons usage :

Vfag € L27 ‘< fag >| < Hf||L2||g||L2

Dans le cas ot M = R?, la transformée de Fourier est une bijection de L?(IR9)
dans lui méme, donnée par la formule

-~

vfe L2RY, &) = / e~ £ (z)da.

Nous noterons aussi R
F&) = F()(©),

ce qui permet de noter I~ la transformée de Fourier inverse
T (g)(a) = (2m) [ eg(e)ag,
La formule d’inversion s’écrit alors
vf e @Y, fla) = [ e fie)de

Par ailleurs, le théoreme de Plancherel s’écrit

1z = (2m)e / Fle) e,

Notons aussi le lien entre la dérivation et la transformation de Fourier : si f
est O™ et & support compact, ce que nous noterons f € C5°(R%), alors les

La variable de Fourier £ s’interprete comme la variable d’impulsion et la
h-transformée de Fourier de la fonction d’onde

OO = 7 ()

permet de calculer des probabilités en impulsion. Il est donc naturel d’introduire
la densité en impulsion

(1, €)de = ()~ | (1,&/m)| de.

L’espace naturel de la mécanique quantique est donc I’espace des phases, I’espace
des positions—impulsions (x,&). Nous avons déja vu dans 1’exposé précédent,
et nous reverrons plus loin, comment cet espace s’interpréete comme 1’espace
cotangent & R% et comment on peut généraliser ces notions dans le cas d’une
variété M.

Nous avons aussi vu que, sur R?, I’espace des observables de la mécanique
quantique contient les fonctions C§°(R?) que I'on teste contre la densité en posi-

tion n”(t, ) ou bien contre la densité en impulsion n” (¢, £). On peut représenter
ces deux tests comme 'action d’un opérateur sur la fonction d’onde :

/ (@) (1, 2)d = (0", ()" e



/ PE)P(E, E)dE = (", p(RDY™) 12z,

ou l'opérateur ¢(x) est 'opérateur de multiplication par ¢(x) et 'opérateur
©o(RD) est le multiplicateur de Fourier défini sur L?(R¢) par

P(hD) () = (2m)" [ oSl P (1, ).
Cet opérateur tire son nom de la propriété suivante

Vf e L2(RY), F(p(hD)f) (&) = p(RE)F(f)(€).

que l'on peut aussi écrire

Ve LARY), Fu(p(hD)f) (&) = @(©)Fn(f)(E).

L’idée des opérateurs pseudo-différentiels est de concilier le point de vue position
et impulsion en permettant de considérer des observables qui soient des fonctions
des deux variables x et &. Il s’agit donc de construire une algebre d’opérateurs
contenant les opérateurs de multiplication en variable de position ainsi que les
multiplicateurs de Fourier. On va alors remplacer les densités n"(¢, z) et n(t, &)

par une densité généralisée w” (¢, x, ) dont les densités n”(t,x) et n"(t, &) seront
les marginales en & et en x respectivement, c’est a dire qu’on les retrouvera en
projetant w" (¢, z, &) sur 'espace des = ou l'espace des ¢ respectivement. Plus
précisément, pour toute fonction ¢ € C§°(R?), on aura

/ (@) (t, 2)d = / (@) (t, . €)de de,
R4 R2d
| eomiode = [ c@ut o duds

R2d

Cette idée remonte & Wigner dans les années 30 ([22]) et a été amplement utilisée
jusqu’a nos jours, elle permet de profiter d’un cadre de travail tres confortable
méme si cela se fait au prix d’une légeére perte : la fonction w”(t) n’est plus une
densité, ce n’est pas une fonction positive sur R2¢. Mais cette fonction est dans
L?(R??) et son action contre des observables a(x, &) € C5°(R??) prend son sens
le plus achevé dans le cadre de la théorie des distributions de Laurent Schwartz.
Nous sommes donc au bon endroit pour en parler ! L’opérateur pseudodifférentiel
de symbole a sera alors l'opérateur que nous noterons op,(a) permettant de
transcrire ’action de w” sur une fonction test a en terme d’action d’un opérateur
sur la fonction d’onde "

[ ol w ez drdg = (0(0) op(a)d(O) o

Une derniére remarque avant d’aborder des aspects historiques, la positivité
“perdue” de la transformée de Wigner se retrouve en passant a la limite 7 — 0;
on peut alors montrer que toute limite faible (au sens des distributions) de w"
est une mesure positive. C’est la théorie des mesures semi-classiques ou mesures
de Wigner que nous ne déveloperons pas ici mais qui s’est avéré étre un outil
précieux. Par exemple, leur utilisation a permis de démontrer de jolis résulats



sur les fonctions propres du laplacien sur une sous-variété (cf. [8] et [2] par
exemple) ainsi que dans d’autres domaines.

Les opérateurs pseudodifférentiels semi-classiques sont les outils de base de
I’analyse semi-classique dont le développement est intimement lié a celui de
I’analyse microlocale. On peut voir 'analyse semi-classique comme étant is-
sue de l'intérét d’une communauté imbibée de techniques microlocales vers
des questions de physique théorique. L’analyse microlocale (qui utilise le cal-
cul pseudodifférentiel général c’est & dire sans petit parametre) s’est développée
dans les années 1970, en particulier autour du séminaire Goulaouic-Schwartz qui
avait lieu dans les murs de cette école. Les débuts de I'analyse semi-classique
peuvent étre situés autour de 1977, date de la these d’Andros (cf. [21]) que
cite Bernard Helffer dans sa “bibliographie commentée” (cf. [10]). En effet, on
y voit apparaitre une utilisation du calcul de Weyl déja introduit par Shu-
bin ([20]) et qui sera systématiquement étudié par Hormander ([12]). Nous
présentons ici une version relativement simple des opérateurs pseudodifférentiels
semi-classiques puisque nous considérerons des symboles a support compact. De
fagon plus générale, la théorie complete des opérateurs pseudodifférentiel per-
met de considérer des classes de symbole plus générales. Nous renvoyons aux
nombreux ouvrages existant sur le sujet ou les différents points de vue que
I'on peut adopter sont décrits en détail ; nous recommandons en particulier les
livres [1, 5, 16, 23]. Il faut noter que des classes d’opérateurs pseudodifférentiels
peuvent aussi étre définies sur des groupes qui ne sont pas commutatifs (a la
différence de ’espace euclidien ou du tore), que ce soit sur des groupes de Lie
compacts (cf. [19]) ou des groupes de Lie non compacts comme dans article
[3] pour le groupe de Heisenberg et le livre récent [7] pour le cas général des
groupes de Lie stratifiés. Cette théorie est donc encore en plein essor.

2 Opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques

2.1 Définition sur R?

Soit a € C§°(R??) et h €]0,1] un petit parametre. On définit 'opérateur
pseudodifférentiel semi-classique de symbole a par

Vf € S(RY), opp(a)f(z) = (2mh)~ /

R2d

(52 ) s

Comme on I'a fait remarquer précédemment, si a = a(z), op,(a) est 'opérateur
de multiplication par a(z). Et si a = a(§), alors opj,(a) est le multiplicateur de
Fourier a(hD).

Transformée de Wigner. Soit (1)");~¢ une famille bornée de L%(R%), la
transformée de Wigner de (") est la fonction de L?(R24)

whe,) = (2 [

Rd

eV eyl <£E + h%) Eh (x — h%) dv.

On a alors

Va € CREM), [ ale,u" (e €)drde = (opn(a@)p", ") e

R2d



Action sur la classe de Schwartz. On note §(R?) l'ensemble des fonc-
tions C*° a décroissace rapide ainsi que toutes leurs dérivées. Elles vérifient

Vf € 8(RY), Va,B N4 3IC,5>0, sup |x”‘8§f(m)} < Cqy .
zERY

Proposition 1. L’opérateur opy,(a) envoie S(RY) sur lui-méme.

Preuwve: 1l faut d’abord remarquer que si f € 8(R?), I'intégrale est convergente &
cause de la décroissance rapide de f et parce que a est a support compact. Le fait
que opy(a) f est dans §(R?) vient ensuite de deux observations qui sont & la base
de ’analyse des opérateurs pseudo-différentiels. Il s’agit de deux intégrations par
parties extrémement simples. Pour j € {1,---,d}, on remarque tout d’abord
que 'on a

h i
spom@)f(@) = Can % [ a(TE ) o, (ehe ) plgpay de

s [ () ek

?

= z‘h(27rh)_d/ agja(x;yf) R &=V f(y)dy de
R2d
—ih(?wh)‘d/

a (“y&) R @Yy £(y)dy de
]R2d 2

et ces intégrales sont bien définies puisque O¢,a est & support compact et x; f(z)
a décroissance rapide. Par ailleurs

r+y

o, lom@ @) = e [ o0 (T3 e) ekt iy
~erty [ a (w - y,£> 0y, (RO fly)dy de

- (gm)*d/ axja<x;y,§) e &Y f(y)dy dg
R2d ’

+(2mh) ¢ /R L (““’ : y,g) eFE@N, F(y)dy de,

et on conclut de fagon similaire.

Autres choix de quantification. On appelle quantification de Weyl, cette
maniere d’associer a la fonction a un opérateur opy(a). D’autres choix de quan-
tification sont possibles et utilisés : on parle de la quantification classique ou
quantification gauche avec l'opéateur a(z, iD) défini par

Vf € S(RY, ale.hD) (o) = (2rh) ! [ a(e,)eF I fy)dyde.
R2d
Ces choix sont des cas particuliers de la t-quantification (cf. [23] par exemple) :
vf € 8(RY), oph(a)f(x) = (2xh)~ / a(tx + (1= 1)y,€) €5 f(y)dy d.
R2d

Le choix de t = 1/2 correspond & la quantification de Weyl tandis que le choix
t = 1 donne la quantification classique. On peut montrer (et on le verra dans



le paragraphe suivant) que les opérateurs associés au méme symbole a par ces
différentes quantifications different d’un O(h), en tant qu’opérateurs agissant
sur L2(R9). L’avantage de la quantification de Weyl réside dans le fait que
Popérateur ainsi défini est auto-adjoint des que a est a valeurs réelles, comme
nous le verrons dans la suite.

Remarque. Nous terminons par une remarque mettant en lumiere le lien entre
la définition que nous avons donnée ici et celle de I'exposé précédent. Soit a la
fonction définie via la transformations de Fourier telle que

a(z,§) = (QW)fd/a(wz,%)ei(“’w'”“&@dwmdws,
(cf. Pexposé de Frédéric Faure), nous obtenons
opyp(a)fly) = (27T)7d/ a(wz,wg)ei“’z'z
(wawe) ER2
X (Qwh)_d/ eiwf'ge%é(x_y)f(y)dydg dwgdwe
(y,6)€ER?4

= (27")_d/ A (wg, we)e s e e (WD) £ () duw, duwe,

(Wwng)ERZd

d’ou la formule

opy(a) = (277)_d/Zi(wx,wE)ei(“”'m+“5'(hD))dwmdwg.

2.2 Action sur L*(R%)

L’analyse de l'action des opérateurs pseudodifférentiels sur L?(R?) se fait
aisément une fois que l'on a remarqué que opy(a) est un opérateur a noyau.
Plus précisément, le noyau de op;(a) est la fonction

hEe-y) g (l‘ + y’§> .
d

(2, ) = (2h)~ / !

R

Pour estimer la norme d'un opérateur & noyau sur L?(R%), nous allons utiliser
le lemme de Schur.

Lemme 1. Soit K un opérateur sur L*(R?) de noyau k(x,y) :

Kf(e) = | k) fo)dy.

S’il existe C' > 0 tel que

/ sup |k(z,y)|dx < C et / sup |k(z,y)|dy < C,

y€ERC zER?
alors K est un opérateur borné de L?>(R?) dans L?*(R?) et

1K ¢ (2 (ray) < C-



Preuve: Soit f € L?(R%), on écrit
1K f ey = [ KA do
= /k:(x,y)k;(x,z)f(y)mdxdydz.

En utilisant

PG| < 5 (F@)F +17:)P),

DN | =

on obtient

Ky < 3 [ ([ lsora) ([ i) e
v3 [ ([ anserzas) ([ i) do

CIfI1%.

A

IA

Une conséquence du lemme de Schur est le corollaire suivant

Corollaire 1. Soit Py, un opérateur de noyau k(x,y) de la forme

_ +y r—y
_pdp (2TY
k(z,y) =h K( 5T

et tel que la fonction K vérifie

N(K):= /;uﬂ};d | K(X,v|dv < +o0.
€

Alors lopérateur Py est un opérateur borné sur L*(R%) et

1Pall e (n2ray) < N(K).

h
/ sup \kz(m,y)|da:=/ sup K(y+v,v>
R yeR4 R yeR4 2

h
/ sup \k(m,y)|dy:/ sup |K (J;— v,v>
R4 zeR? R4 zeR? 2

Nous pouvons maintenant étudier 'opérance sur L?(R?) des opérateurs pseu-
dodifférentiels. En effet, le noyau de opy,(a) vérifie

Preuve: 11 suffit décrire

dvg/ sup |K(X,v)|dv,
XeRrd

dvg/ sup |K(X,v)|dv.
XeRd

_ +y x—y
—niK, (£
kh(z7y) h 9 B

avec
K.(X,v) = ?gla(X,v).

Comme a est a support compact en &, la fonction v — ff"g La (X, v) est intégrable
et le corollaire ci-dessus implique le résultat suivant.



Théoréme 1. Soit a € C5°(R??), alors la famille d’opérateurs (opy,(a))
bornée dans L(L*(R?)) et

n>0 €5t

Jopn(a)lqraey < Cla)i= [ sup |5t (X, 0)]do,

XeRd

Si Pon veut estimer la constante C'(a) en fonction de normes sup de dérivées
de a, on peut remarquer que pour |v| > 1 et o € N,

—1 —1
v a(X,0) = F ((—D¢)%a) (X, v).
Par conséquent, nous avons le corollaire suivant
Corollaire 2. [l existe une constante ¢ > 0 telle que

Va € C°(R*), Cla) <c sup
BENT, |B|<d+1

(2)

sup |0 a(, )|
reR4

L' (R?)

Ce résultat permet donc de définir des opérateurs pseudodifférentiels pour
des symboles comportant peu de régularité en x. Il suffit que a soit a support
compact et que 8? a soit bornée et localement intégrable pour tout multi-indice
B € N? tel que |3] < d + 1. Ici, on a choisi une estimation de la norme de
opy(a) qui ne “consomme” que des dérivées en ¢ mais en nombre conséquent.
On peut trouver d’autres estimations dans la littérature, la moins cotuteuse en
dérivées étant due & Hwang (cf. [13] ou bien 'exercice 5.3 p.59 de [1]) pour la
quantification classique : il existe C' > 0 tel que pour tout a € C§°(R??),

||a(x’D)HL(L2(Rd)) S C Z Sup
ac{0,1}¢, Be{0,1}4 (#-£)ER

333?a(x,§)‘ .

2.3 Le noyau d’un opérateur pseudodifférentiel
Nous avons déja vu que si a € C§°(R?4), Popérataur opy,(a) est un opérateur

de noyau
Cp—dg1 (THY Ty
kh(l‘,y)—h g:g a<27 A ) .

On peut donc retrouver le symbole a partir du noyau grace a la formule

a(z,§) = /Rd efﬁﬁ'vkh (m + g,x - %) dv = /Rd e*ig'”Ka(x, v)dv. (3)

On remarque aussi que 'opérateur opy,(a) est un opérateur a trace et que

T (opp(a)) = (2) 4 /

a(z,&)dx d€.
R2d

De plus, op;(a) est un opérateur Hilbert-Schmidt et

lopn(@)llis(ze@s = / lkn(z, )| dady

(2mh) Y| al| L2 ey



Notons que la trace de opy(a) ainsi que sa norme Hilbert-Schmidt sont des
fonction non bornées de h.

On va finir cette partie par une remarque concernant le noyau d’un opérateur
pseudodifférentiel semi-classique. Il s’agit de mettre en lumiere que la partie la
plus importante du noyau k, d’un opérateur opy,(a) réside sur la diagonale © = y.
Plus précisément nous montrons la proposition suivante.

Proposition 2. Soit a € C§°(R??), y € C5°(RY) telle que x(0) =1, 6 > 0 et
Ks.n Uopérateur de noyau

T —
k(o) = ka2,
Alors dans L(L?(R?)), on a
opp(a) = Ksn + O(h/9).

Preuve: Nous écrivons
opy(a) = Ksn + Ry

. , _ r+y Tr—
ou Ry, est I'opérateur de noyau h dry ( > y’ 7 y> avec

(X, 0) = Ka(X,0) (1 . (’?)) ,

On remarque alors que la fonction v +— 1 — x(u) s’annule en u = 0 et peut donc
s’écrire
1—x(u)=u-6(u)

avec 0 € C(RY), 6 bornée ainsi que toutes ses dérivées. On peut donc écrire

m(X,0) = ’;Ka(x,v)v-e(}?)

h_1,. hv
= g?gl(lvga>(X,U) 9 (5) ;
de sorte que

h _
[ sup 1 (X 0)ldo < 5 10y sup, [ sup 155 (Gea) a0} o
R X €R z€R®J zeRd

On en déduit que
h
| Rall ¢ (p2 ey = O <5> :

2.4 Comparaison des différentes quantifications

Nous allons comparer les différentes quantifications en analysant les noyaux
de ces opérateurs. Il suffit de comparer la quantification de Weyl et la t-quantification
pour n’importe quel ¢ € (0,1).



Proposition 3. Soitt € (0,1) et a € C§°(R??), alors, dans L(L?*(R?)),
opp(a) = opp(a) + O(h).
Preuve: On part du fait que le noyau de opf (a) est la fonction

rT+y r—yY
2 7 h

I%a,t(xa y) = hidKa,t <

avec )
Ko (X,v) = S"gla (X +h (t — 2) v,v) .

Une formule de Taylor permet d’écrire

Ko (X, v) = K.(X,v)+h <t - ;) Br(X,v),
ou
! 1
Br(X,v)=wv / ffglvma (X + hs (t - 2) v,v> ds.
0
On a donc

opl(a) = opp(a) + (t - ;) R,

ou Ry est 'opérateur de noyau

_ x + xr —
ra(z,y) = h ch( i y)

2 7 h

Le fait que I'opérateur Ry, soit un opérateur borné sur L?(R?), uniformément

par rapport a h vient de ’estimation

/ sup |Brp(X,v)|dv = / sup
R4 X €R? R4 X eR?
< / sup

Re Y eRd

3 Calcul symbolique

F: ' (iVe - Vea) (Y, )| dv.

1
/0 T (iVe - Vea) (X + hs(t — 1/2)v,v)ds| dv

Dans cette partie nous allons démontrer un certain nombre de formules

concernant I'adjoint et la composition d’opérateurs pseudodifférentiels.

3.1 L’algebre des opérateurs pseudodifférentiels semi-classiques

Proposition 4. Soit a,b € C5°(R??), alors, dans L(L?*(RY)),

ops(a)” = ops(a),
op(a)ops(b) = opa(ab) + o opy, ({a, ) + O(h?).
opr(@).0pp(D)] = opa(fa,b}) + O,

ot le crochet de Poisson des fonctions a et b est donné par

{a,b} =Vea-Vyb—Veb- Vya.

10



Il est important de remarquer que les formules de composition restent va-
lables si I'un des opérateurs est un opérateur différentiel a coefficients C'*°.

Preuve: La premiere relation est évidente puisque

_ dT (Y Ty
) = e (-

_ pdag—1- (TTY T—Y

= h 5 a( 5 7 )

ot 'on a utilisé I *(f)(v) = S"gl(?)(—v). Le noyau de opy(a)* est donc égal
au noyau de oph(ag, ces deux opérateurs sont donc égaux.

Etudions maintenant la formule de composition : le noyau de opy,(a) oopy,(b) est
la fonction kx(x,y) donnée par

“ (CU + Z’C) b (y ; Zﬂl) e%(wfz)f*%(z*y)'"dnd(dz.

kn(x,y) = (27rh)*2d/ 5

R3d

Ecrivons kp(z,y) = hm 4Ky, (552, 25¥) avec

h I
Kn(X,v) = (27r)*2d/ alX+2 (w+£) e(x+2 (wfﬁ) n
R3d 2 2 2 2
x o~ i (w=5)+in-(wt) ge an du.
Nous allons maintenant utiliser la relation (3) pour écrire

op(a)opy(b) = opp(cn)

avec

cn(z,§) = /e_ig'“Kh(x,v)dv.

Il est alors naturel de faire le nouveau changement de variable

On obtient

n(w.8) =0 [ a(o+ guc)o (ot pitin)

x &= Hin=uqe dp duy du .

Les formules asymptotiques de la proposition viennent alors de I'utilisation de
la formule de Taylor sur la fonction

h h
(u, u/) —a <x + 5“7 C) b <$ + 2U/777) (4)
et de I'observation que pour j € {1,--- ,d},

uy el = g, (ei(nfﬁ)-u) L el O — g (ei@fou’) . )

11



Mettons-cette stratégie en oeuvre en poussant le développement de Taylor au
deuxieme ordre :

o (4 5u.) b (o 5'on) = ale. ) + 5 u- Voale Ol

Vbl m)a(e, )+ W Gl om0, )]

ou G(z,¢,n,u,u’) est une matrice de taille (2d) x (2d), de classe C°°, & support
compact en ( et 17, bornée ansi que toutes ses dérivées, uniformément par-rapport
au parametre fi € (0, hg) et par-rapport aux variables u et u/, et satisfait de plus,
pour tout «,y € N2, 3

sup |9]9,G(x,(,m,u,u’)| < Cq sup sup |8§62a(m,£)\sup sup |8£8§‘b(x,§)|
X NSURTY z,§ |B|=2 z,§ |B]=2

ot Uy, > 0 est une constante indépendante de h. En injectant cette formule
dans expression de cp(z, ), on obtient

en(x, &) =co+hey + B2y

avec
o = (2m)~% /R3d a(z,¢)b(z,n) e EOWHO=Owge gp dy du/
o = 507 [ Vaa G QbGea) £l Vb na,0)
> ei(é—C)-u'+i(n—§)~ud< dn du du’
o= (2m)72 - Gz, C,myu,u)[(u, ), (u, u)]e!E W T = uqe an du du’ .

L’intégration en u et en u’ donne des masses de Dirac 6(§ — () et 6(§ —n) qui
montrent que

Co = a<x7£)b(xa£)

Pour traiter c¢;, on commence par faire des intégrations par parties en ¢ et en 7
pour tirer profit de (5), puis on intégre en u et v’ comme précédemment. On
obtient

o = 507 [ (V0.0 Veb(e.n) = Vo) - Vea(a,O)
« el’(é*()-u'ﬂ(n%)'udg dn du du’
= LVea (w6 Veb(w,€)  $Veb(a,€) - Veals, )
Enfin, il reste & montrer que r; apporte une contribution bornée. Pour cela, on

commence par faire des intégrations par parties en exploitant la remarque (5),
ce qui amene & écrire r; comme une combinaison linéaire de termes de la forme

Pl €)= n)72 [ 08 G e, Cou )OO dydud
R L
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ou les fonctions Gpg sont les coefficients de la matrice G (qui est de taille
(2d) x (2d)) et a € N?? vérifie || = 2. Nous allons montrer que l'opérateur Rp,

de noyau
(27rh)7d/ T8,k (x ha y,§> eiﬁf'(ge*y)df
Rd 2

est uniformément borné dans L?(R?) avec

| Rallcr2mey < C( sup /sup |8§‘a(m,v)|dv> ( sup /sup |8?b(x,v)|dv>

|| <Ng z€ERY |a| <Ny z€R4
(6)

ou C > 0 est une constante indépendante de h et Ny un entier. On va utiliser
Pestimation (2) du Corollaire 2 :

[Rilleauy <€ sup— sup [ sup [0fra ae.v)lde
aeN2d ||<2 |[4|<d+1J zeRd

Fixons donc 8,7 € N?? et étudions agr,g,%h. En utilisant des intégrations par
parties en u et v/, on remarque tout d’abord qu’il existe C > 0 et N1 € N tel
que

2
el <0 ([ @y ian)

¢
X sup / sup |an,CGﬁ7’Y($’ ¢myu,u)| dC dn.
£eN24 |¢|<d+1 JR2 w,u/ €R?

Rappelons que Gpg ., est & support compact en 7 et ¢ et provient du reste de
formules de Taylor sur a et sur b utilisées pour calculer c¢. Il existe donc C' > 0
et Ny € N tels que

sup / sup |8£’4Ggﬁ(m, ¢,m,u, u’)‘ d¢ dn
LeN2d 0| <d+1 JR2d y,u’'€RE

<C | sup /sup |0g a(z,v)|dv sup /Sup |0¢'b(z,v)|dv | .
|a|<NoJ zeR4 la|<NogJ zeR4

ce qui conclut la preuve de (6).

La formule sur le commutateur est une conséquence de la formule précédente. I1
faut juste remarquer que les termes d’ordre pair dans la formule de Taylor (4)
sont symétriques en u et u’. Ils géneérent donc des contributions identiques dans
le développement de opy,(a)opy,(b) et dans celui de opy,(b)opy(a).

Dans la preuve ci-dessus, on voit qu’en poussant le développement de Taylor
a un ordre supérieur, on obtiendrait un développement asymptotique d’ordre
supérieur. On voit que 'on peut réaliser cela a ’ordre que 'on veut. On a donc
des formules asymptotiques a tout ordre.

Le calcul symbolique a de nombreuses applications. Dans les deux para-
graphes suivants nous en décrivons quelques-unes.
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3.2 Applications
3.2.1 Inégalité de Garding

L’inégalité de Garding répond a la question du lien entre la positivité de
la fonction a et la positivité de 'opérateur associée. Nous démontrons ici une
version faible de I'inégalité de Garding.

Proposition 5. Soit a € C§°(R??) tel que a > 0. Alors, pour tout § > 0, il
existe Cs > 0 tel que pour tout f € L*(R?),

(f,ops(a)f) = (8 — Csn?)| f|?, Vf € L2(RY).

Remarque 1. Sous les hypothéses de la proposition ci-dessus, on peut démontrer
linégalité suivante :

3C >0, Vf e L*(RY), (f.opula)f) > —Ch*||f|>.

Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Fefferman-Phong. Nous
nous contenterons de démontrer linégalité faible de la proposition qui permet
déja d’obtenir des résultats intéressants.

Preuve: La proposition repose sur 'observation que si a > 0, on peut lui associer
une “presque racine carrée” en considérant une fonction y € Cg° (R2%) telle que
xa =1 et en posant pour § > 0

N 1/2
bo(@,€) = x(@,) (a(w,) +5) .
On obtient ainsi une fonction by € C5°(R??) telle que

b5(,€)* = a(x, &) + 0 x*(x,€).
Le calcul symbolique donne alors dans £(L?(R%)),
opy(b5)*0py (bs) = opy(a) + b opy (x* (. €)) + O(h?).
Considérons maintenant § > 0, ajustons 6 de sorte que
S||Oph(x2(xv5))”L(L2(R‘1)) < 57
on obtient pour f € L?(R9),
0 < flops(b5)fII* = (f,0ps(b5) 0P (bs)f, f)
= (fops(a)f) +0(f,0opr(x* (2. ) f) + O (B[ f]I*)
< (fiopu(a)f) + Ol fI* + O (R[IF1) -
D’ot le résultat.

Un corrolaire important de I'inégalité de Garding est la positivité des limites
faibles des transformées de Wigner.

Théoréme 2. Soit (") une famille uniformément bornée dans L?(R?), il existe
une suite (hp)nen tendant vers 0 lorsque n tend vers linfini et une mesure
positive p telle que

Va e CFE. (M om, @f") [ ale.odn.o)

n—-+oo
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La mesure p est appelée mesure de Wigner ou mesure semi-classique
de la famille (f"). C’est une mesure sur I’espace des phases qui a de bonnes pro-
priétés géométriques et dont I’analyse permet de démontrer de jolis résultats.
Leur utilisation s’est généralisée dans les années 1990 avec les importants ar-
ticles [17] ou [8] (voir aussi [9]). Elles ont permis récemment de montrer d’im-
portants résultats sur la structure des carrés de suites de fonctions propres du
Laplacien sur le tore dans [2]. En effet, on peut relier les mesures semi-classiques
aux limites faibles des densités de probabilité de présence comme le montre la
proposiion suivante.

Proposition 6. Soit u une mesure semi-classique de la famille (") pour la
sous-suite h,,.
(i) Pour tout ¢ € C$°(RY),

lim (a)|f™ (2) 2dz > / ()l dz, d€).

n—-+oo

(i3) Si f* est h-oscillante, c’est & dire si

lim sup / PO — o,
i—0  J|¢>R/h R—+o0

alors pour tout p € C§°(R?),

lim_ (o) (@) de = [ poutds, de).

n—-+oo

3.2.2 Calcul fonctionnel

Notre deuxieme application du calcul symbolique concerne le calcul fonc-
tionnel.

Théoreme 3. Soit F € C§°(R) et F(opy(a)) Uopérateur associé par le calcul
fonctionnel, alors dans £(L?(R?))

F(opy(a)) = ops(F(a)) + O(h).

Ce théoreme repose sur la formule de Helffer-Sjostrand : pour tout Ng € N, il
existe un prolongement presque analytique, c’est a dire une fonction F' € €°(C)
coincidant avec x sur R et telle que 'on ait 'estimation

VzeC, |0F(2) |<C|Im(z) | . (7)
On va utiliser ’égalité suivante
1 [9F(2)

VAER, F()=—— | ==
=

dL(z),

ou dL(z) est la mesure de Lebesgue sur C (dL(z) = dzdy ou z = x + iy). Nous
renvoyons aux références [11] et [4] pour plus de détails sur la construction
de F.

Preuve: Soit maintenant a € C§°(R??), par le théoréme spectral,

Céﬁ(z) (opp(a) —2) 7" dL(2). (®)

El

F(opy(a)) = -
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D’apres les formules de calcul symbolique et 'estimation (6), pour deux sym-
boles by et by, on a

opy,(b1)opy, (ba) = opy,(bibs) + ARy dans L(L*(R?))

avec

[Rnllgr2y < C ( sup /sup |6§b1(x,v)|dv> ( sup /Sup |5‘?b2(x,v)dv>.

[B|<NogJ zeR4 [B|[<NoJ xzeRd

Nous allons appliquer cette formule aux symboles b; = a—z et by = (a—2)~!; ces
symboles ne sont pas a support compact mais génerent néanmoins des opérateurs
bornés (avec des bornes dépendant de z) et & qui on peut appliquer le calcul
symbolique, comme on I’a remarqué dans le paragraphe sur le calcul symbolique.
Ceci permet d’écrire pour tout z € C\ R,

(opn(a) = 2) " = opy ((a = 2)7") + AR,

avec ||Rullgrzy < C | Im(z) |~ pour un certain Ny € N. En choisissant

Ny > Np dans (7), la formule d’Helffer-Sjostrand (8) donne alors

F(ops(a)) = opy, (F(a)) + O(h) dans L£(L?).

3.2.3 Théoreme d’Egorov
Revenons a I’équation de Schrodinger qui a été discutée dans I’exposé précédent.

h2

ihdup" = -

AY" + V(@) " (t) = U 9)
Rappelons que la fonction
1
H(z,€) = €l +V(2)

est appelée le Hamiltonien de I’équation. En mettant des hypothéses précises
sur V, par exemple en supposant que V est un potentiel C*° a croissance au plus
quadratique lorsque |z| tend vers l'infini, on peut démontrer 'existence d’une
unique solution ¥" € C(R, L?(R)) associée & la donnée ¢/ € L?(R?) . Une
fagpn d’exprimer ce résultat consiste a dire que opérateur U (¢)

U(t) = e~ iHopPa(H)

est bien défini. On appelle U(t) le propagateur associé & opj,(H), c’est un
opérateur unitaire qui vérifie

ih%U(t) — op, (H)U(t), U(0) = Id. (10)

Nous avons aussi vu dans ’exposé précédent comment on associe au sym-
bole H(z,£) des quantités “classiques” telles que les trajectoires Hamiltoniennes

ot (z, &) = (x(t),£(t)) telles que

{ i(t) = &(t), 2(0) =«
E(t) = —VV (1), €0)=¢.
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Par ailleurs on associe a ces trajectoires I'opérateur de Liouville £; défini par
Va € C®(R*), Lia=ao¢p_,

dont I’évolution infinitésimale est donnée par

d
T (Lia) ={H , Lia}. (11)

Le théoreme d’Egorov décrit la conjugaison d’un opérateur pseudodifférentiel
semi-classique par le propagateur de Schrodinger.

Théoréme 4. Soit a € C°(R??), alors pour tout t € R et dans L(L?*(RY)),
U(t) o opy(a) o U(—t) = op,(Lia) + O(R2|t]).
Preuve: On définit pour s € [0, ], t > 0, 'opérateur
An(s) = U(=s)opn(£Ls—1a)U(s)
En utilisant (10) et (11), on écrit

G5n(6) = U(=5) (5 opa(Cecra) . ovulE)] + opn (L . £.-sa} ) U(s)

Compte tenu du calcul symbolique

0P (Co 1), opy(H)] = opy ({H , £,4a} +O(R),

d’ou p
— A - 2
T An(s) = 0(n%),

ce qui donne le résultat apres intégration entre s =0et s =1t

Ce théoreme permet de montrer que, si ()5~ est une famille uniformément
bornée de L?(R?), les mesures semiclassiques associées a la famille (U(t) "),
se déduisent de celles de (f")n~0 par transport par le flot ¢;. Il permet aussi de
développer des méthodes numériques efficaces pour calculer au cours du temps
I’action d’un observable sur la fonction d’onde " (t), c’est & dire la transformée
de Wigner de la famille (1)"(t)). En effet, il existe des méthodes efficaces de
résolution numérique permettant de calculer les trajectoires Hamiltoniennes ¢¢,
et donc l'opérateur de Liouville £;. On obtient alors une valeur approchée de la
transformée de Wigner au temps ¢ en écrivant

wh(taxaf) ~ Ltwh<07xa§)'

Cette méthode est beaucoup moins coliteuse en termes de temps de calcul
que la résolution numérique de 1’équation de Schrodinger. D’autant plus que
les équations du flot ¢! sont indépendantes du petit parametre A alors que sa
présence dans (9) impose d’utiliser des pas de discrétisation de trés petite taille.
Ces méthodes ont été développées en particulier dans [14, 6] avec des appli-
cations en chimie quantique. On trouvera aussi dans [15] des améliorations du
schéma numérique utilisant les termes d’ordre h ou h? du calcul symbolique.
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4 Opérateurs pseudodifférentiels sur une variété
et sur le tore

Avant d’esquisser la généralisation de la notion d’opérateurs pseudodifférentiels
au cas d’une variété, nous commengons par étudier la transformation d’un
opérateur pseudodifférentiel semi-classique par changement de variable. Cela
nous permettra de mieux comprendre la nature géométrique de I'espace des
phases et de pouvoir étendre ce calcul au cas des variétés. Enfin, nous étudierons
le cas du tore.

4.1 Opérateurs pseudodifférentiels et changement de va-
riables

Soit ¢y un C' difféomorphisme d’un voisinage U de 29 € R? dans un voisi-
nage V de 0 € R?%. Si f est une fonction & support dans U, on lui associe 1), f &
support dans V' définie par

Yof=fo 1171-
L’application 1, ainsi définie admet comme inverse ¥*,
Y f=fo.
Proposition 7. Pour tout a € C§°(V x R?), dans L(L?(RY)),

Y*opp(a). = opp(ay) + O(h)

avec

ay(2,€) = a(¥(z), "Vi(z) 7).

Preuve: On remarque que si f est a support dans V|

V*opy ()b, f(x) = (27rh)_d/ a (Wg) en& W@ =2) £ 6 =1 (2)dz dE.

R2d

Apres changement de variable z = 1¥(y), on voit que le noyau de cet opérateur
est la fonction

kn(2, ) = (2h)~ /

Rd

. (w(m);w(y)5> HEW@ VW) I, (1) de,

ou Jy, est le Jacobien du changement de variable. Ecrivons

_ x + xr —
kﬁ(‘ray):h dKfL( 2ya hy)
avec
Kn(X,0) = (2m)0 [ eheOosm/vocm)
Rd

xa(; (w <X+§v> +7JJ(XZ'U)> ,5) gy (XJer) .
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Ici encore, nous allons utiliser des formules de Taylor et écrire
h
Jy | X + Sv) = Jp(X) + A(X, hw),

v (X ; 2) +y <X B Z) = 2(X) + W B(X, ho)o -,

¥ (X + ZU> — (X — Zv) =hVY(X)v + th(x,hv)[v,v,v],
er& (VX H50)—0(X=3v)) = (i€ (VV(X)0) (1 4 B2¢ . D(X, ho)[v,v,0]) ,

ou les fonctions A, B, C' et D sont C'°>° bornées ainsi que leurs dérivées, uni-
formément par-rapport & k € (0,1]. On peut alors transformer Kj de la fagon
suivante

KnlX0) = (am [ o000 (p(X),€) Jy(X)de

Y / TV, L (X, €, hu)u*dg

lor<3

ot les fonctions ©,, 5 sont C°° et & support compact en &, et pour tout 3 € N%,

5‘? O, 1 est bornée uniformément par-rapport a f € (0,1]. On utilise alors des
intégrations par parties et un changement de variable pour écrire

K(X0) = @m) [ o TIE (), g (X
+th(X,U),
= en [ e (), Ve e ds
Rd
+th(X,’U),
o By(X,0) = 30 [ TH0D0,,(X 6 hpg
|a]<3
- /elf'v(iw(X)*laf)a@a,h(X, (X)L, )T (X)de
|a<3

Les estimations énoncées sur les fonctions ©,, 5 permettent d’obtenir qu’il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout k € (0,1),

/ sup |Rp(X,v)|dv < C.
Re X R4

L’opérateur de noyau (z,y) +— A~ %Ry, (I—;y, I=Y) est donc uniformément borné

sur £(L?(R%)) et 'opérateur 1*op;(a)i, coincide & O(h) pres dans £(L?(R?))
avec 'opérateur de noyau

) -1
() v (2m) /R ehe g <w (T) VY <x - y) 5) 3

c’est & dire avec 'opérateur opy(ay).
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4.2 Opérateurs pseudodifférentiels sur une variété et na-
ture géométrique de 1’espace des phases

Le résultat de la section 4.1 va permettre de définir les opérateurs pseudo-
différentiels sur une variété M. Rappelons que lorsque M est une sous variété de
R?, il existe une famille d’homéomorphismes F dont les éléments v envoient des
ouverts U, de M sur des ouverts V, de R? avec les deux propriétés suivantes :

1. Les ouverts U, recouvrent M, M = U,e5U,,

2. Les recouvrements sont réguliers : si vi,v2 € JF, alors 72 0 vy 1 est une
application C* de v1(U,, NU,,) dans v (U,, NU,,).

On appelle la famille {(y,U,), v € F} un atlas pour M et on dit que I’élément
U, est une carte locale de M.

Ce sont ces cartes locales qui permettent de définir des fonctions sur M. La
notion fondamentale est la notion de fibré vectoriel au-dessus de M. Les fibrés
qui nous intéressent sont le fibré tangent a M que 'on note TM et le fibré
cotangent & M que l'on note T*M. Le fibré T M est la collection des espaces
tangents T, M aux points z € M et le fibré T*M est la collection des espaces
T M qui sont les espaces duaux des espaces T, M, c’est-a- dire les espaces des
formes linéaires sur T, M.

Si 7 est un C! difféomorphisme local de M, il induit une application T
de TM dans lui-méme et une application 7%ty de T*M dans lui-méme définies
comme suit : notons z les éléments de T,R? et & ceux de T;R?, on a

T : 20 V()2 et Tiap: € V() tE.
En effet, T4 (&) est la forme linéaire définie par
Vz e ToM, T (&) (Turh(2)) = £(2).

On remarque alors que pour tout z € T, M

E(To(2))) = € (Vip(2)2) = (Vi (2)§) - 2,
et on obtient T* (&) = 'Vp(x)~LE.

Ces notions sont triviales lorsque M = R¢ mais il est intéressant de re-
marquer que les regles de transformation du symbole d'un opérateur pseudo-
différentiel par changement de variable montrent que le symbole définit une
fonction de I'espace cotangent de R?. C’est cette remarque fondamentale qui va
permettre de définir les opérateurs pseudodifférentiels sur M en prenant pour
ensemble de symboles des fonctions & support compact dans T*M. La notion
de carte locale va alors nous permettre de transporter la notion d’opérateurs
pseudodifférentiels que nous avons définie sur R? sur la variété M, la regle de
transformation par changement de variable permettant de recoller les définitions
a 'intersection de deux cartes.

I faut noter que les résultats de calcul symbolique (adjoint, composition),
ainsi que ceux concernant le calcul fonctionnel restent valables dans le cadre du
calcul pseudo semi-classique sur une variété. De méme, le théoreme d’Egorov
reste valable sur une sous-variété et ce résultat sera utilisé dans le prochain
exposé (les estimations pour des grands temps peuvent néanmoins différer).
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4.3 Opérateurs pseudodifférentiels sur le tore

Terminons cet exposé par un cours paragraphe expliquant comment définir
les opérateurs pseudodifférentiels sur le tore. Nous allons utiliser le fait qu’une
fonction définie sur le tore T? s’étend par périodicité en une fonction définie
sur R? tout entier. Considérons maintenant un observable a, c’est a dire une
fonction sur 'espace cotangent du tore T*T?¢ = T? x R? et notons encore une

fois kp(x,y) la fonction
‘ (m 2 yﬁ) e e,

b, ) = (2eh) ¢
Rd
La fonction ky,(x, %) est définie sur T¢ x T et s’étend par périodicité en y en une
fonction de T¢ x R%. On définit alors 'opérateur pseudodifférentiel de symbole
a par son action sur les fonctions f € §(T?) par

Vo e T9, opp(a)f(x) = » kr(z,y) f(y)dy,

N . sy 2 2 ) . . 7’ . d
olt la fonction f a été étendue par périodicité en une fonction de L? (R?).

Remarquons que l'on peut aussi décrire Paction de opy(a) avec un noyau
défini sur T¢ x T¢ :

Ve op(@f@) = Y [ ket )y
ne(2nzyd T

On remarquera que cet opérateur est bien défini sur 8§(R?) grace & la compacité
en £ de la fonction a(z,§).

Les opérateurs pseudodifférentiels sur le tore jouissent des mémes propriétés
que ceux que nous avons définis sur R? : caractére borné sur L%(T), calcul
symbolique, réle prédominant de la diagonale dans le noyau.

En revanche, la formule donnant la trace de 'opérateur comme l'intégrale
du symbole n’est valable qu’en premieére approximation en A

Proposition 8. Soit a € C§°(T? x RY), alors
Tr(opp(a) = [ ale,&)dzds + Oh).
Td xR

Preuve: On utilise la formule du noyau sur T¢ x T¢, ce qui donne

Z /Td kr(x, z 4+ n)dx

ne(2nZ)4

(2mh) ¢ Z /W y a (J: + g,f) e_%g'"dmdg

ne(2nZ)d

(2mh) / . ala€) dudg + O,

Tr (opp(a))

ou l'on a utilisé que pour n # 0, une intégration par parties donne

/W @ (x n gg) e Hengpge = I n-Vea (a: + gg) e FEP dpde
X

7;TL2 Td xR

= O(h).
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Il peut étre éclairant de voir le lien entre les opérateurs ainsi définis et
I’analyse en coefficients de Fourier que 1'on fait classiquement sur le tore. Soit
f € L*(T%), l'analyse de Fourier permet d’écrire

fz) = (27f)7d/2 Z f(k)eik'x avec A(k) = (QW)*d/Q 5 Fz)e— ke,

kezd

Proposition 9. Soit a € C§°(T? x RY) et

an(&) = (2m)" 2 | a(z,&)e " da.
Td

Alors pour tout f € §(T?),

opn(a) f(z) = 21 Y @, ( ’““) Tyt (12)

2
k,jezs

Preuve: 11 suffit de faire apparaitre les coefficients de Fourier dans 1’expression
de opy(a)f(x).

Remarquons qu’une version discrete du lemme de Schur permet d’utiliser

cette formule pour démontrer que l'opérateur op,(a) est uniformément borné
sur L2(T9).

Cette formule est a rapprocher de celles obtenues en utilisant la formule
d’inversion de Fourier pour exprimer les opérateurs de multiplication en position
et en impulsion : soit p € C§°(T?) et ® € C5°(RY), pour f € L2(T%), on a

p@)f(x) = @m)"" > Gk —j)f()e*,

j,kezd
®(D)f(x) = (2m)~ " ®(hk)f(k)e™ .

kezd

Afin de voir une expression un peu similaire & celle de 'opérateur de multipli-
cation en position, on peut écrire

®(hD)f(x) = (2m) %2 S @(hk)dH—; F(j)e™
j,k€Z4
2m) =2 " ®(hy)ok-f(5)er

j,keZd

= (2m)" Y2 Z <I>(hk_2‘_j> 6k,jf(j)eik'”.

j,kezd

La derniere formule a le mérite de faire jouer des roles symétriques a j et k
et on aurait pu utiliser la formule (12 pour définir 'opérateur opj(a). pour
a e C§° (T?). Remarquons qu’il s’agit bien de la quantification de Weyl : si a est
a valeurs réelles, lopérateur op;(a) est auto-adjoint du fait que Law} apparait

2
dans la variable £ et non k ou j.
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