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0 Introduction

Dans 1’article fondamental [10], Mumford donne un critere cohomologique pour
I’équivalence rationnelle des zéro-cycles sur une surface S: 11 considére une famille
de zéro-cycles (Z,,),cw sur S, ou encore un cycle de codimension deux Z CWxS,
et montre:

Théoréme. Si Z,, est rationnellement équivalent a zéro dans S, V,, € W, on a:
Vw € HYK ), la deux forme [Z)(w) induite sur W est nulle.

Dans cet article, on propose un critére analogue, mais tenant compte de la variation
de structure de Hodge, pour I’équivalence rationnelle des zéro-cycles dans une famille
de surfaces. Précisément on montre:

0.1 Théoreme. Soit (Z,),,cy une famille de zéro-cycles de degré 0 dans une famille
de surfaces (Sy)yew i-e. Z, est un zéro-cycle de degré 0 de S,,. Alors il existe un
invariant infinitésimal 6Z € A2y, ® F#%%/1mV,, qui s'annule en tout point de W
lorsque 202, @ 72/ Im V, est de rang constant et Vw € W, Z,,, est rationnellement
équivalent a zéro dans S,,,.

L’invariant 67 est égal a I'invariant de Mumford, lorsque la famille de surfaces
(S, )wew est constante. Plus généralement il est la généralisation du critere de
Mumford correspondant 2 la généralisation de la différentielle de I’application d’Abel-
Jacobi donnée par “I’invariant infinitésimal des fonctions normales” [9, 6, 13]).

Une relation précise entre ces invariants est en fait décrite dans la proposition
1.14. En supposant que la famille de zéro-cycles (Z,,),,cy sur la famille de surfaces
(Sw)wew st supportée sur une famille de courbes (C,)yew C (Sy)wew > ON montre
comment !'invariant 6Z se calcule a 1’aide de I'invariant infinitésimal év; de la
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fonction normale v, associée a la famille de zéro-cycles de degré 0 (Z,,),,cyy sur la
famille de courbes (C,),,cw -

Le théoréme 0.1 et la proposition 1.14 font 1’objet de la premiére partie, ol
’on donne également une description “concréte” de 1’invariant §Z (proposition 1.17)
dépendant de la géométrie locale, infinitésimale du cycle Z.

Les parties 2 et 3 sont consacrées aux applications de ce critére. On considére
les surfaces de degré d dans P* et 1’on utilise la description de leurs variations de
structure de Hodge en termes de multiplication dans les anneaux jacobiens associés
[2], qui permet de montrer des énoncés de “non-dégénérescence” trés forts pour ces
variations de structure de Hodge (théoréme de Macaulay [2], lemme des symétriseurs
[4]) pour montrer les résultats suivants:

0.2 Théoreme 2.1. Soit d = 5; si S C P3 est une surface générale de degré d et
C—S est une section plane générale de S, I’ application j, : JC — C’Hg(S) a pour
J

noyau I'ensemble des points de torsion de JC.

0.3 Théoreéme 3.1. Soit S C P3 une surface générale de degré d, alors:

a) si d 2 6, pour tout point p € S, il existe au plus un nombre fini de points qui
sont rationnellement équivalents a p.

b) si d 2 7, deux points distincts de S ne sont pas rationnellement équivalents.

Le théoreme 3.1 reste probablement vrai si ’on fait d = 5 dans a) et d = 6 dans
b). On s’est contenté¢ d’un énoncé plus faible pour des raisons techniques, 1’analyse
algébrique des variations de structure de Hodge nécessitant une étude séparée et peut-
étre délicate dans les cas a) d = 5, et b) d = 6. Il est cependant trés possible que la
proposition 3.4 soit encore vraie pour une surface générique dans ces cas particuliers.

Notons que ces énoncés ont par exemple les conséquences géométriques suivantes:

0.4 Corollaire. Soit S une surface générale de degré d dans P*; alors pour d > 5,
S ne contient pas de courbe rationnelle, et pour d 2 6 S ne contient pas de courbe
elliptique.

En effet une courbe rationnelle dans S rencontrerait une section plane générale de
S en au moins deux points p,,p,, tels que p, — p, = 0 dans S, et il est facile de
voir que la différence de deux points n’est pas un point de torsion dans la jacobienne
d’une courbe plane générale de degré supérieur ou égal a 5. Ce qui contredirait 0.2.
D’autre part, une courbe elliptique E fournirait un ensemble dénombrable infini de
points rationnellement équivalents sur S (si p € F, et 1 est un point de torsion de
JE, p + n est rationnellement équivalent a p dans S). Ce qui contredirait 0.3.

En fait, ce résultat a été montré entre autres choses par Xu dans Darticle trés
intéressant [15], et pour d 2 5.

0.5. Dans une autre direction, le résultat principal de la partie 3 (proposition 3.4)
permet de montrer: Soit C' une courbe fixée, et soit S une surface générale de degré
d = 7 dans P3. Alors il n’existe pas d’application non constante de C' dans S.

1 Généralisation du critére de Mumford

1.1. Soit 7: — B une famille de surfaces algébriques, qui pour simplifier les
énoncés seront supposées régulieres, propre et lisse au-dessus de B, quasi-projective
et lisse. Soit Z C . un cycle algébrique de codimension deux, tel que Z = 5" n,Z,,
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ou Z, C % est une sous-variété irréductible de codimension deux, et tel que
7|z, Z; — B soit finie. On suposera que 3 ndon|z, = 0.

7 admet alors une classe de cohomologie dans H>({22,), qu’on notera a.

1.2. Considérons la suite exacte définissant {2,/ p:

(1.2.1) 0— "2 — 2y — 2y —0.
Elle fournit une suite exacte, définissant K:

(1.2.2) 0—>K—>Q§/—>Q§¢/B—+O

et I’on a alors:

(1.2.3) 0—-7"0% > K — 2y,/p0025—0.

1.3. Soit oY I'image de ay dans HO(R*m,(2%,). D’apres la suite exacte (1.2.2) et
par ’hypothése de régularité des surfaces Sy, On a une suite exacte:

(1.3.1) 0 — R’m, K — RZW*Q%ﬂ — Rzn*ﬂzy/B — 0.

Comme on a y_ n;d’n|, = 0, 'image de o dans HO(R?7,§2%, ) est nulle. et donc

on a: oY € HY(R*m,K). On utilise maintenant (1.2.3) et 'hypothése de régularité
pour décrire R*rm, K par la suite exacte:

(1.3.2) R'm 2,5 ® QB—J(PB ® Ry, — R*meK — 0.

1.4. En termes de variations de structure de Hodge, la fleche ¢: R'm 2, /B®82p —
2% ® R?m, (@ a 'interprétation suivante:

Soit #? = R?m,C ® (O; H#* est muni de sa filtration de Hodge [ iH? C
Fi=1982, avec: FI\ 9% |F2%* = R'1, 0y g, €t FF'\FH? = Ry Oy

La connexion de Gauss-Manin V satisfait la transversalité de Griffiths [8]:
VFi9%? C Fi-' %% @ 0y et fournit donc des applications (p-linéaires:

Vi@ | FH % — (F %P #)© Q.

On a en particulier:

V. o — #? o

| |

RIW*QV/B — RZW*@) ® 'QB y

et I’on sait [8] que V est induite par la suite exacte (1.2.1). D’autre part la fleche \v
donne également: V,: %" ® 25 — H#°? @ 23, définie par: Vy(a®w) = V(o) Aw,
et ce qui précéde implique immédiatement que V, est égale a . On a donc
R K = %2 @ (2% /ImV,. Ceci étant noté, on pose la définition suivante:

1.5. Définition.! Soit Z C . un cycle satisfaisant les hypothéses de 1.1; on appelle
invariant infinitésimal de Z et on note §Z € HY(#"? ® %/ImV,) I'image de
aY € HY(R*n,K) par I'isomorphisme de 1.4.1.

! Des invariants de ce type ont été utilisés dans [6, 9.11I], et de fagon plus implicite dans [11]
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1.6 Remarque. Cet invariant 67 est la généralisation de I’invariant de Mumford au
cas d’une famille de surfaces. L’invariant de Mumford pour une famille de zéro-cycles
(Zy)pep sur une surface S est I'application az: H(2%) — H(£2%) induite par la
classe de Z. Cette application s’identifie a la composante de [Z] € H z(ng p) dans
H*(75)® HY(£2%). Dans le cas ol .# est un produit S x B, I'application V est nulle
et H*() ® HO(12%) est égal 2 H(R*m, K), avec les notations précédentes.

1.7. L’utilité de cet invariant pour 1’étude des zéro-cycles modulo équivalence
rationnelle réside dans la proposition suivante:

1.8. Proposition. Supposons que rang ¥V, soit constant sur B (ou encore que Rr. K
soit localement libre). Si Z € . satisfait la condition: Vb € B, Z, est rationnellement
équivalent a zéro dans S, alors §Z = 0.

Démonstration. Comme le fibré R’*7, K est libre, il suffit de montrer que 6Z €
H(R*r, K) s’annule sur un ouvert de Zariski de B. D’autre part, pour un changement
de base étale U— B, on peut considérer

T

ZyC % — &

Wl

U — B,

et définir §Z; € H°(R’my«Ky). 1l est clair d’apres 1.4 que Rm,; K, =
r*(R?my K), et comme a; = r*ay, que 6Z = r*§Z,,. Enfin, par un raisonnement
“standard”, on montre que si Z, est rationnellement équivalent 2 zéro dans S,, Vb € B,
il existe un changement de base étale U— B tel que o zy =0dans H 2(.Q%,). Donc

6Zy =0et §Z = 0 sur »(U) qui contient un ouvert de Zariski de B.
On conclut cette section en décrivant plus explicitement I’invariant §Z, d’une
part (proposition 1.14) en supposant Z C & C %%, ot ¥—B est une famille
TC

de courbes propre et lisse, d’autre part (proposition 1.17) par une formule locale
dépendant uniquement de la géométrie de Z C ., au premier ordre au-dessus de B.

1.9. On commence par rappeler la notion d’“invariant infinitésimal d’une fonction

normale” en I’appliquant au cas des sections d’une famille de jacobiennes de courbes:

Soit &— B une famille de courbes propre et lisse au-dessus de B et soit Z C % un
o

diviseur de degré O sur les fibres C,.

On a la famille de jacobiennes J — B, et le faisceau de sections holomorphes de
J est décrit par 7 = R'7,C ® O/ #'® & R'm,Z. On note %' = R'7,C ®
et V la connexion de Gauss-Manin. Au cycle Z correspond par 1’application d’Abel-
Jacobi une section holomorphe de J, soit v, € 7, telle que v,(b) = alb(Z,).
Soit V: #'0 — #O! ® 025 I'application F;-linéaire qui se déduit de V: %! —
H' ® g, et décrit la variation de structure de Hodge des courbes (C)),cp5. La
section v, admet des relévements locaux 7, dans #', définis modulo .#'0 @ H}
(od Hy = R'm,Z), et I'image 6v, de Vi, dans #*' ® 2;5/ImV ne dépend pas
du choix du relévement. On appelle §v, I’invariant infinitésimal de Vz. On a alors:
(cf. [6)).

110 Lemme. Supposons que V,: %' @ 25 — H#' ® A2y est injective (et
dimB > 0). Alors v, = 0 dans F#*' ® 25/ImV si et seulement si v, admet
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localement un relévement 0, € H U qui est plat. Un tel relévement est unique a une
section de H}, prés.

En effet, 6v, = O entraine que v, se releve en 7, € F# ! telle que Vi, €
H#'0 ® Qg mais alors Vy(Vi,) = 0 par platitude de V, et donc Vi, = 0
par I’hypothése “V, injective”. L’unité vient de ce que I’hypothése implique aussi
Iinjectivité de V: #'0 — #%! ® 25, des que dim B > 0.

1.11. Revenant au cycle Z C % on peut aussi considérer la classe o, de Z dans
H'(£2;) et regarder son image o € HO(R'7,{24): on a la suite exacte:
(1.11.1) Oqﬂ*QB—vﬁg—»Qg/B—AO,

qui fournit immédiatement:
(1112)  R'm2y 55ROy ® 2 — R'mi 82y — R'myy 5 — 0.

Comme Z est de degré O dans les fibres, o s’annule dans HO(R'm 2y p) et

donc est un élément de R'7, 7, ® 25/Im. Comme en 1.4, on identifie R'7,
a #, ROm Qg 2 FH'0, et 2 ViFY — F ® g, de sorte que
% € #" @ 25/ImV. On a alors:
1.12 Lemme. oY s’identifie de cette maniére a 6v (défini en 1.9).

Ceci est prouvé dans un contexte un peu différent dans [14].

1.13. Supposons maintenant qu’on a

Z — 7
j

N ns
B

et Z un cycle de codimension un dans %, de degré O sur les fibres Cy. j(Z) est alors
un cycle de codimension deux dans . de degré O sur les fibres S,. On a I’invariant
v, construit en 1.9 et 'invariant §Z de 1.5. La proposition 1.14 décrit la relation
entre §v, et 6Z. On introduit d’abord les notations suivantes: Soit b € B; on a le
complexe logarithmique .st (log C,) dont I’hypercohomologie en degré deux calcule

H2(U,) ot U, = S,\C,, et dont la filtration naive induit la filtration de Hodge de
H?(U,). On a la suite exacte:

(1.13.1) 0 — H(S,)/[C,] — H*Uy)X5HY(Cy) — 0

telle que ' '
FIH2(U,) N (H%(S,)/IC,]) = FY(H*(S,)/IC,))

et Res FPHX(U,) = F'""'H'(C,).

Par la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers De Rham pour le complexe
logarithmique on a:

(1.13.2) F'/F*H*U,) = H'(2,(10g Cy)) .
De méme on a: F°/F'(H*(U,)) & Hz(@ng).
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Comme la filtration de Hodge des ouverts (U,),c p satisfait également la propriété
de transversalité on a comme en 1.4 les applications

VY. FYFHXAU,) — F°/F'HU,)® 25,

Comme la suite exacte (1.13.1) est compatible avec V et avec les filtrations de Hodge,
on obtient finalement les diagrammes commutatifs suivants, dont les colonnes sont
exactes:

Vi H'(2s,) ® 25 —  H*T,) ® A0,
VY i H'(26,(0gCy) ® 25 — H(G5,) ® A0,
(1.13.3) Res l
H'(@c,) ® 2B
0,
VU . H%2%(logCy) — H'(82,(l0g Cy)) ® 25,

Jv Res l Res

(1.134) V© H%$2¢,) — H'(Cg,) ® 2g,
0.

Notant finalement que VY o VU = 0, par platitude de VY, on construit I’application
suivante:

(1.13.5) §:H (Op,) ® Rpg)/ ImVE — HY(T,) ® A2,/ Im V5 .
en posant, pour

n€ H ) ® gy, ) = V5 (@) (modulo ImV3),

N

ou
il € H'(25,((og Cy)) ® 2pp

est un relevement de 7. Il reste & voir que cette fleche se factorise bien par
H 1(@Cb) ® 2g4)/ Im V¢ mais cela résulte immédiatement de I’exactitude verticale
de (1.13.4) et de V¥ o VU = 0.

Pour alléger les notations, on s’est placé en un point b € B, mais toute cette
construction peut aussi bien se faire en famille, fournissant une application @p-
linéaire:

(1.13.6) §:H#Q ® 25/ ImVC - H? @ A202p/Im V5 .
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La comparaison de v, et de 6Z est alors donnée par:
1.14 Proposition. On a 6Z = j(6vyz).

Démonstration. On introduit le complexe logarithmique (2..(log &); on a la suite
exacte:

(1.14.1) 0— 2 — N2(log )50, — 0,

avec un cobord associé jy:H'(2,) — HZ(Q ). Les classes af € H'(f2;) et

o} € HX($22) sont liées par la relation: o = jx$. On reprend les suites exactes
(1. 2 2) et (1. 11 1): on considere également les analogues de (1.2.2) et (1.2.3) pour le
complexe logarithmique:

(1.14.2) 0—>K(log?)—>9 (log &) — 2% /B(log%)—»O
(1.143) 0— 7024 — K(log?) — 2, ,5(log &) @ 1" 2 — 0.
On a alors le diagramme commutatif exact suivant:

0 0 0

! |

0 — K — K(log#%) — mifdg — 0

|

(1144 0 — 22— Dlg?) — 2y — 0

l

/B T 2, plog?) — yp — 0

l

0 0 0

ol les secondes fleches horizontales sont données par le résidu. La premiére ligne de
ce diagramme fournit une fleche

(1.14.5) fiR'm, O, ® Qg — RPmyK

0 — @

qui se factorise en fait par R'my (%, @82 /1%(R'm 2, /), puisque R'my(8%, ) =0

La seconde ligne fournit jy:R'm, 2, — R*m 2% qui rend commutatif le
diagramme suivant:

j*:Hl(Qz) — HZ(-Q?/)

! |

je HOR'm 2,) — HOUR,S2).

De a5 = j,af, on déduit a5° = ju(aZ”), et par la commutativité de (1 14 4) et
par le fait que aCO s’annule dans HO(R‘W*Q”B) on trouve: aZ = f(a ) dans
R’r, K
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1 reste alors 2 vérifier que la fleche f de (1.14.5) s’identifie a la fleche j de
(1.13.6), ce qui résulte pratiquement des définitions, et des identifications
Rm K = 2% © #9%/Im V5 |
R'm,Oy ® 25 /V(ROm, 02y 1p) = Rp ® Hy' /Im VO
1.15. Pour conclure cette section, on donne enfin une description explicite de 6 Z(b),
be B, en supposant que Z(b) est une combinaison de cycles lisses au-dessus de B,
ou encore qu’au-dessus d’un voisinage (pour la topologie usuelle) V' de b dans B on

peut écrire Z = Y, n;Z, ol les Z; sont les images de sections 0,: B — .%.
On a 6Z,, € H? (K|s) = KerHZ(Q/]S) — H? (Kg,)- D’autre part, comme

det(()(/lsb) = Kg, ® 7" Kp on a, par dualité de Serre: H2(Q</|S )= H'(2] g, ®

m*Kz")*, ot N = dim B. Sous cet isomorphisme I’application H?({22 2 is,) —
HZ(KS ) = C correspond 4 I’inclusion de C = HO(OSb) ~ HO(r*Kg' ®7T*.QB|Sb) C
HYKgG'® 0l ¥s,)- On a donc aussi:

HY(K|g,) = (H(*K5' ® 2)/H(s, )" .

Comme élément de (HO(m*K ' @ Y 15,)/ H O(OS ¥, 6Z est maintenant décrit par
la proposition suivante:

1.16 Proposition. On a §Zy, =Y n,o5,, pour Zy, = 3 n;0,(V), avec 37 n; = 0,
i

o, des sections de S, —V.
™

Dans ’expression de droite, o est définie sur H(2 @ 7* K E|lsb) et est obtenue
par le composé:

(1.16.1) HU2) @ 7" Kpjs,) — HU(g, @ 7 Kpj7,q) =

Cependant la somme Y n;o se factorise par H(£2) ®7r*KE|Sb)/H°(@:9b) puisque

> n;=0.

Démonstration. Quitte a restreindre B, on peut construire une famille de courbes

lisses i
J
Wc\ )/ﬂ' S I
B

telle que Z soit supporté sur . On montre d’abord que 1’application
Jx:H' Ry \0) = H (25,
a pour duale 1’application de restriction:
§*HUQ2Y @ 15K p,) — HO) © e Kp0,)

ce qui est facile en utilisant la description de j, comme cobord associé a la suite
exacte:

0 — 25, = 2(log ©)y5, =2y ¢, = 0.
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De la méme fagon soit |Z |? %, ol |Z| est le support de Z, et k est I'inclusion du

diviseur lisse au-dessus de V dans &. Alors la classe [Z], € H I(Qb”lcb) est égale
a ky (Y n;lz, ) par Iapplication ky:HYGg,) — H'(24c,) obtenue comme
cobord associé a la suite exacte:

Res
0— lecb — \Qg(l(’g IZ|)|CbL@iZb|*O~

Encore une fois, il est facile de voir que le dual de k, n’est autre que la
g 0, ON * 7r—1 0N * 7r—1 . .
restriction H ({25 ® ”CKBlsb) — H ('Q|z| ® “ZKB|1Z,,| qui est canoniquement
isomorphe a H O(éfzbl). On en déduit immédiatement que vu comme un élément de
—1 2 N
H2Y ® 7T*KB|Sb)*, 87 est égal 2 Y m;o7.

2 Application aux paires (C, S)?

On montre dans cette section, en utilisant les invariants 6v,,6Z de 1.5, 1.9 le théoréme
suivant:

2.1 Théoreme. Soit d = 5; alors si S C P3 est une surface générale de degré d
et C—S est une section plane générale de S, Iapplication j : CHY(C) = JC —
J

CHY(S) a pour noyau la torsion de JC.

2.2 Remarque. On sait que les points de torsion de JC sont annulés par jy, puisque
d’aprés Roitman [12], CHJ(S) est sans torsion.

2.3 Remarque. Le théoréme est faux pour d = 4. En effet, on sait qu’une surface
S de degré 4 (surface K3) générique contient des courbes rationnelles (obtenues
comme membres de |5(k)|, k > 0, avec beaucoup de points singuliers). Si C' est
une section plane générique de S, et A est une courbe rationnelle de S, A € |Fg(k)|,
CNA={p, ..., Pa} etVi,j < 4k, i = j, p,—p; est rationnellement équivalent a
zéro dans S. Mais d’autre part il est facile de montrer qu’une courbe plane de degré
4 générique, i.e. une courbe de genre trois générique, satisfait:

Vp, 9€C, p*q, p—¢
n’est pas un point de torsion dans pic’C = JC.

2.4. On commence la, preuve du théoréme en introduisant les objets suivants: Comme
espace des modules des paires (C,S), C C S, on prend le quotient B de P
(H%((%3(d))) par le groupe G’ C PG/(4) des automorphismes préservant P2 > P3,
ie.,

G = {g € PG/ (4)/g(P*) = P?}.

Sur un ouvert de ce quotient, il existe une courbe universelle %, une surface .7, et
une inclusion j: % C.¥" au-dessus de B, soit
. N
5 — ¥
ﬂc\‘ '/7Ts '
B

2 Cette section est essentiellement une synthése de [6] et [11]. Cependant, on travaille ici avec des
paires (C, S) dont les deux membres varient, et les hypotheses d’annulation sont différentes de celles
de [11]
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Enfin on a la fibration J— B en jacobiennes, paramétrant les diviseurs de degré O
us

modulo équivalence rationnelle dans les fibres de 7. Pour chaque point b € B, on a

la fieche: jis :J, = J(C,) — CHJ(S,). On sait que I’ensemble {L € J/jy«(L) =0

dans CHg(Sb), oll b = w(L)} est une union dénombrable d’ensembles algébriques,

et on en déduit immédiatement:

2.5 Lemme. Soit C’L—>S une paire générale, correspondant a un point général b € B.
Soit z € Ker j. Alors il existe une application dominante génériquement finie B’ ——»B
et un cycle Z C %,, tel que:

) sV eB/ab)=bet Z;) =z;

(ii) Vb € B', jix(Z,) = 0 dans CHY(S,), ot Sy = S, -
2.6. On considere alors la situation

Z C ZBI — .5%/
BN

/.
™
B °

On veut montrer que Vb' € B’, Z,, est un point de torsion de J(C,,), et on applique
q 1y in p b ppliq
pour cela les résultats de la premiére partie dont on reprend les notations. On a le fibré
R%n’.. K sur B’, et on se place sur I’ouvert de B’ sur lequel il est de rang constant
gx P q g
(en fait il suffit pour cela de se placer sur I’ouvert de B’ sur lequel a est étale, par
[4]). On notera encore cet ouvert B’.

(2.6.1) D’apres la proposition 1.8, on a:
VoeB', 6Z(b)=0 dans R mg:(K)y = A*Qpi) ® H (g, )/Im V5, .
(2.6.2) D’apres la proposition 1.14, on a 6Z = j(bv,) ou év, est l'invariant

infinitésimal de la fonction normale associée au cycle Z C %5, et j est construite en
1.13. On va alors montrer:

2.7 Proposition. Vb € B’, I'application j(b):
H'(Op,) © Rp14y/ Im V) — HX(g,) © £ 2p1)/ Im V5 (b)
est injective.

Démonstration. Rappelons d’abord la construction de j,: On a le diagramme
commutatif suivant dont les colonnes sont exactes:

0

| 5

Vs

(Hl(‘QSb)/[Cb]) ® \QB(b) — Hz(ééb) ® AZQB/(b)

: | o I

\Y%
@71  KYKg(C) ~— H'(25,108C)® 2y —> H () ® A22psg,

Res l l Res
vC

HO(QCb) — Hl(@,cb) ® QB/(b)

| |

0 0.

L’application j est alors définie par j(n) = VY (#), pour n € H ’(/'/Cb) ® 2piy)» et
i € H'(2g,(1og Cy)) ® 25/ tel que Resj = 7).
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On va d’abord (proposition 2.8) traduire le diagramme (2.7.1) en termes d’anneaux
jacobiens associés 2 la paire (C, S). On introduit pour cela quelques notations: Soit
Xo, .., X5 des coordonnées sur IP*, telles que P> C P° est défini par 1’équation
X, = 0. Soit F une équation définissant S,. Soit S " = @ S* I’anneau de polyndmes
sur P3. Soit J} I'idéal engendré par OF/0X;, i < 2 et X;0F/8X;, et soit R
’anneau jacobien correspondant: Ry = S /Jp. 11 est immédiat de vérifier que
R'4 = TB,, = TBj, (on se place en un point ol o est étale).

D’autre part on utilisera aussi I’anneau jacobien usuel R = S /Jp ol Jp est
engendré par les F/0X;, 0 < i < 3, ainsi que I’anneau jacobien de Fy: = Fip,
qu’on notera R, : = So/Jp,, S, étant 'anneau de polyndmes sur P2,

On a une suite exacte:

2.7.2) 0 - Rp—5RpH — R — 0.
On a aussi I’application quotient Ry, — R On sait d’apreés [2,7], que les applications

VS 1 H'(2)/IC,) — gy © H Pg,),
(273 B}
) ve H°(2¢,) — g @ H' ()

s’identifient aux applications données par la multiplication dans les anneaux jacobiens
de S et C respectivement, composées avec les projections R, — Rp, Ry — Rg,
c’est-a-dire:
pF 1 R¥ . Hom(R$,R¥™% — Hom(R{E, Ry
(2.7.4) d— 2d— 2d—3
ph : RE? — Hom(R§,Ri ) — Hom(RE, Rp™).
Ceci se compléte par la proposition suivante:

2.8 Proposition. I/ existe des isomorphismes:

HYKg, (C) = RE™,  H'(2g,(I0gC))) = R273, HG)= Ry

tels que

i VU : H'(25,(0gCy)) — Rpiwy ® H(O,) et
(2.8.1) _
VU o HYKG(Cy)) — gy ® H'(2,(10gCy))

s’identifient respectivement aux multiplications:
WF o RF? - Hom(RE, RR™) et
WF : RE? — Hom(RgE,RF).
De plus les diagrammes commutatifs:
0

l

VS o H'(2)/IC)  — Rpiwy ® H(O,)
(2.8.2) VU 1 H'(R2,(0gCy) — 2piwy ® HX(Tg,)

HY(,)

|

0.
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et
0 0
VS : HUKg) — gy ® H'(2)/IC)
(2.8.3) VU 1 H%Kg,(C)) — 2pi ® H'(2,(0g Cy))
L A
Ve H%g) — piny ® H'(,)
0 0
s’identifient via (2.7.3), (2.7.4), (2.8.1) et (2.7.2) aux diagrammes suivants:
0 0
p' : RE* — Hom(RE, Ry
| x | x
(2.8.4) wF : REF? — Hom(RE, R
2d—3
R
0
0 - 0
uF : RE* — Hom(RE,R¥™
| % | x
(2.8.5) wF : RE — Hom(RE, R
pFo - R'Ii,;3 — Hom(R’,Sﬂi,Rf%J)
0 0.

La preuve de cette proposition sera donnée a la fin de cette section. On termine
maintenant la preuve de la proposition 2.7.
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2.9. Le diagramme (2.7.1) se réécrit maintenant sous la forme:
0

R¥~* @ Rg* — R¥~* @ A*R"

X3 ?lX:;

B
29.1) (*) RE3 — Rgd—3®R;‘i*

! -

d—3 2d—3 /dx
RFO _’;“) RFO ® RF

|

0 0,

et d’aprés le début de 2.7, j: R4 @ Rig* /Imy — Ry *® A*R" /Im 6 est obtenue
par “chasse au diagramme” dans (2.9.1).

Il est alors immédiate, par ’exactitude des colonnes de (2.9.1), de vérifier que
I’injectivité de j est impliquée par:

3d-3 dx
R @ ARy

2.10 Lemme. Pour d 2 S la ligne du milieu () de (2.9.1) est exacte au milieu.

Preuve du lemme. On copie la preuve du “symmetrizer lemma” de Green et Donagi

[4]:

Comme J}. est engendré par la suite régulidre (9F/0X,), i < 2, X;0F/9X;, on
a les isomorphismes:

(R4 = R4,
(2.10.1) (RU-3)* = Ri2d—4
(R24-3y* = R4,
obtenus grice A un isomorphisme Rp*~" 2 C.
Alors (*) se dualise en:
(8) R~ © A Ri—RE © RE- BRI,
Utilisant le diagramme suivant, ol 7, et my sont surjectives:
gi-4 g g25¢ S, gu-tggd A, gud-s
(2.10.2) (x%) l l m™ l 3
Ri~* ® #RE — R @RE — R,
I’exactitude au milieu de (x*) résulte alors du fait que Jy. est engendré par ses €léments

de degré d(H (Kerm,) = Ker ;) et de 1’exactitude de la ligne du haut, d&s que dzs
(cf. [4]).

2.11 Fin de la preuve du théoréme 2.1. On reprend les notations de 2.5. On a donc
Z C %5 CHy avece j4(Z,) = 0 dans CHY(S,), Vb € B, et on veut montrer que Z,
J
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est un point de torsion dans J(C,), Vb € B’. D’aprés (2.6.1) et la proposition 2.7, on
sait que 6v, est nul en tout point de B’. On a d’abord:

2.12 Lemme. La fleche V§ : %0 @ 25/ — FM @ A*Qp, est injective sur B', on
10 et FO sont définis en 1.11.

Démonstration. Soit B" ’espace des modules des courbes planes de degré d et soit
¢:B’ — B" I’application naturelle, qui est une submersion en tout point de B’. La
variation de structure de Hodge de %7, — B’ provient de B” i.e. on a le diagramme
suivant:

Ve (<P*%§3)®TB/ — o* B’lll

-

thII . gp*%é’g ® (P*TB// — (p* B’” y
avec cp*%g’,? = %113’,0 , ©* B’,‘, = %g’,l. Il en résulte facilement qu’il suffit de
prouver que le lemme est vrai pour B”, et que Vg, : #0 — FO' @ Qgu est
injective.

Le dernier point est bien connu. Pour le premier, on identifie en un point b” de
B”, correspondant 3 une courbe plane d’équation F;, I’application V, pr :%bl,’,o ®
Rgngry — %g’,l, ® A*Q2gngny 2 I'application construite a I’aide de 1a multiplication:

(2.12.1) S¢P @Ry — R ® AR

L’injectivité de (2.12.1) résulte alors du “symmetrizer lemma” [4], et du fait que
Ry =o0.

Comme on a év, = 0, et I'injectivité de V¢, on en déduit d’apres 1.10, que la
section v, de .7 admet localement des relevements plats dans le fibré # 1, B,
uniques 2 des sections de H} prés. Un argument de monodromie comme dans [5]
montre alors que ces relévements plats sont en fait dans Hé, c’est-a-dire que v, est
une section de torsion de 7. Le théoréme 2.1 est donc prouvé.

2.13 Remarque. On pourrait se demander si I’invariant de Mumford ne suffirait pas
dans ce cas. On pourrait par exemple essayer de faire le méme construction en fixant
la surface S, et en faisant varier la courbe de C. Mais dans ce cas la proposition 2.7
n’est plus vraie, ce qui montre I'utilité de I’invariant plus fort 6Z.

2.14 Preuve de la proposition 2.8. On considere le complexe .Q]i,ﬁ (log P?) (xS) des
formes sur P*> a poles logarithmiques le long de P2 et pdles arbitraires mais finis
le long de S. Il est quasi-isomorphe 2a Q@ (log(S U P?)) et la filtration naive sur le
dernier complexe correspond 2 la filtration par 1’ordre du pole sur le premier, i.e. la
filtration de Hodge sur H ({25, (log(S UP?))) (cf. [3]) correspond 2 la filtration induite
par F*$2¢,(log P?) (xS5) = $26,(10g P2(/ — k + 1)S)) pour / 2 k — 1, $27,(log P?)
sinon (cf. [3]). '

On montre alors: Pour # = 0, i + 0, H ’(.Q@(log P%)(#S)) = 0. Pour cela on
utilise la suite exacte (pour k > 0):

0 — 25,(#8) — 25 (0gP?) (#8) — 257(#C) — 0
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o C =P2N S, et on applique le théoréme d’annulation de Bott 2 P* et P2, lorsque
/+0ouk+iSi/=0etk=iona Hi—l(Q;;‘)%Hi(Q;;3), et donc le résultat
est encore vrai dans ce cas.

On en déduit que ]HI'(Q]P,3 (log S U P?)) est aussi égal a la cohomologie du
complexe HO(§2,,(log P?) (+5)) avec la filtration par I'ordre du pole décrite ci-
HO(Kps(logP?) (39))
dHO((§22,(log P?) (25))
FOHP(£2;(log S U P?)) = F'HP(§2;,(log S U P?)) du fait que H*(£2,,(log P?)) = 0,

et la filtration de Hodge est décrite par
F3H3 = HY(Kp(log P?) (S))/dH (2% (log P?)) 2 HO(Kp:(P* U 9)),
FPHP = HO(Kps(log P?) (29))/dH (22 (log P*) (5)) ,
F'H =H.

dessus. En particulier H>(£2,,(log S U P?)) =

car on a

Res
Finalement on note que le résidu fournit un isomorphisme: H 3(V)—+H2(U ), ol
V =PN\SUP? et U = S\C, et que d’apres [3], on a un isomorphisme H3 V) =
H3(£2,5(log S U P2)).

Enfin, pour compléter la description algébrique des quotients F* H*(U)/F**' H*(U),
il faut vérifier comme dans [7] le résultat suivant:

(2.14.1) Soit ¢ € HO(Kp3(log P?) (kS)) = S¥4=3; alors ¢ = dy + 9, pour
v € HY(2%(1ogP?) (k —1)S)) et € H (Kps(log P*) ((k — 1)S))
si et seulement si ¢ € J}fd_3, ou F est I’équation de S et Jp est défini en 2.7.

La preuve de (2.14.1) se fait par un calcul explicite: On a !2]12,3(log P?) = Tﬂf’; -3

ol Tg = Ker(Tps — Np2). Les sections de Tg: sont engendrées par les X;0/0X,,
i £ 2, et X;0/0X;.

Les sections de 9[{2»3 (log P?) ((k— 1)S) sont alors données par les produits intérieurs
int x(§2), ou

3
X € HO(Tg;(—S)(k —1)S) et 2= (1/X3)<Z(—l)iXidX0...df(i .. .dX3>
0

est la section canonique de Kps(log P2(3)).

2
On peut écrire x = ;_,—kl—j (20: R-B/BX3+QX36/6X3) avec d°P; = (k—1)d-2,

d’Q = (k — 1)d — 3. On vérifie comme dans [7] que pour x = Fkl:_l Po/0X,,

P = (k—1)d—2,i <2 o0onadl = C(k,i)—PI,J—k(BF/BXi)Q, modulo des

termes ayant un pole d’ordre < k — 1 en F, ol 'Qx = intx(.(l) et C(k,1) est une
1

constante non nulle dépendant de k et de . De méme, pour x = TR PX,0/0X;,

d®P=(-1)d—-3ona d(.(?x) = C(k) P—F‘,)il O0F/0X,12, modulo des termes d’ordre

< (k—1)en F, avec C(k) % 0.
On en déduit immédiatement (2.14.1).
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On procéde finalement comme dans [2], pour montrer que les applications \Ad
sont calculées a I’aide du produit dans 1’anneau R’..

Cela résulte de la construction de VY comme quotient de la connexion de Gauss-
Manin VU sur #?2: Comme I’application de résidu Res #; — 7 est plate sur
la base B [ici .#; est le fibré plat de fibre H3(V;,C) et #} est le fibré plat de
fibre H2(U,,C)], VV s’identifie 2 V¥ via 'isomorphisme Res. Etant donné une
variation F — F + tG de F, on considére des sections de F*'%2, i < 3 de la

R
forme w, = classe (F-_—Z, .(2) , oll R est un polynome fixé. 1l est facile de voir que
t

Vg/atwt = classe(d/dt(w,)) = classe( — (4 -1 —F—%
qu’a un coefficient pres 'application VV(G) = Fi/F** ' H3(V) — F'=!/FTH(V)
s’identifie 2 la multiplication par G.

L’énoncé de la compatibilité résulte immédiatement de la comparaison de ce qui
précéde avec la construction analogue de Griffiths [7], sur laquelle celle que I'on a
décrite est calquée.

Q), ce qui montre bien

3 Application a ’équivalence rationnelle des points

Cette section est consacrée a la peuve du théoréme suivant.

3.1 Théoreme. Soit S une hypersurface générale de degré d de P*, alors:

a) Sid = 6,Vp € S, il existe au plus un nombre fini de points g € S rationnellement
équivalents a p. Ce nombre est de plus borné indépendamment de p, S.

b) Sid=17,Vp ¥q,p,q €S, p nest pas rationnellement équivalent a q.

Notons que par une application immédiate du théoréme de Mumford, on a dés
que K est trés ample: Pour p € S, point général, il n’existe pas de point ¢ % p, tel
que q est rationnellement équivalent a p. Le théoréme étudie cette propriété pour tout
p€ES.

Les hypotheses sur le degré ne sont probablement pas optimales, mais on a les
contre-exemples suivants en petit degré:

3.2 Contre-exemples. a) Pour d = 4, une surface S de degré 4 générale contient une
courbe rationnelle ce qui entraine ’existence d’une infinité de points rationnellement
équivalents dans S, et montre que 3.1.a) n’est pas vrai pour d = 4.

b) Pour d = 5, une surface générale S de degré 5 admet un nombre fini n > 1
de droites A, tangentes 2 1’ordre 5 4 S, i.e. telles que A;..S = 5p; pour un point
p; € S. Les n points P; sont alors rationnellement équivalents dans S, ce qui montre
que 3.1.b) est faux pour d = 5.

3.3. Pour commencer la démonstration du théoréme 3.1 on utilise les résultats de
la section 1, et plus spécialement les propositions 1.8 et 1.17 pour montrer que le
théoréme 3.1 est une conséquence de I’énoncé suivant:

3.4 Proposition. Soit S une surface lisse de degré dans P?, et soit
Y — B

s — {0}
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une famille universelle locale de déformations de S. Alors on a:
a) Sid 26, Qi}’ QT*K El‘  est engendré par ses sections globales, on N = dim B.

b) Sid=27, 2Y® W*Kglls est trés ample.
3.5. Preuve de proposition 3.4 = théoréme 3.1.

(3.5.1) Soit S une surface générale de degré d et p,q deux points distincts de S
rationnellement équivalents. Comme 1’équivalence rationnelle des points dans les
fibres de 7:.% — B est décrite par une dénombrable d’ensembles algébriques, on en
déduit qu’il existe une variété W quasi projective lisse et un morphisme étale r de
W sur un ouvert de Zariski de ’espace des modules U = P(H %G (d))) /PG £ (4)
et deux sections o, et o, de la surface universelle .%;,—W (on peut supposer que
Ay existe) telles que: Yw € W, o,(w) est rationnellement équivalent a aq(w) dans
S,,- On peut supposer que V, est de rang constant sur W (en fait c’est vrai partout
sur U \USing par le “symmetrizer lemma”), et donc la proposition 1.8 s’applique 2
Z = O'p(W) — aq(W). On a donc
YweW, §6Z(w)=0
dans .
HX(K|s,) = H(s,) ® N*Qyy/ Im V.

En utilisant la proposition 1.17, on obtient maintenant:
(35.2) Vo € HYQY @m*Kyp)\g), o9 = ofp dans 0y, @Ky =C.

Ici N = dim B = dimU = dim W et .Q%V | Sw = o | 5., PUisque W est localement
isomorphe 2 B. Soit G,,—S,, la grassmannienne des sous-espaces de codimension
X

2 de T‘%Wlsw‘ D’apres la proposition 3.4, pour d 2 6, on a une application bien
définie g:G — IP’(HO(Q{\,L |50 @ 7*K5")), qui donne I’immersion de Pliicker sur
chaque fibre de x. Si d 2 7, 3.4.b) montre que g est injective, ce qui contredit (3.5.2)
et prouve que (3.5.1) n’est possible que si d 2 6. Donc 3.1.b) est prouvé.

Si d = 6, on procéde de la facon suivante: Soit p € S, et soit T € Gyt =
x~'(p), tel que 7, : T — TW,,, soit un isomorphisme. Supposons que 1’on ait montré
(pour S générale):

(3.5.3) Pour un tel T, la fibre g~!(g(T)) est finie. Il est alors clair que I’on peut
borner indépendamment de S et de T le cardinal de la fibre g~ (g(t)) [par exemple
par le degré D de g*@(1) sur G ).

Soit S générale, et p,q,, ..., gy € S des points distincts, avec p rationnellement
équivalent a ¢;, ¢ = 1, ..., N. On peut alors construire W comme en 3.5.1, et
des sections 0,0, de %, telles que (3.5.1), (3.5.2) soient satisfaites pour tout ¢.

Pour w € W, le sous-espace T' = o p, (TW,,,.)) C THy (o, Satisfait la condition:
T, |7 est un isomorphisme, et d’apres (3.5.2), les sous-espaces aqi*(TW(w)) sont dans
g~ (g(T")). Comme les T4, (w) sont génériquement distincts, on a donc N < D,ce
qui montre bien: Pour S générale, et pour tout p € S, il existe au plus D points de
S rationnellement équivalents 2 p. Donc 3.1.a) est démontré.

11 reste 2 montrer (3.5.3). Soit F' = g~!(g(T)); alors comme g est une immersion
sur les fibres de x, F est immergée dans S, via x. D’autre part comme la section de

*
) ® W*K;V1| s, donnée par 2y @ K@ﬂwLQ%K;VIlSw ne s’annule pas en T,
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elle ne s’annule nulle part sur F, et donc on a sur F' un scindage de la suite exacte
0— "y 50 = P15 = P ywis, =0
fourni par I’inclusion du sous-fibré tautologique Er C T\, | p.
Ceci implique que 1’application de restriction: H 1(Tsw) — H l(TSw | ) est nulle.

Donc F % S, et si F n’est pas finie, F' est une courbe, qui, comme S, est générale,
est membre de |7 (k)| pour un k > O (théoréme de Noether-Lefschetz). Mais alors

on aurait H'(Tg, (—k))?»?H !(Ts,, ). ce qui n’est pas possible pour des raisons de
dimension. L hypothése dim F' > 0 est donc absurde et (3.5.3) est prouvé.

Pour conclure la preuve du théoréme, il faut maintenant montrer la proposi-
tion 3.4.

3.6. Ecrivons d’abord les suites exactes:

(61 0K - QY er*Kg|g— (25 @ A Tg)s — 0.

(3.6.2) 0— O — K' — (2,)p@7*TB)g — 0.

Par (3.6.2) HU(K') = H%%5) = C et par (3.6.1) H'(2) @ m*K 5| o)/ HUK') =

Ker V5, ot ‘

(3.6.3) Vi H (Kg) ® A*°Ty — H'(2) ®TB

est définie par: _ _ _
Viw@UAV)=Vyw)®V -V, weU.

En fait V3 est 4 valeurs dans H'(£25)° ® TB, ot H'(£2) est la partie primitive de
H(£2g).
En utilisant les isomorphismes de [2]:

(3.64) TBg=R!, H'(2:)°=R*™* et H'(Kg) =R =51,

ou S’ est I'anneau de polyndmes sur P3, F est une équation pour F et R = R'F est
I’anneau jacobien de F, V5 s’identifie a (cf. [2,7]):

p:HYKg) ® A’R* — R¥* @R, ol
pw@UAV)=wUQ®V -wVeU.
3.7. Pour p € S, il est clair que le composé:
r,:Kerfi C H(Kg)® A’R* — H(Kg),) ® A*R?,

s’identifie au composé qu’on notera de la méme maniére:
r,  H2Y @ m* K51 o)/ HUK') — HY(2, g @ n* A*Tp) — H'(Kg),)® A’TB.
On doit donc d’abord montrer:
3.8 Lemme. a) Si d 2 6, et pour tout point p de S ona: r,: Kerip — H O(Kg Ip) ®
A2R? est surjective.

b) Si d = 7, et pour tout Z C S sous schéma de dimension zéro et de longueur
deux on a:

rz:Kerfi —» HY(Kg, ;) ® A*R*

est surjective.
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Démonstration. Pour cela on considere 1’application suivante:

(3.8.1) p: St @ A28t — 524 @ 59

définie par (A BAC)=AB®C - ACQ®B.
Par les projections naturelles S — R on a bien sir une fleche ¢: Kerp — Kerfi,
et des diagrammes commutatifs:

R
Kerp —» HYG,d—4)® A5

[v !

Tp

Keri — HYOd-4)® A2R4

R
Kerp —2 HOO,d—4)® A25¢

v |
Kerip — HY%O,(d—4)® A?R4.
TZ

Maintenant on a:

3.9. Sous-lemme. a) Si d > 6, on a pour tout p € P>
R (Kerp) = H'(O)(d — 4) @ A Hy = Kerp,,
o HY C 5% est I'hyperplan défini par p, et
pp  HO(d — 4) ® A28* — HY(G,2d — 4) © §*

est définie comme en (3.8.1).
b) Sid =7, on a pour tout Z sous-schéma de P* de dimension zéro et de longueur
deux,

RZ(Ker p) = Ker(u, : H(Zy(d — 4)) ® A2S¢ — H%(@y(d — 4)) ® S%)
ou p est définie comme en (3.8.1).
Démonstration. a) Considérons d’abord 1’application naturelle:
a:A3sd—4 s Sd—4 ® A2sd—4 .

clairementsi P € S*etn =Y A,®B,AC; € Ima,ona: Y, A,@PB;APC; € Ker p.
D’autre part on vérific immédiatement que la restriction de a(A3S5%~%) a p est égale
A HY(@,(d — 4)) ® A’HZ~*. On utilise maintenant le lemme suivant:

(39.1) Si d — 4 2> 2 I'application naturelle A2 H3~™* ® S25% — AZHI** est
surjective pour k = 0.

Ceci montre I'inclusion H(¢7,(d — 4)) ® A?’H} C R, (Ker p), I'inclusion dans
’autre sens étant évidente.

b) Supposons pour simplifier que Z est constitué de deux points distincts p et q.
Soit X, X, € S' telles que

X, *0, X (%0,

o X, (@)= X, () =0.
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On utilise maintenant a:A389~5 <« $§975 @ A28475. Pour P € S° et n =
S A, ® B, AC; € Ima on a clairement ) X,A, ® PB; A PC; € Kerp. On
en déduit immédiatement par (2.9.1) (dans le cas b) on ad 2 7, donc d — 5 2 2) que
R (Ker ) contient X, H(@,(d — 5)) ® A2HZ & X, HG(d ~ 5)) ® A*H]. Il est
facile de voir que ceci est égal 2 Ker p1, et donc b) est démontré.

Le sous-lemme 3.9 entraine le lemme 3.8, 2 cause de la surjectivité de la projection
A2H? — A2R? pour tout p € P*. On utilisera dans la suite le corollaire suivant du
sous-lemme 3.9:

3.10 Corollaire. a) si d = 6 la suite suivante est exacte au milieu, pour tout point
peP d—4 2ad 2d—4 d 3d—4
H™7® A°S 7;Hp ® 5% — H, .

b) Sid =7, la suite suivante est exacte au milieu, pour tout Z C P3 sous-schéma
de dimension zéro et longueur deux:
—4 — -
K% ®A25d?K%d 4®Sd—>K%d 4,
oun K g est le sous-espace de codimension deux de Sk défini par Z.
Démonstration. Cela résulte de ’exactitude au milieu de la suite

Sd—4 ® A2Sd _ SZd—4 ® Sd N S3d—4
u

(cf. [4]), du diagramme commutatif aux colonnes exactes:

0 0 0

I | !
Hi A gd 7; H24 g 5¢ — HY

| | |
Sd—4 @ A28d N S2d—4 ¢ gd ., g3d—4

I ” |
HYGd—4) @ A28¢ — - HYG,2d—-4)® 5!

HKp

| |

0 0

(et de son analogue avec Z 2 la place de p) et de la surjectivité de Ker u — Ker p,
pour d > 6, de Ker u — Ker p; pour d 2 7, donnée par le sous-lemme 3.9.

3.11. Pour terminer la preuve de la proposition 3.4 il faut compléter la description
algébrique des restrictions:

(3.11.1) HQY @n*Kpl) —» HY2Y ® " Kg| ), PpES
et
(3.11.2) H@QY o Kzl » H'QY @ Kg ), ZCS

de longueur deux.
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On notera L le quotient de 25 ® 7*K | ¢ par Og = 0N © Kg|g- Onales
isomorphismes:

0N | ~ 770 ~ =k~ _
11 : K ~ gL & o~ _
(3.11.3) HY(2Y @ T K5 5)/C = HY )(3’6.3)KerV2(3.6.4)Keru

L s’écrit comme une extension: [cf. (3.6.1), (3.6.2)].
(3.11.4) o—>Q(V/qu*TBIS—»L—»Qfﬁ/B@M*AZTBIS:o.
D’apres 3.7, et le lemme 3.8 on a:
3.12 Lemme. a) Pour d = 6,Vp € S, le composé
r,:H(L) = H'(2, )5 ® 7" A*TBg) — HKg,,)® A’TB

est surjectif.
b) Pour d = 7,VZ C S sous-schéma de dimension zéro et de longueur deux, le
composé

ry:HY(L) — H (2% )5 @ T* A*TBg) — H'(Kg| 7 ® A’TB
est surjectif.

11 est clair que le noyau de r,, (respectivement r,) s’identifie a:
(3.12.1) Ker(i,: HS™* ® A’R* - R*™* @ R%)
(respectivement 2
Ker(fi,: K%“‘ ® A’R* - R** @ R%).)
Les lemmes suivants (3.13 et 3.15) décrivent les restrictions
r,: Kerr, — HO(QS“,) ®TB, et ry:Kerry, — HO(QS|Z) ®TB
3.13 Lemme. Soit J2~* C H2?~* (respectivement JX=* ¢ K¥*). Le sous-espace
défini par le diagramme commutatif suivant:

J2d—4 —y H}Z}d—A

(3.13.1) l l

HO(T]P d-49HeI) — HYO52d -4 Q®1,),
(respectivement
J2d —4 . Kzzd—4

HYTPsd -4 ®I;) — HYO52d — 4) @ 1)),

et soit R24=* (respectivement RY*) le quotient H2*=*/J24~4 (resp. K7 2d-4 ) j2d=4)
alors on a

(3.132) RN H'(2,®1,)° (respectivement Ry ~* = H'(25 ® I)°)

o la notation “o” désigne la partie primitive de H'(25 ® L)) (resp. H s ®1y)
i.e. I'image réciproque de H'(£25)° par les applications:

(3.13.3) H'(2,®1)— H'(g) [resp. H'(25® 1) — H'(2)].
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Ces derniéres applications s’ identifient via (3.6.4), (3.13.2) aux applications quotients:
Rf,d"“ — R¥M=4 et R?“‘ — R¥M4,
Démonstration. On écrit la suite exacte:
0— Gg(—d) — Dp3 g — 24 -0,

qui donne aussi
0 — 25 — Qps(d)s — Kg(d) — 0,

et on note I’isomorphisme 22;(d) s = TP*(d —4),5. En tensorisant cette suite exacte
par I, (respectivement ) on obtient immédiatement les énoncés du lemme, compte
tenu de

H' (0 () @ I,) = H' (035 o(d) © I7) = H' (255 5(d)) = HA (1255,

et du fait que les isomorphismes de (3.6.4) sont obtenus de la méme fagon.

3.14. Notons maintenant que les fleches de multiplication:
St@HI — HY,  St@ Kit - KE

induisent:
JPRHI S gt Jle Kyt - JF

et on a donc:
(3.14.1) R®@H* > R, R'@KZ*— R},
d’oti comme en (3.6.4) des fleches:
—/ :Hd——4 ® AZRd — R2d—4 ® Rd,
G.142) i md . it o

iy Ky *®A°R* — R; " ® R®.

On a alors:

3.15 Lemme. Les restrictions
r,: Kerr, — H(025,) @ TB

(respectivement r'; : Kerr, — HO(QS |z) ® TB) s’ identifient via les isomorphismes de
(3.12.1) et (3.13.2) aux applications
(3.15.1) fi,,: Ker fi,, — Ker(R2'™* ® R* - R** @ R%)
(resp.
fiy: Ker iy — Ker(R2™* @ RY) - R**™*®@ R%).)

Démonstration. On peut construire une inclusion
¥ —— P’xB

ﬂl/
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en choisissant au voisinage de 0 un releévement B — P(H (% (d)), qui induit aussi
un relevement TB = RY — H%5(d)).
On a alors une suite exacte:

0— @S(—d) d QP3|S ©® W*les d les -0
qui fournit:
0- ) @m*Kg|g — (235 ® 25 )" @K' © G5(d)
— N @ r*K5' ® Oy(d) — 0.
Soit:
0— QY @m*Kgls — O 5(d) ® 2 s ©TB & G5(d — 4) ® A’TB
— QN @ Kg' ® Og(d) — 0.

Dans cette suite exacte I'inclusion de 7 dans 20 ® 7*K 313 est envoyée sur
Iinclusion de 7 dans §2p3| g(d) et on a donc aussi:
0 L— Q)@ 2% ()RTB® Os(d—H@ATB— Q@ m* K ®Os(d) —0
(3.15.2) ”

Tp3 | s(d—4HRTB.
Finalement on a aussi une suite exacte:
(3.153)  0— 24d) - 2V @ ¥ K5 ® Og(d) — Osd —4)® TB — 0.

L’isomorphisme H°(L) = Ker /i est décrit concrétement de la fagon suivante: On a
par (3.15.2):

H(L) = Ker[H'(R25(d)) & H(2%3; | (&) © TB ® H'(C5(d — 4) ® A’'TB
— H(OQM ' o n*K5' @ Os(d))].
Soit o € Ker i: HY(K g)® A*TB — R*~*®T B et soit & € H(Kg)® A2 H(5(d))
I’élément correspondant & o par le relevement TB — HO(@S(d)). Alors u(é) €
Jfg—“ ® TB = HYTP}4(d — 4)) ® TB. Soit x € HO(TP}4(d — 4)) ® Ty I'élément
ainsi obtenu. L’image de —x @ « dans H(2)*' ® ™ K5' ® 94(d)) est alors en fait
dans H°(24(d)) et donc il existe un unique n € H(25(d)) tel que
n® —x ® a € Ker[H(25(d) ® H' (253 5(d) @ TB ® H(Cg(d — 4) ® A*TB

— HYOQYH @ r* K5' © Gs(d))] = HL).
La description de r,: Kerfi, = Kerr, — H°({g, ® TB) et de ry;: Kerfi; =
Kerr, — HO({2g4 | z ® TB) est alors facile: avec les notations précédentes si

a € Ker(f,: H™* @ TB — R***®TB),

alors & € Hg”“ ® A2H((%(d)) et son image par j,, dans HYOs2d-HQI)®
H%74(d)) est dans Jfg—“ NI, ® TB. L'élément x de H'(TP)g(d — 4) @ TB)
correspondant a donc une restriction x|, qui est dans le noyau de .(2]!2,,3 (d)lp ®TB —
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K S(d)h, ®T B, et donc on peut identifier X|p a un élément de (24 Ip ® T B. On a alors
X|p = Tp(c). On a évidemment la description analogue pour r7(c). Il est facile de
montrer que cette description coincide avec celle de (3.15.1), en reprenant la définition
de fi;, et fiy.

Les lemmes 3.15, 3.12 et le corollaire 3.10 entrainent maintenant:

3.16 Lemme. a) Pour d 2 6, L est engendré par ses sections globales. b) Pour d 2 7,
L est trés ample.

Démonstration. D’apres le lemme 3.12, il suffit de montrer la surjectivité de
r,: Kerr, = H(025,) © TB

dans le cas a) et de ' : Kerr, — H%(f2g, ;) ® T'B dans le cas b).
D’apres le lemme 3.15, ces fleches s’identifient a:

a) ji,: Kerfi, — Ker[R)'™* ® R —» R*** @ R7],
b) f,:Kerfiy — Ker[R7*® R - R*** @ R].
Considérons les diagrammes suivants:
H oA §¢ — HX g5 SN H3d-

l |7

a) @, : HI*®AR* — RN @R ~

| -

ﬁp . Hg-—4 ® AZRd N RZd—4 R Rd _ R3d—4

(3.16.1)
KiteAst — Kitest — Ky

! %

b @y : Ki*e®A’R* — RY¥*®RC -

| |-

By Kg_4 @ A2R? — R¥M4@RT — R34,

Par le corollaire 3.10 on a I’exactitude de la ligne du haut dans a) et b) et donc pour
obtenir a) ﬁl’D(Ker f,) = Kera, et b) f'z(Ker fi ;) = Ker o il suffit de montrer:

(3.16.2) v(Ker 3) = Kery dans les deux cas.

Or Ker 3 contient Hf,d“" ® J9 dans le cas a) et K %d_“ ® J¢ dans le cas b) tandis

que Kery = J34=4 0 H32~* dans le cas a), Kery = J>~* N K3*~* dans le cas b).
11 suffit donc de montrer:

J3d—4 n H3d—4 = H2d—3 . Jd—]
4 p ’

(3.16-3) J3d_4 ﬁ K%d__‘t — %d—3 . Jd—l .
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Ceci se montre facilement en utilisant la résolution de Koszul associée a la suite
réguliere J4~!, I’hypothése numérique nécessaire étant: d = 4. Le lemme 3.16 est
donc prouvé. Comme on a une suite exacte:

(%) oq@’_»(z;i@w*Kglls_»qu,

il est clair que 3.16.a) entraine 3.4.a) [on a H'(Ts) = 0], c’est-a-dire: (o) ®7r*K§} s
est engendré par ses sections globales pour d 2 6.

Pour obtenir 3.4.b) (c’est-a-dire 27 @ 7* K gll g est trés ample pour d 2 7) il suffit
maintenant de montrer:

3.17 Lemme. Soit d = 7 et T C S un sous-schéma fini de longueur deux. Alors la
fleche 6 : HY(L ® 1) — H'(I;) induite par () est non nulle.

Démonstration. D’apres le lemme 3.15, H Lol ) s’identifie a
Ker(iiy: K&* ® A*R? — R¥* @ RY).

On va maintenant décrire la fleche §: HY(L ® I;) — H(I,).
Pour cela considérons le diagramme:

u, : KiteAst — KF¥test — Kyt

| !

(3.17.1) uy oo Kite st — RYTYe s

! !

i, : Ki*®A R* — R} *eR?,
ol uy est composé de py et de la projection K sz“‘ — R2Zd‘4. On vérifie
aisément qu’un élément o de Ker i, se reléve en un €lément & de Ker w'y. Alors
1@ € J4* ® 99, od I'on a par définition J5'~* s & HOTPls ® I(d — 4).
Considérons I'image 8 de p (&) dans H O(TIP’fs ® I,(2d — 4)), par le composé:
(3.17.2) T2 @ 54 - HOTPs ® I,(d - 4) ® HY(T5(d)
— HTP}s ® I[,(2d — 4)).

Comme u (&) va sur O dans J%d"4 C K3Zd"4 [cf. suite du haut dans (3.17.1)], on a

B € Ker HY(TP}g ® I,(2d — 4)) — H(G5(3d — 4))

soit encore
B e H Ty ® [,(2d — 4)) = H'(25 ® I5(d)).

Finalement, en utilisant la suite exacte:
(3.173) 0'—)IZ—'Qnﬁ's(d)@IZ—')Qs(d)@Iz—*O

on voit que (3 a une image y dans H WIp).
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On peut montrer en utilisant la description de .Q’; ® K ;1 g donnée dans la
preuve de 1.15 que v = é(a).
Pour montrer la surjectivité de 6, il reste alors a vérifier les points suivants:

(3.17.4) Fait 1. Le cobord H(24(d)® I ;) — H'(I,) est surjectif. [Cela résulte de:
HI(Q]])EX(d)'S ® Iz) = 0]

(3.17.5) Fait 2. L’application
Ker p'y — H(24(d) ® 1)
a—p
construite ci-dessus est surjective.

Démonstration. En utilisant le corollaire 3.10, on voit que Ker J3*™* ® §¢ — Jj3—*
est contenu dans I’image de p; il suffit donc de vérifier que 1’application de (3.17.2):

Ker[J3~* @ §% — J37~* — Ker[H(TP}5 ® I,(2d — 4)) —» H(I;(3d — 4))]

est surjective.
Mais cela résulte immédiatement de la surjectivité de la multiplication:

HYTP5(d — 4) @ 1) ® H(Cg(d)) —» HO(TP}g2d — 4) @ I ),

qui résulte elle-méme facilement de la suite exacte d’Euler.

La preuve de la proposition 3.4 est donc terminée. Comme on 1’a mentionné dans
Iintroduction, il est vraisemblable que le théoréme 3.1 puisse étre amélioré en faisant
d 2 5 dans le cas a), d = 6 dans le cas b).

Précisément 1’énoncé suivant semble plausible:

3.18 Conjecture. La proposition 3.4 reste vraie avec d = 5 dans le cas a), d = 6
dans le cas b), au moins pour une surface générique.
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