Miroirs et involutions sur les surfaces K3

Claire Voisin*

§0 - Introduction

0.1. On propose dans ce travail une construction explicite de la “mirror
symmetry” prédite par les physiciens et portée récemment & ’attention des
mathématiciens par le travail de D. Morrison ([21]), pour un certain nombre de
familles de variétés de Calabi-Yau, construites a 1’aide de surfaces K3 munies
d’une involution. Les numéros 0.2 4 0.5 sont une tentative de description des

idées des physiciens sur le sujet (voir aussi [21]).

0.2. La prédiction du phénomeéne de miroirs entre variétés de Calabi-Yau
provient de la théorie des supercordes et des o-modeles et de la recherche
d’un modele consistant mathématiquement et physiquement, rendant compte
de différents types d’interactions, refletées dans I’allure générale de ’action S,
et quantifiable. L’action classique en théorie des cordes (se propageant dans
une variété Riemannienne (M, ¢)) associe & une surface de Riemann avec bords
(%,7) et & une application ¢ : £ — M son énergie S(p) = / |de||” dAs;
les solutions classiques sont des extrémales de S, par rappo;:t a et .
L’introduction de fermions (variables anticommutatives & considérer comme
des sections tordues de ¢*T M), permet d’ajouter & cette action des termes
fermioniques, ou interviennent la connexion de Levi-Civita de M, et la

courbure de M.
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L’action peut enfin étre modifiée par Pajout d’une terme du type
Sul(p) = f): ¢*w, olt w est une 2-forme fermée sur M. La somme de ces trois
actions est invariante sous certaines transformations. L’action classique est
invariante par difféomorphisme de £ et changements conformes de métrique
7. L’introduction des variables fermioniques permet de définir au moins
localement la supersymetrie, et I’existence de deux supersymetries dont le
supercommutateur engendre les transformations conformes, recherchée pour
des raisons physiques, conduit a prédire P’existence d’une structure complexe
sur M.

Les physiciens cherchent & quantifier la théorie, c’est-a-dire & calculer des
valeurs probables de certaines fonctionnelles (les “observables”) sur I’espace
des applications ¢ : ¥ — M (et d’autres données comme les variables
fermioniques), ayant des valeurs fixées sur le bord de ¥. L’instrument

principal est fourni par les intégrales de Feynman.

Pour préserver les symétries de 'action lors de ce processus de quantifi-
cation, les physiciens sont menés & imposer certaines conditions & la variété
M, dont dimg M = 10, et en supposant, dans une théorie a la Kaluza-Klein,
que M = R*x K avec K compacte de dimension 6, la préservation de la syper-
symétrie mene & imposer que (K, gx ) soit une variété Kihlerienne & courbure
de Ricci nulle, c’est-a-dire une variété de Calabi-Yau. (Ce résultat qui résulte
d’un calcul perturbatif au deuxieme ordre, est d’ailleurs contredit par le calcul

des termes d’ordre supérieur).

En admettant la possibilité de quantifier rigoureusement la propagation
des supercordes dans une variété de Calabi-Yau de dimension trois, on est
amené a associer a la donnée d’une telle variété X, d'une forme de Kihler

n (correspondant & une métrique de Kihler Einstein) et d’une classe réelle )
dans H*(X) (correspondant au terme [ ¢*A de P’action), une théorie N =
b))

surperconforme des champs. o = 14 i\ est alors un élément de H! (Qx) tel

que Re « soit une classe de Kihler.

0.3.  Gepner [14] a conjecturé que cette correspondance est bijective a
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condition de ne considérer que les théories conformes & charges U(1) entieres
et a charge centrale ¢ = 9. D’autre part, il existe une involution naturelle
sur ’espace des théories N = 2 surperconformes, qui consiste & considérer la
meéme théorie conforme des champs sous-jacente, mais a changer le signe de
certaines “charges” ¢, determinées comme les valeurs propres d’un opérateur

de ’algebre superconforme, représentée sur ’espace de Hilbert de la théorie.

Si X est une variété de Calabi-Yau, et o« € H' (2x), 'espace tangent &
la variété paramétrant les déformations de (X, ) se scinde naturellement
en H' (Tx) & H'(Qx). Witten [24] a expliqué comment construire un
isomorphisme entre H' (Tx) & H! (Qx) et les champs primaires “chiraux”
(correspondant & H' (T'x)) ou “antichiraux” (correspondant & H'! (Qx)) de
charge conforme h = 2 de la théorie conforme associée, qui décrivent I’espace
tangent aux déformations (générateurs) de la théorie conforme. L’effet
de l'involution mentionnée ci-dessus est le suivant: les champs primaires
“chiraux” satisfont la condition h = 2q, tandis que les “antichiraux” satisfont
h = —2q. A supposer que la théorie superconforme obtenue par involution
provienne d’une donnée (X’,o’), on doit donc avoir des isomorphismes
H'(Tx) ~ H' (Qx/),H' (Qx) ~ H' (Tx); (X’',a') est appelé le miroir de
(X, o). Notons que les isomorphismes ci-desus doivent étre obtenus comme la
différentielle de I'application miroir, dont l’existence résulte de la conjecture

de Gepner.

0.4. Finalement, un des aspects les plus fascinants de cette application
miroir réside dans la formule précise, annoncée par les physiciens, comparant
l'accouplement de Yukawa sur H! (Tx) et la forme d’intersection sur H' (x/)
ou (X’,a') est le miroir de (X, ). L’accouplement de Yakawa sur H! (Ty)
est la forme cubique 3 donnée par l'application naturelle S3H! (Tx) —
H?3 (A3Tx). Ce dernier espace est rendu isomorphe & C par le choix d’une
section de K§?. La formule est alors la suivante: soit u € H'(Ty) et

v € H' (Qx) I'élément correspondant a u par I'isomorphisme : H' (Tx) ~
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H'{Qx:). Alors:

(0.4.1) w(u)=/XI R R 10) (/lv)S

fP1aXx

ou la somme est effectuée sur toutes les composantes de ’ensemble des
applications holomorphes f : P! — X, et ott n(f) est un entier. Aspinwall
et Morrison [4], ont montré, en utilisant la définition précise de n(f) (cf [24])
que n(f) = 1 pour une immersion P! C X’ avec fibré normal O(-1) & O(-1),
ainsi que pour les familles données par les revétements ramifiés d’une telle

courbe.

0.5. Les exemples connus de phénomeéne de miroir sont essentiellement fournis
par les intersections completes “du type Fermat” dans les espaces projectifs
anisotropes, et leurs quotients par des sous-groupes du groupe d’isomorphimes

agissant sur celles ci en préservant “la” forme holomorphe.

Cela tient a la construction de Gepner, qui constitue une des évidences
pour la conjecture de Gepner, et qui produit une série de théories supercon-
formes satisfaisant les conditions de 0.3, essentiellement obtenues par pro-
duits tensoriels de modeles Ej (connus) formant une série discrete indicée
par les entiers. Le k'*™¢ modele de la série discréte a une charge centrale
¢k = 3k/k + 2. Pour obtenir, en composant les modeles Ey,,- -, Eg,, une

théorie conforme E() de charge centrale ¢ = 9, on doit imposer la condi-
5

tion 3 Z ki/ (ki +2) =9, ce qui est équivalent au fait que I’hypersurface de
1
5
Fermat M) définie par ZX f*+2 = 0 dans ’espace projectif inhomogene
=1
P(d/(k1+2),---,(d/ (ks +2)), ot d = PPCM (k; + 2), est a fibré canon-
ique trivial.

Gepner (1) suppose alors que E(}) est la théorie conforme des champs

(1) En fait, Gepner n’a noté cette correspondance que pour les hypersur-
faces de Fermat dans ’espace projectif usuel. L’extension au cas anisotrope
est due Greene-Vafa-Warner [16).
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associée a la propagation des cordes dans M) et donne les justifications
suivantes: H! (TM( k)) et H' (Q M k)) ont la dimension de ’espace des champs
primaires “chiraux” et “antichiraux” respectivement de charge conforme h = 2
de E(;) (cf. 0.3). De plus My, et E) ont le méme groupe d’automorphismes,
représenté de facon isomorphe sur les générateurs de Ey et sur H! (TM(k))
et H! (QM(k))‘

Enfin les sous-groupes agissant trivialement sur la (3,0)-forme de My,
d’une part, de fagon compatible avec la supersymétrie d’autre part sont

identiques.

Dans [15], Greene et Plesser ont montré comment l'involution de 0.3
peut-étre realisée concrétement sur les modeles E(yy construits par Gepner, et
ceux qui en sont déduits en prenant ’espace des invariants par un sous-groupe
H des isomorphismes de Ej) compatibles avec la supersymétrie. La théorie
conforme miroir est obtenue en prenant l’espace des invariants de Ey par un
sous-groupe H', dual natural de H. Cela suggere que le miroir géométrique
(0.3) de M;)/H (probablement munie de la forme « la plus naturelle du
point de vue géométrique) est M()/H'. Roan [23] a montré rigoureusement
que M)/ H et M(y)/H' admettent des désingularisations qui sont des variétés

de Calabi-Yau et a exhibé un isomorphisme naturel:

H* (Tasgy ) = H* (QM(k),H,) .

0.6. Les variétés que 'on considere dans ce travail sont obtenues par
désingularisation de quotients X = E x §/(j,7) ou j est I'involution standard
d’une courbe elliptique, de quotient E/j ~ P!, et ¢ est une involution sur une

surface K3 S, de quotient T = S/i rationnelle.

En utilisant les résultats de Nikulin on montre comment (avec quelques
exceptions) on peut associer a i, caractérisée par son action H (i) sur H?*(S,2),
une involution miroir H(:'). On construit dans la section 2 une correspon-
dance bijective entre les structures complexes ¢ invariantes marquées de S et

les formes « invariantes sous H(7'), satisfaisant la condition (Rea)? > 0.
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Dans la premiere section on calcule les nombres de Hodge de X et ses
accouplements de Yukawa. On voit facilement alors que X = E x S/(j,7) et
X' = E?S’/(j, i'), ou (S’,7) est une surface K3 munie d’une involution ¢

agissant comme H(7') sur H?(S’,Z), satisfont:

by(X) = B2(X') , bo(X') = h2L(X).

De plus, la construction de la section 2, ainsi que la contruction des
miroirs pour les courbes elliptiques, [10], fournissent l'application miroir
(X,a) — (X', a’), mais seulement sur un sous-espace de la famille parame-

trant les données (X, a).

Dans la troisieme section, on calcule le comportement asymptotique des
accouplements de Yakawa de X, lorsque S dégénére, et I'on montre que le
résultat obtenu confirme la formule 0.4.1, lorsque 'on fait tendre la partie

réelle de o’ vers l'infini.
§1 - Construction de variétés de Calabi-Yau

1.1. Soit S une surface K3 munie d’une involution 7 holomorphe, agissant
par —1 sur la deux forme holomorphe w € H?%(S). Le lieu fixe de i est
alors contitué d’une union disjointe de courbes lisses Ci,---,Cx de genres

respectifs g1,- -+, gn.

Par le théoreme de l'indice de Hodge, et par la relation C? = 2g; —
2,C;C; = 0, on voit qu'il existe au plus un entier 7 tel que g; > 1, et que si
un tel entier existe, C; est rationnelle pour j # 7. Si d’autre part toutes les

courbes C; sont de genre 0 ou 1, on a les quatre possibilités suivantes:
1.1.1.

o) N=0

i) Toutes les C; sont rationnelles.

ii) L'une des courbes C; est elliptique et les autres sont rationnelles.
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iii) N = 2 et C1,C sont elliptiques.

En effet, notons T la surface quotient S/i,U = T\UC;, et V =S\UC:;.

Notons ¢ : V — U, : § — T les applications quotients. Par le théoreme

de Castelnuovo, T est rationnelle, donc simplement connexe, deés que N > 0.

Supposons N # 0; on a la suite exacte de faisceaux de Z/2Z modules sur U:
(1.1.1) 0— (Z/22)y — ¢« ((2/2Z)v) — (2/2Z)y — O,

qui montre que Ker * : H'(U,2/2Z) — H'(V,Z/2) est isomorphe & Z/2Z.
Par ailleurs on a le diagramme commutatif suivant de suites exactes de

cohomologie relative :

0 — H\U,2/21) — &H*(Ci,2/22) — H(T,1/21)
e | Lo Le

0 — HYV,2/22) — ®H°(C;,1/21) — H*(S,2/21)

ot les applications ag et ar s'identifient par la dualité de Poincaré aux ap-
plications GH, (C;,2/2Z) — H» (S,2/21) et &Hy (C;,2/22) — Hy (T, 1/22)

induites par les inclusions de C; dans S et T

Ceci montre que le noyau ar est de rang 1 et necessairement engendré
par & [C].
Si au moins deux des courbes C; sont elliptiques, soit C; et C,, elles

sont homologues dans S, par le théoréme de l'indice, donc aussi dans T,

puisque H?(T,Z) n’a pas de torsion, et [C1] + [C2] est dans Kerar. On a
donc [Cy] + [C2] = Z[Ci] ce qui entraine iii).

1.2. Fixons une courbe elliptique F, munie d’une involution j telle que le
quotient E/j soit isomorphe a P!. Lelieu fixe de j est alors constitué de quatre
points py,--+,pa. Soit k = (j,i) l'involution agissant sur le produit E x S.

k a pour lieu fixe les courbes disjointes p; X Cs,r=1,---,4s=1,---,N.
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Les variétés que ’on considérera sont obtenues par éclatement des quotients

E x S/k le long de U pr x Cy. Ce que l'on notera: X = (E x S/k). On a:
(rs)

1.3. Lemme: X est lisse, a fibré canonique trivial et est simplement connexe

dés que N > 0.

Démonstration: La lissité est facile & montrer; X peut-étre définie de
maniere équivalente comme le quotient ExS /E de ’éclatement de E x S
le long des courbes p, x C,, par I'involution k agissant naturellement sur
ExS. Comme k a au moins un point fixe 0 dés que N > 0, et agit
par —1 sur Wl(E’;,S,O), on a m(X) = 0. Donc H%(X,Z) n’a pas de
torsion et il suffit de montrer que le pull-back ¢* (c; (Kx)) est nul dans
H 2(E’;:S ,Z)ou p: ExS— X est I’application quotient. Soit D le diviseur
exceptionnel de ’éclatement 7 : ExS — E x S,onap*Kyx = KETS - D,
et KE“T(S =71*KEgxs+ D. Comme Kgyg est trivial, on en déduit que p*Kx

est aussi trivial.

1.4. Par le Lemme 1.3 on voit donc qu’on a, pour chaque type d’involution 7
comme en 1.1 (avec N > 0) un type de déformations de variétés de Calabi-Yau
de dimension trois simplement connexe. La suite de cette section est consacrée
a la description de la structure de Hodge, de ’accouplement de Yukawa, et de

la. forme d’intersection de ces variétés.

1.5. On commence d’abord par calculer les nombres de Hodge de X.
En utilisant la représentation X = E x S /k, on voit que H*(X,Q) =
H%(E x S,Q)* est l'espace des invariants sous & de H%(E x 5,Q). De
méme H3(X,Q) = HB(Ef;S, Q)™ cette égalité étant un isomorphisme de

structures de Hodge. Il vient alors:

1.6 Lemme: H?(X,Q) est engendré librement par les classes des diviseurs
exceptionnels D, = 77! (p, x Cs), H*(E,Q) et H*(T,Q). De plus on a:
rang H%(T,Q) =10+ N — N’, ou N’ = Zg;.

Démonstration: k agit sur H*(E x $,Q) = (D [D..] - Q @ H*(S5,Q) &
(rys)
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H?*(E,Q) en laissant fixe les [D, ], et comme (j,i) sur la somme H%(E) &
H?(S). j agit trivialement sur H?(T), et l’espace des invariants sous i de

H?(S,Q) est isomorphe & H*(T, Q). by(T) = rang H%(T, Q) se calcule par la
i(T) + co(T)

13 avec cg = by + 2.

formule de Noether: On a x (O7) =1 =

Enfin, le diviseur }_ C; de T est un membre du systeéme linéaire |-2K 7|,
puisque 0 = Ks = ¢* K1 + 39* (3 C;) et que H*(T,Z) est sans torsion; on
a donc: 4K2 = (XC)7 = 2 (T ¢*Ci)% = 2(X C:)%, ol dans le dernier
terme C; est considéré comme une courbe de S. Finalement comme les C;
sont disjointes et que Kg est trivial, on trouve: (3, C’i)ZS = 23¢9 — 2N,
dot K2 =N'—-Netb(T)=10- K% =10+ N — N'.

Pour le calcul du nombre de Hodge h?!(X) = dim H' (Q%) on a:

1.7 Lemme: H?!(X) est engendré librement par les jro\ (775, (H° (Qc,)))
ou 7, : D, s — pr x Cs est la restriction de 7 et j,, : D, s — E x S est
Vinclusion, et par H® (Qg) ® H' (Qs)” & H' (Og) ® H° (92%).

Démonstration: On a H2(X) = H>(E x $)* et
H* (B x S) = D jrs (77 (H° (2c,)) © H" (2p)

(T'Vs‘)

®H' (Q5)® H (Og) @ H® (23).

k agit trivialement sur le premier terme et agit comme (j,%) sur les deux
derniers. Comme j agit par —1 sur H!(E) (j,i) agit par —1 @ H(t) sur
HY(E)® H?(S), ce qui donne immédiatement le résultat.

1.8 Corollaire: On a by(X) = 114+ 5N — N’ et h>1(X) =11+ 5N’ — N.

Démonstration:

ba(X) = by(E) + bo(T) + #{(r,5)} =14+ 10+ N — N’ + 4N = 11+ 5N — N’

RPN X) = h%(Qc,)+1+h' ()™ =4N'+1410-N+N' = 11+5N'-N,

8
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o Iégalité h! (Qs)” = 10— N+ N’ vient de h' (Qs) = 20 = h' (Qs)™ +bo(T),

et du Lemme 1.6.

1.9. La ”mirror symmetry” X; < X5 est supposée échanger les nombres by et
h%1 ie. by (X1) = A% (X3),be (X2) = h*! (X1) et d’apres le corollaire 1.8,

on voit qu’a supposer que le miroir X5 de X; = E751 (]771) soit encore de

la forme X5 = E‘qusg / (],AZ_;), cela revient & échanger les nombres N et N,
i.e.. Ni = Nj, Ny = Nj. Ceci bien siir n’est possible que si Ny > 0 (on exclut
désormais le cas N = 0). On montrera dans la section suivante en utilisant les
travaux de Nikulin, comment étant donné une involution i; sur une surface
K3 S, agissant par —1 sur H° (QZSI) on peut construire un second type 13
d’involution sur une surface K3, satisfaisant la méme condition, a condition

que Nj > 0 et a’exception d’un cas (cf. 2.17), et telle que Nj = N1, N] = No.

1.10. On va décrire maintenant la forme d’intersection sur H%(X,Q), dans

la base décrite en 1.6. Notons (d + a + 3) € H*(X,Q) ~ @ (Drs)Q &

T8

H*(T,Q) @ H*(E,Q). On a alors:

1.11 Lemme: (d+ o+ )% = (d®), +3(d’a), +3(a’8) . De plus
pour d = Y dpDys on a (d*), = Y d2 D}, avec D}, = 8 — 8, et
(d®a), = -23d%, (Cs - @)p. Enfin (o?8) = (o®) ;- [ 5.

Démonstration: Soit ¢ : ExS— X I’application quotient, 7 : ExS —
E x S éclatement et py, p2 les projections de E x S sur E et S respectivement.

On utilise aussi la notation ¢ : S — T pour I'application quotient.

On a alors

(p*d + pi B+ pipta)’.

N =

(d+a+8)x =5 (" (d+a+b)irg =

1
2
Comme ¢*d est supporté sur les diviseurs exceptionnels de 7 et que les
courbes éclatées sont contenues dans des fibres de p;, on voit facilement
qu'on a les relations suivantes dans l’anneau de cohomologie de E x S:
(p1B)° =0, VB € HXE),pt3-d = 0, V3 € H*(E),Vd supporté sur les
diviseurs exceptionnels de 7,d - (p§7)2 =0, Vy € H%*(S),Vd supporté sur
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les diviseurs exceptionnels. Cela montre immédiatement la premiere assertion
du Lemme. Comme les diviseurs exceptionnels sont disjoints on a d’autre
part D, - Dy o = 0 pour (r,s) # (r',s') et donc (d*), = > di (D- )3

(@), = X d2,(D%,-a),. Finalement (Dr,s)‘} = 2(p *D”)Exs =
4(DT,S)%XVS~ ou dans le dernier terme D, ; est considéré comme le diviseur
de E x S au dessus de p, x C;. Le fibré normal de p, x Cs dans E x S étant
égal & Oc, @ K¢, on a Dy, ~ P (Oc, ® KZ)) ,Drsyp, . = Op,,(=1), soit

(D )EXS (ODr n(l)) 2_2957 et (Dr,s)i( :8—893
2 _ 1 . _
Enfin (D,.,S a)X =3 ((c,o Dr’s) ‘P3O a>E><S =9 (Drs Py o p* )ExS
2 (Pz* (Dr,s)Z-a)S = =2(Cs-¢*a)g = —2(Cs-p*a)y ou l'on a utilisé

Pégalité
2 : 2 _1 *
P2+ (D, )ExS —C, dans H2(S). On a aussi (¢28) , = 3 (( a)?-p ﬁ)EXS

- % (p{ﬁ (peta) )N = % (fE ) ¥ )25 = fEﬁ' (aQ)T, ce qui termine
la preuve du lemme.

1.12. On va calculer maintenant I’accouplement de Yukawa sur H' (T'x). Cet
accouplement est une forme cubique dépendant du choix d’une section w non
nulle de K x, et peut se définir en termes de variations infinitésimales de struc-

ture de Hodge de la fagon suivante: la variation infinitésimale de structure

de Hodge de X est décrite par une application ¢ = @ eP?: HY (Tx) —
p+q=3
@ Hom (Hq (Q%), Het! (Qg(_l)). Le composé o120 p%! 030 donne alors

(7,9)
une application ¢ : S*H! (Tx) — Hom (H3%(X), H°3(X)) qui est la forme

cubique cherchée moyennant I'isomorphisme Hom (H*°(X), H*3(X)) ~ C

donnée par w®?.

1.12.1. Par les résultats de Griffiths décrivant la variation infinitésimale de
structure de Hodge en termes d’accouplements de Yoneda, on peut aussi
définir ¢ comme le produit S*H! (Tx) — H?® (AT ), le dernier terme étant

isomorphe a C par la multiplication avec w®2.

1.12.2.  On utilisera aussi la variante suivante: w fournit, via ¢*° un
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isomorphisme H' (Q%) ~ H'(Tx). La forme cubique 1, vue sur H' (%)
est alors obtenue comme le produit S®H?! (Q%) — H® (A® (Q%()) suivi de
Iisomorphisme: w™! : H® (A3 (Q%)) & H®(Kx)~C.

D’apres le lemme 1.7 on a une décomposition naturelle:

H' (9%) ~ @ H* (Qc,) @ H' ()™ © H (@) & H (23) & H' (Op).
(r,s)

En utilisant I'isomorphisme H! (Tx) ~ H' (Q%) de 1.12.2, on obtient

une décomposition naturelle:

H' (Tx) = P H* (Qc,) ® H' (Ts)" © H' (Tk) -
(rs)

Dans cette decomposition, il est clair que le sous-espace W = H! (Ts)t @
H (Tg)
correspond aux déformations de X données par une déformation de E x S

préservant l'involution k.

Sur W, la variation de structure de Hodge @7 préserve la décomposi-

tion de la structure de Hodge de X en somme de H3 (E x S)™ et @ H'(Cy),
(rss)
> L2 2 20 xS 20 At 1a vaTiat]
et I’on a donc: Pw =9+ T, oup décrit la variation de structure
de Hodge de U pr X Cs, lorque S varie infinitésimalement en préservant

(r)s)
I'involution ¢ et 99”2’1 décrit la variation de structure de Hodge de E x S

lorsque E et S varient.

Soit :
O W - P Hom (H® (Q¢,) , H' (Oc,))
(r,s)
et 99'12’1 :

W — Hom(HO (Qp)@ H' (Qs)” ® H (Op) ® H® (Q%),
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H' (Op) @ H' (2s)” @ H* () @ H (OS)) :

La fleche 99"2’1 décrit la restriction de Paccouplement de Yukawa a W,

modulo l'identification donnée par w:
W~ HO(Qp)@ H' (Qs)” @ H' (Op) ® H° (%)
W*~ H (Op)® H' (2s)” o H® (Qp) ® H? (0s),

par la relation: 9(u) = <u, go;ll(u)(u)>, pour u € W. Finalement, si on écrit
u = (ug,us) pour u € W, avec ug € H'(Tg),us € H! (T5)+, il est clair
que ¥ (ug,us) = ¢’ (ug,us), ot ' est I'accouplement de Yukawa pour la
variété E x S, restreint 3 H' (Tg) x H* (Ts)* ¢ H' (Tgxs). Daprés 1.12.1
ona: ¢ : S3(ptH' (TE) + psHY (Ts)) — (A® (piTE © p3Ts)) est donnée par
le produit et on voit immédiatement que Y (ug,us) = 391 (ug) ® 2 (ug) olt
Y1 (ug) = ug € HY(Tg),v2 (us) = ul € H? (Asz). On a donc montré:

1.13 Lemme: Sur W, accouplement de Yukawa est décrit a un coefficient
prés par ¥ (ug, us) = 3¥1 (ug) Y2 (us), ot Py est une forme linéaire non nulle
sur H! (Tg) et o est une forme quadratique non dégénérée sur H' (T. )t
Si l'on choisit une 2-forme ws € H*°(S), fournissant un isomorphisme
HY(Ts)*t ~ H' (Qs)” , ¥z s'identifie a la forme d’intersection sur H! (Qs)” -

1.14. On revient a I’application 99'2’1 qui décrit les accouplements de Yukawa

du type ¥(w;n,v), pour w € W,n € @HO (Qc,),v € H' (%) ol 1 est

(rs)
Ja forme trilinéaire symétrique correspondant a la forme cubique . Le fait

que ¢ ! soit & valeurs dans @ Hom (H® (Qc,), H 1(Og,)) est équivalent a
(rss)

’annulation des termes ¥ (w,n,w) ot w € W, n € @ H® (Qc,), et des termes
(rys)
w(w,nr,s,nr,’s:) pour w € W,n.s € H° (. xc,) Mr.st € HO (QPTIXC,;') et

(rys) # (r',8)-
D’autre part, comme 4,012’1 décrit la variation de structure de Hodge de

UCS lorsque S varie infinitésimalement (en préservant i), elle est obtenue

S
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par le composé de la projection W — H!'(Ts)t, de lapplication v :
H (Ts)t — @ H' (T¢,), différentielle de ’application naturelle Def(S, i) —

Def (U C S) , et de Papplication décrivant la variation de structure de Hodge
de | JC. : @PH (Te,) — |JHom (H®(Qc,) . H' (Oc,)). 1l est bien
connu que cette derniere fleche est duale de produit: @H 0(Qc,)®* —

UH o ( Q®2). Finalement la fleche v : H' (Ts)* UH (T¢,) se dualise,
modulo le choix d’une forme wg € H*%(S), en une ﬂeche

1.14.1. v : ©H° (Qg‘?) — H'(Qs)”, qui permet de réécrire les accouple-

ments ¢(w, n,7) sous la forme ¢(w,n,7) = (w,v'(ny)) 5 pour w € H* (T5)+ ~

H'(Qs)”

7,7 € @ H ,,xc,). On utilisera dans la section 3 I'interprétation suiv-
(rys)

ante de 'application v/’ :

1.15 Lemme: Fixons w € H°(Kg),0 € H®(-2Kr) une equation pour
C = UCy; pour P € H°(—-2K7), la forme méromorphe %, a poles d’ordre
2 le long de UC; est sans résidus sur C. Sa classe dans H?(S,C) est en fait
dans F1H?(S)~, et son image dans H! (2s)~ ne dépend que de la restriction

Pc € GH° (Q%?) Ceci fournit Iapplication v’ a un coefficient pres.

Cette correspondance, qui est une variation due a Clemens ([8] de la
construction de Griffiths [17] est décrite précisement dans [8]. On résume
ici 'argument: % étant antiinvariante sous ¢ n’a pas de résidu sur C. Elle
définit donc une classe dans H*(S,C). Comme elle est & pole d’ordre au
plus 2 le long de C, la théorie de la filtration par 'ordre du pdle pour la
construction de la structure de Hodge mixte sur H*(S\C) montre que £2
définit une classe dans F'H?(S,C)~, donc dans F*H?(S)~. Si P s’annule
le long de C, % n’a pas de pole et définit un multiple de w. Donc la classe

de £ 2 dans H' (2s)” ne dépend que de Pjc. Notons finalement que la suite
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exacte 0 — O = —2K71 — Q%% — 0 et H! (O7) = 0 montrent la surjectivité

de la restriction H® (2Kr) — H° (Q?z).

Il reste & montrer que 'application ainsi construite est bien égale a
V. Mais il suffit pour cela de noter que P € H° (—QKTIC) détermine une
déformation infinitésimale ¢, de C' dans T, et donc une déformation in-

finitésimale 5; i-invariante de S; on a donc une application

v HO (—QKT|C) — H! (T5)+. On peut montrer alors, comme dans le cas
des hypersurfaces [7], que ¢*°(v"(P)(w) est égale a la classe de Pw/o dans
H' (Qs)7, ot >° : H' (Ts)" — Hom(H?°(S), H' (s)7) est la variation

infinitésimale de structure de Hodge de S.

Il reste alors & voir que v” : H° (—2KT|C) — H! (Ts)+ est duale de
v:HY (Ts)" = H' (T¢) (modulo le choix de w).

1.15.1. On montre d’abord que v" est donné par le cobord associé a la suite

exacte:
1.15.2. 0 — Ts =5 o"Tr — NcT — 0.

Considérons une déformation infinitésimale de C dans T :

C.cTxC,

| !
C. = SpecCle]/e?

correspondant & P € H® (NcT).
La déformation infinitésimale
S. =T xC.
!
C.

de S qui lui est associée par v est le revétement double de T' x C, ramifié le
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long de C.. Le diagramme

0 0 0
l l l
0 — TS — TSE IS ba— OS — 0

l l l

0 — ‘P*TT —_— w*TTXCAT —_— OS — 0

l l l

0 — NT = NcT — 0
! |
0 0

ou la seconde ligne est scindée et ou la classe d’extension de la premiere ligne
est v"(P), tandis que la section de NoT obtenue grace au scindage est P,
donne maintenant 1.15.1. En dualisant 1.15.2 on obtient :

1.15.3. 0— ¢*Qp — Qs 3 NeS* -0

et l'on en déduit que le dual de v” est donné par I'application H* (T5)+ o~
H'(Qs)” — H'(Tc)" induite par a, ol o est donné par le scindage
Qs51c = NcS* @ Q¢. De fagon équivalente, le dual de v” est 'application
v H' (Ts)” — H! (T¢) induite par la décomposition Tsic ~Tc ® NcS.

1.15.4. On montre enfin ’égalité de v et v"’: On considére une déformation

Se — T, «— C.
infinitésimale l i l , avec parametre infinitésimaux u €

C. C. C.
H'(T¢),v € H' (Ts). On a le diagramme commutatif suivant:
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0 — Ts — Tsgys — Os — 0

l l l

0 — Tsc — Ts,c — Oc — 0

l l !

0O — TC '—'*TC,|C—""OC—’O

ou les classes d’extension de la premieére et derniére ligne sont respectivement
v et u, et la fleche verticale T's,|c — T¢,|c est donnée par le scindage naturel
Ts,ic ~ Tc,ic @ Nc¢S. On en déduit immédiatement que u = v"(v), et que

le lemme 1.15 est prouvé.

Le calcul de I'accouplement de Yukawa se termine enfin par la preuve
de:

1.16. Lemme: La restriction de ’accouplement de Yukawa au sous-espace
@HO (Qc,) de H' (9%) =~ H' (Tx) est nulle.

Démonstration: On utilise la troisieme description suivante de X. Soit
E/j = P, ¢, : E — P! l'application quotient, de lieu de branchement A =
{p1, - -pa} C PL. De méme, soit T = S/i,¢, : S — T l'application quotient,
ramifiée le long de C = UC, C T. L’application (¢1,92)E xS — P! x T
fournit une application (@7, p2) : ExS—PlLxTouExS et Pl xT sont

les éclatés de E x S et P! x T respectivement le long de U pr x Cs.
(r,s)

Cette application descend en une application ¢ : X — P x T et fait de
X le revétement double de Y = P! x T, ramifié le long du transformé propre

de Ax TUP! x C. On notera I I’évolution agissant sur X au dessus de Y.

Comme Y est ’éclaté de P! x T le long de U pr X Cs on a une inclusion
(rs)
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©Jy s 0 T,I.:S = GB H°(Qc,) — H! (Q%), o Jrs i Ers — Y est linclusion du

(r,s)
diviseur exceptionnel au dessus de p, x C et T,(’s : By s — Cs est la restriction

/

de 7’ : Y = P! x T. On a alors: @jr’s* 0T, = o @j;’s* 0T,
(r,s) (rvs)

P H® (Qc,) — H (9%).
(r,s)

Soit n € @HO (Qc,); alors
(rys)

3

3
@ jT’,S* o T:,s(n) = QO* @ j:',s o Tr,*s (77)

(r:5) (rys)

dans H? (A® (Q%)) ot: ¢* : H® (A% (0})) — H3 (A3 (%)) est induite par
©*p*Qy — Qx.

Mais A3 (Q%,) = I($2 et w, (A3 (Qg()) = Ky @ Oy, et comme
I'application 7* (A% (Q%)) T A3 (9% ) s’annule doublement le long du lieu de

ramification de 7, on voit que application induite A% (Q3) — 7 * (A* (9%))
se factorise par A® (Q%,) Z Oy, ol o est I’équation du diviseur de ramifi-
cation dans Y. Comme H?(Oy) = 0, 'application ¢* : H? (A3 (Q2)) -
H3 (A3 (QfY)) est nulle.

Utilisant la définition 1.12.1 de I’accouplement de Yukawa, on obtient

donc le Lemme 1.16.

L’accouplement de Yukawa de X est maintenant complétement calculé,

et les numéros 1.12 & 1.16 se résument de la facon suivante:

1.17 Proposition:  Soit (w + us + ug) € @HO (Qc,) @ H (Qs)” @
(r,s)
H'(Qg) ~ H' (Tx) ol I'isomorphisme dépend du choix de wg € H20(S),

wp € H° (QE). Alors ¥ (w4 us 4+ ug) = 3 (V' (w?) - us) +3 uE-/ug ou
E s
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v @ H° (Q?f) — H'(Qs)~ est décrite en 1.14.1 et 1.15.
(r,8)
1.18. Il y a évidemment une analogie entre la forme d’intersection cubique

sur H' (Qx) (Lemme 1.11) et la forme cubique de la proposition 1.17.

Dans la section suivante on construira le miroir Xy = EQ/—;(/SQ / ( j;:{g)

de X, = Elfval/ (j?,\za), et on montrera qu'on a: dimH!(Qrp) =
dim H' (Qs,)”,
dim H' (Q7,) = dim H! (Qs,)”, et le rang du sous espace de H' (Qx,) en-
gendré par les diviseurs exceptionnels de X; est égal au rang du sous espace
de H! (Qg(z) engendré par la cohomologie des diviseurs exceptionnels de X5.
Cependant la forme d’intersection du Lemme 1.11, calculée sur H! (Q2x,),
n’est pas une spécialisation de ’accouplement de Yukawa sur H'! (Qg(z), a
cause du terme en d* qui est non nul. Dans la 3éme section de cet article, on
suggere une interprétation possible de ce défaut, en spéculant sur la formule
0.4.1.

§2 - Miroirs

2.1. On va utiliser dans cette section les résultats de Nikulin ([11], [1], [22])
sur les involutions ¢ sur les surfaces K'3 S, agissant par —1 sur la deux forme
holomorphe ws de S. L’involution 7 agit par une isométrie H(¢) sur H2(S,Z) et
H?(S,C), et par hypothese la forme wg est dans H?(S,C)~. Par le théoréme
de I'indice de Hodge appliqué aux surfaces S et T = S/i (T est lisse, projective
et H**(T) = 0), on voit que H?(S,Z)~ muni de la forme d’intersection de
S est de signature (2,b; — 2). Par le théoréme de Torelli pour les surfaces
K3, et la surjectivité de ’application des périodes, on peut associer a chaque
involution H (i) sur H?(S,Z) satisfaisant cette condition sur la signature de
H?~, et définie & conjugaison prés par le groupe des isométries de H?(S,27)
une famille de surfaces K3 S; munies d’une involution ¢ agissant par H (i) sur
H?*(S,2).

2.1.1. On considere en effet D = {w € P(H?(S,C)7)/w-w=0¢ct w-@ > 0}

291



C. VOISIN

et U C D, défini par la condition : Jo € H*(S,Q)~, v #£ 0 et - w = 0. Alors
U a deux composantes connexes isomorphes et chaque point ¢ de U parameétre
une surface K3 Sy, projective car H2 (S;,Z)" est orthogonal & H20(S,) donc
de type (1,1), et contient un élément de self-intersection > 0. Comme Sy est
projective, il existe une classe de Kahler entiére ¢ € H?(S,,Z) N H! (Sy)
et comme w € Uy € H?(S;,2)T. Comme H (i) agit trivialement sur
H*(S, )Y  H (i) préserve c, et est donc une isométrie de structure de Hodge
préservant une classe de Kéhler. Donc par [27], Th. 11.1, H (¢) est induite

par une involution 7 sur S;.

2.1.2. On travaillera en fait sur D, pour H(i) fixé. Les points de D\U
correspondent & des surfaces K3 S munies d’une involution ¢ n’agissant pas
comme H(7) sur H(S,Z). Par exemple lorsque la courbe de ramification de
l'application quotient S; — S,/i acquiert un nceud, par une dégénération
de Lefschetz, on peut construire une résolution simultanée de la famille
(S ﬁ) mais 'involution agissant sur la fibre centrale n’a plus le méme type
topologique que i;. Cela est di au fait que Pespace total de la résolution
simultanée est une petite résolution d’une variété de dimension trois avec un
point double, et I'involution agissant sur cette variété de dimension trois ne
se prolonge pas & la petite résolution; elle se prolonge en un isomorphisme de

l'une des petites résolutions sur ’autre.

Ceci étant dit, on voit que ces différentes familles sont essentiellement
caractérisées par la classe de conjugaison de I'involution H (%) et le résultat de

Nikulin que I'on utilisera est le suivant (cf [11],[22]):
2.2 Théoréme :

i) La classe de conjugaison de H (i) (qui est déterminée par la classe
de I'immersion primitive H?(S,2)~ c H?2 (S,Z) ne dépend que de la classe

d’isométrie du réseau H?(S,Z)~ muni de la forme d’intersection induite.

ii) Cette classe d’isométrie est sujette aux conditions:

a) Sign H%(S,Z)~ = (2,5* - 2)
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b) Le conoyau K de I'application H?(S,Z)~ — H?%(S,Z)~* donnée par

la forme d’intersection est un groupe de 2-torsion.

iii) La classe d’isométrie du réseau H2(S,Z)~ est déterminée par trois
invariants (b5 ,k,8) ot by = rang H?(S,Z)™, k = rangz,,z K et 6 € {0,1}

est I’entier déterminé de la fagon suivante:

La forme d’intersection sur H?(S,Z)~ se prolonge uniquement en une

forme quadratique & valeurs dans @ sur H%(S,Z)~*. On peut construire

alors une fonction quadratique § sur K a valeurs dans @Q/2Z, en posant

7(Z) = ¢q(z) (mod2Z). On pose 6 = 0 si  est a valeurs dans Z/2Z,6 =1

sinon.

2.3. On revient maintenant a la situation géométrique ¢ : S — T = S/i du
§1. On rappelle que NV = nombre de composantes de la courbe de ramification
et N’ = somme des genres des composantes de cette courbe. On commence

par calculer les invariants b5 , k en fonction des nombres N et N'. On a:
2.4 Lemme:

i)b; =12—- N+ N’

ii)k=12-N-N’
Démonstration:

i) a été montré en 1.6 (compte-tenu de b, = 22 — b7).

ii) 2 est le discriminant de la forme d’intersection induite sur H2(S,Z)~,

donc aussi le discriminant de la forme d’intersection induite sur H?(S,Z)*.

D’autre part, on a une suite exacte:

(2.4.1) 0— HYT) S HX(S,2)* — (2/22)¥! — 0
N
En effet, reprenant la notation C' = U Cs pour le lieu de ramification
s=1
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de @, et notant U = T\C,V = S\C, on a le diagramme commutatif suivant :

H2(S,2/21) = HX(T,1/21)

! !
H%(V,1/22) — H2(U,1/21) — H3(U,2/22) — H*(V,1/21)
l 1 — H3(U,2/22) — 0

@ H(C,,2/2L) = @ H'(C,,1/21)
!

ou la ligne du milieu est induite par la suite exacte 1.1.1. On en déduit
immédiatement que le conoyau de ¢, est égal au conoyau de 3, et comme
H3(V,2/2Z) et H3(U,Z/2Z) sont de dimension (sur Z/2Z) N — 1, on a coker
¢« ~ (Z2/22)N~1. D’autre part les applications de ¢, de 2.4.2 et ©* de 2.4.1

sont reliées par la relation suivante:

Considérons le composé
*\dual
v HXS,Z) =~ HXS,D)*— HYS,)* LT mrry ~ HXT)
Poincare Poincare
alors la réduction de 1y mod?2 est égale a ¢,. Comme la fleche H?(S,Z)* —
H?(S,Z)** est surjective et que 1’on sait que ¢* a un conoyau de 2-torsion on

obtient immédiatement coker ¢* ~ (Z/2Z)V~! et donc 2.4.1. est démontré.

Sur H*(T) C H%(S,Z)* la forme d’intersection de S est égale a 2 fois
celle de T qui est unimodulaire. Donc son discriminant est égal a 2b2:(T) | La
suite exacte 2.4.1 montre alors que: discr H2(S,Z)* = 20:(1)=2(N-1) " ce qui
donne k =10+ N - N'-2(N-1)=12—- N - N".

Les entiers N et N’ déterminent donc b; et k. Le Lemme suivant permet
de construire topologiquement la “mirror symmetry” échangeant les nombres

N et N’, compte-tenu du théoréme de Nikulin:
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2.5 Lemme: Soit ¢ une involution sur S agissant par (—1) sur H2%(S) et
d’entiers N, N', 6 associés satisfaisant N > 0, N’ > 0 et (N, N’,6) # (5,1,0).
Alors H?(S,Z)~ contient un plan hyperbolique.

Démonstration:

2.5.1. Supposons d’abord N’ > 2. Soit L C H?(S,Z)~ ® Z/2Z un sous espace
isotropique maximal pour la forme d’intersection réduite modulo 2 (7). Soit
L C H*(S,2Z)~ l'image réciproque de L par I’application de réduction mod 2.
La forme ( ) restreinte & L est divisible par 2, soit { he=2( )pet( ) est
unimodulaire. { ), étant indéfinie et n’étant pas paire, (on peut toujours le
supposer par un choix adéquat de L), ( ), est diagonale, soit dans une base
convenable (e;), (z,z),; = x%—}-x%—fo Notons quede k = 12— N-N'>0
et N' > 2ontire N <10et by > 41c>: qui montre bien que ( ), est indéfinie.
On voit alors facilement que ’ensemble {z € L, (z,z); = 0} engendre modulo
2 I'hyperplan {} 7; = Omod2}. On en déduit qu’il existe z € L tel que
(z,z) = 0 et 'image de z dans H?(S,Z)~ a une réduction mod 2 qui n’est pas
dans Ker (™) car les éléments satisfaisant cette derniére condition engendrent
un espace de codimension N’ > 2 dans L®Z/2Z. On peut supposer que z est
primitif dans L, et alors il existe y € H?(S,Z)~ tel que (z,y) = 1. Comme
(y,y) est pair z et y engendrent un plan hyperbolique dans H?(S,2).

2.5.2 Supposons maintenant N’ =1: de k = 12— N — N’ > 0 on tire N < 11.
SiN=11onak=0et b, =2 et laforme d’intersection sur H?~ est paire,
unimodulaire et définie positive, ce qui est absurde. Donc N < 10 et b; > 3.
Reprenons maintenant la construction de 2.5.1: on a L C H?(S,Z)~ avec
( ) indéfinie de la forme (z,z), = 2? + 23 — Z z?.
i>2

2.5.3 Supposons qu'’il existe z € L primitif tel que (z,z);, = 0 et z est
divisible par 2 dans H?(S,Z)~; alors z = 2y, et la projection de y dans
H?*(S,Z)~ ® Z/21 n’est pas dans Ker (7) donc il existe z € H%(S,Z)™ tel que
(z,y) = 1 et comme en 2.5.1, H?(S,Z)~ contient un plan hyperbolique.

On sait d’autre part que le noyau de L ® Z2/2Z — H?*(S,2)~ ® Z/2Z
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est de rang 1, représenté par un élément z = ) x;e; € L, avec z; = 0 ou 1.
Comme z = 2y,y € H*(S,Z)” on a: (r,z) = 4(y,y) = 2(z,z), et comme
(y,y) est divisible par 2, on a (z,z), divisible par 4. Si (z,z); =0, on a fini
par ce qui précéde. Comme b, = 13 — N < 12 on voit que (z,z); = —4 ou
—8 sont les possibilités restantes. Si (z,z); = —8, et ; = z = 0 on prend

t' =z + 2e; + 2eq et alors (z’,2"), = 0.

Si (z,z); = —8 et z; = 1 on prend &’ = z + e, et alors (z/,2"); = 0.
De méme si o = 1,z; = 0. Dans tous les cas on est ramené a la situation

2.5.3 et donc H?(S,Z)~ contient un plan hyperbolique.

Supposons donc (z,z); = —4. Si 'une des coordonnées 1,z est nulle,
soit z1, il suffit de prendre 2’ = z 4 2e;, et alors (z’,2"); = 0. Siz; = 22 = 1,
et l'une des coordonnées z;,i > 2 de r s’annule, soit z3, il suffit de prendre

o' = z + 2e1 + 2e3 pour obtenir (z',z’) =0.

En conclusion, si 2.5.3 n’est pas satisfait, on doit avoir: toutes les
coordonnées de x sont égales & 1. Comme (z,z); = —4 on a donc rang
L = 8, soit encore 12 — N + N’ =8 et N = 5. De plus on a:

8
2.5.4. H?(S,Z)” est engendré par e;---eg et y = %Zei, la forme
1

d’intersection sur H?(S,Z)~ étant donnée par (z,z) = 2 (m% +z% - Z xf)
i>2
dans la base (sur Q) de H%(S,Q)~ donnée par les e;.

Le dual H?(S,Z)™* est engendré par les ) x;e} tels que ) z; = O mod 2,
et Dapplication ¢ donnée par { ) : ¥ : H?*(S,Z)~ — H?*(S,Z)™* est

determinée par les conditions:

Y(e;) = 2ef, pour i = 1,2;¢(e;) = —2ef pour i > 2. La forme
(), obtenue par prolongement de ( ) a H?*(S,Z)* est donc telle que

1 N .
(> xier, > xie}), = 3 <E €:T;€;, E eixiei> ong; =1,1<2, ¢ = -1,
i i
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i > 2. Ce qui donne encore (3" z;ef, 3 z;ef), = 1 <xf + 2% — E xf> Mais
1>2

Saiel € H*(S,2)” <= Y z; = 0mod2 <= =z} + 23 — Zx? = Omod 2.
i>2
Donc la fonction (z,z), est & valeurs dans Z/2Z et 6 est nul.
Le cas peut, étre exceptionnel 2.5.4 est donc caractérisé par les invariants

N =5 N'"=1,6 =0 et le lemme est démontré.
2.6. Construction de la “mirror symmetry” topologique:

Supposons que H?(S,Z)~ contienne un plan hyperbolique P. Soit rp
la réflexion par rapport & P, définie sur H%(S,Z) par la condition rpp =
Idp,7ppr = —Id,.. Considérons l'involution i/ =rpo H(i). Pour 7, on a
H%(S,7)*®" = H2(S5,2)~ N PL. Donc H2(S,Z)~" a la signature correcte
(2,6~ — 2). De plus, on a clairement k' = k, §' = 6, ot k' et &' sont les
invariants de 2.2 iii associés & ¢', puisque k' et ¢’ sont determinés par la forme
discriminante g de 2.2 iii, qui est la méme pour H2(S,Z)~ et H*(S,2Z)~ NP+,
donc aussi pour H%(S,2)~ et H%(S,2)~() = (H*(S,Z)~ n P4)*.

Ecrivant i’ = H(i;) pour une involution i; agissant sur une surface
K3 S; (cf 2.1), H(i;) agissant sur (—1) sur H*%(S;), on a les entiers N; et
N! définis comme en 2.3, pour (Sy,7;) et par le Lemme 2.4 appliqué a 57 et

S, on a:
2.6.1:
12— N, + N/ =b;(51)=b(S)+2=12+N-N'
k(S)=k(S)= 12— N; - N, =12—-N-N’

On en déduit immédiatement: N; = N/, N = N.

On appellera (H?(Sy,Z),H (i1)) (ou par abus (S1,71)) le miroir
topologique de (H?(S,2),H(i)) (ou par abus (S,7)): le théoreme de Nikulin
justifie ceci puisqu’il montre que la classe de conjugaison de H(i;) ne dépend
pas du choix du plan P. Remarquons que l'opération (S,i) — (Si,7;) est

clairement involutive.

297



C. VOISIN

2.7. Cette construction montre aussi que le cas (N, N’,6) = (5,1,0) est bien
une exception au Lemme 2.5, compte-tenu de la classification compléte des
invariants (N, N', §) possibles données par Nikulin ([22]). En effet, d’une part
il existe bien une involution d’invariants (5, 1, 0) associés, d’autre part, il
n’existe pas d’involution d’invariants (1, 5, 0), donc, par la construction 2.6,
pour I'involution d’invariants associés (5.1.0), H2(S,Z)~ ne contient pas de

plan hyperbolique.

2.8. Soit maintenant donnés (H?(S;,Z),H (i1)) et son miroir topologique
(H?(S2,2),H (i2)), ot H (i1) et H (iy) satisfont la condition 2.2 ii) a): On
va construire précisément un isomorphisme entre le domaine D; des périodes
marquées pour Sy, et I'ensemble D} des formes n € H?(S,,C)" telles que
(Ren)? > 0.

2.9. Ce quon appelle domaine des périodes marquées pour (S1,%1) est
Pensemble D; = {w € P(H?*(5,,C)7)/w? = 0,ww > 0}. Un point général
de D; détermine une structure complexe sur S;, avec une involution 1
agissant comme H(iy) sur H?(S;,Z) (cf 2.1.1), ainsi qu'un marquage de
(H%(S1,2), H (i1)), mais d’apreés 2.1.2 ces données différent en général. Ceci

étant noté, la construction est la suivante:

2.10. Le plan hyperbolique P C H?(S))” est fixé. P posséde deux éléments
a,3 € Pg bien définis au signe pres, tels que a? = 2,82 = =2, et aff = 0.
Soit w € D;(w définie & un coefficient preés); alors w ¢ P ® C car sinon on
aurait : PQR = (Rew,Imw) C H?(S;,R)”, ce qui contredit le fait que la
forme d’intersection sur P@R est indéfinie, tandis que celle de (Rew,Imw) est
définie positive. Notons Q., C H? (S;) le sous-espace complexe de dimension

trois engendré sur C par P et w.

Comme la forme d’intersection de H? (S1,€)” a une restriction non
dégénérée sur P, Q,, se scinde en la somme directe orthogonale: Q, = P 1L A,

ou A est la droite complexe Q. N PL. On a alors:

2.11 Lemme: La forme d’intersection de H?(S;,C)”, restreinte a Q,,, est

non dégénérée.
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Démonstration: Soit u € P ® C, tel que w + u engendre A. Il suffit de
montrer que (w + u)? # 0.

Comme w+u est orthogonal & P, on a: Yv € P, (w+u)-v =0 = wv+4uv.

En particulier (w + u)? = w? + u? + 2wu = —u?, puisque w? = 0.

Si (w+u)? =0,u?=0,et doncu=2>/,our€eCetu € PRR
On a u # 0, car sinon w serait orthogonale a P; ceci entrainerait que Rew et
Imw sont orthogonales & P, et contredirait le fait que la forme d’intersection
de H? (S;,R)™, restreinte & P+ est la signature (1,b; — 3), tandis qu’elle est

définie positive sur (Rew,Imw).

Maintenant, de wu + u? = 0,u? = 0, on tire wu’ = 0, avec u’ réel # 0,
d’olt Rew - v’ =0 = Imw.u’' = 0, ce qui contredit le fait que u'? = 0, tandis
que { ) est définie négative sur 'orthogonal de (Rew,Imw) dans H?(S;)".
L’hypothese (w + u)? = 0 est donc absurde.

2.12. Soit o/ = \/Lia, 8 = %ﬂ, et ¥ € A tel que x*> = 1, ol «, 3 sont définis

au signe pres en 1.10 et x est défini au signe pres.

(o/, B, x) fournissent une base de Q.,, et on peut écrire: w = Ao’ +pB' +
vx, ou (A, i, v) sont des coordonnées homogenes, pour P(Q,). Ona v #0
puisque w # P (cf 2.20). On a alors:

2.13. Lemme: Soit w € P(Q,,) telle que.w? = 0, soit n =1 (’\—:—/i) X € A.

Alors on a ’équivalence des deux conditions suivantes:
1) wo >0
ii) (Ren)? >0

Démonstration: Comme o et 8’ sont réels, on a @ = A + 7 B +7 X.

Comme y est orthogonal & P, qui est réel, X est orthogonal a P, et I'on a:

2.13.1.
W = A\ — Ul + vUXY

W=t 42 =0
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Quitte & remplacer w par £ et XA par X' = 2, y par y/ = £, on peut supposer

v=1.
On a alors n = i(A — p/)x. 2.13.1 devient
2.13.2.
Dw = XX — W' + XX
w? =2 - p241=0
Maintenant Ren = 3(n +7) = % (i()\’ —u)x — i(xl — ﬁ')y) d’ou
(Rem)? = 3(-=(V = ) = (X = )%+ 2(N — )(X' — W)xX). D'aprés 2.13.
2 ii) on a (X — ,’/)(X’ — @) > 0 et il vient: 2(Ren)?/(N — )X — @) =
/ ’ EY — —_
i, — K )\, —E. ) + yx. Utilisant 2.13.2 ii) sous la forme N + =
X —@ AN-p
il vient : 2(Ren)?/(X = )X =) = Re(N = p)(X + 7)) + xX =

N[

= —

AN - W' + xX = ww. Le Lemme est donc prouvé.

2.14. Notons finalement que n € A C H?(S;,C)” N P = H?(S5,C)" ne
dépend pas du choix de x a +1 prés, et ne dépend que du point projectif
défini par w dans P (H 2(S1, C)_>. On a donc bien construit une application
M, clairement holomorphe: M; : D; — Dj. Il reste a voir que M; est un

isomorphisme. On a d’abord:
2.15 Lemme: Soit n € D}; alors n? # 0.

Démonstration: Ecrivons n = Ren + iIlmmn; alors n* = 0 entraine Ren -
Imn = 0, et (Ren)? = (Imn)2. Comme (Ren)? > 0, si n% = 0, H2 (S5,R)*
contient un plan réel sur lequel la forme d’intersection est définie positive, ce
qui contredit le fait que la signature de H? (S5, R)" est (1,63 (S,) — 1). Par
I'isomorphisme H?(S,,R)* ~ H2(S;,R)™ N P+, voyons 5 € D} comme un
élément de H?(S;,R)™, orthogonal a P. Soit Q, lespace de dimension 3
complexe engendré par P et n. Ecrivons enfin n = ex avec € € C*, et x2 =1

(Lemme 2.15); Le Lemme suivant est évident:
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2.16 Lemme: Pour ¢ # 0 fixé, il existe un unique couple (A, ) de complexes

telsque A2 — 2 +1=0et i(A—p) =c.

Posant alors w = Ao/ 4+ p3’ + X, on note que le point projectif défini par
w dans P(Q,,) ne dépend pas du choix de x, et satisfait w? =0, et ww > 0,

par le Lemme 2.13. On a donc construit M[': Dy — Dy.

Echangeant S; et So, on dispose de My : Dy — D7 et M2_1 : D] — Ds.
Le couple (M, M; ') : Dy x D{ — Dj x D, fournit une application “miroir”

holomorphe et bijective. Ces résultats se résument de la fagcon suivante:

Théoréme: Soit S; une surface K3 munie d’une involution ¢; telle que
H (iy) agit par (—1) sur H*(S;). Supposons que les invariants (N, N7, 6)
associés satisfont N; > 0 et (Ny,Nj,é6;) # (5,1,0). Fixons un plan P
hyperbolique dans H? (S;,Z)”. Alors il existe un miroir (H?(S2,2), H (iz))
topologique de (H?(S1,Z),H (i1)), qui ne dépend pas du choix de P, et
satisfait No = N|, N, = N;,62 = 61, et un isomorphisme de domaines de

périodes marquées: (My,M; ') : Dy x D} — Djy x Dy (qui dépend de P).
2.18 Remarques:

a) Une direction possible d’investigations sur la structure de l’applica-
tion miroir serait I'analyse de la compatibilité avec l’action des groupes

orthogonaux, de maniére & supprimer autant que possible le marquage.

b) Il y a évidemment d’autres choix possibles pour M;: pour tout réel
X # 0, on pourrait aussi bien définir M7 (w) = AM;(w). Peut-étre I'étude de

a) fournirait elle des raisons pour privilégier I'une de ces applications.

¢) Comme noté en 2.1.2 il existe un ouvert U{ de Dy, avec Uy C U] C Dy
(ot U; est défini en 2.1.1) sur lequel la structure complexe sur S; paramétrée
par t € U] est effectivement compatible avec une involution 4; sur Sy, agissant
comme H(i;) sur H?(S;,Z). 1l serait intéressant de décrire précisément Uj
et son image M, (U]) C D)} pour comprendre le domaine de définition de
I’application miroir géométrique (0.3, 2.2.1); il y a en effet une incertitude sur

le domaine de définition de la forme o de 0.2, pour laquelle le miroir (X', ')
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serait défini; la condition “Re o Kihler” est probablement trop contraignante;

cependant la condition (Ren)? > 0 de 2.8 est trop faible.

(Cette derniere remarque suppose la lecture des numéros suivants, ol
I'on contruit a I’aide de 2.17 la “mirror symmetry” pour les variétés X de la

section 1).

2.19. On revient maintenant aux variétés de Calabi-Yau
X, = E1’;</.S'1 / (]le) construites dans la section 1. On suppose que le

miroir topologique de (S1,4;) existe. On supposera donné un marquage de

2.19.1 H®(X,,2) c @G H' (C.,7) ® HY (By) ® H? (5,,2)",

(r,s)
incluant un marquage de chacun des termes intervenant dans cette décompo-
sition. L’inclusion de 2.19.1 induit le @ isomorphisme de 1.5 : H3(X,Q) ~

H 3(Ef;(/S ,Q)"Y. De méme on se donne un marquage de

H?(X1,2) C H*(B\, )& H* (51,2)" @ (D).
(rys)

2.20. L’application miroir a été construite explicitement pour les courbes
elliptiques (cf. [10], [2]). Cette application que nous noterons (m1,m31)
pour la distinguer de la précédente, est I'involution sur ’espace paramétrant
la donnée d'une courbe elliptique E o~ C/T, ou ' = (e1,€2) est un réseau
d’orientation positive dans C, et d’une classe de type (1,1) ag telle que
Re (fE aE) > 0, simplement définie de la fagon suivante: soit e, = 7e;,7 € C;
alors Im 7 > 0 et j détermine E. D’autre part soit \ = fE ap. Alors ReA > 0
et A détermine ag. On associe alors & (Ey, ap, ) le couple (ag,, E), ot E5 est
définie par: 7 = i\; et ap, est définie par: Ao = fE op, = —i7;. On a utilisé
la notation (ml,m{ 1) par analogie avec l'application M, et pour souligner
le fait que l'application miroir préserve la structure de produit de ’espace
considéré ci-dessus en échangeant les facteurs. Ici m (1) = Ay = —im, et

Mo =M.

2.21.  On effectue maintenant la synthése du théoreme 2.17, et de la

construction 2.20.
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Donnons nous une deux forme sur X; de la forme apg, + as, ou
Re [pag, > 0 et (Reas,)” > 0 (plus précisément as, € M (Us) ot Uj
est définie dans la remarque 2.1.8.c). Alors via m;' ap, détermine une
courbe elliptique marquée Fy , et via M{l ag, détermine une surface K3
marquée S, munie d’une involution i, agissant comme H (i) sur H? (S2,Z)
qui est marqué. De méme pour une structure complexe sur X;, on a la
droite projective H3? (X;) C H®(X;,C) qui détermine, grace au marquage,
les droites projectives H''® (E,) C H' (E;,C) , et H*°(S;) C H*(5:,C)".
Via m; et M; on alors des formes ag, € H! (Qg,), et as, € H* (ng)+,
avec Re [, ap, > 0, (Reas,)” > 0 d’ot une deux forme ag, + as, sur
X5. On définit le miroir de (X1, ag,,@s,) comme étant (X2, ap,,as,) avec
Xy = ng;Sg/(jg,ig) ol jo est 'involution (—1)p, ~ C/T.

2.22. Comme on a Ny = N| et Nj = Np, le lemme 1.8 montre que X;
et X, satisfont by (X;) = h%1 (Xz) et by (X2) = h*!(X;). L’application
miroir que 'on a construite ici est donc parfaitement conforme a la “mirror
symmetry” prédite par les physiciens (0.3). On peut noter cependant que
I’on n’a construit ici l’application miroir que sur un sous-espace H; x K,
du produit { structure complexe marque sur X;} x { formes de type (1, 1)
sur X satisfaisant certaines conditions de positivité }, H; étant ’ensemble
des structures complexes pour lesquelles X; est du type E1’;</Sl/ (J1,71) et
K, correspondant a ’ensemble des formes sur X; de type ag, + ag,. Cete

application est a valeurs dans les sous-espace Hy X K, correspondant pour
Xo.

2.23. Si l'on tient pour vraie la conjecture sur l'existence de la ”mirror
symmetry”, on peut imaginer que l'on a construit ici I’application miroir
des physiciens, restreinte & un sous-espace du type H; x K|, mais il est
possible que K ne soit pas ’espace I{; considéré ci-dessus mais par exemple
un translaté de K, par une constante ¢(X;) € H' (Qx,) supportée par les
diviseurs exceptionnels de X;. On propose méme dans la section suivante une
valeur de ¢(X;) qui rendrait valide les prédictions des physiciens concernant
la, comparaison des accouplements de Yukawa et la forme d’intersection, en

prenant la limite de 0.4.1 de fagon adéquate. Mais ceci est tres spéculatif et
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il est peut-étre préférable de considérer le probleme suivant comme ouvert:

2.24. Probléme : A quel sous-espace de H! (Q, ), naturellement isomorphe
a K, correspond (via le miroir des physiciens supposé égal au notre) le sous-

espace de ’espace des structure complexes sur X, constitué des variété du

type E2 X Sg/(]g,lz)?
§3 Accouplements de Yukawa et formes d’intersection.

3.1. On se propose dans cette section de “tester” la formule 0.4.1 pour
Papplication miroir construite en 2.17, 2.21, au sens suivant: supposons que
la formule 0.4.1 soit bien donnée par une série convergente; supposons aussi
que o satisfasse: Re o’ est une forme de Kéhler; alors on doit pouvoir prouver
que Paccouplement de Yukawa sur X; := miroir de (X', ta’), ou t est un réel
positif tendant vers +oco, correctement normalisé, converge vers une forme
cubique isomorphe & la forme d’intersection v — [y, v® sur H' (Qx/). (Ce

type de calcul a été aussi effectué dans [3] pour certaines variétés du type 0.5).

3.2. On travaillera avec I’hypotheése naive 2.23. Cela signifie qu'on sup-
posera que le miroir (X»,ap, + ag,) de (X1,ap, +as,) construit en 2.21
s’identifie au miroir des physiciens (Xs,a3) — (Xi,1), & condition de
poser oy = ap, + as, + ¢(X2), a1 = ap, + as, + ¢(X1) ou c(X3) €
H!' (Qx,) (resp.c(X1) € H'(Qx,)) est une constante supportée sur les di-
viseurs exceptionnels de X, (resp. de X;). A ce moment la on doit
avoir la variante suivante de 3.1: Supposons ag, > 0,a5, > 0; alors pour
te R, t — +oo,e” frl 17 (emy by )1 f7e(Xa) 0 dés que f : P! — X, n'est
pas un revétement d'une courbe rationnelle P,la,s C X, fibre de 'une des
applications 7,5 : D, — C;s de 1.7. On doit donc pouvoir prouver que
I'accouplement de Yukawa sur X ; := miroir de (X2,t(ag, + as,) + c(X3))

converge vers une forme cubique isomorphe & la forme sur H'! (Qx,):
. 3
(321) U — 'U3+ Z e_fp] fk,r,s(C(X2)) (/ f;,r’sv> xn(fky’r’s)
X2 fk,r,s:Pl_’P}- s P

ot fkrs est la composante de I'ensemble des applications holomorphes de p!

dans X, donnée par les revétements ramifiés de degrés k de P} . Evidemment
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il faut pouvoir donner un sens & la somme de cette série. On peut utiliser pour

cela le résultat de Aspinwall et Morrison [4], et le lemme suivant :

3.3 Lemme: Pour une déformation générique X} de X», et pour g(Ca,) >
1, les courbes rationnelles obtenues par déformation de P}, consistent en
exactement 2g (Cs ) — 2 courbes rationnelles P C X, de fibré normal
Nps X5~ Opi(—1) @ Op: (—1).

Démonstration: On reprend les notations de 1.16. X5 est la désingularisa-

tion du revétement double de P! x Ts, ramifié le long de la surface d’équation

A2F2 =0 ou A2 c HO (OP1(4)) et F2 € HO (—2[(’[‘2). Soit Cz = UCZ’SI

la courbe d’équation Fy, = 0 dans T>. C5 s est une composante de Cs.
L’application composée: H® (—Kr,) — H®(Qc,) — H° (Qc,,) est surjec-
tive, et il existe donc Gy € H®(—KT,), telle que pour chaque s tel que
g(Ca) > 1 la restriction de Gy a Cy, ait exactement 2g (Ca,5) — 2 zéros.
Soit By € H (Op:(4)) générique. On vérifie facilement que pour ¢t € C assez
petit, la surface d’équation Ay Fy + tB2G3 est singuliere seulement le long de
Ay = F» = G5 = 0 avec des singularités quadratiques ordinaires de rang 3
(nceuds) aux points de pg » X Ca,s N {G2 = 0} pour g(Cas) 2 1, et avec des
singularités quadratiques ordinaires de rang 2 le long des courbes p, X Ca,
avec g(Ca5) = 0. On pose t = v2 et on consideére la variété de dimension
quatre W obtenue comme le revétement double de P! x T'x A (A un petit
disque, muni de la coordonnée v) ramifié¢ le long de I’hypersurface d’équation
AyFy + v2ByG3. 1l n'est pas trop difficile de montrer que W admet une

désingularisation W, satisfaisant:

i) les fibres de I'application naturelle W 5 A donnée par la coordonnée

v sont lisses;

ii) pour v # 0 77 1(v) est une désingularisation du revétement double
de P! x T ramifié le long de la surface d’equation AsF» + v2B,G3, obtenue
par éclatement des courbes singulieres p, x Co s avec Co g rationnelle et par
petite résolution des nceuds au dessus des points p, x Co s N {G2 = 0} pour
g(Cas) 2 1.
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iii) 71(0) est isomorphe & X.

On a donc montré que dans 77! (v) les courbes P, ; sont remplacées par
les 2g (Cs,s) — 2 courbes exceptionnelles de la petite résolution de W,, pour
g (02,3) > 1.

3.4. Par le Lemme 3.3, et par le résultat de Morrison et Aspinwall, on peut
faire alors n (fr,rs) = 29 (Ca2,s) — 2 pour tout k > 1 et 29 (Cys) > 1, dans la

formule 3.2.1. On admettra que ceci reste vrai pour g (Cs,) = 0.

On peut alors pour les valeurs adéquates de c(X2) assurant la conver-

gence de la série, remplacer 3.2.1 par :

Yy v v?

X2

+3(29(Cos) ~2)e fﬂ,f(x”/(l—e_ f'%sc(xﬁ) </P u)3

T8

3.4.2

3.5. La forme 15 est facile a décrire dans la base @ (D2.,.s) QD H? (T2, Q)®
(r:8)

H? (E,,Q) de H?(X,,Q) compte-tenu de 0 = / a = B, pour
P PL,

1
T8

a € H*(T3,Q), B € H?(E,,Q), et /Pl [Dy . o] = 0, pour (r',s") #

8

(r, s),/ [D2,rs] = —2. Du Lemme 1.11, on tire immédiatement :
P%‘,s

(3.5.1)
Py(d+a+8) =
_fP] o X2)

Zr,s di,s |:(D2,r,s)?))( -8 (29(02’3) _ 2) 6_ jwlr,s C(Xz)/ (1 e 1, >:|
+3(d%a) x + 3(a?B) x

ot d=" dy.Dars.

T,8

3.6. D’apres 1.11, on a D3 = 8 — 8¢(Cs), et I'on voit donc que le

2,r,8
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. - e(X2) - o(Xz2)
premier terme s’annule pour e Prs / (1 —e f"ivs = ——é—, c’est-

NPT - ,,.LSC(XZ) _ . . . _
a-dire e 77 = -1, soit [p, c(Xp) = im, ou encore: c(X3) =

—in/2 ) [Da,rs].

Pour cette valeur de la constante c¢(Xs) laccouplement i, prend la

forme simplifiée :
3.6.1 Yh(d+a+p8)=3 (d2a)X2 + 3 (d?8)

Or d’aprés la proposition 1.17 c’est précisément la forme générale
de laccouplement de Yukawa 1) pour X;, puisque l'on a dans la base
@(rsf)HO(chs )@ H' (Qs,)” @ H' (Qp,) de H' (Tx,) 1 ¢ (w + us, + ug,)

=3 (v'(w?)us,) +3/ ug, - /us,etque

rang @ (Dg.rs) - C =4N, = 4N] =rang @ (Qcy.s7)
(r,s) (rys)

rang H? (T,C) = 10+ Ny — Nj = rang H' (Qs,)” .

On continue désormais en supposant dans ’hypothese 2.23 que c(X») =

—in/2Y Dy

3.7. Il reste maintenant & raffiner 3.6, en montrant que les accouplements 1/,
et 1 deviennent bien isomorphes "4 la limite”, ¢’est-a-dire lorsque la structure

complexe sur X; dégénere, ou lorsque la forme ag, de X, tend vers l'infini.

On reprend d’abord les notations de §2, et on étudie la différenticlle de
M, : D, — D) (cf. 2.14), et sa compatibilité avec les formes d’intersection
sur TDy() = wb/{w) et TDy ) = H' (Q,)T, ot n = M;(w). On a:

3.8 Proposition: Soit n = M;(w), et pour ¢t € Rt soit w, = M (tn). Alors
lorsque t tend vers 400, w; converge vers o’ — ', et convenablement multipliée,

la différentielle (dM),, tend vers un isomorphisme (¢’ — B (o = ) =~
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H'(Qs,)*, compatible avec les formes d’intersection.

Démonstration: On reprend les notations de 2.10. 2.13. On a donc
we = Md' + B+ x € P(Qu) = P(Qy), et tn = (AN —p))x, avec:
A2 —p2+1=0.

Soit 7 = ex; on a donc: Aj — pp = —ite et A\, 4+ pf =
A= 3 (& —ite) ety = 3 (7= +ite). Lorsque ¢ tend vers +oo, — (5

converge donc vers o/ — 3.

On calcule maintenant la différentielle dM,(y : dw — dn, avec dw €
wt/{w), ot wh est Porthogonal de w dans H2 ($;,C)”. Ona XN = w-o/, y' =
—w- B, et n =1i(N — u')x. En différentiant ces relations, on obtient:

381 dw = dNo' 4 dp/'B' + dx,dN = dw-o',dy = —dw -3, dy =
i(dN —dp)x + (N — p')dx; dou:

382 dnp = i(d\N — dp)x + i(N - p)(dw — dNo' — dy/B'). Soit u =
(W + X)) (o +B') + x € wt; alors I’espace engendré par u et QZ, orthogonal
de Q. dans H?(S;,C)", est naturellement isomorphe & w/w, et 'on a en

appliquant 3.8.1 et 3.8.2.

3.8.3 dMj,\(v) = i(N — p')v pour v € QL et
(w) w

AMy(wy(u) = i(A" = p)u+i(u- o +u-B)x —i(N - ')
((w-a')-a’=(u- ) B) = i(N = ') u=((0'+ X )/ +(u'+ X)B).

Ceci fournit encore:

3.8.4 i(/\,—l_lﬂdjwl(w)(v) = v, pour v € QL et i(—/\,l_—”,)dMl(w)(u) =u-— (4 +
)\,)(O/-{-ﬂ/).
Faisons maintenant 7; = tn avec t — +oo0, et soit w, = M ! ().

On a alors A} + pj = == — 0, u;, — x, et par le calcul précédent

1te
—(%)w—»a’—ﬁ'.
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<ut, Qj) converge donc vers < X, Wj), qui est naturellement isomorphe a
(o = 8"/
(o/ — B'), par linclusion (x,W}) C (o/ - ﬂ’) et par 3.8.4 (A, 7 )dMl(wt)
converge vers l'isomorphisme composé: (o' — gt /(o - ~ (X, Q5) =~
H?(5;,C)” N Pt = H?(S;,C*) ~ TD;. 1l est clair que cet isomor-
phisme préserve les formes d’intersection sur ces espaces, induites par celle

de H?(S;,C)”. La proposition 3.8 est donc montrée.

3.9. La proposition 3.8 montre que la différentielle de I’application miroir,
restreinte au sous-espace H! (Tg,)® H' (Ts,)t de H* (Tx,) et & valeur dans
H'(QE,) ® H' (Qs,)" C H'(Qx,) converge, & condition de prendre la
limite dans le précisé en 3.8, vers une application transformant la limite de
Paccouplement de Yukawa t de Xi, restreinte & H' (Tg,) ® H' (Ts,), en
Vaccouplement 1), de 3.6.1 sur H' (g, ) ® H* (Qs,)*, lorsque as, “tend vers

Vinfini”.

Il reste maintenant & étudier le comportement asymptotique des ac-
couplements de Yukawa du type v(w,w,us,) (ici ¢ est la forme trilinéaire

associée a ¥, w € @Hl (Qc,,), us, € H (f2s5,)7). On ne fera pas cette

(rs)
étude en considérant des limites du type as, — tasg,, t € R,t — +00, mais en

construisant des dégénérations adéquates de Sy; pour compléter ce travail il
resterait encore & montrer qu’on peut réaliser la limite 3.8 et les limites 3.10,
3.14 en méme temps. De plus les propositions 3.13, 3.17, 3.19 ne donneront

une confirmation du fait que ¢ devient isomorphe & 5 “a la limite” que dans

les cas ou C; = Ucl,s n’a pas de composantes rationnelles et sous des hy-

pothéses géométriques supplémentaires sur T;. (cf. 3.20.1). On va d’abord

étudier le comportement de I'application v’ (1.14.1) lors d’une dégénération
de Lefschetz de la courbe de ramification C; C T, telle que la fibre centrale
ait p nceuds imposant les conditions indépendantes & H® (=K, ). On utilisera

pour cela le lemme 1.15.

3.10. Soit F} € H® (—2Kr,) définissant une courbe ayant p nceuds g1, -, ¢p

imposant des conditions indépendantes a H® (—Kt,).
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Soit F{ € H® (-2K7,) telle que F{(g;) # 0.

Pour t petit, la courbe C} d’équation Fy + tF] est lisse; soit ¢ = v?,
et soit X 5 Ty x A le revétement double de 7} x A ramifié le long de la
surface d’équation F; + v?F]. X a des nceuds au dessus des points (g;,0),
et un choix de petite résolution en chacun des nceuds fournit une application
lisse X 5 T x A. La fibre centrale X’o est la désingularisation minimale
de Xy et admet une involution i} dont le quotient est I’éclaté de T aux
points g;. On a H? ()20, Z) ~ H? ()?v, Z) mais sous cet isomorphisme on a :
H? ()/(:v, Q)il = H? ()?0, Q) B @ [F,.] Q ou E,, est la courbe exceptionnelle

1y
de Xy au dessus de g¢;.
Ici 7; est I'involution générique de X, au dessus de T3. Sur A, on a

le fibré vectoriel H!:! de fibre 'H(l;é ~ H! (Q 2 ) et le sous-fibré H11™ défini

sur A* par 7-((11;1)_ = H! (Q)? )_ se prolonge naturellement en H%1™ C H1!
v/

(0) Xo

2

tel que HY' ~ 1 (QA )_ ® @ [Eq;] C, ou [Ey,] est la classe de E,, vue
comme un élément de H?! <Q)A( )

Soit (wy),ca une section partout non nulle du fibré H*% sur A de

fibre H(ZI’)(; = H° (Q%v) Pour P € (-2K7), on définit une section @p
de HM' sur A* par pp(v) = v.(P), ou v, est l'application v’ de 1.14.1,
pour la courbe d’équation F; + v?F}, et pour w = w,. Par le lemme 1.15,
wp(v) est la projection dans H' (Q )?v); de la classe de la forme méromorphe

Pw,/ (Fi + v*F]) sur X,. On a le lemme suivant:

3.11 Lemme: i) Si P s’annule en ¢;,Vi € {1,---,p},op se prolonge

holomorphiquement en 0.

ii) De plus si P s’annule doublement en ¢;, ¢p(0) € H! (Q)?o) , et
7
ep(0) = v§(P), ou v est Iapplication v’ de 1.14.1, pour la courbe normalisée

T C )/(\0, qui est la courbe de ramification du revétement double )/(\0 — ﬁ, et
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pour la deux forme wq. (Pjco est alors considéré comme une section de Q%?)
1
1

iii) en général vpp se prolonge holomorphiquement en 0, et il existe
un isomorphisme naturel @res,, : ®H® (O, (-2Kr)) ~ ®H® (O;) tel que
vpp(0) = ZrESQi (qua) [Eq.]-

i
Démonstration: Au voisinage de ¢;, on pose f; = Fi/F]{. On peut trouver
des coordonnées locales z,y pour T}, telles que f; = —(z? + y?). Alors, au
voisinage de (g;,0), X est décrit par I’équation u? = — (22 4+ y?) +v?, dans des
coordonnées (u, z,y, v) paramétrant un ouvert de C* centré en 0. La famille de
formes méromorphes pw,/ (Fi + v?F} ) fournit une famille continue de deux-

formes fermées sur les ouverts X\B N X,, ou B est un voisinage dans X de

la surface de ramification U C?. Donc si (7y),ea st une famille continue de

1
classes d’homologie supportées en dehors de BN X, f% Pw,/ (F1 + v2FY}) se

prolonge continiiment en 0, et f7 vPw,/ (Fi + v?F]) tend vers 0 avec v.

D’autre part. Hy (X,,Z)” est engendré par les classes supportées sur
X, \B N X, (pour B petit) et les classes des spheres évanescentes 52 (v),
décrites dans les coordonnées (u,z,y,v) par: u = vug,T = VTg,Y = VYo, avec
o, To, Yo Téels et u + 3 + y2 = 1. La limite de S2,(v) est égale a la classe
de E,, dans H 2(Xo,2). 52 (v) est aussi homologue au contour suivant: on
remplace S2,(v) par la réunion T, (v) de S7,(v) N |uo| 2 3 et de I'ensemble
{(u,z,y,v)/u = (v/?)ew’,x = veilzy, xy réel, y = velly;,y; réel avec 0,0’ €
[0, 7] et % (av% + y%) =1- %621.9/}, qui est une partie d’un fibré en cercle au
dessus du cercle évanescent de C7, décrit par: v =0, = = vz, y = v¥1,21, N
réels, et 22 4+ y? = 1. T,,(v) est construit pour éviter 'ensemble {u = 0}. On
vérifie facilement que, au voisinage de ¢;, on a w, = @% ou ¢ est une

fonction non nulle. Il reste & montrer:

N bdx N d YRR
3.11.1 i) si ¢(x,y) s’annule en 0, / ﬂ?ﬂ a une limite finie quand v
Tgi(v) u
tend vers 0, nulle si ¢ s’annule a 'ordre 2.

ii) si ¢(0) # 0, / wpdz A dy a une limite finie non nulle lorsque v

3
s u
llu(v)
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tend vers 0.

3.11.2 i) peut se montrer en supposant que 1 est homogene de degré 1 ou 2 en

z et y. Comme les Ty, (,) sont isomorphes par la multiplication par v, on voit

YdzAdy

=37 est constant, tandis que

immédiatement que dans le premier cas fT o
q4(v

dans le second cas + fT M est constant.
7;(v) u

dz Ad
Pour 3.11.1 ii), on suppose ¢ = 1, alors v/ ¢_¥ est constant.
Toy Y

dr ANd .
Pour voir que v / T est non nul, on se place dans le quadrique

Tyi(o u?

projective de dimensionq'(d)eux Q d’équation U? + X2 +Y? = V2 dans P3
de coordonnées homogénes (U, X,Y,V): elle contient la quadrique affine
u? + 2% + y2 = 1 et on vérifie que d—”;\c,—da engendre H'! (QQ)prim, ce qui
se montre par la construction 1.15 appliqué au revétement double Q —
P2, (U, X,Y,V) — (X,Y, V), tandis qu’il est bien connu que $?(1), donc T'(1)
engendre H,(Q,Z)PHim,

Le Lemme 3.11 résulte de 3.11.1 de la facon suivante:

i) si P s’annule en zéro / Pw,/ (F1 + V2 F! ) a une limite finie pour 7,
supportée dans X,\B N X,, et aussi pour v, = T, (v); donc ¢p se prolonge

holomorphiquement en zéro.

ii) si P s’annule doublement en zéro, on a hm / Pw,/ (F 1+ vQF')
q (v)

0 = / ©p(0), tandis que par la définition de v}, (cf 1.15) on a hII(I]
E,,

f Pwv/ (F1 + v F]) = f,m op(0) = fam vy(P) pour (Yv)pea une famille
contmue de classes d’homologie supportées dans X,\B N X,. Comme
qu_ vo(P) =0, on a donc pp(0) = v4(P).

iii)  lisomorphisme  @Res,, est fourni par 3.11.1 ii)
Pg +— -1 (P/F (gi) x UfT - d’”—’\‘iﬂ)_ On a alors qu; op(0) =

ud

—2Resg, (P), f ¢p = 0 pour vy supportée dans Xo\B N X,. Ce qui mon-
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tre 3.11. iii).

3.12. On travaille encore avec les hypotheses et les notations de 3.10. On
note Ay (respA,) le disque de coordonnées w(resp .v); soit p = Ay — Ay
le revétement double donné par v = w?. Sur A, on a la famille de courbes
¢, 5 A, de fibre C?. On a aussi les fibrés F = R°m, (k*(-2KT,)), ol
k:C, — Ty est l’application naturelle, et !!~. Notons F' le fibré vectoriel
sur A,, défini comme le noyau de l’application d’évaluation composée de

F = HO (—21(T1|C;>) et de H° (—2KT1|CS> — @ (0, (~2K1y)). Daprés

3.11, l'application v = (v,),ca+ Se prolonge enl une application que l'on
notera encore v/ : F' — H'". On en déduit donc aussi une application
Vi p*F' — (HY'7). Considérons maintenant sur A, la famille prCl ™5 Aw,
et soit G le fibré vectoriel RO7¥ (k¥* (—Kr)), ou k¥ = kop : p*Cl —
T,. Notons G’ le sous-fibré de G défini comme le noyau de 'application
d’évaluation, composée de G — H° (—KT1|c]°> et de H® (—KT”C;)) —
@HO (O, (—K7,)). Lapplication naturelle donnée par le produit: p :
5129 — p*F induit alors une application: p' : S5%2G" — p*F’, et 'on a une
application composée " = v/ op' : §*G" — p*HVY . Pour w # 0, d’apres
1.14, on a pour 7,7 € Gl ~ H®(Q xcr) et o € ’H(l;;)_ ~ H'(Qx,)”
Pégalité: ¥ (n,7,a) = 1’ (n®7) X, @ ol P, est la forme trilinéaire associée

a Paccouplement de Yukawa sur X o := £ 7Xw / ( j:ﬁ]).

Les accouplements /g (0 ®Y0) ~5. 00, Pour 7m,% € G, et g €

H! (Q )70> ® X (E,,) - C décrivent donc une limite des accouplements 9.
Cette limite est complétement décrite dans la proposition suivante:

3.13 Proposition. G} est isomorphe a la somme directe Gy @Y, Cq, ot

Gl ~ Ker H° (—Kﬂc?) — @ (=K71q;) et pour no = ng + Za’li € Gg, ol

ny € G et ag, €C,on a

iy (1§2) = vh (062) + Y o, - Ea.
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Démonstration. Choississons des éléments f; € HO(-K7,) tels que
fi(gi) # 0,fi(g;) = 0, pour i # j. Alors G’ admet une base de sections
holomorphes donnée par w - f; pour i = 1,---,p et 1 x g pour g € G (on
considére G’ comme un sous-fibré du fibré trivial H? (—=K7,) @ Oa,). GY et
(w - f;), donnent une base de Gj. Pour g € G, g s’annule doublement en Gss
Vi, et donc pfy (92) = v{(g?) par 3.11. ii). Pour g € G§,i =1---p,gf; sannule
en ¢;,Vj, et donc par 3.11.i, ii_I% v, (wg - fi) = 0, soit ug (g - (wfi),) = 0.

De méme, si i # j, fif; s’annule en ¢4, V&, et donc lirr% v, (vfi- fj) =0,
w—

soit g ((wfi)o (wfj),) = 0. Enfin on apouri=1,---,p, Ho ((wf,-)gm) =1£'-r£10

v’ (ff) = Resq, (f?)-E; par 3.11.iii, ce qui montre 3.13, & condition de choisir
de facon adéquate I'isomorphisme @ (wfi)y-C =~ @ (wfi)Cy,.
i i

3.14. On va maintenant considérer un type complétement différent de
dégénérations de S;. On suppose dans ce qui suit que la courbe C; de
ramification de ¢ : §; — T} n’a que des composantes elliptiques. C, peut
avoir une ou deux composantes dans ce cas, d’aprés 1.1.1, et dans la suite
“cas 1” et cas ii, signifient que la premiere, ou la seconde de ces conditions

respectivement, est satisfaite.

Dans le cas i), h® (=K7,) = 1 et le diviseur de P’unique section o de
—K7, est une courbe elliptique connexe, qu’on supposera lisse. Dans le cas
ii), h° (=Kr,) = 2, et le diviseur d’une section générique o de —K'7, est une
courbe elliptique connexe et lisse, puisqu’en particulier chaque composante de
C appartient a [~K7,|. Dans les deux cas on choisit o telle que V(o) =: E,
est lisse elliptique connexe et ne rencontre pas C;. Soit F}, € H° (=2K7,) une
équation pour C;. Soit A un disque de coordonnée ¢. La surface C d’équation
02 + tFy dans T} X A est lisse. Soit @ : X — T} x A le revétement double
ramifié le long de C. X est lisse, 7 : X — A est lisse au dessus de A*, pour A
petit et ses fibres sont des surfaces S{ — T7 comme ci-dessus. Pour ¢ = 0, X,
est la surface a croisements normaux obtenue en récoltant deux copies de T} le
long de E,. Sur Xj I'involution de X agit en inversant les deux composantes
de Xj,.
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Pour t # 0, on reprend la notation v, : H° ("ZKTII(J;) — H! (QS})

de 1.14; la proposition suivante décrit le comportement asymptotique de
(V)iea-
3.15 Proposition:

. . 1,1 . .
i) Le fibré HI? sur A*, de fibre H,; ~ H! (QSI> s’étend en un fibré
HUL sur A, tel que Uinvolution (it),cx. sur H! s'étende en une involution
iy sur M1, et que la forme d’intersection (i}), non dégénérée, donnée par la

dualité de Serre sur H;"' ~ H! (Q 5}), s’étende en une forme d’intersection

N 1,1 1,1”
non dégénérée sur My, et Hy' , qu'on notera ( ).

ii) Pour P(t) une section holomorphe de H 0 (-2K7T,) ® Oa, telle que
P(0) # 0 soit un multiple non nul de o®,vi(P(t)) € H}' s’étend en une
section holomorphe de HU1™, et v (P(0)) satisfait: (vg(P(0)),75(P(0)))o =
0,15(P(0)) # 0.

Démonstration: (cf. [28]) On considéere sur X le fibré vectoriel de rang
2 Qx/a (Log Xo) := Qx (Log Xo) /7" (Qa (Log0)); En coordonnées locales
X est décrit par u?> = o? + ¢, ol o est une coordonnée sur Tj, u une
coordonnée sur X: posant £ = u — 0,y = u+ o on a donc zy = t.
Qx (Log Xo) est engendré localement par df, iy}i et dz, ou z est une coordonnée
supplémentaire sur Tj, tandis que Qa (Log 0) est engendré par #. Donc
Qx (Log Xo) /7*Qa (Log 0) est engendré par . %E,dz, avec la relation 4 +
iyu = 0. Pour t # 0, on a Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0),x, = st et sur A*
on a HY! ~ Rlm, (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0)). On vérifie facilement que
sur Xo ~ TiUg, T? on a: Qx (Log Xo) /7*Qa (Log 0)|T11 ~ Q1 (Log E;) et
Qx (Log Xo) /m*Qa (Log O)le =~ Q72 (Log E,). On a donc une suite exacte:

3151 0 — (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0))
o — Q1 (Log E,) ® Qg2 (Log E) — Qr, (Log Eo) g, — 0.
Comme H° (Q'I'll (Log Ea)) = 0, on en déduit
H°(Q2x (Log Xo) /7" QA (LogO))IXO =0.
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Comme le faisceau dualisant de X, est trivial et que le déterminant de

Qx (Log Xo) /m*Qa (Log0) est également trivial on a aussi
H?(Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0)),x, =0
donc H' (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log 0)),x, est constant et
HY! = R'7, (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0))

est localement libre et fournit I’extension cherchée de Hi’l. Clairement

linvolution 4 agissant sur X au-dessus T} x A agit sur
Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0)
et donc aussi sur K1,

Finalement, comme le fibré dualisant relatif de X/A est trivial,
et que R'm, (Qx (LogXo)/m*Qa (Log0)) est libre de fibre
Hyi' = H* (9x (Log Xo) /7*Qa (Log 0)x,) ¥t € A, la dualité de Serre rela-
tive fournit H!-! ~ (H11) Y. Ceci montre 1), avec I'information supplémentaire

suivante:
3.15.2: Hy" = H* (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log 0),x,)

Pour montrer ii) on utilise la description suivante de v} (cf. preuve de
1.15). Soit C{ C S} la courbe de ramification du revétement double S! — Tj.
En utilisant I’application 7} qui agit sur 0%, ci» On obtient une décomposition

canonique:

3.15.3: Qo

sion naturelle: H? (—2KT1|(:;) — HO° (QS; (_KTl)|C;) qui composée avec le
cobord
d:H° (QS; (_KTl)|C;) — H! (QSI) associée a la suite exacte: 0 — Qgt —

Qst (K1) — Qs (—I"Tl)w; — 0 fournit v;.

v . . . . .
o~ QCI @ (Nél) ~ —I&T],C} @ K7,|c:. Ceci fournit une inclu-

Pour mettre cette construction en famille, on considére dans X la surface

d’équation u = 0, lieu de ramification de ¢ : X — T} x A. Cette surface est
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clairement isomorphe a un voisinage de F, dans T;. L’involution ¢ de X agit

sur 2y (Log Xo) /m*Qa (Log0)(,—¢; ce qui fournit une décomposition:

3.15.4 Qx (Log Xo) /7*Qa (L0g0)|{u=o} ~ L, @® Ly ou L; et Ly sont des
fibrés en droites sur {u = 0}. Par restriction & la courbe C} d’équations
u =0, 02+ tF; =0, 3.15.4 induit 3.15.3. Cependant on vérifie facilement
que Ly ~ Orp,,Ly ~ Or,, (et non pas Ly ~ —Kr,,L, ~ Kr,), de sorte
que la restriction de 3.15.4 & C} ne fournit 3.15.3 que modulo 'isomorphisme

Oct ~ —K7,|c: fourni par o € H°(-Kr,).

3.15.5 Considérons la courbe ES C {u = 0} définie par 02 = 0. On peut
aussi l'identifier & un diviseur de Xy, faisant partie du systéme linéaire |- K, |
sur Xp, puisqu’elle est décrite par I’équation v = 0 dans X,. Alors 3.15.4,

restreint a ESQ), fournit:

Qx (Log Xo) /m*Qa (Log O)IE(Z) ~ O & O, d’ou une application:

jo : H° ((—KTI)IES,n) - H ((QX (Log Xo) /7*Qa (Log0) (“KTI))lES”)

donnée par I'inclusion du premier facteur; finalement la suite exacte:

0 — (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log O))|Xo
= (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0) (—K1y)))x, —
(Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0) (_KTI))|E5,2) —0

fournit :
9o : H* ($2x (Log Xo) /7*Qa (Log 0) (=K ) pen) ) —
— H' (Qx (Log Xo) /7*Qa (Log 0) (— K713y, )
d’otl finalement une fleche
vy =00 0o HO (— Ky pen ) — H' ((x (Log Xo) /7" (Log0)),x, )

qui par ce qui précede est la limite des fleches :

vioo: HY (~Kpyc;) % B (~2Kr, ;) ¥ (2s:).

317



C. VOISIN

3.15.6. On termine la preuve de 3.15. ii)

Soit P(t) = ao? + tQ(t) une section de H® (—2Kr1,) ® Oa. Alors
%P(t)w; converge vers ag € H° (—I{TllEf,z))' On en déduit que }1_{%

vi (P()icr) = vi(ao).

Notons que ao € Ker (_KT1|E(2)) — H° (_KTllEa) donc
Jo(ao) € [Ker H° ((QX (Log Xo) /7*Qa (Log0) (_KTI)>|E,‘,2)) —

H° ((Qx (Log Xo) /7*Qa (Log0) (_KTI))IEU)J o~

H ((2x (Log Xo) /m*Qa (Log 0) (—K7,) 5, ) -

Notons jj(ac) € HP° <(QX (Log Xo) /7*Qa (LogO))IEU) I'image de

jo(ao) par cet isomorphisme. Considérons la suite exacte: (cf 3.15.1)

0 - (QX (Log Xo) /7*Qa (LOgO)|Xo) -

3.15.7
Q1 (Log E, ) Q12 (Log By ) — (Q2x (Log Xo) /m*Q (Log0)),g, —0.

Elle donne
8« HO ((QX (Log Xo) /7*Qa (Log 0))|E,) —

H! ((QX (Log Xo) /m*Qa (Log 0))|x[,)

et il immédiat de montrer que :
o o jo(ao) = 9 (jo(ao))
dans
H' ((9x (Log Xo) /70 (Log0))yy, ) -
On a donc: tlirr(l) v, (P(t)lci) = 0} (jo(ao)). Comme il résulte de
3.15.7 que & est injective, on a & (ji(ao)) # 0, pour ¢ # 0. En-
fin il est facile de vérifier que &j (jo(co)) est de self intersection 0 dans
H! ((QX (Log Xo) /7*Qa (Log()))!xo) pour ( ), donnée par la dualité de

Serre. Donc 3.15 (ii) est prouvé.
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3.16. On utilise maintenant la proposition 1.17 et la proposition 3.15 pour
étudier la limite des accouplements de Yukawa sur X} := E; x St/ (j1,%),
du type ¥(w,n,y) pour w € H' (Q% ),n,v € @, H® (Qprxcl‘)’ lorsque S}
dégénere comme en 3.14. On considére d’abord le cas i). On a d’abord en
reprenant les notations précédentes, la conséquence immédiate suivante de

1.17 et 3.15.
3.17. Proposition:

(Cas i) Soit (w;),c, une section holomorphe de H™'" sur A. Soit o le
générateur de H® (—Kr,): alors ojct est un générateur de H° (ch) o
(—KT”C;), pour t # 0, et donc o = (ap,0,-++,ap,0), pour ap_ € C peut
étre considéré comme un élément de €, H° (Qper}) pour t # 0. On a alors
lim ¥ (wi, ) =3, a2 {wo, v§(0?)), ot wy € HY' vh(0?) € Hy' est défini

en 3.15. ii, et est non nul de self intersection 0.

3.18. Le cas ii) est un peu plus compliqué: les courbes C! ont alors
deux composantes, et il est naturel si lon veut obtenir une limite cor-
recte de ’accouplement de Yukawa de z!, de les ordonner en passant a un
revétement double de A, c’est-a-dire a un disque A, muni de p : Ay, — A
donnée par t = w?. Alors Péquation % + tFy peut s’écrire sous la forme
(0 4 we1(w)) (0 + wpa(w)) ot pa(w), p1(w) € H® (—K7,) sont holomorphes
en w. C¥" est la réunion de C}’, (décrite par ’équation o + wpr(w) €

HO(—Kr,) et C}, (décrite par I'équation o + wipz(w)).

Alors o+ w‘rQZ(w)IC}”,l est un générateur de H (—KT] lcy, ), et s’annule
sur C¥, de sorte quil est naturel de lidentifier a un générateur de

H° (QC;”,I) Cc H (ch'f1> o H° (Q(J{ﬁ2> ~ H° (Qc;u). On a donc une trivial-

isation naturelle de EB H°(Q,, x CP,) (our€{l,---,4},s € {1,2}, donnée

(1-53)
par:

o= (amaha;ﬂhz’ e 7ap4,1’0‘p4,2) - § Ap,.s (U + w(fgs’lclwsxpr>
(r,s)

ouns =2pour s=1,¢ =1 pour s =2.
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La proposition 3.15 et la proposition 1.17 donnent alors immédiatement

(avec les notations de 3.16):

3.19. Proposition: (Cas ii) Soit (X;),c une section holomorphe de H!:1™.

Alors on a hn%) Y (xe,a,) = Zaf,hs (x0,v0(0%)), ot vj(c?) € Hy'
(r,s)

satisfait: v5(c?) # 0 et (v5(0?),v5(0?)), = 0.

3.20. On va maintenant rassembler les résultats 3.13 et 3.17, 3.19. On fera

I’hypothese suivante sur 7;:
3.20.1
i) C1 n’a pas de composantes rationnelles.

ii) Si C; a une composante de genre > 1 (donc C) est connexe par
(1.1), C; admet une dégénération de Lefschetz sur une courbe Ci, dont la

normalisée C o est elliptique et connexe.

i) Soit T, la surface obtenue en éclatant les nceuds g; de C; alors
I'unique section de —K 7 définit une courbe lisse E,. On a alors sous les
hypothéses 3.20.1:

3.21. Théoréme: Si g(Cy) > 1, considérons une dégénération de Lefschetz
de C; comme en 3.2 ii; puis faisons dégénérer la courbe 5;) sur 2F,, comme
en 3.14. Si C} a deux composantes elliptiques, faisons dégénérer C; sur 2F,,.
Alors quitte & passer a un revétement ramifié de la base de la dégénération,
l'accouplement de Yukawa 1 de X; = Elf;Sl / (J1,71) admet une limite
naturelle, qui est isomorphe (comme cubique) a la forme d’intersection
corrigée 14 sur H' (Qx,), et l'isomorphisme M : lim H? (9%,) — H' (9x,)

qui transforme lim ) en v, peut-étre choisi de la facon suivante:

- M induit: @D H® (Qp,xc,) S @) (Drw) C,¥r € {1,---, 4}

Sl

- M induit H° (Qp,) ~ H' (Qg,) et H' (Qs,)” ~ H' (Qs,)", le dernier

isomorphisme étant compatible avec les formes d’intersection.
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Démonstration: Dans le premier cas en faisant la synthese de 3.13 et 3.17,

on voit qu’il existe (aprés passage & un revétement ramifié de la base), une
N;-1

limite naturelle de @HO (Qp, x Cs) isomorphe a @ Cur®C-0, ol
s 1=1,C=1

(o) = H° (_Kﬁ)’ une limite lim H! (2s,)” munie d’une forme d’intersection
limite non dégénérée, et des classes E,,,v(0?) € H'(fs,)” satisfaisant
EZ = —2,u4(0%)? = 0,15(0%) # 0,Eq, - Eg; = 0, Eg, - vh(o?) = 0, telles
que: pour w € limH!(Qs,)” ,n € @HO (Qp, X Cs),n = (ag;,rar), on

r,$

ait (limy)(w,n,n) = <w ZazhrEqi+Za2V6(02) > D’autre part

(limy)(w + 7 + ug) = 3(limy)(w,n,n) + 3(w - w) x y(ug) ol v est une
forme linéaire non nulle sur H° (Qg) (cf. 1.17).

Rappelons d’autre part la formule 3.6.1 qui décrit ¥4 : Y5(d+ x + B) =

3(dX)x, + 306 X)s, - [, B, pour B € H'(Qp),x € H'(2s,)",d =
4,N,
Z drsDsrs, avec la relation (Lemme 1.11) (dzx)x2 =

r=1,s'=

—22 d12",s’ (Csr - X)s,-

Il reste simplement & noter que X; a par hypotheése les invariants N; =
1,N], et X5 a donc les invariants No = Nj, Ny = 1. Donc nécessairement
la courbe Cy a une composante elliptique et N, — 1 = N{ — 1 composantes

rationnelles.

L’existence d’un isomorphisme M transformant lim 1 en 5 et jouissant

des propriétés énoncées dans le théoreme 3.21 est alors claire:

Supposons que la composante elliptique de Cy est la composante Cy y:.

Il suffit alors de faire:
a) M (1,,,) = ﬁDz,r,i pour i = 1,N] =1, M (0p,) = Da, N
b) M (E,,) = Cp; pour ¢t = 1,---,N{ =1, M( 1/(’,(02)) = Cyn15
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puis d’étendre ’application M construite en b) <Eqi,y6(02)> ~ (Cy;) en

un isomorphisme M : lim (Hl (QSI)_> — H'(Qs,)" préservant les formes

d’intersection.

[1]

2]

[4]

[5]

[6]

Le second cas se montre de fagon similaire.

REFERENCES

V.A. Alekseev and V.V. Nikulin: Classification of Del Pezzo surfaces
with Log-terminal singularities of index < 2, and involutions on K3
surfaces, Soviet Math. Dokl. Vol 39 (1989) n° 3 507-511.

P.S. Aspinwall and C.A. Liitken: Geometry of mirror manifolds. Nuclear
Physics B 353 (1991) 427-461.

P.S. Aspinwall, C.A. Liitken, G.G. Ross: Construction and couplings of
mirror manifolds. Physics Letters B, Vol 241, n° 3, pp. 373-380.

P.S. Aspinwall and D.R. Morrison: Topological field theory and rational
curves, Preprint OUTP-91-32 P et DUK-M-91-12.

J.B. Bost: Fibrés déterminants, déterminants régularisés et mesures
sur les espaces de modules de courbes complexes. Séminaire Bourbaki
39eme année 1986-87, exposé 676.

P. Candelas, G.T. Horowitz, A. Strominger, E. Witten: Vacuum config-
urations for superstrings. Nuclear Physics B 258 (1985) 46-74.

J. Carlson, P. Griffiths. Infinitesimal variations of Hodge structures and
the global Torelli problem, dans “Géométrie Algébrique”, Angers, édité
par A. Beauville, 1980.

H. Clemens: Double solids, Advances in Mathematics 47 107-230 (1983).

P. Deligne: Théorie de Hodge II, Publ. Math. L.H.E.S. 40 (1971) 107-
126.

322




[22]

(23]

[24]

28]

[29]

MIROIRS ET INVOLUTIONS SUR LES SURFACES K 3

V.V. Nikulin: Discrete reflection groups in Lobachevsky spaces and al-
gebraic surfaces, Proceedings of the international congress of Mathe-
maticians, Berkeley 1986. 654-671.

S.S. Roan: The mirror of Calabi-Yau orbifold. International journal of
mathematics. Vol 2 1991 439-455.

E. Witten: Mirror manifolds and topological field theory. Preprint
TIASSNS-HEP-91/83

E. Witten: Physics and Geometry. Proceedings of the international
congress of Mathematicians. Berkeley 1986. 267-303.

Geometrie des surfaces K3: Modules et Périodes. Séminaires Palaiseau,
Asterisque n° 126. 1985.

W. Barth. C. Peters, A. van de Ven: Compact complex surfaces.
Ergebnisse der Mathematik and ihrer Grenzgebete 3. Folge Band 4.

Springer verlag 1984.

J. Steenbrink: Limits of Hodge structures. Inventiones math. 31 229-
257 (1976).

V. Batyrev : Hodge theory of hypersurfaces in toric varieties and
recent development in quantum physics. Preprint habilitationsschrift

Universitat—GHS—-Essen.

Claire VoIsiN
URA D752 du CNRS

Université d’Orsay et IHES

323



