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§0. Introduction

Ce travail était motivé initialement par la lecture de [15] et la remarque que les courbes
contenues dans une surface K3 S, telle que PicS est engendré par la classe de C,
possédent des fibrés vectoriels de rang 2, stables, de déterminant égal 4 K, et
exceptionnels par leur nombre de sections. Par exemple, si g est pair, g=2s, le
théoréme 3 de [15] entraine :

0.1. THEOREME. Il existe sur une telle surface K3 S un fibré E de rang 2 stable, tel
que det E=0i(C), cy(E)=s+1, h%E)=5+2.

Utilisant les techniques de [10], [17]), il est facile de voir que si CcS est
générique, C a un nombre fini de g, |L|, sans points fixes, et que pour chacun d’eux
E|. peut s’écrire comme une extension : 0—L—E|.—»K.~L—0, telle que hAEy)=
K(L)+h%K.~L). Cette extension ne peut pas étre scindée (puisqu’il y a plusieurs
gl,, sur C), et fournit une classe e€H'(2L—K.) envoyée sur 0 dans le groupe
Hom (H(Kc—L),H\(L)).

0.2. L’existence d’une telle classe est donc une condition nécessaire pour que C
soit contenue dans une surface K3 S, avec PicS=C. On a évidemment un critére
analogue en genre impair. (Le rapporteur m’informe que cette observation a été
également faite par Mukai, dans un travail non publié.)

Il est alors naturel de se demander si le critére 0.2 est impliqué par le critére de
Wahl [18], (3] :

0.3. THEOREME. Si C est contenue dans une surface K3, I'application de Wahl ¥
de C n’est pas surjective.

(On rappelle (cf [5], [7]) que W A"HYK)—H(KE®) peut se définir comme la
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restriction & A*H(K.)cKer (H(K)®*—HYKE?) de la duale de I’application (@ )y
H\(T®)—-H\T.QTP¢Y), ot @, _ est I"application canonique.)

Une réponse affirmative est fournie dans ce travail sous 1’hypothése que C est
générique au sens de Brill-Noether—Petri (i.e. dim W}(C)=0(g, d, r) pour tout couple
(d,r), et W] est lisse en dehors de W/;™"), qui est naturelle au vu du résultat principal de
[10]. Les résultats précis sont donnés en § 2 pour le cas du genre impair (proposition
2.2) et en §3 pour le cas du genre pair (proposition 3.2). Ce dernier cas nécessite une
hypothése supplémentaire, qui est discutée en §4. Dans ce paragraphe 3, consacré a
Pétude du cas g pair, on obtient par ailleurs des informations précises sur le corang de
I’appliation de Wahl (propositions 3.3 et 3.4).

Le paragraphe 4 est enfin consacré a la discussion du critére 0.2, dont on montre
aisément qu’il est non-trivial pour g pair =10, et g impair =13, ce qui donne une autre
démonstration du théoréme principal de [5] :

0.4. TutorEME. L’application de Wahl W, est surjective pour C générique de
genre =10 ou impair =13.

0.5 Rappels et notations. Soit C<P?~! une courbe plongée canoniquement; soit
P¢~!cP# défini par I’équation linéaire X=0. Une courbe C,cP? est une extension
infinitésimale de C si C, est un schéma de multiplicité deux supporté sur C, localement
intersection compléte, tel que C soit I'intersection schématique de C, et P¢7!, La
donnée d’une telle extension est équivalente a la donnée d’un élément u dans
U:=Ker (H(TE)—H (T, QTP*™"), qu’on obtient comme la classe d’extension asso-
ciée a la suite exacte : 0-—>K51—>QC2®OC—>KC—>0, provenant de la suite exacte :

0-K;'56, —»0.—0.

§1
1.0. On considére dans ce paragraphe la version infinitésimale de la construction
décrite dans [10] :

Soit C=P?~! une courbe plongée canoniquement, et soit C,—P? une extension de C
correspondant 4 un élément u € U. Soit L un fibré inversible sur C, tel que K(L)=2,etL
est engendré par ses sections globales. On définit un faisceau cohérent F; sur C, par la
suite exacte : 0—F,—HYL)®0, —L—0, et on pose : E;=F ®H, od H=0(1),
F,=F,®0, E,=E,®0,=F, ®K_.

F,; et E; ne sont pas localement libres sur C, mais on a :

1.1. LEMME. E; est localement libre de rang 2 sur C.
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Démonstration. Soit c € C, et soit (s,, 5,) une base de H(L) telle que s, ne s’annule
pas en c. s; trivialise localement L, et posant a=s,/s,, fonction holomorphe sur C au
voisinage de ¢, on obtient le diagramme suivant :

0> M —— 0 ——— Oc—0
N 3 W
0—F;,—» HL)® 0, —L—0

ou les deux derniers isomorphismes verticaux sont donnés respectivement par les
bases (s,, 5,) et sy, et oll, pour (f, g) € @Zcz, @(f, 8)=f|c+ag|.. Choisissant une extension
@ de a & C;, on obtient immédiatement un isomorphisme y:I.®0, =M, en posant :
y(f1, 8)=( fl-dgl,gl)EOéz. Comme I¢ est isomorphe comme O -module a O/(—H)=
K;',1.®0, est localement libre de rang un sur C, ce qui montre le lemme.

Les lemmes suivants décrivent plus précisément le fibré E; :
1.2. LeMME. (a) E; est naturellement donné comme une extension :

0->L—-E,—-K.~L->0.

(b) La classe d’extension correspondant a cette suite exacte est égale & Ry-u ot u
est défini en 1.0 et RLEHO(KC+2L) est la section (définie a un coefficient prés)
correspondant au diviseur de ramification de I'application ®:C—P', associée au
pinceau |L|.

Démonstration. (a) Complétant la suite exacte définissant F;, on a le diagramme
exact suivant :

0 0
! i
HL) ®KZ' = H(L) ® K!

i !
0—F, — H)®G, — L —0
l l I
0——-L— HL)®O0,—> L—0

l l

0 0
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On déduit de la premiére colonne la suite exacte :

Tor}, (~L, 6)—> HNW)®K;' > F,®0, ~L—0.

D’autre part, de la suite exacte : 0—>Kgl—>(9‘cz—-> c—0, on déduit immédiatement
Torgcz(@’,;, OC)=KE‘,~d’ox‘1 Tor'(-L,0)=K;'-L.

Enfin, comme F; ® O, est libre de rang 2 par le lemme 1.1, Ker;j est libre de rang 1
ce qui entraine que / est une injection de fibrés vectoriels (sur C), et que cokeri est
isomorphe 3 K;'+L, ce qui donne bien la suite exacte :

0—K;'+L—F,—»—~L—0,

annoncée dans (a).
(b) On a la suite exacte : 0>F L—>H°(L)® Ocz—q»L—>0; considérons le composé
®
5 HAD®O, 5> H()®Q:, "> LOQ;

il est facile de voir que la restriction de 7 4 F; est O”Cz-linéaire et fournit donc, puisque
QC2®L est un O~module, une application v : F, L—)QCZ®L, O linéaire. De méme, de la
suite exacte :

0— —L— H(I)®O. 5 L0,

on tire le composé
®Id
v : H(L)®O, > H(L)®K,. > KAL),

dont la restriction 2 —L fournit une injection O-linéaire v,;:—L—K+L; il est facile de
voir que v; est la multiplication par R;. D’autre part, il est clair par construction que le
diagramme suivant est commutatif :
0—» K '+L —F, —— —-L —0
l vy n
0K '+L— Q. ®L- K +L—0,

et cela fournit immédiatment le résultat puisque la classe d’extension correspondant &
la seconde ligne est égale a u.

1.3. LEMME. On a h"E)=h"(L)+h* (K —L).
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Démonstration. On a la suite exacte de 0 -modules
0—E,—»HL)Y®H—> K +L—0

qui identifie H%(E}) au noyau du produit g HAL)®H(H)—H (K +L). Notant y le
produit HL)®H%K)—H*K +L), on voit facilement qu'on a la suite exacte :
0—H °(L)£> Ker ji—Ker u—0. Enfin, la ruse du pinceau sant point fixe identifie Keru a
H%K¢—L), ce qui donne : h%E;)= dim Ker i=h%L)+h%K .~L). Par ailleurs, reprenant
la démonstration de 1.2 (a), il est facile de voir que le noyau de la restriction r : E;—E;
est isomorphe & —L, et donc r est injective au niveau des sections globales, ce qui

entraine : h%E,)=hL)+h°(K.~L), tandis que la suite exacte établie en lemme 1.2 (a)
donne I'inégalité inverse.

Le lemme précédent montre que la suite exacte de 1.2 (a) induit une suite exacte au
niveau des sections globales, ce qui est intéressant dés qu’elle n’est pas scindée. Le
lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que cette suite soit
scindée :

1.4. LEMME. La suite exacte 0—»L—E; —»K-—L—0 est scindée si et seulement si
il existe un fibré inversible L, sur C, tel que L,|.=L, et les restriction

HYH®L;")— H'K.~L), H%L,— HYL)
sont des isomorphismes.

Démonstration. Supposons que la suite exacte est scindée et soit s: E;—L une

rétraction; considérons le composé § : E . —E Li)L : il est facile de vérifier que le noyau
M de § est inversible sur C, : posons L,=H®M™'; on a le diagramme exact :

0 0

l l

-L = —-L

.
0— M — ELi)L-—>O

J L |
0> Kc~L > E; —-L->0

\ !

0 0

Ceci entraine immédiatement M®O.=K.—L, et donc L,|.=L; d’autre part, de
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W(E)=h"L)+Rr* (K ~L), et de la suite exacte 0—M—E,>L—0, on tire immédiate-
ment : A"(M)=h*K,.—L); de la premiére colonne du diagramme ci-dessus, on tire par
ailleurs I'inégalité inverse et 1’isomorphisme h%(M)=H*K.—L). Enfin il est facile de
voir que le composé M—E;—HYL)®H est une injection de fibrés vectoriels sur C,,
dont le quotient est isomorphe 4 H®L,; on a donc une application surjective
H°(L)®@‘C2—>L2, qui donne A%L,)=2. Enfin comme h%L)=2, et que C est plongée
canoniquement, on a certainement A°(K;'+L)=0, et donc la restriction H(L,)—H"(L)
est injective, et donc un isomorphisme puisque h°(L)=2.

Inversement, soit L, un fibré inversible sur C, tel que L,|.=L, et H°(L,)=H"(L).
Alors L, est engendré par ses sections globales et I’on a le diagramme suivant :

0—L;'—> H(L) ® O, — L,—0.
y II !
0—F—H(L)® 0., — L—0

On en déduit immédiatement une suite exacte : 0—L;'—F;—K;'+L—0 d’ol une
application surjective : F L-—)KE‘+L; le fait que cette application donne bien un scin-
dage de la suite exacte de 1.2(a) se vérifie localement a ’aide d’une trivialisation
comme en 1.1,

§2
Dans la suite, on supposera que C satisfait la condition de Brill-Noether—Petri, c’est-a-
dire que W(C) est de dimension g—(r+1)(g—d+r), et est lisse en dehors de W‘;“(C).

2.1. Pour g impair, g=7, g=2s5+1, la condition de Brill-Noether-Petri entraine que
W, , est une courbe lisse : de plus W', et W2, sont vides, et donc tout élément L de
W1, , satisfait : 1°%(L)=2, et L est engendré par ses sections globales. Soit maintenant
u€ UcHNT®?) : d’aprés le § 1, la donnée de u permet d’associer 4 chaque LE W,,, une
classe ef € H'(K;'+2L), définie & un coefficient prés par ef=R;-u, et envoyée sur 0
dans Hom (H%K .~ L),H Y(L)). On a alors la proposition suivante :

2.2. ProPOSITION. Si e“=0 pour L générique dans W' ,, alors u=0.

Démonstration. On va réécrire d’une maniére un peu différente le lemme 1.4 et se
ramener & la théorie de Brill-Noether classique.

Soit B un élément générique de |K?| et soit C5C le revétement double de C
ramifi¢ le long de B et tel que r,0~O.@K;. On a : K.=r*(K&? et donc
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H\T)=HTE)®H'(T®), ou le premier facteur est anti-invariant pour I'involution
naturelle agissant sur H'(T, ¢) et correspond aux déformations de C qui ne préservent
pas linvolution de C au-dessus de C. Le vecteur u € H'(T$?) définit donc un élément
u€ H'(T ) anti-invariant; la variation infinitésimale de structure de Hodge de C injecte
H\(T;) dans Hom(H"(K ), H'(0p)), et le sous-espace H'(TS?) dans

Hom(H(K%?), H'(0))®Hom(H(K ), H'(KZY),

ce qui composé avec la projection sur le premier facteur donne encore l'injection :
H\T&»— Hom(H%KE?, H(0,)), qu'on peut interpréter comme I'application
H\(Ts)™— Hom(H(K¢)~, H'(Op)"), les symboles + et — désignant les espaces invari-
ants et antiinvariants respectivement pour ’action naturelle de V'involution sur chacun
des espaces considérés.

Il suffit donc de montrer que « va sur 0 dans Hom(H°(KC~)‘,H’(@‘C-)+), sous
I’hypothese de la proposition.

Considérons la courbe r*W! ,cJ***(C). On a les lemmes suivants :

2.3. LEMME. r*W!, est une composante connexe lisse de W_, (C).

2.4. LEMME (cf. Lemme 1.4). Si u satisfait la condition de la proposition, la
déformation u de C induit une déformation de J***(C) qui préserve la sous-variété
r*Wi,,.

2.5. Démonstration du lemme 2.3. Soit LEW! (C); on a hr*L)=2 car
hY(L®K;")=0 par raison de degré. Comme r*W!,, est de dimension un et contenu dans
W,,.4(C) il suffit de vérifier que le corang de I’application

po(r*L): HYr* L)® HY(K s—r*L)— H(K )

est égal a un, puisque son image est I'orthogonal de I’espace tangent de Zariski 2
W,,.4(C) au point r*L (cf. [1]). Mais de K =r*K2?, on tire les décompositions :

HK¢)= H(KJ®H(KEY) et HKe—r*L)=H'(K~L)®H KZ*-L),
et u,(r*L) s’identifie alors a la somme directe des applications
to(L): H(LY®HYK~L)— HYK) et wu3(L): H(L)®HKE*~L)— H(K®?).

La premigre application est de corang un, puisque W!,,(C) est lisse de dimension un, et
la seconde est surjective, car comme L est sans point fixe, son conoyau s’injecte dans
H‘(K?z-—ZL), qui est nul par raison de degré, et parce que g=7.
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2.6. Démonstration du lemme 2.4. L’hypothése e7 =0 pour L générique entraine
e} =0 pour tout L, car h'(K;+2L) est constant, si g=7. Soit & : J***—A_la déformation
de J*** induite par u, ot A, :=Spec Cle)/e?. Considérons le sous-schéma W, ., ,cJ>*,

N

représentant le foncteur qui a un schéma SLAs associe I’ensemble des faisceaux
inversibles L? sur la courbe C,X, S, dont la restriction 2 C est un élément de W, 4O,
dont au moins deux sections s’étendent en des sections de L?. Son intersection avec la
fibre centrale J***a pour composante connexe lisse la courbe r*W! ,, et il suffit de voir
que la différentielle 7, : TWj,,, ,—T A, est surjective en chaque point r*L de W,

Or la théorie de Brill-Noether dit que cela est le cas si et seulement si le vecteur
u€H'(T;) est orthogonal a I'image de u,(r*L) : Ker u,(r*L)—H%K&?) (cf. [4], p. 163).
On a HYKE)=H"KZ*@HYKS*), et bien sir u est orthogonal au second facteur.
Enfin, reprenant les notations introduites en 2.5, on a :

Ker py(r*L)y=Ker u3(r*L)=H"KE*-2L),

et il est facile de voir que la premiére composante de u,(r*L) : HY(KE?*~2L)—HY(K2?)
s'identifie alors au produit par R;. L’hypothése R, u=0 dans H'(K;'+2L) se dualise
finalement en : u est orthogonal & R L-HO(K?Z—ZL), soit par ce qui précede
u € (Imu,(r*L))*, ce qui achéve la preuve du lemme 2.4.

2.7. Fin de la preuve de la proposition 2.2. On veut montrer que u EH*(TC-) va sur
0 dans Hom (H(KE?), H'(0,)). Or le composé a: HAKE)—>H(K¢)—H"(Q...) identi-
fie (HOKZ?) a Kerj*: HU(Qp.)—HY(Q ., 2) du fait que la courbe W!,, engendre
J*HC); pour la méme raison, le composé jf‘:Oﬂ :

H'(0)— H'(0) = (0.0 > H'(G,.,y )
8

est injectif; soit v € H'(TJ***) la déformation infinitésimale de J*** induite par u; par le

lemme 2.4, la restriction de v & r*W,_, provient d’un élément w de H'(T ,,,, )etl'ona
542

alors la commutativité du diagramme suivant :

u: H'K®?) —— H'(O,)

al B i,
v: HY(Q v ——— H o '2644)
U TN

w: HO(Qr*W:H) SN Hl(@r*wl+z)'
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Comme par ce qui précéde j*oa=0 et j*of est injectif, la nullité¢ de la premicre
application en résulte immédiatement.

Dualisant la proposition 2.2, on obtient le corollaire suivant :

2.8. COROLLAIRE. Soit C une courbe satisfaisant la condition de Brill-Noether—
Petri, de genre g=2s+1=7. Si 'application de Wahl de C est non surjective, I’applica-
tion u; : H'K .~ L)®*— HYK&?~2L) est non surjective, pour tout K€ W ,(C).

2.9. On a dimH%K.—L)=s, et dim HYK.~2L)=2g—6, pour LEW,,,(C) et
g=2s+1. On peut donc s’attendre a la surjectivité de u;, pour un couple (C,L)
satisfaisant ces conditions, d&s que s(s+1)/2=45—4, soit s=6 et g=13. En §4, on
montrera en effet la surjectivité de ; pour un couple (C, L) générique comme en 2.2 et

pour g=13. On en déduit une autre preuve du théoreme de [5] :

2.10. THEOREME. Soit C une courbe générique de genre impair =13. Alors
I'application de Wahl de C est surjective.

§3

3.0. Dans ce paragraphe, C est une courbe de genre g=2s=10 satisfaisant la condition
de Brill-Noether-Petri. C posséde alors un nombre fini de g!,,, complets et sans points
fixes. Pour chaque LE W!, |, la lissité de W!, | en L signifie exactement que la multipli-
cation uy(L) : H'(LY® H (K .~ L)—H"K ) est un isomorphisme.

3.1. On fera les hypothéses supplémentaires suivantes sur C :

(i) Pour L*L’ dans W!,, on a h%(L+L")=4.

(ii) L’image de C dans P'xP! par I’application (®,, P,.) associée aux pinceaux |L|
et |L'| est une courbe nodale. (Comme C satisfait la condition de Brill-Noether—Petri,
cette application est de degré un sur son image.)

(iii) Pour L, L', L" trois éléments distincts de W; +1(O), 'application naturelle :
H°QL)® H'QL)®H (2L")— H°(2L+2L’+2L") est injective.

On montrera en § 4 que ces hypothéses sont satisfaites par une courbe générique.
Elles ne sont peut-&tre pas nécessaires pour la suite, mais elles permettent une
démonstration simple des propositions suivantes :

3.2. PrROPOSITION. Soit C une courbe de genre pair =10 satisfaisant la condition
de Brill-Noether-Petri et les hypothéses 3.1. Si Iapplication de Wahl W, n’est
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pas surjective, alors pour tout L€ Wi +1(C) 'application produit //LL:HO(KC—L)®2—>
HYKE?~2L) n’est pas surjective.

Une étude un peu plus précise de ’application y; et la méthode utilisée pour montrer
3.2 permettent également de donner la majoration suivante du corang de I’application
de Wahl.

3.3. PROPOSITION. Sous les mémes hypothéses, on a pour L,L'€W. (C),
corangu; = corangu;-<1, et le corang de I’application de Wahl W est <3.

Ces propositions sont des conséquences de la proposition suivante :
3.4. ProrosITION. Notons, pour LE W., (C).
U, =Ker (H'(K;'+2L)— Hom (H*(K .—L), H'(L)).

Alors, pour L,L',L" distincts dans W!,(C), I'application (déduite de §1) a:U—
U, xU, XUy, qui a u€U associe le couple a(u)=(R,-u,R; . u, R, u) est injective.

3.5. On peut réinterpréter géométriquement la proposition 3.4 de la fagon sui-
vante, a [’aide du lemme 1.4. Soit C,cP? une extension infinitésimale de C, correspon-
dant 3 #€ U. La condition R;-u=0 signifie d’aprés le lemme 1.4 qu’il existe un fibré
inversible L, sur G, tel que L,|.=L, et h%L,)=2, h"(H®L;")=s. Considérons la
multiplication uy(L,) : HY(L,) ® H%(H ® L;")— H"(H); elle est injective, puisque sa res-
triction & C est I'isomorphisme uy(L) de 3.0. Son image est donc un hyperplan
H;cH%H), isomorphe &2 H(K() par la restriction, qui définit donc un point O; € P%, tel
que 0, ¢ P*.

L’isomorphisme uy(L) : H(L) ® H'(K .—L)=H%K) fournit par ailleurs le plonge-
ment de Segre K;<P*~!, ol K,:=P(H(L))XP(H(K—L)"), et I'on voit facilement que
ce qui précéde se traduit par : C, est contenue dans le cone sur K; de sommet O;.

La.proposition 3.4 admet donc la formulation suivante :

3.4’. ProrosiTioN. §'il existe des points O,,0;., 0, dans PE\P*™', tels que C,
soit contenue dans les cones sur Ky de sommet Oy pour M=L,L',L" alors C, est
contenue dans un cone sur C.

Avant de prouver la proposition (3.4)’, nous allons décrire la géometrie des
variétés K; et de leurs intersections dans les lemmes 3.6-3.9.

3.6. LEMME. Pour L+L'€W.,,, l'intersection K;NK,, est une surface lisse L ;,
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isomorphe a I’éclatement de Q; L,:=P(H°(L)V)XP(H°(L’)V) le long de By ,., lieu singuli-
er de la courbe ®,; xX®;(C)cQ; ;..

Démonstration. On se contentera d’établir le lemme du point de vue ensembliste
pour ne pas alourdir le texte. Notons 7:2; ;. —Q, ;. le produit des restrictions des
premi¢res projections K;—P(H%L)) et K, —P(H(L')) a X, ;:=K,;nK,.. Soit (z,1)
un point de Q; ;- et soit s € H%L), s’ € H(L'), des équations définissant respectivement
tett'; il est facile de voir que la fibre de 7 au-dessus de (¢, t') s’identifie a I'intersection
des deux espaces projectifs P{"'cP¢™ et P{T'cP¢"! définis respectivement par les
sous-espaces s-HO(KC—-L), s’-HO(KC—L’) de H°(KC). Le lemme 3.6 résulte alors du
sous-lemme suivant :

3.7. Sous-LEMME. Avec t, t', s, s' comme ci-dessus on a :

(i) Si s et s’ n’ont pas de zéro commun sur C,PS"' P! est constitué d’un point.

(ii) On a la méme conclusion si s et s' ont un seul zéro commun sur C.

(iii) Si s et s’ s’annulent sur un diviseur de degré deux de C (i.e. (t,t') est un point
double de ®,x®, (C)), l'intersection P;"'nP:™! est une droite.

Notons que (i), (ii) et (iii) épuisent toutes les possibilités par I’hypothése 3.1(i).

Démonstration. (i) P;~'nP:™! est défini par le sous-espace linéaire s- H(K.—L)+
s’ HK.—L'y de HYK_); si s et s’ n’ont pas de zéro commun sur C, on a la suite
exacte :

0— K —~L—L'—K~L®K—~L" "3 K 0.

On a donc : dim(s~H°(KC—L)+s'-HO(KC—L’)=2s—hO(KC—L—L’). Mais I’hypothese
3.1G) entraine A°K.—L-L")=1, et donc 2s—h°(K.~L~-L")=2s—1=g—1, ce qui
prouve (i).

(ii) De méme si s et s’ ont un seul zéro commun ¢ € C, la suite exacte précédente
devient :

(s,5)

0— K.—L—L'+c— Ko~L®Ko~L' =5 K.—c—0

et I'on trouve dim((s-H%K —L)+s'-H(K.—L"))=25s—h%K,—L—~L’+c); mais de
R (L+L")=4et |L+L'| sans point fixe, on tire KP°(L+L'—c)=3 et K%K .—L—L'+c)=1, ce
qui entraine (ii).

(iii) Enfin si s et s’ s’annulent sur un diviseur D de degré 2 de C, on a
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RL+L'-D)=3, d’out h°(K.~L—L'+D)=2, et cela entraine comme ci-dessus que
dim(s-H"(KC—L)+s’ -HO(KC—L’))=2s—2=g—2, prouvant (iii).

3.8. Remarque. 11 est facile de voir que I’éclatement de Q; ;' le long de By ;- est
envoyé sur 3, ;.cP¥”! par le systeme linéaire : (0, (s—1)) ® 73(0,(s—)N—E), od E
est le diviseur exceptionnel de I’éclatement et les 7; sont les deux projections corres-
pondant a I’isomorphisme de 3.6 : Q, ;. =P'xP' (c’est-d-dire les deux composantes
de 7).

Toujours sous les hypothéses 3.1 (i) et (ii), on étudie maintenant les cnes K sur
K; de sommet O, EPS\P¢~! et leurs intersections. Soient O;, O;. deux points distincts
et soit x€P#"! le point d’intersection de la droite {O,, 0,.) et de I'hyperplan P¢~'cP?.
On notera Z; ;. le diviseur de I'unique section de Kc—L—L' (hyp. 3.1(1), et (Z; 1) le
sous-espace projectif de P¢~! engendré par Z; ;.. On a les lemmes suivants :

3.9. LeMME. Six€(Z; '), la surface 21 1 de 3.6 est une composante réduite de
Uintersection K, nK;., et c’est la seule composante de K, NK,. qui contient C.

Démonstration. 1l suffit de montrer que génériquement le long de C, les espaces
tangents de K, et K;- ont pour intersection I’espace tangent 7%, ;. de Z; ;.. Or on a
pour c€C,(TK,),=((TK,),,0,) et (TK,),=((TK,),,0,.); il est facile de voir que
(TK).N(TK,).=(TK ) ,N(TK,.), si et seulement si le point x n’appartient pas & I’espace
((TK)).,(TK,).); or on montre aisément que ce dernier espace est un hyperplan de
P¢~!, contenant Z,, (précisément défini par la section s.-s. @, ;., oll 5. (resp. s¢) est la
section de L (resp. L') qui s’annule en c, et ¢; ;. est la section de K¢—L—L') et que
I'intersection de ces hyperplans, lorsque ¢ parcourt C, est égale (Z; ;). Ceci entraine
immédiatement le lemme.

3.10. LEMME. Six€(Z; ;.), lintersection X=K, N K, a une seule composante X,

de dimension trois et ses autres composantes sont ponctuelles et ne rencontrent pas
P,

Démonstration. Notons #: X—Q, L,=P(H°(L)V)XP(H°(L')V), I’application rationel-
le définic en dehors des points O;,O0;. (qui sont éventuellement sur X) dont les
composantes 7, et 7, sont définies comme les composés :

_ "o, pry 0 .
A X > K, —»PH(L)),
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(ou 7, est la projection depuis O; et pr; la premiére projection (cf. 3.5)), et
- Tor. pry 0 v
#,: X - K, —»PH(L")).

La fibre de # au-dessus de (7,#)€Q. ; est Dintersection P™'nP™!, ot PI7'=
(P1,0.), P57 '=(P571, 0,), et P71 P57! sont définis comme en 3.6. D’aprés 3.7, si
(¢, ') est générique, et Pj,*l se coupent en un point y€ K; 1 K., et donc engendrent un
hyperplan de P¢~!, qui doit s’identifier & I’hyperplan ((TKL)y,(TKL.)y) (cf. 3.9). Ce
dernier contient d’apres 3.9 I’espace (Z; ;'), et donc contient x. Il en résulte immédi-
atement que la fibre générique de 7 est une droite, donc que X a une seule composante
X, de dimension trois, qui domine Q; ;.. Le reste résulte de ce que XnNP*~'=%, ; qui
est une surface lisse d’aprés 3.6. On peut d’ailleurs préciser que X, est lisse au

voisinage de 2 ; et donc a un nombre fini de points singuliers, non situés sur P!,

3.11. Preuve de la proposition (3.4)' : Supposons d’abord que 0;=0;.=:0. Alors
I'intersection des cones K; et K. est le cone sur la surface =, ;- de sommet 0. La
projection depuis 0 envoie donc C, dans Z; ;, et sa différentielle fournit une applica-
tion Oc-linéaire : K.=N.C,—N.Z, ;., ou encore une section de KEL],LJC; or avec les
notations de 3.8, on a :

sz = 77 (0,(=2)) ® 73 (Cp(~2))(E), avec (E-C)=2card(B; ;)=2s(s—2).

Il vient donc : dO(KzL’L,IC)=2(s2—4s—2) qui est strictement positif dés que s=5. Donc
(K3 |c)=0 et la projection de C; depuis 0 est en fait contenue dans C, ou encore C;
est contenue dans le cone sur C de sommet C; la proposition est donc prouvée dans ce
cas.

(b) Raisonnant désormais par I’absurde, on peut donc supposer O,+0,*0,.;
posons comme précédemment x={0,, 0,.) NP¢"!. Comme par hypothé¢se C,cK;nK;.
et n’est pas contenue dans P#~!, on déduit du lemme 3.9 que x€(Z; ;.); d’apres le
lemme 3.10, I€Lnl€ . a donc essentiellement une composante X, de dimension trois,
lisse au voisinage de 3; ;, et qui doit contenir C,. Quitte 2 modifier X, en Xj
aux €ventuels points Oy et Op, on a sur X les deux fibrés inversibles A (0,(1)) et
ﬁ;‘(Opl(l)), et bien str H :=O‘Pg(1)| X, La courbe CcX; ; appartient au systéme linéaire
ﬁf(@‘l,l(s+1)®ﬁ;‘(0‘l,l(s+1))(—2E), tandis que par 3.8 on a : HZL,L'=ﬁT(0Pl(S_1)’®
75(Op(s—1))(—E). On en déduit immédiatement : il existe un fibré inversible 0y (C)
dont la restriction a 27 1 est 0z (C). Soit =P,.cX; la surface définie par 1'équation
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X’=0;ona: C,cXP,,, et il est facile de voir que C, est un élément du systeme linéaire
OXB(CNEE’L,; définissant TP,.cX’, par I'équation X*=0, on va déduire du lemme 3.12
suivant que pour tout k=2 il existe un élément C, € |0y, (C )Iz(zf,)u dont I’intersection avec
ZppestC.

3.12. LEMME. Pour k=2, on a : H'(O;  (C)(—k)=0.

Démonstration. Cela résulte immédiatement des formules données plus haut pour
0, () et Oz (C), qui entrainent :

Oy, , (C)(—K) = (G, (s+1—k(s—1)) ® A}(Gp(s+1~k(s=D)(~2+K)E);

le résultat est alors clair pour k=2 et il suffit de montrer que pour k=2, et y€
H"(@zw(l)), ’application 7: HI(OEL,L'(C W—k— 1))—’H1(02L,L1(C )(—k)) est injective.
Mais cela résulte immédiatement du fait qu’on peut choisir # de sorte que son diviseur
soit une courbe irréductible et réduite F, et qu'on a d°(0’2L’L, (C)(—k)|<0.

3.13. L’existence de CP<ZP,, pour tout k résulte alors immédiatement du lemme
3.12 puisqu’il entraine que les suites exactes :

0 0, (CN=K)=> Gy, (C)— Gy (C)=>0

induisent une surjection

H'O.,..(C))— H%O,,, (C)) pour k=2.
I 2

On en déduit alors par des raisonnements « standard » l’existence d’une surface
Tp, p =Xy telle que T, ;. NP? ~1=C schématiquement. 1l est facile de voir que le degré de
:‘i|TL’L, est <2.

En raisonnant de fagon analogue avec les couples (L', L") et (L, L"), on obtient de
la méme fagon des surfaces 7. ;., T ;., contenues dans K;.n K. et K, N K. respective-
ment. Le lemme suivant implique facilement que ces trois surfaces sont égales :

3.14. LEMME. La surface T; 1 est contenue dans K,

Démonstration. Par hypothése, C, est contenue dans K;-; soit y un point de Ty .,
non situé sur P¢~Y; il est facile de voir que I'intersection des quadriques contenant K- et
y est constituée de deux composantes, dont I’'une est K-, et 'autre un espace projectif
de dimension quatre. Or la restriction de chacune de ces quadriques & Ty ;- s’annule sur
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C, et y, et donc s’annule en fait sur 7, ;.. Comme T; ; n’est pas contenue dans un P,
T, est donc bien contenue dans K.

La surface T:=T, ;,.=T, .=T}. ;., contenue dans les trois cones K;, K., K;, admet
alors une application naturelle dans P(H(L) ) xP(HL") )xP(H*(L")") (dont les compo-
santes sont définies comme en 3.10), et comme par ce qui précéde, elle est de degré au
plus deux au-dessus de chacun des facteurs Q; ;.,Q, ;.,Q, 1, €t que son image
contient ®, XP,, x®,.(C), cela contredit en fait I’hypothese 3.1(iii) (en remarquant que
comme C est une courbe de Brill-Noether-Petri, on a H°Q2L)~S*H%L) pour
LEW! (C)).

3.15. Pour prouver les propositions 3.2 et 3.3 on va établir quelques propriétés
supplémentaires de I’application ; : On a d’abord le lemme suivant :

3.16. LemME. Le corang de I'application u; : H(K .~ L)®*—H"(KZ*-2L) est in-
dépendant de LEW.  (C), si C satisfait I’hypothése 3.1(i).

Démonstration. Dualement, on considére le noyau U; de ’application naturelle
H'(K;'+2L)—Hom(H(K.—L), H'(L))-P(U,) paramétre les extensions non triviales :

0->L—>E—>K.~-L—0,

satisfaisant la condition : h%E)=h%L)+h*K.—L)=s+2. Soit 0+ €U, soit L'EW._(C),
L'*L, et soit ¢, ;- 'unique section de Kc—~L—L’; considérant la suite exacte :

0— L—L'—Hom(E, K,~L')— K.—L—L'—0,

on va montrer : il existe une unique section de Hom (E, Kc—L’) qui se projette sur
¢, 11 suffit pour cela de prouver que ¢, ; -e=0 dans H'(L—L'). Dualement, soit
KcH(KE?-2L) I'horthogonal de e; il faut vérifier que K contient ¢, ;.-h*(K.—L+L").
Mais par hypothése K contient 1'image de u; et il suffit donc de voir que
¢, 1 H'(K.—L+L")= Im ;. Mais I’hypothése h°%(K.—L—L’)=1 entraine que la multi-
plication HYL")® H*(K .— L)—>H"K.—L+L') est surjective; on a donc

¢p 1 H K ~L+L)< ¢, ;. - H'(K.~L)-HYL") < Imp,

comme désiré. On dispose donc d’une application non nulle 5: E—Kc—L'. Soit
DcKc—L' I'image de 77; on a une suite exacte :

0> Kc—D—E->D-0,
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avec h%E)=s+2 et donc h°(D)+h°(KC—D)2s+2; d’autre part, on a D<K —L' et
K.—D<K ~L donc D et K.~D satisfont #°(-)<s (et donc aussi h°(-)<2); enfin comme
C satisfait la condition de Brill-Noether-Petri, on a h%(D) k(K .—D)<g=2s. On en
déduit : on a soit h'(D)=2 et K%K .—D)=s, soit (K —D)=2 et h°(D)=s. Mais dans le
premier cas D est de degré s+1, et on a donc d°(K.—D)=d*(Ko—L) : Ko—D est donc
envoy¢ isomorphiquement sur Kc—L, ce qui contredit le fait que e est non-nulle; dans
le second cas Kc—D est un g!,, et donc par raison de degré, D est en fait égal & Kc—L'.
E peut donc s’écrire également comme une extension 0—L'—E—Kc—L'—0 et ceci de
facon unique car h°(K,—2L')=0. 1l est évident que cette extension ne peut pas se
scinder car sinon E contiendrait un sous-fibré isomorphe & Kc—L’, qui devrait donc
admettre une application non nulle dans Ko—L ou dans L, ce qui est absurde.

On a donc construit une application naturelle o, ;. :P(U—P(U,) qui admet
clairement a;- ; comme réciproque, et donc on a bien dimP(U,)= dim P(U, ).

3.17. La proposition 3.2 découle alors de la proposition 3.4 et du lemme 3.16; en
effet, si ’application de Wahl W, n’est pas surjective il existe un LE W!_, tel que py
n’est pas surjective, et donc pour tout L, 4; n’est pas surjective.

La proposition 3.3 résulte enfin de la proposition 3.4 et du lemme suivant :

3.18. LeMME. Toujours sous I’hypothése 3.1(i) on a : corangu;<1.

En effet U, est le dual de cokery; et la proposition 3.4 fournit une injection
a:U-U,xU,; xU,., ce qui donne par le lemme précédent : corang W= dim U<3.

Preuve du lemme 3.18. On reprend la notation ¢; ;- de 3.16; soit Z ;- le diviseur
de ¢, L'EHO(KC—L—L’); d’aprés la preuve de 3.16, un élément e €U, satisfait la
condition ¢, ;.-e=0 dans H'(L—L’) et donc provient d’un élément ¢ de H°(L~L’IZL,L,),
uniquement déterminé par e. Notons

a:H'K.~L)»HK.~L|, ) et B:HK.~L)—>HKc~L'z,,)
les restrictions. Alors 'image de e dans Hom (H°(KC—L),H‘(L)) est obtenue par le
composé :
3 [}
HYK—L)— HK~Llz, ) HYK ~L'|; )—HL),
ol kerd=Im§f. La condition e € U; s’écrit donc : ¢-ImacImp. Supposons maintenant

que ¢ s’annule en un point de Z; ;. ; soit D,cZ; - le sous-schéma défini par ¢, considéré
comme un cycle sur C et soit D,=Z, ;,—D,. Ona:e-Ima s’annule sur D, et est contenu
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dans Imp, et donc est contenu dans S(H(K.—L'—D,); d’autre part, le noyau de &|;,,,
est égal 2 a(H(K.—L—D,)); il vient donc :

dim (Im a)—dim (a(H*(K .— L—D,))< dim (B(H%K.~L'-D))),

soit encore : h%K.~L)—h"K.~L-D,)<h®K.—L'—D,)-2, car KerBf=H"L) est de
dimension 2. On a donc h%K.—L-D,)+h%K.—L'—D)=s+2 avec K.—L—D,+K —
L'-D =K., et D,,D,,K.~L-D,, K.—L'~D, effectifs. On conclut alors par le méme
argument qu’en lemme 3.16 que ceci n’est possible que si D, est vide (puisque D; ne
Iest pas), ¢’est-a-dire D,=Z, ;.. Donc si ¢, correspondant & un élément de Uj, s’annule
en un point de Z; ;/, ¢ est en fait identiquement nulle, ce qui entraine bien que
dim U <1.

3.19. Comme dans le paragraphe 2, on peut retrouver a I’aide des résultats de ce
paragraphe le théoréme de [5] :

En effet, on montrera en paragraphe 4 que les hypoth¢ses faites en 3.1 sont
satisfaites par une courbe générique. D’aprés la proposition 3.2, si C satisfait ces
hypothéeses et si I'application de Wahl n’est pas surjective, I’application

py : h*(Ko—L)®*— HY(KE*-2L)

n’est pas surjective pour LEW!, (C). D’autre part on a : dim H%K.—L)=s, et
dim H(K$?*-21)=2g-5, avec g=2s, et s(s+1)/2=2g-5 exactement lorsque g=10. On
peut donc s’attendre a la surjectivité générique de u; dés que g=10. On montrera en
paragraphe 4 (proposition 4.2) qu’elle a effectivement lieu, et ceci donne une autre
preuve du théoréme de [5] (cas g pair) :

3.20. THEOREME. Soit C une courbe générique de genre pair =210. Alors I'applica-
tion de Wahl de C est surjective.

§4

On étudie dans cette section les hypothéses faites en 3.1, et les applications u; de 2.8,
3.2. On va montrer :

4.1. ProPOSITION. Soit C une courbe générique de genre pair g=2s=4, et L, L'
des éléments distincts de W!_(C); alors les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
@ KK .—L-L"=1;

18928283 Acta Mathematica 168. Imprimé le 24 avril 1992
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(i) I'application produit ®,X®,.: C—Q, ;. envoie C birationnellement sur une
courbe nodale de Qy 1.

4.2. PROPOSITION. Soit C une courbe générique de genre pair g=25=10 et
LE W} +1(C); alors Uapplication u, : HO(KC—L)@’Z—»HO(K?Z——ZL) est surjective.

4.3. PROPOSITION. Soit C une courbe générique de genre impair g=2s+1=13 et
LEW!, (C) générique; alors Iapplication u; : H'(K.~L)®*—H"(KE?-2L) est surjec-
tive.

4.4 On sait que la variété ‘gj) ¢ constituée des courbes lisses de genre g munies d’un
pinceau de degré d est irréductible lorsque le nombre de Brill-Noether p=g—2(g—d+1)
est supérieur ou égal a zéro. D’autre part, dans le cas g=0, i.e. lorsque g=2s et d=s+1,
il est prouvé dans [8] que la monodromie agit comme le groupe symétrique sur
I'ensemble (fini) des g!,, d’une courbe générique. Enfin les propriétés 4.1, 4.2 et 4.3
sont clairement ouvertes; il suffit donc dans chacun des cas d’exhiber un couple (C, L)
ou un triplet (C,L,L’) satisfaisant la propriété en question pour prouver 1’énoncé
('argument de monodromie n’intervient que dans la preuve de 4.1 et dira que si la
propriété est satisfaite par un triplet (C, L, L’) générique, alors pour C générique, elle
est satisfaite par tous les triplets (C, L, L’).

4.5. Preuve de la proposition 4.1. On utilise les résultats de [10], [12], {17} : Soit S
une surface K3 munie d’un diviseur trés ample H engendrant Pic S, tel que H*=2g-2.
Il existe alors sur S un unique fibré vectoriel stable E avec : rang(E)=2, det(E)=H,
c(E)=s+1; E satisfait alors h%E)=s+2, et si CcS est un élément générique de H, L un
des gl,, de C, on peut reconstruire E comme en §1, en posant E=F®H, et en
définissant F par la suite exacte

0— F—)HO(L)®@’S-—>L—> 0.

Une section générique de E correspond a un zéro-cycle Z générique de degré s+1
satisfaisant la condition : #%I,(H))=s+1. Soit maintenant x un point générique de S et
soit 5, s’ deux sections génériques de E s’annulant en x : soit Z et Z’ le lieu d’annulation
de s et s’ respectivement; alors on a ZNZ'=x et il existe une section lisse C de H
s’annulant sur Z et Z' (il est facile de voir que Z et Z' engendrent au plus un
P cP*=P(H(O4(H))). Z et Z' définissent alors deux g!,, distincts sur C. En effet,
comme s et s’ sont génériques (comme sections de E®I,), Z et Z' satisfont
H®L)=h"H®I,)=s+1, et donc hK.~Z)=h"K.~Z')=s, ce qui donne bien
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W(Z)=h"Z")=2; si Z et Z' sont linéairement équivalent sur C, comme Z et Z' ont le
point x en commun, Z—x=Z'—x sont des éléments d’un g! sur C, ce qui n’existe pas par
{10]. D’autre part, C posséde un nombre fini de g; +1 : en effet, si tel n’était pas le cas,
Iapplication naturelle ®,: Grass (2, H*(E))—P¢ associée a I’application linéaire

NHYE)S HH)

aurait une fibre de dimension positive puisque les g!,, sur C correspondent bijective-
ment a des pinceaux de sections de E (cf. [17]). Or ceci est impossible car cette
application est partout définie puisque E est stable. Soit maintenant k= dim I;(H)n
I;(H) pour (s, s") générique dans P(H°(E®Ix))><P(H°(E®IX)). Considérons

Y = P& XP(HYE®I)) x P(HYE®L))

la sous-variété constituée des triplets (C, Z, Z’), tels que C est un élément de |H|
passant par x et contenant les zéro-cycles Z et Z'; soit Y, la composante de ¥ dominant
le produit P(HYE®I,))xP(HY(E®I)) : On a :

dim Yy=2s-2+k—1=g+k-3;

comme la premiére projection pry: Y,—P¢"! est finie par 1'analyse précédente, on a
k<2, ce qui donne bien : Pour (Z, Z’) générique dans P(HYE®I ))xP(H*E®I)) et C
générique contenant Z et Z', h(K.—Z—Z'+x)<1, et a fortiori K%K .—Z—Z")<1, ce qui
montre (i) puisqu’on sait aussi que Z et Z' ne sont pas linéairement équivalents sur C,
ce qui entraine facilement ’inégalité inverse.

4.6. Preuve de la proposition 4.1(ii). 11 suffit d’exhiber une courbe nodale irréduc-
tible de type (s+1,s+1) et dont le genre de la normalisée est g=2s, contenue dans
P!xP'. Soit C; une courbe lisse de type (s—1,2) et C; une courbe lisse de type (2,s—1)
dans Q:=P'xP!, telles que C; et C, se coupent transversalement en B : La suite exacte :

0— 0y — Oy(C,®0H(C))— I(C,+C,)—0
montre que H'(I(C,+C,)=0, ce qui entraine la surjectivité de la restriction :

HY(0,(C,+Cy))— HY(O4(C,+C).

Pour tout N<#B=(s—1)*+4, on peut donc construire une courbe de type (s+1,s+1)
sur Q possédant exactement N nceuds, et irréductible dés que N<#B. Comme
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s(s—2)<(s—1)*+4, on peut donc en particulier trouver une courbe irréductible nodale
de type (s+1, s+1) possédant exactement s(s—2) neeuds et dont la normalisée est donc
de genre g=2s; la restriction des deux pinceaux de droites de Q a cette courbe fournit
deux g!,,, dont il est aisé de montrer qu’ils ne sont pas linéairement équivalents sur la
normalisée, ce qui prouve 4.2(ii).

4.7. Preuve des propositions 4.2 et 4.3. C’est un cas particulier de la conjecture du
rang maximal, mais & ma connaissance celle-ci n’est prouvée que pour les courbes non
spéciales [2]. On va appliquer les techniques de [2], [9], pour obtenir le résultat.

Si d’abord g=Io, s=5, I'application u, : HK.~L)®*—>HKE*—2L) n’est pas
surjective si et seulement si elle n’est pas injective, si et seulement si I'image de C dans
P* par I'application ® Ke-L est contenue dans une quadrique; il est facile de voir que C
est contenue dans au moins 6 cubiques et donc si ®; n’est pas surjective, C est
contenue dans une surface intersection compléte d’une cubique et d’une quadrique; il
est facile de voir que cela n’est pas le cas générique (cette remarque est d’ailleurs déja
faite dans [4]), bien que cette derniére surface ne soit peut-étre pas une surface K3; (en
fait, il est vraisemblable qu’on obtienne bien une surface K3, peut-étre singuliére, sous
I’hypothése que C est générique au sens de Brill-Noether—Petri?). De méme, si g=12,
on a s=6, et I'application y, : HYK.~L)®*—>HYK&*-2L) n’est pas surjective si et
seulement si I'image de C dans P’ par le morphisme @ -1 €St contenue dans au moins
trois quadriques; C a donc tendance a étre contenue dans une surface K3, sous la méme
réserve que précédemment, et encore une fois il est aisé de prouver directement que
cela n’est pas le cas générique.

Partant du cas g=12, on va montrer les propositions 4.2 et 4.3 par récurrence sur g
a I’aide des lemmes suivants :

4.8. LEMME. Soit g pair =12; si la proposition 4.2. est vraie pour g, la proposition
4.3 est vraie pour g+1.

4.9, LEMME. Soit g impair; si la proposition 4.3 est vraie pour g, la proposition
4.2 est vraie pour g+1.

4.10. Preuve du lemme 4.8. Soit (C,L) tel que C est de genre g=2s,
LEW! (C), LEW?, (C), et u; est surjectif. On peut bien sir par hypothése supposer
que C est générique, et donc, par le théoréme de Gieseker-Petri, on a, pour le
plongement

@y :C—P, H(NFP™)=0;
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Comme g=12, C est certainement contenue dans au moins une quadrique de P77, et
comme C est non dégénerée dans P°~! cette quadrique ne contient pas la variété
balayée par les bisécantes de C. Soit A une bisécante de C coupant C transversalement
en exactement deux point et non contenue dans ’intersection des quadriques contenant
C. Posons C'=CUA.Ona:

(@) g(C)=g+1,

(i) application H%(© _1(1))—>H°(0’C,(1)) est un isomorphisme,

(iii) ’application HO(OP'_I(Z))—>H°(0’C,(2)) est surjective,

(iv) d%K(—1))=s+2.
De plus, par [9], on a : C’ se déforme sur une courbe lisse C’ de P°~".

Pour C"<P*"! lisse assez proche de C les conditions (i) a (iv) restent satisfaites, et
L"=Kc(—1) fournit alors un g!,, sur C" satisfaisant la propriété 4.3.

4.11. Preuve du lemme 4.9. Soit C une courbe générique du genre g=2s+1, et soit
LEW!,,(C) satisfaisant la propriété 4.3. Comme C satisfait la condition de Gieseker—
Petri, on a : HO(KC—ZL)=0, d’olr h°(2L)=4, et le morphisme ®,, envoie C birationelle-
ment sur son image dans P, au moins pour L générique. On peut donc trouver x,y € C
tels que :

() KL-x—y)=1;

(ii) K°QL-x—y)=h’QL)-2.

Soit C'=P I'image de C par le systéme linéaire |[K-—L+x-+y|. La courbe C’ est nodale,
isomorphe & C/x=y. L’hypothése (ii) entraine facilement H‘(TP’|C,)=0. Or ceci entraine
que C' peut étre lissifiée dans P*; soit C"<P*, une courbe lisse assez proche de C’;ona:

) g(CM=2s5+2,

(i) d%(KcA—1))=5+2,

(iii) A°(Oc(1))=s+1, et donc L":=K(—1) est un g!,, sur C". Enfin il est facile de
voir que I’hypothese « y; surjectif » entraine que la restriction : H(0,.(2))—H%(0,(2))
est surjective, puis que y;- est surjectif.

4.12. Finalement, pour conclure, comme annoncé en 3.19, que les hypothéses 3.1
sont satisfaites par une courbe générique de genre pair =10, il reste simplement a
étudier la condition 3.1(iii); notons que pour des raisons de dimension celle-ci ne peut
pas étre satisfaite par une courbe générique de genre plus petit; en genre au moins égal
a dix, le résultat résulte facilement d’un calcul de dimensions d’espaces de modules
(intuitivement, C est contenue dans une surface K3 dont le groupe de Picard et de rang
au moins quatre).
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4.13. Remarques ; questions. (a) Il est vraisemblable qu’une étude plus poussée
du fibré vectoriel E introduit dans la preuve de 4.1(i) permette de montrer que 4.1(ii) a
également lieu pour une courbe générique C de genre pair contenue dans une surface
K3 dont elle engendre le groupe de Picard. Notons que lintroduction de fibrés
vectoriels de ce type a déja permis a Lazarsfeld de montrer qu’une telle courbe satisfait
la condition de Brill-Noether—Petri; ceci, et la proposition 3.3 entraineraient alors : le
corang de I’application de Wahl est inférieur ou égal a 3 pour une courbe générique
contenue dans une surface K3 dont elle engendre le groupe de Picard.(")

(b) En genres 10 et 12, on a noté au début de la preuve des propositions 4.2 et 4.3
que la non-surjectivité de I’application x; entraine que C est contenue dans une surface
K3 « virtuelle», a savoir 'intersection d’une cubique et d’ une quadrique dans P et
Iintersection de trois quadriques dans P°, dont il ne doit pas étre trop difficile de
montrer que ce sont effectivement des modéles de surface K3. On peut se demander
généralement si la non-surjectivité de u; pour g=2s et LEW!,,, ou g=2s+1 et pour tout
LEW!,,, caractérise les courbes contenues dans une surface K3, au moins dans
louvert de ., constitué des courbes satisfaisant la condition de Brill-Noether—Petri.

Le cas g pair est plus remarquable du fait des lemmes 3.16 et 3.18, qui montrent
I’existence et I'unicité du fibré vectoriel E de rang 2, de déterminant K¢, satisfaisant
HYE)=s+2, et qui peut s’écrire comme une extension de L par Kc—L pour tout
LEW!_(C), sous ’hypothese 3.1(i), si C satisfait la condition de Brill-Noether—Petri,
et si uz n’est pas surjectif.

(c) Un autre point intéressant est ’étude des obstructions d’ordre supérieur a
Paide de la construction du § 1. Si C,cP* est une extension de C, ona vu en § 1 quon
pouvait construire un faisceau E; sur C, pour tout fibré inversible L sur C tel que
KYL)=2 et L est engendré par ses sections globales, satisfaisant h%(E,)=h"(K.—L). Si
maintenant C, peut étre étendue en C,cP?, il est facile de voir qu’il existe un fibré
vectoriel de rang 2 sur C,, E‘L tel que : EL|C=EL[C, il existe une application surjective
lf?L—>EL, induisant l'isomorphisme précédent aprés tensorisation par Oc, et
KYE,)=h%E,). On peut se demander quelle est la réciproque; par exemple, dans les cas
g pair, suffit-il que I’on puisse construire E‘L pour chaque L€ W; +1» satisfaisant les trois
conditions précédentes, pour que I’obstruction a étendre C, en C; s’annule? On a bien
sir une question analogue en genre impair.

() En genre g pair =12; En effet 3.1(iii) est alors satisfait génériquement pour une courbe de genre g=12
contenue dans une surface K3; cela n’est pas le cas en genre 10, pour lequel la conclusion de 4.13(a) est
fausse (cf. [20]).
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Note. Le travail de Lazarsfeld a déja été mentionné comme référence & propos de
I'introduction de fibrés de rang deux du type de ceux étudiés ici; on doit bien siir citer
également D’article « On the projective normality of complete linear series on an
algebraic curve », Invent. Math., 83, de Green et Lazarsfeld, ou leur utilité dans I’étude
des questions de normalité projective est mise en évidence.

Le rapporteur me signale par ailleurs que la question 4.13(b) a été proposée par
Mukai, avec les éléments d’une solution.
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