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SYMÉTRIE MIROIR

Claire Voisin

Ce texte expose certains travaux récents motivés par la mise en évidence du
phénomène de symétrie miroir par les physiciens. Un chapitre y est consacré à la
géométrie des variétés de Calabi-Yau, tandis que le suivant décrit, à titre de motiva-
tion, les idées venues de la théorie quantique des champs et qui sont à l’origine de
cette découverte.
Les chapitres suivants traitent d’aspects plus spécialisés du sujet : le travail de

Candelas, de la Ossa, Greene, Parkes, où est exploité le fait que sous l’hypothèse
des miroirs, la variation de structure de Hodge d’une famille de variétés de Calabi-
Yau de dimension 3 détermine les invariants de Gromov-Witten de son miroir ; la
construction de Batyrev, qui exhibe le phénomène de miroirs entre hypersurfaces des
variétés toriques de Fano, à l’aide d’une classification combinatoire de ces dernières ;
la construction mathématique du potentiel de Gromov-Witten et la preuve de sa
propriété cruciale (il satisfait l’équation WDVV), qui permet de construire une
connexion plate, sous-jacente à une variation de structure de Hodge dans le cas d’une
variété de Calabi-Yau ; et pour finir, le calcul de Givental qui est une justification
mathématique mystérieuse du calcul de Candelas et al.

This paper describes recent works motivated by the discovery of the mirror
symmetry phenomenon by the physicists. One chapter is devoted to the geometry
of Calabi-Yau manifolds, and the next one describes, as a motivation, the ideas from
quantum field theory, which led to this discovery.
The other chapters deal with more specialised aspects of the subject : The work

of Candelas, de la Ossa, Greene, Parkes, based on the fact that under the mirror
symmetry hypothesis, the variation of Hodge structure of a Calabi-Yau threefold
determines the Gromov-Witten invariants of its mirror ; Batyrev’s construction which
exhibits the mirror symmetry phenomenon between hypersurfaces of toric Fano
varieties, after a combinatorial classification of the last ones ; the mathematical
construction of the Gromov-Witten potential, and the proof of its crucial property
(it satisfies the WDVV equation), which allows to construct a flat connection,
underlying a variation of Hodge structure in the Calabi-Yau case ; and to conclude,
Givental’s computation, which is a mysterious mathematical justification of the
computation of Candelas et al.

Classification AMS : 14D05 – 14D07 – 14J32 – 14M25 – 32G13 – 32G20 – 32L07 –
81T30 – 81T40 – 53C23 – 53C15.

c©Panoramas et Synthèses 2, SMF 1996
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INTRODUCTION

Ce texte est la version écrite du cours que j’ai donné à l’Institut Henri Poincaré dans
le cadre du semestre de géométrie algébrique du centre Émile Borel au printemps 95.
Le but de ce cours était de présenter les résultats récents liés à la symétrie

miroir ; celle-ci étant loin d’être comprise mathématiquement, ces travaux se sont
développés dans des directions diversifiées, depuis l’étude approfondie menée par
Batyrev des familles d’hypersurfaces à fibré canonique trivial dans les variétés toriques
de Fano, et la construction combinatoire de la famille miroir, jusqu’à la découverte
du 〈〈produit quantique 〉〉 sur la cohomologie d’une variété symplectique, qui dépasse
largement le cadre de la symétrie miroir, mais a été motivée par le souci de définir
mathématiquement des objets tels que le potentiel de Gromov-Witten, qui en est un
ingrédient essentiel, et d’en prouver la propriété principale, à savoir qu’il satisfait
〈〈 l’équation WDVV 〉〉.
Cette situation éclatée se trouve reflétée dans la division du livre en chapitres

autonomes, qui tout en étant liés par des thèmes communs (variation de structure de
Hodge, variétés de Calabi-Yau et leurs courbes rationnelles et, bien entendu, symétrie
miroir) n’entretiennent pas forcément de liens logiques très structurés.
Cette introduction se propose néanmoins de procéder à une présentation synthétique

du sujet, destinée à recentrer le livre autour de la symétrie miroir, et aussi à mettre en
évidence le fait que les travaux mathématiques qu’elle a suscités, et qui sont décrits
ici, si intéressants soient-ils en eux-mêmes, sont loin d’en fournir une justification
aussi tangible que celle proposée par les physiciens dans le langage de la théorie des
champs, (et malheureusement sur la base du formalisme de la quantification et des
intégrales de Feynman qui semble impossible à justifier rigoureusement).
Les variétés de Calabi-Yau sont les variétés X compactes complexes kählériennes

à fibré canonique trivial, c’est-à-dire possédant une forme holomorphe η partout non
nulle, appartenant à H0(X,

n∧ΩnX), où ΩX est le fibré cotangent holomorphe de X et
où n = dimX .
Dans toute la suite, on supposera

H2(OX) = {0},

bien que des études intéressantes aient été menées dans le cas des surfaces K3, (ce sont
les variétés de Calabi-Yau simplement connexes de dimension 2), pour lesquelles cette
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dernière hypothèse n’est pas satisfaite. Sous cette condition, le cône de Kähler de X
est ouvert dans H2(X,R) et l’on peut introduire le 〈〈cône de Kähler complexifié 〉〉

de cette variété, qui est l’un des aspects de l’espace des modules considéré par les
physiciens. C’est l’ouvert

K(X) ⊂ H2(X,C)/2iπH2(X,Z)

défini par la condition :

ω ∈ K(X)⇐⇒ Reω est une classe de Kähler.

La symétrie miroir consiste essentiellement en l’existence d’une famille miroir {X ′}
de variétés de Calabi-Yau de même dimension, telle que K(X) uniformise (c’est-à-dire
est un revêtement de) l’espace de modules Déf X des déformations de la structure
complexe de X ′ et K(X ′) uniformise celui de X . La nature exacte de ce revêtement
n’est pas parfaitement comprise, mais il doit être fourni par un 〈〈marquage 〉〉 partiel
de la cohomologie de X ′ (resp. X).
Les courbes elliptiques (n = 1) fournissent l’exemple le plus simple de ce phéno-

mène : le cône de Kähler complexifiéK(E) (qui ne dépend pas de la structure complexe
de E) s’identifie canoniquement, par intégration sur E, à l’ensemble{

λ ∈ C/2iπZ ; Reλ > 0
}
.

D’autre part, l’ensemble des structures complexes marquées sur E s’identifie par
l’application des périodes à l’ensemble

H =
{
τ ∈ C | Im τ > 0

}
et les translations par u ∈ Z sur cet ensemble correspondent simplement à l’action
des matrices triangulaires supérieures à diagonale identité et à coefficients entiers sur
les marquages d’une courbe elliptique E (c’est-à-dire dans ce cas, les isomorphismes
symplectiques H1(E,Z) ∼= Z2 muni de la forme symplectique standard). L’application

K(E) −→ H/Z,

λ 
−→ τ = − λ

2iπ
modZ

donne donc une uniformisation telle que prédite par la symétrie miroir.
En dimension supérieure, un phénomène nouveau apparâıt : la famille {X ′} est

en général différente de la famille {X}, les variétés topologiques sous-jacentes étant
différentes, simplement parce que leurs nombres de Betti le sont. Cependant, les
nombres de Hodge de X ′, c’est-à-dire les nombres

hp,q(X ′) := dimHp,q(X ′) =: dimHq(X ′,ΩpX′),

se déduisent de ceux de X de la façon suivante.
L’uniformisation

K(X) −→ espace de modules de X ′
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induit, en un point ω ∈ K(X) d’image X ′, un isomorphisme

H1(ΩX) ∼= H1(TX′)

au niveau des espaces tangents, où l’on a utilisé les identifications naturelles

TK(X),ω
∼= H2(X,C) ∼= H1(ΩX),

la seconde résultant de l’hypothèse H2(OX) = {0}.
Plus généralement, comme il résulte de la 〈〈construction 〉〉 de la symétrie miroir par

les physiciens, on devrait avoir, pour tout p et q, des isomorphismes

Hq(ΩpX) ∼= Hq(
p

∧TX′)

Finalement, le choix d’une n-forme holomorphe η ∈ H0(KX) (où la forme η est
unique à coefficient près) détermine des isomorphismes donnés par le produit intérieur

Hq(
p

∧ TX′) ∼= Hq(Ωn−pX′ )

qui, composés avec les précédents, fournissent des isomorphismes non canoniques

Hq(ΩpX) ∼= Hq(Ωn−pX′ )

et donc une série d’égalités :

hp,q(X) = hn−p,q(X ′).

Rappelons finalement que d’après la théorie de Hodge on a pour chaque k une
décomposition en somme directe

Hk(X) =
⊕

p+q=k

Hp,q(X),

d’où la relation entre les nombres de Hodge et les nombres de Betti de X :

bk(X) =
∑

p+q=k

hp,q(X).

Lorsque n = 3, la comparaison des nombres de Hodge de X et X ′ entrâıne celle
des nombres de Betti. En effet :

• l’hypothèse H2(O) = {0} entrâıne b2 = h1,1 ;

• d’autre part, on a h3,0 = 1 et h2,1 = h1,2 (car H1(Ω2
X) et H

2(ΩX) sont duaux) ;
d’où b3 = 2 + 2h2,1.

Finalement, H2(O) = {0} équivaut par dualité de Serre à

H1(KX) = H1(OX) = {0}

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996
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et donc à b1(X) = 0, de sorte que l’on a :
b1(X ′) = 0,

b2(X ′) = 1
2

(
b3(X)− 2

)
= b4(X ′),

b3(X ′) = 2 + 2b2(X).

Les constructions de familles miroirs dont on dispose actuellement relèvent essen-
tiellement de la géométrie algébrique projective, la plus générale étant celle de
Batyrev : celle-ci concerne les désingularisations partielles des hypersurfaces à fibré
canonique trivial dans les variétés toriques de Fano. Ces dernières sont les compact-
ifications de (C∗)n+1 à fibré anticanonique ample, et sur lesquelles l’action naturelle
de (C∗)n+1 sur lui-même s’étend.
Batyrev montre que ces variétés sont en correspondance bijective avec des polyèdres

convexes à sommets entiers dans Rn+1, possédant 0 comme unique point entier
intérieur, et tels que le polyèdre dual soit également à sommets entiers (propriété
dite de réflexivité) : la famille miroir est alors obtenue par désingularisation partielle
(en général le procédé de désingularisation n’est pas unique, malheureusement) de
la famille des hypersurfaces à fibré canonique trivial dans la variété torique de Fano
associée au polyèdre dual.
L’exemple le plus fameux d’une telle construction est celui des physiciens Candelas,

de la Ossa, Green, Parkes dans l’article spectaculaire [43], remarquablement expliqué
à l’usage des mathématiciens par Morrison [53]. On considère la famille de variétés
de Calabi-Yau de dimension 3 donnée par les hypersurfaces lisses de degré 5 dans P4 ;
une telle hypersurface a pour nombres de Hodge :

h1,1 = 1, h2,1 = 101.
La famille miroir doit donc avoir pour nombres de Hodge

h1,1 = 101, h2,1 = 1
et le nombre de paramètres pour les déformations de la structure complexe dans cette
famille doit être égal à 1.
Cette famille est la suivante : considérons les polynômes quintiques (dépendant

d’un paramètre complexe λ ∈ C) de la forme

Fλ =
i=4∑
i=0

X5
i + λX0 · · ·X4.

Chaque polynôme Fλ est invariant par le groupe

G = (Z/5Z)5/ diag

agissant sur P4 par multiplication des coordonnées par une racine cinquième de l’unité.
Le sous-groupe H ⊂ G défini par la condition

(α0, . . . , α4) ∈ H ⇐⇒
∑
i

αi = 0 dans Z/5Z

agit sur Xλ := divFλ et l’action induite sur H3,0(Xλ) est triviale.
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On peut alors montrer que le quotientXλ/H admet une désingularisation naturelle,

qui est de Calabi-Yau. La famille {X̃λ/H}, de dimension 1, est la famille miroir
cherchée.
Morrison a expliqué du point de vue de la théorie de Hodge le calcul mené dans [43] ;

les ingrédients essentiels sont les suivants. On recherche sur la courbe de coordonnée λ
(en fait λ5) une coordonnée canonique à l’infini ; de telles coordonnées naturelles
existent en général sur l’espace de modules d’une variété de Calabi-Yau (ou plutôt la
famille de Kuranishi, qui est lisse) et dépendent du choix d’un marquage partiel de la
cohomologie : le point est que la monodromie autour de l’infini fournit naturellement
un tel marquage.
Le logarithme t de la coordonnée q ainsi produite est alors supposé cöıncider

via l’application miroir avec la coordonnée naturelle existant sur le cône de Kähler
complexifié de la famille initiale. Le second point est que le même marquage partiel
de la cohomologie permet également de trivialiser le fibré H3,0, de rang 1, dont
la fibre au point λ l’espace vectoriel H3,0(X̃λ/H). On dispose donc d’une fonction
de q donnée par la valeur des 〈〈accouplements de Yukawa 〉〉 (il s’agit d’une forme
cubique sur l’espace tangent à la famille), normalisés par la section trivialisante du
fibré H3,0 sur le champ de vecteurs logarithmique q∂/∂q. Le développement en série
entière est calculable explicitement et se déduit immédiatement de celui de certaines
solutions de l’équation de Picard-Fuchs de la famille {Xλ}.
L’extraordinaire nouveauté mathématique de cet article réside alors dans l’identifi-

cation de cette série ψ(q) où q = et avec la série

5 +
∑
d>0

N(d)
etd

1− etd

oùN(d) est le nombre de courbes rationnelles immergées de degré d dans une quintique
générale de P4. (Ce nombre devrait être fini, selon une conjecture de Clemens.)
La prédiction ainsi obtenue pour les N(d) a été vérifiée pour d ≤ 4, ce qui est

tout à fait remarquable, étant donnée l’allure astronomique de ces nombres. Notons
d’autre part que malgré le progrès accompli par Kontsevich [51] sur le problème de
l’évaluation des N(d), il n’existe actuellement pas de méthode permettant de calculer
ces nombres autrement que un à un.
L’identification de ces deux séries est une conséquence de la construction 〈〈physique 〉〉

de la symétrie miroir : la donnée d’une structure complexe sur X et d’un para-
mètre de Kähler complexifié ω = α + iβ déterminent par le théorème de Yau
une métrique de Kähler-Einstein, de classe de Kähler α, tandis qu’à β correspond
une classe de 2-formes fermées modulo des formes exactes et des formes d’intégrale
multiple de 2iπ sur tout cycle de dimension 2 de X . Ces données permettent de con-
struire un 〈〈σ-modèle N=2-supersymétrique 〉〉 qui est donné par une action S(φ, ψ),
pour φ une application d’une surface de Riemann Σ dans X , et ψ une section de
φ∗(TX)⊗S, S étant le fibré des spineurs correspondant au choix d’une structure Spin
sur Σ.
La dépendance de cette action par rapport au choix d’une forme β̃ représentant β

n’influe guère sur la théorie, car β̃ ne contribue à S que par le terme
∫
Σ
φ∗(β̃), de sorte

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996
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qu’un choix différent β̃′ modifie l’action par un 〈〈terme de bord 〉〉 et par un terme qui
prend des valeurs multiples de 2iπ sur les surfaces sans bord : les termes de bord ne
contribuent pas aux équations d’Euler-Lagrange décrivant les points critiques de S,
et d’autre part seule l’exponentielle de l’action apparâıt, par exemple dans le calcul
des fonctions de corrélation.
L’action S(φ, ψ) est invariante (modulo un terme de bord) par une superalgèbre

de Lie de dimension infinie de transformations infinitésimales, la 〈〈N=2-superalgèbre
de Virasoro 〉〉, dont la partie impaire, faite de 〈〈transformations supersymétriques 〉〉 se
comprend mieux si l’on représente S(φ, ψ) comme le développement en composantes
d’une action S(Φ) associée aux applications superdifférentiables Φ d’une super-surface
de Riemann Σ dans X . La partie paire de cette superalgèbre de Lie est faite de deux
copies de l’algèbre de Virasoro, et reflète l’invariance conforme de l’action S(φ, ψ).
La N=2-supersymétrie de cette action est une conséquence du fait que la métrique
est kählérienne.
Les physiciens veulent représenter par quantification certaines fonctionnelles sur

l’espace des solutions classiques des équations d’Euler, appelées 〈〈observables 〉〉, sur un
espace de Hilbert. La construction d’une telle représentation serait équivalente à
la donnée des 〈〈 fonctions de corrélation 〉〉 de la théorie, c’est-à-dire les intégrales
de Feynman〈

O1(p1) · · ·Or(pr)
〉
=
∫
Σ,φ,ψ

∏
i

Oi

(
(φ, ψ)(pi)

)
e−S(φ,ψ)dΣdφdψ

les pi étant des points fixés de Σ et les Oi des formes différentielles sur X , l’intégrale
sur Σ signifiant l’intégrale sur les structures complexes de Σ, à isomorphisme près.
Les physiciens ont des arguments qui tendent à prouver que l’invariance par

N=2-supersymétrie de l’action S(φ, ψ) peut être préservée au stade quantique (c’est-
à-dire qu’une extension centrale de la superalgèbre est représentée sur l’espace de
Hilbert H de sorte que son action sur les observables cöıncide avec le crochet
d’opérateurs dans H) précisément lorsque la métrique sur X est de Kähler-Einstein.
Ceci mène à associer à (X,ω) une représentation de la N=2-superalgèbre de

Virasoro qui est à 〈〈charge centrale 〉〉 c = 3n. D’après Segal [36], on peut voir cette
représentation comme la version infinitésimale d’une 〈〈théorie des champs N=2-
superconformes 〉〉 associée à (X,ω). Selon Gepner, cette correspondance devrait être
bijective (à condition de ne considérer que les représentations à 〈〈charges U(1) 〉〉

entières). La symétrie miroir serait la nuance à apporter à cet énoncé et correspondrait
au phénomène suivant : la N=2-superalgèbre admet quatre séries de générateurs

G+
r , G−

r , G+
r , G−

r , r ∈ Z+ 1
2
,

dont la signification géométrique dépend de l’interprétation de la superalgèbre en
termes de transformations supersymétriques : il se trouve que l’on peut construire
une involution sur la superalgèbre, agissant sur les générateurs impairs par

G+
r 
−→ G−

r , G−
r 
−→ G+

r ,

G+
r 
−→ G+

r , G−
r 
−→ G−

r ,

compatible avec le supercrochet de Lie.

PANORAMAS ET SYNTHÈSES 2
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Cette involution n’a pas de sens géométrique : l’idée est que la représentation obte-
nue en composant la représentation initiale avec cette involution est la représentation
associée au miroir (X ′, ω′), ou encore qu’on a la même représentation, avec une
indexation différente des générateurs qui doit s’interpréter géométriquement par le
passage au miroir. De là découle formellement la comparaison des cohomologies de
Dolbeault de X et de X ′ : en effet, suivant Witten [38], on peut identifier⊕

p,q≥0

Hq
(
X,

p

∧TX
)

au sous-ensemble de l’espace de Hilbert H formé des états 〈〈chiraux-chiraux 〉〉, c’est-
à-dire annulés par les générateurs

G+
r , G+

r ,
(
r ≥ − 1

2

)
et G−

r , G−
r

(
r ≥ 1

2

)
,

la bigraduation (p, q) sur le second espace étant fournie par le couple des valeurs
propres des opérateurs J0, J0, où les opérateurs Jm, Jm pourm ∈ Z forment une série
de générateurs pairs de la superalgèbre, appelée courant U(1), sur lesquels l’involution
agit par

Jm 
−→ −Jm, Jm 
−→ Jm.
De même ⊕

p,q≥0

Hq
(
X,

p

∧ΩX
)

s’identifie à l’ensemble des états 〈〈antichiraux-chiraux 〉〉, c’est-à-dire annulés par

G−
r , G+

r ,
(
r ≥ − 1

2

)
et G+

r , G−
r ,

(
r ≥ 1

2

)
,

la bigraduation (−p, q) sur le second espace étant fournie par le couple des valeurs
propres des opérateurs J0, J0. Par définition les états chiraux-chiraux d’une théorie
sont les états antichiraux-chiraux de la théorie obtenue en composant avec l’involution
qui échange G+ et G− et la bigraduation subit simplement le changement (p, q) 
→
(−p, q), correspondant au changement de signe de J0. Ce qui précède fournit donc
une série d’isomorphismes

Hq(ΩpX) ∼= Hq(
p

∧TX′)

pour le miroir (X ′, ω′) de (X,ω).
Finalement, les hypothèses de la théorie des champs conformes (et plus particu-

lièrement la correspondance états-champs d’opérateurs) permettent de construire un
produit gradué sur l’espace d’états chiraux-chiraux (resp. antichiraux-chiraux), et en
particulier puisque cet espace est de rang 1 en bidegré (n, n) (resp. (−n, n)), une
forme homogène de degré n sur sa composante de bidegré (1, 1) (resp. (−1, 1)), qui
est isomorphe à H1(TX) (resp. H1(ΩX)).
L’interprétation de ces formes (les accouplements de Yukawa physiques) en termes

de fonctions de corrélation du σ-modèle déterminé par (X,ω), et le développement
asymptotique des intégrales de Feynman permettent alors à Witten [38] de décrire
les accouplements obtenus sur H1(ΩX) et H1(TX) respectivement, au moins dans le
cas n = 3.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996
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Le premier, qu’on notera Y ω, ne dépend pas de la structure complexe de X et
dépend par contre du paramètre ω ; le second, que l’on notera Y η, ne dépend au
contraire que de la structure complexe de X , et du choix d’une forme holomorphe
η ∈ H3,0(X), dont le carré reflète le choix d’un isomorphisme H3(∧3 TX) ∼= C.
Witten donne les descriptions suivantes :

• la forme Y η s’identifie au composé

S3H1(TX) −→ H3(
3
∧TX)

η2

∼= C ;

• la forme Y ω est donnée par la formule

Y ω(γ) =
∫
X

γ3 +
∑

0�=A∈H2(X,Z)

N(A) exp
(
−
∫
A

ω
)(∫

A

γ
)3

où N(A) est un nombre rationnel qui est un substitut adéquat pour le nombre
de courbes rationnelles de classe A dans X , et est obtenu par une intégration sur
l’ensemble des courbes rationnelles de classe A lorsque celui-ci n’est pas discret.

Comme les couples miroirs (X,ω) et (X ′, ω′) ont par définition les mêmes théories
conformes associées, leurs accouplements de Yukawa vont s’identifier via les identifi-
cations

H1(TX) ∼= H1(ΩX′), H1(TX′) ∼= H1(ΩX)

pour un choix adéquat de η et η′.
C’est de là — et en supposant que le choix naturel de η′ mentionné plus haut est le

bon — que Candelas, de la Ossa, Green et Parkes déduisent l’identité des deux séries
et donc la valeur des N(d) ; bien entendu, la démarche suppose qu’on ait déterminé
a priori la forme de l’application miroir, ce qui se fait par les coordonnées canoniques
et qui est le point le plus délicat de [43].
Cette théorie donne un caractère d’évidence à la symétrie miroir qu’aucune

approche mathématique n’a pu égaler jusqu’à présent.
Néanmoins, on ne peut guère la considérer comme satisfaisante du fait qu’elle

repose sur la construction hypothétique de la correspondance entre variétés de Calabi-
Yau munies d’un paramètre de Kähler complexifié et théories quantiques des champs
N=2-superconformes. Par contre, il semble impossible, au vu de la justesse des
prédictions issues de cette démarche, de ne pas admettre l’existence d’une telle
correspondance ; le problème qui se pose naturellement, et qui parâıt théoriquement
plus important que la symétrie miroir elle-même, est de réaliser mathématiquement
cette correspondance.
Les progrès mathématiques en direction d’une compréhension du principe de la

symétrie miroir, dépassant la construction et l’étude d’exemples, résident essen-
tiellement dans la construction de structures analogues sur les deux espaces de
modules K(X) et DéfX et dans la formulation de la symétrie miroir en termes
d’identification de ces structures ; ces structures se formulent et se décrivent en termes
de variations de structure de Hodge, qui sont l’objet mathématique le plus fin associé
à une déformation de structure complexe.
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La première analogie entre ces deux espaces de modules est la suivante. Rappelons
que K(X) est ouvert dans H2(X,C)/2iπH2(X,Z) et donc admet naturellement une
structure plate, c’est-à-dire la donnée locale d’un système de coordonnées, défini à
des transformations affines près ; un premier résultat facile est l’existence d’une telle
structure sur DéfX , dépendant d’un marquage partiel de la cohomologie Hn(X,Z),
et donnée essentiellement par les périodes d’un générateur de Hn,0(X) sur certaines
classes d’homologie de X , qui donnent des coordonnées sur DéfX . L’application
miroir entre K(X) et DéfX ′ est alors pratiquement déterminée par la condition de
compatibilité avec ces structures plates.
Comme mentionné plus haut, on dispose pour une variété kählérienne X de la

décomposition en somme directe de chacun de ses groupes de cohomologieHk(X,C) ∼=
Hk(X,Z)⊗ C :

Hk(X,C) =
⊕

p+q=k

Hp,q(X)

fournie par la théorie de Hodge et satisfaisant un certain nombre de conditions. Par
exemple, Hp,q(X) est le conjugué complexe de Hq,p(X) et, pour k = n = dimX ,
Hp,q(X) est orthogonal à Hp′,q′(X) relativement à la forme d’intersection 〈 , 〉
de Hn(X) pour (p′, q′) �= (n−p, n−q). L’entier k étant fixé, l’application des périodes
locale (ou marquée) de X associe à une déformation Xt de X , accompagnée d’un
difféomorphisme C∞ de Xt avec X induisant un isomorphisme Hk(Xt) ∼= Hk(X), la
décomposition de Hodge de Xt sur l’espace vectoriel fixé Hk(X,C).
Il est plus agréable de considérer la variation correspondante de la filtration de

Hodge
F iHk(Xt) =

⊕
p≥i

Hp,k−p(Xt)

qui jouit des deux propriétés remarquables suivantes :

• F iHk(Xt) varie holomorphiquement avec t ;

• la différentielle de l’application des périodes satisfait la condition de 〈〈transver-
salité 〉〉 de Griffiths

d
dt
(
F iHk(Xt)

)
⊂ F i−1Hk(Xt).

L’application des périodes est fréquemment injective et pour les variétés de Calabi-
Yau ; on peut montrer qu’elle est immersive pour k = n.
Le problème est que précisément à cause de la condition de transversalité, qui est

une équation différentielle généralement non triviale, l’application des périodes n’est
presque jamais surjective, de sorte qu’elle ne peut que rarement être utilisée telle
quelle pour décrire l’espace de modules des déformations de la structure complexe
d’une variété X .
Dans le cas des variétés de Calabi-Yau, il serait très intéressant de comprendre

le lien entre l’application des périodes et la construction de la théorie conforme des
champs proposée par les physiciens ; il n’est pas clair que la seconde doive déterminer
la première, mais sans aucun doute la relation existe puisque, comme on l’a noté plus
haut, les espacesHp,q(X) sont calculables du point de vue de la théorie superconforme
associée à X .
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Un autre lien plus précis est le fait que les accouplements de Yukawa sur l’espace
tangent H1(TX) à DéfX , calculés par les physiciens comme des fonctions de corré-
lation, ont une interprétation très simple en termes de variation de structure de
Hodge : la forme η qui les normalise peut se prolonger comme une section du fibré de
fibre Hn,0(Xt) au point t ∈ DéfX ; pour n champs de vecteurs u1, . . . , un sur DéfX ,
on pose alors

Y η(u1, . . . , un) =
〈
η, u1

(
· · ·
(
un
(η)
)
· · ·
)〉

où les dérivées ui(η) sont prises en considérant η comme une fonction à valeurs
dans l’espace constant Hn(X,C). Les conditions de polarisation et de transversalité
entrâınent aisément que ceci définit bien une forme symétrique homogène de degré n
sur l’espace tangent à DéfX au point X . Griffiths a par ailleurs montré que cette
forme s’identifie au produit

SnH1(TX) −→ Hn(
n
∧ TX)

η2

∼= C

comme l’accouplement de Yukawa des physiciens. On a maintenant le résultat simple
suivant, qu’on énoncera seulement dans le cas n = 3, qui est le plus souvent considéré
dans ce livre :

Dans les coordonnées naturelles zi sur DéfX déduites d’un marquage partiel de
H3(X,Z), et pour un choix naturel de η(z), section du fibré H3,0 de fibre H3,0(Xz)
au point z, déduit du même marquage, la forme Y η dépend d’un potentiel, i.e. il existe
une fonction F (z) telle que

∂3F

∂zi∂zj∂zk
= Y η

( ∂

∂zi
, ∂

∂zj
, ∂

∂zk

)
.

Le fait le plus remarquable en faveur de la symétrie miroir est l’existence de
données analogues sur le cône de Kähler complexifié K(X) : le point est l’utilisation
des invariants de Gromov-Witten de la variété symplectique sous-jacente à X pour
construire un potentiel dont les dérivées vont permettre de construire une variation
de structure de Hodge complexe paramétrée par K(X). Les invariants de Gromov-
Witten [76], [78], [83] sont des formes multilinéaires sur la cohomologie H∗(X) d’une
variété symplectique (X,ω), dépendant du choix d’une classe A ∈ H2(X,Z)

ΦA,m : H∗(X,Q)⊗m −→ Q

Brièvement, ΦA,m(β1 ⊗ · · · ⊗ βm) est obtenue en intégrant la classe

pr∗1 β1 ∧ . . . ∧ pr∗m βm ∈ H∗(Xm)
sur l’image de l’application d’évaluation

évm :WA,J,ν × (P1)(m−3) −−→ Xm

(φ, x1, . . . , xm−3) 
−→
(
φ(0), φ(1), φ(∞), φ(x1), . . . , φ(xm−3)

)
.

Ici WA,J,ν est l’ensemble des applications φ : P1 → X telles que φ∗([P1]) = A satis-
faisant l’équation de Cauchy-Riemann inhomogène

∂̄Jφ = (Id, φ)∗ν
pour un choix générique de structure pseudocomplexe J sur X compatible avec la
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forme symplectique ω, et de paramètre sur P1 ×X égal à

ν ∈ C∞(pr∗1(Ω0,1
P1 )⊗ pr∗2(T

1,0
X,J)
)
.

Le potentiel de Gromov-Witten est alors la fonction définie sur (un ouvert conjec-
turalement non vide de) Hpair(X) =

⊕
i

H2i(X,C) par la série

Ψω(γ) =
∑

A∈H2(X,Z)
m≥3

1
m !

ΦA,m(γ⊗m) exp
(
−
∫
A

ω
)
.

Lorsque X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, le potentiel Ψω ne change
avec ω que par translation, modulo un terme quadratique en γ :

Ψω′(γ) = Ψω(γ − ω′ + ω) +Q(γ), degQ = 2.

C’est ce potentiel restreint à H2(X,C) que la symétrie miroir va identifier, dans les
coordonnées canoniques et modulo une fonction quadratique, avec le potentiel décrit
plus haut, dont dérivent les accouplements de Yukawa de la variation de structure
de Hodge du miroir X ′, lorsque X est une variété de Calabi-Yau. En fait, supposant
n = 3 pour simplifier, ce potentiel permet de construire une variation de structure de
Hodge complexe paramétrée par K(X) (moyennant des hypothèses de convergence)
de la façon suivante. Les dérivées cubiques de Ψω permettent de construire en tout
point γ ∈ Hpair(X) où la série est convergente un produit 〈〈 •γ 〉〉 sur Hpair(X) par la
formule

〈ei •γ ej , ek〉 =
∂3Ψω

∂ti∂tj∂tk
où ei est une base de Hpair(X) et ti les coordonnées linéaires correspondantes
sur Hpair(X).
Une propriété essentielle des invariants de Gromov-Witten, vraie pour toutes les

variétés symplectiques et trivialement satisfaite dans le cas des variétés de Calabi-
Yau de dimension 3 est l’associativité du produit 〈〈 •γ 〉〉. On en déduit, suivant
Dubrovin [75], que la connexion ∇ définie sur le fibré tangent (trivial) de la variété
Hpair(X) par

∇u(σ)(γ) = du(σ)(γ) + u •γ σ

(d étant la connexion triviale et u, σ des champs tangents) est intégrable.
Finalement, dans le cas des variétés de Calabi-Yau de dimension 3, le produit 〈〈 •γ 〉〉

est compatible avec la graduation Hpair(X) =
⊕

iH
2i(X) pour tout γ. On en déduit

que la restriction de ∇ à H2(X,C) est une connexion intégrable sur le fibré trivial de
fibre Hpair(X) satisfaisant la condition de transversalité

∇F iHpair(X) ⊂ F i−1Hpair(X)⊗ ΩH2(X)

pour la filtration
F 3Hpair = H0(X), F 2Hpair = H0 ⊕H2,

F 1Hpair = H0(X)⊕H2 ⊕H4, F 0Hpair = Hpair(X),
ce qui fournit la variation complexe de structure de Hodge annoncée.
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À ce stade, on peut formuler la symétrie miroir en conjecturant que cette variation
de structure de Hodge est celle de la famille miroir {X ′} via l’application miroir

K(X) −→ DéfX ′.

Le problème est qu’on n’a aucune raison de supposer qu’elle est d’origine
géométrique, i.e. qu’elle correspond à la variation de structure de Hodge d’une famille
de variétés paramétrée par K(X).
Notons aussi que, même dans le cas décrit plus haut des quintiques de P4, l’égalité

des deux potentiels décrits ci-dessus, ou ce qui revient au même, des deux séries
entières considérées dans [43], reste une conjecture.
Cependant Givental en a donné une justification (malheureusement insuffisante du

point de vue de la rigueur, du fait de l’usage de produits infinis, qui sont supposés avoir
un sens en 〈〈cohomologie équivariante de Floer 〉〉, mais dont le statut est incertain)
très séduisante théoriquement et complètement indépendante de celle des physiciens.
Givental note tout d’abord l’existence d’une structure deD-module sur la cohomologie
S1-équivariante d’une variété symplectique M̃ , sous les conditions suivantes : M̃ est un
revêtement de groupe Z d’une variété symplectiqueM munie d’une action localement
hamiltonienne de S1, sur lequel cette action devient globalement hamiltonienne, la
fonction hamiltonienne H satisfaisant

q∗H = H + 1

pour q : M̃ → M̃ engendrant l’action de Z. Sur M̃ , la forme symplectique ω s’étend
alors en une forme équivariante ω̃ dont la classe satisfait

q∗ω̃ = ω̃ − h

où h est le générateur standard de H∗
S1(point) ; si p est l’opérateur de multiplication

par la classe de ω̃ dans H∗
S1(M̃), on a donc la relation

p ◦ q∗ − q∗ ◦ p = hq∗,

ce qui en convenant de traiter h comme un scalaire fournit la structure de D-module
cherchée, si on fait correspondre p à h∂/∂t et q∗ à la multiplication par et.
Givental applique cette construction au cas où M est l’espace des lacets de P4

et M̃ son revêtement universel, l’action de S1 étant donnée par la rotation des lacets.
En fait, il approxime ce revêtement par la variété projective M∞ limite directe des
espaces de polynômes de Laurent

Mk = P

({ k∑
i=−k

φiz
i, φi ∈ C5

})
,

l’action de Z sur M∞ étant engendrée par la multiplication par z. La cohomologie
S1-équivariante de M∞ a donc comme ci-dessus une structure de D-module.
Givental construit alors une classe, qui se présente comme un produit infini dans

H∗
S1(M∞), mais dont l’interprétation géométrique en termes de comptage de courbes
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rationnelles dans une quintique générale de P4 est claire, qui satisfait formellement,
pour cette structure de D-module, une équation différentielle qui n’est autre que
l’équation de Picard-Fuchs de la famille miroir {Xλ/H} décrite plus haut. (Cette
équation différentielle a pour coefficients des fonctions méromorphes de t et ses
solutions sont exactement les périodes de la forme de type (3, 0) dont elle dépend, sur
les cycles d’homologie localement constants : comme expliqué plus haut, ces périodes
sont essentielles dans le calcul des coordonnées canoniques et de la normalisation des
accouplements de Yukawa, sur lequel la construction de l’application miroir est basée.)
Le texte se termine sur la description de cette construction un peu miraculeuse,

mais qui touche sans aucun doute au plus près le phénomène de miroir, par son objet
central, la géométrie symplectique de l’espace des lacets, qui est également l’objet
étudié par les physiciens par la théorie des cordes et le σ-modèle.

Organisation du texte
Dans le premier chapitre sont rassemblés quelques résultats de géométrie algébrique

ou kählérienne concernant les variétés de Calabi-Yau : l’existence des métriques de
Kähler-Einstein, la lissité de la famille de Kuranishi, et quelques propriétés spécifiques
de ces variétés du point de vue de la théorie de Hodge.
Le chapitre deux est consacré à une description de la symétrie miroir, telle qu’elle

émerge de la 〈〈physique 〉〉 ; d’une part les idées impliquées dans la théorie des champs
conformes semblent d’un très grand enjeu scientifique, et d’autre part, comme expliqué
dans cette introduction, on n’a pas actuellement d’intuition mathématique suffisante
du phénomène de miroir pour remplacer la théorie des physiciens.
C’est la raison d’être de ce chapitre d’une inspiration un peu spéciale, et dont la

lecture n’est nullement nécessaire à la compréhension des autres.
Les quatre autres chapitres sont consacrés aux aspects mathématiques de la

symétrie miroir évoqués dans cette introduction.
Le chapitre trois explique, en partie suivant Morrison, les étapes du calcul mené

dans [43], en introduisant les notions de théorie de Hodge nécessaires : accouplements
de Yukawa, équations de Picard-Fuchs, théorème de la monodromie, description à la
Griffiths de la cohomologie et de la filtration de Hodge d’une hypersurface par des
résidus.
Le chapitre quatre introduit à la géométrie torique et est consacré à la construction

de Batyrev. Sans entrer dans les développements les plus récents, on explique
également, suivant Danilov et Khovanskii, le calcul des nombres de Hodge des
hypersurfaces des variétés toriques, utilisé par Batyrev pour vérifier en partie sur
ces exemples les prédictions des physiciens concernant la comparaison des nombres
de Hodge d’une variété et de son miroir.
Les deux derniers chapitres sont liés par l’introduction à la cohomologie de Floer,

qui sans être nécessaire ici, semble importante du fait qu’elle traite la cohomologie
quantique du point de vue de la géométrie symplectique de l’espace des lacets.
Le chapitre cinq est consacré à la cohomologie quantique : on y décrit les inva-

riants de Gromov-Witten et leur propriété cruciale de 〈〈scindage 〉〉, et on explique
les conséquences formelles de cette propriété, telles que l’associativité du produit
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quantique et l’équation aux dérivées partielles, dite WDVV, (Witten, Dijgraaf,
Verlinde, Verlinde) satisfaite par le potentiel de Gromov-Witten.
Le chapitre six débute par une introduction à la cohomologie de Floer, et une

description schématique de la preuve du théorème de comparaison entre la coho-
mologie de Floer et la cohomologie usuelle tensorisée par l’anneau de Novikov. Ce
paragraphe a surtout pour but de justifier les produits infinis de Givental, en expli-
quant leur interprétation naturelle (en homologie) comme des 〈〈classes fondamentales
d’homologie de Floer S1-équivariantes 〉〉. Ce chapitre introduit en outre à la cohomolo-
gie S1-équivariante, qui est le seul outil mathématique utilisé dans la construction de
Givental.
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Ajouté surépreuves
Dans le preprint (*), Givental propose une preuve de la 〈〈conjecture des miroirs 〉〉

pour les variétés de Calabi-Yau de dimension 3 intersections complètes dans un espace
projectif, utilisant en particulier les idées de (**), et validant les résultats de (***).
Dans ce cas, la conjecture énonce que le potentiel de Gromov-Witten d’une telle

variété est lié de façon simple (et explicite) aux solutions de l’équation de Picard-Fuchs
de la famille miroir (qui est déjà fournie par l’analyse des variétés toriques comme
dans le chapitre 4).
Un tel résultat constitue un progrès spectaculaire par rapport à l’état des connais-

sances décrit dans ce livre.

(*) A. Givental : Equivariant Gromov-Witten invariants, preprint alg-geom 96.
(**) M. Kontsevich : Enumeration of rational curves via torus action, voir [51].
(***) A. Givental : Homological geometry I : Projective Hypersurfaces, voir [91].
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1. VARI ÉTÉS DE CALABI-YAU

Ce chapitre est consacré à la description des résultats connus sur la géométrie
algébrique ou kählérienne des variétés de Calabi-Yau. Les deux théorèmes les plus
généraux concernent précisément les deux aspects de l’espace de modules considéré par
les physiciens : le cône de Kähler, que le théorème de Yau met en correspondance bi-
jective avec les métriques de Kähler-Einstein, et l’espace de modules des déformations
de la structure complexe, dont la version locale est la famille de Kuranishi, qui est
lisse par le théorème de Bogomolov-Tian-Todorov. On explique avec quelque détail
la preuve de ce dernier théorème, ainsi que les théorèmes de 〈〈 lissifiabilité 〉〉 de Fried-
man et Kawamata-Namikawa qui permettent d’espérer la construction de nouvelles
familles par lissification de variétés singulières (en fait à croisements normaux) à fibré
canonique trivial. On conclut par une introduction à l’application des périodes, et
par la description, due à Bryant et Griffiths, des solutions de dimension maximale
de l’équation différentielle de transversalité pour les structures de Hodge de niveau 3
polarisées avec h3,0 = 1.

1.1. Théorème de Yau

1.1.1. Métriques hermitiennes
Soit X une variété complexe ; le fibré tangent réel TR

X est muni de l’opérateur J de
structure pseudocomplexe, satisfaisant J2 = −1. Soit h une métrique hermitienne
sur X , c’est-à-dire la donnée d’une métrique hermitienne hx sur TR

X vu comme
un C-espace vectoriel grâce à Jx variant différentiablement avec x ∈ X . La forme
hermitienne h se décompose en h = g − iω, avec g et ω réelles, J-invariantes, et les
conditions

(1.1.1) h(u, Jv) = −ih(u, v), h(u, v) = h(v, u)

se traduisent par :

(1.1.2) ω(u, Jv) = g(u, v), ω(u, v) = −ω(v, u)
Donc ω est une 2-forme réelle invariante par J . Cette dernière condition est équivalente
à la suivante : J induit une décomposition en types

(1.1.3)
2∧ΩC

X = Ω2,0 ⊕ Ω1,1 ⊕ Ω0,2 ,
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avec
Ω2,0 =

2
∧Ω1,0, Ω1,1 = Ω1,0 ⊗ Ω0,1,

où Ω1,0 ⊂ ΩC
X est le sous-espace propre associé à la valeur propre i de J . On a alors :

ω est J-invariante si et seulement si ω est une section du fibré Ω1,1.

1.1.2. Métriques de K̈ahler
La métrique h est dite kählérienne si la forme ω associée est fermée. Sa classe dans
H2(X,R) est appelée la classe de Kähler de la métrique h. Lorsque X admet une
métrique kählérienne, la théorie de Hodge fournit une décomposition

H2(X,C) = H2,0 ⊕H1,1 ⊕H0,2

donnée par la décomposition (1.1.3) pour les formes harmoniques. Le sous-espaceH1,1

est stable par conjugaison, donc a une structure réelle et l’on a :

Lemme 1.1. —Soit X une variété kählérienne ; alors les classes de Kähler forment
un cône ouvert dans H1,1

R (X).

On a la caractérisation suivante des métriques de Kähler :

Lemme 1.2. —Une métrique hermitienne h est kählérienne si et seulement si
l’opérateur J est parallèle pour la connexion de Levi-Civita de g = Reh.

1.1.3. Premìere classe de Chern
Le fibré canonique d’une variété complexe X est le fibré inversible de rang 1
engendré par dz1 ∧ . . . ∧ dzn, pour des coordonnées locales holomorphes zi ; ses
fonctions de transition sont données par les déterminants des matrices jacobiennes
de changement de coordonnées holomorphes (∂z′i/∂zj)(i,j). Si h est une métrique
hermitienne sur (TX , J), de matrice (hij) dans la base ∂/∂zi pour i = 1, . . . , n, on
en déduit une métrique h−K sur le fibré anticanonique −K = ∧n

C TX , de matrice
det(hij) dans la base ∂/∂z1∧ . . .∧∂/∂zn. On définit la courbure de h−K comme étant
la 2-forme

(1.1.4) ω−K =
1
2iπ

∂∂̄ h−K

indépendante du choix de la trivialisation holomorphe de −K.
Le lien avec la courbure de Ricci de (X, g) est le suivant. Si (X,h) est kählérienne,

la courbure de Ricci de (X, g) est une 2-forme symétrique J-invariante puisque J est
parallèle ; elle fournit une 2-forme alternée de type (1, 1) définie par :

(1.1.5) ρ(u, v) = Ric(Ju, v).

On a alors

(1.1.6) ρ = 2π ω−K

grâce au lemme suivant.

Lemme 1.3. —Si h est kählérienne, la connexion de Levi-Civita ∇ cöıncide avec la
connexion hermitienne D sur TX.

(Ceci a un sens si l’on identifie T 1,0
X et TR

X).
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On a alors :

(1.1.7) ω−K =
1
2iπ

Trace(RD)

où

RD = D2 ∈
2
∧ΩX ⊗HomC(TX)

est l’opérateur de courbure de D. D’autre part, Ric(U, V ) est la trace de l’application
linéaireW 
→ R∇(U,W )V et l’égalité (1.1.6) résulte alors du lemme 1.3, de la première
identité de Bianchi et du fait que R(· , ·)W est de type (1, 1).

Définition 1.4. —La première classe de Chern cR
1 (X) ∈ H2(X,R) est la classe de

la 2-forme ω−K .

Cette classe est en fait entière et ne dépend pas du choix de h. On peut la définir
plus généralement pour n’importe quelle structure pseudocomplexe J sur X comme
l’image dans H2(X,R) de la classe d’Euler du fibré complexe ∧n

C TX de rang 1. Elle
ne dépend donc que de la classe de déformation de la structure pseudocomplexe J .

1.1.4. Th́eor̀eme de Yau
C’est la solution d’une conjecture de Calabi ; la version la plus générale établit
l’existence de métriques de Kähler dont la courbure est proportionnelle à la forme
de Kähler pour les variétés dont le fibré anticanonique est positif ou nul, au sens
où pour une métrique hermitienne adéquate sur K−1, la forme de courbure ω−K
correspondante est un multiple positif ou nul d’une forme de Kähler.
On appelle de telles métriques des métriques de Kähler-Einstein.

On se contentera de l’énoncé concernant le cas cR
1 (X) = 0 :

Théor̀eme 1.5 (cf. [23]). —Soit X une variété kählérienne compacte telle que
cR
1 (X) = 0, et soit α ∈ H2(X,R) une classe de Kähler sur X ; il existe alors une
unique métrique de Kähler h = g − iω, de forme de Kähler ω cohomologue à α, et
satisfaisant la condition ω−K = 0.

1.2. Le théorème de décomposition
On rappelle que l’holonomie d’une variété riemannienne (M, g) (calculée en un point
m de M), est le groupe des transformations linéaires de TM,m obtenues par transport
parallèle relativement à la connexion de Levi-Civita le long de lacets basés en m.
L’holonomie restreinte est le sous-groupe obtenu en se restreignant aux lacets homo-
topes au lacet constant.
Le théorème suivant a été prouvé par Bogomolov [3] et indépendamment par

Beauville [2].

Théor̀eme 1.6.—Soit X une variété compacte kählérienne telle que cR
1 (X) = 0 ; alors

un revêtement fini de X est isomorphe à un produit de tores complexes, de variétés
compactes kählériennes simplement connexes de dimension 2mi et d’holonomie égale
à Sp(mi), et de variétés compactes kählériennes simplement connexes de dimension nj
et d’holonomie SU(nj).
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20 CHAPITRE 1. VARIÉTÉS DE CALABI-YAU

Outre le théorème de Yau, la démonstration utilise différents résultats profonds de
géométrie différentielle :

(i) Le théorème de de Rham : soit M est une variété riemannienne complète
simplement connexe, admettant une décomposition orthogonale parallèle

TM =
⊕

T i
M ;

alors M est isomorphe comme variété riemannienne à un produit

M ∼=
∏

Mi avec T i
M
∼= pr∗Mi

TMi ⊂ TM .

(ii) La classification par Berger des groupes d’holonomie restreinte irréductibles.

Si M est kählérienne compacte à courbure de Ricci nulle, son groupe d’holonomie
restreinte est contenu dans SU(n), avec n = dimC M , et il en va alors de même des
composantes Mi de la décomposition de de Rham de M .
Or il résulte de (ii) que les groupes d’holonomie restreinte irréductibles contenus

dans SU(mi) sont le groupe trivial, qui fournit les tores apparaissant dans l’énoncé
du théorème 1.6, le groupe SU(mi) lui-même, et pour mi = 2m′

i, le groupe Sp(m
′
i),

intersection du groupe SO(2mi) avec le groupe des automorphismes K-linéaires
de TMi,mi , où K est le corps des quaternions, supposé agir sur TMi,mi de façon
compatible avec la métrique, au sens où gi est invariante sous les trois structures
complexes I, J,K données par l’action de K (on a IJ = −JI = K).
Les variétés à holonomie Sp(m′

i) sont des composantes symplectiques holomorphes
de la décomposition de de Rham, ce qui signifie qu’elles possèdent une 2-forme
holomorphe partout non dégénérée. En effet, si I est la structure complexe initiale,
la structure pseudocomplexe J parallèle déduite de l’action parallèle de K sur TMi

fournit une 2-forme Ω de type (2, 0) (relativement à I) sur Mi par la formule :

(1.2.8) Ω(u, v) = h(u, Jv)

où h est la métrique I-hermitienne correspondant à gi. Comme Ω est de type (2, 0) et
parallèle, donc fermée, elle est holomorphe et on voit facilement qu’elle est n’est pas
dégénérée. La proposition suivante montre enfin que l’holonomie contrôle les formes
holomorphes sur les variétés kählériennes à courbure de Ricci nulle (ce qui entrâıne
en particulier la réciproque à l’assertion précédente) :

Proposition 1.7 (Bochner). —Soit M une variété kählérienne compacte à courbure
de Ricci nulle ; alors une section de Ωp,0M est parallèle si et seulement si elle est holo-
morphe.

Elle entrâıne que les variétés M à holonomie SU(m) où m = dimM , satisfont la
condition h0(ΩpM ) = 0 pour 0 < p < m (en effet l’existence d’une forme holomorphe
de degré intermédiaire restreindrait le groupe d’holonomie).
De façon similaire, les variétésM de dimension complexe m = 2m′ et à holonomie

Sp(m′) satisfont la condition h0(Ω2
M ) = 1. Ces variétés sont aussi appelées variétés

hyperkählériennes car la structure quaternionique fournit une famille continue de
structures complexes pour laquelle la métrique g initiale reste kählérienne.
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Enfin, cette proposition montre que l’holonomie globale d’une variété kählé-
rienne M à courbure de Ricci nulle est contenue dans SU(n) si et seulement si M
possède une n-forme différentielle holomorphe partout non nulle, c’est-à-dire si le
fibré canonique de M est trivial.

Définition 1.8. —On dit que X est une variété de Calabi-Yau si X est compacte
kählérienne à fibré canonique trivial.

Dans les chapitres suivants, on considérera uniquement les variétés de Calabi-Yau
à holonomie :

SU(n), n = dimX > 2.

D’après ce qui précède, ces variétés satisfont la condition

h0(Ω2
X) = 0

et la théorie de Hodge montre alors que

H1,1(X) = H2(X,C).

Le cône de Kähler est alors ouvert dans H2(X,R) d’après le lemme 1.1. Il contient
donc des classes entières et le théorème de plongement de Kodaira montre que ces
variétés sont algébriques.

1.3. Lissité de la famille locale de d´eformations

On esquisse la preuve du théorème suivant, dû à Bogomolov [4], Tian [18], Todorov
et récemment redémontré à l’aide d’un formalisme plus algébrique par Ran [15].

Théor̀eme 1.9. —Soit X une variété kählérienne compacte à fibré canonique trivial ;
alors la famille universelle locale des déformations de X est lisse.

Soit J l’opérateur de structure complexe de X . Il définit une décomposition :

(1.3.9) TX ⊗ C = T 1,0
X ⊕ T 0,1

X .

Une petite déformation Jt de la structure pseudocomplexe J détermine une section αt
de T 1,0

X ⊗ Ω0,1
X de la façon suivante : à Jt correspond une décomposition

(1.3.10) TX ⊗ C = T 1,0
Xt

⊕ T 0,1
Xt

.

Notant pr1 et pr2 les projections induites par (1.3.9), on pose :

(1.3.11) αt = pr1 |T 0,1
Xt

◦
(
pr2 |T 0,1

Xt

)−1 ∈ Hom(T 0,1
X , T 1,0

X ).
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22 CHAPITRE 1. VARIÉTÉS DE CALABI-YAU

1.3.1. Condition d’int́egrabilité
Par définition, les champs de vecteurs de type (0, 1) pour Jt sont de la forme :

(1.3.12) χ+ αt(χ), χ ∈ T 0,1
X .

La condition d’intégrabilité pour Jt s’écrit

(1.3.13)
[
T 0,1
Xt

, T 0,1
Xt

]
⊂ T 0,1

Xt
,

c’est-à-dire :

(1.3.14)
[
χ+ αt(χ), χ′ + αt(χ′)

]
∈ T 0,1

Xt
, ∀χ, χ′ ∈ T 0,1

X .

Pour que la propriété (1.3.14) soit vraie pour tous les champs de type (0, 1) sur X ,
il suffit qu’elle soit vraie pour des champs

χ =
∂

∂z̄i
, χ′ =

∂

∂z̄j
,

correspondant à des coordonnées holomorphes locales zi pour i = 1, . . . , n. Mais on a
alors :

[χ, χ′] = 0,[
χ, αt(χ′)

]
= ∂̄zi

(
αt

( ∂

∂z̄j

))
∈ T 1,0

X ,

[
αt(χ′), χ

]
= −∂̄zj

(
αt

( ∂

∂z̄i

))
∈ T 1,0

X .

Finalement [αt(∂/∂z̄i), αt(∂/∂z̄j)] ∈ T 1,0
X par l’intégrabilité de la structure pseudo-

complexe J . Pour que (1.3.14) soit satisfait, il faut donc que pour tous i, j, on ait :

(1.3.15) ∂̄zi

(
αt

( ∂

∂z̄j

))
−∂̄zj

(
αt

( ∂

∂z̄i

))
= −
[
αt

( ∂

∂z̄i

)
, αt

( ∂

∂z̄j

)]
,

ce qui s’écrit de façon compacte sous la forme :

(1.3.16) ∂̄αt = −
[
αt, αt

]
.

Supposons maintenant que αt soit développable en série entière de t :

αt = α0 + tα1 + t2α2 + · · · .

Si on suppose J0 = J , on a α0 = 0 et l’équation (1.3.16), considérée au premier ordre,
fournit la condition :

(1.3.17) ∂̄α1 = 0.

On s’intéresse aux déformations de la structure complexe modulo l’action des
difféomorphismes de X ; il est immédiat de vérifier que l’action infinitésimale de ces
difféomorphismes modifie α1 par l’ajout d’un terme de la forme ∂̄χ, où χ est une
section arbitraire de T 1,0

X . On a donc :
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Proposition 1.10. —Les déformations au premier ordre de la structure complexe J
sont paramétrées par le groupe de cohomologie de Dolbeault :

H1(TX) = Ker
(
∂̄ : T 1,0

X ⊗ Ω0,1
X → T 1,0

X ⊗ Ω0,2
X

)/
Im
(
∂̄ : T 1,0

X → T 1,0
X ⊗ Ω0,1

X

)
.

Pour montrer la lissité, il suffit, par des principes généraux dus à Kodaira et
Artin, de prouver que pour toute classe ᾱ1 ∈ H1(TX), il existe une série formelle
tα1+ t2α2+ · · · solution de (1.3.16), où α1 ∈ T 1,0

X ⊗Ω0,1
X est ∂̄-fermée et représente ᾱ1.

Supposons qu’on ait trouvé

αnt = tα1 + · · ·+ tnαn

satisfaisant (1.3.16) à l’ordre n ; on cherche alors αn+1 telle que

αn+1
t = tα1 + · · ·+ tn+1αn+1

satisfasse (1.3.16) à l’ordre n+ 1, ce qui équivaut à la condition :

(1.3.18) ∂̄αn+1 = −
∑
i≤n

[αi, αn+1−i ].

Le second terme est une section ∂̄-fermée de T 1,0
X ⊗Ω0,2

X et l’on doit prouver qu’elle
est exacte. Le point est le suivant :KX étant trivial, le choix d’une section holomorphe
non nulle de KX fournit par produit intérieur un isomorphisme

int : T 1,0
X

∼= Ωn−1
X .

On va montrer par récurrence l’existence de αn+1 satisfaisant l’équation (1.3.18) et
la condition supplémentaire

∂
(
int(αn+1)

)
= 0 ;

le fait qu’on puisse imposer ∂(int(α1)) = 0 est une conséquence facile de la théorie de
Hodge.
Utilisons maintenant :

Proposition 1.11 (Tian). —Soient α1, α2 ∈ T 1,0
X ⊗ Ω0,1

X ; alors :

int
(
[α1, α2]

)
= ∂
(
α1 • int(α2)

)
− η
(
∂
(
int(α1)

))
∧ int(α2)

+ int(α1) ∧ η
(
∂
(
int(α2)

))
,

où dans le premier terme 〈〈 • 〉〉 est donné par le produit intérieur sur T 1,0
X et le produit

extérieur sur Ω0,1
X et où η est l’isomorphisme KX ⊗ Ω0,1

X
∼= Ω0,1

X donné par la même
section de KX.
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On déduit de cette formule que si ∂(int(αi)) = 0 pour i ≤ n, la forme

int
(
−
∑
i≤n
[αi, αn+1−i ]

)
est ∂-exacte. Or c’est une forme de type (n−1, 2) qui est aussi ∂̄-fermée ; la théorie de
Hodge (voir [6], [21]) entrâıne par l’argument ci-dessous que int

(
−
∑

i≤n[αi, αn+1−i]
)

est aussi ∂̄-exacte. D’où l’existence d’une (0, 1)-forme αn+1 à valeurs dans T 0,1
X

satisfaisant l’équation (1.3.18), définie par int(αn+1) = φ avec

(1.3.19) ∂̄φ = int
(
−
∑
i≤n
[αi, αn+1−i ]

)
.

Pour continuer la récurrence, il reste simplement à noter que la forme φ peut être
choisie ∂-fermée, ce qui se voit de la façon suivante.
Soient ∆ le laplacien (pour ∂ ou pour ∂̄) associé à une métrique kählérienne sur X

et qui agit sur les formes différentielles de X en préservant le type, et H le projecteur
sur l’espace H des formes ∆-harmoniques ; on a les égalités suivantes

(1.3.20) ∆ = ∂∂∗ + ∂∗∂ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄

et des décompositions (compatibles avec la bigraduation complexe) de l’espace⊕
A•,•(X) des formes différentielles complexes de classe C∞ sur X en somme directe

orthogonale

A•,•(X) = H•,• ⊕ ∂
(
A•−1,•(X)

)
⊕ ∂∗(A•+1,•(X)

)
,(1.3.21)

A•,•(X) = H•,• ⊕ ∂
(
A•,•−1(X)

)
⊕ ∂

∗(
A•,•+1(X)

)
.(1.3.22)

D’après (1.3.21), on a

H
(
int
(
−
∑
i≤n
[αi, αn+1−i ]

))
= 0

car int
(
−
∑

i≤n[αi, αn+1−i]
)
est ∂-exacte et donc, d’après (1.3.22) et le fait que cette

forme, étant ∂̄-fermée, est orthogonale à Im ∂̄∗

int
(
−
∑
i≤n

[αi, αn+1−i ]
))
= ∂̄ψ.

Si l’on décompose maintenant ψ suivant (1.3.21), soit ψ = Hψ+∂u+∂∗v, on obtient :

(1.3.23) ∂̄ψ = ∂̄∂u+ ∂̄∂∗v.

Mais le terme de gauche est ∂-exact, ainsi que ∂̄∂u, tandis que ∂̄∂∗v ∈ Im ∂∗ car les
opérateurs ∂̄ et ∂∗ commutent, de sorte qu’en fait ∂̄∂∗v = 0 puisque Im ∂ et Im ∂∗

sont en somme directe. On a donc ∂̄ψ = ∂̄∂u et on peut prendre φ = ∂u, qui est
bien ∂-fermée.
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1.3.2. La d́emonstration de Ran
Sa preuve est plus algébrique, mais elle utilise essentiellement les mêmes ingrédients :
l’isomorphisme

int : T 1,0
X

∼= Ωn−1
X

et la dégénérescence en E1 de la suite spectrale de Hodge vers de Rham.
Le raisonnement est le suivant. Soit An = SpecC[ε]/εn+1, et soit π : Xn → An une

déformation à l’ordre n deX . On en déduit une classe d’extension η ∈ H1(TXn−1/An−1)
correspondant à la suite exacte :

(1.3.24) 0→ TXn−1/An−1 −→ TXn |Xn−1
−→ π∗(TAn |An−1

)
→ 0.

L’obstruction (qui vit dans H2(TX)) apparaissant dans (1.3.18) à construire αn+1

ou encore à étendre π : Xn → An en π : Xn+1 → An+1 s’exprime simplement en
considérant la suite exacte :

(1.3.25) 0→ TX −→ TXn/An −→ TXn−1/An−1 → 0.

La suite exacte longue associée fournit un cobord

δ : H1(TXn−1/An−1) −→ H2(TX) ;

cette obstruction est alors égale à δ(η). Le fait que δ(η) = 0 provient maintenant de
l’existence de l’isomorphisme

intn : TXn/An
∼= Ωn−1

Xn/An

(comme KX est trivial, KXn/An est trivial), et de la théorie de Hodge qui montre que
les fibrés de Hodge sont compatibles aux changements de base.

1.4. Lissifiabilité des variétés de Calabi-Yauà croisements normaux
Soit X une variété de dimension n à croisements normaux, c’est-à-dire

X =
i=N⋃
i=1

Xi

avec Xi lisse algébrique ou kählérienne de dimension n, telle que toutes les intersec-
tions Xi1 ∩ . . .∩Xik soient transverses : localement X est isomorphe à l’hypersurface
d’équation z1 · · · zr = 0 dans un voisinageU de 0 dans Cn+1 pour un certain r ≤ n+ 1.
Le problème que l’on considère concerne la possibilité de lissifier X , c’est-à-dire de

trouver une variété lisse X et un morphisme propre et plat π : X −→ ∆ tels que

X ∼= π−1(0).

Pour t �= 0 et t petit, les fibres Xt sont alors lisses. Il existe pour cela une condition
combinatoire assez simple, dégagée par Friedman [9]. Soit

D = Sing(X) ;

on construit sur D un fibré en droites OD(−X) par la formule :
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(1.4.26) OD(−X) = IX1/ID · IX1 ⊗OD · · · ⊗OD IXN /ID · IXN ,

où les faisceaux d’idéaux IXi et ID sont définis de la manière suivante. Soit x ∈ X et
soit x ∈ U ⊂ X un ouvert isomorphe à un voisinage de 0 dans l’hypersurface définie
par z1 · · · zr(x) de Cn+1, l’isomorphisme envoyant x sur 0. Alors ID est engendré au
voisinage de x par les fonctions z1 · · · ẑi · · · zr(x) pour i ≤ r(x), et IXi est engendré
au voisinage de x par 1 si x �∈ Xi, et par zk(i) sinon, où k(i) ≤ r(x) est défini par la
condition 〈〈zk(i) s’annule sur l’image de Xi ∩ U 〉〉.
Si X ⊂ Y est une hypersurface, avec Y lisse, on a :

OD(−X) ∼= OY (−X) |D.On en déduit :

Proposition 1.12 (Friedman). —Une condition nécessaire pour la lissifiabilité de X
est OD(−X) ∼= OD.

Lorsque cette condition est satisfaite on dit que X est d-semi-stable. La variété X
à croisements normaux a un fibré canonique inversible puisqu’elle est localement
intersection complète. On suppose maintenant KX

∼= OX . On a :

Théor̀eme 1.13 (Kawamata-Namikawa [11]). —Soit X une variété à croisements
normaux, à fibré canonique trivial, d-semi-stable, et satisfaisant les conditions :

• Hn−1(X,OX) = {0} ;

• Hn−2
(
X [0],OX[0]

)
= {0} où X [0] :=

⊔
Xi.

Alors X est lissifiable.

L’idée est d’introduire la notion de structure logarithmique sur X , c’est-à-dire
un recouvrement Uλ d’un voisinage de Sing(X) dans X et pour chaque λ, des
fonctions zλ1 , . . . , z

λ
n+1 sur Uλ, telles que zλi soit inversible pour i > r(λ) et qu’il

existe une immersion φ : Uλ → Cn+1 réalisant Uλ comme un voisinage de zéro dans
l’hypersurface z1 · · · zr(λ) = 0, avec zλi = φ∗(zi) pour i ≤ r(λ). On demande de plus
que sur Uλ∩Uµ on ait pour une certaine permutation σ de {1, . . . , n+1}, zλi = uiλµz

µ
σ(i)

pour i ≤ n+ 1 avec la condition 〈〈uiλµ est inversible et
∏
i u

i
λµ = 1 〉〉.

Une telle structure logarithmique existe si et seulement si X est d-semi-stable
(cf. [11]). On a la notion de déformation logarithmique (comme il est usuel, on notera X

une famille de déformations et X sa fibre centrale).
Soient D1, . . . , Dm les composantes connexes de D. Soient A une C-algèbre locale

artinienne et si pour i = 1, . . . ,m des éléments de l’idéal maximal MA de A. La
donnée de si ∈ MA équivaut à la donnée d’une structure de C[[t1, . . . , tm]]-algèbre
sur A. On dit que

π : X −−−→ SpecA
est une déformation logarithmique de X paramétrée par s1, . . . , sm si π est plate,
X ∼= π−1(0) et s’il existe un recouvrement ouvert Uλ d’un voisinage de D dans X et
des fonctions zλ1 , . . . , z

λ
n+1 sur Uλ, satisfaisant l’équation∏

i

zλi = si pour Uλ ∩Di �= ∅.
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On impose la même condition que ci-dessus pour le passage de Uλ à Uµ. Ces données
doivent induire la structure logarithmique initiale sur X .
Kawamata et Namikawa montrent que sous les hypothèses du théorème, le

foncteur de déformation logarithmique, défini sur la catégorie des C[[t1, . . . , tm]]-
algèbres locales artiniennes est non obstrué, ce qui signifie grosso modo qu’il est
〈〈représentable 〉〉 par un schéma formel lisse au-dessus de SpecC[[t1, . . . , tm]]. Ceci
entrâıne la lissifiabilité (en admettant qu’on peut passer de la catégorie formelle
à la catégorie analytique), car si on a une déformation logarithmique analytique
X → B → V au-dessus d’un voisinage ouvert V de 0 dans Cm, où la seconde appli-
cation est une submersion, un point s ∈ B au dessus d’un point t ∈ V suffisamment
proche de zéro et satisfaisant ti �= 0 pour tout i ≤ m paramètre une fibre Xs lisse.
La preuve de la lissité est très semblable à celle de Ran. Une structure logarithmique

sur la variété à croisements normaux X permet de construire un complexe de formes
logarithmiques Ω•

X(log) qui satisfait la condition :

(1.4.27)
n∧(
ΩX(log)

) ∼= KX
∼= OX .

Avec les notations précédentes, ΩX(log) est le OX -module libre engendré dans les
ouverts Uλ par ΩUλ et par les dz

λ
i /z

λ
i pour i ≤ n+ 1, avec la relation :

i=n+1∑
i=1

dzλi
zλi

= 0.

(Sur U = X − Sing(X), il est simplement égal à ΩU .) On pose :

ΩkX(log) =
k∧
ΩX(log).

Ces complexes ont une suite spectrale de Hodge vers de Rham qui dégénère en E1 ;
d’autre part les déformations logarithmiques du premier ordre sont paramétrées
par H1(TX(log)) où TX(log) est le fibré dual de ΩX(log), avec obstruction dans
H2(TX(log)). La trivialité de KX donne un isomorphisme :

(1.4.28) TX(log) ∼= Ωn−1
X (log).

Comme dans la preuve de Ran, le point essentiel pour obtenir la lissité consiste
alors à prouver que pour une déformation logarithmique π : X → B de X , le faisceau

R1π∗TX/B(log)

est localement libre sur B, où TX/B(log) ∼= (ΩX/B(log))∗ est la version relative des
faisceaux décrits ci-dessus. Mais c’est une conséquence de l’isomorphisme

TX/B(log) ∼= Ωn−1
X/B(log)

et de la proposition suivante, due à Steenbrink, qui est une conséquence de la théorie
de Hodge mixte.

Proposition 1.14. —Si π : X → B est une déformation logarithmique de X , les
faisceaux R)π∗ΩkX/B(log) sont localement libres sur B.
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1.5. L’application des périodes

1.5.1. Syst̀eme local et filtration de Hodge
Soit π : X → B une famille propre et lisse, à fibres projectives ou kählériennes de
dimension n. Pour tout b ∈ B, on notera :

Xb := π−1(b).

L’image directe Rnπ∗Z est un système local sur B ; localement Rnπ∗Z ∼= Hn(X0,Z),
donné par une trivialisation C∞ : X ∼= X0 ×B.
On note Hn le fibré holomorphe Rnπ∗Z⊗ OB.
Il est muni de la connexion intégrable de Gauss-Manin ∇ pour laquelle les sections

parallèles sont les sections de Rnπ∗(C).
Sur Hn(Xb,C), on a la décomposition de Hodge

(1.5.29) Hn(Xb,C) =
⊕

p+q=n

Hp,q(Xb)

avec Hp,q(Xb) ∼= Hq(Xb,Ω
p
Xb
). Soit :

F pHn(X) =
⊕
r≥p

Hr,n−r(X).

On a alors :

Théor̀eme 1.15 (Griffiths [10]). —La donnée de F pHn(Xb) ⊂ Hn(Xb,C) = Hn
(b)

pour tout b dans B définit un sous-fibré holomorphe F pHn ⊂ Hn.

Notons que le rang de F pHn(Xb) est indépendant de b, l’argument étant que les
nombres hp,q(Xb) sont semi-continus inférieurement sur B tandis que leur somme
pour p+ q = k est constante, égale au nombre de Betti bk(Xb). Ceci suffit à entrâıner
que le sous-espace F pHn(Xb) ⊂ Hn(Xb,C) varie de façon C∞ par la théorie de Hodge
(cf. [6]).
La preuve de Griffiths est la suivante. On note tout d’abord qu’on peut trivialiser

de façon C∞ la famille X au-dessus de B

X ∼= X0 ×B

pour un petit voisinage B de 0, de sorte que les fibres de l’application induite
pr1 : X → X0 sont des sous-variétés complexes de X (cet énoncé est prouvé par
exemple dans la seconde partie de [10]).
Si η = (ηb)b∈B est une section C∞ du fibré de fibre F pHn(Xb), on peut par la

théorie de Hodge la représenter par une famille η̃b de formes différentielles sur les
fibres, variant de façon C∞, et telle que η̃b soit de type (n, 0)+ · · ·+(p, n− p) sur Xb.
L’hypothèse faite sur la trivialisation entrâıne alors que la forme η̃ induite sur X,

de restriction η̃b sur Xb et de produit intérieur avec les vecteurs tangents horizontaux
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nuls, est de type (n, 0)+ · · ·+(p, n−p) sur X. Le théorème résulte alors de la formule
de Cartan-Lie, qui calcule ∇χη(0), pour χ un champ tangent à B par

(1.5.30) ∇χη(0) = classe de intχ̃(dη̃)|X0 dans H
n(X0,C),

où χ̃ est le relèvement horizontal de χ sur X. En effet, si χ est de type (0, 1) sur B,
χ̃ est de type (0, 1) sur X, grâce à l’hypothèse faite sur la trivialisation, de sorte que
int

χ̃
(dη̃)|X0 est une forme (fermée) de type (n, 0) + · · ·+ (p, n− p), et donc de classe

dans F pHn(X0).
Une façon plus algébrique de voir ce théorème consiste à introduire le complexe de

de Rham holomorphe relatif
Ω•

X/B =
⊕ k
∧ΩX/B

muni de la différentielle verticale. On a

Rnπ∗(Ω•
X/B) = Hn,

car ce complexe est une résolution de π−1OB. On a alors

(1.5.31) F pHn = Rnπ∗
(
0→

p

∧ΩX/B → · · · →
n
∧ΩX/B → 0

)
,

ce qui rend évident le caractère holomorphe de la filtration de Hodge.

On a de plus :

Théor̀eme 1.16 (Griffiths [10]). —La connexion de Gauss-Manin satisfait la condi-
tion de transversalité :

∇F pHn ⊂ F p−1Hn ⊗ ΩB.

En reprenant la construction et les notations de la preuve à la Griffiths du théo-
rème 1.15, ceci résulte encore de la formule (1.5.30). Prenons maintenant χ de
type (1, 0) sur B : comme η̃ est de type (n, 0) + · · · + (p, n − p) sur X, la forme
int

χ̃
(dη̃)|X0 est de type (n, 0) + · · · + (p − 1, n − p + 1) sur X0, ce qui montre que

∇χη(0) est bien dans F p−1Hn(X0).

Comme ci-dessus, ce théorème peut aussi se voir plus algébriquement en notant
que ∇ peut se construire de la façon suivante. On a la suite exacte

(1.5.32) 0→ Ω•−1
X/B ⊗ π∗ΩB −→ Ω•

X/π
∗Ω2

B ∧ Ω•−2
X −→ Ω•

X/B → 0

et ∇ s’obtient simplement comme la flèche Rnπ∗(Ω•
X/B)→ Rnπ∗(Ω•

X/B)⊗ΩB fournie
par la suite exacte longue associée à (1.5.32).

1.5.2. Différentielle de l’application des ṕeriodes
L’application des périodes P associe à un élément b de B le drapeau :

F pHn(Xb) ⊂ Hn(Xb,C) ∼= Hn(X0,C).
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30 CHAPITRE 1. VARIÉTÉS DE CALABI-YAU

Sa différentielle est donc décrite par une série d’applications

φp : TB,b −−−→ Hom
(
F pHn(Xb), Hn(Xb,C)/F pHn(Xb)

)
satisfaisant les conditions de compatibilité évidentes :

φp|Fp+1Hn(Xb)
= φp+1 modF pHn(Xb).

En termes de connexion, φp est obtenue à l’aide du composé

(1.5.33) F pHn ⊂ Hn ∇−−−→ Hn ⊗ ΩB −→ Hn/F pHn ⊗ ΩB,

qui est une application OB-linéaire. Par transversalité, on trouve que Imφp(TB(b)) se
factorise à travers le quotient (F pHn/F p+1Hn)b = Hn−p(ΩpXb

) et qu’elle est à valeurs
dans (F p−1Hn/F pHn)b = Hn−p+1(Ωp−1

Xb
). On a alors :

Théor̀eme 1.17 (Griffiths [10]). —La flèche

φp : TB(b) −→ Hom
(
Hn−p(ΩpXb

), Hn−p+1(Ωp−1
Xb

)
)

construite ci-dessus est égale à la composée :

(1.5.34) TB(b)
ρ−→ H1(TXb

)
prod. int.−−−−−−−→ Hom

(
Hn−p(ΩpXb

), Hn−p+1(Ωp−1
Xb

)
)

où ρ est l’application de Kodaira-Spencer classifiant les déformations infinitésimales.

Dans la preuve de Griffiths, ceci se voit en notant que l’application de Kodaira-
Spencer (cf. proposition 1.10)

ρ : TB,b −→ H1(TXb
)

se réalise avec les notations introduites dans le § 1.5.1, en associant à χ, un champ
holomorphe sur B, la forme ∂̄χ̃ |Xb

, qui est une (0, 1)-forme à valeurs dans TXb
, et en

analysant la composante de type (p− 1, n− p+ 1) de la forme intχ̃(dη̃)|Xb
.

Dans la version algébrique, ce résultat se voit en remarquant que ρ est la flèche de
cobord associée à la suite exacte

(1.5.35) 0→ TXb
−→ TX|Xb

−→ π∗(TB(b))→ 0

et en utilisant la description (1.5.32) de ∇.

Corollaire 1.18. —Soient X une variété de Calabi-Yau de dimension n et M la
famille universelle locale des déformations de X ; alors l’application des périodes P

définie sur M, à valeurs dans une variété de drapeaux sur Hn(X), est une immersion.

En effet la première composante φn (où n = dimX) de dP est égale, d’après le
théorème 1.5.3, à la flèche

(1.5.36) H1(TXb
) −→ Hom

(
H0(KXb

), H1(Ωn−1
Xb

)
)

donnée par le produit intérieur. Comme KXb
est trivial, cette flèche est clairement un

isomorphisme.
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1.5.3. Domaine des ṕeriodes local
La décomposition de HodgeHn =

⊕
Hp,q est sujette à des conditions supplémentaires

liées à la forme d’intersection 〈 , 〉 sur Hn(X). Celle-ci est entière, unimodulaire
symétrique si n est pair, antisymétrique sinon. On a alors :

(i) Hp,q ⊥ Hp′,q′ si p+ p′ �= n ;

(ii) la forme hermitienne
(η, η′) = (−1)n(n−1)/2ip−q〈η, η̄′〉

est définie positive sur Hp,q
prim lorsque p+ q = n.

Ici on suppose X algébrique, munie d’une classe de Kähler entière ω. On a alors le
théorème fort de Lefschetz, qui dit que

(1.5.37) ωn−k : Hk(X,Q) −→ H2n−k(X,Q),

est un isomorphisme (de structures de Hodge), et la décomposition de Lefschetz qui
en découle :

(1.5.38) Hs(X,Q) =
⊕
2r≤s

ωr ∧Hs−2r(X,Q)prim

où Hk(X,Q)prim := Ker(ωn−k+1) ⊂ Hk(X,Q).

Si X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3 avec H1(X) = {0}, on a :

H3(X) = H3(X)prim.

Ayant fixé une polarisation, c’est-à-dire une classe ω comme ci-dessus (qui ne
dépendra pas de b et devra donc être pour tout b une classe de Kähler sur Xb),
on travaille avec l’application des périodes polarisée, c’est-à-dire avec la variation de
structure de Hodge sur Hn

prim.
Le domaine des périodes local D est alors l’ensemble des filtrations de rang correct

sur Hn(X,C)prim satisfaisant les conditions (i) et (ii) ci-dessus, avec

Hp,q = F pHn ∩ F qHn

et la condition :

(iii) F pHn ∩ F q+1Hn = {0} si p+ q = n.

1.5.4. Domaine des ṕeriodes global
Si on considère des familles π : X → B où B n’est pas simplement connexe, on ne
peut pas trivialiser globalement Rnπ∗Z. On a une opération de monodromie :

(1.5.39) ρ : π1(B, b) −→ Aut
(
Hn(Xb,Z), 〈 , 〉

)
=: Γ

obtenue en trivialisant la famille X de façon C∞ le long de chemins dans B. On a une
action évidente F • 
→ φ(F •) de Γ sur D pour φ ∈ Γ et on peut quand même définir
l’application des périodes :

(1.5.40) P : B → D/Γ.
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Remarque 1.19. —En général P ne peut pas être surjective à cause de la condition
de transversalité (théorème 1.16) qui entrâıne :

(1.5.41) P∗(TB) ⊂ TD,hor :=
⊕

Hom(Hp,q, Hp−1,q+1).

1.6. Variétés de Calabi-Yau de dimension 3
Bryant et Griffiths [1] analysent la condition de transversalité dans ce cas : on se donne
le réseauH3(X,Z) muni de sa forme symplectique 〈 , 〉. On considère l’application des
périodes pour les formes holomorphes, c’est-à-dire la flèche :

b ∈ B 
−→ H3,0(Xb) ⊂ H3(X0,C).

Comme le rang deH3,0 est égal à 1, c’est une application à valeurs dans P(H3(X0,C)).
La filtration de Hodge

(1.6.42) H3,0 ⊂ F 2H3 ⊂ F 1H3 ⊂ F 0H3 = H3(X0,C)⊗ OB

satisfait les conditions :

(a) F 2H3
b est un sous-espace totalement isotrope maximal de H3(Xb,C) ∼=

H3(X0,C) (voir 1.5.3 (i)).

(b) d(H3,0) ⊂ F 2H3 par transversalité (théorème 1.16), où d(H3,0) est le sous-
fibré de H3 engendré sur OB par les dérivées des sections holomorphes de H3,0 par
rapport aux champs holomorphes sur B ;

(c) en fait, on a d(H3,0) = F 2H3 du fait que KXb
est trivial (voir la preuve du

corollaire 1.18) ;

(d) F 1H3 = H3,0⊥ (voir 1.5.3 (i)).

1.6.1. Structure de contact surP (H(X,C))
Décrivons maintenant la construction de Bryant et Griffiths. La forme symplec-
tique 〈 , 〉 munit P(H3(X0,C)) d’une structure de contact, c’est-à-dire d’une distribu-
tion de codimension 1 définie localement par une 1-forme α, définie à multiplication
par une fonction non-nulle près, satisfaisant la condition α∧ (dα)N �= 0, où 2N +1 =
dimP(H3(X0,C)). On a

TP(H3(X0,C)),Ω
∼= H3(X0,C)/〈Ω〉

et αΩ est simplement la forme 〈Ω, ·〉 sur H3(X0,C)/〈Ω〉 (qui dépend bien sûr du choix
de Ω dans la droite 〈Ω〉 ∈ P(H3(X0,C))). On a :

Lemme 1.20. —Soit Z ⊂ P(H 3(X0,C)) une variété intégrale de la structure de
contact (i.e. telle que α Z = 0) ; alors dimZ ≤ N et pour tout z ∈ Z, TZ,z ⊂ z⊥/〈z〉
est totalement isotrope pour la forme symplectique induite par 〈 , 〉.

En effet, α |Z = 0 implique dα |Z = 0 et il est immédiat de vérifier qu’en tout
point Ω ∈ P(H3(X0,C)) on a la relation : 〈〈dα(Ω)|{α=0} (où {α = 0} ⊂ TP(H3(X0,C)),Ω

est l’hyperplan déterminé par αΩ est égale à la forme symplectique induite par 〈 , 〉
sur Ω⊥/〈Ω〉) 〉〉. Comme TZ,Ω ⊂ Ω⊥/〈Ω〉 est totalement isotrope pour cette forme
symplectique, on a bien dimZ ≤ N .
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Supposons qu’on ait une variété intégrale Z de la structure de contact de dimen-
sion N . Pour z ∈ Z, on pose :

(1.6.43) H3,0 = F 3H3 = 〈z〉, F 2H3 = 〈z, TZ,z〉, F 1H3 = z⊥.

Lemme 1.21. —La formule (1.6.43) définit une variation de structure de Hodge de
poids 3 avec h3,0 = 1, sur l’ouvert où Z est lisse et où la filtration (1.6.42) satisfait
la condition de polarisation 1.5.3 (ii).

En effet, les conditions de polarisation 1.5.3 (i) sont satisfaites grâce au lemme 1.20.
Les espaces F 2H3/F 3H3 et F 1H3/F 2H3 ont la dimension correcteN car dimZ = N .
D’autre part, par définition de F 2H3, la première condition de transversalité
d(H3,0) ⊂ F 2H3 est satisfaite et il suffit de prouver qu’il en est de même de la
seconde condition de transversalité d(F 2H3) ⊂ F 1H3. Mais en prenant des coor-
données xi sur Z et un relèvement z 
→ z̃ avec z̃ ∈ H3(X0,C), on a 〈z̃, ∂/∂xi(z̃)〉 = 0.
Si on dérive par rapport à xj , sachant que〈 ∂

∂xi
(z̃),

∂

∂xj
(z̃)
〉
= 0 (lemme 1.20),

on obtient 〈
z̃,

∂2

∂xj∂xi
(z̃)
〉
= 0,

ou encore d(F 2H3) ⊂ F 1H3.

Les variations de structure de Hodge de variétés de Calabi-Yau de dimension 3, et
plus généralement les variations de structure de Hodge de dimension maximale, de
poids 3 avec h3,0 = 1, fournissent inversement, d’après les conditions (a) et (c) ci-
dessus, des variétés intégrales de la structure de contact sur P(H3(X0,C)). D’après (b)
et (d), une telle variation de structure de Hodge est nécessairement construite comme
en (1.6.43), à partir de la variété intégrale associée.
Ces variétés intégrales sont par ailleurs faciles à construire : on peut construire une

application birationnelle préservant les structures de contact entre P(V ), pour un C-
espace vectoriel V de dimension 2N +2 muni d’une structure symplectique et P(ΩM )
où M = P(W ), W étant un C-espace vectoriel de dimension N + 2 et la structure de
contact sur P(ΩM ) étant donnée par la 1-forme tautologique. Les variétés intégrales
de dimension maximale de la structure de contact sur P(ΩM ) se projetant de façon
immersive surM sont simplement obtenues localement en partant d’une hypersurface
f = 0 dans M et en lui associant Z = {(x, dfx), f(x) = 0}.

1.7. Exemples de vari´etés de Calabi-Yau

1.7.1. Intersections complètes
Soit X ⊂ Pn définie par les équations F1 = · · · = Fk = 0 avec k ≤ n et deg(Fi) = di.
Pour un choix générique des Fi , la variété X est lisse de dimension (n − k) ; le fibré
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canonique de X se calcule par la formule d’adjonction. La suite exacte

(1.7.44) 0→ TX −→ TPn |X −→
⊕
i≤k

OX(di)→ 0

montre que :

KX = KPn |X
(∑

di
)
.

Or KPn = OPn(−n− 1), par la suite exacte d’Euler :

(1.7.45) 0→ OPn −→ H0
(
OPn(1)

)∗ ⊗ OPn(1) −→ TPn → 0.

Donc KX est trivial lorsque
∑

di = n+ 1. Par le théorème de Lefschetz ces variétés
satisfont :

H0(ΩiX) = {0} pour 0 < i < n− k.

Lorsque n− k �= 2, on peut montrer que l’on construit ainsi une famille complète de
déformations. On peut également faire cette construction dans des espaces projectifs
inhomogènes à singularités isolées et plus généralement dans des variétés toriques de
Fano (voir le chapitre 4).

1.7.2. Quotients et d́esingularisations
Cette construction est valable surtout en dimension 3 (le point est de désingulariser en
préservant la condition KX

∼= OX) ; on se contentera de l’exemple suivant. Soit X une
variété de Calabi-Yau de dimension 3, i une involution sur X , agissant trivialement
sur la forme de type (3, 0) de X . Les points fixes de i forment alors une union de
courbes lisses disjointes Ck ; on a alors :

Lemme 1.22. —L’éclaté X̃/i de X/i le long de
⊔
Ck est lisse à fibré canonique

trivial.

En effet, X̃/i est aussi le quotient de X̃ (éclatement de X le long de
⊔
Ck) par le

relèvement ĩ de i. L’involution ĩ a pour points fixes l’union disjointe des diviseurs
exceptionnels Ek au-dessus de Ck. On a sur X̃ :

(1.7.46) K
X̃
= τ∗(KX) +

∑
Ek =

∑
Ek = r∗K

X̃/i
+
∑

Ek

où τ est l’application d’éclatement et r est l’application quotient. Donc r∗K
X̃/i

est
trivial et K

X̃/i
est de torsion dans Pic(X̃/i). D’autre part, ce fibré a une section

non nulle, puisque la forme de type (3, 0) de X̃ est invariante sous ĩ. Donc K
X̃/i

est
trivial.

Plus généralement, Roan [16] a construit une désingularisation à fibré canonique
trivial pour les quotients de variétés de Calabi-Yau de dimension 3 par un groupe
abélien préservant la forme de type (3, 0) (ce résultat a été également obtenu par
Markushevich [13]).
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1.8. Miroirs
Soit X une variété de Calabi-Yau de dimension n �= 2, satisfaisant (cf. 1.2) :

hi(OX) = 0, 0 < i < n.

On considère l’ensembleMX des classes d’isomorphismes d’une structure complexeXt

sur X (obtenue par déformation de la structure complexe initiale) et de la donnée
d’un 〈〈paramètre de Kähler complexifié 〉〉 sur Xt, c’est-à-dire d’une classe

ω = α+ iβ définie modulo 2πiH2(Xt,Z),

où β ∈ H2(Xt,R) est définie modulo 2πH2(Xt,Z) et α ∈ H2(Xt,R) est dans le cône
de Kähler de Xt.
L’espace MX est naturellement muni d’une structure locale de produit, puisque le

paramètre ω varie localement dans un ouvert de H2(Xt,C) (lemme 1.1), et que
H2(Xt,C) est un espace vectoriel localement constant, indépendant de t.
Globalement, MX n’a pas nécessairement la forme d’un produit, d’une part à

cause de la monodromie qui peut agir sur H2(Xt,C) et d’autre part parce que le
cône de Kähler peut dépendre de t (on sait cependant par [22] qu’il est localement
constant sur le complémentaire d’une union dénombrable d’hypersurfaces de l’espace
des modules de X).

1.8.1. Conjecture sur les miroirs
Il devrait exister une variété de Calabi-Yau X ′ avec dimX ′ = dimX et un isomor-
phisme

M : MX
∼= MX′

ayant comme principale propriété de préserver la structure locale de produit en
échangeant les facteurs. De sorte que déformer X à paramètre de Kähler complexifié
constant serait équivalent à déformer le paramètre de Kähler complexifié de X ′, la
structure complexe de X ′ étant fixée.
Il semblerait plus prudent de supposer que cet isomorphisme miroir n’existe que

sur un ouvert de Zariski du revêtement universel de MX et MX′ . Il faut aussi noter
que la 〈〈conjecture 〉〉 ne peut pas être vraie telle quelle, simplement car il existe des
variétés de Calabi-Yau de dimension 3 avec h2,1 = 0, et que leurs miroirs devraient
être des variétés avec h1,1 = 0, donc non-kählériennes. Il n’en reste pas moins
que cette prédiction des physiciens est largement confirmée, bien que non comprise
mathématiquement (voir les chapitres 3 et 4).
Infinitésimalement, cette propriété de M se traduit de la façon suivante. La struc-

ture locale de produit de MX provient de la décomposition naturelle

(1.8.47) TMX ,(X,ω) = H1(TX)⊕H1(ΩX),

où le premier terme décrit les déformations infinitésimales de la structure complexe
(proposition 1.10) et le second terme celles du paramètre de Kähler complexifié. Alors
la différentielleM∗ doit se scinder en la somme directe de deux isomorphismes :

(1.8.48) H1(TX) ∼= H1(ΩX′), H1(ΩX) ∼= H1(TX′).
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Plus généralement, on devrait avoir une série d’isomorphismes :

(1.8.49) Hp(
q

∧TX) ∼= Hp(
q

∧ΩX′).

Comme on a Hp(∧q TX) ∼= Hp(∧n−q ΩX) par la trivialité de KX , on en déduit que
tous les nombres de Hodge de X ′, et donc tous ses nombres de Betti, sont déterminés
par ceux de X .

1.8.2. Un exemple
La construction qui suit a été proposée indépendamment par Borcea [5] et Voisin [20] ;
(d’autres auteurs [17], [19] ont par ailleurs travaillé dans une direction semblable en
étudiant la symétrie miroir pour les variétés hyperkählériennes (cf. 1.2) qui ne sera
pas abordée dans ce texte, puisqu’on n’y considère que les variétés de Calabi-Yau X
avec h2(OX) = 0).
Les surfaces K3, (voir [24]), sont les surfaces kählériennes simplement connexes à

fibré canonique trivial. Elles forment l’une des rares classes de variétés pour lesquelles
le théorème de Torelli est connu :

Théor̀eme 1.23 (cf. [24]). —Soit S, S ′ deux surfaces K3 telles qu’il existe un
isomorphisme de structures de Hodge φ : (H2(S,Z), 〈 , 〉) ∼= (H2(S′,Z), 〈 , 〉) ; alors
S est isomorphe à S′.

Un autre fait remarquable est la surjectivité de l’application des périodes mar-
quées P qui, à S, associe la droite

〈ωS〉 = H2,0(S) ⊂ H2(S,C) ∼= LC

où LC = LZ ⊗ C et LZ est un réseau pair unimodulaire de rang 22 et de signa-
ture (3, 19). La classe ωS est sujette aux conditions de polarisation 〈ωS , ωS〉 = 0 et
〈ωS , ωS〉 > 0 (cf. 1.5.3), définissant le domaine des périodes D construit sur (L, 〈 , 〉).
On a :

Théor̀eme 1.24 (cf. [24]). —L’application des périodes marquées P est surjective.

On considère des familles de surfaces S de type K3 obtenues comme revêtement
double d’une surface rationnelle T , ramifié le long d’une courbe C. Par l’application
des périodes et par la version fine du théorème de Torelli, elles sont essentiellement
caractérisées par l’existence d’une involution i, agissant comme un automorphisme de
la structure de Hodge sur H2(S,Z), de sorte que

i∗(ωS) = −ωS.

Cette involution doit alors satisfaire la condition que la signature de 〈 , 〉|H2(S,Z)−

soit égale à (2, rangH2(S,Z)−−2), où H2(S,Z)− est l’ensemble des classes anti-inva-
riantes sous i. L’involution i sur (LZ, 〈 , 〉) étant fixée, le domaine des périodesDi pour
une telle famille est alors égal à D ∩ P(L−

C ). La famille de surfaces K3 ainsi obtenue
ne dépend que de la classe de conjugaison de i sous Aut(LZ, 〈 , 〉).
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On associe à une telle surface S, et au choix d’une courbe elliptique E, obtenue
comme le revêtement double de P1 ramifié en quatre points et donc munie d’une
involution j au-dessus de P1, la variété de Calabi-Yau X de dimension 3, satisfaisant
h2(OX) = 0, obtenue par désingularisation (1.7.2) du quotient E×S/(j, i). On notera
N le nombre de composantes de la courbe de ramification de S → T et N ′ la somme
des genres de ces composantes ; on a :

Proposition 1.25 (cf. [20]). —Les nombres de Hodge de X sont donnés par la formule
suivante

(1.8.50) h1,1(X) = 11 + 5N −N ′, H2,1(X) = 11 + 5N ′ −N.

La famille miroir est alors obtenue en construisant une 〈〈 involution miroir 〉〉 i′ sur LZ

de la façon suivante : on montre que, mis à part un petit nombre d’exceptions, il existe
un plan hyperbolique P ⊂ L−

Z , unique à automorphisme de (LZ, 〈 , 〉, i) près d’après
les travaux de Nikulin [14]. L’involution i′ est alors définie par

i′ = i ◦ rP ,

où rP est la réflexion par rapport au plan P . Sa classe de conjugaison ne dépend que
de celle de i.
Toujours d’après [14], la classe de conjugaison de i est essentiellement caractérisée

par le rang de L−
Z et le rang du noyau de la réduction de 〈 , 〉|L−

Z

modulo 2. (En fait,
il y a un invariant de type 〈〈parité 〉〉 plus subtil prenant la valeur 0 ou 1.) Ces inva-
riants se calculent aisément à l’aide des invariants N et N ′ de la famille de surfaces
K3 avec involution déterminée par i, ce qui permet de conclure.

Théor̀eme 1.26 (cf. [20]). —On a N(i) = N ′(i′) et N(i′) = N ′(i), de sorte que
par la formule 1.8.50, on a pour les familles de variétés de Calabi-Yau X (resp. X ′)
déterminées par l’involution i (resp. i′), l’inversion des nombres de Hodge prédite par
la symétrie miroir :

h1,1(X) = h2,1(X ′), h2,1(X) = h1,1(X ′).

On peut enfin associer à i un second domaine D′
i, paramétrant des 〈〈paramètres de

Kähler complexifiés i-invariants 〉〉 par la formule :

D′
i =
{
η ∈ L+

C ; 〈Re η,Re η〉 > 0
}
.

Dans [20], sont construits des isomorphismes miroirs

M : Di
∼= D′

i′ , M ′ : D′
i
∼= Di′

qui à l’aide du théorème de Torelli 1.23, et combinés avec l’application miroir pour les
courbes elliptiques décrite dans l’introduction, permettent de construire l’application
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miroir entre le sous-espace de MX paramétrant les déformations de X de la forme
Ẽ × S/(j, i) munies d’un paramètre de Kähler complexifié de la forme

λ = pr∗1 λE + pr
∗
2 λS ,

où λS ∈ D′
i, et l’espace analogue pour la famille {X ′} associée à i′ : à un tel couple

(X,λ) correspond la période τE de E, la droite 〈ωS〉 ∈ Di, le paramètre de Kähler λE
sur E et le paramètre λS ∈ D′

i.
Comme dans l’introduction, on construit le miroir (E′, λE′) de (E, λ) par la formule

τE′ = iλE , λE′ = −iτE

et on pose d’autre part

〈ωS′〉 =M ′(λS), λS′ =M
(
〈ωS〉

)
,

ce qui fournit le couple miroir (X ′, λ′).
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Ce chapitre a pour but de décrire les idées en provenance de la physique mathématique
qui ont permis de mettre en évidence le phénomène de miroir.
On commence par décrire au niveau classique la théorie des champs considérée

par les physiciens, à l’aide d’une introduction aux supervariables, ce qui mène au
point essentiel : l’invariance classique de l’action par 〈〈N=2-supersymétrie 〉〉 lorsque
la variété riemannienne image est kählérienne.
On s’efforce ensuite de décrire le cheminement qui conduit les physiciens par

〈〈quantification 〉〉 à associer à (X,ω) une théorie des champs N=2-superconformes, et
la manière dont formellement la symétrie miroir est construite comme une involution
sur la N=2-superalgèbre de symétries infinitésimales de l’action agissant sur ses
représentations.
On explique enfin, suivant Lerche-Vafa-Warner et Witten, comment la cohomologie

de Dolbeault de X se calcule à partir de la théorie des champs N=2-superconformes
associée à (X,ω) et comment les prédictions concernant la comparaison des nombres
de Hodge et les accouplements de Yukawa de (X,ω) et de son miroir (X ′, ω′) se
déduisent de cette construction formelle de la symétrie miroir au niveau des théories
N=2-superconformes.

2.1. Leσ-modèleN = 2-supersymétrique

2.1.1. Leσ-modèle bosonique en dimension 2
Soit (M, g) une variété riemannienne ; le σ-modèle bosonique en dimension 2 étudie
l’espace des applications φ : Σ→M , où Σ est une surface de Riemann de métrique γ,
muni de l’action (énergie) :

(2.1.1) S(φ, γ) =
∫
Σ

|dφ|2.

Cette action est invariante par changement d’échelle, i.e.

S(φ, γ) = S(φ, eh · γ)

pour toute fonction réelle h sur Σ.
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De plus S est invariante sous les difféomorphismes de Σ :

S(φ, γ) = S(φ ◦ ψ, ψ∗γ).

Donc S est invariante par transformations conformes

(2.1.2) S(φ, γ) = S(φ ◦ ψ, γ)

pour une transformation conforme ψ de Σ.
Lorsque (M, g) est kählérienne, S(φ) peut se réécrire de la façon suivante. Les

structures complexes sur M et Σ permettent de définir ∂̄φ ∈ Ω0,1
Σ ⊗ φ∗T 1,0

M comme
la partie antilinéaire de dφ. Si α est la forme de Kähler de la métrique sur M , on a
alors :

(2.1.3) S(φ) =
∫
Σ

φ∗α+
∫
Σ

2|∂̄φ|2,

où le premier terme est constant sous les déformations de φ telles que φ|∂Σ reste
constant, puisque α est fermée. Si on se donne de plus une 2-forme fermée β sur M ,
on peut aussi considérer l’action :

(2.1.4) S(φ) =
∫
Σ

|dφ|2 +
∫
Σ

φ∗(β).

Le second terme est constant sous les déformations de φ à bord constant, donc
n’intervient pas dans les équations d’Euler-Lagrange décrivant les points critiques
de S ; de plus, si on modifie β par une forme exacte, l’action est modifiée seulement
par une intégrale sur le bord de Σ. Finalement, si (M, g) est kählérienne avec forme de
Kähler α, une 2-forme fermée β fournit un paramètre de Kähler complexifié (cf. 1.8)
ω = α+ iβ et, en combinant (2.1.3) et (2.1.4), une action

(2.1.5) S(φ) =
∫
Σ

φ∗ω +
∫
Σ

2|∂φ|2,

où dans le second terme, la norme est calculée à l’aide des métriques hermitiennes
induites par γ sur Σ (en fait l’intégrale ne dépend que de la classe conforme de γ)
et gα sur M .

2.1.2. Supervariables
Soit Λ l’algèbre extérieure de dimension infinie,

(2.1.6) Λ = lim−→
k

∧(Rk).

On peut écrire
Λ = Λ+ ⊕ Λ−

(décomposition suivant la parité du degré) et l’algèbre commutative Λ+ est naturelle-
ment une somme directe

(2.1.7) Λ+ = R⊕ Λ+
s ,
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où R = Λ0 et Λ+
s = Λ

+
>0 est constitué d’éléments nilpotents. On pose :

(2.1.8) Rm,n = (Λ+)m × (Λ−)n.

C’est le prototype des supervariétés de dimension (m,n).
Sa topologie est la suivante : (2.1.7) fournit une projection π : Rm,n → Rm et les

ouverts de Rm,n sont les π−1(U) avec U ⊂ Rm ouvert.
Les fonctions superdifférentiables sur un ouvert U de Rm,n sont décrites de la façon

suivante. Notons

• xi = x0i + xsi pour i = 1, . . . ,m les coordonnées paires, obtenues par projection
de Rm,n sur ses composantes Λ+ et

• θj pour j = 1, . . . , n les coordonnées impaires.

Alors une fonction Φ superdifférentiable (à valeurs dans Λ) sur U doit s’écrire
comme une série en les θj (nécessairement finie puisque les θj anticommutent) :

(2.1.9) Φ =
∑

I={i1<···<ik}
ΦI(x1, . . . , xm)θi1 · · · θik ,

où ΦI est à valeurs dans Λ, ne dépend que des coordonnées paires, et est su-
perdifférentiable au sens suivant. Soit φI la restriction de ΦI à {xsi = 0 ; i = 1, . . . ,m}.
Alors φI doit être de classe C∞ et ΦI est le développement de Taylor de φI en les
variables xsi :

(2.1.10) ΦI(x1, . . . , xm) =
∑
J

1
J !

∂JφI
∂xJ (x01, . . . , x0m)

(xs)J

où J = (j1, . . . , jm) et (xs)J = (xs1)
j1 · · · (xsm)

jm .
Une supervariété de dimension (m,n) doit être recouverte par des ouverts homé-

morphes à des ouverts de Rm,n et les fonctions de transition doivent être données par
des transformations superdifférentiables inversibles :

(2.1.11)

{
θ′j = Ψj(x1, . . . , xm, θ1, . . . , θn),

x′i = Φi(x1, . . . , xm, θ
1, . . . , θn),

où les Ψj sont superdifférentiables à valeurs dans Λ− et les Φi sont superdifférentiables
à valeurs dans Λ+. L’inversibilité de cette transformation est garantie localement par
la non-annulation du 〈〈superdéterminant 〉〉 (cf. [40]) de la matrice jacobienne.
Étant donnée une variété usuelle M de classe C∞, on peut construire une super-

variété de dimension (m, 0) avec m = dimM , en remplaçant les ouverts de M ,
homéomorphes à des ouverts U de Rm, par π−1(U) et en prenant pour fonctions de
transition entre deux tels ouverts les développements de Taylor (2.1.10) des fonctions
de transition des ouverts correspondants de M .

Définition 2.1. —Le superplan est la supervariété R2,2.
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Il admet des coordonnées globales xi, θα pour i = 1, 2 et α = 1, 2. En fait, R2 étant
muni de la métrique euclidienne, les coordonnées θα doivent être comprises comme
correspondant au choix d’une base eα de l’espace S des spineurs de R2.
On rappelle (voir [34]) que l’espace des spineurs de (Rn, 〈 , 〉) pour n pair est la

représentation irréductible unique de l’algèbre de Clifford C(n) engendrée par Rn,

C(n) =
⊕
r

(Rn)⊗r/I,

où I est engendré par les relations
x · x = −〈x, x〉1, x ∈ Rn ;

Les vecteurs u ∈ Rn, avec n pair, agissent sur l’espace S des spineurs (action de
Clifford) du fait de l’inclusion de Rn dans l’algèbre de Clifford C(n).
Le couple (θ1, θ2) décrit donc un spineur de R2, à coefficients dans Λ−. De cette

manière, toutes les considérations qui suivent ont un sens sur n’importe quelle surface
de Riemann munie d’une structure spin qui détermine un fibré de spineurs S sur lequel
les vecteurs tangents agissent par action de Clifford.

2.1.3. Supersyḿetrie

Définition 2.2. —Un générateur de supersymétrie est un champ de vecteur impair.

Ceci a le sens suivant : l’algèbre des fonctions superdifférentiables sur une super-
variété est une superalgèbre

F = F+ ⊕ F−,

où F+ (resp. F−) est l’ensemble des fonctions à valeurs dans Λ+ (resp. Λ−).
Cela signifie que les éléments de F+, dits pairs, commutent avec tous les éléments

de F, tandis que les éléments de F−, dits impairs, anticommutent ; la décomposition
F = F+ ⊕ F− est compatible avec la structure d’algèbre, de sorte que F est Z/2Z-
graduée. Un champ de vecteurs impair X est une dérivation impaire de F, ce qui veut
dire qu’il satisfait la règle de Leibniz tordue :

(2.1.12) X(fg) = (Xf)g + (−1)deg ff(Xg)

pour des éléments homogènes f, g de F.
On vérifie que si X,Y sont des dérivations impaires, le supercommutateur

{X,Y } := X ◦ Y + Y ◦X

est une dérivation paire.
Sur R2,2 on considère les 〈〈dérivations spinorielles 〉〉 (ce sont des champs de vecteurs

impairs dont le caractère covariant est spinoriel) :

(2.1.13) Dα =
∂

∂θα
+ i
∑
β

θβ
∂

∂αβ
,
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où ∂/∂αβ est le champ de vecteurs constant sur R2 obtenu par contraction des
spineurs eα, eβ , la contraction étant le composé :

(2.1.14) S⊗ S ∼= Hom(S, S) −→ T ∗
R2
∼= TR2 ,

où les deux isomorphismes sont donnés par les métriques et la flèche du milieu est
duale de l’application donnée par l’action de Clifford.
Il est immédiat de vérifier la règle de supercommutation :

(2.1.15) {Dα, Dβ} = 2i
∂

∂αβ
·

Définition 2.3. — La N = 1-superalgèbre de Poincaré est la superalgèbre de Lie
engendrée comme espace vectoriel par les Dα et par l’algèbre de Lie du groupe des
translations-rotations de R2.

On montre facilement la stabilité de cet espace par le (super)commutateur (par
exemple, (2.1.15) montre que le supercommutateur de générateurs impairs est dans
l’algèbre de Poincaré usuelle). Du fait que les Dα sont des champs impairs, à caractère
spinoriel, ils n’agissent pas sur les 〈〈superchamps 〉〉 scalaires (c’est-à-dire les fonctions
superdifférentiables paires).
Par contre, si (εα) est une section du fibré dual du fibré des spineurs, à coefficients

dans Λ−, on peut construire une action infinitésimale de

Q =
∑
α

εαDα ,

appelée transformation supersymétrique, sur les superchamps scalaires par la règle :

(2.1.16) δQΦ =
∑
α

εαDαΦ.

Soit Φ un superchamp scalaire sur R2,2 ; d’après (2.1.9), ce superchamp admet
l’expression suivante

(2.1.17) Φ = φ+
∑
α

θαψα + θαθβFαβ

où φ est une fonction paire appelée composante bosonique de Φ, les ψα sont impaires
(à caractère spinoriel) et appelées les composantes fermioniques de Φ, et Fαβ = −Fβα,
dont les composantes sont appelées paramètres auxiliaires, est paire et doit être vue
comme une section de ∧2(S). On a par définition de Dα

δQΦ =
∑
α

εαψα +
∑
α,β

εαθ
βFαβ + i

∑
α,β

εαθ
β∂αβφ(2.1.18)

+ termes de degré 2 en θ,

ce qui donne immédiatement la formule suivante pour l’action de δQ sur les com-
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posantes fermioniques et bosoniques de Φ :

(2.1.19) δQφ =
∑
α

εαψα , δQψα =
∑
β

εβ(Fαβ − i∂αβφ).

2.1.4. Int́egrale de Berezin
L’intégrale de Berezin d’une fonction paire superdifférentiable Φ à support compact
sur Rm,n consiste à intégrer au sens usuel sur Rm le coefficient du terme de plus haut
degré en les θ du développement (2.1.9) de Φ. Sur R2,2, la fonction Φ étant développée
comme en (2.1.17), on a donc :

(2.1.20)
∫

R2,2
Φd2xd2θ =

∫
R2

Fαβ d2x,

où Fαβ ∈ ∧2(S) peut être vue comme une fonction grâce à la trivialisation naturelle
du fibré ∧2(S). On a le lemme suivant.

Lemme 2.4. —Soit Φ un superchamp scalaire à support compact et (εα) une section
de S∗ (à coefficients dans Λ−), annulée par l’opérateur de Dirac (i.e. (εα) est la somme
d’un spineur holomorphe et d’un spineur antiholomorphe [34]) ; alors

∫
R2,2 δQΦ = 0.

Ceci résulte du fait que l’accroissement δQFαβ est une divergence sur R2.
Ce lemme montre que l’intégrale de Berezin est invariante sous les transformations

supersymétriques à paramètre holomorphe ou antiholomorphe, et ceci est la raison de
l’invariance par supersymétrie du σ-modèle supersymétrique.

2.1.5. Leσ-modèle supersyḿetrique
On considère une variété riemannienne (M, g) de classe C∞, que l’on peut voir comme
une supervariété paire (cf. 2.1.2 ). On munit les superchamps scalaires à valeurs dans
M (i.e. les applications superdifférentiables Φ : R2,2 →M , où R2,2 pourrait aussi bien
être remplacée par n’importe quelle supersurface de Riemann) de l’action suivante :

(2.1.21) S(Φ) =
∫

R2,2

∑
i,j,α

gij ◦ ΦDαΦiDαΦj d2xd2θ,

où les indices i, j réfèrent à un choix de coordonnées yi sur M (l’expression à intégrer
étant en fait indépendante des coordonnées), et Dα =

∑
β C

αβDβ , Cαβ décrivant la
métrique sur le fibré des spineurs S, de sorte que le terme à intégrer est en fait un
produit scalaire 〈

(DαΦi), (DαΦi)
〉
,

où (DαΦi) ∈ S∗ ⊗ φ∗(TM ). Il faut noter ici que gij ◦ Φ est obtenue à partir de gij ◦ φ
(où φ est la composante bosonique de Φ) par un développement de Taylor en la partie
de degré supérieur à 1 en les thêta comme dans (2.1.10).
La partie bosonique de S(Φ), c’est-à-dire celle qui ne dépend que de φ, est

exactement l’action S(φ) de (2.1.1). Cette action jouit à la fois de l’invariance
conforme (2.1.2) et de l’invariance par transformations supersymétriques à paramètre
holomorphe ou antiholomorphe, comme il résulte du lemme 2.4.
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Le superchamp Φ admet un développement en composantes (cf. (2.1.17))

(2.1.22) Φj = φj +
∑
α

θαψjα + θαθβF j
αβ ,

où par la définition d’une fonction superdifférentiable, le 2m-uple (ψjα) se transforme
comme une section de φ∗TMC ⊗ S.
Les 〈〈paramètres auxiliaires 〉〉 F j

αβ peuvent être éliminés algébriquement en appli-
quant les équations de champs. En fait, on vérifie aisément en développant S(Φ) et en
l’écrivant sous la forme S(Φ) =

∫
R2 L(Φ), que L(Φ) est un polynôme non-homogène

de degré 2 en les F j
αβ , le terme homogène de degré 2 étant égal à∑

ijαβ

Cαβgij(φ)F i
αβF

j
αβ ,

de sorte qu’on peut obtenir une action S(φ, ψ) ne dépendant plus que des composantes
bosoniques et fermioniques de Φ, en extrémisant S(Φ) par rapport à F j

αβ ; on obtient
la formule suivante :

(2.1.23) F j
αβ =

∑
ik

Γjikψ
i
αψ

k
β,

où les Γjik sont les symboles de Christoffel de g dans les coordonnées yj .
En adoptant la notation holomorphe

z = x1 + ix2, ∂z = 1
2
(∂x1 − i∂x2)

et la décomposition des spineurs complexifiés en holomorphes (dz1/2) et antiholomor-
phes (dz̄1/2), les sections (ψjα) de φ

∗TMC ⊗ S seront décomposées en

ψi+ ∈ φ∗TMC ⊗K1/2 et ψi− ∈ φ∗TMC ⊗K1/2

où K est le fibré canonique de R2 ∼= C ou plus généralement de la surface de Riemann
sur laquelle on travaille. On a alors la formule suivante :

S(φ, ψ) =
∫

R2
4
(
gk)(φ)∂zφk∂z̄φ) +

√
−1 gk)(φ)ψk−∇zψ

)
−(2.1.24)

+
√
−1 gk)(φ)ψk+∇z̄ψ

)
+ +

1
2
Rk)mnψ

k
+ψ

)
+ψ

m
−ψn−

)
dx1 dx2.

Dans cette formule, l’apparition de la connexion de Levi-Civita ∇ de M et de son
tenseur de courbure Rijk) est due au développement en séries de Taylor de gij(Φ) qui
fait apparâıtre les dérivées de la métrique jusqu’au deuxième ordre. Comme l’action
S(φ, ψ) est obtenue en extrémisant par rapport à F j

αβ , elle reste invariante sous les
transformations supersymétriques (2.1.19), en remplaçant F j

αβ par sa valeur (2.1.23).
Dans la notation holomorphe, (2.1.19) devient alors :

(2.1.25)


δQφ

k = εψk+ + ε̄ψk− ,

δQψ
k
+ = iε∂zφ

k − ε̄
∑
)m

ψ)−Γ
k
)mψ

m
+ ,

δQψ
k
− = iε̄∂z̄φ

k − ε
∑
)m

ψ)+Γ
k
)mψ

m
− ,

où ε, (resp. ε̄ ) est une section holomorphe deK−1/2 (resp. antiholomorphe de K−1/2).
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2.1.6. N=2-supersyḿetrie
Alvarez-Gaumé et Freedman [26] ont montré que le σ-modèle supersymétrique jouit
d’une seconde forme d’invariance par supersymétrie lorsque (M, g) est kählérienne.
L’algèbre de Poincaré N=2-supersymétrique est la superalgèbre de Lie obtenue en
adjoignant à l’algèbre de Poincaré N = 1-supersymétrique (voir la définition 2.3), un
second ensemble de générateurs impairs D′

α satisfaisant la règle (2.1.15)

(2.1.26) {D′
α, D

′
β} = 2i∂αβ

et 〈〈supercommutant 〉〉 avec les Dα

(2.1.27) {D′
α, Dβ} = 0.

Alvarez-Gaumé et Freedman cherchent sous quelle condition l’action S(φ, ψ) est
invariante sous des transformations supersymétriques de la forme :

(2.1.28)



δ′Qφ
i =
∑
j

f ij(εψ
j
+ + ε̄ψj−) ,

δ′Qψ
i
+ = iε

∑
j

hij(∂zφ
j)− ε̄

∑
k)

ψk−S
i
k)ψ

)
+ ,

δ′Qψ
i
− = iε̄

∑
j

hij(∂z̄φ
j)− ε

∑
k)

ψk+S
i
k)ψ

)
− ,

où f ij et h
i
j sont supposées être des sections de EndTM , telles que les composantes

δα, δ
′
α de δQ, δ

′
Q, (où δQ =

∑
α εαδα et δ′Q =

∑
α εαδ

′
α en revenant à la notation

non-holomorphe) satisfassent les règles d’anticommutation (2.1.26) et (2.1.27).

Mais on voit facilement que la condition (2.1.26) entrâıne que f ij = (hij)
−1,

tandis que la règle (2.1.27) entrâıne que f ij = −hij, de sorte que f ij doit définir
une structure pseudocomplexe J sur M . Finalement, la condition que S(φ, ψ) soit
invariante sous (2.1.28) entrâıne par un calcul immédiat que J est parallèle pour
∇ et que la métrique gij est J-invariante (et donc que la métrique est kählérienne
par le lemme 1.2). On vérifie alors que pour Sijk =

∑
) Γ

i
j)f

)
k, on a bien l’invariance

recherchée.

2.2. Quantification

2.2.1. Structure symplectique sur l’espace des solutions classiques
On se donne une théorie de champs φ : V →M , dimV = d avec une action

(2.2.29) S(φ) =
∫
Vd

L(x, φ(x), ∂iφ, . . .)dµ

où µ est une forme volume sur V et L est un lagrangien défini sur l’espace des n-jets
d’applications de V dans M (dans ce qui suit, on supposera n = 1, ce qui est le cas
qui nous intéresse).
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2. QUANTIFICATION 47

On considère l’espace M des solutions des équations d’Euler-Lagrange, c’est-à-dire
des points critiques de S : en prenant des coordonnées yν sur M et xi sur V , on
a des coordonnées xi, yν , yiν sur l’espace des 1-jets de V dans M et φ est un point
critique de S si et seulement si pour toute section différentiableX = (Xν) de φ∗(TM )
s’annulant sur ∂V , on a :

δXS :=
∫
V

(∑
ν

Xν
∂L

∂yν
+
∑
i,ν

∂Xν

∂xi

∂L

∂yi

)
dµ = 0.

Posant dµi = (−1)i int(∂/∂xi)dµ, on trouve en intégrant par parties la formule

δXS =
∫
∂V

∑
ν

Xν
∂L

∂yiν
dµi +

∫
V

∑
ν

Xν

( ∂L

∂yν
−
∑
i

∂2L

∂xi∂yiν

)
dµ

valable pour tout accroissement X ∈ φ∗TM de φ, de sorte que l’annulation de δXS,
lorsque X|∂V = 0, équivaut aux équations

∀ν, ∂L

∂yν
−
∑
i

∂2L

∂xi∂yiν
= 0.

Lorsque ces équations, dites d’Euler-Lagrange, sont satisfaites, pour tout X dans
C∞(φ∗TM ), on a une forme ηX de degré (d− 1) sur V ,

ηX =
∑
ν

Xν
∂L

∂yiν
dµi,

telle que

∀V ′ ⊂ V, δX|V ′S
(
φ|V ′
)
=
∫
∂V ′
ηX .

On vérifie que ηX ne dépend pas du choix de coordonnées, et donc est définie
globalement. Si on s’est donné une classe d’homologie d’hypersurfaces W ⊂ V ,
(on s’intéresse souvent au cas où une coordonnée temporelle sur V est distinguée,
V ∼=W × [a, b], de sorte que les équations d’Euler-Lagrange deviennent des équations
d’évolution pour φ|W et que la donnée de W fait partie du problème), on peut alors
construire une 2-forme fermée ω sur M (qui induit une structure symplectique sur un
quotient adéquat de M) de la façon suivante. Ayant choisi une hypersurface W dans
cette classe d’homologie, on définit une 1-forme ΘW sur M par la formule :

ΘW (X) =
∫
W

ηX .

Si W est changée en W ′ avec ∂VW ′,W =W ′ −W , on a

ΘW ′(X)−ΘW (X) =
∫
∂VW ′,W

ηX = δXS
(
φ|VW ′,W

)
,

de sorte que la différence ΘW ′ −ΘW est une forme exacte sur M, ce qui entrâıne que
ω = dΘW est indépendante du choix de W .
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Cette structure symplectique sur M explique essentiellement le théorème de
Nœther, qui à toute symétrie infinitésimale de S associe une fonction sur M de façon
compatible avec le crochet de Lie et le crochet de Poisson (si V ∼=W×[a, b], cette fonc-
tion devient une intégrale première des équations d’évolution). En fait, on considère
simplement la fonction :

hX(φ) =
∫
W

µX .

Comme X est une symétrie infinitésimale de S, on a δX|V ′S(φ|V ′) = 0 pour tout
V ′ ⊂ V et donc ηX est fermée, ce qui entrâıne que hX ne dépend pas du choix de W.
Par la quantification, on cherche à représenter sur un espace de HilbertH d’〈〈 états 〉〉

un certain ensemble de fonctionnelles 〈〈observables 〉〉 munies du crochet de Poisson
défini par ω (en général, il s’agit seulement d’une représentation projective). On
voudrait en outre réaliser les 〈〈 fonctions de corrélation 〉〉 〈f1(x1) · · · fk(xk)〉, calculées
par définition à l’aide du produit scalaire dans H, comme des intégrales fonctionnelles

(2.2.30)
∫
φ

f1
(
φ(x1)

)
. . . fk

(
φ(xk)

)
e−S(φ)dφ,

où les fi sont certaines fonctions sur M et xi ∈ V .
Plus précisément, supposant pour simplifier d = 2, on devrait avoir un état Ω ∈ H,

appelé le 〈〈vide 〉〉, tel que, pour des fonctions fi sur M et xi ∈ P1, on ait :〈
f1(x1) · · · fk(xk)

〉
=
∫
φ:P1→M

f1
(
φ(x1)

)
· · · fk

(
φ(xk)

)
e−S(φ)dφ(2.2.31)

=
〈
Φf1(x1) ◦ · · · ◦ Φfk(xk)(Ω),Ω

〉
H

où Φfi(xi) est l’opérateur associé à la fonctionnelle φ 
→ fi(φ(xi)).
Dans le cas du σ-modèle bosonique en dimension 2, on a d’après (2.1.2) l’invariance

de l’action par transformations conformes, et donc si on prend pour Σ le disque
épointé ∆∗ ou C∗, on a une infinité de symétries infinitésimales de l’action, corres-
pondant à l’algèbre de Lie dite de Virasoro, des champs de vecteurs holomorphes
ou antiholomorphes sur ∆∗, engendrés par les zn∂/∂z et les z̄n∂/∂z̄ pour n ∈ Z.
L’invariance conforme est préservée au niveau quantique si l’on peut représenter
l’algèbre de Lie correspondante sur H de sorte que son action sur les observables
corresponde au crochet d’opérateurs dans H.

2.2.2. Th́eorie des champs conformes
Si on peut représenter l’algèbre de Virasoro (ou une extension centrale), on espère, par
〈〈 intégration 〉〉, construire une théorie des champs conformes, c’est-à-dire le système
de données suivant, formalisé par Segal (cf. [29], [36] et [37]).
Si Σ est une surface de Riemann, de métrique γ, avec bords Ii pour i ∈ I et Ij

pour j ∈ J , munis d’une paramétrisation χ+i : S
1 ∼= Ii préservant l’orientation pour

i ∈ I et χ−
j : S

1 ∼= Ij inversant l’orientation pour j ∈ J , γ étant normalisée près des
bords de Σ, on doit associer une 〈〈amplitude 〉〉

(2.2.32) A(Σ, γ, χ+i , χ
−
j ) ∈ Hom

(
H⊗I ,H⊗J),
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oùH est un espace hermitien. On doit se figurer ces amplitudes comme étant obtenues
par l’intégrale fonctionnelle de la façon suivante : à (Σ, γ, χ+i , χ

−
j ), l’intégrale

(2.2.33)
∫
φ:Σ→M
φ◦χ�=η�

exp(−S(φ))dφ

associe une fonction ΨΣ,γ,χ+
i
,χ−
j
sur le produit LM I × LMJ paramétrant les

ηi : S1 →M, (i ∈ I), ηj : S1 →M, (j ∈ J).

À supposer qu’on ait un espace hermitien H convenable de fonctions sur LM ,
ΨΣ,γ,χ+

i
,χ−
j
serait alors le noyau permettant de construire A(Σ, γ, χ+i , χ

−
j ).

Ces amplitudes doivent satisfaire les axiomes :

(i) Invariance par difféomorphismes de (Σ, γ, χ+i , χ
−
j ).

(ii) Recollement : soient (Σ, γ, χ+i , χ
−
j ), (Σ

′, γ′, χ′+
i′ , χ

′−
j′), des données comme ci-

dessus, et soit (Σ′′, γ′′, χ′′+
i′′ , χ

′′−
j′′ ) obtenue en recollant Σ et Σ′ le long des bords

Ii1 ⊂ Σ, Ij′1 ⊂ Σ′ grâce à l’isomorphisme χ′−
j′1
◦ (χ+i1)

−1. Les indices i′′ sont dans
I ′′ = I ∪ I ′ − {i1} et les indices j′′ sont dans J ′′ = J ∪ J ′ − {j′1}. On doit alors avoir

(2.2.34) A(Σ′′, γ′′, χ′′+
i′′ , χ

′′−
j′′ ) = Tracei1,j′1 A(Σ

′, γ′, χ′+
i′ , χ

′−
j′)⊗A(Σ, γ, χ+i , χ

−
j )

dans Hom(H⊗I′′ ,H⊗J′′
).

(iii) Invariance conforme : pour h une fonction réelle sur Σ, nulle près du bord, on
doit avoir

(2.2.35) A(Σ, ehγ, χ+i , χ
−
j ) = C(h)A(Σ, γ, χ+i , χ

−
j ).

D’après ces axiomes, toutes les amplitudes doivent se calculer à l’aide des ampli-
tudes pour le disque (qui vont donner le 〈〈vide 〉〉) pour la sphère privée de trois disques,
et pour les anneaux avec bords paramétrés, l’un 〈〈sortant 〉〉 l’autre 〈〈rentrant 〉〉.
Le fait que l’on puisse considérer les représentations de l’algèbre de Virasoro

comme une version infinitésimale des théories des champs conformes provient de
la possibilité de considérer le semi-groupe A des anneaux avec bords paramétrés
comme un substitut pour une 〈〈complexification de Diff+ S1 〉〉 (de sorte que l’algèbre
de Virasoro est l’algèbre de Lie de ce semi-groupe).
La structure holomorphe sur ce semi-groupe est donnée par la description d’un tel

anneau par deux applications f0, f1 : D → P1 s’étendant en des applications lisses sur
le bord ∂D ∼= S1 du disque D et satisfaisant f0(0) = 0, f1(0) =∞, Im f0 ∩ Im f1 = ∅,
modulo l’action de C∗ = Aut(P1, {0,∞}). On pose alors

A = P1 − (Im f0 ∪ Im f1),

avec paramétrisation des bords donnée par fi|∂D. Le groupe Diff
+ S1 est vu comme

un bord de cet espace (Im f0 = Im f1) et l’espace tangent à A le long de ce bord
s’identifie à la complexification de l’algèbre de Lie de Diff+S1, c’est-à-dire à l’algèbre
de Virasoro.
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Les physiciens donnent des arguments pour montrer que la construction d’une telle
théorie conforme par quantification du σ-modèle bosonique en dimension 2 à valeurs
dans (M, g) (rappelons que estM compacte) est possible lorsque la courbure de Ricci
de (M, g) est nulle.
Ils pensent de même que si (M, g) est kählérienne, à courbure de Ricci nulle, on peut

par quantification du σ-modèle N=2-supersymétrique, obtenir une représentation
d’une extension centrale de la 〈〈N=2-superalgèbre de Virasoro 〉〉, c’est-à-dire la
superalgèbre de Lie de symétries infinitésimales de l’action (2.1.21), contenant l’espace
tangent aux transformations conformes (les champs de vecteurs (anti)holomorphes sur
le disque épointé) et les deux familles de supersymétries infinitésimales (paramétrées
par des spineurs (anti)holomorphes).
On peut aussi inclure un terme de la forme (2.1.4) dans l’action S(Φ), ce qui mène

à la conclusion suivante.
Soit X une variété de Calabi-Yau satisfaisant la condition h2(X,OX) = 0 et

soit ω = α + iβ un paramètre de Kähler complexifié sur X (cf. 1.8) ; α détermine
une métrique de Kähler-Einstein (théorème 1.5) et β contribue à l’action comme
dans (2.1.5). Ces données devraient permettre de construire une théorie des champs
N=2-superconforme à charge centrale c = 3n avec n = dimX (la charge centrale
est un coefficient associé à la représentation de l’extension centrale de la superalgèbre
de Virasoro (§ 2.4)), par quantification du σ-modèle N=2-supersymétrique construit
en (2.1.24), modifié par l’ajout du terme i

∫
Σ
φ∗(β). Le fait que β puisse être

choisie modulo 2πH2(X,Z) résulte du fait que exp(−S(φ, ψ)) ne dépend de β que
modulo 2πH2(X,Z), au moins si on travaille avec des surfaces Σ compactes.

2.3. Conjecture de Gepner
Gepner [30] a conjecturé que la correspondance entre variétés de Calabi-Yau munies
d’un paramètre de Kähler complexifié et théorie des champs N=2-superconformes,
dont la construction a été esquissée ci-dessus, est bijective à condition de ne considérer
que les théories superconformes à charges U(1) entières (cf. 2.4 pour le sens de cette
expression). En fait, le phénomène de miroir serait précisément la nuance à apporter
à cet énoncé.
La base de sa conjecture est la construction suivante. Il part d’une certaine série

discrète de théories N=2-superconformes Ek à charge centrale ck = 3k/(k + 2)
pour k ∈ N. Il construit alors des théories N=2-superconformes E(k1,...,kr) à charges
centrales

c(k1,...,kr) =
∑
i

cki = 3
∑
i

ki
ki + 2

en prenant essentiellement un sous-espace adéquat du produit tensoriel des Eki .
Posons maintenant

M = ppcm(ki + 2)i=1,...,r.

Lemme 2.5. —La condition 3
∑
i

ki
ki + 2

= 3(r− 2) est équivalente à la condition :

〈〈 les hypersurfaces Y ⊂ P(M/(ki + 2)) de degré M sont à fibré canonique trivial 〉〉.
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Ici, P(M/(ki + 2)) est l’espace projectif inhomogène défini comme le quotient
de Cr − {0} par l’action suivante de C∗ :

gz
(
(x1, . . . , xr)

)
=
(
zM/(k1+2)x1, . . . , z

M/(kr+2)xr
)
.

La coordonnée projective Xi étant de degréM/(ki+2), les hypersurfaces de degréM
sont définies par des polynômes F (X1, . . . , Xr) engendrés par les monômesX i1

1 · · ·X ir
r

satisfaisant la condition ∑
)

i)
M

k) + 2
=M.

Si l’on fait abstraction des singularités de P(M/(ki + 2)), la preuve du lemme 2.5
est la suivante. On peut calculer le fibré canonique de P(M/(ki + 2)) (au moins en
codimension 2) de la façon suivante. On a une application naturelle

(2.3.36) φ : Pr−1 → P
(
M/(ki + 2)

)
obtenue comme le passage au quotient de

(2.3.37)

{
ψ : Cr − {0} −−−→ Cr − {0},

(x1, . . . , xr) 
−→
(
x
M/(k1+2)
1 , . . . , xM/(kr+2)

r

)
.

L’application φ est clairement ramifiée à l’ordreM/(ki+2)− 1 le long de l’hyperplan
Hi = {Xi = 0}. On obtient donc :

φ∗KP(M/(ki+2)) = KPr−1 −
∑
i

( M

ki + 2
− 1
)
Hi(2.3.38)

= −
(∑

i

M

ki + 2

)
H.

Une hypersurface Y ⊂ P(M/(ki + 2)) de degré d a donc par la formule d’adjonction
un fibré canonique trivial (en codimension 2) lorsque

d =
∑
i

M

ki + 2
·

En particulier, les hypersurfaces de degré M sont à fibré canonique trivial (en
codimension 2) lorsque

∑
i(ki + 2)

−1 = 1, ce qui prouve le lemme.

Or pour des raisons 〈〈physiques 〉〉, Gepner doit imposer cette condition sur la
charge pour que E(k1,...,kr) soit obtenue par quantification du σ-modèle N=2-
supersymétrique à valeurs dans une variété de Calabi-Yau de dimension (r − 2).
En fait, il conjecture plus précisément que E(k1,...,kr) correspond à l’hypersurface

de Fermat Y ⊂ P((M/(ki + 2)) décrite par l’équation
∑

iX
ki+2
i , avec sa polarisation

canonique. Dans le cas où r = 5, k1 = · · · = kr = 3, correspondant à l’hypersurface
quintique de Fermat dans P4, il montre les faits suivants en faveur de cette conjecture :

(i) l’hypersurface de Fermat Y5 et la théorie E(3,...,3) ont le même groupe de
symétries discrètes ;

(ii) les déformations infinitésimales de Y5 munie d’un paramètre de Kähler com-
plexifié et de E(3,...,3) sont isomorphes, en tant que représentation de ce groupe discret.
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2.4. Symétrie miroir
L’algèbre de Virasoro N=2-superconforme à générateur central C a quatre séries
de générateurs impairs G+

s , G−
s , G+

s , Gs avec s ∈ Z + 1
2
, correspondant aux

développements en séries de Laurent des deux séries de générateurs de supersymétrie,
chacune étant paramétrée par un spineur holomorphe ou antiholomorphe sur C∗ ;
elle admet comme générateurs pairs les Lm, Lm pour m ∈ Z, correspondant aux
développements en séries de Laurent des champs de vecteurs holomorphes ou antiho-
lomorphes sur C∗ ; elle contient aussi deux séries de générateurs pairs Jm pour m ∈ Z,
appelées 〈〈courant U(1) 〉〉 et représentant l’opérateur de structure complexe sur X .
Les charges U(1) mentionnées plus haut sont les valeurs propres des opéra-

teurs J0, J0. Une représentation à charge centrale c envoie C sur c Id. Les relations
de (super)commutation sont les suivantes :

(a) tous les crochets entre générateurs barrés et non-barrés sont triviaux.

(b) {G+
s , G

+
r } = {G−

s , G
−
r } = {G+

s , G
+
r } = {G−

s , G
−
r } = 0.

(c) Les relations non triviales sont essentiellement les suivantes :

(2.4.39)

{
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + 1

12
m(m2 − 1)δm+n,0C,

{G+
r , G

−
s } = 2Lr+s − (r − s)Jr+s + 1

3

(
r2 − 1

4

)
δr+s,0C

et des relations semblables à (2.4.39) avec les générateurs barrés. L’existence du
phénomène de miroir provient de l’observation suivante : la superalgèbre admet une
involution :

(2.4.40)


G+
r 
→ G−

r , G−
r 
→ G+

r ,

G+
r 
→ G+

r , G−
r 
→ G−

r ,

Jm 
→ −Jm, Jm 
→ Jm .

Cette involution agit sur les représentations de la superalgèbre, ce qui produit
évidemment des théories N=2-superconformes isomorphes. Cependant, lorsque la
théorie provient de la géométrie, c’est-à-dire est obtenue par quantification du σ-
modèle N=2-supersymétrique associé à une variété de Calabi-Yau X munie d’un
paramètre de Kähler complexifié ω, les générateurs G+, G−, G+, G− ont une signifi-
cation géométrique précise (cf. (2.1.25), (2.1.28)) et ne peuvent pas être ainsi échangés.
Le miroir de (X,ω) devrait être précisément le couple (X ′, ω′) correspondant (en ad-
mettant la conjecture de Gepner) à la théorie conforme 〈〈miroir 〉〉 obtenue en faisant
agir l’involution (2.4.40), isomorphe à la première, mais avec un marquage différent
des générateurs de supersymétrie.

2.4.1. Exemples
Greene et Plesser [31] ont travaillé sur les modèles de Gepner (cf. 2.3 ) et plus
précisément sur le modèle E(3,...,3), qui correspond à la quintique de Fermat Y de
degré 5 dans P4. Cette hypersurface admet le groupe de symétrie (Z/5Z)5/diag,
agissant sur P4 par

(2.4.41) (ζ1, . . . , ζ5)∗(X1, . . . , X5) = (ζ1X1, . . . , ζ5X5)
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où Z/5Z est identifié au groupe des racines cinquièmes de l’unité. Le sous-groupe
G ⊂ (Z/5Z)5/diag formé des automorphismes de Y agissant trivialement sur la forme
de type (3, 0) de Y est défini par la relation

∑
i αi = 0.

Ce groupe G agit sur la théorie conforme E(3,...,3) associée et on peut former, pour
chaque sous-groupeH ⊂ G, une théorie superconforme EH

(3,...,3), construite à partir de
l’espace des invariants sous H dans E(3,...,3). Le groupe G admet une forme bilinéaire
non-dégénérée à valeurs dans Z/5Z (〈α, β〉 =

∑
i αiβi) et donc, pour tout sous-groupe

H ⊂ G, on a un sous-groupe H⊥ ⊂ G.
Greene et Plesser ont montré par le calcul des 〈〈 fonctions de partition 〉〉 que EH

(3,...,3)
et EH⊥

(3,...,3) sont miroirs l’une de l’autre au sens décrit ci-dessus. Ceci suggère que
les quotients Y/H et Y/H⊥, munis du paramètre canonique donné par c1(OY (1))
sont miroirs l’un de l’autre. Ceci a été établi partiellement, mais rigoureusement par
Roan [16], qui a montré les égalités de dimensions correspondant à (1.8.48).

Théor̀eme 2.6. —Il existe une désingularisation (canonique) Ỹ/H de Y/H , à fibré
canonique trivial, telle qu’on ait les égalités :

(2.4.42) h1
(
T
Ỹ/H

)
= h1

(
Ω˜Y/H⊥

)
, h1

(
T ˜Y/H⊥

)
= h1

(
Ω
Ỹ/H

)
.

2.5. Théorie N=2-superconforme et cohomologie de Dolbeault

Soit H l’espace de Hilbert de la représentation ; on définit (voir [35]) des sous-espaces
Rc,c (resp. Ra,c) de dimension finie de H, appelés espaces d’états (chiraux,chiraux)
(resp. (antichiraux,chiraux)) de la façon suivante :

Rc,c =
{
x ∈ H ; G+

n−1/2(x) = G+
n−1/2(x) = 0,(2.5.43)

G−
n+1/2(x) = G−

n+1/2(x) = 0, n ≥ 0
}
,

Ra,c =
{
x ∈ H ; G+

n+1/2(x) = G+
n−1/2(x) = 0,(2.5.44)

G−
n−1/2(x) = G−

n+1/2(x) = 0, n ≥ 0
}
.

Notons que Ra,c est obtenu en échangeant G+ et G− dans la définition de Rc,c,
de sorte que l’involution (2.4.40) échange les espaces Ra,c et Rc,c (ce qui signifie que
l’espace Rc,c de la théorie initiale est égal à l’espace Ra,c de la théorie obtenue en
faisant agir (2.4.40)).
En utilisant les règles de (super)commutation (2.4.39), on voit que Rc,c et Ra,c sont

stables par J0 et J0, ce qui les munit d’une bigraduation, les valeurs propres de J0
et J0 étant supposées entières (cf. 2.3, 2.4). Les bidegrés pour Rc,c sont de la forme
(−p, q) avec p, q ∈ N et les bidegrés pour Ra,c sont de la forme (p, q) avec p, q ∈ N.
La charge centrale c étant égale à 3n, il est montré dans [35] que R−n,n

c,c est de rang 1,
tandis que Rn,n

a,c est de rang 1. Lorsque la théorie est obtenue par quantification du
σ-modèle N=2-supersymétrique associé à une variété de Calabi-Yau X munie d’un
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paramètre de Kähler complexifié ω, ces espaces ont l’interprétation suivante :

Rc,c
∼=
⊕
p,q

Hq(
p

∧TX),(2.5.45)

Ra,c
∼=
⊕
p,q

Hq(ΩpX)(2.5.46)

où Hq(∧p TX) a le bidegré (−p, q), où Hq(ΩpX) a le bidegré (p, q) et les isomorphismes
préservent les bigraduations.
Comme l’involution miroir (2.4.40) échange Ra,c et Rc,c , ces isomorphismes expli-

quent la série d’isomorphismes (1.8.48) si l’application miroir du § 1.8 correspond à
l’involution (2.4.40) au niveau des théories superconformes associées (cf. 2.4).
Intuitivement, ces isomorphismes devraient être obtenus de la façon suivante.

Comme on travaille sur le σ-modèle N=2-supersymétrique, l’espace de Hilbert H

doit être un espace de sections du fibré sur LX dont la fibre au point η : S1 → X
de LX est l’espace des sections C∞ de η∗(Ω•

X).
D’après les relations (2.4.39), les états annulés parG+

n+1/2,G
−
n+1/2,G

+
n+1/2, G

+
n+1/2

pour n ≥ 0 sont aussi annulés par Lm et Lm pour m > 0, ce qui suggère qu’ils sont
donnés par des sections de Ω•

X puisque les Lm représentent l’action infinitésimale de
Diff S1 sur H. D’autre part, sur ces états, les opérateursG+

−1/2, G
−
−1/2, G

+
−1/2 G

−
−1/2,

s’identifient aux opérateurs ∂, ∂∗, ∂̄, ∂̄∗ de X .
Dans [35], il est également montré qu’on peut construire une structure d’anneau

commutatif bigradué sur chacun des espaces Rc,c, Ra,c. Combinées avec les isomor-
phismes (peut-être non-canoniques)

(2.5.47) R−n,n
c,c

∼= C, Rn,n
a,c

∼= C,

et avec les isomorphismes (2.5.45), (2.5.46), elles fournissent des formes homogènes
de degré n sur H1(ΩX) et sur H1(TX), appelées accouplements de Yukawa, que l’on
notera Y1 et Y2 :

(2.5.48)

{
Y1 : SnH1(ΩX) ∼= SnRa,c −→ Rn,n

a,c
∼= C,

Y2 : SnH1(TX) ∼= SnRc,c −→ R−n,n
c,c

∼= C.

Les formes homogènes construites sur Ra,c et Rc,c dépendent uniquement des
données de la théorie conforme, et ne sont donc pas modifiées par passage à la théorie
miroir : on en déduit que les isomorphismes miroirs de (1.8.48)

(2.5.49) H1(TX) ∼= H1(ΩX′), H1(TX′) ∼= H1(ΩX)

transforment à un coefficient près Y X
2 en Y X′

1 et Y X′

2 en Y X
1 .

PANORAMAS ET SYNTHÈSES 2
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2.6. Interpr étation de Witten

Witten [38] interprète la symétrie miroir de façon un peu plus géométrique : le σ-
modèle N=2-supersymétrique du § 2.1.5 est décrit par l’action S(φ, ψ) de (2.1.24)
après élimination des paramètres auxiliaires. En décomposant ψ ∈ S ⊗ φ∗TX ⊗ C

suivant les spineurs holomorphes et antiholomorphes, on peut écrire :

S(φ, ψ) = S(φ, ψ+, ψ−),

où ψ+ ∈ K1/2 ⊗ φ∗TX et ψ− ∈ K1/2 ⊗ φ∗TX .
Lorsque X est munie d’une structure complexe, on peut décomposer TX ⊗ C en

TX1,0 ⊕ TX0,1. L’action devient alors S(φ, ψ+, ψ̄+, ψ−, ψ̄−) où :

ψ+ ∈ K1/2 ⊗ φ∗TX1,0, ψ̄+ ∈ K1/2 ⊗ φ∗TX0,1,

ψ− ∈ K1/2 ⊗ φ∗T 1,0
X , ψ̄− ∈ K1/2 ⊗ φ∗T 0,1

X .

Witten propose alors de construire deux modèles à partir de cette action, en tordant
les fibrés dans lesquels ψ+, ψ̄+, ψ−, ψ̄− prennent leurs valeurs.

• Dans le modèle A, on prend :

ψ+ ∈ φ∗T 1,0
X , ψ̄+ ∈ K ⊗ φ∗TX0,1,

ψ− ∈ K ⊗ φ∗T 1,0
X , ψ̄− ∈ φ∗T 0,1

X .

• Dans le modèle B, on prend :

ψ+ ∈ K ⊗ φ∗T 1,0
X , ψ̄+ ∈ φ∗TX0,1,

ψ− ∈ K ⊗ φ∗T 1,0
X , ψ− ∈ φ∗T 0,1

X .

La symétrie miroir échangerait alors les modèles A et B, à condition de passer à
une variété miroir X ′.

2.6.1. Accouplements de Yukawa
Witten calcule les accouplements de Yukawa Y1 définis par Lerche-Vafa-Warner sur
H1(ΩX) ∼= H2(X,C) comme des fonctions de corrélation du modèle A :

(2.6.50) Y1(ω1, . . . , ωn) =
∫
φ,ψ,χ

O1(p1) · · ·On(pn) exp
(
−S(φ, ψ, χ)

)
dφdψdχ.

Dans cette expression :

• χ = ψ+ + ψ̄− ∈ φ∗TX ;

• ψ résume les variables fermioniques restantes ;

• les pi sont des points de P1 ;
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• si, dans des coordonnées locales xk sur X , une 2-forme fermée représentant la
classe ωi s’écrit ∑

k,)

αk) dxk ∧ dx) ,

alors la fonctionnelle Oi(pi) est définie par

(2.6.51) Oi(pi)(φ, χ) =
∑
k)

αk)
(
φ(pi)

)
χkχ) ;

• l’intégration s’effectue sur toutes les applications φ : P1 → X (et le résultat ne
dépend pas du choix des pi).

L’ensemble des applications φ : P1 → X se scinde en composantes correspondant
aux classes d’homologie φ∗([P1]) ∈ H2(X,Z).
On rappelle d’autre part que, ω étant la forme de Kähler associée à la métrique

sur X , la partie bosonique de S s’écrit

(2.6.52) S(φ) =
∫
Σ

φ∗ω +
∫
Σ

2‖∂̄φ‖2

où le premier terme ne dépend que de la classe d’homologie φ∗([P1]) tandis que le
second terme est positif et s’annule exactement sur les applications holomorphes
φ : P1 → X . L’intégrale (2.6.50) s’écrit donc

(2.6.53)
∑

α∈H2(X,Z)

exp
(
−
∫
α

ω
)∫

φα,ψ,χ

O1(p1) · · ·On(pn)e−S
′(φ,ψ,χ)dφαdψdχ

où φα parcourt l’ensemble des applications φ : P1 → X telles que φ∗([P1]) = α et S′

est l’action obtenue en retranchant le terme topologique
∫
Σ φ∗ω de S.

Witten affirme alors que l’intégrale∫
φα,ψ,χ

O1(p1) · · ·On(pn) exp
(
−S′(φ, ψ, χ)

)
dφαdψdχ

ne dépend de la métrique qu’à un coefficient près lorsque les ωi sont fermées, de sorte
qu’en changeant g en tg et en faisant tendre t vers +∞, la partie bosonique de S′

étant positive, cette intégrale se réduit à une intégrale sur l’ensemble des φα annulant
la partie bosonique de S′, c’est-à-dire sur l’ensemble des applications holomorphes
φ : P1 → X de classe α. Il en résulte la formule suivante :

(2.6.54) Y1(ω1, . . . , ωn) =
∫
X

ω1 . . . ωn +
∑

α∈H2(X,Z)
α�=0

exp
(
−
∫
α

ω
)
n(α)

∫
α

ω1 · · ·
∫
α

ωn

où n(α) ∈ Q est une intégrale sur la famille des applications holomorphes de classe α.

On reviendra au chapitre 5 sur la signification du terme
∫
α ω1 · · ·

∫
α ωn dans cette

formule et, dans le cas de la dimension 3, sur le calcul de n(α).
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Les accouplements de Yukawa Y2 sur H1(TX) sont calculés comme des fonctions
de corrélation du modèle B, les observables correspondant alors à des (0, 1)-formes
à valeurs dans T 1,0

X . Par des arguments similaires, Witten montre que l’intégrale
fonctionnelle se ramène alors à une intégrale sur l’ensemble des applications constantes
φ : P1 → X , c’est-à-dire sur X . La formule est alors la suivante

(2.6.55) Y2(u1, . . . , un) = 〈κ2, u1 · · ·un〉X ,

où κ est une section holomorphe de KX , donc définie à un coefficient près ; u1 · · ·un,
qui appartient à Hn(∧n TX), est le cup-produit des classes ui ∈ H1(TX) et 〈 , 〉X est
l’accouplement parfait Hn(

∧n
TX)⊗H0(K⊗2

X )→ Hn(KX) = C.
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3. TRAVAUX DE CANDELAS
DE LA OSSA GREEN PARKES

Ce chapitre est consacré aux variations de structure de Hodge des variétés de dimen-
sion 3 ; dans la première partie, on montre comment l’application des périodesmarquée
permet de construire des coordonnées naturelles sur l’espace des déformations de la
structure complexe marquée d’une telle variété ; on décrit également les accouple-
ments de Yukawa sur l’espace tangent à ces déformations en termes de variation
infinitésimale de structure de Hodge et on montre que, normalisés de façon naturelle,
ils dépendent d’un potentiel dans ces coordonnées.
On explique ensuite, suivant Morrison, comment ces considérations s’étendent

sur le bord de l’espace des modules, et après avoir esquissé la preuve du théorème
sur la quasiunipotence de la monodromie, on montre, pour une famille de dimen-
sion 1, l’existence d’une coordonnée naturelle q au voisinage d’une dégénérescence
maximalement unipotente. Cette coordonnée est donnée par l’exponentielle de cer-
taines périodes, (déterminées par l’action de monodromie), qui sont des solutions
d’une équation de Picard-Fuchs. Après avoir défini ces dernières, on explique le
calcul de leurs coefficients pour des familles d’intersections complètes à l’aide
de la représentation de la cohomologie par des résidus de formes différentielles
méromorphes.
On montre finalement comment ces techniques se combinent dans [43] pour donner

une série entière ψ(q), calculant les accouplements de Yukawa normalisés appliqués
au champ logarithmique q∂/∂q pour la famille miroir de la famille des quintiques
de P4, et on conclut comme dans [43] que l’identification de cette série avec le
potentiel de Gromov-Witten des quintiques permet de prédire pour tout d le nombre
(conjecturalement fini) de courbes rationnelles génériquement plongées de degré d
dans une quintique générale.

3.1. Coordonnées sp´eciales et accouplements de Yukawa

On considère dans ce chapitre des variétés de Calabi-Yau X de dimension 3 avec
b1(X) = 0. On sait d’après le théorème 1.9 que la famille universelle locale B des
déformations de X est lisse, de dimension h1(TX) = h1(Ω2

X).
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3.1.1. Coordonńees sṕeciales sur B
Soit

π : X −−→ B, X ∼= X0 := π−1(0)

la déformation universelle de X paramétrée par B. On suppose que B est simplement
connexe ; on a alors un isomorphisme canonique :

R3π∗(Z) ∼= H3(X0,Z).

Le groupe H3(X0,Z), de cohomologie entière modulo torsion, est muni de sa forme
d’intersection 〈 , 〉 qui est alternée et unimodulaire. Soit (κb)b∈B une section holomor-
phe non nulle en 0 du fibré en droites H3,0 (théorème 1.15), ce qui signifie que b 
→ κb
est une fonction holomorphe à valeurs dans H3(X0,C) qui s’identifie canoniquement
à H3(Xb,C), et κb ∈ H3,0(Xb) pour tout point b de B.
Le lemme suivant montre que le choix adéquat d’une base symplectique de

H3(X0,Z) permet d’une part de 〈〈normaliser 〉〉 (κb)b∈B et d’autre part de construire
des coordonnées canoniques sur B.

Lemme 3.1. —Pour un choix convenable de (α0, . . . , αN , β0, . . . , βN ), N = h1(Ω2
X),

formant une base symplectique de H3(X0,Z), c’est-à-dire pour laquelle la forme 〈 , 〉
satisfait 〈αi, αj〉 = 〈βi, βj〉 = 0 et 〈αi, βj〉 = δji , on a dans un voisinage de 0∫

α0

κb �= 0,

de sorte qu’on peut déterminer une section κ′ de H3,0 par la condition
∫
α0

κ′
b = 1 et

les fonctions zi(b) =
∫
αi

κ′
b pour i > 0 fournissent des coordonnées sur B au voisinage

de 0.

Démonstration. — On peut trouver un élément primitif α0 ∈ H3(X0,Z) tel que∫
α0

κ0 �= 0 puisque κ0 �= 0. On a donc
∫
α0

κb �= 0 dans un voisinage de 0, et la
section κ′ est définie par κ′

b = κb/
∫
α0

κb. Pour une base symplectique (α0, . . . , βN )
comme ci-dessus, étendant α0, considérons l’application φ : B → CN , donnée par
φ∗zi =

∫
αi

κ′. Sa différentielle en 0 est donnée par le composé :

(3.1.1) TB,0
d(κ′)0−−−−−→ H3(X0,C)

∫
αi−−−−→ CN .

D’après le théorème 1.17, l’application d(κ′)0, modulo H3,0(X0), est donnée par le
composé

(3.1.2) TB,0 ∼= H1(TX0)
κ′
0∼= H1(Ω2

X0
) ⊂ H3(X0,C)/H3,0(X0).

Comme
∫
α0
(d(κ′)0(TB0)) = 0, dφ0 n’est pas un isomorphisme si et seulement si il

existe η ∈ F 2H3(X0) tel que
∫
αi

η = 0 pour i = 0, . . . , N , ce qui équivaut au fait que
η appartient au sous-espace engendré sur C par les αi (où l’on utilise la dualité de
Poincaré H3

∼= H3).
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Considérons sur F 2H3(X0) la forme hermitienne

h(u, v) = i〈u, v̄〉 ;

d’après 1.5.3 (ii), elle est non-dégénérée de signature (+,− · · · ,−). Si on a η comme
ci-dessus, η satisfait i〈η, η̄〉 = 0 (puisque 〈αi〉 est totalement isotrope et stable
par conjugaison) et

∫
α0

η = 0. Cela n’est possible que si la projection α′
0 de α0

dans F 2H3 (parallèlement à F 2H3) satisfait h(α′
0, α

′
0) ≤ 0. Or la projection de

H3(X0,Z) ∼= H3(X0,Z) dans F 2H3 forme un réseau et donc ne peut pas être contenue
dans l’ensemble défini par la condition h(η, η̄) ≤ 0. Si on a choisi un élément α0

de H3(X0,Z) satisfaisant h(α′
0, α

′
0) > 0 et

∫
α0

κ0 �= 0, ce qui précède montre que dφ0
est un isomorphisme et que les zi fournissent des coordonnées sur B au voisinage
de 0.

3.1.2. Accouplements de Yukawa
On rappelle que les accouplements de Yukawa Y2 (cf. (2.6.55)) sur H1(TX0) ∼= TB0

sont donnés par la forme cubique

(3.1.3) Y2 : S3H1(TX0) −→ C

dépendant du choix de κ ∈ H3,0(X0), définie par

(3.1.4) Y2(u1, u2, u3) = 〈κ2, u1 · u2 · u3〉,

où u1 · u2 · u3 ∈ H3(
∧3

TX0) et 〈 , 〉 est donné par la dualité de Serre.

On adoptera la notation Y κ
2 pour l’accouplement Y2 défini par la forme κ.

En considérant comme plus haut (κb)b∈B comme une application holomorphe
κ : B → H3(X0,C), on va montrer :

Lemme 3.2. —Soit (κb)b∈B une section holomorphe de H3,0 et soient xi des
coordonnées sur B ; alors

(3.1.5) Y κ0
2

( ∂

∂xi
, ∂

∂xj
, ∂

∂xk

)
=
〈
κ0,

∂3κ

∂xi∂xj∂xk
(0)
〉
H3(X0,C)

.

Le lemme résulte de la transversalité, des conditions de polarisation 1.5.3 (i) et du
théorème 1.17. On a d’abord〈

κ0,
∂3κ

∂xi∂xj∂xk
(0)
〉
H3(X0,C)

=
〈
κ0,
( ∂3κ

∂xi∂xj∂xk
(0)
)0,3〉

où (η)0,3 est la projection de η dans H0,3(X0) ∼= H3(OX0) et le crochet 〈 , 〉 désigne
la dualité de Serre entre H0(KX0) et H3(OX0) ; d’autre part, par application répétée
des théorèmes 1.16 et 1.17, on voit que

(3.1.6)
( ∂3κ

∂xi∂xj∂xk
(0)
)0,3

= κ0 ·
∂

∂xi
· ∂

∂xj
· ∂

∂xk
∈ H3(OX0)
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où ∂/∂xi · ∂/∂xj · ∂/∂xk ∈ H3(∧3 TX0) ∼= H3(K−1
X0
). Finalement, il suffit de noter

l’égalité suivante pour κ ∈ H0(KX0) et χ ∈ H3(K−1
X0
)

(3.1.7) 〈κ, κ · χ〉 = 〈κ2, χ〉,

où le premier crochet est la dualité de Serre entre H0(KX0) et H3(OX0) et le second
crochet est la dualité de Serre entre H0(K⊗2

X0
) et H3(K−1

X0
).

Une propriété remarquable des coordonnées spéciales et de la normalisation de
(κb)b∈B construites ci-dessus est le fait suivant.

Proposition 3.3. —Soit {α0, . . . , βN} une base symplectique de H3(X0,Z), perme-
ttant de construire la section normalisée κ′ de H3,0 et des coordonnées zi comme
dans le lemme 3.1 ; alors les accouplements de Yukawa Y κ′

2 (∂/∂zi , ∂/∂zj , ∂/∂zk )
dépendent d’un potentiel, i.e. il existe une fonction F (z1, . . . , zn) telle que :

(3.1.8) Y κ′

2

( ∂

∂zi
, ∂

∂zj
, ∂

∂zk

)
=

∂3F

∂zi∂zj∂zk
·

La proposition résulte des lemmes 3.4 et 3.5 suivants. Soient

φi(z1, . . . , zn) =
∫
βi

κ′, i = 1, . . . , n,

où κ′ est vue comme une fonction de (zi) puisque les zi sont des coordonnées sur B.

Lemme 3.4. —On a
∂φi
∂zj

=
∂φj
∂zi

·

En effet, on sait que Im(dκ′)b ⊂ F 2H3(Xb) est totalement isotrope pour la forme
d’intersection 〈 , 〉 sur H3(X0,C). D’autre part, par définition de zi et φi, et du fait
que
∫
α0

κ′ = 1, on a :

(3.1.9) κ′ = β0 +
∑
j>0

zjβj −
∑
j>0

φjαj −
(∫

β0

κ′
)
α0.

On obtient donc :

(3.1.10)
∂κ′

∂zi
= βi −

∑
j>0

∂φj
∂zi

αj −
∂(
∫
β0

κ′)

∂zi
α0 .

L’égalité 〈∂κ′/∂zi , ∂κ
′/∂zj 〉 = 0, qui est due aux conditions de polarisations et

au fait que chacune de ces sections est dans F 2H3 par transversalité, donne alors
immédiatement le lemme.

Il existe donc une fonction F (z1, . . . , zn) telle que φi = ∂F/∂zi.
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Lemme 3.5. —On a
∂3F

∂zi∂zj∂zk
= −Y κ′

2 (
∂

∂zi
, ∂

∂zj
, ∂

∂zk
).

En effet, on note que par transversalité,
∂2κ′

∂zi∂zj
appartient à F 1H3(Xb) =

H3,0(Xb)⊥ et donc :

(3.1.11)
〈
κ′, ∂2κ′

∂zi∂zj

〉
= 0.

Cela donne :

(3.1.12)
〈 ∂κ′

∂zk
, ∂2κ′

∂zi∂zj

〉
+
〈
κ′,

∂3κ′

∂zi∂zj∂zk

〉
= 0.

En vertu du lemme 3.2, on a donc :

Y κ′

2

( ∂

∂zi
, ∂

∂zj
, ∂

∂zk

)
= −
〈 ∂κ′

∂zk
, ∂2κ′

∂zi∂zj

〉
.

D’autre part, d’après (3.1.10), on a :〈 ∂κ′

∂zk
,

∂2κ′

∂zi∂zj

〉
=
〈
βk −

∑
)>0

∂φ)
∂zk

α) −
∂

∂zk

(∫
β0

κ′
)
α0,(3.1.13)

−
(∑
)>0

∂2φ)
∂zi∂zj

α) +
∂2

∂zi∂zj

(∫
β0

κ′
)
α0

)〉
=

∂2φk
∂zi∂zj

=
∂3F

∂zi∂zj∂zk
,

ce qui prouve le lemme 3.5 et donc la proposition 3.3.

La proposition 3.3 est une justification mathématique partielle de la symétrie
miroir ; en effet, si la symétrie miroir existe, on a une identification locale de l’espace
des déformations de la structure complexe de X et de celui des déformations du
paramètre de Kähler complexifié de son miroir, qui possède, en tant que quotient par
un groupe de translations d’un ouvert dans un espace vectoriel, une structure plate
canonique (i.e. des coordonnées définies à transformation linéaire près).
Les accouplements de Yukawa Y1 (cf. (2.6.54)) dépendent d’autre part clairement

d’un potentiel, de sorte que la proposition 3.3 fournit de façon naturelle une partie
de la structure prédite par la symétrie miroir, à supposer que l’application miroir
identifie bien les structures plates naturelles de ces deux espaces.
Notons finalement que le système de coordonnées et plus généralement la structure

plate fournis par le lemme 3.1 dépendent du choix de la base symplectique choisie (en
fait cette dernière ne dépend que de la donnée de α0 et du sous-espace totalement
isotrope engendré par les αi), ce qui indique que la symétrie miroir n’est bien définie
que sur les espaces de structures complexes marquées.
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3.2. Dégénérescences

3.2.1. Extension de la filtration de Hodge
Soit π : X → B une application propre et plate, avec X lisse et dimB = 1, et soit
0 ∈ B tel que X = π−1(0) soit singulière. Quitte à se restreindre à un voisinage de 0
dans B, on peut alors supposer que π est lisse au-dessus de B∗ = B − {0}. Sur B∗,
on dispose du fibré Hn muni de sa filtration de Hodge F •Hn (cf. 1.5). Le théorème
suivant est dû à Katz [50] et, dans un cadre plus général, à Schmidt [56].

Théor̀eme 3.6. —On peut étendre le fibré Hn sur B∗ en un fibré Hn sur B,
tel que la connexion de Gauss-Manin ∇ s’étende en une connexion à singularités
logarithmiques :

(3.2.14) ∇ : Hn −→ Hn ⊗ ΩB(log 0)

et tel que la filtration de Hodge s’étende en une filtration F •Hn de Hn par des sous-
fibrés.

Par continuité, la propriété de transversalité (théorème 1.16) reste vraie pour la
filtration de Hodge étendue :

(3.2.15) ∇(F pHn) ⊂ F p−1Hn ⊗ ΩB(log 0).

Dans le cas géométrique que nous considérons, cette extension est obtenue de la façon
suivante (cf. [57], [58]).
En prenant un revêtement de B ramifié en zéro, et en effectuant des transformations

birationnelles le long de la fibre centrale, on peut supposer que X est un diviseur
réduit à croisements normaux (théorème de réduction semi-stable de Mumford). On
considère alors sur X le complexe Ω•

X/B(logX) défini de la façon suivante. Pour
une coordonnée t sur B centrée en 0, et des fonctions z1, . . . , zr à différentielles
indépendantes sur X, π est décrite localement par

(3.2.16) π∗(t) = z1 · · · zr.

On appelle

ΩX/B(logX)

le quotient du faisceau engendré par ΩX et les dzi/zi par la relation

π∗
( dt

t

)
=
∑
i

dzi
zi

= 0

et on pose :

ΩkX/B(logX) =
k∧ΩX/B(logX).

On définit alors l’extension du fibré de Hodge par

(3.2.17) Hn = Rnπ∗
(
Ω•

X/B(logX)
)
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et l’extension de la filtration de Hodge par

(3.2.18) F pHn = Rnπ∗
(
0→ ΩpX/B(logX)→ · · · → ΩnX/B(logX)→ 0

)
.

Supposons maintenant que les fibres Xb soient des variétés à fibré canonique trivial
de dimension n ; le théorème 3.6 permet d’étendre àB les accouplements de Yukawa Y2
définis surB∗. En effet, la condition de transversalité (3.2.15) permet de définir comme
en 1.5.2 des applications OB-linéaires

(3.2.19) φp : TB(log 0)→ Hom
(
F p/F p+1Hn, F p−1/F pHn

)
où TB(log 0), qui est par définition le dual du faisceau ΩB(log 0) des formes holomor-
phes sur B∗ à singularités logarithmiques en 0, est engendré au voisinage de 0 par le
champ t∂/∂t ; par composition des applications φp, on construit alors une flèche :

(3.2.20) SnTB(log 0)
ψ−→ Hom

(
Hn,0,H0,n

)
.

Or la définition de la filtration F pHn et la dégénérescence en E1 de la suite
spectrale de Hodge vers de Rham pour les faisceaux Ω•

X/B(logX0) montrent que
Hn,0 = R0π∗KX/B et H0,n = Rnπ∗OX sont duaux, de rang 1 dans notre cas.
Choisissons une section non-nulle (κb)b∈B de Hn,0 ; on a donc un accouplement de
Yukawa normalisé :

(3.2.21)

{
Y κ
2 : SnTB(log 0) −→ OB,

(t∂/∂t)⊗n 
−→
〈
κ, ψ
(
(t∂/∂t)⊗n

)
(κ)
〉
.

Considérons maintenant, comme dans [43] et [53], des familles de variétés de
Calabi-Yau de dimension 3 avec h2,1 = 1 ; on suppose qu’on dispose d’une famille
de dimension 1 qui est un ouvert de Zariski ∆∗ d’une courbe ∆, paramétrant des
déformations singulières de X . Dans le lemme 3.1, on a montré l’existence locale d’une
normalisation privilégiée κ ∈ H3,0 et d’une coordonnée spéciale z sur l’ouvert ∆∗

dépendant du choix d’une base symplectique de H3(X0,Z), lorsque ∆∗ est, au
voisinage de chacun de ses points t, la famille universelle locale de la fibre Xt.
Comme la base ∆∗ est de dimension 1, ces choix identifient les accouplements

de Yukawa à une fonction Φ∗ = Y κ
2 (∂/∂z, ∂/∂z, ∂/∂z) sur ∆∗. Les considérations

développées en 3.2.1 montrent que l’on peut également construire une telle fonction Φ
dans un voisinage de 0 ∈ ∆ − ∆∗ ; en effet le choix d’une coordonnée q sur ∆ au
voisinage de 0 et d’une section κ ∈ H3,0 permettent de définir

(3.2.22) Φ = Y κ
2

(
q
∂

∂q
, q

∂

∂q
, q

∂

∂q

)
.

On va montrer maintenant, suivant [53], que sous une hypothèse convenable sur la
monodromie du système local H3

Z autour de 0, on a un choix canonique de κ
2
b et de

coordonnée z. Un rôle essentiel est joué par la théorie de Hodge (mixte) et le théorème
de la monodromie rappelés dans le paragraphe suivant.
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3.2.2. Th́eorie de Hodge mixte et monodromie
Soit π : X → ∆, une famille de variétés algébriques (on entend par là qu’il existe un
plongement de X dans ∆ × PK au-dessus de ∆), où ∆ est un disque, et π est lisse
au-dessus de ∆∗. On notera X la fibre centrale.
Soit b un point de ∆∗ ; le groupe π1(∆∗, b) ∼= Z agit sur Hn(Xb,Z) via le

difféomorphisme de Xb obtenu par trivialisation C∞ de la famille X sur le revêtement
universel de ∆∗. L’endomorphisme de monodromie T ∈ Aut(Hn(Xb,Z)) est défini
comme l’image du générateur canonique de π1(∆∗, b).

Théor̀eme 3.7.—L’endomorphisme T est quasiunipotent, ce qui signifie qu’il existe k
et m ∈ N tels que (T k − 1)m = 0.

Une démonstration de ce théorème, due à Borel [48], utilise le fait suivant, qui est
une conséquence du calcul de la courbure du domaine des périodes polarisées 〈〈dans
les directions horizontales 〉〉.
Soit H le demi-plan supérieur, muni de sa métrique hyperbolique ; soitD le domaine

des périodes polarisées construit sur un espace vectoriel réel H muni d’une forme
bilinéaire 〈 , 〉 (cf. 1.5.3), un entier k (le niveau) et des nombres de Hodge hp,q avec
p+ q = k satisfaisant

∑
p h

p,q = dimH étant donnés ; D est un espace homogène sous
le groupe G = Aut(H, 〈 , 〉) et donc admet une métriqueG-invariante. On a alors pour
une normalisation correcte de la métrique sur D

Proposition 3.8. —Soit P : H → D, une application horizontale (i.e. satisfaisant la
condition de transversalité) ; alors P diminue les distances, i.e.

(3.2.23) dD

(
P(x),P(y)

)
≤ dH(x, y).

La proposition implique le théorème de la façon suivante : H est le revêtement
universel de ∆∗ et sur H, le système local (Hn

Z )prim est trivial, ce qui fournit un espace
vectoriel polarisé H = Hn

prim(Xt,R) pour t ∈ H. (Il est important de noter que par
la décomposition de Lefschetz (1.5.38), il suffit de montrer le théorème pour l’action
de monodromie sur la cohomologie primitive (Hn

Z )prim relativement à la polarisation
fournie par le plongement projectif de X.) On a donc une application des périodes
polarisées P : H → D, obtenue en regardant la variation de structure de Hodge sur la
cohomologie primitive de degré n de la famille induite XH. On sait que P diminue les
distances et satisfait

(3.2.24) P(z + 1) = TP(z),

où T agit sur D comme en 1.5.4. Or dans H, on a lim
n→∞

dH(zn, zn + 1) = 0 lorsque
lim
n→∞

Im zn =∞ ; pour une suite zn satisfaisant cette condition, on trouve donc :

(3.2.25) lim
n→∞

dD

(
P(zn), TP(zn)

)
= 0.

Écrivant P(zn) = gnP(z0) avec gn ∈ G, et utilisant l’invariance de la métrique dD

sous G, on trouve :

(3.2.26) lim
n→∞

dD

(
P(z0), g−1

n TgnP(z0)
)
= 0.
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Cela montre que la suite g−1
n Tgn est adhérente au stabilisateur dans G de P(z0) qui

est compact par les conditions de polarisation 1.5.3 (ii). Les valeurs propres de T sont
donc de module 1, et comme T est défini sur Z, les valeurs propres de T sont des
racines de l’unité.

En fait, il existe un énoncé plus précis, qui utilise le fait que, en supposant T
unipotent, i.e. après un changement de base de degré k, N = logT est un morphisme
de structure de Hodge mixte, pour la structure de Hodge mixte sur la fibre limite, tel
que N(WkH

n) ⊂Wk−2H
n.

Comme on aura besoin plus loin de cette structure de Hodge mixte, on explique
brièvement suivant [57] comment on peut la construire sur Hn

lim = Hn
0 .

Une structure de Hodge mixte sur un Q-espace vectoriel V est la donnée d’une fil-
tration croissanteW•V définie sur Q et d’une filtration (de Hodge) décroissante F •V ,
induisant une structure de Hodge pure de poids k sur le gradué GrWk associé à W.
La filtration de Hodge sur Hn

0 est décrite en (3.2.18).
Soit ΩX(logX) le fibré sur X engendré localement par ΩX et les dzi/zi, avec les

notations de (3.2.16) (où l’on avait utilisé la version relative ΩX/B(logX)).

Soient ΩkX(logX) = ∧k ΩX(logX) et

(3.2.27) W ′
kΩ

p
X(logX) = Ω

k
X(logX) ∧Ω

p−k
X ⊂ ΩpX(logX).

On construit le complexe Bk =
∑

p+q=k

Ap,q associé au complexe double

(3.2.28) Ap,q = Ωp+q+1
X (logX)/W ′

qΩ
p+q+1
X (logX)

muni des différentielles

• d : Ap,q → Ap+1,q (donnée par la différentielle extérieure) et

• d′ : Ap,q → Ap,q+1 (induite par le produit extérieur avec π∗dt/t).

On peut montrer que l’inclusion

(3.2.29) ΩpX(logX)|X ⊂ Ap,0

donnée par le produit extérieur avec π∗(dt/t), donne un quasi-isomorphisme

(3.2.30) Ω•
X(logX)|X

qis−−−→∼ B•.

La filtration WkH
n
lim est alors induite par la filtration suivante sur A•• :

(3.2.31) WkA
p,q =W ′

2q+k−n+1Ω
p+q+1
X (logX)/W ′

qΩ
p+q+1
X (logX).

Il est clair que W2nH
n
lim = Hn

lim et W−1H
n
lim = {0} ; d’autre part, on montre que
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N(WkH
n
lim) ⊂ Wk−2H

n
lim en notant que N s’identifie à un coefficient près au résidu

de la connexion logarithmique (3.2.14) et que celle-ci est donnée par la suite exacte
courte

(3.2.32) 0→ Ω•
X/B(logX)⊗ ΩB(log 0) −→ Ω•+1

X (logX) −→ Ω•+1
X/B(logX)→ 0

qui fournit :

Rnπ∗(Ω•
X/B(logX)) −→ Rnπ∗(Ω•

X/B(logX))⊗ ΩB(log 0).

Ces deux faits entrâınent immédiatement :

Théor̀eme 3.9. —L’endomorphisme de monodromie T est quasiunipotent d’ordre
n+ 1, c’est-à-dire satisfait (T k − 1)n+1 = 0 sur Hn(Xb,Z).

En fait, dans le cas des variétés de Calabi-Yau de dimension 3 avec h2,1 = 1, cet
énoncé plus fin résulte immédiatement du théorème 3.7, puisque le rang de H3(X,Z)
est égal à 4.

3.2.3. Normalisation deκ et choix de coordonńees
On revient désormais au cas d’une famille π : X → ∆ de variétés de Calabi-Yau de
dimension 3 avec h2,1 = 1 et on suppose que ∆ est un disque centré en 0 et que Xb

est lisse pour b �= 0 ; on fait l’hypothèse suivante : l’endomorphisme de monodromie
T ∈ Aut (H3(Xb,Z)) est maximalement unipotent, c’est-à-dire :

(T − 1)4 = 0, (T − 1)3 �= 0.

De façon équivalente,

N = logT = −
(
(1− T ) + · · ·+ 1

3
(1− T )3

)
satisfait N4 = 0 et N3 �= 0. On a donc pour un élément x ∈ H3(Xb,Q)

H3(Xb,Q) = 〈x,Nx,N2x,N3x〉

et l’image de N3 est de rang 1. Le groupe ImN3 ∩H3(Xb,Z) est donc engendré par
un élément e0, déterminé au signe près. Comme e0 est annulé par N , il est invariant
par T. Si κ est une section holomorphe du fibréH3,0, on peut donc définir sur B∗ ∼= ∆∗

une fonction

(3.2.33) g0(z) = 〈e0, κz〉H3(Xz,C).

En fait, g0 s’étend holomorphiquement sur ∆, car elle est univaluée et à croissance
bornée par une puissance de | log z|. On a alors :

Lemme 3.10. —Si κ0 �= 0 dans H
3,0
0 , on a g0(0) �= 0.

Cela résulte de l’existence d’une structure de Hodge mixte sur la fibre limite H3
lim

dont la construction a été esquissée ci-dessus.
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Pour la filtration par le poidsW•H
3
lim , le gradué Gr

W
i H3

lim est muni d’une structure
de Hodge pure de poids i pour 0 ≤ i ≤ 6, induite par la filtration de Hodge sur H3

lim

(cf. (3.2.18)) et on a :

(3.2.34)

{
Nk(WiH

3
lim) ⊂Wi−2kH

3
lim ,

Nk : GrW3+kH
3
lim

∼= GrW3−kH3
lim ,

où l’isomorphisme est un isomorphisme de structures de Hodge de degré −2k. On en
déduit facilement que

W0 = ImN3 = KerN, W5 = KerN3 = ImN.

Comme la structure de Hodge sur GrW6 H3
lim est pure de poids 6 et de rang 1, elle

est purement de type (3, 3), ce qui entrâıne que H
3,0
0 �⊂ W5H

3
lim = KerN3. Comme

N = logT satisfait la condition 〈Nx, y〉 = −〈x,Ny〉, on a KerN3 = (ImN3)⊥ (surQ),
et donc on a 〈κ0, e0〉 �= 0, ce qui prouve le lemme.

Comme ImN2 est de rang 2, il existe un vecteur e1 ∈ ImN2 ∩ H3(Xz ,Z) qui
engendre (ImN2 ∩H3(Xz,Z))/e0. L’élément e1 est déterminé à une transformation
e1 
→ ±e1 + ke0 près. Considérons la fonction :

(3.2.35) g1(z) = 〈e1, κz〉.

C’est une fonction multivaluée sur B, à croissance bornée par une puissance de | log z|
et sa monodromie autour de 0 est égale à :

g1
(
e2iπz

)
− g1(z) = 〈Te1, κz〉 − 〈e1, κz〉.

Or, comme e1 est dans ImN2, on a Te1 = (1 + N)e1. Il existe un entier m ∈ Z tel
que Ne1 = me0 et l’on obtient :

(3.2.36) g1
(
e2iπz

)
− g1(z) = mg0(z).

La fonction
g1(z)
mg0(z)

− 1
2iπ

log z

est alors univaluée et à croissance bornée par une puissance de | log z|, donc holo-
morphe sur ∆. La fonction t = g1(z)/mg0(z) fournit donc une coordonnée pour le
revêtement universel de ∆∗, définie à l’addition d’une constante rationnelle k/m près.
Si la condition

(*) m = ±1

est satisfaite, t est définie à l’addition d’une constante entière près et q = e2iπt donne
une coordonnée canonique sur B au voisinage de 0.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996



70 CHAPITRE 3. TRAVAUX DE CANDELAS–DE LA OSSA–GREEN–PARKES

Moyennant la condition (*), on a donc montré l’existence d’une normalisation
canonique de κ2, donnée par

(3.2.37) κ′2 =
κ2

g0(x)2

et d’une coordonnée canonique q sur B au voisinage d’un point où la variété dégé-
nère et autour duquel la monodromie est maximalement unipotente. Les accouple-
ments de Yukawa étendus comme en (3.2.21) sont alors simplement décrits par une
fonction :

(3.2.38) Φ(q) = Y κ′

2

(
q
∂

∂q
, q

∂

∂q
, q

∂

∂q

)
.

3.3. Le calcul de Candelas–de la Ossa–Green–Parkes
Considérons les hypersurfaces quintiques X dans P4, définies par une équation homo-
gène F de degré 5. Ce sont des variétés de Calabi-Yau de dimension 3 satisfaisant :

(3.3.39) h2,1(X) = 101, h1,1(X) = 1.

Le cas particulier de la variété de Fermat XF

F =
i=4∑
i=0

X5
i

a été évoqué dans 2.4.1, où on a 〈〈montré 〉〉que le miroir deXF était la désingularisation
(théorème 2.6) du quotient de XF par le groupe G ⊂ (Z/5Z)5/ diag défini par la con-
dition

∑
i

αi = 0. La variété Y = X̃F /G est de Calabi-Yau et satisfait :

(3.3.40) h2,1(Y ) = 1 = h1(TY ), h1,1(Y ) = 101.

La famille de dimension 1 des déformations de Y est facile à trouver : pour tout
λ ∈ C, la variété Xλ d’équation

Fλ =
i=4∑
i=0

X5
i + λ

i=4∏
i=0

Xi

est également invariante sous G et les déformations Yλ de Y sont données par les
quotients X̃λ/G. En fait, le paramètre correct est plutôt ψ = λ5 car Xλ est isomorphe
à Xηλ lorsque η5 = 1.
Lorsque λ tend vers l’infini dans P1, la variétéXλ dégénère ; il est prouvé dans [43]

que la monodromie est maximalement unipotente et satisfait la condition (*). On
dispose donc d’une coordonnée canonique q à l’infini et d’une trivialisation κ′ de H

3,0
0

définie au signe près.
Identifions H2(X,C)/2iπH2(X,Z) à C/2iπZ grâce au générateur H = c1(OX(1))

de H2(X,Z). L’application miroir (cf. 1.8.1) doit fournir une applicationM : U → P1

où l’ouvert

(3.3.41) U ⊂ H2(X,C)/2iπH2(X,Z)

est défini par la condition Re z > 0.
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Soit t le paramètre sur le revêtement universel de U , défini par

ωt = −2iπtH ;

alors t satisfait Im t > 0 ; soit t′ =
1
2iπ

log q le paramètre canonique à l’infini cons-

truit ci-dessus (et défini à une constante entière près). Alors pour |q| < 1, on doit
avoir Im t′ > 0.
La première hypothèse de [43] est que l’application miroir est décrite à l’infini par

la condition M∗(t′) = t.
D’autre part, d’après 2.4, M∗ doit être compatible avec les accouplements de

Yukawa Y1, Y2 lorsque Y2 est correctement normalisé, au sens où

Y1(ω)(φ, φ, φ) = Y2
(
M(ω)

)
(M∗φ,M∗φ,M∗φ).

La seconde hypothèse est que la trivialisation de H
3,0
0 définie dans (3.2.37) donne

au signe près la normalisation correcte de Y2. L’identification des accouplements de
Yukawa Y1 et Y2 fournit alors :

(3.3.42) Y κ′

2

(
e2iπt

)( 1
2iπ

∂

∂t
, 1
2iπ

∂

∂t
, 1
2iπ

∂

∂t

)
= Y1(−2iπtH)(H,H,H)

soit encore

Φ(q) = Y1(−2iπtH)(H,H,H),

où q = e2iπt et Φ est la fonction holomorphe définie en (3.2.38). D’autre part, la
formule (2.6.54) fournit, compte tenu du calcul des n(α) (cf. 5.6), la formule

(3.3.43) Y1
(
e−2iπtH

)
(H,H,H) =

∫
X

H3 +
∑
d>0

n(d)d3
e2iπdt

(1 − e2iπdt)

où n(d) est le nombre de courbes rationnelles de degré d génériquement plongées dans
une quintique générale X , en supposant que ces courbes sont rigides. En comparant
les développements de chacune de ces fonctions en puissances de e2iπt, on voit que
la connaissance de Φ(q) comme série entière de q permet de prédire le nombre de
courbes rationnelles dans une quintique générale en tout degré. Les prédictions ont
été vérifiées jusqu’en degré 4 (cf. [45], [46] et [51]).

3.3.1. Calcul des accouplements de Yukawa normalisés
Il reste à voir comment on peut calculer la fonction Φ(q) de (3.2.38). Calculer
les accouplements de Yukawa pour une normalisation algébrique de κ et dans des
coordonnées algébriques ne présente pas de difficulté (d’après [44] et [47], c’est un
calcul purement algébrique (cf. 3.5)) ; la principale difficulté consiste à calculer la
section normalisée κ′ de (3.2.37) et la coordonnée canonique q, qui ont manifestement
un caractère transcendant. Dans la section suivante on explique la notion d’équation
de Picard-Fuchs, et on calcule ces équations plus ou moins explicitement. Au § 3.5,
on montre comment ces équations permettent de conclure l’argument de [43].
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3.4.Équations de Picard-Fuchs

Soit B une courbe lisse et soit π : X → B une application propre et lisse ; soit ω
une section holomorphe du fibré Hn,0 = R0π∗KX/B. Soit t une coordonnée sur B ;
en utilisant la connexion de Gauss-Manin ∇ sur Hn (cf. 1.5.1) ; on peut définir des
sections holomorphes ωk de Hn par

(3.4.44) ωk = (∇∂/∂t)k(ω).

Pour un certain N ≤ dimHn, on a bien sûr une relation à coefficients méromorphes

(3.4.45) ωN =
∑
i<N

αi(t)ωi .

Définition 3.11. —L’équation
∂Nφ

∂tN
=
∑
i<N

αi(t)
∂iφ

∂ti
est appelée équation de Picard-

Fuchs de (X, ω).

Supposons maintenant que N = dimHn, c’est-à-dire que les ωk(b) forment une
base de Hn

b = Hn(Xb,C), pour b générique et 0 ≤ k ≤ N − 1. On a alors :

Lemme 3.12. —Les solutions de l’équation de Picard-Fuchs sont les fonctions
(multivaluées) φα = 〈α, ω〉, où les α sont les sections plates de Hn := (Hn)∗.

Il est clair en effet que les φα sont des solutions, puisque par platitude de α, on a :

d
d t
(
〈α, ω〉

)
=
〈
α,∇∂/∂t(ω)

〉
.

D’autre part comme les ωk(b), où 0 ≤ k ≤ N − 1, forment une base de la fibre Hn
b

pour b générique, les φα engendrent un espace de dimension N de solutions et donc
engendrent toutes les solutions.

On considère des familles de dimension 1 d’hypersurfaces Xt ⊂ Pn+1. On étudie la
variation de structure de Hodge sur Hn(Xt), ou comme dans le cas décrit plus haut,
sur Hn(Xt)G où G est un groupe fini agissant sur Xt. On supposera pour simplifier
que la famille Xt est donnée par un pinceau Ft = F + tH , où H est G-invariant dans
le second cas. On va montrer comment la représentation par résidus de la cohomologie
de Xt permet de calculer les équations de Picard-Fuchs.

3.4.1. Calcul de la cohomologie deXt par résidus
Soient X ⊂ Pn+1 une hypersurface lisse d’équation F = 0 et U = Pn+1 − X . On a
l’application résidu

Hk+1(U) −→ Hk(X)

(obtenue par intégration sur la fibre du bord d’un voisinage tubulaire deX dans Pn+1),
qui fournit un isomorphisme

Hn+1(U) ∼= Ker
(
Hn(X)→ Hn+2(Pn+1)

)
,
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comme on le voit en combinant la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recou-
vrement de Pn+1 par U et un voisinage tubulaire de X dans Pn+1, et l’isomorphisme
de Thom, (cf. [47]). Si n est impair, on a Hn+1(U) ∼= Hn(X). Comme U est affine,
Hn+1(U) est le quotient de l’espace des (n+1)-formes holomorphes fermées par celui
des formes holomorphes exactes. En effet,

(3.4.46) 0→ OU → · · · → Ωn+1
U → 0

est une résolution de C sur U et on a Hi(ΩpU ) = 0 pour i > 0. En fait, on peut (d’après
Grothendieck [49]) ne considérer que les formes holomorphes sur U , méromorphes le
long de X . Ces formes s’écrivent

P

F k
Ω, où Ω =

∑
i

(−1)iXidX0 ∧ . . . ∧ d̂Xi ∧ . . . ∧ dXn+1

et P est un polynôme homogène de degré (kd− n− 2) si d = degF .
Le lemme suivant est une conséquence du théorème 3.14 qui sera démontré plus

loin.

Lemme 3.13 (Griffiths [47]).—La classe de la forme
P

F k
Ω est nulle dans Hn+1(U,C)

si et seulement si
P

F k
Ω = dΦ, Φ ∈ H0

(
Ωn

Pn+1((k − 1)X)
)
.

Considérons maintenant un pinceau

Ft = F + tH

et soit
ωt = ResXt(PΩ/Ft)

une section holomorphe du fibré t→ H0(KXt). Il est clair que la connexion de Gauss-
Manin pour la cohomologie des ouverts Ut s’obtient en différentiant les formes PtΩ/F k

t

par rapport à t, et comme l’application résidu est plate, il vient :

(3.4.47) ∇∂/∂tωt = ResXt

(−HP

F 2
t

Ω
)
.

En continuant à différentier par rapport à t et en appliquant le lemme 3.13, on voit
que pour obtenir l’équation de Picard-Fuchs, il suffit de trouver des fonctions αi(t)
pour 0 ≤ i ≤ N−1 (qui seront en fait algébriques) et une forme Φ ∈ H0(Ωn

Pn+1(NX)),
telle que

(3.4.48) dΦ = (−1)N (N !) H
NP

FN+1
Ω−

∑
i<N

αi(t)(−1)i(i !)
HiP

F i+1
Ω.
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3.4.2. Filtration de Hodge et filtration par l’ordre du p̂ole
Le théorème suivant, qui précise le lemme 3.13, rend très simple le calcul des
coefficients αi(t) de l’équation de Picard-Fuchs, au moins dans le cas de la famille Xλ

de 3.3.

Théor̀eme 3.14 (Griffiths).

(i) Les résidus le long de X = V (F ) de formes méromorphes
P

F k+1
Ω engendrent

Fn−kHn
prim(X).

De plus on a :

(ii) La classe de Res
( P

F k+1
Ω
)
est nulle si et seulement si

P

F k+1
Ω = dΦ avec

Φ ∈ H0(Ωn
Pn+1(kX)).

(iii) Pour qu’il existe un polynôme Q et une forme Φ ∈ H0(Ωn
Pn+1(kX)) tels que

P

F k+1
Ω =

Q

F k
Ω+ dΦ,

il faut et il suffit que P appartienne à J
(k+1)d−n−2
F , où JF est l’idéal jacobien engendré

par les dérivées partielles ∂F/∂Xi.

La preuve de (i) et (ii) se fait de la façon suivante.
En notant cΩ•

Pn+1(kX) le faisceau des formes différentielles holomorphes fermées de
degré • sur U et méromorphes à pôle d’ordre au plus k le long de X , on a pour k ≥ 2
et p+ 1 ≥ 2 une suite exacte :

(3.4.49) 0→ cΩp
Pn+1

(
(k − 1)X

)
−→ Ωp

Pn+1

(
(k − 1)X

) d−→ cΩp+1
Pn+1(kX)→ 0.

(On vérifie en effet qu’une forme fermée de degré au moins 2 à pôle d’ordre k le
long de X est localement au voisinage de X la différentielle d’une forme à pôle
d’ordre (k−1) le long de X .) Comme les formes holomorphes de degré n+1 sur Pn+1

sont fermées, on a
cΩn+1

Pn+1

(
(k + 1)X

)
= Ωn+1

Pn+1

(
(k + 1)X

)
et on obtient donc pour k ≤ n une série de suites exactes courtes :

(3.4.50)


0→ cΩnPn+1(kX) −→ ΩnPn+1(kX)

d−→ Ωn+1
Pn+1

(
(k + 1)X

)
→ 0,

0→ cΩn−1
Pn+1

(
(k − 1)X

)
−→ Ωn−1

Pn+1

(
(k − 1)X

) d−→ cΩnPn+1(kX)→ 0,

· · ·
0→ cΩn−k+1

Pn+1 (X) −→ Ωn−k+1
Pn+1 (X) d−→ cΩn−k+2

Pn+1 (2X)→ 0.

Finalement on a la suite exacte :

(3.4.51) 0→ cΩn−k+1
Pn+1 −→ cΩn−k+1

Pn+1 (X) Res−−−−→ cΩn−kX → 0.
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Or il résulte de la théorie de Hodge que Fn−kHn(X) ∼= Hk(cΩn−kX ). En appliquant
le théorème d’annulation de Bott aux suites exactes longues associées à (3.4.50), on
trouve une série d’isomorphismes :

(3.4.52)


H0(Ωn+1

Pn+1

(
(k + 1)X)

)
/d
(
H0
(
ΩnPn+1(kX)

)) ∼= H1(cΩnPn+1(kX)),

H1
(cΩnPn+1(kX)

) ∼= H2
(cΩn−1

Pn+1

(
(k − 1)X

))
,

· · ·
Hk−1

(cΩn−k+2
Pn+1 (2X)

) ∼= Hk
(cΩn−k+1

Pn+1 (X)
)
.

Enfin (3.4.51) fournit un isomorphisme :

(3.4.53) Hk(cΩn−k+1
Pn+1 (X)

)
∼= Ker

{
Hk(cΩn−kX )→ Hk+1

(cΩn−k+1
Pn+1 )

}
= Fn−kHn(X)prim.

On a donc montré que

H0
(
Ωn+1

Pn+1((k + 1)X)
)
/dH0

(
ΩnPn+1(kX))

)
est isomorphe à Fn−kHn

prim(X), ce qui prouve (i) et (ii).

Pour prouver (iii), on note que les sections de Ωn
Pn+1(kX) sont de la forme

Φ =
∑
i

Pi
F k

Ωi

où Ωi = int(∂/∂Xi)(Ω) et degPi = kd− n− 1. On a donc :

dΦ =
d(
∑

i PiΩi)
F k

− k
dF

F k+1
∧
∑
i

PiΩi(3.4.54)

=
d(
∑

i PiΩi)
F k

− k
(
∑

i Pi∂F/∂Xi)
F k+1

Ω− degF A

F k
,

où

A =
∑
i

(−1)iPi dX0 ∧ . . . ∧ d̂Xi ∧ . . . ∧ dXn+1

Par identification des termes de degré maximal en 1/F , on en conclut que

P

F k+1
Ω = dΦ +

Q

F k
Ω

pour Φ ∈ H0(Ωn
Pn+1(kX)) comme ci-dessus, équivaut à

P = −k
∑
i

Pi
∂F

∂Xi

,

ce qui prouve (iii).
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Considérons la famille Xλ du § 3.3 et la forme ωλ = ResXλ
Ω/Fλ, où :

• Fλ = F + λH ,

• F est l’équation de Fermat,

• H est le polynôme G-invariant
∏
iXi.

La forme ωλ est G-invariante. Les résidus ResXλ
(Hk/F k+1

λ )Ω sont donc des éléments
de H3(Xλ)G ∼= H3(Yλ). On sait d’après le § 3.4.1 que

(∇∂/∂λ)i(ω) = (−1)ii ! ResXλ

Hi

F i+1
λ

Ω.

Pour i ≤ 3, on vérifie que l’image de (−1)ii ! ResXλ

Hi

F i+1
λ

Ω par la projection

F 3−iH3(Yλ)→ H3−i,i(Yλ) n’est pas nulle (l’espace but est de rang 1 pour tout i).
Le calcul des coefficients αi(λ) de l’équation de Picard-Fuchs pour 0 ≤ i ≤ 3 se

fait alors de la manière suivante. On sait que l’idéal jacobien JFλ est égal à l’anneau
de polynômes en degrés strictement supérieurs à 15. On peut donc écrire :

(3.4.55) (−1)44 !H4 =
∑
i

Pi
∂F

∂Xi
·

D’après la formule (3.4.54), les Pi permettent de construire explicitement une forme
Φ ∈ H0(Ω3

P4(3X)) et un polynôme Q4 de degré 15, tous deux G-invariants, tels que :

(3.4.56) (−1)44 !H
4

F 5
λ

Ω = d(Φ) +
Q4

F 4
λ

Ω .

D’après le lemme 3.13, on a donc :

(3.4.57) (∇∂/∂λ)4(ω) = (−1)44 !ResXλ

H4

F 5
λ

Ω = ResXλ

Q4

F 4
λ

Ω.

Le coefficient α3(λ) de l’équation de Picard-Fuchs est alors déterminé de la façon
suivante. On doit avoir :

(3.4.58) (∇∂/∂λ)4(ω) =
i=3∑
i=0

αi(λ)(∇∂/∂λ)i(ω).

Or les (∇∂/∂λ)i(ω), pour i < 3, engendrent F 2H3(Yλ). Donc α3(λ) est déterminé
par la condition : 〈〈ResXλ

Q4/F
4
λΩ et α3(λ)ResXλ

(−1)33 !H3/F 4
λΩ ont la même

projection dans H0,3(Yλ) 〉〉, ce qui, par le théorème 3.14 (iii), est équivalent à :

(3.4.59) Q4 − α3(λ)(−1)33 !H3 ∈ J15
Fλ
.

Les autres coefficients se calculent de la même manière, par réduction successive
de l’ordre du pôle.
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Remarque 3.15. —On a calculé l’équation de Picard-Fuchs de la famille Yλ munie
de la forme G-invariante ωλ. Il est en fait préférable de travailler avec la forme
ω′
λ = λωλ, qui fournit une section holomorphe du fibré H3,0(Yλ) invariante sous
les transformations λ 
→ ζλ avec ζ5 = 1 et non nulle à l’infini. L’équation de Picard-
Fuchs de ω′

λ se déduit immédiatement de celle de ωλ par des transformations linéaires
(∇∂/∂λω

′
λ = λ∇∂/∂λωλ+ωλ · · ·). Finalement, pour obtenir l’équation de Picard-Fuchs

de (Yψ , ω′
ψ), ψ = λ5, il suffit de noter que

∂

∂ψ
=

1
5λ4

∂

∂λ

et d’effectuer les transformations linéaires évidentes.

3.5. Fin du raisonnement
On explique d’abord comment se calculent les accouplements de Yukawa pour la
familleXλ, normalisés par la section ω, c’est-à-dire la fonction Y ω

2 (∂/∂λ, ∂/∂λ, ∂/∂λ)
du paramètre λ, où ω = ResXλ

Ω/Fλ. On utilise pour cela le lemme 3.2 et sa
démonstration qui donnent :

(3.5.60) Y ω
2

( ∂

∂λ
, ∂

∂λ
, ∂

∂λ

)
=
〈
ω,
(
(∇∂/∂λ)3ω

)0,3〉
,

où 〈〈0,3 〉〉 désigne la projection dans H0,3 et le crochet est la dualité de Serre entre
H0(KXλ

) et H3(OXλ
). On a vu que :

(∇∂/∂λ)3(ω) = (−1)33 !ResXλ

H3

F 4
λ

Ω.

Enfin, d’après le théorème 3.14, on a une application surjective

H0
(
OP4(15)

)G −→ H3(Xλ,C)G ∼= H3(Yλ,C),(3.5.61)

P 
−→ ResXλ
PΩ/F 4

λ ,

qui induit un isomorphisme

(3.5.62) H0
(
OP4(15)

)G/
J15
Fλ
∼= H3(OYλ).

Pour calculer le deuxième membre de (3.5.60), il reste donc seulement à utiliser le
théorème suivant, dû à Griffiths et Carlson [44] : soient F un polynôme homogène de
degré d sur Pn+1 et RF son anneau jacobien, c’est-à-dire le quotient de l’anneau de
polynômes de Pn+1 par l’idéal jacobien de F .

Théor̀eme 3.16. —Si F définit une hypersurface lisse X ⊂ Pn+1, il existe un isomor-
phisme η : R(n+2)d−2(n+2)

F
∼= C tel que via les isomorphismes Hk(X,Ωn−kX )prim ∼=

R
(k+1)d−n−2
F fournis par le théorème 3.14, le cup-produit

(3.5.63) Hk(X,Ωn−kX )prim ⊗Hn−k(X,ΩkX)prim −→ C

s’identifie au produit

(3.5.64) R
(k+1)d−n−2
F ⊗R

(n−k+1)d−n−2
F −→ R

(n+2)d−2(n+2)
F

suivi de l’isomorphisme η.
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Explicitement, η est simplement induit à un coefficient universel près par l’appli-
cation :

P 
−→ Res0
( P

∂F/∂X0 · · · ∂F/∂Xn+1
dX0 ∧ . . . ∧ dXn+1

)
.

Remarque 3.17. —Pour calculer les accouplements de Yukawa de la famille Yλ,
normalisés par la section ω (qu’on voit maintenant comme une section du fibré de
fibre H3,0(Yλ)), appliqués au champ ∂/∂λ, il suffit de les calculer pour la famille Xλ

et de diviser par le cardinal de G. D’autre part :

Y
ω′
ψ

2

( ∂

∂ψ
, ∂

∂ψ
, ∂

∂ψ

)
=
( 1
53

λ10
)
Y ωλ
2

( ∂

∂λ
, ∂

∂λ
, ∂

∂λ

)
.

Supposons qu’on fasse un changement de coordonnées à l’infini q = q(1/ψ) et qu’on
change ω′

ψ en κ′
ψ = f(ψ)ω′

ψ ; on a alors

Φ(q) = Y κ′

2

(
q
∂

∂q
, q

∂

∂q
, q

∂

∂q

)
= f(ψ)2Y

ω′
ψ

2

(
q
∂

∂q
, q

∂

∂q
, q

∂

∂q

)
(3.5.65)

=
f(ψ)2q(1/ψ)3ψ6

q′(1/ψ)3
Y ω′

2

( ∂

∂ψ
, ∂

∂ψ
, ∂

∂ψ

)
qu’on peut écrire comme une fonction de q en inversant la série q(1/ψ).

On connâıt enfin l’équation de Picard-Fuchs de la famille Yψ et de la section ω′
ψ

d’après 3.4. La fonction f(ψ) cherchée est égale à 1/
∫
e0
ω′
ψ, où e0 engendre l’homologie

entière invariante par monodromie autour de l’infini (cf. (3.2.33)). Or on sait que∫
e0
ω′
ψ engendre sur C les solutions de l’équation de Picard-Fuchs sans monodromie

autour de l’infini (lemme 3.12). La fonction f(ψ) est donc déterminée par l’équation
de Picard-Fuchs à un coefficient β près. De même, la fonction q(1/ψ) est caractérisée
par la formule

(3.5.66)
1
2iπ

log(q) =

∫
e1
ω′
ψ∫

e0
ω′
ψ

où e1 doit être une classe d’homologie entière vérifiant la condition Ne1 = e0. Si
on a déterminé e0,

∫
e1
ω′
ψ doit être une solution de l’équation de Picard-Fuchs ayant

exactement pour monodromie
∫
e0
ω′
ψ autour de l’infini et cela la détermine modulo

α
∫
e0
ω′
ψ avec α ∈ C. Si on a fixé les deux coefficients complexes β et α ci-dessus,

la formule (3.5.65) ainsi que le développement des solutions de l’équation de Picard-
Fuchs fournissent la fonction Φ(q), comme série entière de q.
Il reste évidemment encore à distinguer les solutions de l’équation de Picard-

Fuchs correspondant à des classes d’homologie entière. Comme on a seulement à
fixer les deux constantes α, β introduites ci-dessus, ceci peut se faire en explicitant
les cycles d’intégration e0, e1 et en calculant les premiers termes du développement
asymptotique de

∫
ei
ω′
ψ.
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4. TRAVAUX DE BATYREV

Le but de ce chapitre est la description des premiers travaux de Batyrev sur la symétrie
miroir entre hypersurfaces dans les variétés toriques. On explique, suivant Fulton [66],
la construction d’une variété torique de dimension n à partir d’un 〈〈 éventail 〉〉 dans Rn,
c’est-à-dire d’une décomposition de Rn en cônes convexes polyédraux rationnels.
On développe la traduction de certaines propriétés ou notions géométriques (lissité

ou Q-factorialité, diviseurs de Cartier, diviseur canonique, amplitude des fibrés
inversibles) en termes combinatoires (cônes simpliciaux sur Z ou Q, fonctions linéaires
par morceaux sur Rn+1, fonction support, convexité).
Ceci permet d’établir facilement la correspondance bijective entre variétés toriques

de Fano (le diviseur canonique doit être de Cartier, et d’inverse ample) et polyèdres
réflexifs ; Batyrev construit la symétrie miroir {X} 
→ {X ′} entre certaines désingu-
larisations d’hypersurfaces à fibré canonique trivial dans les variétés toriques de Fano
comme l’involution qui à un polyèdre réflexif associe son dual.
Dans un second temps, on explique comment on peut calculer (en principe) les hp,q

de certaines désingularisations de ces hypersurfaces, en utilisant des résultats de
Danilov et Khovanski, et on montre, suivant Batyrev, l’égalité h1(TX) = h1(ΩX′),
où X et X ′ sont comme ci-dessus, ce qui est la première des prédictions des physiciens
concernant la comparaison des nombres de Hodge de X et de son miroir.

4.1. Variétés toriques
Soient N un Z-module libre de rang n et M son dual. On se donne dans NR un
système Σ de cônes convexes σ polyédraux et rationnels, c’est-à-dire engendrés comme
cônes convexes par un nombre fini de points de N , tels que σ∩−σ = {0} et satisfaisant
les conditions suivantes :

(i) Si σ′ est une face de σ et σ ∈ Σ, alors σ′ ∈ Σ.
(ii) Si σ, σ′ sont dans Σ, alors σ ∩ σ′ est une face de σ et une face de σ′.

On construit alors une variété torique PΣ de dimension n associée à Σ de la façon
suivante. Munissons M d’une base, de sorte que m ∈ M s’écrit m = (m1, . . . ,mn).
Pour tout σ ∈ Σ, on pose :

Uσ = SpecAσ, où Aσ = C

[∏
Xmi

i

]
(mi)∈σ∗
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(le dual σ∗ est l’ensemble des points m ∈M positifs ou nuls sur σ).
Les Uσ forment un recouvrement affine ouvert de PΣ.
Si σ′ ⊂ σ est une face, on a une inclusion σ∗ ↪→ σ′∗, fournissant un morphisme

Aσ → Aσ′ dont on vérifie aisément qu’il induit une inclusion ouverte jσ′σ : Uσ′ ↪→ Uσ.
Les ouverts Uσ se recollent dans PΣ en utilisant la propriété (ii) : soit σ′′ = σ ∩σ′ ;

alors l’intersection Uσ ∩ Uσ′ dans PΣ est égale à Uσ′′ qui est naturellement contenu
dans Uσ via jσ′′σ et dans Uσ′ via jσ′′σ′ .

4.1.1. Compacit́e et lissit́e

Lemme 4.1. —La variété PΣ est complète si et seulement si NR est égal à la réunion
des cônes de Σ.

Pour voir que cette condition est nécessaire, on note que PΣ contient

U0 = SpecA0 = SpecC[X±
1 , . . . , X

±
n ] = (C

∗)n.
Soit n = (n1, . . . , nn) ∈ N ; alors U0 contient (λn1 , . . . , λnn) pour λ ∈ C∗. Si PΣ est
complète, il doit exister un cône σ tel que lim

λ→0
(λn1 , . . . , λnn) existe dans Uσ. Mais

clairement, cette limite existe si et seulement si n ∈ σ (cf. [66] pour la réciproque).

Dans la suite, on supposera toujours que PΣ est complète.

Lemme 4.2. —La variété PΣ est lisse si et seulement si chaque cône σ ∈ Σ est
engendré par e1, . . . , ek(σ), où les ei sont des éléments de N indépendants, pouvant se
compléter en une Z-base de N .

En effet, la suffisance de cette condition vient du fait que si σ est engendré par
e1, . . . , ek(σ), que l’on peut compléter en une base e1, . . . , en de N dans la base duale,
σ∗ est décrit par la condition mi ≥ 0 où i ≤ k(σ), et on a donc un isomorphisme

Aσ
∼= C
[
X1, . . . , Xk(σ), X

±
k(σ)+1, . . . , X

±
n

]
et donc aussi

Uσ ∼= Ck(σ) × (C∗)n−k(σ)

(voir [66] pour la réciproque).

4.1.2. Action de(C∗)n

Le tore T := (C∗)n agit sur chaque ouvert Uσ, c’est-à-dire sur chaque algèbre Aσ par

(4.1.1) λ = (λ1, . . . , λn), λ∗(Xm1
1 · · ·Xmn

n ) = λm1
1 · · ·λmn

n Xm1
1 · · ·Xmn

n .

Ces actions sont clairement compatibles sur les intersections Uσ ∩ Uσ′ et fournissent
donc une action de T sur PΣ, justifiant le terme de variété torique. L’action de T
permet par ailleurs de construire une stratification de PΣ par des T -orbites qui sont
isomorphes à des (C∗)k. On peut décrire explicitement cette stratification en fonction
de la donnée du système Σ de la manière suivante. Soit σ un cône de Σ ; soit Nσ ⊂ N
le sous-réseau engendré par σ et soit Mσ := N⊥

σ . On définit alors Oσ ⊂ Uσ par les
équations Xm1

1 · · ·Xmn
n = 0 pour m = (m1, . . . ,mn) ∈ σ∗−Mσ. On vérifie facilement

que Oσ est une orbite sous T et est isomorphe à (C∗)n−k(σ), où k(σ) est le rang du
réseau engendré par σ.
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4.2. Diviseurs de Weil et de Cartier

Les diviseurs de Weil d’une variété algébrique irréductible sont définis comme les com-
binaisons à coefficients entiers d’hypersurfaces irréductibles, tandis que les diviseurs
de Cartier sont définis comme les données de fonctions méromorphes gi sur les ou-
verts Ui d’un recouvrement, définies à une fonction inversible près, et satisfaisant la
condition : 〈〈gi/gj est inversible sur Ui ∩ Uj 〉〉.

À un diviseur de Cartier est associé un diviseur de Weil (son intersection avec
l’ouvert Ui est le diviseur de la fonction gi), mais l’équivalence entre les deux
notions n’a lieu que si la variété est normale et localement factorielle (les idéaux de
codimension 1 dans les anneaux locaux aux points fermés doivent être principaux).
Comme les variétés toriques ne satisfont pas en général cette dernière condition, on

décrit ci-dessous, suivant [66], leurs diviseurs de Weil et de Cartier séparément. On
s’intéresse en fait aux classes de diviseurs modulo les diviseurs principaux, c’est-à-dire
les diviseurs d’une fonction méromorphe sur la variété considérée, et c’est pourquoi il
suffit dans les deux cas d’étudier les diviseurs invariants sous l’action du tore T .

4.2.1. Diviseurs de Weil

La description des diviseurs de Weil T -invariants est immédiate. En effet, le cône
{0} ∈ Σ fournit une T -orbite O0 = U0 de dimension n. Les diviseurs de Weil T -inva-
riants sont donc nécessairement les composantes de dimension (n−1) de PΣ−U0, qui
sont les adhérences des T -orbites de dimension (n − 1), c’est-à-dire des orbites Oσ,
où σ est un cône de dimension 1. Un tel σ possède un unique générateur v ∈ N
(v est l’unique point entier non divisible de σ) et on notera Dv le diviseur de Weil
correspondant.

4.2.2. Diviseurs de Cartier

Un diviseur de Cartier T -invariant donne sur chaque Uσ une fonction rationnelle φσ
préservée à un coefficient près par l’action de T et définie modulo une fonction
inversible dans Uσ ; sur Uσ ∩ Uσ′ , la fonction φσ/φσ′ doit être inversible.
La fonction φσ étant un vecteur propre pour l’action de T s’écrit nécessairement

comme un monôme :

φσ =
∏
i

X
mi(σ)
i .

Le fait que cette fonction soit définie sur Uσ modulo une fonction inversible
(T -invariante) entrâıne que m(σ) := (m1(σ), . . . ,mn(σ)) est défini modulo Mσ, ce
qui montre que la fonction hσ = 〈m(σ), · 〉 sur σ ⊂ NR est une donnée équivalente
à celle de la restriction du diviseur de Cartier considéré à Uσ. Finalement, la con-
dition d’inversibilité de φσ/φσ′ sur Uσ ∩ Uσ′ = Uσ′′ est équivalente à la condition
m(σ) −m(σ′) ∈Mσ′′ , ou encore hσ = hσ′ sur σ ∩ σ′ = σ′′. On a donc montré :

Proposition 4.3. —Il existe une correspondance bijective entre diviseurs de Cartier
T -invariants sur PΣ et fonctions h sur NR ayant la propriété suivante : sur chaque
cône σ, la fonction h est de la forme 〈m(σ), · 〉 pour un point m(σ) ∈M .
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Remarque 4.4. —Il est clair d’après la description qui précède que les diviseurs de
Cartier principaux correspondent aux fonctions h globalement définies par un élément
de M .

Il reste maintenant à voir comment on passe dans la description ci-dessus des
diviseurs de Cartier aux diviseurs de Weil. Soit h une fonction sur NR comme ci-
dessus, et soit Dh le diviseur de Cartier correspondant.

Lemme 4.5. —Le diviseur de Weil div(Dh) associé est égal à
∑
v
h(v)Dv, où v

parcourt l’ensemble des générateurs des cônes de dimension 1 de Σ.

En effet, les ouverts SpecAσ, pour dimσ = 1, couvrent le complémentaire d’un
ensemble de codimension 2 dans PΣ, il suffit donc de calculer div(Lh) dans les
ouverts Uσ correspondants. Or soit v ∈ N le générateur entier de σ, et soit m(σ) ∈M
un point définissant h|σ. Par définitionDh est alors représenté dans Uσ par la fonction
rationnelle X

m1(σ)
1 . . .X

mn(σ)
n . Or on rappelle (cf. 4.1.2) que Dv est défini dans Uσ

par n’importe quelle équation
∏

iX
mi

i telle que 〈m, v〉 = 1 et m = (m1, . . . ,mn)
(si m(v) = 0,

∏
iX

mi

i est inversible dans Uσ). Il en résulte immédiatement que la
multiplicité de Dv dans div(Dh) ∩ Uσ est égale à 〈m(σ), v〉 = h(v).

4.2.3. Diviseur canonique
La variété PΣ est lisse en codimension 1 puisque les ouverts Uσ tels que dim σ = 1,
qui recouvrent le complémentaire U d’un sous-ensemble algébrique de codimension 2
d’après 4.1.2, sont lisses en vertu du lemme 4.2. On va calculer un diviseur canonique
T -invariant de PΣ, c’est-à-dire le diviseur d’une forme canonique méromorphe sur
l’ouvert de lissité U de PΣ. Pour cela, on considère la forme différentielle T -invariante
de degré n sur U0

∼= (C∗)n :

(4.2.2) Ω =
dX1

X1
∧ . . . ∧ dXn

Xn
·

Pour calculer le pôle de cette forme le long du diviseur Dv dans l’ouvert Uσ (où v
engendre σ), on prend m ∈ M tel que 〈m, v〉 = 1. L’algèbre Aσ est alors égale
à C[Xm, X±m′

], où Xm =
∏
iX

mi

i et m′ parcourt v⊥. Pour une constante C ∈ C∗,
on a alors :

(4.2.3) Ω = C
dXm

Xm
∧ dXm′

1

Xm′
1
∧ . . . ∧ dXm′

n−1

Xm′
n−1

,

où {m′
1, . . . ,m

′
n−1} est une base de v⊥. Comme les Xm′

sont inversibles dans Uσ et
fournissent avec Xm des coordonnées sur Uσ, il est clair d’après (4.2.3) que Ω ne
s’annule pas sur Uσ et a exactement un pôle d’ordre 1 le long de Dv.
On a donc exhibé un diviseur de Weil

∑
vDv dont la restriction à U est anticanon-

ique. La proposition 4.3 et le lemme 4.5 fournissent immédiatement la proposition
suivante.

Proposition 4.6. —Le diviseur anticanonique de U s’étend en un diviseur de Cartier
sur PΣ si et seulement si il existe une fonction h sur NR qui prend la valeur 1 sur
les générateurs des cônes de dimension 1 de Σ, et telle que pour tout σ ∈ Σ, il existe
m(σ) ∈M tel que h|σ = 〈m(σ), · 〉.
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Une telle fonction h est alors appelée fonction support de Σ. Si elle existe, on a
bien sûr :
(4.2.4) K−1

PΣ
∼= O(Dh)

4.3. Polyèdres et variétés toriques
Soit PΣ une variété torique et soit h une fonction sur NR définissant un diviseur de
Cartier Dh, c’est-à-dire donnée par une collection {m(σ)} de points de M telle que
h = 〈m(σ), · 〉 sur σ. Le diviseur de Cartier correspondant est alors donné par la
collection de fonctions Xm(σ) sur Uσ ; on notera

Lh = O(Dh)
le fibré inversible associé.

4.3.1. Sections deLh

Comme Lh est T -invariant, ses sections sont engendrées par des vecteurs propres
pour l’action de T , c’est-à-dire par des monômes si on les identifie à des fonctions
rationnelles grâce à la section méromorphe (Xm(σ)). Un monôme Xm =

∏
iX

mi

i est
une section de Lh si et seulement si sur chaque ouvert Uσ, la section Xm ·Xm(σ) n’a
pas de pôle dans Uσ. Mais, par définition de l’algèbre Aσ des fonctions sur Uσ, on a
Xm ·Xm(σ) ∈ Aσ si et seulement si m+m(σ) ∈ σ∗. On a donc montré :

Lemme 4.7. —Les sections T -invariantes de Lh s’identifient aux points entiers
m ∈ ∆h :=

⋂
σ
(−m(σ) + σ∗).

Remarque 4.8. —Il est clair que des points entiers distincts de ∆h fournissent des
sections correspondant à des caractères différents de T . Donc l’ensemble des points
entiers de ∆h est en bijection avec une base de H0(Lh).

4.3.2. Engendrement global et amplitude deLh

Lemme 4.9. —Le diviseur Lh est engendré par ses sections globales si et seulement si
la fonction h est convexe.

Les sections globales de Lh ont été décrites dans le lemme précédent.
Soit maintenant σ un cône de Σ de dimension n et soit pσ ∈ PΣ le point T -invariant

qui lui correspond (cf. 4.1.2). Par définition, pσ est décrit dans Uσ par les équations∏
iX

mi

i = 0 pour m = (mi) ∈ σ∗ − {0}. Soit alors s une section T -invariante de Lh
et écrivons :

s

Xm(σ)
=
∏
i

Xmi

i où m ∈ ∆h.

Alors
∏
iX

mi+mi(σ)
i appartient à Aσ et s’annule en pσ si et seulement si s s’annule

en pσ. Or cette fonction s’annule sur pσ si mi + mi(σ) �= 0 pour au moins un i.
Le point pσ n’est donc pas un point de base de |Lh| si et seulement si le monôme
1/
∏
iX

mi(σ)
i correspond à une section globale de Lh, ce qui équivaut à :

(4.3.5) −m(σ) ∈
⋂
σ′

−m(σ′) + σ′∗.

Ceci équivaut au fait que 〈m(σ), · 〉 est inférieure ou égale à 〈m(σ′), · 〉 = h|σ′ sur σ′,
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et comme 〈m(σ), · 〉 = h|σ sur σ, cela signifie que le graphe de h est supporté au
dessus de son hyperplan d’appui en un point de σ. Donc h est convexe si et seulement
si aucun des points pσ n’est un point de base de |Lh|. Pour finir la preuve du lemme,
il suffit de noter que le lieu des points de base de |Lh| est T -invariant, donc contient
un point pσ s’il n’est pas vide.

On peut montrer de la même façon le résultat suivant :

Lemme 4.10. —Le fibré inversible Lh est ample si et seulement si h est strictement
pseudoconvexe, au sens où pour tout cône σ de dimension n et pour tout cône σ′ �= σ
de dimension n, la fonction 〈m(σ), · 〉 est inférieure ou égale à h sur σ′, l’inégalité
étant stricte sur σ′ − σ ∩ σ′.

4.3.3. Polỳedres et varíet́es toriques
Soit Dh un diviseur de Cartier T -invariant ample sur PΣ ; d’après le lemme 4.7, les
sections T -invariantes de Lkh correspondent bijectivement aux points entiers de k∆h,
où le polyèdre ∆h est défini dans le lemme 4.7. Comme Lh est ample, on a :

(4.3.6) PΣ
∼= Proj

(⊕
k

H0(PΣ, L
k
h) ∼= Proj(C[Xm0

0 · · ·Xmn
n ](mi/m0)∈∆h

)
,

où la graduation du second anneau est donnée par m0. Si h est strictement positive
sauf en 0 (ce qui équivaut à Dh =

∑
v n(v)Dv, avec n(v) > 0 pout tout générateur v

d’un cône de dimension 1 de Σ), il est clair que ∆ := ∆h contient 0 dans son intérieur
et est à sommets entiers. En effet, par définition, ∆ s’identifie alors au dual du polyèdre
convexe ∆∗ défini par :

(4.3.7) ∆∗ =
{
x ∈ NR ; h(x) ≤ 1

}
.

On a donc :

(4.3.8) ∆ =
{
x ∈MR ; 〈x, y〉 ≥ −1, ∀y ∈ ∆∗}.

Les sommets de ∆ correspondent donc bijectivement aux faces de ∆∗ de dimen-
sion (n− 1), ou encore aux cônes σ de dimension n de Σ, par stricte pseudoconvexité
de h. Or par hypothèse, les faces de ∆∗ de dimension (n − 1) sont définies par des
équations 〈m, · 〉 = 1 pour un point entier m ∈ M ; cela implique clairement que ∆
est à sommets entiers. D’autre part, d’après (4.3.8), 0 est intérieur à ∆.
Étant donné un polyèdre convexe ∆ dans M satisfaisant les conditions ci-dessus,

on lui associe comme en (4.3.6) une variété projective

P∆ = Proj
(
C[Xm0

0 . . . Xmn
n ](mi/m0)∈∆

)
.

Notons maintenant la description de P∆ comme variété torique polarisée (c’est-à-
dire munie d’un diviseur de Cartier T -invariant ample). Soit ∆∗ ⊂ NR le polyèdre
dual de ∆ :

(4.3.9) ∆∗ =
{
x ∈ NR ; 〈x, y〉 ≥ −1, ∀y ∈ ∆

}
.
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On prend comme système de cônes Σ les cônes sur les faces de ∆∗. La polarisation,
c’est-à-dire la donnée d’un diviseur de Cartier ample, est donnée de la façon suivante.
On prend la fonction h∆, linéaire sur chaque cône de Σ et telle que h∆(x) ≤ 1

définisse le polyèdre ∆∗. On veut montrer que h∆ est définie sur chaque cône σ par
un élémentm(σ) ∈M . Il suffit de le voir pour les cônes de dimension n, pour lesquels
cela résulte du fait que ∆∗ est le dual de ∆ et que ∆ est à sommets entiers : les cônes
de dimension n de Σ sont les cônes sur les faces de dimension (n− 1) de ∆∗ définies
par une équation 〈m, · 〉 = 1, où −m est un sommet de ∆; donc m ∈ M . Sur un tel
cône, la fonction h = 〈m, · 〉 est donc bien définie par un élément deM , ce qui fournit
un diviseur de Cartier T -invariant par la proposition 4.3, ample par le lemme 4.10.

4.4. Variétés toriques de Fano

Définition 4.11. —La variété torique PΣ est dite de Fano si son diviseur anticanonique
est de Cartier et ample.

D’après la proposition 4.6, il existe alors une fonction support h∆, prenant la
valeur 1 sur tous les générateurs entiers de cônes de dimension 1 de Σ et définie sur
chaque cône σ par un élémentm(σ) ∈M . D’après le lemme 4.10, l’amplitude de K−1

PΣ

équivaut au fait que h est strictement pseudoconvexe.
Donnons maintenant la caractérisation suivante des polyèdres convexes ∆ à som-

mets entiers et contenant 0 dans leur intérieur, tels que la polarisation naturelle de
P∆ soit égale au diviseur de Cartier anticanonique donné comme le lieu des pôles de
la section Ω de KP∆ (cf. (4.2.2)).

Lemme 4.12. —Le diviseur de Cartier naturel Dh∆ de P∆ est égal à − div(Ω) si et
seulement si ∆∗ est à sommets entiers.

En effet, si on a l’égalité, la fonction h∆ déterminant la polarisation doit être
la fonction support, et donc doit satisfaire h∆(v) = 1 pour tout générateur d’un
cône de dimension 1 de Σ. Mais comme Σ est construit sur ∆∗ comme dans 4.3.3,
ces cônes de dimension 1 sont les cônes sur les sommets de ∆∗. Par définition, la
fonction h∆ vaut 1 sur les sommets de ∆∗ : un tel sommet s’écrit de façon unique λv
avec v ∈ N et λ > 0. Si on a également h∆(v) = 1, on doit donc avoir λ = 1 et ∆∗

est bien à sommets entiers. Inversement, il est immédiat de vérifier que si ∆∗ est à
sommets entiers, la fonction linéaire par morceaux qui vaut 1 sur le bord de ∆∗ est
la fonction support du système de cônes construit sur ∆∗.

On introduit la notion suivante, due à Batyrev.

Définition 4.13. —Un polyèdre convexe rationnel ∆ ⊂ MR est dit réflexif s’il est
à sommets entiers, contient 0 dans son intérieur et si son dual ∆∗ ⊂ NR satisfait les
mêmes conditions.

Par bidualité, il est clair que si ∆ est réflexif, alors ∆∗ est également réflexif. On a
établi :
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Proposition 4.14 (cf. [60], [61]). —Les variétés toriques de Fano de dimension n
polarisées par − div(Ω), où Ω la forme méromorphe de (4.2.2), correspondent bijec-
tivement aux polyèdres réflexifs ∆ ⊂ MR avec rangM = n. L’application ∆ 
→ ∆∗

entre polyèdres réflexifs fournit donc une involution sur l’ensemble de ces variétés.

Le lien avec la symétrie miroir est le suivant [60]. Pour chaque variété torique
de Fano, la famille des hypersurfaces dans |K−1| fournit une famille de variétés à
fibré canonique trivial (malheureusement singulières en général). La famille miroir
serait simplement la famille des hypersurfaces à fibré canonique trivial dans la variété
torique de Fano obtenue par action de cette involution. À cause des singularités, cette
construction ne marche réellement bien qu’en dimension 3. Les sections suivantes
expliquent comment on peut construire dans ce cas des désingularisations à fibré
canonique trivial, et détaillent le calcul des nombres de Hodge des variétés obtenues,
de manière à prouver l’inversion des nombres de Hodge prédite par la symétrie miroir
(cf. (1.8.48)).

4.5. Désingularisation
Soit P∆ une variété torique de Fano ; on va construire une désingularisation partielle
τ : PΣ → P∆ satisfaisant la propriété

(4.5.10) τ∗(KP∆) = KPΣ

et qui est non singulière en codimension 3.
Dans le cas particulier où n = 4, les singularités de PΣ sont isolées et les

hypersurfaces génériques dans le système linéaire |τ∗(K−1
P∆
)| = |K−1

PΣ
| ne rencontrent

pas le lieu singulier de PΣ (on sait que ce système linéaire est engendré par ses sections
globales, d’après le lemme 4.9) et donc sont lisses d’après Bertini, et à fibré canonique
trivial par la formule d’adjonction.
On procède de la façon suivante. La variété torique P∆ est associée au système des

cônes sur les faces de ∆∗ ⊂ NR. On va maintenant subdiviser (ou trianguler) le bord
du polyèdre ∆∗ en imposant les conditions suivantes :

(i) les sommets de la triangulation sont exactement les points de N ∩ ∂∆∗ ;

(ii) les faces de dimension k du polyèdre subdivisé sont l’enveloppe convexe de k+1
vecteurs (entiers).
On prend alors pour Σ l’ensemble des cônes sur les faces du polyèdre subdivisé.

On dispose d’une application naturelle τ : PΣ → P∆, définie de la façon suivante. Si σ
est dans Σ, il existe un cône σ′ sur une face de ∆∗ tel que σ ⊂ σ′. On a donc une
inclusion σ′∗ ⊂ σ∗ qui fournit τ∗ : Aσ′ → Aσ et définit un morphisme de Uσ dans Uσ′ .
Ces morphismes se recollent pour définir un morphisme τ : PΣ → P∆ qui est

birationnel puisque c’est un isomorphisme sur les ouverts denses U0 = SpecA0
∼=

(C∗)n de PΣ et P∆.

Lemme 4.15. —L’application τ satisfait la condition

(4.5.11) τ∗(KP∆) = KPΣ .
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En effet, cela résulte de la fonctorialité de la description des diviseurs de Cartier
en termes de fonctions sur NR (prop. 4.3) : il est immédiat de voir que si h définit un
diviseur de Cartier Dh sur P∆ comme dans 4.2.2, le diviseur de Cartier τ∗Dh sur PΣ

est défini par la même fonction h.
Rappelons qu’une fonction h correspond au diviseur anticanonique si et seulement

si elle prend la valeur 1 sur les générateurs entiers des cônes de dimension 1 (prop. 4.6).
Or le diviseur anticanonique de P∆ correspond à la fonction h égale à 1 au bord de ∆∗

et linéaire par morceaux. Les sommets de la triangulation de ∆∗ définissant Σ sont,
par définition, exactement les points de N ∩∂∆∗ et h vaut 1 en chacun de ces points.
Ces points engendrent sur Q les cônes de dimension 1 de Σ ; comme h est localement
définie par une équation à coefficients entiers, ces points sont en fait les générateurs
entiers des cônes de dimension 1 de Σ. Il en résulte que h est bien la fonction support
de Σ et que Dh est le diviseur canonique de PΣ.

L’utilité de ce procédé réside dans le lemme suivant

Lemme 4.16. —La variété PΣ est lisse en codimension 3.

On utilise le lemme 4.2 ; comme les ouverts Uσ définis par les cônes σ de dimension
inférieure ou égale à 3 recouvrent le complémentaire d’un sous-ensemble de codimen-
sion 4, il suffit de vérifier que ces ouverts sont lisses, ce qui est une conséquence du
lemme suivant.

Lemme 4.17. —Soient e1, e2, e3 des points de Zn indépendants sur Q ; on suppose
qu’il existe une fonction linéaire h sur Zn telle que h(ei) = 1 et que les seuls points
de Zn contenus dans l’enveloppe convexe des ei sont les points ei. Alors il est possible
de compléter e1, e2, e3 en une base de Zn.

Le lemme 4.17 entrâıne le lemme 4.16 grâce au lemme 4.2 car, par définition de Σ,
tous les points entiers de ∂∆∗ sont des sommets de la triangulation et tous les cônes de
dimension 3 de Σ sont des cônes sur l’enveloppe convexe de trois points ei ∈ N ∩∂∆∗

satisfaisant nécessairement les hypothèses du lemme 4.17.
La preuve du lemme 4.17 est élémentaire. Il suffit de voir que si on a une relation∑
i αiei = mu avec αi,m ∈ Z et u ∈ Zn, alors m divise αi. Les hypothèses h(ei) = 1

et h entière donnent
∑

i αi = mh(u) avec h(u) ∈ Z. Notons que l’on peut remplacer αi
par αi + mβi avec βi ∈ Z, de sorte que αi/m est défini modulo Z et satisfait∑

i(αi/m)ei ∈ Zn. Sachant que
∑

i αi/m est un entier, il est alors immédiat de voir
qu’on peut imposer les conditions (αi/m) �∈ Z3, αi/m ≥ 0 et

∑
i αi/m = 1 si m ne

divise pas les αi, ce qui produit un point entier différent des sommets dans l’enveloppe
convexe des ei.

Remarque 4.18. —En fait, même en dimension supérieure, la désingularisation
partielle construite ci-dessus jouit de très bonnes propriétés : c’est une variété
〈〈quasiment lisse 〉〉 (cf. [63]), ce qui signifie qu’elle est localement représentable
comme quotient d’une variété lisse par un groupe abélien fini, et ses hypersurfaces
génériques, bien que singulières, ont des structures de Hodge pures sur leurs groupes
de cohomologie (cf. [68]).
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Dans la suite, on considérera des hypersurfaces à fibré canonique trivial génériques
Zf ⊂ P∆ pour f dans H0(−KP∆) et leur désingularisation partielle Ẑf = τ−1(Zf )
qui est une hypersurface de PΣ. D’après la formule d’adjonction et le lemme 4.15, Ẑf
est à fibré canonique trivial. On va montrer comment calculer les nombres de Hodge
h1,1(Ẑf ) et hn−2,1(Ẑf ), ce qui a un sens en vertu de la remarque 4.18. Si l’on désire
ne travailler qu’avec des variétés lisses, on peut supposer n = 4 dans ce qui suit.

4.6. Calcul de la cohomologie dêZf

4.6.1. Ŕesultats de Danilov et Khovanskii
Soit P∆ une variété torique polarisée associée à un polyèdre convexe à sommets entiers
∆ ⊂ MR (cf. 4.3.3). Soit Z0 ⊂ U0

∼= (C∗)n une hypersurface obtenue par restriction
d’un diviseur Z de P∆ avec Z ∈ |OP∆(1)|.

Définition 4.19. —On dit que Z0 est ∆-régulière si Z rencontre transversalement
toutes les strates de P∆ (cf. 4.1.2), c’est-à-dire a une intersection lisse avec toutes les
orbites Oσ de P∆.

Pour toute variété algébrique X , les groupes de cohomologie à support compact
Hk
c (X) sont munis de structures de Hodge mixtes (cf. [65]). On dispose donc de la

notion de nombre de Hodge hp,q(Hk
c (X)) = hp,q(Grp+qW Hk

c (X)) et on pose :

(4.6.12) ep,q(X) =
∑
k

(−1)khp,q
(
Hk
c (X)

)
.

Le résultat de Danilov et Khovanskii [64] consiste en le calcul de ep,q(Z0) en fonction
du polyèdre ∆. Ce calcul fournit tous les nombres de Hodge des hypersurfaces lisses
et régulières de variétés toriques à cause des propriétés suivantes de ep,q :

Proposition 4.20.

(i) Si X est lisse et compacte, on a ep,q(X) = (−1)p+qhp,q(X).
(ii) Si X est stratifiée par des variétés Xi localement fermées, on a :

ep,q(X) =
∑
i

ep,q(Xi).

La propriété (i) est immédiate car si X est lisse et compacte, ses structures de
Hodge mixtes sont pures et on a alors hp,q(Hk

c (X)) = 0 pour k �= p+ q.
La propriété (ii) se prouve par récurrence sur le nombre de strates et en utilisant

la suite exacte longue de cohomologie à support compact.

Danilov et Khovanskii calculent d’abord le nombre
∑

q ep,q(Z0). Pour cela, ils
travaillent avec un raffinement de Σ fournissant une résolution des singularités
τ : P∆′ → P∆, telle que les propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) le diviseur D := P∆′ − U0 est un diviseurs à croisements normaux ;

(ii) la variété Z ′ = τ−1(Z) est lisse et DZ′ := D ∩Z ′ est un diviseur à croisements
normaux dans Z ′.
L’existence d’une telle résolution est montrée dans [63].
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La seconde propriété résulte du fait que Z0 est ∆-régulière. Le calcul de
∑

q ep,q(Z0)
se fait alors de la façon suivante : on considère le complexe Ω•

Z′,DZ′

(4.6.13) Ω•
Z′,DZ′ = Ker(Ω

•
Z′ −→ Ω•

DZ′ ).

Celui-ci permet de calculer la cohomologie à support compact de Z0 = Z ′ −DZ′ et
sa filtration de Hodge, du fait que DZ′ est à croisements normaux (cf. [65]) :

(4.6.14)

Hk
c (Z0) = Hk(Ω•

Z′,DZ′ ),

F pHk
c (Z0) = Hk

(
0→ ΩpZ′,DZ′ → · · · → Ωn−1

Z′,DZ′ → 0
)
.

On en déduit immédiatement :∑
q

ep,q(Z0) = (−1)pχ(Z ′,ΩpZ′,DZ′ ).

On a par ailleurs une série de suites exactes :

(4.6.15) 0→ Ωp−1
Z′,DZ′ (−Z

′) −→ ΩpP∆′ ,D|Z′ −→ ΩpZ′,DZ′ → 0

qui donnent une résolution de ΩpZ′,DZ′ par les faisceaux Ω
p+k
P∆′ ,D|Z′(kZ

′) et donc la
formule

χ(Z ′,ΩpZ′,DZ′ ) =
∑
k≥0

(−1)kχ
(
Ωp+k+1

P∆′ ,D |Z′

(
(k + 1)Z ′))(4.6.16)

=
∑
k≥0

(−1)k
(
χ(Ωp+k+1

P∆′ ,D

(
(k + 1)Z ′)− χ

(
Ωp+k+1

P∆′ ,D (kZ
′)
))
.

Notons I∗(∆) le nombre de points entiers intérieurs à ∆. La proposition suivante
exprime les caractéristiques d’Euler-Poincaré χ

(
Ωp+k+1

P∆′ ,D (kZ
′)
)
en fonction de I∗(k∆).

Proposition 4.21 (cf. [64]). —On a :

χ
(
P∆′ ,ΩpP∆′ ,D(kZ

′)
)
= Cn

p I
∗(k∆) pour k > 0,

χ(P∆′ ,ΩpP∆′ ,D) = (−1)
nCn

p .

La formule (4.6.16) devient donc :

χ(Z ′,ΩpZ′,DZ′ ) = (−1)
p
∑
q

ep,q(Z0)(4.6.17)

= (−1)n+1Cn
p+1 +

∑
k≥1

(−1)kCn
p+1+k

(
I∗
(
(k + 1)∆

)
− I∗(k∆)

)
+ Cn

p+1I
∗(∆),

ce qui se réécrit immédiatement sous la forme :

(4.6.18) (−1)p
∑
q

ep,q(Z0) =
∑
k≥0

(−1)kCn+1
p+2+kI

∗((k + 1)∆)+ (−1)n+1Cn
p+1.

Pour conclure, on utilise le théorème 4.22 énoncé ci-dessous, du type Lefschetz
pour les variétés toriques, et une récurrence sur la dimension pour montrer que la
connaissance de

∑
q ep,q(Z0) suffit à déterminer ep,q(Z0).
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Théor̀eme 4.22 (cf. [64]). —Soit Z0 ⊂ (C∗)n une hypersurface ∆-régulière ; alors :

(4.6.19)


hp,q
(
Hk
c (Z0)

)
= 0 pour k < n− 1,

hp,q
(
Hn−1
c (Z0)

)
= 0 pour p+ q > n− 1,

hp,q
(
Hk
c (Z0)

)
= hp,q

(
Hk+2
c ((C∗)n)

)
pour k > n− 1.

La première égalité résulte du fait que Z0 est une variété affine de dimension (n−1)
(cf. [67]) ; la seconde résulte du fait que Z0 est lisse.

Le théorème donne ep,q(Z0) pour p + q > n − 1. Prenons une compactification
lisse Z ′ de Z0 comme plus haut. On a une stratification de Z ′ par des variétés
affines toriques Z ′

σ (cf. 4.1.2), la strate ouverte étant égale à Z0. Par récurrence sur
la dimension, on peut supposer connus les ep,q(Z ′

σ) pour toutes les autres strates.
D’après la proposition 4.20 (ii), on a d’autre part :

(4.6.20) ep,q(Z ′) = ep,q(Z0) +
∑
σ �={0}

ep,q(Z ′
σ).

On connâıt donc ep,q(Z ′) pour p+ q > n− 1 ; mais Z ′ est lisse et compacte, et on
connâıt donc également ep,q(Z ′) pour p+ q < n− 1 par dualité de Poincaré. Donc on
connâıt ep,q(Z0) pour p+ q < n− 1 (par la formule (4.6.20) et en supposant connues
les ep,q(Z ′

σ), σ �= {0}). On peut alors déduire de
∑

q ep,q(Z0) la valeur de ep,q(Z0).
Le calcul décrit ci-dessus ne donne pas en général un algorithme explicite pour

obtenir ep,q(Z0) ; on peut cependant en déduire la valeur de en−2,1(Z0) de la façon
suivante : la formule (4.6.18) pour p = n− 2, combinée avec le théorème 4.22, fournit
l’égalité

(4.6.21) (−1)n−2
(
en−2,1(Z0) + en−2,0(Z0)

)
+ (−1)n−1Cn

n−1

= (−1)n+1Cn
n−1 − I∗(2∆) + (n+ 1)I∗(∆),

où l’on a utilisé l’égalité (théorème 4.22)

en−2,n−2(Z0) = en−1,n−1(C∗)n = −Cn
n−1,

c’est-à-dire :

(4.6.22) en−2,1(Z0) + en−2,0(Z0) = (−1)n−1I∗(2∆) + (−1)n(n+ 1)I∗(∆).

Danilov et Khovanskii prouvent alors en utilisant le raisonnement décrit ci-dessus :

Proposition 4.23. —On a :

hn−1,0(Z0) = (−1)n−1en−1,0(Z0) = I∗(∆),

hn−2,0(Z0) = (−1)n−1en−2,0(Z0) =
∑

codim θ=1

I∗(θ).
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6. CALCUL DE LA COHOMOLOGIE DE Ẑf 91

Dans la seconde formule, θ parcourt les faces de codimension 1 du polyèdre ∆
initial. On peut donc finalement exprimer le nombre de Hodge hn−2,1(Z0) en fonction
des caractéristiques numériques du polyèdre ∆ pour n ≥ 4 puisque

hn−2,1(Z0) = (−1)n−1en−2,1(Z0) pour n ≥ 4.

Corollaire 4.24. —On a :

(4.6.23) hn−2,1(Z0) = I∗(2∆)− (n+ 1)I∗(∆)−
∑

codimθ=1

I∗(θ).

Remarque 4.25. —Lorsque ∆ est un polyèdre réflexif, ses faces de codimension 1
sont décrites par des équations 〈m∗, · 〉 = 1 où m∗ ∈ N est entier, puisque le polyèdre
dual est à sommets entiers. Les points entiers u intérieurs à 2∆ satisfont l’inégalité
〈m∗, u〉 < 2 pour toutes les faces de codimension 1 de ∆, et donc 〈m∗, u〉 ≤ 1. On
en conclut qu’on a I∗(2∆) = I(∆) où I(∆) est le nombre de points entiers contenus
dans ∆ et I∗(∆) = 1 pour des raisons analogues.

4.6.2. Le calcul de Batyrev

On revient aux hypersurfaces Ẑf ⊂ PΣ, de dimension (n−1), à fibré canonique trivial
et on calcule hn−2,1(Ẑf ) = (−1)n−1en−2,1(Ẑf ). En utilisant la proposition 4.20, on
voit que

(4.6.24) en−2,1(Ẑf ) =
∑
σ′

en−2,1(Ẑf σ′),

où σ′ parcourt tous les cônes du raffinement Σ (cf. 4.5) et Ẑf σ′ est l’intersection de Ẑf
avec l’orbite correspondant à σ′ (cf. 4.1.2).

Il s’agit donc de décrire les composantes de bord Ẑf − Ẑf 0.
Rappelons que l’éventail Σ est obtenue par triangulation de ∆∗ et satisfait la

condition 〈〈 les générateurs de cônes de dimension 1 de Σ sont les points entiers de
∆∗−{0} 〉〉. Pour chaque cône de dimension 1 de Σ de générateur v ∈ N , il existe donc
une unique face θ∗ de ∆∗ telle que v appartienne à l’intérieur de θ∗. D’autre part,
d’après 4.1.2, à v correspond un diviseur Dv de PΣ ayant un ouvert dense isomorphe
à (C∗)n−1 (qui est l’orbite OR+v, qu’on notera dans la suite Ov) et à θ∗ correspond
le cône θ̃∗ sur θ∗ qui appartient au système de cônes définissant P∆, et donc une
strate O

θ̃∗
de P∆ isomorphe à (C∗)n−k, où dim θ∗ = k − 1. On a alors le lemme

suivant.

Lemme 4.26. —L’application τ : PΣ → P∆ satisfait τ(Ov) = O
θ̃∗
.

Cela résulte en effet des définitions des strates Ov et Oθ̃∗
. Comme v est dans θ∗,

d’après 4.5, l’application τ envoie SpecAv dans SpecAθ̃∗
. Mais

Av = C[Xm]〈m,v〉≥0

et Ov est défini par les Xm tels que 〈m, v〉 = 1. D’autre part, O
θ̃∗
⊂ SpecA

θ̃∗
est
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défini par les équations Xm pour m ∈ θ̃∗
∗
− θ̃∗⊥. Comme v est un point intérieur

de θ∗, on a m(v) > 0 pour tout m ∈ θ̃∗
∗
− θ̃∗⊥ et donc Xm s’annule sur Ov. On a

donc bien τ(Ov) ⊂ O
θ̃∗
et l’égalité résulte du fait que T agit transitivement et de

façon compatible avec τ sur chacune de ces variétés.

Le lemme 4.26 montre immédiatement que Ov ∩ Ẑf est fibré en (C∗)k au-dessus
de Z

f,θ̃∗
, pour la face θ∗ de ∆∗ de dimension k telle que v soit intérieur à θ∗. Il est par

ailleurs clair par T -équivariance de τ que toutes les strates de Ẑf sont fibrées en (C∗))

sur des strates de Zf . Comme la cohomologie à support compact de (C∗)) satisfait

hp,q
(
Hk
c (C

∗))
)
= 0 pour p �= q,

on voit qu’une strate de Ẑf ne peut contribuer à en−2,1(Ẑf ) que si la strate corres-
pondante de Zf satisfait en−3,0 �= 0 ou en−2,1 �= 0. Mais, d’après le théorème 4.22,
la dernière inégalité n’est possible que pour la strate ouverte, dont on connâıt déjà la
contribution ; de même, la première inégalité n’est possible que pour une strate Z

f,θ̃∗

de dimension au moins égale à (n− 3).
Pour qu’une strate Ẑf σ au-dessus de Zf,θ̃∗ contribue alors à en−2,1(Ẑf ), il faut que

ses fibres au-dessus de Z
f,θ̃∗

soient de dimension au moins égale à 1, et on a finalement
trouvé que les seules strates de Ẑf contribuant à en−2,1(Ẑf ) sont les composantes
de Ov, où v est un point intérieur de θ∗ avec dim θ∗ = 1. Comme on a

h0,0
(
H1
c (C

∗)
)
= 1 = h1,1

(
H2
c (C

∗)
)

et que τ−1(Z
f,θ̃∗

)0 a exactement I∗(θ∗) composantes fibrées en C∗ au-dessus de Z
f,θ̃∗

pour dim θ∗ = 1, le lemme 4.26 montre que la contribution de l’ouvert dense fibré
en C∗

τ−1(Z
f,θ̃∗

)0 ⊂ τ−1(Z
f,θ̃∗

)

à en−2,1(Ẑf ) est égale à :

I∗(θ∗)en−3,0(Zf,θ̃∗) = (−1)
n−1I∗(θ∗)hn−3,0(Z

f,θ̃∗
).

La proposition 4.23 donne finalement

(4.6.25) hn−3,0(Z
f,θ̃∗

) = I∗(θ)

où θ ⊂ ∆ est la face duale de θ∗. (Il faut noter pour cela que l’adhérence de O
θ̃∗

dans P∆ est isomorphe à Pθ.) On a donc montré :

Proposition 4.27. —Le nombre de Hodge hn−2,1(Ẑf ) est calculé par la formule

(4.6.26) hn−2,1(Ẑf ) = I(∆)− (n+ 1)−
∑

codθ=1

I∗(θ) +
∑

codθ=2

I∗(θ∗)I∗(θ)

où l’on a identifié les faces θ de codimension 2 de ∆ et les faces θ∗ de dimen-
sion 1 de ∆∗.
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4.6.3. Calcul deh1,1(Ẑf )

On suit toujours [60] et [61]. On explique comment calculer h1,1(Ẑf ). On sup-
pose n ≥ 4. On a alors h2,0(Ẑf ) = 0 et donc rangPicQ(Ẑf ) = h1,1(Ẑf ). Batyrev
montre le résultat suivant.

Proposition 4.28. —Le Q-espace vectoriel PicQ(Ẑf ) est engendré par les classes des
composantes de Ẑf − Zf,0 où Zf,0 est la partie affine Ẑf ∩ (C∗)n de Ẑf .

D’autre part, ces composantes ne sont pas indépendantes. En effet, le groupe
qu’elles engendrent contient les restrictions des diviseurs T -invariants de PΣ (notons
qu’il n’y a plus lieu ici de distinguer sur Q les diviseurs de Weil et les diviseurs de
Cartier de PΣ car tous les cônes de Σ sont par construction simpliciaux, c’est-à-dire
sont engendrés par des sommets indépendants, et donc les fonctions linéaires à valeurs
dans Q sur ces cônes sont exactement déterminées par leurs valeurs sur les sommets).
Or, on a noté dans la remarque 4.4 l’existence de n relations dans PicQ(PΣ) données

par le fait que les fonctions globalement linéaires sur N et entières (définies par un
élément de M) correspondent à des diviseurs de Cartier principaux. Batyrev montre
que ces relations engendrent toutes les relations entre les composantes de bord. On
trouve donc :

h1,1(Ẑf ) = rangPicQ(Ẑf ) = (nombre de composantes de Ẑf − Z0
f)− n.

On utilise maintenant le lemme 4.26 qui montre que les diviseurs Dv de PΣ ont
un ouvert dense Ov fibré en (C∗)k sur une orbite O

θ̃∗
de P∆ pour θ∗ une face de

dimension k de ∆∗.

• Si k + 1 = n, l’orbite O
θ̃∗
est de dimension 0 et ne rencontre donc pas Zf .

Chacune des strates O
θ̃∗
fournit par ailleurs I∗(θ∗) composantes de PΣ − U0 puisque

les points intérieurs de θ∗ fournissent exactement (d’après le lemme 4.26) les diviseurs
T -invariants de PΣ contractés sur Oθ̃∗

.

• Si k + 1 = n− 1, l’orbite O
θ̃∗
est de dimension 1 et rencontre Zf en exactement

I∗(θ) + 1 points, où θ ⊂ ∆ est la face duale de θ∗, comme il résulte du lemme 4.7.

• Finalement, si k + 1 < n− 1, l’intersection O
θ̃∗
∩Zf est irréductible et non vide

par amplitude.

On en déduit que le nombre de composantes de Ẑf − Z0
f est donné par la somme :

I(∆∗)− 1 (nombre de composantes de PΣ − U0)

−
∑

dimθ∗=n−1

I∗(θ∗) (correspondant aux diviseurs Dv ne rencontrant pas Ẑf )

+
∑

dimθ∗=n−2

I∗(θ)I∗(θ∗) (correspondant aux diviseurs Dv dont l’intersection
avec Ẑf est réductible).

On a donc montré :
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Proposition 4.29. —Le nombre h1,1(Ẑf ) est calculé par la formule

(4.6.27) h1,1(Ẑf ) = I(∆∗)− 1− n −
∑

dimθ∗=n−1

I∗(θ∗) +
∑

dimθ∗=n−2

I∗(θ)I∗(θ∗)

où comme plus haut θ∗ est une face de ∆∗ et θ est la face duale de ∆.

En comparant les propositions 4.28 et 4.29, on constate que h1,1(Ẑf ) est obtenu en
remplaçant ∆ par ∆∗ dans l’expression de hn−2,1(Ẑf ). On a donc montré le théorème
suivant.

Théor̀eme 4.30. —L’involution ∆ 
→ ∆∗ entre polyèdres réflexifs échange les
nombres de Hodge h1,1(Ẑf ) et hn−2,1(Ẑf∗) où Zf ⊂ P∆ est définie par une section
générique de −KP∆ et Zf∗ ⊂ P∆∗ est définie par une section générique de −KP∆∗ , en
accord avec la propriété (1.8.47) des miroirs.

Remarque 4.31. —On n’a pas néanmoins construit la symétrie miroir comme une
involution entre les familles {Ẑf}, {Ẑf∗} du fait que la classe de déformation de Ẑf
dépend du choix de la désingularisation τ : PΣ → P∆.
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5. COHOMOLOGIE QUANTIQUE

Ce chapitre décrit d’abord la formulation axiomatique des invariants de Gromov-
Witten due à Kontsevich et Manin, qui présente l’intérêt de faire émerger la structure
d’〈〈opérade 〉〉, en les définissant comme une série d’invariants polynomiaux à valeurs
dans la cohomologie de Mg,n et en mettant en évidence la naturalité des propriétés
qu’ils satisfont, et qui reflètent l’existence de certaines opérations universelles sur
les Mg,n (restriction au bord, oubli d’un point, etc.).

Toujours d’après [78], on explique comment l’équation WDVV, satisfaite par le
potentiel de Gromov-Witten, se déduit de ces axiomes. On décrit également, suivant
Dubrovin, le lien entre cette équation (satisfaite par une fonction sur une variétéM
munie de coordonnées) et la platitude d’une certaine connexion sur le fibré tangent
de M construite à l’aide de cette fonction. On applique ensuite ces considérations à
la construction d’une variation complexe de structure de Hodge paramétrée par un
ouvert de H2(X,C), où X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3 avec h2,0 = 0.

On explique finalement des résultats moins ambitieux théoriquement, mais suff-
isants pour les applications mentionnées ci-dessus, obtenus par Gromov, Ruan, Ruan-
Tian : la définition (dépendant seulement de la donnée d’une structure symplectique)
d’une version restreinte des invariants de Gromov-Witten, en termes de comptage de
courbes rationnelles, et la preuve de la propriété cruciale de scindage.

Le chapitre se termine par une section consacrée à la formule d’Aspinwall et
Morrison, qui calcule la contribution à la cohomologie quantique de la famille (de
dimension trop grande) des revêtements ramifiés de degré k d’une courbe rationnelle
rigide dans une variété de Calabi-Yau de dimension 3. Cette formule permet de calculer
la cohomologie quantique d’une variété de Calabi-Yau de dimension 3 dont toutes les
courbes rationnelles génériquement plongées sont rigides, en fonction du nombre de
ces dernières dans chaque classe d’homologie.

5.1. Formulation de Kontsevich et Manin

Kontsevich et Manin [78] ont donné sur un mode axiomatique la définition la plus
générale des invariants de Gromov-Witten, et dans cette généralité leur existence et
les propriétés qu’ils sont supposés satisfaire ne sont pas rigoureusement établies.
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Étant donnée une variété algébrique V (ou plus généralement une variété symplec-
tique), ces invariants devraient être décrits par une série d’applications

(5.1.1) HA,g,k : H∗(V k) −→ H∗(Mg,k)

pour A ∈ H2(V,Z) et g, k des entiers tels que g ≥ 2, ou g = 1 et k ≥ 1, ou g = 0 et
k ≥ 3, de sorte que l’espace des modules Mg,k des courbes de genre g avec k points
marqués stables (voir [74]) est bien défini. On notera

c1(V ) = c1(−KV ) ∈ H2(V,Z),

qui est défini dans tous les cas considérés ci-dessus (cf. 1.1.3) puisque la simple donnée
d’une structure symplectique détermine une classe de déformations de structures
pseudocomplexes (cf. [76], [86]).

5.1.1. Construction virtuelle
Supposons qu’on dispose pour chaqueA, g, k comme ci-dessus, d’un espace de modules
MorA(g, V, k) de courbes holomorphes k-pointées de genre g et de classe A dans V , de
la dimension réelle 〈〈correcte 〉〉 (c’est-à dire calculée par la formule de Riemann-Roch)

d = 2
(
c1(V )A− (g − 1)(n− 3) + k

)
, n = dimC V.

On pense à MorA(g, V, k) comme étant l’ensemble des données (φ, x1, . . . , xk) où
φ : C → V est une application holomorphe telle que φ∗([C]) = A, où C est une courbe
de genre g, et les xi sont des points de C, modulo l’action des automorphismes ψ de C :

ψ
(
(φ, x1, . . . , xk)

)
=
(
φ ◦ ψ, ψ−1(x1), . . . , ψ−1(xk)

)
.

On a donc d’une part une application classifiante

π : MorA(g, V, k) −→ Mg,k

(qu’on aimerait être propre) et d’autre part une application d’évaluation

(5.1.2)

{
év : MorA(g, V, k) −→ V k,

(φ, x1, . . . , xk) 
−→
(
φ(x1), . . . , φ(xk)

)
et l’application HA,g,k devrait alors être définie par :

(5.1.3) HA,g,k(α) = π∗ ◦ év∗(α).

La construction de MorA(g, V, k) est problématique, en particulier parce que
certaines composantes du schéma de Hilbert des courbes de genre g et de classe A
dans V n’ont pas la dimension correcte (cf. 5.6).
Le schéma de Hilbert ne répond d’autre part pas réellement au problème, car il ne

paramètre pas une famille de courbes stables.
On expliquera au § 5.2 comment cette construction peut se réaliser partiellement

par l’étude des solutions de l’〈〈 équation de Cauchy-Riemann avec un terme inho-
mogène 〉〉 pour une structure pseudocomplexe générique sur V (voir [81], [82], [83]) :
le résultat principal de [83] permet essentiellement de calculer les expressions∫

Mg,k
HA,g,k(α).

PANORAMAS ET SYNTHÈSES 2
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5.1.2. Axiomes

(A1) Pour α ∈ H)(V k), on doit avoir :

deg
(
HA,g,k(α)

)
= I+ 2

(
−(c1(V ) · A) + (g − 1)n

)
.

(A2) L’application HA,g,k doit être équivariante pour l’action naturelle du groupe
symétrique Sk sur V k et Mg,k.

(A3) Soit 1V le générateur canonique de H0(V ) ; alors si (g, k) est tel que (g, k−1)
est dans l’ensemble considéré plus haut, de sorte que l’application d’oubli du k-ième
point πk : Mg,k → Mg,k−1 est définie, on a :

(5.1.4) HA,g,k(α1 ⊗ · · · ⊗ αk−1 ⊗ 1V ) = π∗
k(HA,g,k−1

(
α1 ⊗ · · · ⊗ αk−1)

)
.

De plus, HA,0,3(α1 ⊗ α2 ⊗ 1V ) doit valoir
∫
V
α1 ∧ α2 pour A = 0, et 0 sinon.

(A4) Soit β ∈ H2(V ) la classe d’un diviseur ; alors, lorsque πk est définie, on doit
avoir

(5.1.5) πk∗(HA,g,k(α⊗ . . .⊗ α⊗ β)) = (β · A)HA,g,k−1(α⊗ . . .⊗ α)

(A5) Lorsque g = 0 et A = 0 (de sorte que l’on considère les applications constantes
(pseudo) holomorphes de P1 dans V ), on doit avoir :

(5.1.6) H0,0,k(α1 ⊗ · · · ⊗ αk) =


0 si

∑
i

degαi �= 2n,(∫
V

α1 ∧ . . . ∧ αk

)
1M0,k

sinon.

(A6) Soient g1 + g2 = g et k1 + k2 = k ; on a alors une application

φ : Mg1,k1+1 ×Mg2,k2+1 −→ Mg,k

qui à (C1, x1, . . . , xk1+1) et (C2, y1, . . . , yk2+1) associe la courbe C = C1

⋃
xk1+1=yk2+1

C2

avec les points marqués x1, . . . , xk1 , y1, . . . yk2 . On demande alors

φ∗(HA,g,k(α1 ⊗ · · · ⊗ αk)
)

(5.1.7)

=
∑

A1+A2=A
σ,τ

gστHA1,g1,k1+1(α1 ⊗ · · · ⊗ αk1 ⊗ eσ)

⊗HA2,g2,k2+1(αk1+1 ⊗ · · · ⊗ αk ⊗ eτ )

où eσ est une base de H∗(V ) et gστ est la matrice inverse de la matrice d’inter-
section 〈eσ, eτ 〉.
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5.1.3. Justification heuristique des axiomes

• L’axiome A1 provient immédiatement du calcul de la dimension virtuelle de
MorA(g, V, k) (cf. 5.1.1) et de la dimension de Mg,k qui est égale à 3g − 3 + k.

• L’axiome A2 provient de l’équivariance par rapport à Sk du diagramme
d’évaluation

(5.1.8)

MorA(g, V, k)
év−−−−→ V k

π

+
Mg,k

• L’axiome A3 provient de ce que si πk est définie, on a trois flèches d’oubli du
k-ième point

πk : V k → V k−1, πk : MorA(g, V, k)→ MorA(g, V, k − 1), πk : Mg,k → Mg,k−1

qui font du diagramme précédent le 〈〈pull-back 〉〉 du diagramme d’évaluation

(5.1.9)

MorA(g, V, k − 1) év−−−−→ V k−1

π

+
Mg,k−1 .

Or une classe α ∈ H∗(V k) est de la forme β ⊗ 1V avec β ∈ H∗(V k−1) si et
seulement si elle est égale à π∗

kβ. Ce qui précède entrâıne alors immédiatement
que HA,g,k(α) = π∗

k(HA,g,k−1(β)). Par ailleurs, dans le cas où g = 0 et k = 3, M0,3

est réduit à un point, et on a

HA,g,k(α) =
∫
MorA(0,V,3)

év∗(α) pour α ∈ H∗(V 3).

Notons maintenant que si A �= 0, l’application π2 ◦ év : MorA(0, V, 3) → V 2 est à
fibres de dimension positive, car les applications holomorphes f : P1 → V de classe A
sont non constantes, de sorte que pour x1, x2, x3 fixés dans P1 et x′3 ∈ P1 distinct
de x3, on a (f, x1, x2, x3) �= (f, x1, x2, x′3) dans MorA(0, V, 3), ce qui fournit les fibres
de dimension positive. On a donc clairement :∫

MorA(0,V,3)

év∗(π∗
2β) = 0 pour β ∈ H∗(V 2).

Par contre, lorsque A = 0, l’application év : Mor0(0, V, 3)→ V 3 s’identifie à l’inclusion
de la diagonale {(v, v, v), v ∈ V } ⊂ V 3 et donc la dernière assertion de A3 est claire.

• Pour voir A5, notons que si Hαi sont des cycles de classes correspondant par
dualité de Poincaré à αi, HA,g,k(α1 ⊗ · · · ⊗ αk) est la classe de cohomologie du cycle

VA,Hα1 ,...,Hαk
=
{
(C, x1, . . . , xk) ; ∃ f : C → V, f∗([C]) = A et f(xi) ∈ Hαi

}
.
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Supposons maintenant que Hαk est un diviseur effectif et que πk est définie. Il est
alors clair que πk restreinte à VA,Hα1 ,...,Hαk

est finie, de degré égal à A · αk sur son
image VA,Hα1 ,...,Hαk−1

puisque pour (C, x1, . . . , xk−1) dans VA,Hα1 ,...,Hαk−1
on peut

choisir le point xk tel que (C, x1, . . . , xk) appartienne à VA,Hα1 ,...,Hαk
arbitrairement

parmi les points d’intersection de f(C) et Hαk .

• Enfin, l’axiome A6 se justifie de la façon suivante. Les notations sont les mêmes ;
on veut calculer la classe de l’intersection du cycle VA,Hα1 ,...,Hαk

avec

φ
(
Mg1,k1+1 ×Mg2,k2+1

)
.

On voit immédiatement que c’est la réunion, pour toutes les décompositions de A en
somme A1+A2, des cycles formés des couples ((C1, x1, . . . , xk1+1), (C2, y1, . . . , yk2+1))
tels qu’il existe des applications holomorphes fi : Ci → V représentantAi pour i = 1, 2
et telles que f1(xi) ∈ Hαi , f2(yj) ∈ Hαk1+j et f1(xk1+1) = f2(yk2+1). La dernière
condition s’écrit encore :(

f1(xk1+1), f2(yk2+1)
)
∈ ∆ ⊂ V × V.

Or la diagonale ∆ de V × V est homologue à
∑

σ,τ g
στHσ × Hτ où les Hσ sont des

cycles de classe de cohomologie eσ. L’ensemble ci-dessus est donc homologue à∑
σ,τ

gστVA1,Hα1 ,...,Hαk1
,Hσ × VA2,Hαk1+1 ,...,Hαk

,Hτ ,

ce qui 〈〈montre 〉〉 l’axiome A6.

5.2. Travaux de Ruan et Tian

5.2.1. Invariants de Gromov-Witten mixtes
On considérera uniquement le cas du genre 0, bien que les travaux de Ruan et
Tian concernent les courbes pseudoholomorphes de genre quelconque. Leurs résultats
permettent de construire les invariants∫

M0,n

HA,0,n(α1 ⊗ · · · ⊗ αn)

(qui seront les seuls utilisés dans la suite) essentiellement pour les variétés symplec-
tiques (V, ω) dites monotones, c’est-à-dire telles que c1(V ) soit un multiple positif
ou nul de la classe de ω.
Plus généralement, Ruan et Tian construisent pour de telles variétés des invariants

mixtes ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β)) tels que

ΦA(α1, α2, α3 | β1, . . . , β)) =
∫

M0,�+3

HA,0,)+3(α1 ⊗ α2 ⊗ α3 ⊗ β1 ⊗ · · · ⊗ β))

et dont la principale vertu, outre les propriétés d’(anti)symétrie par rapport aux
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permutations des α ou des β (proposition 5.2) est la propriété suivante :

ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β))(5.2.10)

=
∑

i1<...<ir , r≤)
A1+A2=A

∑
σ,τ

gστΦA1(α1, . . . , αs, eσ | βi1 , . . . , βir)
× ΦA2(αs+1, . . . , αk, eτ | βj1 , . . . , βj�−r ),

où eσ est une base de H2∗(V ), gστ est l’inverse de la matrice d’intersection, s est un
entier fixé et j1 < · · · < j)−r est l’ensemble ordonné complémentaire de {i1, . . . , ir}.

5.2.2. Description des invariants
Soit (V, ω) une variété symplectique ;

• on fait l’hypothèse

c1(V ) = λ[ω] ∈ H2(V,Z), λ ≥ 0

• ou bien l’hypothèse plus faible suivante, dite de monotonie faible :

si A ∈ H2(V,Z) est telle que (ω,A) > 0 et (c1(V ), A) ≥ 3− n alors (c1(V ), A) ≥ 0.

Cette hypothèse entrâıne que si J est une structure pseudocomplexe compatible
avec ω (ce qui signifie que ω est J-invariante et ω(v, Jv) > 0, v ∈ TV , v �= 0) les
courbes pseudoholomorphes rationnelles non constantes f : P1 → V dans V satisfont
la condition (

c1(V ), f∗([P1])
)
≥ 0.

En effet, pour une telle courbe pseudoholomorphe que l’on peut supposer généri-
quement plongée, on a bien sûr (ω, f∗([P1])) > 0 et, comme J est générique,(

c1(V ), f∗([P1])
)
≥ 3− n

puisque la dimension de l’espace des courbes pseudoholomorphes génériquement
plongées de classe A donnée modulo l’action de AutP1 est correcte, c’est-à-dire égale à

2
(
(c1(V ), A) + n− 3

)
(voir [81], [86]) et ce nombre doit être positif ou nul.
Tian et Ruan considèrent les application f : C → V satisfaisant l’équation de

Cauchy-Riemann avec un terme inhomogène. Dans le cas où g = 0 et donc C ∼= P1,
cela signifie qu’on fixe sur P1 × V une section ν de classe C∞ du fibré E dont la fibre
au point (t, v) est l’espace des applications C-antilinéaires de TP1,t dans TV,v. Pour
une application différentiable f : P1 → V , on peut construire ∂̄f (cf. 2.1.1), qui est la
partie C-antilinéaire de df ∈ Hom(TP1 , f∗TV ) et l’équation de Cauchy-Riemann avec
terme inhomogène ν est alors :

(5.2.11) ∂̄f = (Id, f)∗ν.
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Pour J et ν fixées, on notera WJ,ν,A l’ensemble des applications f de P1 dans V
satisfaisant l’équation (5.2.11) et telles que f∗([P1]) = A.
On peut montrer que pour (J, ν) générique,WJ,ν,A est lisse, naturellement orientée

(voir [81]) et de dimension 2(c1(V ) · A+ n).
Cet énoncé n’est plus vrai pour les courbes pseudoholomorphes, c’est-à-dire solu-

tions de (5.2.11) avec ν = 0, comme le montre le cas d’une variété avec c1 = 0.
Dans ce cas, la dimension virtuelle de WJ,0,A est égale à 2n, qui est indépendant

de A ; or partant d’une courbe pseudoholomorphe f : P1 → V , on peut construire
des familles de courbes pseudoholomorphes de dimension arbitrairement grande,
constituées d’applications g : P1 → V de la forme g = f ◦ φ où φ : P1 → P1 est
une application rationnelle.
Cet énoncé se prouve par application du théorème de Sard en montrant que la

linéarisée de l’équation (5.2.11) fournit une application surjective de l’espace tangent
à la variété paramétrant les triplets (f, J, ν), en un point où (5.2.11) est satisfait,
dans l’espace des sections de Ω0,1

P1 ⊗ f∗T 1,0
V,J , ce qui entrâıne que l’espace de toutes les

solutions (f, J, ν) de (5.2.11) est lisse à fibres de dimension finie au-dessus de l’espace
des paramètres (J, ν).
Pour tout entier k, on dispose d’une application d’évaluation

(5.2.12)

{
évk : WJ,ν,A × (P1)k −→ V k,

(f, x1, . . . , xk) 
−→
(
f(x1), . . . , f(xk)

)
.

On a alors (cf. [76], [81], [82], [83]) :

Théor̀eme 5.1. —Si V est faiblement monotone et J , ν sont génériquement choisies,
le bord de l’image de évk est de dimension de Haussdorf inférieure ou égale à

2
(
c1(V ) · A+ n

)
+ 2k − 2.

De même, si (x1, . . . , x)) est choisi génériquement dans (P1)), l’image par évk de
WJ,ν,A×(x1, . . . , x))×(P1)k−) dans V k a un bord de dimension de Haussdorf inférieure
ou égale à

2(c1(V ) ·A+ n) + 2(k − I)− 2.

Les invariants ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β)) sont alors des invariants multilinéaires
définis de la façon suivante.
Soient x1, . . . , xk des points choisis génériquement dans P1 ; les classes αi, βj sont

des classes dans H∗(V ) modulo torsion. Quitte à les remplacer par des multiples niαi,
mjβj , on peut supposer que αi, βj sont les classes de cohomologie de sous-variétés
orientées Hαi , Hβj de V .
D’après le théorème 5.1 et le théorème de Sard, on peut supposer que pour∑

i

degαi +
∑
j

deg βj = 2
(
I+ 〈c1(V ), A〉+ n

)
,
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Hα1 × · · · ×Hαk ×Hβ1 × · · · ×Hβ�

• ne rencontre pas le bord de évk+)
(
WJ,ν,A × (x1, . . . , xk)× (P1))

)
et

• rencontre évk+)
(
WJ,ν,A×(x1, . . . , xk)×(P1))

)
transversalement en un nombre fini

de points que l’on peut compter algébriquement, puisqueWJ,ν,A×(x1, . . . , xk)×(P1))

est lisse orientée de dimension 2(c1(V ) ·A+ n) + 2I.

Le fait que le bord de évk+)(WJ,ν,A × (x1, . . . , xk) × (P1))) soit de dimension
inférieure ou égale à 2(c1(V ) · A + n) + 2I− 2 entrâıne que le nombre de ces points
d’intersection, comptés avec le signe correct, ne dépend pas du choix des variétésHαi

et Hβj .

On définit alors ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β)) de la manière suivante :
• lorsque

∑
i

degαi +
∑
j

deg βj = 2
(
I+ 〈c1(V ), A〉+ n

)
, on pose

ΦA(α1, . . . ,αk | β1, . . . , β))(5.2.13)

= # évk+)
(
WJ,ν,A × (x1, . . . , xk)× P1)

)
∩Hα1 × · · · ×Hαk ×Hβ1 × · · · ×Hβ� ,

(où le nombre d’intersection # est compté avec les signes définis par les orientations) ;

• lorsque
∑
i

degαi +
∑
j

deg βj �= 2
(
I+ 〈c1(V ), A〉+ n

)
, on pose :

ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β)) = 0.

En utilisant une homotopie générique entre deux couples (J, ν) génériques, on peut
montrer que ce nombre est indépendant du choix de (J, ν). De façon similaire, ce
nombre ne dépend pas du choix générique de (x1, . . . , xk) ∈ (P1)k.
La preuve de la propriété (5.2.10) consiste alors à faire dégénérer (P1, x1, . . . , xk) sur

la réunion de deux courbes P1
1 et P1

2 isomorphes à P1, se rencontrant transversalement
en un seul point, avec s points marqués xi sur la première composante, formant avec
le point d’intersection xs+1 ∈ P1

1 des deux composantes un (k + 1)-uplet générique
et (k − s) points marqués x′i sur la deuxième composante, formant avec le point
d’intersection x′k−s+1 ∈ P1

2 des deux composantes un (k − s+ 1)-uplet générique.
Ruan et Tian montrent que WJ,ν,A tend alors vers la réunion sur A1+A2 = A des

sous-espaces de WJ,ν,A1 ×WJ,ν,A2 formés des couples (f1, f2) tels que

f1(xs+1) = f2(x′k−s+1).

Le produit WJ,ν,A × (x1, . . . , xk) × (P1)) tend alors vers la réunion sur A1 + A2 = A
et sur toutes les partitions i1 < · · · < ir et j1 < . . . < j)−r de {1, . . . , I} des ensembles

W ′
A1,A2,i1,...ir =

{
(f1, f2, y1, . . . , y)) ; yim ∈ P1

1, yjm ∈ P1
2,

fi∗([P
1
i ]) = Ai, f1(xs+1) = f2(x′k−s+1)

}
.
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2. TRAVAUX DE RUAN ET TIAN 103

Pour A1, A2 et i1 < · · · < ir fixés, considérons l’application d’évaluation à valeurs
dans V k+)+2 :

évi1,...,ir :WJ,ν,A1 ×WJ,ν,A2 × (P1
1)
r × (P1

2)
)−r(5.2.14)

−→ V s+1 × V k−s+1 × V r × V )−r,

(f1, f2, y, z) 
−→
(
f1(x), f2(x′), f1(y), f2(z)

)
où x = (x1, . . . , xs+1) et x′ = (x′1, . . . , x′k−s+1).

Soit ∆ ⊂ V k+)+2 la sous-variété définie par la condition vs+1 = vk+2. D’après ce
qui précède, l’intersection

évk+)
(
WJ,ν,A × (x1, . . . , xk)× (P1))

)
∩ (Hα1 × · · · ×Hαk ×Hβ1 × · · · ×Hβ�)

converge vers⋃
A1+A2=A
i1<···<ir

évi1,...,ir
(
WJ,ν,A1 ×WJ,ν,A2 × (P1

1)
r × (P1

2)
)−r

(5.2.15)

∩ π−1(Hα1 × · · · ×Hαk ×Hβ1 × · · · ×Hβ�

)
∩∆)

où π : V k+)+2 → V k+) est la projection oubliant les (s + 1) et (k + 2)-ièmes points.
La diagonale de V × V étant homologue à une combinaison

∑
σ,τ g

στHσ ×Hτ où les
classes d’homologie des Hσ forment une base de H∗(V,Q) et où gστ est la matrice
inverse de la matrice d’intersection 〈Hσ, Hτ 〉, on trouve

# évi1,...,ir
(
WJ,ν,A1 ×WJ,ν,A2 × (P1

1)
r × (P1

2)
k−r)(5.2.16)

∩ π−1Hα1 × · · · ×Hαk ×Hβ1 × · · · ×Hβ� ∩∆

=
∑
σ,τ

gστ# évi1,...,ir(WJ,ν,A1 ×WJ,ν,A2 ×
(
P1
1)
r × (P1

2)
k−r)

∩Hα1 × · · · ×Hαs ×Hσ × · · · ×Hαs+1

× · · · ×Hαk ×Hτ ×Hβ1 × · · · ×Hβ�

qui est par définition égal à

(5.2.17)
∑
σ,τ

gστΦA1(α1, . . . , αs, eσ | βi1 , . . . , βir )

ΦA2(αs+1, . . . , αk, eτ | βj1 , . . . , βj�−r )

où eσ est l’image par la dualité de Poincaré de la classe de Hσ. Ce qui prouve,
moyennant une analyse rigoureuse de la convergence qui forme le contenu majeur
de [83], la formule (5.2.10).

Une autre propriété importante de ces invariants mixtes est leur (anti)symétrie par
rapport aux classes αi et βj .
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Proposition 5.2 (voir [83]). —On a :

ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β))
= (−1)degαi degαi+1ΦA(α1, . . . , αi+1, αi . . . , αk | β1, . . . , β)),

ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β))
= (−1)degβi deg βi+1ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , βi+1, βi, . . . , β)).

C’est immédiat à démontrer. La seconde assertion résulte par exemple du fait que
si σ est l’involution échangeant les facteurs d’ordre k + i et k + i+ 1 sur V k+), on a

σ∗(α1 ⊗ · · · ⊗ αk ⊗ β1 ⊗ · · · ⊗ β))(5.2.18)
= (−1)deg βi degβi+1(α1 ⊗ · · · ⊗ αk ⊗ β1 ⊗ · · · ⊗ βi+1 ⊗ βi ⊗ · · · ⊗ β))

tandis que σ ne change ni l’orientation de V k+) ni celle de

évk+)
(
WA,J,ν × (x1, . . . , xk)× (P1))

)
.

5.2.3. Lien avec les invariants de Kontsevich-Manin
On devrait avoir le lien suivant entre les invariants mixtes ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β))
et les invariants HA,g,k de 5.1.1 :

(5.2.19) ΦA(α1, α2, α3 | β1, . . . , βk−3) =
∫

M0,k

HA,0,k(α1 ⊗ α2 ⊗ α3 | β1 ⊗ · · · ⊗ βk−3).

En effet, si on pouvait supposer ν = 0, l’espace 〈〈MorA(0, V, k) 〉〉 serait le quotient
de WJ,ν,A × (P1)k par AutP1 et on aurait le diagramme suivant

(5.2.20)

WJ,ν,A × x1 × x2 × x3 × P1 k−3 j
WJ,ν,A × P1 k

φ

évk

MorA(0, V, k)

( ) ( )

év
V k.−−− −→

−−−
−−−

−−

−→
−−−

−−−
−

−→

−−−− −→ +
L’assertion résulte alors de ce que φ est birationnelle, de sorte que l’intégrale sur
WJ,ν,A × x1 × x2 × x3 × (P1)k−3 de

év∗k(α1 ⊗ α2 ⊗ α3 ⊗ β1 ⊗ · · · ⊗ βk−3)

(c’est-à-dire ΦA(α1, α2, α3 | β1, . . . , βk−3)) est égale à l’intégrale sur MorA(0, V, k) de

év∗(α1 ⊗ α2 ⊗ α3 ⊗ β1 ⊗ · · · ⊗ βk−3)

(c’est-à-dire
∫

M0,k
HA,0,k(α1 ⊗ α2 ⊗ α3 | β1 ⊗ · · · ⊗ βk−3)).
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Plus généralement, ΦA(α1, . . . , αk | β1, . . . , β)) devrait être obtenu comme l’inté-
grale de HA,0,k+)(α1⊗· · ·⊗αk⊗β1⊗· · ·⊗β)) sur la sous-variété de M0,k+) adhérence
de l’image de (x1, . . . , xk)× (P1)).
Il serait intéressant de savoir si les invariants mixtes permettent de construire les

invariants HA,0,k.
D’autre part, le lien entre la formule (5.2.10) et l’axiome A6 de 5.1.2 est le suivant.

Fixons quatre points distincts ti de P1 ; ces points déterminent un diviseur Dt de
M0,4+) formé des (4 + I)-uplets

z = (z1, . . . , z4+)) tels que z ≡ (t1, . . . , t4, z′1, . . . , z′)) modulo AutP1.

Or on a :

Lemme 5.3. —Le diviseur Dt est numériquement équivalent à∑
i1<...<ir

r≤)

φI(M0,3+r ×M0,3+)−r)

où φI((x1, . . . , x3+r), (y1, . . . , y3+)−r)) est égal à (P1
⋃

x3=y3

P1, z1, . . . z4+)), avec z1 = x1,
z2 = x2, zik = x2+k, z3 = y1, z4 = y2 et zjk = yk.

Ceci se voit en effet en faisant dégénérer (P1, t1, . . . , t4) sur (P1
1

⋃
x=y

P1
2, t1, . . . , t4),

avec t1, t2 ∈ P1
1 et t3, t4 ∈ P1

2.

Comme on doit interpréter l’invariant ΦA(α1, . . . , α4 | β1, . . . , β)) comme l’intégrale∫
Dt
HA,0,4+)(α1⊗ · · · ⊗α4⊗ β1⊗ · · · ⊗ β)), dans la formulation de Kontsevich-Manin,

on voit que, pour k = 4, la formule (5.2.10) est la version intégrée de l’axiome A6.

5.3. Potentiel de Gromov-Witten

On fixe une forme symplectique ω sur V ; le potentiel de Gromov-Witten (cf. [78])
est alors une fonction sur H2∗(V,C) définie, en faisant les hypothèses nécessaires de
convergence, par

(5.3.21) Φω(α) =
∑
k≥3

A∈H2(V,Z)

1
k !
exp
(
−
∫
A

ω
)∫

M0,k

HA,0,k(α⊗ · · · ⊗ α).

(On suit ici la terminologie de Kontsevich-Manin, mais on rappelle que les invariants∫
M0,k

HA,0,k(α⊗ · · · ⊗ α) sont bien définis grâce au travail de Ruan et Tian (cf. 5.2).)

On ne dispose pas de résultats généraux sur la convergence de cette expression dans
un ouvert non vide de H2∗(V,C). Cependant, si V est une variété de Fano (ou dans
le cadre symplectique si c1(−K) est un multiple positif de la classe de ω), pour k fixé,
il n’existe qu’un nombre fini de A ∈ H2(V,Z) telles que

∫
M0,k

HA,0,k(α⊗ · · · ⊗ α) �= 0,
par compacité [76] et pour des raisons de dimension. D’autre part, toujours par
compacité, pour toute constante C > 0, il n’existe qu’un nombre fini de A ∈ H2(V,Z)
telles que

∫
A
ω ≤ C intervenant dans l’expression de Φω.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996



106 CHAPITRE 5. COHOMOLOGIE QUANTIQUE

5.3.1. Cas des variét́es de Calabi-Yau de dimension 3
Le fibré canonique de V étant trivial, on voit immédiatement que les composantes
de l’espace des applications holomorphes de P1 dans V sont de dimension complexe
virtuelle 3, et donc sont virtuellement constituées des constantes dans le cas A = 0,
et des reparamétrages d’une courbe rationnelle rigide dans V (dans la réalité, il faut
toujours tenir compte des revêtements ramifiés d’une courbe donnée qui donnent des
familles de dimension strictement supérieure à 3 ; on a expliqué au § 5.2 comment
cette difficulté est contournée par Ruan et Tian, et on explique au § 5.6 le calcul des
contributions de ces composantes 〈〈excessives 〉〉 aux invariants de Gromov-Witten).
À l’aide des axiomes A1 à A6, ou de leur justification partielle par Ruan et Tian,

on en déduit facilement le résultat suivant.

Proposition 5.4. —Si V est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, le potentiel
de Gromov-Witten Φω de V a la forme suivante, modulo une fonction quadratique
en α,

(5.3.22) Φω(α) = 1
6

∫
V

α3 +
∑
A �=0

N(A) exp
(∫

A

−ω + α
)

où N(A) est le nombre virtuel de courbes rationnelles de classe A dans V .

En effet, parmi les termes correspondants à A = 0, le seul terme qui n’est pas nul
provient du cas où dimM0,k = 0 (d’après l’axiome A5), et est égal (d’après le même
axiome) à 1

6

∫
V α3.

D’autre part, si A �= 0 et k ≥ 3, du fait que les courbes rationnelles non constantes
sont virtuellement rigides, on trouve immédiatement∫

M0,k

HA,0,k(α1 ⊗ · · · ⊗ αk) = 0

si degαi > 2 pour au moins un indice i.
Si d’autre part k ≥ 4 et degαk = 2, ce terme est égal à∫

A

αk

∫
M0,k−1

HA,0,k−1(α1 ⊗ · · · ⊗ αk−1)

par l’axiome A4 tandis que si degαk = 0, il est nul par l’axiome A3.
Finalement pour k = 3 et A �= 0, l’égalité∫

M0,3

HA,0,3(α1 ⊗ α2 ⊗ α3) = N(A)
∫
A

α1

∫
A

α2

∫
A

α3

est claire par la définition virtuelle de HA,0,k.
On trouve donc que la contribution de la somme pour A �= 0 fixée dans Φω est,

modulo un terme quadratique en α, égale à :

(5.3.23)
∑
k≥3

1
k !

N(A) exp
(
−
∫
A

ω
)(∫

A

α
)k
≡ N(A) exp

(∫
A

−ω + α
)
.
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5.3.2.Équation WDVV
On suit ici [75]. Soient t1, . . . , tn des coordonnées sur une variété M et (gij) une
matrice symétrique non dégénérée, à coefficients constants et définissant un produit
scalaire 〈 , 〉 sur TM (on admet le cas de coordonnées holomorphes, le produit scalaire
étant alors C-bilinéaire sur le fibré tangent holomorphe). Soit f(t) une fonction de
classe C3 (holomorphe dans le cas holomorphe) satisfaisant la condition

(5.3.24)
∂3f

∂t1∂ti∂tj
= gij .

On construit alors en chaque point t ∈M un produit commutatif et unitaire 〈〈•t 〉〉

sur TM,t, défini par la condition

(5.3.25)
〈 ∂

∂ti
•t

∂

∂tj
, ∂

∂tk

〉
=

∂3f

∂ti∂tj∂tk
(t)·

Bien sûr, ∂/∂t1 est l’élément unité d’après (5.3.24) et (5.3.25).
L’équation WDVV (pour Witten-Dijgraaf-Verlinde-Verlinde) exprime la condition

que le produit 〈〈 •t 〉〉 soit associatif en tout point. Par commutativité, la condition
d’associativité est équivalente à la symétrie en les indices j, k de l’expression〈( ∂

∂ti
•t

∂

∂tj

)
•t

∂

∂tk
, ∂

∂t)

〉
pour tous i, I, j, k. Posant

Cijk =
∂3f

∂ti∂tj∂tk
,

on a par définition

∂

∂ti
•t

∂

∂tj
=
∑
a,b

gabCija
∂

∂tb
,

de sorte que l’équation WDVV s’écrit

(5.3.26)
∑
a,b

Cijag
abCk)b =

∑
a,b

Cikag
abCj)b ∀ i, I, j, k.

5.3.3. Connexion
Soit ∇ la connexion sur TM pour laquelle les ∂/∂ti sont parallèles (c’est-à-dire la
connexion de Levi-Civita de g) ; à l’aide du produit 〈〈•t 〉〉, on peut construire pour
tout z ∈ R (ou C dans le cas holomorphe) une connexion sans torsion sur TM grâce
à la formule

(5.3.27) ∇̃z
u(v) = ∇u(v) + zu •t v

pour u, v des champs de vecteurs sur M . On a alors la proposition suivante (cf. [75]).
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Proposition 5.5. —Si f satisfait l’équation WDVV, la connexion ∇̃z est plate pour
tout z.

En effet, on vérifie immédiatement que l’annulation du terme en z2 dans la courbure
(∇̃z)2 est équivalente à l’associativité du produit 〈〈•t 〉〉, tandis que la symétrie des

dérivées
∂

∂t)
Cijk =

∂

∂tk
Cij) assure l’annulation du terme en z.

Inversement, si on se donne un produit 〈〈 •t 〉〉, décrit comme plus haut par les
coefficients Cijk(t), supposés symétriques en i, j, k, tel que la connexion ∇̃z soit plate
pour tout t, alors le produit est associatif, par annulation du terme en z2 dans la
courbure (∇̃z)2 et l’annulation du terme en z entrâıne l’existence d’une fonction f
telle que Cijk = ∂3f/∂ti∂tj∂tk. On a maintenant le résultat suivant (voir [78], [83]).

Proposition 5.6. —Le potentiel de Gromov-Witten Φω (supposé convergent) satisfait
l’équation WDVV, pour la structure plate naturelle de H2∗(V,C), la métrique étant
donnée par la forme d’intersection, et le champ unité étant égal à 1V .

Première démonstration. — On commence par la démonstration de Kontsevich et
Manin, bien que celle-ci elle utilise les axiomes A1–A6 qui ne sont pas démontrés dans
cette généralité par Ruan et Tian. On montrera ensuite que la propriété (5.2.10) des
invariants de Ruan et Tian suffit à entrâıner la proposition 5.6.
Il faut vérifier d’abord qu’on a bien, pour les coordonnées linéaires associées à une

base ei de H2∗(V,C) telle que e1 = 1V , la relation

(5.3.28)
∂3Φω

∂t1∂ti∂tj
= gij =

∫
V

ei ∧ ej .

Or cela résulte immédiatement des axiomes A2 et A3 : on trouve

∂3Φω
∂t1∂ti∂tj

=
∑
k≥3

A∈H2(V,Z)

e−
∫
A
ω

(k − 3)!

∫
M0,k

HA,0,k

(
1V ⊗ ei ⊗ ej ⊗ α⊗k−3)

.

D’après l’axiome A3, le seul terme non nul correspond au cas k = 3 et A = 0
(puisque pour k > 3 les classes HA,0,k(1V ⊗ α1 ⊗ · · · ⊗ αk−1) sont images inverses
de classes sur M0,k−1 et donc sont d’intégrale nulle), et vaut

∫
V
ei ∧ ej (d’après la

seconde partie de l’axiome A3).
Il reste à vérifier l’équation (5.3.26), i.e. que pour tous i, I, j, k, l’expression∑

a,b

∂3Φω
∂ti∂tj∂ta

gab
∂3Φω

∂tk∂t)∂tb

est symétrique en j, k. Or on a :

(5.3.29)
∂3Φω

∂ti∂tj∂ta
(α) =

∑
r≥3

A∈H2(V,Z)

e−
∫
A
ω

(r − 3)!

∫
M0,r

HA,0,k

(
ei ⊗ ej ⊗ ea ⊗ α⊗r−3)

.
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Il vient donc∑
a,b

∂3Φω
∂ti∂tj∂ta

gab
∂3Φω

∂tk∂t)∂tb
(5.3.30)

=
∑
a,b

∑
r,s≥3
A1,A2

gab e
−
∫
A1+A2

ω 1
(r − 3)! (s− 3)!

×
∫

M0,r

HA1,0,r

(
ei ⊗ ej ⊗ ea ⊗ α⊗r−3)

×
∫

M0,s

HA2,0,s

(
ek ⊗ e) ⊗ eb ⊗ α⊗s−3)

.

D’après l’axiome A6 avec g1 = g2 = 0, le terme apparaissant à droite quand on fait
la somme pour A = A1 +A2 et r, s fixés est égal à

1
(r − 3)! (s− 3)! exp

(
−
∫
A

ω
)∫

Dr

HA,0,n

(
α⊗r−3 ⊗ ei ⊗ ej ⊗ α⊗s−3 ⊗ ek ⊗ e)

)
,

où n = r + s− 2 et Dr est le diviseur φ(M0,r ×M0,s) de M0,n (cf. 5.1.2).
Il faut en effet noter que l’axiome A6 reste vrai lorsqu’on se restreint à la

cohomologie paire, la somme se faisant sur σ, τ où eσ est une base de H2∗(V ), du fait
que M0,n n’a pas de cohomologie de degré impair. La symétrie de cette expression
en j et k résulte alors des relations dues à Keel [77] entre les diviseurs de M0,n.
En fait, pour toute partition S = S1&S2 de {1, . . . , n} telle que |S1| ≥ 2 et |S2| ≥ 2,

on a un diviseur DS de M0,n formé des courbes réductibles avec n points marqués
telles que les points indicés par S1 sont sur l’une des composantes et les points indicés
par S2 sont sur l’autre. On a alors :

Proposition 5.7 (voir [77]). —Soient i, j, k, I ∈ {1, . . . , n} ; alors on a la relation

(5.3.31)
∑
i,j∈S1
k,)∈S2

DS =
∑
i,k∈S1
j,)∈S2

DS .

Démonstration. — On peut bien sûr supposer que {i, j, k, I} = {1, 2, 3, 4}, quitte à
faire agir le groupe symétrique sur M0,n. On utilise alors — comme dans la preuve du
lemme 5.3 dont on reprend les notations — les diviseurs Dt, avec t ∈ M0,4 qui sont
tous homologues dans M0,n.
La preuve de la proposition 5.7 se fait en faisant dégénérer t = (P1, t1, . . . , t4) sur

(P1
1

⋃
x=y

P1
2, t1, . . . , t4), avec t1, t3 ∈ P1

1, t2, t4 ∈ P1
2 (dans la preuve du lemme 5.3, on

faisait dégénérer t sur (P1
1

⋃
x=y

P1
2, t1, . . . , t4) avec t1, t2 ∈ P1

1 et t3, t4 ∈ P1
2).

On trouve alors que Dt est homologue à∑
i1<...<ir

r≤)

φI′
(
M0,3+r ×M0,3+)−r

)
,
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où φI′
(
(x1, . . . , x3+r), (y1, . . . , y3+)−r)

)
est égal à (P1

⋃
x3=y3

P1, z1, . . . z4+)), avec z1 = x1,

z2 = y1, zik = x2+k, z3 = x2, z4 = y4 et zjk = yk, ce qui, combiné avec le lemme 5.3,
prouve la proposition 5.7.

Ceci entrâıne le résultat, puisqu’on trouve alors que pour n fixé

(n− 4)!
∑

r+s=n+2

e−
∫
A
ω

(r − 3)! (s− 3)!

∫
Dr

HA,0,n

(
α⊗r−3 ⊗ ei ⊗ ej ⊗ α⊗s−3 ⊗ ek ⊗ e)

)
=

∑
r−2,r−1∈S1
n−1,n∈S2

∫
DS

HA,0,n

(
α⊗r−3

⊗ ei ⊗ ej ⊗ α⊗s−3
⊗ ek ⊗ e)

)

est symétrique en j, k.

Seconde démonstration.—On montre maintenant la proposition 5.6 en utilisant les
résultats de Ruan et Tian, et particulièrement la formule (5.2.10) ; dans la terminologie
de [83], cette proposition affirme que la fonction

(5.3.32) Φω(α) =
∑

k≥3, A

e−
∫
A
ω

k !
ΦA
(
α, α, α | α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

k−3

)
satisfait l’équation WDVV (5.3.26), ce qui signifie que l’expression

(5.3.33)
∑
a,b

gab∂3ijaΦω∂
3
k)bΦω

est symétrique en les indices j et k, les dérivées partielles étant prises par rapport
aux coordonnées linéaires sur H2∗(V ) associées à une base ea. On a en effet :

(5.3.34) ∂3ijkΦω(α) =
∑
k≥3
A

e−
∫
A
ω

(k − 3)! ΦA
(
ei, ej, ek | α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

k−3

)
.

Cela résulte de la multilinéarité de ΦA(α1, α2, α3 | α4, . . . , αk) en les αi ∈ H2∗(V,C)
pour i = 1 . . . , k et du fait suivant :

Les invariants mixtes ΦA(α1, α2, α3 | α4, . . . , αk) sont symétriques en les αi dans
H2∗(V,C) pour i = 1 . . . , k.

L’expression (5.3.33) devient ainsi :∑
k1,k2≥3
A1,A2

∑
a,b

gab
1

(k1 − 3)! (k2 − 3)!
exp
(
−
∫
A1+A2

ω
)

(5.3.35)

ΦA1

(
ei, ej , ea | α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

k1−3

)
ΦA2

(
ek, e), eb | α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

k2−3

)
.
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Or d’après (5.2.10), on a pour k ≥ 0 et A fixés∑
A1+A2=A

a,b

gab exp
(
−
∫
A

ω
) ∑
k1+k2−6=k

1
(k1 − 3)! (k2 − 3)!

(5.3.36)

ΦA1

(
ei, ej, ea | α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

k1−3

)
ΦA2

(
ek, e), eb | α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

k2−3

)
=

1
k !
ΦA
(
ei, ej, ek, e) | α, . . . , α︸ ︷︷ ︸

k

)
et le dernier terme est symétrique en j et k en vertu de la proposition 5.2.

5.4. Application à la symétrie miroir
Dans le cas des variétés de Calabi-Yau de dimension 3, l’équation WDVV est
immédiate à vérifier à cause de la forme particulière (5.3.22) du potentiel de Gromov-
Witten (mis à part le terme cubique, Φω(α) ne dépend que de la composante de α
dans H2(V,C) qui est totalement isotrope pour la métrique gij). Le potentiel de
Gromov-Witten (en admettant la convergence) va permettre dans ce cas de construire
une variation de structure de Hodge complexe paramétrée par H2(V,C) (qui devrait
être celle du miroir) de la façon suivante. On a d’abord :

Lemme 5.8. —Si V est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, pour tout α
dans H2∗(V,C) tel que Φω converge au voisinage de α, le produit 〈〈 •α 〉〉 sur H2∗(V,C)
construit à l’aide des dérivées cubiques de Φω et de la métrique gij comme en (5.3.25)
préserve la graduation de H2∗(V,C).

Démonstration. — On rappelle que l’on a

Φω(α) = 1
6

∫
V

α3 +
∑
A �=0

N(A) exp
(∫

A

−ω + α
)

modulo un terme quadratique en α. On en déduit que si ei est une base de H2∗(V,C)
formée d’éléments homogènes et ti sont les coordonnées correspondantes, on a

∂3Φω
∂ti∂tj∂tk

(α) =
∫
V

ei ∧ ej ∧ ek

si l’un des e) n’est pas de degré 2. On en déduit par la définition du produit 〈〈 •α 〉〉 que

〈ei •α ej , ek〉 =
∫
V

ei ∧ ej ∧ ek

si l’un des e) n’est pas de degré 2. Par conséquent :

• si ei ou ej n’est pas de degré 2, on a ei •α ej = ei ∧ ej ;

• dans le cas contraire, ei •α ej diffère de ei ∧ ej par un élément orthogonal à⊕
k �=1

H2k(V ), c’est-à-dire par un élément de H4(V ).

Le produit 〈〈 •α 〉〉 préserve donc bien la graduation.
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5.4.1. Variation de structure de Hodge
On suit ici [12]. D’après les propositions 5.4 et 5.5, Φω permet de construire une
connexion plate (holomorphe) ∇̃1 sur le fibré tangent (holomorphe) de H2∗(V,C)
grâce à la formule

(5.4.37) ∇̃1
u(v) = ∇u(v) + u •α v.

Le lemme 5.8 montre que pour u tangent à H2(V,C) et une section v de⊕
k≤r

H2k(V,C), on a :

∇̃1
u(v) ∈

⊕
k≤r+1

H2k(V,C).

On en déduit que la filtration sur H2∗(V,C) définie par :

(5.4.38) F 3 = H0, F 2 = H0 ⊕H2, F 1 = H0 ⊕H2 ⊕H4, F 0 = H2∗

satisfait la condition de transversalité de Griffiths (théorème 1.16) pour la connexion
∇̃1 restreinte à H2(V,C).
On a rangF 3 = rangF 0/F 1 = 1 et rangF 2/F 3 = rangF 1/F 2 = rangH2(V,C) ;

d’autre part, l’application de variation infinitésimale de structure de Hodge

dP : TH2(V ) −→ Hom
(
F 3H2∗(V ), F 2H2∗(V )/F 3H2∗(V )

)
définie par dP(u)(ω) = ∇̃1

u(ω) modulo ω, est un isomorphisme. En effet, F 3H2∗(V )
est engendré par 1V , et par définition de ∇̃1 on a :

dP(u)(1V )ω = 1V •ω u = u ∈ H2(V ) ⊂ H2∗(V ) modulo H0(V ).

On a donc construit une variation de structure de Hodge complexe ayant les mêmes
caractéristiques numériques que celle d’une famille complète de variétés de Calabi-Yau
de dimension 3. Bien entendu, on suppose que c’est la variation de structure de Hodge
de la famille miroir.
Notons que cette construction donne un caractère d’évidence supplémentaire à

la symétrie miroir et complète celle de 3.1, où l’on avait montré l’existence de
coordonnées spéciales (supposées correspondre à la structure plate sur l’espace des
paramètres de Kähler complexifiés du miroir) définies sur le revêtement universel de
l’espace des modules d’une variété de Calabi-Yau de dimension 3, et d’un potentiel
dont les dérivées troisièmes calculent les accouplements de Yukawa normalisés Y2.
On a ici fait un pas dans le sens réciproque en construisant une variation de

structure de Hodge complexe avec nombre de Hodge h2,1 = h1,1(V ) paramétrée
par H2(V,C) pour une variété de Calabi-Yau V de dimension 3, en admettant la
convergence du potentiel de Gromov-Witten.
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5.5. Produit quantique
Ayant défini les invariants ΦA(α1, . . . , αk) comme en (5.2.13) avec I = 0, on construit
le produit quantique 〈〈•ω 〉〉 sur H∗(V ), où ω est la forme symplectique initiale sur V ,
ou une déformation de celle-ci ou un 〈〈paramètre de Kähler complexifié 〉〉 (cf. 1.8)
grâce à la formule

(5.5.39) 〈α •ω β, γ〉 =
∑

A∈H2(V,Z)

ΦA(α, β, γ) exp
(
−
∫
A

ω
)
,

pour α, β, γ ∈ H∗(V ), la forme bilinéaire 〈 , 〉 étant la forme d’intersection sur H∗(V ).
On suppose ici que le terme de droite est une série convergente.
On expliquera dans le chapitre suivant comment on peut donner un sens formel

à ce produit en utilisant l’anneau de Novikov de (V, ω). L’une des applications de la
formule (5.2.10) est alors le résultat suivant, qui est une généralisation immédiate de
la proposition 5.6

Proposition 5.9. —Le produit 〈〈•ω 〉〉 est associatif.

Démonstration. — Notons que d’après la proposition 5.2, le produit 〈〈 •ω 〉〉 est
commutatif au sens gradué, i.e. satisfait :

(5.5.40) α •ω β = (−1)deg(α) deg ββ •ω α.

L’associativité de 〈〈 •ω 〉〉 sur H∗(V ) est alors équivalente à la propriété :

(5.5.41)
〈
(α1 •ω α2) •ω α3, α4

〉
= (−1)degα2 degα3

〈
(α1 •ω α3) •ω α2, α4

〉
pour des éléments homogènes αi ∈ H∗(V ) et i = 1, . . . , 4. Or on a par définition :

(5.5.42) α1 •ω α2 =
∑
A,σ,τ

gστΦA(α1, α2, eσ) exp
(
−
∫
A

ω
)
eτ

où eσ est une base de H∗(V ) et gστ est la matrice inverse de la matrice d’intersection.
Il vient donc :〈

(α1 •ω α2) · α3, α4

〉
(5.5.43)

=
∑

A1,A2,σ,τ

gστΦA2(eτ , α3, α4)ΦA1(α1, α2, eσ) exp
(
−
∫
A1+A2

ω
)
.

D’après la formule (5.2.10), le second membre est égal à

(5.5.44)
∑
A

ΦA(α1, . . . , α4) exp
(
−
∫
A

ω
)

et l’(anti)symétrie en α2, α3 résulte alors de la proposition 5.2.

Remarque 5.10. —On peut restreindre le produit quantique à H2∗(V ) ; dans ce cas,
il résulte de la définition que 〈〈 •ω 〉〉 est le produit défini surH2∗(V ) à l’aide des dérivées
cubiques de Φω en 0, comme dans (5.3.25). La proposition 5.9 pour la cohomologie
paire résulte alors du fait que Φω satisfait l’équation WDVV.
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5.6. Le calcul d’Aspinwall et Morrison
On considère une variété de Calabi-Yau V de dimension 3. Nous avons expliqué dans
le paragraphe précédent comment calculer le potentiel de Gromov-Witten à l’aide des
solutions de l’équation de Cauchy-Riemann avec un terme inhomogène. Cependant
ce potentiel et ses dérivées troisièmes (qui doivent donner les accouplements de
Yukawa Y1 de (2.5.48) et (2.6.54)) sont en principe calculés à l’aide des vraies courbes
rationnelles P1 → V . Nous avons expliqué au § 2.6 d’après Witten, pourquoi on doit
avoir une formule du type

(5.6.45) Y1(ω)(ω1, ω2, ω3) =
∫
V

ω1 ∧ω2 ∧ω3+
∑
{f}

exp
(
−
∫

P1
f∗ω
)
α
(
{f}, ω1, ω2, ω3

)
où la somme se fait sur toutes les composantes {f} de l’ensemble des applications
holomorphes non constantes de P1 dans V , la contribution α({f}, ω1, ω2, ω3) étant
obtenue comme une intégrale sur la composante {f}.
Il faut donc essentiellement comprendre la contribution de chaque composante.

On peut raisonnablement espérer, au moins pour certaines variétés de Calabi-Yau de
dimension 3 que, pour une structure complexe générale sur V , toutes les courbes
rationnelles génériquement plongées sont rigides, c’est-à-dire n’ont pas de défor-
mations infinitésimales (pour les quintiques de dimension 3, c’est le contenu d’une
conjecture de Clemens). De telles courbes f : P1 → V fournissent des composantes
{f} de dimension 3 de l’ensemble des applications holomorphes non constantes de P1

dans V ,

{f} =
{
f ◦ φ ; φ ∈ AutP1

}
.

Une telle composante se compactifie naturellement en P3. La courbe f(P1) étant
infinitésimalement rigide, on a h1((f ◦ φ)∗TV ) = {0} de sorte que {f} se présente
comme une composante réduite de la bonne dimension du lieu des zéros de la section
s = ∂̄φ du fibréW sur l’espaceM des applications φ de classe C∞ de P1 dans V telles
que φ∗([P1]) = A, dont la fibre en φ est égale à Wφ = C∞(Ω0,1

P1 ⊗ φ∗TV ). Au vu de la
forme de l’intégrale fonctionnelle (2.6.53), la partie bosonique de l’action étant égale
à 2‖∂̄φ‖2, Aspinwall et Morrison [70] interprètent essentiellement l’intégrale

(5.6.46)
∫
φα,ψ,χ

O1(p1)O2(p2)O3(p3)e−S
′(φ,ψ,χ) dφαdψdχ,

(cf. (2.6.53)) comme une intégrale

(5.6.47)
∫
M

s∗U ∧ η1(p1) ∧ η2(p2) ∧ η3(p3)

où U serait une forme de Mathai-Quillen [80] pour le fibréW , les formes ηi(pi) étant
définies par ηi(pi) = év∗pi ωi où évpi :M → V envoie φ sur φ(pi).
Dans ce cas, pour une composante réduite de la bonne dimension {f} du lieu des

zéros de s, la contribution α({f}, ω1, ω2, ω3) à l’intégrale (5.6.47) est simplement égale
à
∫
{f} η1(p1) ∧ η2(p2) ∧ η3(p3).
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D’autre part, en compactifiant {f} en P3, on peut construire un diagramme

(5.6.48)

Γpi
qi−−−→ P1 f−−−→ V+q′i

P3

où l’application q′i est birationnelle et qi est une résolution des singularités de
l’application méromorphe de P3 dans P1 qui à φ ∈ AutP1 associe φ(pi).
Il est alors naturel de définir la classe ηi(pi) sur P3 par

ηi(pi) = q′i∗ ◦ q∗i ◦ f∗([ωi]),
le terme de droite étant indépendant du choix de la résolution.
Lorsque ωi est de degré égal à 2, il est alors immédiat de vérifier l’égalité :

ηi(pi) =
∫

P1
f∗(ωi)c1

(
OP3(1)

)
.

On trouve donc que la contribution d’une telle composante satisfait l’égalité

(5.6.49) α
(
{f}, ω1, ω2, ω3

)
=
∫

P1
f∗ω1

∫
P1
f∗ω2

∫
P1
f∗ω3 .

Malheureusement, et même si la conjecture de Clemens est vraie, il faut prendre en
compte la contribution des composantes {fk} constituée des applications g : P1 → V
de la forme g = f ◦ φ où f est de degré 1 sur son image (qui est une courbe
infinitésimalement rigide) et φ est une application de degré k de P1 dans P1.
Aspinwall et Morrison proposent alors, par analogie avec ce qui précède, de calculer

la contribution α({fk}, ω1, ω2, ω3) grâce à la formule

(5.6.50) α
(
{fk}, ω1, ω2, ω3

)
=
∫
{fk}

c2(k−1)(E) η1(p1) ∧ η2(p2) ∧ η3(p3)

où E est le fibré (de rang 2(k − 1)) de fibre Eφ = H1(φ∗(TV )), ce qui serait correct
si {fk} était compacte, puisque H1(φ∗(TV )) s’identifie au conoyau de l’application
ds : TMφ →Wφ.
Pour donner un sens à cette expression, il faut donc construire une compactification

de {fk} à laquelle le fibré E s’étend et étendre les classes des formes ηi(pi).
Aspinwall et Morrison choisissent la compactification la plus simple l’espace pro-

jectif de {fk} de dimension 2k + 1 des sections du fibré OQ(k, 1) sur la sur-
face Q = P1 × P1. En effet, un élément générique de P2k+1 paramètre exactement une
courbe C dans Q isomorphe à P1 par la première projection π1 et de degré k au-dessus
de P1 par la seconde projection π2, c’est-à-dire un morphisme π2 ◦ π1 C

−1 : P1 → P1

de degré k. On peut définir comme ci-dessus les classes ηi(pi) par la formule

(5.6.51) ηi(pi) = q′i∗ ◦ q∗i ◦ f∗([ωi])
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où l’application qi est obtenue par résolution des singularités de l’application
méromorphe de P2k+1 dans P1 qui à C associe π2 ◦ π1 C

−1(pi) :

(5.6.52)

Γpi
qi−−−→ P1 f−−−→ V+q′i

P2k+1.

On constate alors immédiatement que :

ηi(pi) =
(∫

P1
f∗ωi

)
c1
(
OP2k+1(1)

)
.

Sur l’ouvert P2k+1 constitué des morphismes de degré k de P1 dans P1, on a un
fibré vectoriel E de rang 2(k − 1) dont la fibre en φ est Eφ = H1(f ◦ φ∗(TV )). Il se
prolonge à P2k+1 de la façon suivante.
Soient D ⊂ P2k+1×Q le diviseur universel et pr1, pr2 les projections de P2k+1×Q

sur ses facteurs. On pose :

E = R1pr1∗
(
pr∗2
(
(f ◦ π2)∗(TV )

)
|D
)
.

En notant F = (f ◦ π2)∗TV , on a alors la suite exacte suivante sur P2k+1 ×Q

(5.6.53) 0→ pr∗2(F )(−1,−k,−1) −→ pr∗2(F ) −→ pr∗2(F )|D → 0

où O(−1,−k,−1) ∼= ID est le fibré

pr∗1(OP2k+1(−1))⊗ pr∗2(OQ(−k,−1)).

Comme H1((f ◦ π1)∗(TV )) = {0}, on obtient immédiatement un isomorphisme :

(5.6.54) E = R1pr1∗
(
pr∗2(F )|D

) ∼= OP2k+1(−1)⊗H2
(
Q,F (−k,−1)

)
.

On en déduit l’égalité

c2(k−1)(E) = c1
(
OP2k+1(1)

)2(k−1)

et la formule

(5.6.55) α
(
{fk}, ω1, ω2, ω3

)
=
∫

P1
f∗ω1

∫
P1
f∗ω2

∫
P1
f∗ω3.

Les formules (5.6.45) et (5.6.55) fournissent maintenant l’expression suivante pour
Y1(ω)(ω1, ω2, ω3), en supposant que toutes les courbes génériquement plongées sont
infinitésimalement rigides

Y1(ω)(ω1, ω2, ω3)(5.6.56)

=
∫
V

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 +
∑

P1⊂V
k≥1

e−k
∫

P1
f∗ω
∫

P1
f∗ω1

∫
P1
f∗ω2

∫
P1
f∗ω3,
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ce qui, en effectuant la somme sur k et en notant N(A) le nombres de courbes
rationnelles génériquement plongées de classe A, devient

Y1(ω)(ω1, ω2, ω3)(5.6.57)

=
∫
V

ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 +
∑
A

N(A)
e−
∫
A
ω

1− e−
∫
A
ω

∫
A

ω1

∫
A

ω2

∫
A

ω3,

c’est-à-dire la formule utilisée dans le § 3.3.
Le raisonnement décrit ici est très incomplet car il repose sur le choix non justifié

de la compactification naturelle de l’espace des applications de degré k de P1 dans P1

donnée par l’espace P2k+1 pour appliquer la formule d’excès (5.6.50).
En fait, la formule d’Aspinwall et Morrison (5.6.57) a été prouvée rigoureusement

par Manin [79], reprenant certaines idées de Kontsevich [51], en admettant la validité
de la formule de Bott pour les 〈〈champs 〉〉 lisses, et plus récemment par Voisin [85],
suivant une ligne plus proche de celle proposée par Aspinwall et Morrison. Dans ces
derniers articles, on montre (5.6.57) en supposant l’égalité (qu’on peut prendre comme
une définition du terme de gauche)

(5.6.58) Y1(ω)(ωi, ωj , ωk) =
∂3Φω

∂ti∂tj∂tk
(0)

dans laquelle {ω)} est une base de H2(X,C) et les t) sont les coordonnées linéaires

correspondantes sur H2(X,C). (Le membre de droite est aussi égal à
∂3Φω+α
∂ti∂tj∂tk

(α)

pour tout α ∈ H2(X,C).)
Pour cela, on montre d’abord la proposition 5.11 qui concerne le calcul des inva-

riants de Gromov-Witten. Soit j : P1 → X une immersion rigide (nécessairement de
degré 1 sur son image), c’est-à-dire telle que le fibré normal NP1X soit isomorphe à
OP1(−1)⊕OP1(−1) ; soient A = j∗([P1]) ∈ H2(X,Z) et k un entier strictement positif.
On considère une petite déformation générique J de la structure pseudocomplexe

de X et une section ν proche de 0 du fibré pr∗1 Ω
0,1
P1 ⊗ pr∗2 T

1,0
X,J → P1 × X . On

suppose (J, ν) générique.
L’ensemble WkA,J,ν possède alors une composante W 0

kA,J,ν faite d’applications φ :
P1 → X d’image contenue dans un voisinage assez petit de j(P1). Cette composante
〈〈déforme 〉〉 la famille des applications holomorphes φ : P1 → X de la forme j ◦ f pour
f : P1 → P1 de degré k.
La contribution de cette famille aux invariants de Gromov-Witten sera (par défi-

nition) donnée par l’image des applications d’évaluation restreintes àW 0
kA,J,ν× (P1)).

Proposition 5.11. —Soient x1, x2, x3 trois points distincts de P1 et soit év :
W 0
kA,J,ν → X3 l’application définie par

év(φ) =
(
φ(x1), φ(x2), φ(x3)

)
.

Alors l’adhérence de l’image de év a pour classe d’homologie A⊗A⊗A ∈ H6(X3,Z)
(où l’on utilise l’orientation naturelle de W 0

kA,J,ν , voir [81]).
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En supposant maintenant que toutes les courbes rationnelles génériquement
plongées dans X sont immergées et rigides, on déduit aisément de cette proposition
la formule suivante pour le potentiel de Gromov-Witten de X

(5.6.59) Φω(α) = 1
6

∫
X

α3 +
∑

0�=A∈H2(X,Z)

N(A)
∑
m≥3
k≥1

km−3

m !

(∫
A

α
)m

exp
(
−
∫
kA

ω
)

où N(A) est le nombre de courbes rationnelles génériquement plongées de classe A.
En dérivant trois fois cette expression, il vient

∂3Φω
∂ti∂tj∂tk

(α)(5.6.60)

=
∫
X

ωiωjωk

+
∑
A �=0

N(A)
(∑
m≥3
k≥1

km−3

(m− 3)!

(∫
A

α
)m−3

exp
(
−
∫
kA

ω
))

×
∫
A

ωi

∫
A

ωj

∫
A

ωk

=
∫
X

ωiωjωk +
∑
A �=0

N(A)
(∑
k≥1

exp
(∫

kA

−ω + α
))∫

A

ωi

∫
A

ωj

∫
A

ωk

=
∫
X

ωiωjωk +
∑
A �=0

N(A)
e
∫
A
−ω+α

1− e
∫
A
−ω+α

,

ce qui prouve (5.6.57).
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Le but de ce chapitre est d’une part de fournir des compléments au chapitre précédent,
et d’autre part d’expliquer les idées (en partie rigoureuses, en partie intuitives)
utilisées par Givental [91] pour arriver à la même conclusion que Candelas, de la Ossa,
Green, Parkes (voir le chapitre 3), à savoir que le comptage des courbes rationnelles
dans une quintique de P4 doit permettre de construire une fonction liée par des
transformations simples aux solutions de l’équation de Picard-Fuchs de la famille
miroir.

La cohomologie de Floer, à laquelle est consacrée la première partie de ce chapitre,
n’est pas réellement utilisée dans la suite, consacrée à la construction de Givental, si
ce n’est pour garantir le sens de certaines expressions formelles qu’il utilise.

On présente d’abord la théorie de Floer, qui consiste à utiliser l’existence de
l’indice de Conley-Zehnder, pour construire le complexe de Floer. On considère une
certaine fonctionelle définie sur le revêtement de l’espace des lacets d’une variété
symplectique. L’indice de Conley-Zehnder est un substitut de l’indice de Morse ; il
donne la dimension de l’espace des trajectoires du flot du gradient symplectique de
cette fonctionnelle reliant deux points critiques.

Le terme d’ordre 1 de ce flot est donné par l’équation de Cauchy-Riemann pour
une structure pseudocomplexe générique. La cohomologie du complexe de Floer se
compare essentiellement à la cohomologie de la variété en question à coefficients dans
un certain anneau de séries formelles, et peut être munie d’un produit naturel, qui a
été récemment identifié au produit quantique.

On explique ensuite les éléments de cohomologie équivariante, et particulière-
ment de cohomologie S1-équivariante d’une variété symplectique munie d’une action
hamiltonienne, nécessaires pour comprendre le calcul de Givental ; suivant [91], on
explique la construction d’une structure de D-module sur H∗

S1(M) sous certaines
hypothèses, ainsi que le calcul de certaines classes d’Euler équivariantes sur les espaces
de polynômes de Laurent P (z) à coefficients dans C5 munis de l’action de S1 donnée
par la rotation des lacets P (z) 
→ P (λz) avec λ ∈ S1 qui, par passage à la limite,
fournissent des solutions formelles de l’équation de Picard-Fuchs mentionnée ci-dessus.
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6.1. Cohomologie de Floer

Cette théorie a été inventée par Floer [89], [90] dans le but d’obtenir des inégalités de
Morse pour le nombre de points fixes d’un difféomorphisme exact (c’est-à-dire obtenu
par intégration d’un champ X(t) dépendant du temps et globalement hamiltonien
pour tout temps t) d’une variété symplectique, ou pour le nombre d’orbites périodiques
d’un flot hamiltonien périodique (conjecture d’Arnold). Soient (V, ω) une variété
symplectique compacte et H une fonction C∞ sur R×V telle queH(t, v) = H(t+1, v) ;
cette fonction détermine, grâce à la formule

intXH (t)(ω) = dHt ,

un champ hamiltonien XH dépendant du temps sur V et donc un flot

ψt : V −→ V.

On a ψ1(v) = v si et seulement si ψt(v) est une orbite périodique de XH .

Soient LV l’espace des lacets homotopes à une constante et L̃V le revêtement
de LV correspondant au noyau de l’application composée

(6.1.1) π1(LV ) −→ π2(V ) −→ H2(V )
(c1,ω)−−−−→ R2

où c1, ω : H2(V,Z)→ R sont définies par intégration de c1(V ), ω ∈ H2(V ).

L’espace L̃V peut être identifié à l’espace des applications φ : D2 → V modulo la
relation

φ ≡ ψ si φ|∂D2 = ψ|∂D2 ,

∫
D2
φ∗c1 =

∫
D2
ψ∗c1,

∫
D2
φ∗ω =

∫
D2
ψ∗ω,

où D2 est le disque unité de R2. La forme ω et la fonction H permettent de définir
l’action suivante sur L̃V

(6.1.2) AH(φ) =
∫
D2
φ∗(ω) +

∫
S1
H
(
t, φ(t)

)
dt

où S1 = ∂D2 est identifié à R/Z.
Les points critiques de AH sont définis par la condition

(6.1.3) ∀ξ ∈ C∞(φ∗
|S1(TV )

)
,

∫
S1
intξω +

∫
S1
dVH

(
t, φ(t)

)
(ξ)dt = 0,

ce qui équivaut clairement à

ω
(
φ′(t), •

)
= dVH

(
t, φ(t)

)
(•)

ou encore au fait que φ|S1 est une orbite périodique de XH .
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Soit maintenant J une structure pseudocomplexe sur V , compatible avec ω ; on
associe à (J, ω) la métrique g(u, v) = ω(u, Jv) sur TV et donc la métrique L2 sur TLV
(ou T

L̃V
) définie de la façon suivante. Pour φ ∈ LV , l’espace tangent à LV en φ est

l’espace des sections de classe C∞ du fibré φ∗TV ; soient ρ, ξ ∈ C∞(φ∗(TV )). On pose :

〈ρ, ξ〉φ =
∫
S1
gφ(t)

(
ρ(t), ξ(t)

)
dt.

Comme on a

dAH(ξ) =
∫
S1
ω
(
ξ(t), φ′(t)

)
+ ω
(
XHt(φ(t)), ξ(t)

)
dt,

on voit que le gradient de AH pour cette métrique est le champ

φ 
−→ −Jφ′(t) + JXH(t) ∈ C∞(φ∗(TV )
)
.

Même si l’on suppose que les points critiques de AH sont sont pas dégénérés, on ne
peut pas faire de la théorie de Morse avec cette fonctionnelle, car sa hessienne en un
point critique a un nombre infini de valeurs propres positives ou négatives.
En remplaçant l’indice de Morse par l’indice de Conley-Zehnder, Floer a néanmoins

construit un analogue du complexe de Thom-Smale (en supposant que (V, ω) est
monotone).

6.1.1. Indice de Conley-Zehnder
SoitH ⊂ LV l’ensemble des orbites périodiques de XH ; soit φ ∈ H et soit φ̃ : D2 → V
une application C∞ étendant φ. On peut trivialiser le fibré symplectique φ̃∗TV sur D2.
D’autre part, pour t ∈ S1, la différentielle

ψt∗ : (φ
∗TV )0 −→ (φ∗TV )t

du flot ψt fournit un isomorphisme symplectique, puisque XH est hamiltonien. Grâce
à la trivialisation induite de φ∗TV , la différentielle ψt∗ fournit une application

kt : S1 −→ Spn (dimV = 2n)

dont la classe d’homotopie est mesurée par un entier µ(φ̃, H) qu’on appelle indice de
Conley-Zehnder de (φ̃, H).
On a une action naturelle

(u, φ̃) 
−→ u# φ̃

du groupe Im(π2(V )→ H2(V )) sur L̃V qui se décrit de la façon suivante. La classe u
d’une application ũ : S2 → V étant donnée et φ̃ ∈ L̃V étant représentée par une
application φ̃ : D2 → V que l’on note de la même manière, on peut supposer que
pour un point base x0 de S2, on a ũ(x0) = φ̃(0). En identifiant S2−{x0} et l’intérieur
de D2

1/2 et en envoyant D
2 −D2

1/2 sur D
2 par une application β de la forme

z 
−→ ρ(|z|)z, avec ρ monotone, ρ(1) = 1 et ρ( 1
2
) = 0,

on définit u# φ̃ comme la classe de l’application de D2 dans V qui vaut ũ sur D2
1/2

et φ̃ ◦ β sur D2 −D2
1/2.
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L’indice de Conley-Zehnder se comporte de la façon suivante par rapport à cette
action (qui laisse bien sûr stables les points critiques de AH) :

(6.1.4) µ(u# φ̃, H) = µ(φ̃, H) + 2
∫
S2
u∗c1(V ).

Le résultat suivant est dû à Salamon et Zehnder

Théor̀eme 6.1. —Soient φ̃, ψ̃ des points critiques non-dégénérés de AH ; alors
pour une structure pseudocomplexe générique J , l’espace M(φ̃, ψ̃) des solutions de
l’équation

(6.1.5)
∂u

∂s
(s, t) = −J ∂u

∂t
(s, t) + JXHt(u(s, t))

pour (s, t) ∈ R× S1 (c’est-à-dire les trajectoires du gradient de AH) satisfaisant

(6.1.6) lim
s→−∞

u(s, t) = φ, lim
s→+∞

u(s, t) = ψ, ψ̃ = u# φ̃ ∈ L̃V

est de dimension µ(ψ̃,H)− µ(φ̃, H).

On a utilisé ici la même notation # pour l’opération suivante. Si

• φ̃ est la classe d’équivalence d’une application φ̃ : D2 → V satisfaisant φ̃ |∂D2 = φ,

• u est une application de R× S1 dans V , satisfaisant u | −∞ = φ,

• u |+∞ = ψ,

alors u# φ̃ désigne la classe dans L̃V de l’application de D2 dans V qui vaut φ̃(2z)
sur D2

1/2 et u sur D
2 −D2

1/2

0 ∼= R× S1.

En particulier, pour µ(ψ̃,H) − µ(φ̃, H) = 1, on trouve des trajectoires isolées
(modulo les translations du temps s). Comme dans la théorie de Morse, ces trajectoires
vont servir à construire la différentielle du complexe de Floer ; on est cependant
confronté au problème suivant : dans L̃V , AH peut avoir une infinité de points
critiques d’indice k (c’est le cas par exemple si c1 = 0).
L’introduction de l’anneau de Novikov permet de contourner cette difficulté.

6.1.2. Anneau de Novikov
Soient Γ un groupe commutatif et φ : Γ → R un homomorphisme. Étant donné un
anneau R de coefficients (Z,Q,R, . . .), on définit Λ(Γ, φ, R) comme l’ensemble des
fonctions ρ : Γ→ R telles que pour tout réel c > 0, l’ensemble{

A ∈ Γ ; ρ(A) �= 0, φ(A) < c
}

est fini.

L’ensemble Λ(Γ, φ, R) est un anneau pour l’addition des fonctions et la multiplication
définie par la formule suivante où la somme à droite est finie :

ρ · ρ′(A) =
∑
B

ρ(B)ρ′(A−B)
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Si Γ est un Z-module libre de type fini, de base (e1, . . . , em), on peut identifier
Λ(Γ, φ, R) à l’ensemble des séries∑

I∈Zm

λI t
I , λI ∈ R,

en les variables formelles t1, . . . , tm, satisfaisant la condition : pour tout réel c > 0,

l’ensemble
{
I = (i1, . . . , im) ; λI �= 0,

∑
k

ikφ(ek) < c
}

est fini.

L’anneau de Novikov Λω que l’on utilisera est construit comme ci-dessus sur le
groupe

Γ = Ker c1/Ker c1 ∩Kerω,

muni de l’homomorphisme ω (on note abusivement c1 et ω les applications à valeurs
dans R, définies sur π2(V ) comme les composés de la flèche naturelle π2(V )→ H2(V )
et des formes linéaires sur H2(V ) correspondant aux classes ω, c1 de H2(V )).
Notons que si c1 = 0, π2(V ) = H2(V ) et ω est injectif, on a Γ = H2(V,Z).

6.1.3. Complexe de Floer
Comme on a besoin d’un résultat de compacité pour l’image par l’application
d’évaluation des variétésM(φ̃, ψ̃) pour µ(ψ̃,H)− µ(φ̃, H) ≤ 2, on suppose désormais
que V est monotone (voir [89]) ou faiblement monotone (voir [94]), ce qui empêche le
phénomène de bulle pour des indices petits et permet de montrer :

Théor̀eme 6.2. —Pour c > 0 et k ≤ 2, soit

Mk
c ⊂

⋃
φ̃,ψ̃

µ(ψ̃,H)≤µ(φ̃,H)+k

M(φ̃, ψ̃)

défini par la condition :

E(u) := 1
2

∫ +∞

−∞

∫
S1

∣∣∣ ∂u
∂s

∣∣∣2+∣∣∣ ∂u
∂t

−XHt

(
u(s, t)

)∣∣∣2 dsdt ≤ c.

Alors l’image dans V de l’application
év : R× S1 ×Mk

c −→ V,

év(s, t, u) = u(s, t)
est compacte.

(On a posé R = R ∪ {−∞,+∞} et prolongé u en passant à la limite).
Le complexe de Floer est alors construit de la façon suivante.
Soit H̃ l’ensemble des points critiques de AH et soit H̃k l’ensemble des points

critiques d’indice k. On définit Ck comme l’ensemble des fonctions ξ : H̃k → R, telles
que pour tout réel c > 0, l’ensemble{

φ̃ ∈ H̃k ; ξ(φ̃) �= 0, AH(φ̃) ≤ c
}

soit fini. (On utilisera plus loin la notation ξ =
∑

φ̃ ξ(φ̃)〈φ̃〉). On a maintenant :
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Lemme 6.3. —La formule

(6.1.7) ρξ(φ̃) =
∑
A∈Γ

ρ(A)ξ
(
(−A)# φ̃

)
,

où ξ ∈ Ck et φ̃ ∈ Hk, définit une action naturelle de Λω sur Ck.

En effet, comme A ∈ Ker c1 , on a bien (−A)# φ̃ ∈ H̃k d’après (6.1.4) ; d’autre
part, la somme est finie puisque AH((−A)# φ̃) = −ω(A) + AH(φ̃). Pour que
ρ(A)ξ((−A)# φ̃) ne soit pas nul, il faut que ρ(A) �= 0 et ξ((−A)# φ̃) �= 0 ; si on
avait une infinité de termes non nuls on aurait une suite Ai avec

lim
i→∞

ω(Ai) =∞ et ξ
(
(−Ai)# φ̃

)
�= 0,

ce qui est absurde puisque lim
i→∞

AH((−Ai)# φ̃) = −∞. Cela montre que ρ · ξ est bien
une fonction de H̃k dans R. On montre de même qu’on a bien ρ · ξ ∈ Ck.

Notons maintenant que Ck est en fait un module de rang fini sur Λω (cf. [94]).
Soit N le nombre de Chern minimal de (V, ω), défini par

NZ = Im
(
c1 : π2(V )→ Z

)
.

Soit Hk l’ensemble des orbites périodiques φ telles que µ(φ̃) ≡ k mod 2N , pour un
relèvement φ̃ de φ dans H̃.
Pour φ ∈ Hk , on choisit un relèvement φ̃ dans H̃k. On voit immédiatement que

les éléments 〈φ̃〉 ∈ Ck correspondants forment une base de Ck sur Λω.

Pour φ̃, ψ̃ ∈ H̃, soit u ∈ M(φ̃, ψ̃) ; on a alors :

(6.1.8) E(u) = AH(ψ̃)−AH(φ̃).

D’après les théorèmes 6.1 et 6.2 et (6.1.8), il existe un nombre fini de trajectoires dans
M(φ̃, ψ̃) modulo les translations du temps pour φ̃ ∈ H̃k et ψ̃ ∈ H̃k+1. On peut en
outre les compter avec des signes (cf. [89], [94]), ce qui fournit un nombre n(φ̃, ψ̃) ∈ Z.
On a alors :

Lemme 6.4. —La formule

(6.1.9) ∂ξ(ψ̃) =
∑
φ̃∈H̃k

n(φ̃, ψ̃)ξ(φ̃)

où ξ ∈ Ck et ψ̃ ∈ H̃k+1, définit une application

(6.1.10) ∂ : Ck −→ Ck+1.

C’est cette application qui sera la différentielle du complexe de Floer.
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Remarquons tout d’abord que la somme dans (6.1.9) est finie : en effet, lorsque u
appartient à M(φ̃, ψ̃), on a

E(u) = AH(ψ̃)−AH(φ̃) ≥ 0

et donc AH(φ̃) ≤ AH(ψ̃) lorsque M(φ̃, ψ̃) est non vide et il existe un nombre fini de
φ̃ ∈ H̃k satisfaisant AH(φ̃) ≤ AH(ψ̃) et ξ(φ̃) �= 0.
On vérifie de même que ∂ξ est bien dans Ck+1 : si AH(ψ̃) ≤ c, la condition

∂ξ(ψ̃) �= 0 implique ξ(φ̃) �= 0 pour un élément φ̃ de H̃k tel que M(φ̃, ψ̃) est non vide.
On a alors AH(φ̃) ≤ c et il existe un nombre fini de tels φ̃. D’autre part, d’après le

théorème 6.2 et la formule (6.1.8) pour un tel φ̃, l’ensemble⋃
AH(ψ̃)≤c

M(φ̃, ψ̃)

est fini modulo les translations du temps, de sorte que l’ensemble{
ψ̃ ; AH(ψ̃) ≤ c, ∂ξ(ψ̃) �= 0

}
est bien fini.

On a maintenant le résultat suivant :

Théor̀eme 6.5. —La différentielle ∂ satisfait ∂2 = 0 et permet donc de définir les
groupes de cohomologie de Floer

(6.1.11) FHk(V, ω) = Ker(∂ : Ck → Ck+1)/ Im(∂ : Ck−1 → Ck).

Notons finalement que ∂ commute de façon évidente avec l’action de Λω, de sorte
que FHk(V, ω) est un Λω-module.

Remarque 6.6.—L’action du groupe de revêtement sur L̃V fournit un isomorphisme

A# : H̃k −→ H̃k+2c1(A)

pour A ∈ π2(V ). D’autre part A# préserve clairement les trajectoires, de sorte que
pour tout k on a un isomorphisme (en fait canonique) :

FHk(V, ω) ∼= FHk+2N (V, ω),

où N est toujours le nombre de Chern minimal de (V, ω).

On peut montrer (voir [89], [94]) que FHk(V, ω) ne dépend pas du choix générique
de (H, J) (ce qui justifie la notation a posteriori) au sens où pour (H1, J1), (H2, J2)
satisfaisant les conditions nécessaires à la construction du complexe de Floer, on a un
isomorphisme canonique :

FHk(V, ω)(H1,J1)
∼= FHk(V, ω)(H2,J2).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996



126 CHAPITRE 6. LA CONSTRUCTION DE GIVENTAL

6.2. Théorème de comparaison
Floer (dans le cas monotone) et Hofer-Salamon (dans le cas faiblement monotone)
ont montré le résultat suivant.

Théor̀eme 6.7. —On a un isomorphisme canonique :

(6.2.12) FHk(V, ω) ∼=
⊕

)≡kmod2N

Hn+)(V,Λω).

La démonstration repose sur le fait que FHk(V, ω) est indépendant de (H, J) et
sur l’étude du cas où H ne dépend pas du temps. On peut alors montrer que, si H
est une fonction suffisamment petite sur V , les seules orbites périodiques de XH sont
les lacets constants d’image un point critique de H .
Le second point important est le fait que les solutions u(s, t) de l’équation (6.1.5),

s ∈ R, t ∈ S1, isolées modulo la translation du temps, avec

lim
s→−∞

u(s, t) = cx, lim
s→+∞

u(s, t) = cy

où cx, cy sont les lacets constants d’image les points critiques x, y de H , sont
indépendantes de t, et donc s’identifient à des trajectoires du gradient JXH de H
entre les points critiques x et y.
Pour conclure, il faut comparer l’indice de Conley-Zehnder de φ̃x, où x est un point

critique de H et φ̃x : D2 → V est l’application constante φ̃x(z) = x, et l’indice de
Morse de H au point x.
On a la relation suivante, montrée par Salamon et Zehnder :

(6.2.13) µ(φ̃x, H) = indH(x)− n (dimV = 2n).

Il résulte de ce qui précède que si (C∗, ∂) et (M∗, ∂) sont les complexes de Floer
de AH et de Thom-Smale de H respectivement, on a un isomorphisme naturel de
complexes

(6.2.14) Ck ∼=
⊕

j≡kmod 2N

M j+n ⊗ Λω .

Ce qui fournit l’isomorphisme (6.2.12).

Remarque 6.8. —Givental et Kim [93] proposent d’obtenir cet isomorphisme en
considérant le cas où H = 0. Dans ce cas, l’ensemble des points critiques de AH est
constitué d’une infinité de copies de de la variété V , les lacets constants étant des
orbites périodiques de XH = 0. Ils proposent alors d’étendre la théorie de Floer par
analogie avec l’extension de Bott de la théorie de Morse, en prenant comme cycles
de l’homologie de Floer les cycles CA, où A ⊂ V représente un élément de H∗(V,Z),
définis par

CA =
{
u(t), t ∈ S1 ; u(t) = u(s0, t)

où u(s, t) satisfait (6.1.5) avec H = 0 et
lim

s→−∞
u(s, t) est un lacet constant d’image dans A

}
.
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Ils affirment alors que la différentielle nulle sur l’espace engendré par ces cycles fournit
alors la définition correcte de l’homologie de Floer. Cette approche a été justifiée
rigoureusement par Piunikhin, Salamon et Schwarz [96]. Un point intéressant dans
cette approche est le fait que les trajectoires u(s, t) utilisées ci-dessus sont simplement
des disques pseudoholomorphes dans V rencontrant les cycles A de V en 0.

6.3. Cohomologie quantique et cohomologie de Floer
Cette section a pour but d’une part de compléter le chapitre 5 en montrant que
le produit quantique peut être défini formellement à condition d’introduire l’anneau
de coefficients adéquat, et d’autre part de montrer que ce produit peut s’interpréter
comme un produit naturel sur la cohomologie de Floer.
Elle ne sera pas utilisée dans la suite du chapitre.

6.3.1. Anneau de Novikov et produit quantique
On suit ici [81]. Au paragraphe 5.5, on a défini un produit 〈〈•ω 〉〉 sur la cohomolo-
gie d’une variété faiblement monotone, sous l’hypothèse de convergence des séries
considérées, par la formule :

(6.3.15) 〈α •ω β, γ〉 =
∑

A∈H2(V,Z)

e−ω(A)ΦA(α, β, γ).

Notons que par définition, ΦA(α, β, γ) ne peut être différent de zéro que si

A ∈ Im(π2 → H2) et degα+ deg β + deg γ = 2
(
n+ c1(A)

)
.

D’autre part, par compacité (voir [76]), on a : pour tout c > 0 réel, il existe un nombre
fini de classes A ∈ H2(V,Z) telles que ω(A) < c et ΦA(α, β, γ) �= 0 pour au moins un
triplet (α, β, γ) d’éléments de V .
Soit Λ′

ω l’anneau de Novikov construit comme au § 6.1.2 sur le groupe

Γ′ = π2(V )/Ker c1 ∩Kerω avec R = Q.

L’anneau Λ′
ω s’identifie à l’anneau des séries formelles

∑
A∈Γ′ λA eA avec λA ∈ Q,

satisfaisant la condition : pour tout c > 0 réel, il existe un nombre fini de classes
A ∈ Γ′ telles que ω(A) < c et λA �= 0, muni de la multiplication

(λ · λ′)A =
∑

B+C=A

λBλ
′
C (la somme est finie).

L’anneau Λ′
ω est gradué par deg(e

A) = 2c1(A). Considérons H∗(V,Q)⊗ Λ′
ω muni de

la graduation deg(α⊗ eA) = degα+ 2c1(A) ; notons qu’on a

(6.3.16)
(
H∗(V,Q)⊗ Λ′

ω

)k ∼=
⊕

)≡kmod 2N

H)(V,Q)⊗ Λω ∼= FHk−n(V, ω).

où le dernier isomorphisme est celui de (6.2.12). On a maintenant la version formelle
suivante du produit quantique qui n’avait été défini dans le chapitre précédent que
moyennant des hypothèses de convergence :
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Proposition 6.9. —La formule

(6.3.17) 〈α • β, γ〉 =
∑

A∈Im(π2(V )→H2(V ))

eAΦA(α, β, γ)

où A est la projection de A dans Γ′, définit un produit gradué associatif sur
H∗(V,Q)⊗ Λ′

ω, si on définit pour α, β, γ ∈ H∗(V,Q) :

ΦA
(
α⊗ eA1 , β ⊗ eB1 , γ ⊗ eC1

)
= eA1+B1+C1ΦA(α, β, γ),

〈α ⊗ eA, β ⊗ eB〉 = eA+B〈α, β〉.

Démonstration. — La formule (6.3.17) équivaut à

(6.3.18) α⊗ eA1 • β ⊗ eB1 =
∑
A,σ,τ

gστΦA(α, β, eσ)eτ ⊗ eA+A1+B1

où eσ est une base de H∗(V,Q) et gστ est l’inverse de la matrice d’intersection. Par
compacité, le terme de droite contient un nombre fini de coefficients∑

A,σ

gστΦA(α, β, eσ)

non nuls pour τ fixé et ω(A+A1 +A2) < c, pour tout c ∈ R, de sorte que ce produit
est bien dans H∗(V,Q)⊗ Λ′

ω. Finalement, en supposant que α, β, eσ sont homogènes
on a

ΦA(α, β, eσ) = 0 si degα+ deg β + deg eσ �= 2
(
n+ c1(A)

)
et on a donc

deg
(
α⊗ eA1 • β ⊗ eB1

)
= degα+ deg β + 2

(
c1(A1) + c1(B1)

)
puisque pour ΦA(α, β, eσ) �= 0 et gστ �= 0, on a :

deg eτ = 2n− deg σ,
deg eτ ⊗ eA+A1+B1 = 2

(
c1(A) + c1(A1) + c1(B1)

)
+ deg eτ ,

deg eσ = 2
(
n+ c1(A)

)
− degα− deg β.

La preuve de l’associativité se fait comme au § 5.5.

6.3.2. Produit sur la cohomologie de Floer
On considère trois fonctions Hi où i = 1, 2, 3 sur S1 × V et une structure pseudo-
complexe J sur V , permettant de construire les complexes de Floer (Ck

i , ∂) comme
au § 6.1.3. Pour chaque i, on choisit une fonction H ′

i(s, t, v) sur R× S1 × V , telle que

H ′
i(s, t, v) =

{
Hi(t, v) pour |s| ≥ 1,

H ′
i(s, t, v) = 0 pour |s| ≤ 1

2
.
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Soit Σ la sphère S2 privée de trois disques disjoints Di. On choisit des paramétrages
conformes de voisinages Ui de ∂Di dans Σ :

(6.3.19)

 ηi : ]−∞, 0[× S1 ∼= Ui pour i = 1, 2,

η3 : ]0,+∞[× S1 ∼= U3 ,

avec lim
s→−∞

ηi(s, t) ∈ ∂Di pour i = 1, 2 et lim
s→+∞

η3(s, t) ∈ ∂D3.

Soient φ̃i pour i = 1, 2, 3 des points critiques de AHi dans L̃V et φi les orbites
périodiques correspondantes de XHi ; on considère l’espaceM(φ̃1, φ̃2, φ̃3) des solutions
u : Σ→ V de l’équation

(6.3.20)


∂ui
∂s

(s, t) = −J ∂ui
∂t

(s, t) + JXH′
i
(s,t)

(
u(s, t)

)
,

u|Σ−∪Ui pseudoholomorphe,

où ui = u ◦ ηi et donc s ≤ 0, t ∈ S1 pour i = 1, 2 et s ≥ 0, t ∈ S1 pour i = 3,
satisfaisant :

(6.3.21)


lim

s→−∞
ui(s, t) = φi pour i = 1, 2, lim

s→+∞
u3(s, t) = φ3 ,

φ̃3 = u#
(
φ̃1 & φ̃2

)
∈ L̃V .

Comme H ′
i(s, t, v) est nulle pour |s| ≤ 1

2
, la fonction ui est pseudoholomorphe pour

|s| ≤ 1
2
; d’autre part, comme H ′

i(s, t, v) = Hi(t, v) pour |s| ≥ 1, on a bien
lim

s→−∞
ui(s, t) est une orbite périodique de XHi pour i = 1, 2,

lim
s→+∞

u3(s, t) est une orbite périodique de XH3 ,

de sorte que ces équations sont compatibles.
On peut montrer que pour un choix générique de H ′

i et J , l’espace M(φ̃1, φ̃2, φ̃3)
est de dimension µ(φ̃3, H3)− µ(φ̃1, H1)− µ(φ̃2, H2)− n. Lorsque

µ(φ̃3, H3)− µ(φ̃1, H1)− µ(φ̃2, H2)− n = 0,

on peut compter ces solutions avec un signe adéquat, ce qui permet de construire une
série d’applications

(6.3.22)

 νk,) : Ck
H1
× C)

H2
−−−−→ Ck+)+n

H3
,

νk,)
(
〈φ̃〉, 〈ψ̃〉

)
=
∑
χ̃

n(φ̃, ψ̃, χ̃)〈χ̃〉

où l’on montre que le terme de droite est bien un élément de Ck+)+n
H3

par un argument
de compacité.
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On peut montrer que les applications νk,) commutent avec les différentielles, et
permettent donc de construire un produit η =

⊕
ηk,)

(6.3.23) ηk,) : FHk(V, ω)⊗ FH)(V, ω) −→ FHk+)+n(V, ω).

D’après l’isomorphisme (6.3.16), η fournit un produit gradué sur H∗(V,Q)⊗ Λ′
ω

(6.3.24) η : (H∗(V,Q)⊗ Λ′
ω)

k+n ⊗ (H∗(V,Q)⊗ Λ′
ω)

)+n−→ (H∗(V,Q)⊗ Λ′
ω)

k+)+2n.

Le théorème de comparaison suivant a été établi par Piunikhin, Salamon et Schwarz
dans [96].

Théor̀eme 6.10. —Le produit η cöıncide avec le produit quantique (6.3.17).

Remarque 6.11. —Si on admet l’approche de Givental et Kim, qui consiste à
poser Hi = 0, l’identité des deux produits est heuristiquement claire puisque les
cycles qu’ils utilisent pour construire l’homologie de Floer sont de la forme :

CAα =
{
u(t)α, t ∈ S1 ; ∃ ũ : D2 → V pseudoholomorphe

avec u(t) = ũ|∂D2 , u(0) ∈ A et u(t)α = α# ũ dans L̃V
}
.

Ici A ⊂ V est un cycle et α ∈ Γ′ permet d’indexer les copies de V contenues dans L̃V .
Mais le produit sur la cohomologie de Floer est obtenu (par définition si l’on admet la
possibilité de poser H ′

i = 0) en comptant les triplets (u(t)α, v(t)β , w(t)γ) appartenant
à CAα × CBβ × CCγ tels qu’il existe une courbe pseudoholomorphe φ : Σ → V telle
que

φ|∂D1 = u, φ|∂D2 = v, φ|∂D3 = w, φ# ũ & ṽ = w̃ dans L̃V .

Or une telle courbe, complétée par les disques ũ, ṽ, w̃, fournit exactement une
courbe pseudoholomorphe P1 → V de classe a satisfaisant la condition

ω(a) = ω(α) + ω(β)− ω(γ)

et rencontrant les cycles A,B,C en des points fixés de P1, de sorte qu’on doit trouver
comme coefficient l’invariant de (5.5.39) :∑

ā=α+β−γ
Φa
(
[A], [B], [C]

)
.

6.4. Cohomologie ´equivariante
La cohomologie équivariante de l’espace projectif complexe Pn muni d’une action
hamiltonienne de S1 est l’outil principal utilisé par Givental dans [91]. On suit ici [87]
et [88].
Si G est un groupe de Lie, on peut construire un espace classifiant BG pour les G-

fibrés principaux. Le type d’homotopie de BG est caractérisé par la propriété : il existe
un fibré principal EG→ BG de groupeG, dont l’espace total EG est contractile. On a
le résultat suivant.
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Proposition 6.12. —Si E → V est un fibré principal de groupe G, il existe une
application continue φ : V → BG définie à homotopie près, telle que E ∼= φ∗EG.

Exemple. —Soient G = S1 et

S∞ = lim−→
n

S2n+1

où S2n+1 ⊂ Cn+1 est la sphère d’équation
∑

i |zi|2 = 1. Il est facile de montrer
que S∞ est contractile ; d’autre part les actions compatibles de S1 ⊂ C∗ sur S2n+1,
par multiplication des coordonnées, fournissent une action libre de S1 sur S∞ dont le
quotient est

P∞ = lim−→
n

Pn.

Donc P∞ est un modèle pour BS1. En particulier, on a H∗(BS1,C) = C[h].
Soit V une variété munie d’une action de G ; alors V est un rétracte de V × EG

sur lequel G agit diagonalement, de façon libre. On pose :

VG = (V × EG)/G et H∗
G(V ) = H∗(VG).

On a une application naturelle π : VG → BG, obtenue par passage au quotient de la
projection pr2 : V ×EG→ EG, qui munit la cohomologie équivariante H∗

G(V ) d’une
structure de H∗(BG)-module.

Exemple.
Si l’action de G est triviale, on a VG = V ×BG, d’où H∗

G(V ) = H∗(V )⊗H∗(BG).
À l’opposé, si l’action de G sur V est libre, VG est un fibré de fibre EG au-dessus
de V/G et donc H∗

G(V ) = H∗(V/G), l’action de H∗(BG) étant triviale, c’est-à-dire
nulle sur Hk(BG) pour k > 0.

6.4.1. Cohomologie de de Rhaḿequivariante
On se contentera de décrire le cas où G = S1, le cas général étant traité dans [87].
Comme BS1 a une approximation par des variétés de dimension finie, on peut parler
de forme différentielle sur BS1. Le générateur h de H∗(BS1) correspondant à la classe
d’Euler du fibré ES1 → BS1 peut être représenté par une forme différentielle en
choisissant une connexion θ sur le fibré principal ES1 → BS1 de groupe S1 (que l’on
peut identifier à une 1-forme non-nulle sur ES1 invariante sous l’action de S1). La
forme de courbure dθ est une 2-forme qui provient d’une 2-forme fermée u sur BS1

qui est un représentant de la classe h.
Soit maintenant V une variété munie d’une action de S1 ; soit X le champ de

vecteurs correspondant sur V et soit Ω∗
X(V ) l’ensemble des formes différentielles sur V

annulées par la dérivée de Lie LX .
On considère Ω∗

X(V )[h] muni de la graduation

degX α = degα, α ∈ Ω∗
X(V ), degX h = 2

et de la différentielle dX
(6.4.25) dX(α) = dα+ intX(α)h, dXh = 0.

On a alors (cf. [87]) :
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Théor̀eme 6.13. —On a un isomorphisme naturel :

Ker
(
dX : ΩkX(V )[h]→ Ωk+1

X (V )[h]
)
/ Im
(
dX : Ωk−1

X (V )[h]→ ΩkX(V )[h]
)

(6.4.26)
∼= Hk

S1(V,R).

Concrètement, soit ω = α+ hβ ∈ Ω∗
X(V )[h] ; la condition dX(ω) = 0 équivaut à

(6.4.27) dα = 0, intX(β) = 0, dβ = −intX(α).

Considérons alors sur V × ES1 la forme différentielle

ω̃ = pr∗1 α− d(pr∗2 θ ∧ pr∗1 β).

Celle-ci elle est évidemment fermée et satisfait de plus

int
X̃
(ω̃) = − pr∗1 dβ − intX̃(pr

∗
2(ũ) ∧ pr∗1(β)− pr∗2 θ ∧ pr∗1 dβ),

où ũ = dθ est le pull-back sur ES1 de la forme u sur BS1 et X̃ est le champ
associé à l’action diagonale de S1 sur V × ES1. Or le terme de droite est nul car
LXβ = 0, intXβ = 0 et intX̃(ũ) = 0, ce qui entrâıne :

int
X̃
(pr∗2(ũ) ∧ pr∗1(β)− pr∗2 θ ∧ pr∗1 dβ) = − pr∗1 dβ.

Cette forme descend donc en une forme fermée sur VG. On peut faire un calcul
semblable pour les polynômes de n’importe quel degré en h, ce qui montre comment
construire l’isomorphisme (6.4.26).
Dans la suite de ce paragraphe, on expose quelques faits relatifs à la cohomologie

S1-équivariante de l’espace projectif complexe, où S1 agit C-linéairement. Ces faits
seront appliqués dans les sections suivantes à l’espace des polynômes de Laurent P (z)
à coefficients dans Cn+1, muni de l’action λ · P (z) = P (λz) pour λ ∈ S1.

6.4.2. Cas d’une action hamiltonienne
Soit (V, ω) une variété symplectique, munie d’une action hamiltonienne de S1 :
intX(ω) = dH . On a alors :

Lemme 6.14. —Il existe une classe p ∈ H 2
S1(V ) dont l’image dans H2(V ) par la

restriction naturelle est égale à la classe de cohomologie de ω.

Démonstration. — On utilise la description donnée dans 6.4.1 de H2
S1(V ) ; on a

dω = 0, LXω = 0, LXH = 0, dH = intX(ω),

de sorte que (ω − Hh) est dans Ω2
X(V )[h] et est dX -fermée. Elle fournit donc un

élément p de H2
S1(V ) représenté par la forme pr∗1(ω) + d(pr

∗
1H pr∗2 θ) qu’on peut voir

comme une forme sur VG. Cette forme a clairement pour restriction ω sur chaque
fibre de l’application π : VS1 → BS1 .
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6.4.3. Cas de l’espace projectif
Pour i0, . . . , iN ∈ Z, on considère l’action de S1 sur PN définie par

(6.4.28) λ · (x0, . . . , xN ) = (λi0x0, . . . , λiNxN ).

Cette action préserve la forme symplectique

ω = 1
2
i
∑
j

dxj ∧ dx̄j ,
∑
j

|xj |2 = 1

et la fonction hamiltonienne correspondante est :

H =
∑
k

ik|xk|2,
∑
j

|xj |2 = 1.

D’après la preuve du lemme 6.14, on a donc sur PNS1 une forme

ω̃ = pr∗1 ω + d(pr∗1H pr∗2 θ)

dont la restriction à chaque fibre (isomorphe à PN) de π : PNS1 → BS1 engendre la
cohomologie de PN ; comme plus haut, on notera p sa classe dans H∗

S1(PN ,C).

Lemme 6.15. —Soit H ∗
S1(PN ,C)0 le localisé en 0 du C[h]-module H∗

S1(PN ,C) ; on
a alors un isomorphisme naturel

(6.4.29) H∗
S1(PN ,C)0 ∼= C[p, h, h−1]/(p− i0h) · · · (p− iNh).

Démonstration. — Il résulte du théorème de Leray-Hirsch, et du fait que la
restriction de p engendre la cohomologie des fibres de l’application π, que l’on a
une surjection f : C[p, h] → H∗

S1(PN ,C). Il suffit donc de déterminer le noyau de la
localisée de f .
Notons maintenant que si Pk est l’ensemble de points fixes de l’action (6.4.28)

constitué des points (x0, . . . , xN ) tels que xj = 0 pour ij �= k et si nk est la
dimension de Pk, H vaut k sur Pk et on a donc la relation ω̃ − kh|Pk = ω|Pk dans
H∗
S1(Pk) ∼= H∗(Pk)[h] puisque dθ descend en une forme de classe h dans H∗(BS1).

On en déduit que ∏
{k| Pk �=∅}

(p− kh)nk+1

a une restriction nulle dans la cohomologie du lieu des points fixes de l’action (6.4.28).
D’après le théorème de localisation [88], on sait que que l’application de restriction

j∗ : H∗
S1(PN ,C)0 −→

⊕
H∗
S1(Pk,C)0

est injective (en fait un isomorphisme) ; on en déduit que le noyau de l’application

f : C[p, h, h−1] −→ H∗
S1(PN ,C)0

est engendré par ∏
{k| Pk �=∅}

(p− kh)nk+1

ou encore que
H∗
S1(PN ,C)0 ∼= C[p, h, h−1]/(p− i0h) · · · (p− iNh).
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6.4.4. Int́egration sur la fibre
Soit V une variété compacte munie d’une action de S1 ; l’application π : VS1 → BS1

a pour fibre V et on a donc une application d’intégration sur la fibre

π∗ : H∗
S1(V ) −→ H∗−dimV (BS1)

qui est un morphisme de H∗(BS1)-modules, et qui peut donc être localisée. Soient
Vf le lieu des points fixes de l’action de S1 et j : Vf ↪→ V l’inclusion. L’isomorphisme
de localisation

(6.4.30) H∗
S1(V,C)0

j∗∼= H∗
S1(Vf ,C)0 ∼= H∗(Vf )⊗ C[h, h−1]

permet d’exprimer commodément l’application π∗.
Pour chaque composante V α

f de Vf de codimension mα, soit jα = j|V α
f
. On a alors

le morphisme de Gysin

jα∗ : H
∗
S1(V α

f ) −→ H∗+mα

S1 (V )

obtenu comme le composé

(6.4.31) H∗(V α
f ×BS1) Thom===∼ H∗+mα(VS1 , VS1 − V α

f ×BS1) −→ H∗+mα(VS1)

Il vérifie la propriété suivante. Soit

πα = π|V α
f
×BS1

(c’est la seconde projection) ; alors

πα∗ = π∗ ◦ jα∗

et de plus :

jα
∗ ◦ jα∗ =


cup-produit avec la classe d’Euler équivariante eα ∈ H∗(V α

f ×BS1)
du fibré normal Nα de V α

f dans V , muni de l’action de S1 donnée
par la différentielle λ∗ de λ ∈ S1 ⊂ Diff(V ).

Cette classe est simplement la classe d’Euler usuelle du fibré Ñα sur V α
f × BS1,

quotient du fibré pr∗1(Nα) sur V α
f × ES1 par l’action de S1

λ · (n, v, x) =
(
λ∗(v)(n), v, λ · x

)
.

Or la localisation eα ∈ H∗
S1(V α

f )0 = H∗(V α
f )⊗C[h, h−1] est inversible, du fait que son

terme de degré 0 en H∗(V α
f ) est la classe d’Euler e ∈ H∗(BS1) du fibré Ñα | v×BS1 ,

pour tout v ∈ V α
f . Comme l’action de S1 sur Nα,v est sans point fixe en dehors

de 0, Nα,v se scinde (par exemple en utilisant une métrique S1-invariante sur V ) en
une somme directe d’espaces Liα de dimension 2 munis d’une structure complexe, sur
lesquels λ∗(v) s’identifie à la multiplication par λki avec ki �= 0. La classe d’Euler du
fibré L̃iα correspondant sur BS1 est alors égale à kih et on a donc

e =
∏
i

kih
mα/2

qui est inversible dans C[h, h−1]. Cela entrâıne immédiatement l’inversibilité de eα.
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Remarque 6.16. —Ceci montre que l’application localisée j∗ a un inverse à droite⊕
α
jα∗ ◦ (1/eα∧) et donc que la flèche de localisation (6.4.30) est surjective.

Ce qui précède montre la formule de Bott :

(6.4.32) π∗η =
∑
α

∫
V α
f

j∗αη/eα ∈ C[h, h−1] pour η ∈ H∗
S1(V ),

où l’on a identifié πα∗ : H∗(V α
f )⊗C[h, h−1]→ C[h, h−1] à l’intégration usuelle sur V α

f .

En particulier, dans le cas considéré au § 6.4.3, on a la description suivante de π∗ .

Proposition 6.17. —Avec les notations du § 6.4.3, la flèche d’intégration sur la fibre,
composée avec l’isomorphisme (6.4.29) est donnée par :

(6.4.33) π∗
(
f(p, h)

)
= somme des résidus de f(p, h)

/∏
)

(p− i)h)dp.

Démonstration. — Cela résulte en effet de la formule de Bott, les composantes V α
f

étant dans ce cas les espaces Pk de codimension réelle 2(N − nk), et le fibré normal
de Pk dans PN étant isomorphe à OPk(1) ⊗ TN−nk , où l’action de S1 sur le fibré
trivial TN−nk de base ∂/∂xj pour ij �= k est donnée par :

(6.4.34) λ ·
( ∂

∂xj

)
ij �=k

=
(
λk−ij

∂

∂xj

)
ij �=k

.

Le fibré Ñk sur Pk ×BS1 admet donc pour classe d’Euler∏
{j| ij �=k}

(
ω|Pk + (k − ij)h

)
et l’on a donc, pour η = f(p, h) ∈ H∗

S1(PN )0

(6.4.35) π∗(η) =
∑

{k|Pk �=∅}

∫
Pk

j∗k
(
f(p, h)

) / ∏
{j| ij �=k}

(
ω| Pk + (k − ij)h

)
où j∗k(p− kh) = ω| Pk . Mais il est immédiat de vérifier que∫

Pk

j∗k(f(p, h))∏
{j|ij �=k}

(ω|Pk + (k − ij)h)

est égal au résidu en p = kh de la forme différentielle

f(p, h)∏
)

(p− i)h)
dp.

En effet, ces deux grandeurs sont égales au coefficient de ωnk dans le développement
de f(p, h)/

∏
)(p− i)h) en puissances de ω = p − kh. Donc π∗(η) est la somme des

résidus de f(p, h)/
∏
)(p− i)h)dp.
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6.5. La construction de Givental

6.5.1. Structure deDD-module sur la cohomologiéequivariante
La construction qu’on va décrire ici est un ingrédient essentiel de [91] : elle explique
en quel sens une classe de cohomologie équivariante peut être solution d’une équation
différentielle.
Soit (V, ω) une variété symplectique munie d’une action de S1 localement hamilto-

nienne. Supposons que la 1-forme fermée intX(ω) soit de classe entière non-divisible :
alors S1 agit sur le revêtement Ṽ → V de groupe Z défini par le noyau de l’application
π1(V )→ Z, I 
→

∫
)
intX(ω), puisque intX(ω) est d’intégrale nulle sur les orbites de S1,

et l’action de S1 sur Ṽ est hamiltonienne. La fonctionH sur Ṽ telle que dH = intX(ω)
satisfait q∗H = H − 1 où q est l’action du générateur I du groupe du revêtement tel
que
∫
)
intX(ω) = −1. (On note encore ω la forme symplectique induite sur Ṽ.)

Sur Ṽ × ES1, soit

ω̃ = pr∗1 ω + d(pr∗1H pr∗2 θ)

la forme associée, descendant sur VS1 et fournissant une classe de cohomologie
équivariante p ∈ H∗

S1(V ) (cf. 6.4.2) ; on a q∗(ω̃) = ω̃ − d(pr∗2 θ) sur Ṽ × ES1, d’où
l’identité

(6.5.36) q∗(p) = p− h ∈ H∗
S1(Ṽ )

puisque dθ a pour classe π∗h dansH∗
S1(Ṽ ). D’autre part, on a évidemment q∗h = h ; si

on voit q∗ et p comme des opérateurs agissant sur H∗
S1(Ṽ ) (le second par cup-produit

avec la classe p), on a donc :

(6.5.37) ∀α ∈ H∗
S1(Ṽ ), (p ◦ q∗ − q∗ ◦ p)(α) = hq∗α,

c’est-à-dire la relation de commutation

p ◦ q∗ − q∗ ◦ p = hq∗

dans l’anneau des endomorphismes de H∗
S1(Ṽ ). Notons que cette relation est exacte-

ment la relation entre les opérateurs p′ = h∂/∂t, q′ = et× agissant sur les fonctions
de t. (Ici, h est un scalaire ou une variable formelle.) Soit D l’anneau des opérateurs
différentiels sur le cercle, engendré par p′ et q′ ; on a construit une structure de D-
module sur H∗

S1(Ṽ ).

6.5.2. Applicationà l’espace des lacets
Soient (V, ω) une variété symplectique et LV l’espace des lacets contractiles dans X .
Supposons pour simplifier que ω est de classe entière et que l’application ω : π2(V )→ Z

est surjective. On a alors un revêtement L̃V → LV de groupe Z défini comme au § 6.1
et on peut définir sur L̃V l’action libre (cf. (6.1.2)) :

(6.5.38) A(φ̃) =
∫
D2

φ̃∗ω
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L’espace LV (resp. L̃V ) est muni d’une structure symplectique

ωLV (ξ(t), χ(t)) =
∫
S1

ω(ξ(t), χ(t))dt

pour φ ∈ LV et des vecteurs tangents ξ(t), χ(t) ∈ C∞(φ∗TV ) à LV en φ. Le cercle S1

opère sur LV (resp. L̃V ) par la rotation des lacets λ · φ(z) = φ(λz). On a

dA(ξ) = −
∫
S1
ω
(
φ′(t), ξ(t)

)
dt,

de sorte que A est au signe près la fonction hamiltonienne correspondant à l’action
de S1 sur L̃V . Soit

q(φ̃) = α# φ̃

l’action du générateur α du groupe du revêtement π2/Ker(ω) ∼= Z tel que
∫
α
ω = 1.

On a

q∗A = A+ 1,

de sorte qu’on dispose des données décrites en 6.5.1.
Givental désire appliquer la construction d’une structure de D-module (cf. 6.5.1)

non pas à la cohomologie S1-équivariante de L̃V mais à la 〈〈cohomologie de Floer S1-
équivariante 〉〉 de L̃V , qui malheureusement n’est pas définie. Il pose, en combinant
l’isomorphisme (6.3.16) et l’isomorphisme de localisation (6.4.30)

(6.5.39) FH∗
S1(L̃V ,C) = H∗(V )⊗ C[h, h−1]⊗ Λq

où Λq est l’anneau des séries de Laurent formelles
∑
k≥N

akq
k, où ak ∈ C et N ∈ Z,

(les points fixes de l’action de S1 sur L̃V sont les différentes copies de V contenues
dans L̃V ), et suppose que FH∗

S1(L̃V ,C) peut être calculé à l’aide des cycles CAα
considérés dans la remarque 6.8. Il n’utilise ceci que comme argument heuristique
aidant à interpréter les calculs qu’il mène.

6.5.3. Approximation deL̃P n

On étudie maintenant le cas où V est l’espace projectif Pn muni de sa forme ω
(cf. 6.4.3). Pour chaque k ∈ N, considérons l’espace projectif des polynômes de Laurent

Mk =
{∑
−k≤)≤k

φ)z
) ; φ) ∈ Cn+1, φ) non tous nuls

}/
C∗.

Soit :

M = lim−→
k

Mk .
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Alors M admet une action de Z sans point fixe :

q ·
( ∑
−k≤)≤k

φ)z
)
)
=
∑

−k≤)≤k
φ)z

)+1.

Le quotient de M par Z paramètre des lacets dans Pn, qui sont denses dans LPn de
sorte que M est une approximation de L̃Pn. D’autre part, M est muni de l’action
de S1 donnée par la rotation des lacets comme au § 6.5.2.
Givental travaille alors essentiellement dans la cohomologie équivariante de Mk :

l’action de S1 sur Mk est décrite dans les coordonnées x)i = φ),i pour 0 ≤ i ≤ n et
−k ≤ I ≤ k, où les xi sont des coordonnées pour Pn, par

λ · (x)i) = (λ)x)i).

D’après 6.4.3, on a donc :

(6.5.40) H∗
S1(Mk,C)0 = C[p, h, h−1]

/∏
−k≤)≤k

(p+ Ih)n+1.

Notons que la classe p sur Mk se restreint à la classe p sur Mk−1 et est la classe
d’Euler équivariante du fibré de rang 1 équivariant L dual du fibré tautologique de
fibre au point (x)i) la droite engendrée par (x

)
i), muni de l’action de S

1 donnée par

λ ·
(
(x)i), (αx

)
i)
)
=
(
(λ)x)i), (αλ

)x)i)
)
.

L’application q :Mk →Mk+1 satisfait

q∗L ∼= L⊗ T1,

où Ti est le fibré trivial de rang 1 sur Mk muni de l’action suivante de S1 :

λ · (x, α) = (λ · x, λ−iα).

La classe d’Euler équivariante de T1 est égale à −h ; on a donc :

q∗p = p− h.

Soit M+
k ⊂Mk l’espace projectif des polynômes :

M+
k =

{ ∑
0≤)≤k

φ)z
)
}/

C∗.

Cet espace est invariant sous l’action de S1 et admet une classe de cohomologie
équivariante ∆k ∈ H∗

S1(Mk) qui est la classe de cohomologie de (M+
k )S1 ⊂ (Mk)S1 .

Lemme 6.18. —L’image de la classe ∆k par l’isomorphisme 6.5.40 est égale à∏
0<)≤k

(p+ Ih)n+1 modulo
∏

−k≤)≤k
(p+ Ih)n+1.
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En fait, M+
k est l’intersection complète des hyperplans d’équation

x)i = 0 pour 0 ≤ i ≤ n et I < 0 ;

or x)i est une section invariante sous S
1 du fibré L ⊗ T). Comme le fibré T) a pour

classe d’Euler −Ih, on en déduit comme annoncé

(6.5.41) ∆k =
∏

−k≤)<0

(p− Ih)n+1 =
∏

0<)≤k
(p+ Ih)n+1.

Notons que

lim−→
k

M+
k =:M+ ⊂M

est essentiellement le 〈〈cycle d’homologie de Floer fondamental 〉〉 CPn formé des
applications polynomiales φ : D2 → Pn. Givental pose donc

(6.5.42) ∆ = lim
k→∞

∆k =
∏
)>0

(p+ Ih)n+1,

ce qui malheureusement n’a pas de sens même dans H∗
S1(Pn)⊗Λq, qui est un complété

raisonnable de lim−→
k

H∗
S1(Mk) (ici, Pn est muni de l’action triviale de S1 et est vu comme

le lieu des points fixes de l’action de S1 sur LPn). Comme on a q∗p = p−h, ce produit
infini satisfait formellement l’équation

(6.5.43) q∗∆ = pn+1∆.

6.5.4. Hypersurfaces lisses deP n

On conclut maintenant le calcul de [91] ; on va considérer la classe de cohomologie
S1-équivariante dans Mk pour k → ∞ de l’ensemble des polynômes P (z) de degré k
à valeurs dans une hypersurface X ⊂ Pn et calculer l’équation différentielle qu’elle
satisfait, relativement à la structure de D-module définie en 6.5.1 et 6.5.2.
Soit X ⊂ Pn une hypersurface lisse, définie par un polynôme homogène F de

degré d. Considérons le sous-ensemble

M+
k (X) =

{
Φ ∈M+

k ; F (Φ(z)) = 0
}
⊂M+

k .

C’est le lieu des zéros de la section S1-invariante Φ 
→ F (Φ) du fibré équivariant

Ld ⊗ E −→M+
k ,

où E est le fibré trivial de fibre égale à l’ensemble des polynômes en z de degré
inférieur ou égal à kd, muni de l’action de S1 définie par λ · z) = λ−)z). Bien que
M+

k (X) ne soit pratiquement jamais de la codimension correcte

kd+ 1 = rangE,
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il est naturel d’estimer que la classe intéressante est la classe d’Euler équivariante ∆d
k

de Ld⊗E plutôt que celle de M+
k (X). Le fibré équivariant E sur Mk étant la somme

directe des fibrés T) pour 0 ≤ I ≤ kd, on obtient donc :

(6.5.44) ∆d
k =

∏
0≤)≤kd

(dp− Ih) ∈ H∗
S1(M+

k ).

Finalement, comme jk :M+
k ↪→Mk a pour classe de cohomologie équivariante

∆k =
∏

0<)≤k
(p+ Ih)n+1,

on trouve :

(6.5.45) jk∗(∆
d
k) =

∏
0<)≤k

(p+ Ih)n+1
∏

0≤)≤kd
(dp− Ih) ∈ H∗

S1(Mk),

expression que l’on notera ∆k ·∆d
k.

Considérons le produit infini

∆ ·∆d =
∏
)>0

(p+ Ih)n+1
∏
)≥0

(dp− Ih)

(qui devrait représenter le 〈〈cycle de Floer fondamental de X dans M 〉〉, mais n’a pas
réellement de sens). Comme q∗(p) = p−h, on trouve que ∆ ·∆d satisfait formellement
l’équation

q∗(d(dp+ h)(dp+ 2h) · · · (dp+ (d− 1)h)∆ ·∆d(6.5.46)

= d
(
dp+ (1− d)h

)(
dp+ (2− d)h

)
· · · (dp− h)

×
∏
)≥0

(p+ Ih)n+1
∏
)≥0

(
dp− (d+ I)h

)
=
dpn+1

dp
∆ ·∆d = pn∆ ·∆d.

Remplaçant p par h∂/∂t, puis q∗ par et et ∆ ·∆d par f(t), cette équation devient :

(6.5.47) hn−d+1
( ∂

∂t

)n
f = etd

(
d
∂

∂t
+ 1
)(

d
∂

∂t
+ 2
)
· · ·
(
d
∂

∂t
+ d− 1

)
f.

Le point remarquable de cette construction est le fait que pour n = 4 et d = 5,
cette équation est exactement l’équation de Picard-Fuchs de la famille miroir de la
famille des quintiques (cf. [43] et le § 3.4), calculée à l’aide de la forme ω′

ψ définie dans
la remarque 3.15, pour le champ de vecteurs logarithmique ψ′∂/∂ψ′, ψ′ = 1/λ5 = et

(de sorte que ψ′∂/∂ψ′ = ∂/∂t).
Comme la classe ∆·∆d est la classe virtuelle deM+

k (X), et donc est essentiellement
définie à l’aide des courbes rationnelles dans une hypersurface X de degré d dans Pn,
on peut considérer ce fait comme une justification de l’identification des deux séries
du § 3.3.
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Remarque 6.19. —Un autre point intéressant est la disparition de la variable h dans
l’équation (6.5.47), exactement lorsque d = n + 1, c’est-à-dire lorsque X ⊂ Pn est à
fibré canonique trivial.

Finalement, Givental construit des solutions formelles de cette équation de la façon
suivante. Soit q∗ = (q−1)∗ l’opérateur adjoint de q. Pour une classe de cohomologie C
dans H∗

S1(M), on a (formellement) :

(6.5.48) π∗
(
q∗C ·∆ ·∆d

)
= π∗

(
C · q∗∆ ·∆d

)
.

Supposons que C satisfasse la condition

q∗C = C ;

alors on a, pour ΓC = ept/hC,

q∗(ΓC) = etΓC

(puisque q∗p = p+ h) et

p · ΓC = h
∂

∂t
ΓC .

On en déduit que fh(t) = π∗(ΓC ·∆ ·∆d) satisfait :

(6.5.49)

h
∂fh
∂t

= π∗(ΓC · p ·∆ ·∆d),

etfh = π∗(etΓC ·∆ ·∆d) = π∗(q∗ΓC ·∆ ·∆d) = π∗(ΓC · q∗∆ ·∆d).

Il en résulte immédiatement que fh(t) est une solution de l’équation différen-
tielle (6.5.47).
Ici π∗ est calculé en passant à la limite k →∞ dans la formule (6.4.33) qui donne

πk∗f(p, h) comme somme des résidus de

f(p, h)∏
−k≤)≤k

(p+ Ih)
dp.
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[89] A. FLOER : Symplectic fixed points and holomorphic spheres, Commun. Math. Phys.
120 (1989), 575–611.

[90] A. FLOER : Witten’s complex and infinite dimensional Morse theory, J. Diff. Geom.
30 (1989), 207–221.

[91] A.B. GIVENTAL : Homological geometry I : projective hypersurfaces, Selecta Math.,
new series, vol. 1 (1995), 325–345.

[92] A.B. GIVENTAL : Homological Geometry and Mirror symmetry, Proceedings of the
international congress of mathematicians, Zürich 1994, vol. 1, 473–480, Birkhäuser
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