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SYMETRIE MIROIR

Claire Voisin

Ce texte expose certains travaux récents motivés par la mise en évidence du
phénomene de symétrie miroir par les physiciens. Un chapitre y est consacré a la
géométrie des variétés de Calabi-Yau, tandis que le suivant décrit, a titre de motiva-
tion, les idées venues de la théorie quantique des champs et qui sont a l'origine de
cette découverte.

Les chapitres suivants traitent d’aspects plus spécialisés du sujet : le travail de
Candelas, de la Ossa, Greene, Parkes, ou est exploité le fait que sous I'hypothese
des miroirs, la variation de structure de Hodge d’une famille de variétés de Calabi-
Yau de dimension 3 détermine les invariants de Gromov-Witten de son miroir; la
construction de Batyrev, qui exhibe le phénomeéne de miroirs entre hypersurfaces des
variétés toriques de Fano, & ’aide d’une classification combinatoire de ces dernieres;
la construction mathématique du potentiel de Gromov-Witten et la preuve de sa
propriété cruciale (il satisfait Iéquation WDVV), qui permet de construire une
connexion plate, sous-jacente a une variation de structure de Hodge dans le cas d’une
variété de Calabi-Yau; et pour finir, le calcul de Givental qui est une justification
mathématique mystérieuse du calcul de Candelas et al.

This paper describes recent works motivated by the discovery of the mirror
symmetry phenomenon by the physicists. One chapter is devoted to the geometry
of Calabi-Yau manifolds, and the next one describes, as a motivation, the ideas from
quantum field theory, which led to this discovery.

The other chapters deal with more specialised aspects of the subject : The work
of Candelas, de la Ossa, Greene, Parkes, based on the fact that under the mirror
symmetry hypothesis, the variation of Hodge structure of a Calabi-Yau threefold
determines the Gromov-Witten invariants of its mirror ; Batyrev’s construction which
exhibits the mirror symmetry phenomenon between hypersurfaces of toric Fano
varieties, after a combinatorial classification of the last ones; the mathematical
construction of the Gromov-Witten potential, and the proof of its crucial property
(it satisfies the WDVV equation), which allows to construct a flat connection,
underlying a variation of Hodge structure in the Calabi-Yau case; and to conclude,
Givental’s computation, which is a mysterious mathematical justification of the
computation of Candelas et al.

Classification AMS : 14D05 — 14D07 — 14J32 — 14M25 — 32G13 — 32G20 — 32L07 —
81T30 — 81T40 — 53C23 — 53C15.
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INTRODUCTION

Ce texte est la version écrite du cours que j’ai donné a I'Institut Henri Poincaré dans
le cadre du semestre de géométrie algébrique du centre Emile Borel au printemps 95.

Le but de ce cours était de présenter les résultats récents liés a la symétrie
miroir; celle-ci étant loin d’étre comprise mathématiquement, ces travaux se sont
développés dans des directions diversifiées, depuis ’étude approfondie menée par
Batyrev des familles d’hypersurfaces a fibré canonique trivial dans les variétés toriques
de Fano, et la construction combinatoire de la famille miroir, jusqu’a la découverte
du «produit quantique» sur la cohomologie d’une variété symplectique, qui dépasse
largement le cadre de la symétrie miroir, mais a été motivée par le souci de définir
mathématiquement des objets tels que le potentiel de Gromov-Witten, qui en est un
ingrédient essentiel, et d’en prouver la propriété principale, & savoir qu’il satisfait
«I’équation WDV'V ).

Cette situation éclatée se trouve reflétée dans la division du livre en chapitres
autonomes, qui tout en étant liés par des thémes communs (variation de structure de
Hodge, variétés de Calabi-Yau et leurs courbes rationnelles et, bien entendu, symétrie
miroir) n’entretiennent pas forcément de liens logiques tres structurés.

Cette introduction se propose néanmoins de procéder a une présentation synthétique
du sujet, destinée a recentrer le livre autour de la symétrie miroir, et aussi a mettre en
évidence le fait que les travaux mathématiques qu’elle a suscités, et qui sont décrits
ici, si intéressants soient-ils en eux-mémes, sont loin d’en fournir une justification
aussi tangible que celle proposée par les physiciens dans le langage de la théorie des
champs, (et malheureusement sur la base du formalisme de la quantification et des
intégrales de Feynman qui semble impossible & justifier rigoureusement).

Les variétés de Calabi-Yau sont les variétés X compactes complexes kahlériennes
a fibré canonique trivial, c’est-a-dire possédant une forme holomorphe 7 partout non

nulle, appartenant & H°(X, /7< %), ou Qx est le fibré cotangent holomorphe de X et
ol n =dim X.
Dans toute la suite, on supposera
H?*(0x) = {0},

bien que des études intéressantes aient été menées dans le cas des surfaces K3, (ce sont
les variétés de Calabi-Yau simplement connexes de dimension 2), pour lesquelles cette
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derniere hypothese n’est pas satisfaite. Sous cette condition, le cone de Kéhler de X
est ouvert dans H?(X,R) et I'on peut introduire le «cone de Kihler complexifié
de cette variété, qui est I'un des aspects de 'espace des modules considéré par les
physiciens. C’est 'ouvert

K(X)c H*(X,C)/2irH*(X,Z)
défini par la condition :
w € K(X) <= Rew est une classe de Kéhler.

La symétrie miroir consiste essentiellement en 1’existence d’une famille miroir { X'}
de variétés de Calabi-Yau de méme dimension, telle que K (X) uniformise (c’est-a-dire
est un revetement de) 'espace de modules Déf X des déformations de la structure
complexe de X’ et K(X’) uniformise celui de X. La nature exacte de ce revétement
n’est pas parfaitement comprise, mais il doit étre fourni par un «marquage) partiel
de la cohomologie de X’ (resp. X).

Les courbes elliptiques (n = 1) fournissent ’exemple le plus simple de ce phéno-
mene : le cone de Kahler complexifié K (E) (qui ne dépend pas de la structure complexe
de E) s’identifie canoniquement, par intégration sur E, a lensemble

{X e C/2inZ; Re X > 0}.

D’autre part, I’ensemble des structures complexes marquées sur F s’identifie par
I’application des périodes a I’ensemble

H={reC|lmr>0}

et les translations par u € Z sur cet ensemble correspondent simplement a ’action
des matrices triangulaires supérieures a diagonale identité et & coefficients entiers sur
les marquages d’une courbe elliptique E (c’est-a-dire dans ce cas, les isomorphismes
symplectiques H'(E,Z) = Z? muni de la forme symplectique standard). L’application

K(E) — H/Z,

A
Ar—T7=——modZ
i
donne donc une uniformisation telle que prédite par la symétrie miroir.

En dimension supérieure, un phénomene nouveau apparait : la famille {X'} est
en général différente de la famille {X}, les variétés topologiques sous-jacentes étant
différentes, simplement parce que leurs nombres de Betti le sont. Cependant, les
nombres de Hodge de X', c’est-a-dire les nombres

hP(X') = dim HP9(X') =: dim HI(X', Q%)

se déduisent de ceux de X de la fagon suivante.
L’uniformisation

K(X) — espace de modules de X’

PANORAMAS ET SYNTHESES 2
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induit, en un point w € K(X) d’image X', un isomorphisme
H'(Qx) = HY(Tx/)
au niveau des espaces tangents, ou 'on a utilisé les identifications naturelles
Tx(x)w = H*(X,C) = H' (Qx),

la seconde résultant de 'hypothese H2(Ox) = {0}.

Plus généralement, comme il résulte de la « construction » de la symétrie miroir par
les physiciens, on devrait avoir, pour tout p et ¢, des isomorphismes

HY(Q%) = HI(ATx)

Finalement, le choix d’une n-forme holomorphe n € H°(Kx) (ot la forme 7 est
unique a coefficient pres) détermine des isomorphismes donnés par le produit intérieur

p _
HI(ANTx/) = HY(QY,")
qui, composés avec les précédents, fournissent des isomorphismes non canoniques
O = HO@")
et donc une série d’égalités :
hp’q(X) — h"_p’q(X/).

Rappelons finalement que d’apres la théorie de Hodge on a pour chaque k une
décomposition en somme directe

d’ott la relation entre les nombres de Hodge et les nombres de Betti de X :

be(X) = Y hPIX).

p+q=k
Lorsque n = 3, la comparaison des nombres de Hodge de X et X’ entraine celle
des nombres de Betti. En effet :
o Phypothese H?(0) = {0} entraine by = h?;

« d’autre part, on a h3? =1 et h*! = 1?2 (car H'(Q%) et H*(Qx) sont duaux);
d’ot1 by = 2 + 2%,

Finalement, H2(0) = {0} équivaut par dualité de Serre a

H'(Kx)=H'(0x)={0}

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996
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et donc a b1(X) = 0, de sorte que 'on a :

bi(X') =0,
ba(X') = 5 (ba(X) — 2) = ba(X),
b3(X') = 2 + 2b2(X).

Les constructions de familles miroirs dont on dispose actuellement relevent essen-
tiellement de la géométrie algébrique projective, la plus générale étant celle de
Batyrev : celle-ci concerne les désingularisations partielles des hypersurfaces & fibré
canonique trivial dans les variétés toriques de Fano. Ces derniéres sont les compact-
ifications de ((C*)”Jrl a fibré anticanonique ample, et sur lesquelles ’action naturelle
de (C*)"! sur lui-méme s’étend.

Batyrev montre que ces variétés sont en correspondance bijective avec des polyedres
convexes a sommets entiers dans R"T!, possédant 0 comme unique point entier
intérieur, et tels que le polyedre dual soit également & sommets entiers (propriété
dite de réflexivité) : la famille miroir est alors obtenue par désingularisation partielle
(en général le procédé de désingularisation n’est pas unique, malheureusement) de
la famille des hypersurfaces & fibré canonique trivial dans la variété torique de Fano
associée au polyedre dual.

L’exemple le plus fameux d’une telle construction est celui des physiciens Candelas,
de la Ossa, Green, Parkes dans Particle spectaculaire [43], remarquablement expliqué
a l'usage des mathématiciens par Morrison [53]. On considere la famille de variétés
de Calabi-Yau de dimension 3 donnée par les hypersurfaces lisses de degré 5 dans P4
une telle hypersurface a pour nombres de Hodge :

Rttt =1, »*!=101.
La famille miroir doit donc avoir pour nombres de Hodge

At =101, KP =1
et le nombre de parametres pour les déformations de la structure complexe dans cette
famille doit étre égal a 1.

Cette famille est la suivante : considérons les polyndémes quintiques (dépendant
d’un parametre complexe A € C) de la forme
i=4
Fy=) X} +XX-- Xq.
i=0
Chaque polynome F)\ est invariant par le groupe

G = (Z/52)° ] diag

agissant sur P* par multiplication des coordonnées par une racine cinquieme de I'unité.
Le sous-groupe H C G défini par la condition

(g, ..., 04) € H <= Zai =0 dans Z/5Z
agit sur X := div F et I’action induite sur H3(X)) est triviale.

PANORAMAS ET SYNTHESES 2



INTRODUCTION 7

On peut alors montrer que le quotient X /H admet une désingularisation naturelle,

qui est de Calabi-Yau. La famille {X,/H}, de dimension 1, est la famille miroir
cherchée.

Morrison a expliqué du point de vue de la théorie de Hodge le calcul mené dans [43];
les ingrédients essentiels sont les suivants. On recherche sur la courbe de coordonnée A
(en fait A%) une coordonnée canonique & l'infini; de telles coordonnées naturelles
existent en général sur 'espace de modules d’une variété de Calabi-Yau (ou plutot la
famille de Kuranishi, qui est lisse) et dépendent du choix d’un marquage partiel de la
cohomologie : le point est que la monodromie autour de I'infini fournit naturellement
un tel marquage.

Le logarithme ¢ de la coordonnée ¢ ainsi produite est alors supposé coincider
via ’application miroir avec la coordonnée naturelle existant sur le cone de Kahler
complexifié de la famille initiale. Le second point est que le méme marquage partiel
de la cohomologie permet également de trivialiser le fibré H*°, de rang 1, dont

la fibre au point A 'espace vectoriel H3°(X,/H). On dispose donc d'une fonction
de ¢ donnée par la valeur des «accouplements de Yukaway (il s’agit d’'une forme
cubique sur 'espace tangent a la famille), normalisés par la section trivialisante du
fibré 339 sur le champ de vecteurs logarithmique qd/dq. Le développement en série
entiere est calculable explicitement et se déduit immédiatement de celui de certaines
solutions de 'équation de Picard-Fuchs de la famille {X}.

L’extraordinaire nouveauté mathématique de cet article réside alors dans 'identifi-
cation de cette série ¢)(q) ol ¢ = e avec la série

otd
54> N(d) T
d>0
out N(d) est le nombre de courbes rationnelles immergées de degré d dans une quintique
générale de P4, (Ce nombre devrait étre fini, selon une conjecture de Clemens.)

La prédiction ainsi obtenue pour les N(d) a été vérifiée pour d < 4, ce qui est
tout & fait remarquable, étant donnée I’allure astronomique de ces nombres. Notons
d’autre part que malgré le progres accompli par Kontsevich [51] sur le probleme de
Pévaluation des N(d), il n’existe actuellement pas de méthode permettant de calculer
ces nombres autrement que un a un.

L’identification de ces deux séries est une conséquence de la construction « physique »
de la symétrie miroir : la donnée d’une structure complexe sur X et d’'un para-
metre de Ké&hler complexifié w = « + i déterminent par le théoreme de Yau
une métrique de Kahler-Einstein, de classe de Kéhler «, tandis qu’a 3 correspond
une classe de 2-formes fermées modulo des formes exactes et des formes d’intégrale
multiple de 2im sur tout cycle de dimension 2 de X. Ces données permettent de con-
struire un «o-modele N =2-supersymétrique» qui est donné par une action S(¢,1)),
pour ¢ une application d’une surface de Riemann ¥ dans X, et v une section de
¢*(Tx)® S, S étant le fibré des spineurs correspondant au choix d’une structure Spin
sur X.

La dépendance de cette action par rapport au choix d'une forme B représentant 3
n’influe guére sur la théorie, car 3 ne contribue & S que par le terme [;, ¢*(), de sorte

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996
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qu’'un choix différent 3' modifie 'action par un «terme de bord ) et par un terme qui
prend des valeurs multiples de 2im sur les surfaces sans bord : les termes de bord ne
contribuent pas aux équations d’Euler-Lagrange décrivant les points critiques de S,
et d’autre part seule I'exponentielle de 'action apparait, par exemple dans le calcul
des fonctions de corrélation.

L’action S(¢,v) est invariante (modulo un terme de bord) par une superalgebre
de Lie de dimension infinie de transformations infinitésimales, la « N =2-superalgebre
de Virasoro », dont la partie impaire, faite de «transformations supersymétriques» se
comprend mieux si ’on représente S(¢, 1) comme le développement en composantes
d’une action S(®) associée aux applications superdifférentiables ® d’une super-surface
de Riemann ¥ dans X. La partie paire de cette superalgebre de Lie est faite de deux
copies de l'algebre de Virasoro, et reflete I'invariance conforme de laction S(¢,1)).
La N =2-supersymétrie de cette action est une conséquence du fait que la métrique
est kahlérienne.

Les physiciens veulent représenter par quantification certaines fonctionnelles sur
I’espace des solutions classiques des équations d’Euler, appelées «observables », sur un
espace de Hilbert. La construction d’une telle représentation serait équivalente a
la donnée des «fonctions de corrélation) de la théorie, c’est-a-dire les intégrales
de Feynman

(O1(p1) - O, (pr)) = /Z » H 0i((¢,9)(pi)) e~ 5 ds dpdyp

les p; étant des points fixés de X et les O; des formes différentielles sur X, I'intégrale
sur X signifiant 'intégrale sur les structures complexes de X, a isomorphisme pres.
Les physiciens ont des arguments qui tendent a prouver que l'invariance par
N =2-supersymétrie de I'action S(¢, 1) peut étre préservée au stade quantique (c’est-
a~-dire qu'une extension centrale de la superalgebre est représentée sur l'espace de
Hilbert H de sorte que son action sur les observables coincide avec le crochet
d’opérateurs dans H) précisément lorsque la métrique sur X est de Kéhler-Einstein.
Ceci meéne a associer a (X,w) une représentation de la N=2-superalgebre de
Virasoro qui est & «charge centraley» ¢ = 3n. D’apres Segal [36], on peut voir cette
représentation comme la version infinitésimale d’une «théorie des champs N=2-
superconformes» associée & (X,w). Selon Gepner, cette correspondance devrait étre
bijective (& condition de ne considérer que les représentations & «charges U(1)»
entieres). La symétrie miroir serait la nuance & apporter & cet énoncé et correspondrait
au phénomene suivant : la N =2-superalgebre admet quatre séries de générateurs
Gi, Gr, Gf, G;, reZ+3
dont la signification géométrique dépend de l'interprétation de la superalgebre en
termes de transformations supersymétriques : il se trouve que 1’on peut construire
une involution sur la superalgebre, agissant sur les générateurs impairs par

Gy — G, G — Gy,

compatible avec le supercrochet de Lie.

PANORAMAS ET SYNTHESES 2
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Cette involution n’a pas de sens géométrique : I'idée est que la représentation obte-
nue en composant la représentation initiale avec cette involution est la représentation
associée au miroir (X’,w’), ou encore qu'on a la méme représentation, avec une
indexation différente des générateurs qui doit s’interpréter géométriquement par le
passage au miroir. De la découle formellement la comparaison des cohomologies de
Dolbeault de X et de X’ : en effet, suivant Witten [38], on peut identifier

p
D HYX, ATx)
p,q>0
au sous-ensemble de ’espace de Hilbert H formé des états « chiraux-chirauxy, c’est-
a-dire annulés par les générateurs

GH G (r>=-3) et G, G (r>1),

la bigraduation (p,q) sur le second espace étant fournie par le couple des valeurs
propres des opérateurs Jy, Jo, ot les opérateurs J,,,, J,,, pour m € Z forment une série
de générateurs pairs de la superalgebre, appelée courant U(1), sur lesquels I'involution
agit par

Im — —Jm, T — Jom.
De méme

D me(x. Aax)

p,q>0

s’identifie & I’ensemble des états «antichiraux-chiraux y, c’est-a-dire annulés par

Go . Gf (r>-1) et GFL G, (r2 1),

la bigraduation (—p, q) sur le second espace étant fournie par le couple des valeurs
propres des opérateurs Jy, Jo. Par définition les états chiraux-chiraux d’une théorie
sont les états antichiraux-chiraux de la théorie obtenue en composant avec I'involution
qui échange G et G~ et la bigraduation subit simplement le changement (p, q)
(—p, q), correspondant au changement de signe de Jy. Ce qui précede fournit donc
une série d’isomorphismes
HY(Q%) = HYA Tx)

pour le miroir (X’,w’) de (X, w).

Finalement, les hypotheses de la théorie des champs conformes (et plus particu-
lierement la correspondance états-champs d’opérateurs) permettent de construire un
produit gradué sur I'espace d’états chiraux-chiraux (resp. antichiraux-chiraux), et en
particulier puisque cet espace est de rang 1 en bidegré (n,n) (resp. (—n,n)), une
forme homogene de degré n sur sa composante de bidegré (1,1) (resp. (—1,1)), qui
est isomorphe & H'(Tx) (resp. H'(Q2x)).

L’interprétation de ces formes (les accouplements de Yukawa physiques) en termes
de fonctions de corrélation du o-modele déterminé par (X,w), et le développement
asymptotique des intégrales de Feynman permettent alors & Witten [38] de décrire

les accouplements obtenus sur H'(Qx) et H'(Tx) respectivement, au moins dans le
cas n = 3.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996
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Le premier, qu’on notera Y%, ne dépend pas de la structure complexe de X et
dépend par contre du parametre w; le second, que 'on notera Y", ne dépend au
contraire que de la structure complexe de X, et du choix d’une forme holomorphe
n € H3%(X), dont le carré reflete le choix d’un isomorphisme H3(A3Tx) = C.
Witten donne les descriptions suivantes :

o la forme Y s’identifie au composé

=,

371 3,3 )
SPHN(Ty) — HY(ATx) & C;

o la forme Y* est donnée par la formule

Y“(7)=/X73 + > N(z‘l)exp(—/Aw)(/Av)3

0£A€H2(X,7)

ou N(A) est un nombre rationnel qui est un substitut adéquat pour le nombre
de courbes rationnelles de classe A dans X, et est obtenu par une intégration sur
I’ensemble des courbes rationnelles de classe A lorsque celui-ci n’est pas discret.

Comme les couples miroirs (X,w) et (X',w’) ont par définition les mémes théories
conformes associées, leurs accouplements de Yukawa vont s’identifier via les identifi-
cations

HY (Tx) = H'(Qx/), HY(Tx/)=H'(Qx)

pour un choix adéquat de i et 7.

C’est de 1a — et en supposant que le choix naturel de 7’ mentionné plus haut est le
bon — que Candelas, de la Ossa, Green et Parkes déduisent 'identité des deux séries
et donc la valeur des N(d); bien entendu, la démarche suppose qu’on ait déterminé
a priori la forme de 'application miroir, ce qui se fait par les coordonnées canoniques
et qui est le point le plus délicat de [43].

Cette théorie donne un caractere d’évidence a la symétrie miroir qu’aucune
approche mathématique n’a pu égaler jusqu’a présent.

Néanmoins, on ne peut guere la considérer comme satisfaisante du fait qu’elle
repose sur la construction hypothétique de la correspondance entre variétés de Calabi-
Yau munies d'un parametre de Kahler complexifié et théories quantiques des champs
N =2-superconformes. Par contre, il semble impossible, au vu de la justesse des
prédictions issues de cette démarche, de ne pas admettre 'existence d’une telle
correspondance; le probleme qui se pose naturellement, et qui parait théoriquement
plus important que la symétrie miroir elle-méme, est de réaliser mathématiquement
cette correspondance.

Les progres mathématiques en direction d’une compréhension du principe de la
symétrie miroir, dépassant la construction et 1’étude d’exemples, résident essen-
tiellement dans la construction de structures analogues sur les deux espaces de
modules K(X) et DéfX et dans la formulation de la symétrie miroir en termes
d’identification de ces structures; ces structures se formulent et se décrivent en termes
de variations de structure de Hodge, qui sont I’objet mathématique le plus fin associé
a une déformation de structure complexe.

PANORAMAS ET SYNTHESES 2
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La premiere analogie entre ces deux espaces de modules est la suivante. Rappelons
que K(X) est ouvert dans H?(X,C)/2imrH?(X,Z) et donc admet naturellement une
structure plate, c’est-a-dire la donnée locale d’un systeme de coordonnées, défini a
des transformations affines pres; un premier résultat facile est ’existence d’une telle
structure sur Déf X, dépendant d’un marquage partiel de la cohomologie H™(X,Z),
et donnée essentiellement par les périodes d’'un générateur de H™?(X) sur certaines
classes d’homologie de X, qui donnent des coordonnées sur Déf X. L’application
miroir entre K (X) et Déf X' est alors pratiquement déterminée par la condition de
compatibilité avec ces structures plates.

Comme mentionné plus haut, on dispose pour une variété kéhlérienne X de la
décomposition en somme directe de chacun de ses groupes de cohomologie H* (X, C) =
HY(X,Z)®C :

H*(X,C) = D H"(X)

p+q=k
fournie par la théorie de Hodge et satisfaisant un certain nombre de conditions. Par
exemple, HP'9(X) est le conjugué complexe de H?P(X) et, pour k = n = dim X,
HP4(X) est orthogonal & H? ¢ (X) relativement & la forme d’intersection ()
de H™(X) pour (p',q") # (n—p,n—q). Lentier k étant fixé, application des périodes
locale (ou marquée) de X associe & une déformation X; de X, accompagnée d’un
difféomorphisme €* de X; avec X induisant un isomorphisme H*(X;) = H*(X), la
décomposition de Hodge de X; sur I'espace vectoriel fixé H*(X,C).

Il est plus agréable de considérer la variation correspondante de la filtration de
Hodge
FIHM(X,) = @ HP P (X))

p=i

qui jouit des deux propriétés remarquables suivantes :

o F*H*(X}) varie holomorphiquement avec t;

o la différentielle de I'application des périodes satisfait la condition de «transver-
salité » de Griffiths

% (F'H"(X,)) C F' P HR(X,).

L’application des périodes est fréquemment injective et pour les variétés de Calabi-
Yau; on peut montrer qu’elle est immersive pour k = n.

Le probleme est que précisément a cause de la condition de transversalité, qui est
une équation différentielle généralement non triviale, ’application des périodes n’est
presque jamais surjective, de sorte qu’elle ne peut que rarement étre utilisée telle
quelle pour décrire ’espace de modules des déformations de la structure complexe
d’une variété X.

Dans le cas des variétés de Calabi-Yau, il serait trés intéressant de comprendre
le lien entre I’application des périodes et la construction de la théorie conforme des
champs proposée par les physiciens; il n’est pas clair que la seconde doive déterminer
la premiere, mais sans aucun doute la relation existe puisque, comme on 1’a noté plus
haut, les espaces HP*9(X) sont calculables du point de vue de la théorie superconforme
associée a X.
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Un autre lien plus précis est le fait que les accouplements de Yukawa sur Iespace
tangent H'(Tx) & Déf X, calculés par les physiciens comme des fonctions de corré-
lation, ont une interprétation trés simple en termes de variation de structure de
Hodge : la forme 71 qui les normalise peut se prolonger comme une section du fibré de
fibre H™9(X};) au point ¢t € Déf X ; pour n champs de vecteurs uy, ..., u, sur Déf X,
on pose alors

Y71,y un) = (o (- (, () )

ou les dérivées ,,(n) sont prises en considérant n comme une fonction & valeurs
dans P'espace constant H"(X,C). Les conditions de polarisation et de transversalité
entrainent aisément que ceci définit bien une forme symétrique homogene de degré n
sur l'espace tangent a Déf X au point X. Griffiths a par ailleurs montré que cette
forme s’identifie au produit

S"HY(Tx) — H"(ATx) = C

comme ’accouplement de Yukawa des physiciens. On a maintenant le résultat simple
suivant, qu’on énoncera seulement dans le cas n = 3, qui est le plus souvent considéré
dans ce livre :

IR,

Dans les coordonnées naturelles z; sur Déf X déduites d’un marquage partiel de
H3(X,Z), et pour un choir naturel de n(z), section du fibré H>° de fibre H3°(X,)
au point z, déduit du méme marquage, la forme Y dépend d’un potentiel, i.e. il existe
une fonction F(z) telle que

PF n( a a9 0 )
02i0z;0z, 0z 0z; "0z )

Le fait le plus remarquable en faveur de la symétrie miroir est l'existence de
données analogues sur le cone de Kahler complexifié K (X) : le point est 'utilisation
des invariants de Gromov-Witten de la variété symplectique sous-jacente a X pour
construire un potentiel dont les dérivées vont permettre de construire une variation
de structure de Hodge complexe paramétrée par K(X). Les invariants de Gromov-
Witten [76], [78], [83] sont des formes multilinéaires sur la cohomologie H*(X) d’une
variété symplectique (X, w), dépendant du choix d'une classe A € Ho(X,Z)

g H(X,Q)™ — Q

Brievement, ® 4 (01 ® - - - ® Bp) est obtenue en intégrant la classe

pry Bi A Apry, B € HY(X™)
sur I'image de I’application d’évaluation

&V s Wa, g, x (P xm™

((bv Tlyenny x’m73) — ((b(o)v (b(]-)v (b(OO), ¢(£C1), ey ¢(xm73)) .
Ici W4y, est I'ensemble des applications ¢ : P! — X telles que ¢.([P']) = A satis-
faisant 1’équation de Cauchy-Riemann inhomogene

956 = (Id, ¢)"v

pour un choix générique de structure pseudocomplexe J sur X compatible avec la
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forme symplectique w, et de parametre sur P! x X égal a
10, 1,0
ve ™ (pf1(Qp11) ® pr;(TX,J))'

Le potentiel de Gromov-Witten est alors la fonction définie sur (un ouvert conjec-
turalement non vide de) HP¥*(X) = @ H*(X,C) par la série

(2

V,(v) = Z %(PA,m(v@m)exp(—/Aw).

A€Hy(X,Z)
m>3

Lorsque X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, le potentiel ¥,, ne change
avec w que par translation, modulo un terme quadratique en -y :

U (7) = Wu(y —w' +w) + Q(y), degQ=2.

C’est ce potentiel restreint & H2(X, C) que la symétrie miroir va identifier, dans les
coordonnées canoniques et modulo une fonction quadratique, avec le potentiel décrit
plus haut, dont dérivent les accouplements de Yukawa de la variation de structure
de Hodge du miroir X', lorsque X est une variété de Calabi-Yau. En fait, supposant
n = 3 pour simplifier, ce potentiel permet de construire une variation de structure de
Hodge complexe paramétrée par K (X) (moyennant des hypotheses de convergence)
de la facon suivante. Les dérivées cubiques de ¥, permettent de construire en tout
point y € HP*'(X) ol la série est convergente un produit «e,» sur HP**(X) par la

formule P
(€i oy €j,€k) = m
ou e; est une base de Hp"“r(X ) et t; les coordonnées linéaires correspondantes
sur HP¥r(X).
Une propriété essentielle des invariants de Gromov-Witten, vraie pour toutes les
variétés symplectiques et trivialement satisfaite dans le cas des variétés de Calabi-
Yau de dimension 3 est Iassociativité du produit «s,». On en déduit, suivant

Dubrovin [75], que la connexion V définie sur le fibré tangent (trivial) de la variété
HPa* (X)) par

Vu(0)(3) = du(0)(7) +uey 0

(d étant la connexion triviale et u, o des champs tangents) est intégrable.

Finalement, dans le cas des variétés de Calabi-Yau de dimension 3, le produit e »
est compatible avec la graduation HP**(X) = @, H*(X) pour tout . On en déduit
que la restriction de V & H?(X,C) est une connexion intégrable sur le fibré trivial de
fibre HP#*(X) satisfaisant la condition de transversalité

VE'HP*(X) C F" HP (X)) @ Qpz(x)
pour la filtration
FBHpair _ HO (X), FQHpair _ HO D 1—_127

Falair — HO (X) D H2 o) H4, FOHpair — Hpair(x),
ce qui fournit la variation complexe de structure de Hodge annoncée.
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A ce stade, on peut formuler la symétrie miroir en conjecturant que cette variation
de structure de Hodge est celle de la famille miroir { X'} wvia lapplication miroir

K(X) — DéfX'.

Le probleme est qu’on n’a aucune raison de supposer qu’elle est d’origine
géomeétrique, i.e. qu’elle correspond a la variation de structure de Hodge d’une famille
de variétés paramétrée par K (X).

Notons aussi que, méme dans le cas décrit plus haut des quintiques de P*, 1’égalité
des deux potentiels décrits ci-dessus, ou ce qui revient au méme, des deux séries
entieres considérées dans [43], reste une conjecture.

Cependant Givental en a donné une justification (malheureusement insuffisante du
point de vue de la rigueur, du fait de 'usage de produits infinis, qui sont supposés avoir
un sens en «cohomologie équivariante de Floer », mais dont le statut est incertain)
tres séduisante théoriquement et compléetement indépendante de celle des physiciens.
Givental note tout d’abord 'existence d'une structure de D-module sur la cohomologie
Sl-équivariante d’une variété symplectique M, sous les conditions suivantes : M est un
revétement de groupe Z d’une variété symplectique M munie d’une action localement
hamiltonienne de S, sur lequel cette action devient globalement hamiltonienne, la
fonction hamiltonienne H satisfaisant

¢cH=H+1

pour q : M— M engendrant I'action de Z. Sur M , la forme symplectique w s’étend
alors en une forme équivariante w dont la classe satisfait

gqo=w—nh

ol h est le générateur standard de H, (point); si p est 'opérateur de multiplication
par la classe de @ dans H, (M), on a donc la relation

poq" —q op=hq",

ce qui en convenant de traiter h comme un scalaire fournit la structure de D-module
cherchée, si on fait correspondre p & hd/0t et ¢* A la multiplication par e?.

Givental applique cette construction au cas ot M est I'espace des lacets de P4
et M son revétement universel, 'action de S' étant donnée par la rotation des lacets.
En fait, il approxime ce revétement par la variété projective Mo, limite directe des
espaces de polynomes de Laurent

My, =P ({ Zk: bz, 6 € C}),
i——k

l’action de Z sur M., étant engendrée par la multiplication par z. La cohomologie
St-équivariante de My, a donc comme ci-dessus une structure de D-module.

Givental construit alors une classe, qui se présente comme un produit infini dans
1 (M), mais dont l'interprétation géométrique en termes de comptage de courbes
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rationnelles dans une quintique générale de P* est claire, qui satisfait formellement,
pour cette structure de D-module, une équation différentielle qui n’est autre que
I’équation de Picard-Fuchs de la famille miroir {X,/H} décrite plus haut. (Cette
équation différentielle a pour coefficients des fonctions méromorphes de t et ses
solutions sont exactement les périodes de la forme de type (3,0) dont elle dépend, sur
les cycles d’homologie localement constants : comme expliqué plus haut, ces périodes
sont essentielles dans le calcul des coordonnées canoniques et de la normalisation des
accouplements de Yukawa, sur lequel la construction de ’application miroir est basée.)

Le texte se termine sur la description de cette construction un peu miraculeuse,
mais qui touche sans aucun doute au plus pres le phénomene de miroir, par son objet
central, la géométrie symplectique de ’espace des lacets, qui est également I'objet
étudié par les physiciens par la théorie des cordes et le o-modele.

Organisation du texte

Dans le premier chapitre sont rassemblés quelques résultats de géométrie algébrique
ou kahlérienne concernant les variétés de Calabi-Yau : 'existence des métriques de
Kahler-Einstein, la lissité de la famille de Kuranishi, et quelques propriétés spécifiques
de ces variétés du point de vue de la théorie de Hodge.

Le chapitre deux est consacré a une description de la symétrie miroir, telle qu’elle
émerge de la «physique »; d’'une part les idées impliquées dans la théorie des champs
conformes semblent d’un tres grand enjeu scientifique, et d’autre part, comme expliqué
dans cette introduction, on n’a pas actuellement d’intuition mathématique suffisante
du phénomene de miroir pour remplacer la théorie des physiciens.

C’est la raison d’étre de ce chapitre d’une inspiration un peu spéciale, et dont la
lecture n’est nullement nécessaire a la compréhension des autres.

Les quatre autres chapitres sont consacrés aux aspects mathématiques de la
symétrie miroir évoqués dans cette introduction.

Le chapitre trois explique, en partie suivant Morrison, les étapes du calcul mené
dans [43], en introduisant les notions de théorie de Hodge nécessaires : accouplements
de Yukawa, équations de Picard-Fuchs, théoreme de la monodromie, description a la
Griffiths de la cohomologie et de la filtration de Hodge d’une hypersurface par des
résidus.

Le chapitre quatre introduit a la géométrie torique et est consacré a la construction
de Batyrev. Sans entrer dans les développements les plus récents, on explique
également, suivant Danilov et Khovanskii, le calcul des nombres de Hodge des
hypersurfaces des variétés toriques, utilisé par Batyrev pour vérifier en partie sur
ces exemples les prédictions des physiciens concernant la comparaison des nombres
de Hodge d’une variété et de son miroir.

Les deux derniers chapitres sont liés par I'introduction a la cohomologie de Floer,
qui sans étre nécessaire ici, semble importante du fait qu’elle traite la cohomologie
quantique du point de vue de la géométrie symplectique de I'espace des lacets.

Le chapitre cinq est consacré a la cohomologie quantique : on y décrit les inva-
riants de Gromov-Witten et leur propriété cruciale de «scindagey, et on explique
les conséquences formelles de cette propriété, telles que l'associativité du produit
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quantique et ’équation aux dérivées partielles, dite WDVV, (Witten, Dijgraaf,
Verlinde, Verlinde) satisfaite par le potentiel de Gromov-Witten.

Le chapitre six débute par une introduction a la cohomologie de Floer, et une
description schématique de la preuve du théoreme de comparaison entre la coho-
mologie de Floer et la cohomologie usuelle tensorisée par 'anneau de Novikov. Ce
paragraphe a surtout pour but de justifier les produits infinis de Givental, en expli-
quant leur interprétation naturelle (en homologie) comme des «classes fondamentales
d’homologie de Floer S!-équivariantes ». Ce chapitre introduit en outre & la cohomolo-
gie S1-équivariante, qui est le seul outil mathématique utilisé dans la construction de
Givental.
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Ajouté surépreuves

Dans le preprint (*), Givental propose une preuve de la «conjecture des miroirs »
pour les variétés de Calabi-Yau de dimension 3 intersections complétes dans un espace
projectif, utilisant en particulier les idées de (**), et validant les résultats de (***).

Dans ce cas, la conjecture énonce que le potentiel de Gromov-Witten d’une telle
variété est lié de facon simple (et explicite) aux solutions de I’équation de Picard-Fuchs
de la famille miroir (qui est déja fournie par l'analyse des variétés toriques comme
dans le chapitre 4).

Un tel résultat constitue un progres spectaculaire par rapport a 1’état des connais-
sances décrit dans ce livre.

(*) A. Givental : Equivariant Gromov-Witten invariants, preprint alg-geom 96.
(**) M. Kontsevich : Enumeration of rational curves via torus action, voir [51].
(***) A. Givental : Homological geometry I : Projective Hypersurfaces, voir [91].
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1. VARIETES DE CALABI-YAU

Ce chapitre est consacré a la description des résultats connus sur la géométrie
algébrique ou kahlérienne des variétés de Calabi-Yau. Les deux théoremes les plus
généraux concernent précisément les deux aspects de I’espace de modules considéré par
les physiciens : le cone de Kéhler, que le théoréeme de Yau met en correspondance bi-
jective avec les métriques de Kéhler-Einstein, et ’espace de modules des déformations
de la structure complexe, dont la version locale est la famille de Kuranishi, qui est
lisse par le théoreme de Bogomolov-Tian-Todorov. On explique avec quelque détail
la preuve de ce dernier théoreme, ainsi que les théoremes de «lissifiabilité» de Fried-
man et Kawamata-Namikawa qui permettent d’espérer la construction de nouvelles
familles par lissification de variétés singulieres (en fait & croisements normaux) & fibré
canonique trivial. On conclut par une introduction a l'application des périodes, et
par la description, due & Bryant et Griffiths, des solutions de dimension maximale
de I’équation différentielle de transversalité pour les structures de Hodge de niveau 3
polarisées avec h30 = 1.

1.1. Théoréme de Yau

1.1.1. Metriques hermitiennes

Soit X une variété complexe; le fibré tangent réel T% est muni de I'opérateur J de
structure pseudocomplexe, satisfaisant J? = —1. Soit h une métrique hermitienne
sur X, c'est-a-dire la donnée d’une métrique hermitienne h, sur T% vu comme
un C-espace vectoriel grace a J, variant différentiablement avec z € X. La forme
hermitienne h se décompose en h = g — iw, avec g et w réelles, J-invariantes, et les
conditions

(1.1.1) h(u, Jv) = —ih(u,v), h(u,v) = h(v,u)
se traduisent par :
(1.1.2) w(u, Jv) = g(u,v), wu,v)=—-w(v,u)

Donc w est une 2-forme réelle invariante par J. Cette derniere condition est équivalente
a la suivante : J induit une décomposition en types

2
(1.1.3) A =020 g bl 002,
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avec

2
2,0 _ 1,0 1,1 _ 1,0 0,1

QY =A0"" Q=070

ot Q10 € OF est le sous-espace propre associé & la valeur propre i de J. On a alors :

w est J-invariante si et seulement si w est une section du fibré QL.

1.1.2. Metriques de Khler

La métrique h est dite kdhlérienne si la forme w associée est fermée. Sa classe dans
H?(X,R) est appelée la classe de Kihler de la métrique h. Lorsque X admet une
métrique kahlérienne, la théorie de Hodge fournit une décomposition

HQ(X, (C) — HQ,O o) H171 D HO,Q

donnée par la décomposition (1.1.3) pour les formes harmoniques. Le sous-espace H !
est stable par conjugaison, donc a une structure réelle et I'on a :

Lemme 1.1. —Soit X une variété kahlérienne; alors les classes de Kdhler forment
un céne ouvert dans Hﬂé’l(X),

On a la caractérisation suivante des métriques de Kahler :

Lemme 1.2. — Une métrique hermitienne h est kdhlérienne si et seulement si
Uopérateur J est paralléle pour la connexion de Levi-Civita de g = Reh.

1.1.3. Premére classe de Chern

Le fibré canonique d’une variété complexe X est le fibré inversible de rang 1
engendré par dz; A ... A dz,, pour des coordonnées locales holomorphes z;; ses
fonctions de transition sont données par les déterminants des matrices jacobiennes
de changement de coordonnées holomorphes (9z;/0zj)(; ). Si h est une métrique
hermitienne sur (T'x,J), de matrice (h;;) dans la base 0/0z; pour ¢ = 1,...,n, on
en déduit une métrique h_g sur le fibré anticanonique —K = Ag T, de matrice
det(h;;) dans la base 8/0z1 A...A0/0zy,. On définit la courbure de h_x comme étant
la 2-forme

1 -
(1.1.4) wor = 5 00h k

indépendante du choix de la trivialisation holomorphe de — K.

Le lien avec la courbure de Ricci de (X, g) est le suivant. Si (X, h) est kithlérienne,
la courbure de Ricci de (X, g) est une 2-forme symétrique J-invariante puisque J est
parallele; elle fournit une 2-forme alternée de type (1, 1) définie par :

(1.1.5) p(u,v) = Ric(Ju,v).
On a alors
(1.1.6) p=2mw_g

grace au lemme suivant.

Lemme 1.3. —Si h est kahlérienne, la connexion de Levi-Civita V coincide avec la
connexion hermitienne D sur Tx.

(Ceci a un sens si Pon identifie T5” et T%).
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On a alors :

_ 1 D
(1.1.7) WoK = 5 Trace(R")

N

ou

RP = D2c AQy ®H
= X® Om(c(Tx)

est 'opérateur de courbure de D. D’autre part, Ric(U, V) est la trace de 'application
linéaire W — RY (U, W)V et 1’égalité (1.1.6) résulte alors du lemme 1.3, de la premiere
identité de Bianchi et du fait que R(-,-)W est de type (1,1).

Définition 1.4. — La premiére classe de Chern c}(X) € H?*(X,R) est la classe de
la 2-forme w_f.

Cette classe est en fait entiere et ne dépend pas du choix de h. On peut la définir
plus généralement pour n’importe quelle structure pseudocomplexe J sur X comme
I'image dans H?(X,R) de la classe d’Euler du fibré complexe A% Tx de rang 1. Elle
ne dépend donc que de la classe de déformation de la structure pseudocomplexe J.

1.1.4. Theoreme de Yau

C’est la solution d’une conjecture de Calabi; la version la plus générale établit
Pexistence de métriques de Kahler dont la courbure est proportionnelle a la forme
de Kéhler pour les variétés dont le fibré anticanonique est positif ou nul, au sens
oll pour une métrique hermitienne adéquate sur K1, la forme de courbure w_y
correspondante est un multiple positif ou nul d’une forme de Ké&hler.

On appelle de telles métriques des métriques de Kahler-FEinstein.

On se contentera de I’énoncé concernant le cas ¢ (X) =0 :

Théoreme 1.5 (cf. [23]). —Soit X une variété kahlérienne compacte telle que
(X)) =0, et soit a € H*(X,R) une classe de Kihler sur X ; il existe alors une
unique métrique de Kdhler h = g — iw, de forme de Kdihler w cohomologue a «, et
satisfaisant la condition w_ = 0.

1.2. Le théoréme de @composition

On rappelle que I’holonomie d’'une variété riemannienne (M, g) (calculée en un point
m de M), est le groupe des transformations linéaires de Ty, obtenues par transport
parallele relativement a la connexion de Levi-Civita le long de lacets basés en m.
L’holonomie restreinte est le sous-groupe obtenu en se restreignant aux lacets homo-
topes au lacet constant.

Le théoréme suivant a été prouvé par Bogomolov [3] et indépendamment par
Beauville [2].

Théoreme 1.6.—Soit X une variété compacte kihlérienne telle que ¢ (X) = 0; alors
un revétement fini de X est isomorphe a un produit de tores complexes, de variétés
compactes kdhlériennes simplement connexes de dimension 2m; et d’holonomie égale
aSp(m;), et de variétés compactes kihlériennes simplement connezes de dimension n;
et d’holonomie SU(n;).
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20 CHAPITRE 1. VARIETES DE CALABI-YAU

Outre le théoreme de Yau, la démonstration utilise différents résultats profonds de
géométrie différentielle :

(i) Le théoréeme de de Rham : soit M est une variété riemannienne compleéte
simplement connexe, admettant une décomposition orthogonale parallele

TM:@TJZQ?

alors M est isomorphe comme variété riemannienne a un produit

M=][M; avec Tj, =pry, Tn, C Tos.

(ii) La classification par Berger des groupes d’holonomie restreinte irréductibles.

Si M est kdhlérienne compacte a courbure de Ricci nulle, son groupe d’holonomie
restreinte est contenu dans SU(n), avec n = dimg M, et il en va alors de méme des
composantes M; de la décomposition de de Rham de M.

Or il résulte de (ii) que les groupes d’holonomie restreinte irréductibles contenus
dans SU(m;) sont le groupe trivial, qui fournit les tores apparaissant dans 1’énoncé
du théoreme 1.6, le groupe SU(m;) lui-méme, et pour m; = 2m!, le groupe Sp(m}),
intersection du groupe SO(2m;) avec le groupe des automorphismes K-linéaires
de Tas;,m;, ou K est le corps des quaternions, supposé agir sur Thy, m, de fagon
compatible avec la métrique, au sens ou g; est invariante sous les trois structures
complexes I, .J, K données par 'action de K (on a IJ = —JI = K).

Les variétés a holonomie Sp(m}) sont des composantes symplectiques holomorphes
de la décomposition de de Rham, ce qui signifie qu’elles possedent une 2-forme
holomorphe partout non dégénérée. En effet, si I est la structure complexe initiale,
la structure pseudocomplexe J parallele déduite de I'action parallele de K sur Ty,
fournit une 2-forme Q de type (2,0) (relativement & I) sur M; par la formule :

(1.2.8) Qu,v) = h(u, Jv)

ol h est la métrique I-hermitienne correspondant a g;. Comme € est de type (2,0) et
parallele, donc fermée, elle est holomorphe et on voit facilement qu’elle est n’est pas
dégénérée. La proposition suivante montre enfin que I’holonomie controéle les formes
holomorphes sur les variétés kahlériennes a courbure de Ricci nulle (ce qui entraine
en particulier la réciproque & l’assertion précédente) :

Proposition 1.7 (Bochner). —Soit M une variété kihlérienne compacte a courbure
de Ricci nulle; alors une section de Qﬁ/}o est paralléle si et seulement si elle est holo-
morphe.

Elle entraine que les variétés M & holonomie SU(m) ou m = dim M, satisfont la
condition h°(9%,) = 0 pour 0 < p < m (en effet I'existence d’une forme holomorphe
de degré intermédiaire restreindrait le groupe d’holonomie).

De facon similaire, les variétés M de dimension complexe m = 2m’ et & holonomie
Sp(m’) satisfont la condition h%(2,) = 1. Ces variétés sont aussi appelées variétés
hyperkdhlériennes car la structure quaternionique fournit une famille continue de
structures complexes pour laquelle la métrique g initiale reste kdhlérienne.
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Enfin, cette proposition montre que I’holonomie globale d’une variété kahlé-
rienne M & courbure de Ricci nulle est contenue dans SU(n) si et seulement si M
possede une n-forme différentielle holomorphe partout non nulle, c’est-a-dire si le
fibré canonique de M est trivial.

Définition 1.8. — On dit que X est une variété de Calabi-Yau si X est compacte
kéhlérienne a fibré canonique trivial.

Dans les chapitres suivants, on considérera uniquement les variétés de Calabi-Yau
a holonomie :

SU(n), n=dimX > 2.
D’apres ce qui précede, ces variétés satisfont la condition
(%) =0
et la théorie de Hodge montre alors que
H"'(X) = H?*(X,C).
Le cone de Kihler est alors ouvert dans H?(X,R) d’apres le lemme 1.1. Il contient
donc des classes entieres et le théoreme de plongement de Kodaira montre que ces

variétés sont algébriques.

1.3. Lissité de la famille locale de éformations

On esquisse la preuve du théoréme suivant, dit & Bogomolov [4], Tian [18], Todorov
et récemment redémontré a I’aide d’un formalisme plus algébrique par Ran [15].

Théoreme 1.9. —Soit X une variété kihlérienne compacte a fibré canonique trivial;
alors la famille universelle locale des déformations de X est lisse.

Soit J lopérateur de structure complexe de X. Il définit une décomposition :
(1.3.9) Tx @C=Ty" & Ty

Une petite déformation J; de la structure pseudocomplexe J détermine une section oy
de T}(’O ® Qg(’l de la facon suivante : a J; correspond une décomposition

(1.3.10) Tx®C=T' & Ty .
Notant pry et pry les projections induites par (1.3.9), on pose :

-1
(1.3.11) Qi = pry | o (pr2 \Tj'(’tl) € Hom(T;)(’l, T)l(’o)'

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996



22 CHAPITRE 1. VARIETES DE CALABI-YAU

1.3.1. Condition d’inegrabilite
Par définition, les champs de vecteurs de type (0, 1) pour J; sont de la forme :

(1.3.12) X+ar(x), xeTyh.

La condition d’intégrabilité pour J; s’écrit

(1.3.13) (1% TR C TR,

c’est-a-dire :

(1.3.14) [+ a0 X +a(X)] €Ty, V. x' €T

Pour que la propriété (1.3.14) soit vraie pour tous les champs de type (0,1) sur X,
il suffit qu’elle soit vraie pour des champs

_ 20 ,_ 0
YT X T ey
correspondant a des coordonnées holomorphes locales z; pour i = 1,...,n. Mais on a
alors :
[x;x'1=0,
o)) =0 (e (52 ) )€ TR,
825]'

sl = (o) 7

Finalement [c(9/0%), t(8/9Z;)] € Ty par Vintégrabilité de la structure pseudo-
complexe J. Pour que (1.3.14) soit satisfait, il faut donc que pour tous ¢, j, on ait :

_ 0 = 0 0 0
1319 u(ar(55)) =0 (on(55)) =~ (55) (55
ce qui s’écrit de fagon compacte sous la forme :
(1.3.16) Doy = — g, .
Supposons maintenant que ay soit développable en série entiere de ¢ :
oy =a0+ta1+t2a2+---.

Si on suppose Jy = J, on a ap = 0 et ’équation (1.3.16), considérée au premier ordre,
fournit la condition :

(1.3.17) day = 0.

On s’intéresse aux déformations de la structure complexe modulo D'action des
difféomorphismes de X ; il est immédiat de vérifier que I'action infinitésimale de ces
difféomorphismes modifie a; par I'ajout d’un terme de la forme Oy, ou x est une

. . 1,0
section arbitraire de Ty". On a donc :
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Proposition 1.10. —Les déformations au premier ordre de la structure complexe J
sont paramétrées par le groupe de cohomologie de Dolbeault :

HY(Ty) = Ker(é T 00% - Tg ng)/hn(é T LT g Q‘}gl).

Pour montrer la lissité, il suffit, par des principes généraux dus & Kodaira et
Artin, de prouver que pour toute classe a; € H'(Tx), il existe une série formelle
tag +t2ag +- - - solution de (1.3.16), ott g € T;(’O®Qgé1 est O-fermée et représente @ .

Supposons qu’on ait trouvé

apf =tog + -+ t"a,
satisfaisant (1.3.16) a ’ordre n; on cherche alors ;11 telle que
af T =tag 4+ " ay

satisfasse (1.3.16) a l'ordre n + 1, ce qui équivaut a la condition :

(1318) 50én+1 = —Z [Oél',Ozn_H_l'].

i<n

Le second terme est une section O-fermée de T)l(’0 ® Q())(’2 et 'on doit prouver qu’elle
est exacte. Le point est le suivant : Kx étant trivial, le choix d’une section holomorphe
non nulle de Kx fournit par produit intérieur un isomorphisme

. .10 A~ on—1
int: Ty = Q% .

On va montrer par récurrence 'existence de «, 41 satisfaisant I’équation (1.3.18) et
la condition supplémentaire

8(int(o<n+1)) =0;

le fait qu’on puisse imposer d(int(a)) = 0 est une conséquence facile de la théorie de
Hodge.

Utilisons maintenant :

Proposition 1.11 (Tian). —Soient a1, s € T* @ Q%' ; alors :

int([ozl, ag]) = 8(041 . int(ozg)) - n(a(int(al))) A int(as)
+ int(a1) An(d(int(az))),

ou dans le premier terme « o) est donné par le produit intérieur sur T)lf’0 et le produit
extérieur sur Qg(’l et ou n est l'isomorphisme Kx ® Qg(’l o Qg(’l donné par la méme

section de Kx.
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On déduit de cette formule que si d(int(e;)) = 0 pour i < n, la forme
int(— Z[Oéi, Qpt1—4 ])
i<n

est O-exacte. Or c’est une forme de type (n— 1,2) qui est aussi -fermée; la théorie de
Hodge (voir [6], [21]) entraine par 'argument ci-dessous que int(— Y, ., [, 1))
est aussi O-exacte. D’oll I'existence d’une (0,1)-forme a,y; & valeurs dans Tf(’l
satisfaisant 1’équation (1.3.18), définie par int(a,+1) = ¢ avec

(1.3.19) b = int(— Z[ai,anﬂ,i]).

Pour continuer la récurrence, il reste simplement a noter que la forme ¢ peut étre
choisie 0-fermée, ce qui se voit de la facon suivante.

Soient A le laplacien (pour d ou pour ) associé & une métrique kihlérienne sur X
et qui agit sur les formes différentielles de X en préservant le type, et H le projecteur
sur l'espace H des formes A-harmoniques; on a les égalités suivantes

(1.3.20) A = 00* + 80 = d0* + 0*0

et des décompositions (compatibles avec la bigraduation complexe) de lespace
P A**(X) des formes différentielles complexes de classe € sur X en somme directe
orthogonale

(1.3.21) A (X) =K @ O(A (X)) @ 9 (AH1(X)),
(1.3.22) A (X) =H @ (A HX)) @0 (A HH(X)).
D’aprés (1.3.21), on a
H(int(— ;[ai, anﬂ,i])) =0

car int(— >, ., [, ny1-4]) est -exacte et donc, d’apres (1.3.22) et le fait que cette
forme, étant O-fermée, est orthogonale & Im 9*

int(— Z [ai, Opt1—4 ]) ) = ({;w
i<n
Si Pon décompose maintenant v suivant (1.3.21), soit ¥ = Hy+ du+ 0*v, on obtient :
(1.3.23) O = 00u + 00*v.

Mais le terme de gauche est d-exact, ainsi que 0du, tandis que d0*v € Im 9* car les
opérateurs 0 et O* commutent, de sorte qu’en fait 99*v = 0 puisque Imd et Im 9*
sont en somme directe. On a donc 9y = Jdu et on peut prendre ¢ = Ju, qui est
bien d-fermée. |]
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1.3.2. La cemonstration de Ran

Sa preuve est plus algébrique, mais elle utilise essentiellement les mémes ingrédients :
I’isomorphisme

int : T)l(’0 = Q?{_l
et la dégénérescence en F; de la suite spectrale de Hodge vers de Rham.
Le raisonnement est le suivant. Soit A,, = Spec C[e]/e" ™, et soit 7 : X,, — A, une

déformation & I'ordre n de X. On en déduit une classe d’extensionn € H* (T, ,/a, ,)
correspondant a la suite exacte :

(1.3.24) 0—Tx, ,/a,., — Tx, 1% " (TAn |An_1) — 0.

L’obstruction (qui vit dans H?(Tx)) apparaissant dans (1.3.18) & construire a1
ou encore a étendre 7 : X;, — A, en 7 : X411 — Apq1 s’exprime simplement en
considérant la suite exacte :

(1.3.25) 0—Tx — Tx,/a, — Tx,_,/4,_, — 0.

n—1

La suite exacte longue associée fournit un cobord
§:HY(Tx, y/a, ) — H*(Ix);

cette obstruction est alors égale & 6(n). Le fait que d(n) = 0 provient maintenant de
I'existence de I'isomorphisme

: . ~ On—1
nt,, : Txn/An = an/An

(comme Kx est trivial, Kx /4, est trivial), et de la théorie de Hodge qui montre que
les fibrés de Hodge sont compatibles aux changements de base.

1.4. Lissifiabilite des vargtés de Calabi-Yaua croisements normaux

Soit X une variété de dimension n a croisements normaux, c’est-a-dire

i=N
x=Ux
=1

avec X; lisse algébrique ou kéahlérienne de dimension n, telle que toutes les intersec-
tions X;, N...NX;, soient transverses : localement X est isomorphe a I’hypersurface
d’équation z; - - - 2, = 0 dans un voisinage U de 0 dans C"*! pour un certain r < n + 1.

Le probleme que I'on considére concerne la possibilité de lissifier X, c’est-a-dire de
trouver une variété lisse X et un morphisme propre et plat 7 : X — A tels que

X = 7740).

Pour t # 0 et t petit, les fibres X; sont alors lisses. Il existe pour cela une condition
combinatoire assez simple, dégagée par Friedman [9]. Soit

D = Sing(X) ;

on construit sur D un fibré en droites Op(—X) par la formule :
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26 CHAPITRE 1. VARIETES DE CALABI-YAU

(1426) OD(—X) = le/jD -le Kop * ®op jXN/jD -jXN,

ol les faisceaux d’'idéaux Jx, et Ip sont définis de la maniere suivante. Soit x € X et
soit x € U C X un ouvert isomorphe & un voisinage de 0 dans ’hypersurface définie
par z1 - zp(y) de C™*1, I'isomorphisme envoyant = sur 0. Alors Jp est engendré au
voisinage de x par les fonctions 21 - 2; -+ 2,(y) pour i < r(x), et Jx, est engendré
au voisinage de x par 1 si € X;, et par z;(;) sinon, ol k(i) < r(x) est défini par la
condition «zy(;) s’annule sur I'image de X; N U ».
Si X C Y est une hypersurface, avec Y lisse, on a :
On en déduit : Op(=X) = Ov( X)lD.
Proposition 1.12 (Friedman). —Une condition nécessaire pour la lissifiabilité de X
est OD(—X) = OD,

Lorsque cette condition est satisfaite on dit que X est d-semi-stable. La variété X
a croisements normaux a un fibré canonique inversible puisqu’elle est localement
intersection complete. On suppose maintenant Kx = Ox. On a :

Théoreme 1.13 (Kawamata-Namikawa [11]). =Soit X une variété a croisements
normauz, & fibré canonique trivial, d-semi-stable, et satisfaisant les conditions :

o« H" Y(X,0x) = {0};
o H2(XOL 0y10) = {0} ou X1 :=| | X;.
Alors X est lissifiable.

L’idée est d’introduire la notion de structure logarithmique sur X, c’est-a-dire
un recouvrement Uy d'un voisinage de Sing(X) dans X et pour chaque A, des
fonctions z{,...,2),, sur Uy, telles que 2} soit inversible pour i > r(\) et qu’il
existe une immersion ¢ : Uy — C"*! réalisant Uy comme un voisinage de zéro dans
I'hypersurface z; - - - z,(x) = 0, avec 2} = ¢*(2;) pour i < r()\). On demande de plus
que sur UxNU,, on ait pour une certaine permutation o de {1,...,n+1}, 2} = u@\uzfy‘(i)
pour i < n+ 1 avec la condition «uj,, est inversible et []; u}, = 1».

Une telle structure logarithmique existe si et seulement si X est d-semi-stable
(¢f. [11]). On ala notion de déformation logarithmique (comme il est usuel, on notera X
une famille de déformations et X sa fibre centrale).

Soient Dy, ..., D, les composantes connexes de D. Soient A une C-algebre locale
artinienne et s; pour ¢ = 1,...,m des éléments de I'idéal maximal M, de A. La
donnée de s; € My équivaut & la donnée d’une structure de C[[t1, ..., t,]]-algebre

sur A. On dit que
m:X —— Spec A

est une déformation logarithmique de X paramétrée par si,...,Sm si w est plate,
X = 771(0) et il existe un recouvrement ouvert Uy d’un voisinage de D dans X et
des fonctions 27, ...,z sur Uy, satisfaisant 1’équation

Hzf‘:si pour Uy N D; # 0.
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On impose la méme condition que ci-dessus pour le passage de Uy a U,,. Ces données
doivent induire la structure logarithmique initiale sur X.

Kawamata et Namikawa montrent que sous les hypotheses du théoreme, le

foncteur de déformation logarithmique, défini sur la catégorie des C[[t1,...,tm]]-
algebres locales artiniennes est non obstrué, ce qui signifie grosso modo qu’il est
«représentable» par un schéma formel lisse au-dessus de SpecC|[t1,...,tm]]. Ceci

entraine la lissifiabilité (en admettant qu’on peut passer de la catégorie formelle
a la catégorie analytique), car si on a une déformation logarithmique analytique
X — B — V au-dessus d’un voisinage ouvert V' de 0 dans C™, ou la seconde appli-
cation est une submersion, un point s € B au dessus d’un point ¢ € V suffisamment
proche de zéro et satisfaisant t; # 0 pour tout i < m parametre une fibre X lisse.

La preuve de la lissité est tres semblable a celle de Ran. Une structure logarithmique
sur la variété a croisements normaux X permet de construire un complexe de formes
logarithmiques Q% (log) qui satisfait la condition :

n

(1427) /\(QX(log)) = KX = OX .

Avec les notations précédentes, Qx (log) est le O x-module libre engendré dans les
ouverts Uy, par Q, et par les dz}/z} pour i < n+ 1, avec la relation :

i=n+1

dz
E — =0
-1

(Sur U = X — Sing(X), il est simplement égal & Q7.) On pose :

k
0% (log) = A Qx (log).

Ces complexes ont une suite spectrale de Hodge vers de Rham qui dégénere en F ;
d’autre part les déformations logarithmiques du premier ordre sont paramétrées
par H'(Tx(log)) ou Tx(log) est le fibré dual de Qx(log), avec obstruction dans
H?(Tx(log)). La trivialité de Kx donne un isomorphisme :

(1.4.28) Tx (log) = Q% ' (log).

Comme dans la preuve de Ran, le point essentiel pour obtenir la lissité consiste
alors & prouver que pour une déformation logarithmique 7 : X — B de X, le faisceau

R'm, Ty 5(log)

est localement libre sur B, ot Tx,p(log) = (Qx,/p(log))* est la version relative des
faisceaux décrits ci-dessus. Mais c’est une conséquence de I'isomorphisme

Tx;p(log) = Q4 (log)

et de la proposition suivante, due a Steenbrink, qui est une conséquence de la théorie
de Hodge mixte.

Proposition 1.14. —Si 7 : X — B est une déformation logarithmique de X, les
faisceaux RZW*Q’&/B(log) sont localement libres sur B.
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1.5. L'application des périodes

1.5.1. Systme local et filtration de Hodge

Soit w : X — B une famille propre et lisse, a fibres projectives ou kahlériennes de
dimension n. Pour tout b € B, on notera :

Xy =7 1(b).

L’image directe R"m.Z est un systeéme local sur B; localement R"7w,Z = H"(Xy,Z),
donné par une trivialisation € : X &£ X, x B.

On note H™ le fibré holomorphe R"7.Z ® Op.

Il est muni de la connexion intégrable de Gauss-Manin V pour laquelle les sections
paralleles sont les sections de R"m,(C).

Sur H" (X}, C), on a la décomposition de Hodge

(1.5.29) H"(X,,C)= P HP(X})
pFrq=n

avec HP9(Xy) = H(X,, 0%, ). Soit :

FPH(X) =P H " "(X).

r2p

On a alors :

Théoreme 1.15 (Griffiths [10]). —La donnée de FPH™(X,) C H"(X,,C) = Hi
pour tout b dans B définit un sous-fibré holomorphe FPH™ C H™.

Notons que le rang de FPH™(X,) est indépendant de b, 'argument étant que les
nombres h?%(X,) sont semi-continus inférieurement sur B tandis que leur somme
pour p+ ¢q = k est constante, égale au nombre de Betti by (X}). Ceci suffit & entrainer
que le sous-espace FPH"(X}) C H™(X,, C) varie de fagon € par la théorie de Hodge
(cf. [6)).

La preuve de Griffiths est la suivante. On note tout d’abord qu’on peut trivialiser
de facon C*° la famille X au-dessus de B

ngQXB

pour un petit voisinage B de 0, de sorte que les fibres de l'application induite
pr; : X — Xg sont des sous-variétés complexes de X (cet énoncé est prouvé par
exemple dans la seconde partie de [10]).

Sin = (m)eep est une section € du fibré de fibre FPH"(X}), on peut par la
théorie de Hodge la représenter par une famille 7, de formes différentielles sur les
fibres, variant de fagon €, et telle que 7, soit de type (n,0)+-- -+ (p,n —p) sur X,.

L’hypothese faite sur la trivialisation entraine alors que la forme # induite sur X,
de restriction 7, sur Xj et de produit intérieur avec les vecteurs tangents horizontaux
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nuls, est de type (n,0)+-- -+ (p,n —p) sur X. Le théoreme résulte alors de la formule
de Cartan-Lie, qui calcule V,7(0), pour x un champ tangent & B par

(1.5.30) Vy1(0) = classe de int(d7)|x, dans H"(Xo,C),

ou X est le relevement horizontal de x sur X. En effet, si x est de type (0,1) sur B,
X est de type (0,1) sur X, grace & 'hypothese faite sur la trivialisation, de sorte que
int;(df])mo est une forme (fermée) de type (n,0) + -+ (p,n — p), et donc de classe
dans FPH™(Xj).

Une facon plus algébrique de voir ce théoreéme consiste a introduire le complexe de
de Rham holomorphe relatif

k
W, p = DA n
muni de la différentielle verticale. On a
R"w*(Q&/B) = H",

car ce complexe est une résolution de 77'Op. On a alors

(1.5.31) FPH" = R, (0 — AQu/p — -+ — Ay — 0),
ce qui rend évident le caractere holomorphe de la filtration de Hodge. []
On a de plus :

Théoreme 1.16 (Griffiths [10]). —La connexion de Gauss-Manin satisfait la condi-
tion de transversalité :

VFPH" C FP7'H" @ Qp.

En reprenant la construction et les notations de la preuve a la Griffiths du théo-
réme 1.15, ceci résulte encore de la formule (1.5.30). Prenons maintenant x de
type (1,0) sur B : comme 7 est de type (n,0) + --- 4+ (p,n — p) sur X, la forme
int=(d7)|x, est de type (n,0) 4+ ---+ (p —1,n —p+ 1) sur Xo, ce qui montre que
V1(0) est bien dans FP~1H"(Xj).

Comme ci-dessus, ce théoréme peut aussi se voir plus algébriquement en notant
que V peut se construire de la fagon suivante. On a la suite exacte

(1.5.32) 0— QY L@ Qg — Q% /T QL AQY — Q55 — 0

et V s’obtient simplement comme la fleche R™m, (Q% p) — R"7. (25, 5) ® €2 fournie
par la suite exacte longue associée a (1.5.32). []

1.5.2. Differentielle de I'application des @riodes
L’application des périodes P associe & un élément b de B le drapeau :

FPH™(X,) C H"(X,,C) = H"(X,,C).
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Sa différentielle est donc décrite par une série d’applications
¢p: Ty —— Hom(FpH"(Xb), H"™(Xy, C)/FPH"(XZ,))
satisfaisant les conditions de compatibilité évidentes :

Dp|poripm(x,) = Pp+1 mod FPH"(X,).

En termes de connexion, ¢, est obtenue a l'aide du composé
(1.5.33) FPH" C H" Y H" @ Qp — H"/FPH" @ Qp,

qui est une application Op-linéaire. Par transversalité, on trouve que Im ¢, (T'5(;)) se
factorise & travers le quotient (FPH™/FPTIH™), = H" P(Q% ) et qu’elle est & valeurs
dans (FP7IH"/FPH™), = H"—PH(Q’)Zl). On a alors :

Théoreme 1.17 (Griffiths [10]). —La fleche
¢p : Ty — Hom(H"P(Q%, ), H* PHH(Q4 1))
construite ci-dessus est égale a la composée :
rod. int. n— n— —
(1.5.34) Ty - HY(Tx,) 225 Hom (H" (%), H" PHL(O5 1))
ou p est Uapplication de Kodaira-Spencer classifiant les déformations infinitésimales.

Dans la preuve de Griffiths, ceci se voit en notant que 'application de Kodaira-
Spencer (c¢f. proposition 1.10)

p: TB,b — HI(TXb)

se réalise avec les notations introduites dans le §1.5.1, en associant a x, un champ
holomorphe sur B, la forme 0Y |x,, qui est une (0, 1)-forme & valeurs dans T'x,, et en
analysant la composante de type (p — 1,7 —p + 1) de la forme intz(d7),x, -

Dans la version algébrique, ce résultat se voit en remarquant que p est la fleche de
cobord associée a la suite exacte
(1.5.35) 0—Tx, — Tx)x, — ™ (TBw)) — 0
et en utilisant la description (1.5.32) de V. []

Corollaire 1.18. — Soient X une variété de Calabi-Yau de dimension n et M la

famille universelle locale des déformations de X ; alors l'application des périodes P
définie sur M, & valeurs dans une variété de drapeaux sur H™(X), est une immersion.

En effet la premiere composante ¢, (ot n = dim X) de dP est égale, d’apres le
théoreme 1.5.3, a la fleche

(1.5.36) H'(Tx,) — Hom(H(Kx,), H' (2%, "))

donnée par le produit intérieur. Comme K, est trivial, cette fleche est clairement un
isomorphisme.
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1.5.3. Domaine desériodes local

La décomposition de Hodge H™ = € HP9 est sujette & des conditions supplémentaires
liées & la forme d’intersection (,) sur H™(X). Celle-ci est entiére, unimodulaire
symétrique si n est pair, antisymétrique sinon. On a alors :

(i) H?? L HY 7 sip+p #n;

(ii) la forme hermitienne

(n,') = (=)= D2p=a ()

est définie positive sur HY | lorsque p + ¢ = n.

Ici on suppose X algébrique, munie d’une classe de Kahler entiere w. On a alors le
théoreme fort de Lefschetz, qui dit que

(1.5.37) Ww"F L HR (X, Q) — H™F(X,Q),

est un isomorphisme (de structures de Hodge), et la décomposition de Lefschetz qui
en découle :

(1.5.38) H*(X,Q) = @ o A H* 2 (X,Q)prim

2r<s

olt H¥(X,Q)prim := Ker(w"**1) ¢ H*(X,Q).

Si X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3 avec H!(X) = {0}, on a :
H3(X) = H3(X) i

Ayant fixé une polarisation, c’est-a-dire une classe w comme ci-dessus (qui ne
dépendra pas de b et devra donc étre pour tout b une classe de Kéahler sur Xj,),
on travaille avec I’application des périodes polarisée, c¢’est-a-dire avec la variation de
structure de Hodge sur HJ;,.

Le domaine des périodes local D est alors ’ensemble des filtrations de rang correct
sur H" (X, C)prim satisfaisant les conditions (i) et (ii) ci-dessus, avec

HP® = FPH™ N F9H™
et la condition :

(i) FPH* N FattH™ = {0} si p+q=n.

1.5.4. Domaine deségriodes global

Si on considere des familles 7 : X — B ou B n’est pas simplement connexe, on ne
peut pas trivialiser globalement R"m,Z. On a une opération de monodromie :

(1.5.39) p:m(B,b) — Aut(H"(X,Z),(,)) =T

obtenue en trivialisant la famille X de facon C*° le long de chemins dans B. On a une
action évidente F* +— ¢(F*) de T sur D pour ¢ € T et on peut quand méme définir
I’application des périodes :

(1.5.40) P:B— D/T.
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Remarque 1.19. —En général P ne peut pas étre surjective a cause de la condition
de transversalité (théoreme 1.16) qui entraine :

(1.5.41) P.(TB) C Tp hor := @Hom(Hp’q,Hp*Lq*l).

1.6. Variétés de Calabi-Yau de dimension 3

Bryant et Griffiths [1] analysent la condition de transversalité dans ce cas : on se donne
le réseau H3(X,Z) muni de sa forme symplectique (, ). On considere I'application des
périodes pour les formes holomorphes, c’est-a-dire la fleche :

be B+— H*(X,) Cc H*(X,,C).

Comme le rang de H*? est égal & 1, c’est une application a valeurs dans P(H3(X, C)).
La filtration de Hodge

(1.6.42) H3 € F2H3 ¢ F'3H3 ¢ FYH? = H*(X,,C) ® Op
satisfait les conditions :

(a) F2H} est un sous-espace totalement isotrope maximal de H3(X,,C) =
H?3(Xy,C) (voir 1.5.3 (i)).

(b) d(H3>9) € F2H3 par transversalité (théoreme 1.16), ot d(H?>?) est le sous-
fibré de H3 engendré sur Op par les dérivées des sections holomorphes de >0 par
rapport aux champs holomorphes sur B

(c) en fait, on a d(H3>Y) = F2H? du fait que Ky, est trivial (voir la preuve du
corollaire 1.18);

(d) F'H3 = 339" (voir 1.5.3 (i)).

1.6.1. Structure de contact suP(H 3(X,, C))
Décrivons maintenant la construction de Bryant et Griffiths. La forme symplec-
tique ( , ) munit P(H3(Xy,C)) d’une structure de contact, c’est-a-dire d'une distribu-
tion de codimension 1 définie localement par une 1-forme «, définie a multiplication
par une fonction non-nulle prés, satisfaisant la condition a A (da)™ # 0, o1 2N + 1 =
dim P(H?(Xo,C)). On a

Tr(m2(xo,0)),0 = H* (X0, C) /()
et ag est simplement la forme (€, ) sur H?(Xo, C)/(Q) (qui dépend bien stir du choix
de Q dans la droite (Q) € P(H?(Xy,C))). On a :

Lemme 1.20. —Soit Z C P(H3(Xo,C)) une variété intégrale de la structure de
contact (i.e. telle que o)z = 0); alors dim Z < N et pour tout z € Z, Tz, C z+/(2)
est totalement isotrope pour la forme symplectique induite par (, ).

En effet, a|z = 0 implique da |z = 0 et il est immédiat de vérifier qu'en tout
point Q € P(H3(Xy,C)) on a la relation : <<doz(g)|{a:0} (ot {a = 0} C T3 (x,,0)).0
est 'hyperplan déterminé par agq est égale a la forme symplectique induite par ( , )

sur Q1/(Q))». Comme Tzqo C QF/(Q) est totalement isotrope pour cette forme
symplectique, on a bien dim Z < N. []
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Supposons qu’on ait une variété intégrale Z de la structure de contact de dimen-
sion N. Pour z € Z, on pose :

(1.6.43) H?® = F3H® = (2), F?H®=(2,Tz.), F'H®=:"

Lemme 1.21. —La formule (1.6.43) définit une variation de structure de Hodge de
poids 3 avec h®° = 1, sur l'ouvert ot Z est lisse et o la filtration (1.6.42) satisfait
la condition de polarisation 1.5.3 (ii).

En effet, les conditions de polarisation 1.5.3 (i) sont satisfaites grace au lemme 1.20.
Les espaces F2H3/F3H? et F*H3/F?H? ont la dimension correcte N car dim Z = N.
D’autre part, par définition de FZ2H3, la premiere condition de transversalité
d(H3%) C F?H?3 est satisfaite et il suffit de prouver qu’il en est de méme de la
seconde condition de transversalité d(F?H?®) C F'H3. Mais en prenant des coor-
données z; sur Z et un relevement z — Z avec Z € H3(X,,C), on a (2,0/0x;(Z)) = 0.
Si on dérive par rapport & x;, sachant que

<8Zi (), 3%«] (5)>= 0 (lemme 1.20),

on obtient
02 -
<Z, 8Z‘J8$1 (Z)>— 07
ou encore d(F2H3) c F'H3. []

Les variations de structure de Hodge de variétés de Calabi-Yau de dimension 3, et
plus généralement les variations de structure de Hodge de dimension maximale, de
poids 3 avec h39 = 1, fournissent inversement, d’apres les conditions (a) et (c) ci-
dessus, des variétés intégrales de la structure de contact sur P(H?(Xy, C)). D’apres (b)
et (d), une telle variation de structure de Hodge est nécessairement construite comme
en (1.6.43), & partir de la variété intégrale associée.

Ces variétés intégrales sont par ailleurs faciles a construire : on peut construire une
application birationnelle préservant les structures de contact entre P(V'), pour un C-
espace vectoriel V' de dimension 2N + 2 muni d’une structure symplectique et P(257)
ou M =P(W), W étant un C-espace vectoriel de dimension N + 2 et la structure de
contact sur P(p7) étant donnée par la 1-forme tautologique. Les variétés intégrales
de dimension maximale de la structure de contact sur P(Q5s) se projetant de fagon

immersive sur M sont simplement obtenues localement en partant d’une hypersurface
f =0 dans M et en lui associant Z = {(z, dfs), f(z)=0}.

1.7. Exemples de vaetés de Calabi-Yau

1.7.1. Intersections comptes

Soit X C P™ définie par les équations Fy = --- = Fi, = 0 avec k < n et deg(F;) = d;.
Pour un choix générique des F;, la variété X est lisse de dimension (n — k); le fibré
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canonique de X se calcule par la formule d’adjonction. La suite exacte

(1.7.44) 0 — Tx — Ton)x — P Ox(di) =0
i<k

montre que :
Kx = Kpn x (2_dsi).
Or Kpn = Opn(—n — 1), par la suite exacte d’Euler :
(1.7.45) 0 — Opn — H(Opa(1))" ® Opn (1) — Tpn — 0.

Donc Kx est trivial lorsque Y d; = n + 1. Par le théoreme de Lefschetz ces variétés
satisfont :

HO(Q%)={0} pour 0<i<n—k.

Lorsque n — k # 2, on peut montrer que ’on construit ainsi une famille complete de
déformations. On peut également faire cette construction dans des espaces projectifs
inhomogenes a singularités isolées et plus généralement dans des variétés toriques de
Fano (voir le chapitre 4).

1.7.2. Quotients et @singularisations

Cette construction est valable surtout en dimension 3 (le point est de désingulariser en
préservant la condition Kx = Ox); on se contentera de 'exemple suivant. Soit X une
variété de Calabi-Yau de dimension 3, 7 une involution sur X, agissant trivialement
sur la forme de type (3,0) de X. Les points fixes de i forment alors une union de
courbes lisses disjointes C} ; on a alors :

Lemme 1.22. —L’éclaté )/(71 de X/i le long de | |Cy est lisse a fibré canonique
trivial.

En effet, X /z est aussi le quotient de X (éclatement de X le long de | | Cy) par le
relevement ¢ de i. L’involution 7 a pour points fixes I'union disjointe des diviseurs
exceptionnels EFj au-dessus de Cy. On a sur X :

(1.7.46) Kg=71"(Kx)+Y Ex=)Y Ei :T*KSJﬁZE’f

oul 7 est 'application d’éclatement et r est lapphcatlon quotient. Donc r* K bot est
trivial et K 71‘ est de torsion dans Plc(X /t). D’autre part, ce fibré a une section
non nulle, puisque la forme de type (3,0) de X est invariante sous i. Donc K %5 est
trivial. []

Plus généralement, Roan [16] a construit une désingularisation & fibré canonique
trivial pour les quotients de variétés de Calabi-Yau de dimension 3 par un groupe
abélien préservant la forme de type (3,0) (ce résultat a été également obtenu par
Markushevich [13]).
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1.8. Miroirs

Soit X une variété de Calabi-Yau de dimension n # 2, satisfaisant (c¢f. 1.2) :
R{(Ox) =0, 0<i<n.

On considere 'ensemble M x des classes d’isomorphismes d’une structure complexe X;
sur X (obtenue par déformation de la structure complexe initiale) et de la donnée
d’un «parametre de Kéhler complexifié )y sur Xy, c’est-a-dire d’une classe

w=a+iB définie modulo 27i H?(Xy,Z),

ol B € H*(X4,R) est définie modulo 27 H?(X;,Z) et o € H*(Xy,R) est dans le cone
de Kéhler de Xj;.

L’espace Mx est naturellement muni d’une structure locale de produit, puisque le
parametre w varie localement dans un ouvert de H?(X;,C) (lemme 1.1), et que
H?(X,,C) est un espace vectoriel localement constant, indépendant de t.

Globalement, Mx n’a pas nécessairement la forme d’un produit, d’une part a
cause de la monodromie qui peut agir sur H?(X;,C) et d’autre part parce que le
cone de Kahler peut dépendre de ¢ (on sait cependant par [22] qu’il est localement

constant sur le complémentaire d’'une union dénombrable d’hypersurfaces de ’espace
des modules de X).

1.8.1. Conjecture sur les miroirs
Il devrait exister une variété de Calabi-Yau X’ avec dim X’ = dim X et un isomor-
phisme

M Mx = My

ayant comme principale propriété de préserver la structure locale de produit en
échangeant les facteurs. De sorte que déformer X a parametre de K&hler complexifié
constant serait équivalent & déformer le parametre de Kahler complexifié de X', la
structure complexe de X’ étant fixée.

Il semblerait plus prudent de supposer que cet isomorphisme miroir n’existe que
sur un ouvert de Zariski du revétement universel de M x et M x-. Il faut aussi noter
que la «conjecturey ne peut pas étre vraie telle quelle, simplement car il existe des
variétés de Calabi-Yau de dimension 3 avec h>' = 0, et que leurs miroirs devraient
étre des variétés avec h'! = 0, donc non-kihlériennes. Il n’en reste pas moins
que cette prédiction des physiciens est largement confirmée, bien que non comprise
mathématiquement (voir les chapitres 3 et 4).

Infinitésimalement, cette propriété de M se traduit de la fagon suivante. La struc-
ture locale de produit de M x provient de la décomposition naturelle

(1.8.47) Trix,(xw) = H' (Tx) @ H' (Qx),

ou le premier terme décrit les déformations infinitésimales de la structure complexe
(proposition 1.10) et le second terme celles du parametre de Kéhler complexifié. Alors
la différentielle M, doit se scinder en la somme directe de deux isomorphismes :

(1.8.48) HY (Tx) =2 H'(Qx/), H'(Qx)= HY (Tx/).
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Plus généralement, on devrait avoir une série d’isomorphismes :

(1.8.49) HP(ATx) = HP(A Qx0).

Comme on a HP(A?Tx) = HP(A"9Qx) par la trivialité de Kx, on en déduit que
tous les nombres de Hodge de X', et donc tous ses nombres de Betti, sont déterminés
par ceux de X.

1.8.2. Un exemple
La construction qui suit a été proposée indépendamment par Borcea [5] et Voisin [20];
(d’autres auteurs [17], [19] ont par ailleurs travaillé dans une direction semblable en
étudiant la symétrie miroir pour les variétés hyperkahlériennes (cf. 1.2) qui ne sera
pas abordée dans ce texte, puisqu’on n’y considere que les variétés de Calabi-Yau X
avec h?2(Ox) = 0).

Les surfaces K3, (voir [24]), sont les surfaces kéhlériennes simplement connexes &
fibré canonique trivial. Elles forment I’'une des rares classes de variétés pour lesquelles
le théoreme de Torelli est connu :

Théoreme 1.23 (cf. [24]). —Soit S, S’ deuz surfaces K3 telles qu’il existe un
isomorphisme de structures de Hodge ¢ : (H*(S,Z),(,)) = (H*(S',Z),(,)); alors
S est isomorphe a S’.

Un autre fait remarquable est la surjectivité de Iapplication des périodes mar-
quées P qui, a S, associe la droite

(ws) = H*Y(S) ¢ H*(S,C) = L¢

ou L¢ = Lz ® C et Lz est un réseau pair unimodulaire de rang 22 et de signa-
ture (3,19). La classe wg est sujette aux conditions de polarisation (wg,ws) = 0 et
(ws,wg) > 0 (c¢f 1.5.3), définissant le domaine des périodes D construit sur (L, (, ).
On a:

Théoreme 1.24 (cf. [24]). —L application des périodes marquées P est surjective.

On considere des familles de surfaces S de type K3 obtenues comme revétement
double d’une surface rationnelle T', ramifié le long d’une courbe C. Par I’application
des périodes et par la version fine du théoreme de Torelli, elles sont essentiellement
caractérisées par I'existence d’une involution ¢, agissant comme un automorphisme de
la structure de Hodge sur H?(S,Z), de sorte que

" (ws) = —Wwegs.

Cette involution doit alors satisfaire la condition que la signature de (, )|g2(s,2)-
soit égale a (2, rang H?(S,Z)~ —2), ot H?(S,Z)~ est 'ensemble des classes anti-inva-
riantes sous ¢. L’involution ¢ sur (Lgz, (, )) étant fixée, le domaine des périodes D; pour
une telle famille est alors égal & D NP(L; ). La famille de surfaces K3 ainsi obtenue
ne dépend que de la classe de conjugaison de i sous Aut(Lz, (,)).
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On associe a une telle surface S, et au choix d’une courbe elliptique F, obtenue
comme le revétement double de P! ramifié en quatre points et donc munie d’une
involution j au-dessus de P!, la variété de Calabi-Yau X de dimension 3, satisfaisant
h?(Ox) = 0, obtenue par désingularisation (1.7.2) du quotient E x S/(j,4). On notera
N le nombre de composantes de la courbe de ramification de S — T et N’ la somme
des genres de ces composantes; on a :

Proposition 1.25 (cf. [20]). —f.es nombres de Hodge de X sont donnés par la formule
suivante

(1.8.50) RYY(X)=114+5N - N, H?*YX)=11+5N"~N.

La famille miroir est alors obtenue en construisant une «involution miroir » ¢’ sur Ly,
de la fagon suivante : on montre que, mis a part un petit nombre d’exceptions, il existe
un plan hyperbolique P C L, unique & automorphisme de (Lz, (, ),?) pres d’apres
les travaux de Nikulin [14]. L’involution ¢’ est alors définie par

i'=iorp,

ou rp est la réflexion par rapport au plan P. Sa classe de conjugaison ne dépend que
de celle de .

Toujours d’apres [14], la classe de conjugaison de i est essentiellement caractérisée
par le rang de L, et le rang du noyau de la réduction de (, >| - modulo 2. (En fait,
Z

il y a un invariant de type «parité» plus subtil prenant la valeur 0 ou 1.) Ces inva-
riants se calculent aisément a I’aide des invariants N et N’ de la famille de surfaces
K3 avec involution déterminée par ¢, ce qui permet de conclure.

Théoreme 1.26 (cf. [20]). —On a N(i) = N'(i') et N(i') = N'(i), de sorte que
par la formule 1.8.50, on a pour les familles de variétés de Calabi-Yau X (resp. X')
déterminées par linvolution i (resp. i'), inversion des nombres de Hodge prédite par
la symétrie miroir :

hl,l(X) _ h2’1(X'), h2’1(X) —_ hl’l(Xl).

On peut enfin associer & 7 un second domaine D}, paramétrant des « parametres de
Kahler complexifiés i-invariants » par la formule :

D;={neL{; (Ren,Ren)>0}.
Dans [20], sont construits des isomorphismes miroirs
M:DigD;/, M/IgggDil

qui a l'aide du théoreme de Torelli 1.23, et combinés avec I'application miroir pour les
courbes elliptiques décrite dans I'introduction, permettent de construire I’application
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miroir entre le sous-espace de Mx paramétrant les déformations de X de la forme
E x S/(j,1) munies d’un parametre de Kéhler complexifié de la forme

A =pri Ag + prj As,
ol Ag € D, et Pespace analogue pour la famille { X'} associée & i’ : & un tel couple

(X, A) correspond la période 75 de E, la droite (wg) € D;, le parametre de Kéhler Ag
sur E et le parametre Ag € D’.

Comme dans l'introduction, on construit le miroir (E’, Ag/) de (E, \) par la formule
TE =1AE, Ag/ = —iTE
et on pose d’autre part
(wsr) = M'(As), As = M((ws)),

ce qui fournit le couple miroir (X', \').
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Ce chapitre a pour but de décrire les idées en provenance de la physique mathématique
qui ont permis de mettre en évidence le phénomene de miroir.

On commence par décrire au niveau classique la théorie des champs considérée
par les physiciens, a 'aide d’une introduction aux supervariables, ce qui mene au
point essentiel : I'invariance classique de 'action par « N =2-supersymétrie ) lorsque
la variété riemannienne image est kéhlérienne.

On s’efforce ensuite de décrire le cheminement qui conduit les physiciens par
«quantification » & associer a (X, w) une théorie des champs N =2-superconformes, et
la maniére dont formellement la symétrie miroir est construite comme une involution
sur la N =2-superalgebre de symétries infinitésimales de l'action agissant sur ses
représentations.

On explique enfin, suivant Lerche-Vafa-Warner et Witten, comment la cohomologie
de Dolbeault de X se calcule a partir de la théorie des champs N =2-superconformes
associée a (X,w) et comment les prédictions concernant la comparaison des nombres
de Hodge et les accouplements de Yukawa de (X,w) et de son miroir (X’,w’) se
déduisent de cette construction formelle de la symétrie miroir au niveau des théories
N =2-superconformes.

2.1. Leo-modéle N = 2-supersyngtrique

2.1.1. Leo-modkle bosonique en dimension 2

Soit (M, g) une variété riemannienne; le o-modele bosonique en dimension 2 étudie
I’espace des applications ¢ : 3 — M, ou X est une surface de Riemann de métrique +,
muni de l'action (énergie) :

(21.) S(0v7) = [ 0P,
b
Cette action est invariante par changement d’échelle, i.e.

S(9.7) = S(¢, e" -7)

pour toute fonction réelle h sur 3.
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De plus S est invariante sous les difféomorphismes de X :

S(¢,7) = S(p o, v™y).

Donc S est invariante par transformations conformes

(2.1.2) S(¢,7) =5S(go1,7)

pour une transformation conforme v de X.

Lorsque (M, g) est kdhlérienne, S(¢) peut se réécrire de la fagon suivante. Les
structures complexes sur M et ¥ permettent de définir dp € Q%' ® ¢*Ty;° comme
la partie antilinéaire de d¢. Si « est la forme de Kéhler de la métrique sur M, on a
alors :

(2.1.3) S((b):/qu*a +/E2|é¢|2,

oll le premier terme est constant sous les déformations de ¢ telles que ¢px reste
constant, puisque « est fermée. Si on se donne de plus une 2-forme fermée g sur M,
on peut aussi considérer ’action :

(2.1.4) S(6) = /E dgf? + /E &*(5).

Le second terme est constant sous les déformations de ¢ a bord constant, donc
n’intervient pas dans les équations d’Euler-Lagrange décrivant les points critiques
de S'; de plus, si on modifie 3 par une forme exacte, I’action est modifiée seulement
par une intégrale sur le bord de X. Finalement, si (M, g) est kiihlérienne avec forme de
Kéhler o, une 2-forme fermée ( fournit un parametre de Kahler complexifié (cf. 1.8)
w = a +1if et, en combinant (2.1.3) et (2.1.4), une action

(2.1.5) S(¢)=/E¢*w+/22|5¢|2,

ou dans le second terme, la norme est calculée a 'aide des métriques hermitiennes
induites par v sur ¥ (en fait l'intégrale ne dépend que de la classe conforme de )
et go sur M.

2.1.2. Supervariables
Soit A 'algebre extérieure de dimension infinie,

S k
(2.1.6) A_h%n)/\(]R ).
On peut écrire

A=AT®A

(décomposition suivant la parité du degré) et ’algebre commutative AT est naturelle-
ment une somme directe

(2.1.7) AT =R®A],
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ot R=A%et AT = Aio est constitué d’éléments nilpotents. On pose :
(2.1.8) R™"™ = (AT)™ x (A7)™.

C’est le prototype des supervariétés de dimension (m,n).
Sa topologie est la suivante : (2.1.7) fournit une projection 7 : R™"™ — R™ et les
ouverts de R™" sont les 7~ 1(U) avec U C R™ ouvert.

Les fonctions superdifférentiables sur un ouvert U de R™"™ sont décrites de la fagon
suivante. Notons

o z; =20 + 25 pour i = 1,...,m les coordonnées paires, obtenues par projection
de R™" sur ses composantes AT et
e & pour j =1,...,n les coordonnées impaires.

Alors une fonction @ superdifférentiable (& valeurs dans A) sur U doit s’écrire
comme une série en les 7 (nécessairement finie puisque les 67 anticommutent) :

(2.1.9) o= > Br(wr,..., )00,
I={i1<--<ix}

ou ®; est a valeurs dans A, ne dépend que des coordonnées paires, et est su-
perdifférentiable au sens suivant. Soit ¢; la restrictionde ®; a4 {zf =0;i=1,...,m}.
Alors ¢y doit étre de classe C* et ®; est le développement de Taylor de ¢y en les
variables z; :

o ]. 6J¢1 s\J
) =D g 9 a0y )

J

(2110) (I)]({I,‘l,..

ot J = (ji, -+ jm) et (2°)7 = (@) - (25,)™.
Une supervariété de dimension (m,n) doit étre recouverte par des ouverts homé-
morphes a des ouverts de R™"™ et les fonctions de transition doivent étre données par

des transformations superdifférentiables inversibles :

Glj = \Il*($1,...7xm,91,~~'79n)7
(2.1.11) { ’

/ 1 n
xi:(I)i(xl,...,xm,H ,...,9 ),

ott les ¥; sont superdifférentiables & valeurs dans A~ et les ®; sont superdifférentiables
3 valeurs dans A". L’inversibilité de cette transformation est garantie localement par
la non-annulation du «superdéterminant » (c¢f. [40]) de la matrice jacobienne.

Etant donnée une variété usuelle M de classe €, on peut construire une super-
variété de dimension (m,0) avec m = dim M, en remplacant les ouverts de M,
homéomorphes & des ouverts U de R™, par 7~ 1(U) et en prenant pour fonctions de
transition entre deux tels ouverts les développements de Taylor (2.1.10) des fonctions
de transition des ouverts correspondants de M.

Définition 2.1. —Le superplan est la supervariété R%2.
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11 admet des coordonnées globales z;, % pour i = 1,2 et a = 1, 2. En fait, R? étant
muni de la métrique euclidienne, les coordonnées % doivent étre comprises comme
correspondant au choix d’une base e, de I'espace $ des spineurs de R2.

On rappelle (voir [34]) que espace des spineurs de (R™, (,)) pour n pair est la
représentation irréductible unique de I'algebre de Clifford C'(n) engendrée par R™,

C(n) = DR /1,

T

ou I est engendré par les relations

x-x=—(z,z)l, zeR";
Les vecteurs u € R™, avec n pair, agissent sur l'espace 8 des spineurs (action de
Clifford) du fait de l'inclusion de R™ dans l'algebre de Clifford C(n).

Le couple (6',6%) décrit donc un spineur de R?, & coefficients dans A~. De cette
maniere, toutes les considérations qui suivent ont un sens sur n’importe quelle surface
de Riemann munie d’une structure spin qui détermine un fibré de spineurs 8 sur lequel
les vecteurs tangents agissent par action de Clifford.

2.1.3. Supersyietrie
Définition 2.2. —Un générateur de supersymétrie est un champ de vecteur impair.

Ceci a le sens suivant : I’algebre des fonctions superdifférentiables sur une super-
variété est une superalgebre

F=9ta T,

ol FT (resp. F7) est I'ensemble des fonctions & valeurs dans A1 (resp. A™).

Cela signifie que les éléments de FT, dits pairs, commutent avec tous les éléments
de F, tandis que les éléments de F—, dits impairs, anticommutent ; la décomposition
F = FT @ F~ est compatible avec la structure d’algebre, de sorte que F est Z/27Z-
graduée. Un champ de vecteurs impair X est une dérivation impaire de JF, ce qui veut
dire qu’il satisfait la régle de Leibniz tordue :

(2.1.12) x(f9) = (xflg + (=1)% f(x )

pour des éléments homogenes f, g de .
On vérifie que si X,Y sont des dérivations impaires, le supercommutateur

(X,Y}:=XoY+YoX

est une dérivation paire.

Sur R?2 on considere les «dérivations spinorielles » (ce sont des champs de vecteurs
impairs dont le caractére covariant est spinoriel) :

o o
= — 3 ﬂ—,
(2.1.13) Do = 5o —l—z% 0 o
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olt 9/0ap est le champ de vecteurs constant sur R? obtenu par contraction des
spineurs eq, €g, la contraction étant le composé :

ou les deux isomorphismes sont donnés par les métriques et la fleche du milieu est
duale de 'application donnée par ’action de Clifford.

Il est immédiat de vérifier la regle de supercommutation :

(2.1.15) {D.,Ds} = 22
O

Définition 2.3. — La N = 1-superalgébre de Poincaré est la superalgebre de Lie
engendrée comme espace vectoriel par les D, et par I’algebre de Lie du groupe des
translations-rotations de R2.

On montre facilement la stabilité de cet espace par le (super)commutateur (par
exemple, (2.1.15) montre que le supercommutateur de générateurs impairs est dans
Palgebre de Poincaré usuelle). Du fait que les D, sont des champs impairs, & caractere
spinoriel, ils n’agissent pas sur les «superchamps » scalaires (c’est-a-dire les fonctions
superdifférentiables paires).

Par contre, si (€,) est une section du fibré dual du fibré des spineurs, a coefficients
dans A~ on peut construire une action infinitésimale de

Q:ZGaDaa

appelée transformation supersymétrique, sur les superchamps scalaires par la regle :

(2.1.16) 5o® = €aDa®.

Soit ® un superchamp scalaire sur R%2; d’aprés (2.1.9), ce superchamp admet
I’expression suivante

(2.1.17) D=+ 0% +0°0°Fop

o
ol ¢ est une fonction paire appelée composante bosonique de ®, les 1), sont impaires
(& caractere spinoriel) et appelées les composantes fermioniques de @, et Fo3 = —F3aq,

dont les composantes sont appelées parameétres auziliaires, est paire et doit étre vue
comme une section de A?(8). On a par définition de D,,

(2.1.18) 0P = catha+ > €alFap+i Y €ab’0upd
a .8 .8
+ termes de degré 2 en 6,

ce qui donne immeédiatement la formule suivante pour I'action de dgp sur les com-
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posantes fermioniques et bosoniques de @ :

(2.1.19) Sop = €atha, Oqa = €s(Fap—idapd).
- 5

2.1.4. Inttgrale de Berezin

L’intégrale de Berezin d’une fonction paire superdifférentiable ® & support compact
sur R™"™ consiste a intégrer au sens usuel sur R™ le coefficient du terme de plus haut
degré en les 0 du développement (2.1.9) de ®. Sur R?2, la fonction ® étant développée
comme en (2.1.17), on a donc :

(2.1.20) / dd*rd®0 = / Fop5d?z,

R2,2 R2
olt F,,5 € A\%(8) peut étre vue comme une fonction grace a la trivialisation naturelle
du fibré A%(8). On a le lemme suivant.

Lemme 2.4. —Soit ® un superchamp scalaire a support compact et (€,) une section
de 8* (a coefficients dans A™), annulée par l'opérateur de Dirac (i.e. (eq) est la somme
d’un spineur holomorphe et d’un spineur antiholomorphe [34]); alors me 0P = 0.

Ceci résulte du fait que l'accroissement dgF,s est une divergence sur R2.

Ce lemme montre que l'intégrale de Berezin est invariante sous les transformations
supersymétriques a parametre holomorphe ou antiholomorphe, et ceci est la raison de
Iinvariance par supersymétrie du o-modele supersymétrique.

2.1.5. Leo-modkle supersyratrique

On considere une variété riemannienne (M, g) de classe €, que ’on peut voir comme
une supervariété paire (c¢f. 2.1.2 ). On munit les superchamps scalaires & valeurs dans
M (i.e. les applications superdifférentiables ® : R?? — M, ot R%?2 pourrait aussi bien
étre remplacée par n’importe quelle supersurface de Riemann) de 'action suivante :

(2.1.21) 5(@) = / > gij o ® D' D7 d*xd?0,

R22, ja
oll les indices 4, j réferent & un choix de coordonnées y° sur M (I’expression & intégrer
étant en fait indépendante des coordonnées), et D* = 37 ;C*?Dg, Cyp décrivant la
métrique sur le fibré des spineurs 8, de sorte que le terme a intégrer est en fait un
produit scalaire

olt (Do®?) € 8* ® ¢*(Tar). 11 faut noter ici que g;; o ® est obtenue & partir de g;; o ¢
(ol ¢ est la composante bosonique de ®) par un développement de Taylor en la partie
de degré supérieur a 1 en les théta comme dans (2.1.10).

La partie bosonique de S(®), c’est-a-dire celle qui ne dépend que de ¢, est
exactement l'action S(¢) de (2.1.1). Cette action jouit & la fois de invariance
conforme (2.1.2) et de l'invariance par transformations supersymétriques & parametre
holomorphe ou antiholomorphe, comme il résulte du lemme 2.4.
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Le superchamp ¢ admet un développement en composantes (cf. (2.1.17))
(2.1.22) dl = ¢ + Zga¢é + gagﬁFiB ,

ot par la définition d’une fonction superdifférentiable, le 2m-uple (1/J,) se transforme
comme une section de ¢*TMC ® 8.

Les «parametres auxiliaires ) F g;ﬁ peuvent étre éliminés algébriquement en appli-
quant les équations de champs En fait on vérifie aisément en développant S(®) et en
Iécrivant sous la forme S(®) = [;, L(®), que L(®) est un polynéme non-homogene

de degré 2 en les Fiﬁ, le terme homogene de degré 2 étant égal a
> g () sl
ijaf
de sorte qu’on peut obtenir une action S(¢, 1) ne dépendant plus que des composantes

bosoniques et fermioniques de ®, en extrémisant S(®) par rapport & F o5} on obtient
la formule suivante :

(2.1.23) Fl,= ZF RO

ol les F{k sont les symboles de Chrlstoffel de g dans les coordonnées y;.
En adoptant la notation holomorphe

z2=x1 +ixe, O, = %((%1 —10z,)
et la décomposition des spineurs complexifiés en holomorphes (dzl/ 2) et antiholomor-
phes (dz'/?), les sections (¢) de ¢*T M @ 8 seront décomposées en
L€ " TMC @ KY? et o' € ¢*TM® @ K'/?
ol K est le fibré canonique de R? 2 C ou plus généralement de la surface de Riemann
sur laquelle on travaille. On a alors la formule suivante :

21205(6.9) = [ 4(m0(6)9.6°0:0" + V=T gue )0 7.
+\/_gk€( W+V ¢++ Rkﬁmn¢+w+¢ ¢ )dxldxg.

Dans cette formule, I’apparition de la connexion de Levi-Civita V de M et de son
tenseur de courbure R;jx¢ est due au développement en séries de Taylor de g;;(®) qui
fait apparaitre les dérivées de la métrique jusqu’au deuxieme ordre. Comme ’action

S(¢,1) est obtenue en extrémisant par rapport a FI 0B elle reste invariante sous les
transformations supersymétriques (2.1.19), en remplagant F’ op bar sa valeur (2.1.23).
Dans la notation holomorphe, (2.1.19) devient alors :

So¢* = el + et
(2.1.25) SQulf = ic0.¢" — ey WLTh, YT

m

S = ieds¢" —ez@/};m :

ol €, (resp. € ) est une section holomorphe de K iy (resp. antiholomorphe de K —1/2).
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2.1.6. N=2-supersy#itrie

Alvarez-Gaumé et Freedman [26] ont montré que le o-modele supersymétrique jouit
d’une seconde forme d’invariance par supersymétrie lorsque (M, g) est k&hlérienne.
L’algebre de Poincaré N =2-supersymétrique est la superalgebre de Lie obtenue en
adjoignant & I'algebre de Poincaré N = 1-supersymétrique (voir la définition 2.3), un
second ensemble de générateurs impairs D/, satisfaisant la regle (2.1.15)

(2.1.26) {D., D'ﬁ} = 2008
et «supercommutant » avec les D,
(2.1.27) {D!,,Dg}=0.

Alvarez-Gaumé et Freedman cherchent sous quelle condition laction S(¢,1) est
invariante sous des transformations supersymétriques de la forme :

o8" = filew) + &),
J
(2.1.28) Spuly =ie Y hi(0.¢7) — > YFSp
j [y

Sout =iy hi(0:¢7) — > h St
j Kkt

ol f; et h; sont supposées étre des sections de End T'M, telles que les composantes
da, ), de dg, 5’Q, (ot 6g = >, €ada €t 5’Q = > . €a0, en revenant a la notation
non-holomorphe) satisfassent les regles d’anticommutation (2.1.26) et (2.1.27).

Mais on voit facilement que la condition (2.1.26) entraine que f; = (h%)™",
tandis que la regle (2.1.27) entraine que f; = —hj}, de sorte que f; doit définir
une structure pseudocomplexe J sur M. Finalement, la condition que S(¢, ) soit
invariante sous (2.1.28) entraine par un calcul immédiat que J est parallele pour
V et que la métrique g;; est J-invariante (et donc que la métrique est kahlérienne
par le lemme 1.2). On vérifie alors que pour Sjlk =5, I‘éef,f, on a bien l'invariance
recherchée.

2.2. Quantification

2.2.1. Structure symplectique sur I'espace des solutions classiques
On se donne une théorie de champs ¢ : V. — M, dim V = d avec une action

(2.2.29) S(¢) = /V Lz, ¢(z), &0, ...)dp

ou p est une forme volume sur V et L est un lagrangien défini sur ’espace des n-jets
d’applications de V dans M (dans ce qui suit, on supposera n = 1, ce qui est le cas
qui nous intéresse).

PANORAMAS ET SYNTHESES 2



2. QUANTIFICATION 47

On considere 'espace M des solutions des équations d’Euler-Lagrange, c’est-a-dire
des points critiques de S : en prenant des coordonnées y, sur M et x; sur V, on
a des coordonnées x;,y,,y’ sur I'espace des 1-jets de V dans M et ¢ est un point
critique de S si et seulement si pour toute section différentiable X = (X)) de ¢*(Tas)
s’annulant sur 9V, on a :

0X, 0L
5XS.:/(ZX Z - 8%) dp = 0.
Posant dyu; = (—1)%int(d/dz;)dp, on trouve en intégrant par parties la formule
OL 0L
0xS = X, — duy; X,, —
x5 /zavz oy ‘”/VEV: ayu Zaxay)

valable pour tout accroissement X € ¢*T); de ¢, de sorte que 'annulation de §x S,
lorsque X5y = 0, équivaut aux équations

Vo,

8yl, Z 8x18y

Lorsque ces équations, dites d’Euler-Lagrange, sont satisfaites, pour tout X dans
C>®(¢*Th), on a une forme nx de degré (d — 1) sur V,

nx = Z X d,ula
telle que

YV’ c V, 6XW/S(¢|V’) = / nx .
av’

On vérifie que nx ne dépend pas du choix de coordonnées, et donc est définie
globalement. Si on s’est donné une classe d’homologie d’hypersurfaces W C V,
(on s’intéresse souvent au cas ol une coordonnée temporelle sur V' est distinguée,
V 2 W X [a,b], de sorte que les équations d’Euler-Lagrange deviennent des équations
d’évolution pour ¢y et que la donnée de W fait partie du probleme), on peut alors
construire une 2-forme fermée w sur M (qui induit une structure symplectique sur un
quotient adéquat de M) de la fagon suivante. Ayant choisi une hypersurface W dans
cette classe d’homologie, on définit une 1-forme Oy sur M par la formule :

Ow (X) = /an .

Si W est changée en W' avec 0Viyr w = W' — W, on a

Ow: ()~ 0w (X) = [ nx =oxS(on,.,).
Vs w
de sorte que la différence Oy — Oy est une forme exacte sur M, ce qui entraine que
w = dOw est indépendante du choix de W.
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Cette structure symplectique sur M explique essentiellement le théoreme de
Neether, qui a toute symétrie infinitésimale de S associe une fonction sur M de facon
compatible avec le crochet de Lie et le crochet de Poisson (si V' = W x [a, b], cette fonc-
tion devient une intégrale premiere des équations d’évolution). En fait, on considere

simplement la fonction :
hx(¢) = / fix -
w

Comme X est une symétrie infinitésimale de S, on a dx|y+S(dy/) = 0 pour tout
V' C V et donc nx est fermée, ce qui entraine que hy ne dépend pas du choix de W.

Par la quantification, on cherche a représenter sur un espace de Hilbert H d’« états »
un certain ensemble de fonctionnelles «observablesy» munies du crochet de Poisson
défini par w (en général, il s’agit seulement d’une représentation projective). On
voudrait en outre réaliser les «fonctions de corrélationy (fi(x1) - fx(x)), calculées
par définition a ’aide du produit scalaire dans H, comme des intégrales fonctionnelles

(2.2.30) /¢f1 (3(21)) - . fr(B(zx)) e 5@ dg,

ou les f; sont certaines fonctions sur M et x; € V.
Plus précisément, supposant pour simplifier d = 2, on devrait avoir un état Q € H,
appelé le «vide», tel que, pour des fonctions f; sur M et x; € P!, on ait :

¢:P1—M
= <(I)f1($1) 00 (I)fk(aik)(Q)’ Q>}c
ot Oy, (,,) est I'opérateur associé a la fonctionnelle ¢ — fi(¢(x;)).

Dans le cas du o-modele bosonique en dimension 2, on a d’apres (2.1.2) 'invariance
de Taction par transformations conformes, et donc si on prend pour X le disque
épointé A* ou C*, on a une infinité de symétries infinitésimales de ’action, corres-
pondant a l'algebre de Lie dite de Virasoro, des champs de vecteurs holomorphes
ou antiholomorphes sur A* engendrés par les 2"9/0z et les 2"0/0z pour n € Z.
L’invariance conforme est préservée au niveau quantique si l'on peut représenter
I’algebre de Lie correspondante sur H de sorte que son action sur les observables
corresponde au crochet d’opérateurs dans H.

2.2.2. Theorie des champs conformes

Si on peut représenter 'algebre de Virasoro (ou une extension centrale), on espere, par
«intégration », construire une théorie des champs conformes, c’est-a-dire le systeme
de données suivant, formalisé par Segal (cf. [29], [36] et [37]).

Si ¥ est une surface de Riemann, de métrique v, avec bords ¢; pour i € I et ¢;
pour j € J, munis d’'une paramétrisation X:r : 81 2 ¢; préservant l’orientation pour
ieletx; : S! = ¢; inversant l'orientation pour j € J, v étant normalisée pres des
bords de 3, on doit associer une «amplitude »

(2.2.32) A(S,7, x5, x; ) € Hom (H®T, H®7),
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ou H est un espace hermitien. On doit se figurer ces amplitudes comme étant obtenues
par U'intégrale fonctionnelle de la fagon suivante : a (X, , X:r, X;), I’intégrale

(2.2.33) [ (=S(@))do

Poxe="e

Syt Sur le produit LM! x LM paramétrant les

mi: St =M, (iel), nj:S"—M, (jelJ).

associe une fonction ¥

A supposer qu’on ait un espace hermitien H convenable de fonctions sur LM,

Wy, +,- serait alors le noyau permettant de construire Ay, Xt X;)
XTX

Ces amplitudes doivent satisfaire les axiomes :
(i) Invariance par difféomorphismes de (%,7, xi, X; )
+

(ii) Recollement : soient (E,'y,xj,x;), (X", X', X ), des données comme ci-

dessus, et soit (X", ~” ,X”;'Z,X”;,) obtenue en recollant ¥ et 3’ le long des bords

i, C %, Ly C X' grace a l'isomorphisme le_; o (x{)™*. Les indices i” sont dans
I" =TUTI — {i1} et les indices j” sont dans J” = JU J' — {ji}. On doit alors avoir

(2.2.34)  AX",4", X/I;”X/I;’) = Trace;, j; A(X', 7/, X, X'3) @A, 7, x5 x5 )

dans Hom(H®T" HS7").

(iii) Invariance conforme : pour h une fonction réelle sur 3, nulle pres du bord, on
doit avoir

(2.2.35) A, ey, i x5 ) = CINAS 7, X xG):

D’apres ces axiomes, toutes les amplitudes doivent se calculer a I’aide des ampli-
tudes pour le disque (qui vont donner le «vide ») pour la sphere privée de trois disques,
et pour les anneaux avec bords paramétrés, I'un «sortant» 'autre «rentrant ».

Le fait que l'on puisse considérer les représentations de l’algebre de Virasoro
comme une version infinitésimale des théories des champs conformes provient de
la possibilité de considérer le semi-groupe A des anneaux avec bords paramétrés
comme un substitut pour une «complexification de Difft S1) (de sorte que I'algebre
de Virasoro est 1’algebre de Lie de ce semi-groupe).

La structure holomorphe sur ce semi-groupe est donnée par la description d’un tel
anneau par deux applications fo, fi : D — P! s’étendant en des applications lisses sur
le bord dD = St du disque D et satisfaisant fo(0) = 0, f1(0) = oo, Im fo NIm f; = 0,
modulo I'action de C* = Aut(P!, {0,00}). On pose alors

A=P' —(Im foUIm f1),
avec paramétrisation des bords donnée par fil op- Le groupe Difft S est vu comme
un bord de cet espace (Im fy = Im f1) et l'espace tangent & A le long de ce bord
s’identifie & la complexification de 1’algeébre de Lie de Difft S!, c’est-a-dire a I’algebre
de Virasoro.
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Les physiciens donnent des arguments pour montrer que la construction d’une telle
théorie conforme par quantification du o-modele bosonique en dimension 2 & valeurs
dans (M, g) (rappelons que est M compacte) est possible lorsque la courbure de Ricci
de (M, g) est nulle.

Ils pensent de méme que si (M, g) est kéhlérienne, a courbure de Ricci nulle, on peut
par quantification du o-modele N =2-supersymétrique, obtenir une représentation
d’une extension centrale de la « N =2-superalgebre de Virasoroy, c’est-a-dire la
superalgebre de Lie de symétries infinitésimales de I’action (2.1.21), contenant I'espace
tangent aux transformations conformes (les champs de vecteurs (anti)holomorphes sur
le disque épointé) et les deux familles de supersymétries infinitésimales (paramétrées
par des spineurs (anti)holomorphes).

On peut aussi inclure un terme de la forme (2.1.4) dans 'action S(®), ce qui mene
a la conclusion suivante.

Soit X une variété de Calabi-Yau satisfaisant la condition h?(X,0x) = 0 et
soit w = a + i@ un parametre de Kahler complexifié sur X (¢f. 1.8); a détermine
une métrique de Kéhler-Einstein (théoréeme 1.5) et 8 contribue a laction comme
dans (2.1.5). Ces données devraient permettre de construire une théorie des champs
N =2-superconforme & charge centrale ¢ = 3n avec n = dim X (la charge centrale
est un coefficient associé a la représentation de l’extension centrale de la superalgebre
de Virasoro (§2.4)), par quantification du o-modele N =2-supersymétrique construit
en (2.1.24), modifié par l'ajout du terme ifz ¢*(B). Le fait que [ puisse étre
choisie modulo 2mH?(X,Z) résulte du fait que exp(—S(#,1)) ne dépend de 3 que
modulo 2rH?(X,Z), au moins si on travaille avec des surfaces ¥ compactes.

2.3. Conjecture de Gepner

Gepner [30] a conjecturé que la correspondance entre variétés de Calabi-Yau munies
d’un parametre de Kéhler complexifié et théorie des champs N =2-superconformes,
dont la construction a été esquissée ci-dessus, est bijective a condition de ne considérer
que les théories superconformes & charges U(1) entieres (¢f. 2.4 pour le sens de cette
expression). En fait, le phénomene de miroir serait précisément la nuance & apporter
a cet énoncé.

La base de sa conjecture est la construction suivante. Il part d’une certaine série
discrete de théories N=2-superconformes Fj, & charge centrale ¢, = 3k/(k + 2)
pour k € N. II construit alors des théories N =2-superconformes F(, . ) a charges
centrales ki

Clky,...kr) = chi = 32 k; +2

en prenant essentiellement un sous-espace adéquat du produit tensoriel des FEj,.
Posons maintenant

r

M = ppem(k; + 2)i=1,... -

ki
Lemme 2.5. —La condition 3 Z = 3(r —2) est équivalente a la condition :

k; +2
«les hypersurfaces Y C P(M/(k; +2)) de degré M sont a fibré canonique trivialy.
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Ici, P(M/(k; + 2)) est espace projectif inhomogéne défini comme le quotient
de C" — {0} par l'action suivante de C* :

gz((xl, e ,xr)) = (zM/(lirQ)xl, e zM/(k*”)xr).
La coordonnée projective X; étant de degré M/(k; +2), les hypersurfaces de degré M
sont définies par des polynomes F(X,..., X, ) engendrés par les monomes X * - - - X

satisfaisant la condition

M
E i =M.
7 1£k£+2

Si 'on fait abstraction des singularités de P(M/(k; + 2)), la preuve du lemme 2.5
est la suivante. On peut calculer le fibré canonique de P(M/(k; + 2)) (au moins en
codimension 2) de la fagon suivante. On a une application naturelle

(2.3.36) ¢ PN = P(M/(ki +2))
obtenue comme le passage au quotient de
{w:U—{O}—WCT—{O},

2.3.37
( ) x{%/(klﬁ)’ o 7x£V1/(kr+2)).

(xl,...,xr)»—>(

L’application ¢ est clairement ramifiée & I'ordre M/(k; +2) — 1 le long de ’hyperplan
H; = {X; = 0}. On obtient donc :

. M
(2.3.38) & Kpar ) (e,12)) = Kpr1 — Z(

% +2
:_@: kﬁz)H'

Une hypersurface Y € P(M/(k; + 2)) de degré d a donc par la formule d’adjonction
un fibré canonique trivial (en codimension 2) lorsque

M
dzzi:ki—f—Q'

En particulier, les hypersurfaces de degré M sont a fibré canonique trivial (en
codimension 2) lorsque Y, (k; +2)~! = 1, ce qui prouve le lemme. []

- 1)Hi

Or pour des raisons «physiques», Gepner doit imposer cette condition sur la
charge pour que FE(, . ) soit obtenue par quantification du o-modele N=2-
supersymétrique a valeurs dans une variété de Calabi-Yau de dimension (r — 2).

En fait, il conjecture plus précisément que E(y, . ) correspond a I'hypersurface
de Fermat Y C P((M/(k; +2)) décrite par équation 3, X2 avec sa polarisation
canonique. Dans le cas our =5, k; = --- = k, = 3, correspondant a 'hypersurface
quintique de Fermat dans P*, il montre les faits suivants en faveur de cette conjecture :

(i) I'hypersurface de Fermat Y5 et la théorie E(3 3 ont le méme groupe de
symétries discretes;

(ii) les déformations infinitésimales de Y5 munie d’un parametre de Kéhler com-
plexifié et de E(3,. .. 3) sont isomorphes, en tant que représentation de ce groupe discret.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996



52 CHAPITRE 2. ORIGINE « PHYSIQUE)» DE LA CONJECTURE

2.4. Synétrie miroir

L’algebre de Virasoro N =2-superconforme a générateur central C' a quatre séries
de générateurs impairs GI, Gy, (_?j, G, avec s € 7 + %, correspondant aux
développements en séries de Laurent des deux séries de générateurs de supersymeétrie,
chacune étant paramétrée par un spineur holomorphe ou antiholomorphe sur C*;
elle admet comme générateurs pairs les L,,, L,, pour m € Z, correspondant aux
développements en séries de Laurent des champs de vecteurs holomorphes ou antiho-
lomorphes sur C*; elle contient aussi deux séries de générateurs pairs .J,,, pour m € Z,
appelées «courant U(1)» et représentant 'opérateur de structure complexe sur X.

Les charges U(1) mentionnées plus haut sont les valeurs propres des opéra-
teurs Jo, Jo. Une représentation & charge centrale ¢ envoie C' sur cId. Les relations
de (super)commutation sont les suivantes :

(a) tous les crochets entre générateurs barrés et non-barrés sont triviaux.
(b) {GF.GFY ={G7, G} ={G}, G} = {G, G} =0,

(c) Les relations non triviales sont essentiellement les suivantes :

{ [Lim, Ln] = (M = n)Limin + 55m(m* = 1)0m4n,0C,

{GF, Gy =204 — (r —8)Jpys + % (r* — 1)5T+5’QC

(2.4.39)
4

et des relations semblables & (2.4.39) avec les générateurs barrés. L’existence du
phénomene de miroir provient de I’observation suivante : la superalgebre admet une
involution :

GFr—G,, G. —Gf,

(2.4.40) GF—Gf, G —Gy,

T

I = =, Iy jm.

Cette involution agit sur les représentations de la superalgebre, ce qui produit
évidemment des théories N =2-superconformes isomorphes. Cependant, lorsque la
théorie provient de la géométrie, c’est-a-dire est obtenue par quantification du o-
modele N =2-supersymétrique associé a une variété de Calabi-Yau X munie d’un
parametre de Kihler complexifié w, les générateurs Gt, G—, G, G~ ont une signifi-
cation géométrique précise (cf. (2.1.25), (2.1.28)) et ne peuvent pas étre ainsi échangés.
Le miroir de (X,w) devrait étre précisément le couple (X', w’) correspondant (en ad-
mettant la conjecture de Gepner) a la théorie conforme «miroir» obtenue en faisant
agir 'involution (2.4.40), isomorphe a la premiere, mais avec un marquage différent
des générateurs de supersymétrie.

2.4.1. Exemples

Greene et Plesser [31] ont travaillé sur les modeles de Gepner (cf. 2.3 ) et plus
précisément sur le modele Es . 3y, qui correspond a la quintique de Fermat Y de
degré 5 dans P4 Cette hypersurface admet le groupe de symétrie (Z/5Z)°/diag,
agissant sur P* par

(2.4.41) 1y G) (X, X5) = (G X, .4, G X5)
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ou Z/5Z est identifié au groupe des racines cinquiemes de l'unité. Le sous-groupe
G C (Z/57)° /diag formé des automorphismes de Y agissant trivialement sur la forme
de type (3,0) de Y est défini par la relation ), o; = 0.

Ce groupe G agit sur la théorie conforme E 3, 3) associée et on peut former, pour
chaque sous-groupe H C G, une théorie superconforme E 3) construite & partir de
I'espace des invariants sous H dans E3 . 3y. Le groupe G admet une forme bilinéaire
non-dégénérée a valeurs dans Z/5Z ({«, 6) >-; @if;) et donc, pour tout sous-groupe
H C G, on a un sous-groupe H+ C G.

Greene et Plesser ont montré par le calcul des «fonctions de partition » que E( .3)
et E(3 _3) sont miroirs l'une de lautre au sens décrit ci-dessus. Ceci suggere que
les quotients Y/H et Y/H., munis du paramétre canonique donné par c1(Oy (1))
sont miroirs 'un de 'autre. Ceci a été établi partiellement, mais rigoureusement par
Roan [16], qui a montré les égalités de dimensions correspondant & (1.8.48).

Théoreme 2.6. —II eziste une désingularisation (canonique) }7/7{ de Y/H, a fibré
canonique trivial, telle qu’on ait les égalités :

(2.4.42) R (T ) =h' (),

Y/H Y/HL =h ()

hl (Ty//}_ﬁ_) Y/H

2.5. Théorie N =2-superconforme et cohomologie de Dolbeault

Soit H l'espace de Hilbert de la représentation ; on définit (voir [35]) des sous-espaces
R. . (resp. R, ) de dimension finie de H, appelés espaces d’états (chirauz,chirauz)
(resp. (antichirauz,chirauzx)) de la fagon suivante :

(2.5.43) Reo={2 €3Gl y(2) = Gf_y y(2) =0,
Grprpp(@) = é;+1/2(x) =0, n=> 0},
(2.5.44) Roe={2 €90 Gl (@) = Gy (@) =0,
G (@) = Gy (@) =0, n > 0},

Notons que R, . est obtenu en échangeant Gt et G~ dans la définition de R,
de sorte que l'involution (2.4.40) échange les espaces R, . et R. . (ce qui signifie que
I'espace R, . de la théorie initiale est égal a l'espace R, . de la théorie obtenue en
faisant agir (2.4.40)).

En utilisant les regles de (super)commutation (2.4.39), on voit que R, . et R, . sont
stables par Jy et Jo, ce qui les munit d’une bigraduation, les valeurs propres de .Jy
et Jo étant supposées entieres (cf. 2.3, 2.4). Les bidegrés pour R, sont de la forme
(—p,q) avec p,q € N et les bidegrés pour R, . sont de la forme (p, ¢) avec p,q € N.

La charge centrale ¢ étant égale & 3n, il est montré dans [35] que R_ "™ est de rang 1,
tandis que Ry est de rang 1. Lorsque la théorie est obtenue par Quantiﬁcation du
o-modele N= 2 supersymétrique associé a une variété de Calabi-Yau X munie d’un
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parametre de Kéhler complexifié w, ces espaces ont l'interprétation suivante :

(2545) Rc,c = @Hq(ﬂ TX)a
p,q
(2.5.46) R, = @ HI(QK)
p,q

ot H1(AP T'x) ale bidegré (—p, q), ou H1(Q%,) a le bidegré (p, ¢) et les isomorphismes
préservent les bigraduations.

Comme l'involution miroir (2.4.40) échange R, . et R, ., ces isomorphismes expli-
quent la série d’isomorphismes (1.8.48) si l’application miroir du § 1.8 correspond a
Pinvolution (2.4.40) au niveau des théories superconformes associées (cf. 2.4).

Intuitivement, ces isomorphismes devraient étre obtenus de la fagon suivante.
Comme on travaille sur le o-modele N=2-supersymétrique, ’espace de Hilbert H
doit étre un espace de sections du fibré sur LX dont la fibre au point n : S* — X
de LX est lespace des sections € de n*(Q%).

D’apres les relations (2.4.39), les états annulés par G:+1/2’ Goiyjos G:+1/2’ é:+1/2
pour n > 0 sont aussi annulés par L, et L,, pour m > 0, ce qui suggere qu’ils sont
donnés par des sections de (2% puisque les L,, représentent I’action infinitésimale de
Diff St sur H. D’autre part, sur ces états, les opérateurs Gt G:l/Q, Gfl/Q :1/2,
s’identifient aux opérateurs 0, 9%, 0, 0* de X.

Dans [35], il est également montré qu’on peut construire une structure d’anneau
commutatif bigradué sur chacun des espaces R, Rq,.. Combinées avec les isomor-
phismes (peut-étre non-canoniques)

1/2

(2.5.47) R_2"=C, Rp;=C,
et avec les isomorphismes (2.5.45), (2.5.46), elles fournissent des formes homogenes

de degré n sur H'(Qx) et sur H'(T), appelées accouplements de Yukawa, que 'on
notera Y7 et Y5 :

Yy S"HY (Qx) = S"Re e — RUT = C,
(2.5.48)

Yo : S"H' (Tx) = S"Ree — R, = C.

Les formes homogenes construites sur R, . et R.. dépendent uniquement des
données de la théorie conforme, et ne sont donc pas modifiées par passage a la théorie
miroir : on en déduit que les isomorphismes miroirs de (1.8.48)

(2.5.49) HY(Tx) = H'(Qx/), HY(Tx/)= H'(Qx)
transforment & un coefficient prés Y5¥ en YX' et Y3X en V¥,
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2.6. Interpretation de Witten

Witten [38] interprete la symétrie miroir de fagon un peu plus géométrique : le o-
modele N=2-supersymétrique du §2.1.5 est décrit par action S(¢,) de (2.1.24)
apres élimination des parametres auxiliaires. En décomposant ¢ € § ® ¢*Tx ® C
suivant les spineurs holomorphes et antiholomorphes, on peut écrire :

S(qbvw) = S(¢7 w+a¢—)7

oty € K2 @ ¢*Tx et p_ € KV/? ® ¢*Tx.
Lorsque X est munie d’une structure complexe, on peut décomposer TX @ C en
TX10 @ TX%L Laction devient alors S(¢é, vy, 14,1, 1_) ot :

w+ c K1/2 ®¢*TX1’O, 1L+ c K1/2 ®¢*TX0’1,
p_e K20 ¢ Ty’ ¢ e K'Y?@¢ Ty

Witten propose alors de construire deux modeles a partir de cette action, en tordant
les fibrés dans lesquels ¥4, 4,1, 1¥_ prennent leurs valeurs.

o Dans le modele A, on prend :
g € 67Ty, )y € K@ ¢ TX™,
Yo e K@ ¢ Ty’ ¢ c o' TY.

o Dans le modele B, on prend :

by €K@ T,y € ¢"TXY,
Ve K@ ¢*Ty° ¥_ e ¢*Ty
La symétrie miroir échangerait alors les modeles A et B, a condition de passer a
une variété miroir X'.

2.6.1. Accouplements de Yukawa

Witten calcule les accouplements de Yukawa Y7 définis par Lerche-Vafa-Warner sur
H'(Qx) = H?(X,C) comme des fonctions de corrélation du modele A :

(2.6.50) Vi(wi, ... wn) = , fl(pl) -+ On(pn) exp(=S(4,9, x)) dpdy dy.
sW X

Dans cette expression :
o X=vy +_ € ¢ Tx;
« 1) résume les variables fermioniques restantes;

o les p; sont des points de P! ;
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o si, dans des coordonnées locales x; sur X, une 2-forme fermée représentant la
classe w; s’écrit

Z agedxy A doyg
k.l

alors la fonctionnelle O;(p;) est définie par
(2.6.51) i(pi) (o, x Zakﬁ ) XkXe

o lintégration s’effectue sur toutes les applications ¢ : P! — X (et le résultat ne
dépend pas du choix des p;).

L’ensemble des applications ¢ : P! — X se scinde en composantes correspondant
aux classes d’homologie ¢, ([P']) € Ha(X,Z).

On rappelle d’autre part que, w étant la forme de Kéahler associée a la métrique
sur X, la partie bosonique de S s’écrit

(2.6.52) S(6) = / bt / 28]

ot le premier terme ne dépend que de la classe d’homologie ¢.([P!]) tandis que le
second terme est positif et s’annule exactement sur les applications holomorphes
¢ : P! — X. L’intégrale (2.6.50) s’écrit donc

(2.6.53) Z exp —/ / O1(p1) -0y, (pn)e_s,w’w”()dqbad?bdx
o,

a€H(X,Z) X

oll ¢, parcourt 'ensemble des applications ¢ : P* — X telles que ¢.([P!]) = a et S’
est I’action obtenue en retranchant le terme topologique fz ¢*w de S.

Witten affirme alors que l'intégrale

/ O01(p1) - On(pn) exp(—S' (6,10 X)) dbe bl
dasXx

ne dépend de la métrique qu’a un coefficient pres lorsque les w; sont fermées, de sorte
qu’en changeant g en tg et en faisant tendre t vers +oo, la partie bosonique de S’
étant positive, cette intégrale se réduit a une intégrale sur ’ensemble des ¢, annulant
la partie bosonique de S’, c¢’est-a-dire sur 'ensemble des applications holomorphes
¢ : P! — X de classe . Il en résulte la formule suivante :

(2.6.54) Yl(wl,...,wn)z/ wn Z eXp —/ /w1 /wn

a€Hs(
a;é()

ou n(a) € Q est une intégrale sur la famille des applications holomorphes de classe a.

On reviendra au chapitre 5 sur la signification du terme fa Wy fa wy, dans cette
formule et, dans le cas de la dimension 3, sur le calcul de n(«).
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Les accouplements de Yukawa Ys sur H'(Tx) sont calculés comme des fonctions
de corrélation du modele B, les observables correspondant alors a des (0, 1)-formes
a valeurs dans T)lf’o. Par des arguments similaires, Witten montre que l'intégrale
fonctionnelle se ramene alors a une intégrale sur ’ensemble des applications constantes
¢ : P! — X, c’est-d-dire sur X. La formule est alors la suivante

(2.6.55) Ya(ui, ..., un) = (K%, u1 - up)x,
ou k est une section holomorphe de Kx, donc définie & un coefficient pres; uy - - - uy,

qui appartient & H" (A" Tx), est le cup-produit des classes u; € H'(Tx) et {, )x est
I’accouplement parfait H™(A\" Tx) ® HY(K$?) — H"(Kx) = C.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996






3. TRAVAUX DE CANDELAS -
DE LA OSSA-GREEN-PARKES

Ce chapitre est consacré aux variations de structure de Hodge des variétés de dimen-
sion 3 ; dans la premiere partie, on montre comment ’application des périodes marquée
permet de construire des coordonnées naturelles sur ’espace des déformations de la
structure complexe marquée d’une telle variété; on décrit également les accouple-
ments de Yukawa sur l'espace tangent a ces déformations en termes de variation
infinitésimale de structure de Hodge et on montre que, normalisés de fagcon naturelle,
ils dépendent d’un potentiel dans ces coordonnées.

On explique ensuite, suivant Morrison, comment ces considérations s’étendent
sur le bord de ’espace des modules, et apres avoir esquissé la preuve du théoreme
sur la quasiunipotence de la monodromie, on montre, pour une famille de dimen-
sion 1, existence d'une coordonnée naturelle ¢ au voisinage d’une dégénérescence
maximalement unipotente. Cette coordonnée est donnée par I'exponentielle de cer-
taines périodes, (déterminées par l'action de monodromie), qui sont des solutions
d’une équation de Picard-Fuchs. Apres avoir défini ces dernieres, on explique le
calcul de leurs coefficients pour des familles d’intersections completes a 1'aide
de la représentation de la cohomologie par des résidus de formes différentielles
méromorphes.

On montre finalement comment ces techniques se combinent dans [43] pour donner
une série entiere ¥(q), calculant les accouplements de Yukawa normalisés appliqués
au champ logarithmique ¢d/0dq pour la famille miroir de la famille des quintiques
de P4 et on conclut comme dans [43] que Didentification de cette série avec le
potentiel de Gromov-Witten des quintiques permet de prédire pour tout d le nombre
(conjecturalement fini) de courbes rationnelles génériquement plongées de degré d
dans une quintique générale.

3.1. Coordonrées sgciales et accouplements de Yukawa

On considere dans ce chapitre des variétés de Calabi-Yau X de dimension 3 avec
b1(X) = 0. On sait d’apres le théoreme 1.9 que la famille universelle locale B des
déformations de X est lisse, de dimension h!(Tx) = h'(2%).
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3.1.1. Coordonges spciales sur B
Soit
7:X — B, X=Xq:=r 0)

la déformation universelle de X paramétrée par B. On suppose que B est simplement
connexe; on a alors un isomorphisme canonique :

R*1.(Z) = H*(X,,Z).

Le groupe H3(Xg,Z), de cohomologie entiere modulo torsion, est muni de sa forme
d’intersection ( , ) qui est alternée et unimodulaire. Soit (kp)pep une section holomor-
phe non nulle en 0 du fibré en droites H>C (théoreme 1.15), ce qui signifie que b — xy,
est une fonction holomorphe & valeurs dans H?(Xy, C) qui s’identifie canoniquement
a H3(Xy,C), et rp € H>°(X}) pour tout point b de B.

Le lemme suivant montre que le choix adéquat d’une base symplectique de
Hs(Xy,Z) permet d’une part de «normalisery (kp)pep et d’autre part de construire
des coordonnées canoniques sur B.

Lemme 3.1. —Pour un choiz convenable de (a,...,an,Bo,-..,Bn), N =h1(Q%),
formant une base symplectique de H3(Xo,Z), c’est-a-dire pour laquelle la forme  , )
satisfait (o, o) = (B, Bj) = 0 et (au, B;) = 87, on a dans un voisinage de 0

/ ﬁb#ov

de sorte qu’on peut déterminer une section &' de H>? par la condition fao k=1 et

les fonctions z;(b) = fa_ Ky, pour i > 0 fournissent des coordonnées sur B au voisinage
k2
de 0.

Démonstration. — On peut trouver un élément primitif oy € Hs(Xo,Z) tel que
fao ko # 0 puisque kg # 0. On a donc fao kp # 0 dans un voisinage de 0, et la

. / o / . .
section x' est définie par k), = Kkp/ fao kp. Pour une base symplectique (ayg, ..., On)
comme ci-dessus, étendant oy, considérons I'application ¢ : B — C~, donnée par
Q% z; = fav k'. Sa différentielle en 0 est donnée par le composé :

i

y J.,
(3.1.1) T Bl H?(X,,C) — C".

D’apres le théoreme 1.17, application d(k’)o, modulo H*%(Xy), est donnée par le
composé

(3.1.2) Tpo = H'(Tx,) = H'(Q%,) C H*(Xo,C)/H>*(Xo).

Comme fao (d(s")o(TBo)) = 0, dgp n’est pas un isomorphisme si et seulement si il
existe n € F?H?(Xo) tel que [ n=0pouri=0,...,N, ce qui équivaut au fait que
7 appartient au sous-espace engendré sur C par les a; (ou l'on utilise la dualité de
Poincaré Hz = H3).
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Considérons sur F?2H3(X,) la forme hermitienne

h(u,v) = i(u,v);

d’apres 1.5.3 (ii), elle est non-dégénérée de signature (+,—---,—). Si on a  comme
ci-dessus, n satisfait i(n,7) = 0 (puisque (a;) est totalement isotrope et stable
par conjugaison) et fag n = 0. Cela n’est possible que si la projection «af de g

dans F2H? (parallelement & F2H3) satisfait h(aj,af) < 0. Or la projection de
H3(Xo,7Z) = H3(Xg,7Z) dans F2H? forme un réseau et donc ne peut pas étre contenue
dans l'ensemble défini par la condition h(n,7) < 0. Si on a choisi un élément g
de H3(Xo,Z) satisfaisant h(ay, ag) > 0 et fao ko # 0, ce qui précede montre que deg
est un isomorphisme et que les z; fournissent des coordonnées sur B au voisinage
de 0. []

3.1.2. Accouplements de Yukawa

On rappelle que les accouplements de Yukawa Ys (cf. (2.6.55)) sur H'(Tx,) = T
sont donnés par la forme cubique

(3.1.3) Yy : S®HY (Tx,) — C
dépendant du choix de k € H*%(Xj), définie par
(3.1.4) Yo (uy,uz, uz) = (K2, uy - ug - us),
olt uy - uy - uz € H3(N\* Tx,) et () est donné par la dualité de Serre.
On adoptera la notation Y5* pour 'accouplement Y défini par la forme «.

En considérant comme plus haut (kp)pep comme une application holomorphe
k: B — H3(X(,C), on va montrer :

Lemme 3.2. —Soit (kp)pep une section holomorphe de FH3O0 et soient x; des
coordonnées sur B ; alors

o 9 0 ):< 3k

Ko ., — Y A~ ~ :
(3.1.5) Y, ( dz; 9z, Oxx "0 91,0, 0xr (0)>Hs<xo,<c>

Le lemme résulte de la transversalité, des conditions de polarisation 1.5.3 (i) et du
théoreme 1.17. On a d’abord

93 93 0,3
<HO7 Wj&xk (0)>H3(X0,<c) - <KO’ (8xi8a:6xk (O)) >

ot (7)%? est la projection de n dans H%3(X() =2 H3(Ox,) et le crochet ( , ) désigne
la dualité de Serre entre H°(Kx,) et H3(Ox,); d’autre part, par application répétée
des théoremes 1.16 et 1.17, on voit que

(3.1.6) ( P )wzno 0. 90 .29

—_— @ — —  — 3
0,00y, (0 Ox; Ox; Oxy € H*(0x,)
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olt 8/0z; - 8/0xj - 0/dxy, € H3(N3Tx,) = H*(Kx
I'égalité suivante pour k € HY(Kx,) et x € H3(K

). Finalement, il suffit de noter

))

1
Xo
1

(3.1.7) (kyr-x) = (K% X),

ol le premier crochet est la dualité de Serre entre HO(KXO) et H*(Ox,) et le second
crochet est la dualité de Serre entre HO(K®2) et H3 (KXO) I

Une propriété remarquable des coordonnées spéciales et de la normalisation de
(kb)bep construites ci-dessus est le fait suivant.

Proposition 3.3. —Soit {ag, ..., N8} une base symplectique de Hs(Xo,Z), perme-
ttant de construire la section normalisée k' de H>Y et des coordonnées z; comme
dans le lemme 3.1; alors les accouplements de Yukawa Y5* (0/0z;,0/0z;, 0/0z)

dépendent d’un potentiel, i.e. il existe une fonction F(z1,...,z,) telle que :
0 0 0 0*F
1. YrF )= - .
(3.1.8) 2 (azi 0z; 8zk) 02;02;0z,

La proposition résulte des lemmes 3.4 et 3.5 suivants. Soient

Qﬁi(zl,...,zn)://@/, i=1,...,n,

7
ou £’ est vue comme une fonction de (z;) puisque les z; sont des coordonnées sur B.

Lemme 3.4. —On a 0di _ 0d;
825]' 82’1

En effet, on sait que Im(dr’), C F2H?(X}) est totalement isotrope pour la forme
d’intersection (, ) sur H3(Xy, C). D’autre part, par définition de z; et ¢;, et du fait
que fao kK'=1,0ona:

(3.1.9) /{—ﬁo—i—ZzJﬁJ qujaj (/ ')ao.

>0 7>0
On obtient donc :
0¢; a(fg k')
3.1.10 — J oy, — 2P0~
( ) Z azl 0z; @
L’égalité (Ok'/0z;, Ok'/0z;) = 0, qui est due aux conditions de polarisations et

au fait que chacune de ces sections est dans F2?3{> par transversalité, donne alors
immédiatement le lemme. |[]

11 existe donc une fonction F(z1,...,z,) telle que ¢; = OF/0z;.
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O3F 0 0 0
Lemme 3.5. —0 — =Yy (== =—).
na &zi@zjazk 2 (6,2% aZj 8zk
2,/
En effet, on note que par transversalité, 9205, appartient & F1H3(X,) =
H3%(X})* et donc : Fi9%]
0%k’
3.1.11 'y ———)=0
( ) <H 02;0z; >
Cela donne :
ok 0% 03K/
3.1.12 — — [ ——)=0.
( ) < 0z 0%;0%; > + </€ 02020z, >

En vertu du lemme 3.2, on a donc :

I R on' Ok
% (50 55 3 ) oo 5t

D’autre part, d’apres (3.1.10), on a :
ok’ 0%k Oy 0
11 gv IR N_ g N, - L '
(3.1.13) < Oz’ 02;0z; > <ﬂk g 0z, a 0z, (/50 r )ao,

2 2
- (g aig; et ajazj ( /ﬁ W)ew))

02y, O3F

a 02;0%; o aziazjazk7

ce qui prouve le lemme 3.5 et donc la proposition 3.3. []

La proposition 3.3 est une justification mathématique partielle de la symétrie
miroir; en effet, si la symétrie miroir existe, on a une identification locale de ’espace
des déformations de la structure complexe de X et de celui des déformations du
parametre de Kéhler complexifié de son miroir, qui possede, en tant que quotient par
un groupe de translations d’un ouvert dans un espace vectoriel, une structure plate
canonique (i.e. des coordonnées définies a transformation linéaire pres).

Les accouplements de Yukawa Y; (¢f (2.6.54)) dépendent d’autre part clairement
d’un potentiel, de sorte que la proposition 3.3 fournit de fagon naturelle une partie
de la structure prédite par la symétrie miroir, a supposer que ’application miroir
identifie bien les structures plates naturelles de ces deux espaces.

Notons finalement que le systeme de coordonnées et plus généralement la structure
plate fournis par le lemme 3.1 dépendent du choix de la base symplectique choisie (en
fait cette derniere ne dépend que de la donnée de ag et du sous-espace totalement
isotrope engendré par les «;), ce qui indique que la symétrie miroir n’est bien définie
que sur les espaces de structures complexes marquées.
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3.2. Déggnérescences

3.2.1. Extension de la filtration de Hodge

Soit m : X — B une application propre et plate, avec X lisse et dim B = 1, et soit
0 € B tel que X = 7~ 1(0) soit singuliere. Quitte & se restreindre & un voisinage de 0
dans B, on peut alors supposer que 7 est lisse au-dessus de B* = B — {0}. Sur B*,
on dispose du fibré H"™ muni de sa filtration de Hodge F*H"™ (cf. 1.5). Le théoreme
suivant est dit & Katz [50] et, dans un cadre plus général, & Schmidt [56].

Théoreme 3.6. —On peut étendre le fibré H™ sur B* en un fibré H" sur B,
tel que la connezion de Gauss-Manin V s’étende en une connexion a singularités
logarithmiques :

(3.2.14) V:H" — H" @ Qp(log0)

et tel que la filtration de Hodge s’étende en une filtration F*H"™ de H™ par des sous-
fibrés.

Par continuité, la propriété de transversalité (théoreme 1.16) reste vraie pour la
filtration de Hodge étendue :

(3.2.15) V(FPH™) c FP713H" ® Qp(log0).
Dans le cas géométrique que nous considérons, cette extension est obtenue de la facon
suivante (cf. [57], [58]).

En prenant un revétement de B ramifié en zéro, et en effectuant des transformations
birationnelles le long de la fibre centrale, on peut supposer que X est un diviseur
réduit & croisements normaux (théoréme de réduction semi-stable de Mumford). On
considere alors sur X le complexe Q. plog X)) défini de la facon suivante. Pour

une coordonnée t sur B centrée en 0, et des fonctions zi,...,z. & différentielles
indépendantes sur X, 7 est décrite localement par

(3.2.16) T (t) =21 2

On appelle
Qx/p(log X)

le quotient du faisceau engendré par Qy et les dz;/z; par la relation

“(F)-T %o

et on pose :
k
0k p(log X) = A Qu/p(log X).
On définit alors ’extension du fibré de Hodge par

(3.2.17) H" = R"7. (Q% ) 5(log X))
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et Iextension de la filtration de Hodge par

(3.2.18) FPH" = R"m, (0 — QF

DC/B(logX) — = Oy p(log X) — 0).

Supposons maintenant que les fibres X soient des variétés a fibré canonique trivial
de dimension n ; le théoréeme 3.6 permet d’étendre a B les accouplements de Yukawa Y5
définis sur B*. En effet, la condition de transversalité (3.2.15) permet de définir comme
en 1.5.2 des applications O p-linéaires

(3.2.19) ¢p : TB(log0) — Hom (F?/FPH 3™ FP=1 JFPH™)

ot Tp(log0), qui est par définition le dual du faisceau Qp(log 0) des formes holomor-
phes sur B* a singularités logarithmiques en 0, est engendré au voisinage de 0 par le
champ t9/0t ; par composition des applications ¢, on construit alors une fleche :

3.2.20 0g0) — Hom (FH™Y, FHO").
(3.2.20) S™T B(log 0) — Hom (F™°, FO™)

Or la définition de la filtration FPH" et la dégénérescence en F; de la suite
spectrale de Hodge vers de Rham pour les faisceaux 2% / p(log Xo) montrent que

K0 = ROW*KX/B et HO™ = R"7,0Ox sont duaux, de rang 1 dans notre cas.

Choisissons une section non-nulle (), de H™0; on a donc un accouplement de
Yukawa normalisé :

{Y; : S"TB(log0) — Op,

(3.2.21)
(t0/0t)2™ — (r, ¥ ((t0/0t)®™) (k).

Considérons maintenant, comme dans [43] et [53], des familles de variétés de
Calabi-Yau de dimension 3 avec h?! = 1; on suppose qu’on dispose d'une famille
de dimension 1 qui est un ouvert de Zariski A* d’'une courbe A, paramétrant des
déformations singulieres de X. Dans le lemme 3.1, on a montré I’existence locale d’une
normalisation privilégiée k € H>? et d’une coordonnée spéciale z sur 'ouvert A*
dépendant du choix dune base symplectique de H3(Xg,Z), lorsque A* est, au
voisinage de chacun de ses points ¢, la famille universelle locale de la fibre X;.

Comme la base A* est de dimension 1, ces choix identifient les accouplements
de Yukawa & une fonction ®* = YJ(9/0z,0/0z,0/0z) sur A*. Les considérations
développées en 3.2.1 montrent que 'on peut également construire une telle fonction ¢
dans un voisinage de 0 € A — A*; en effet le choix d’'une coordonnée ¢ sur A au
voisinage de 0 et d'une section x € H>° permettent de définir

W )
(3.2.22) <I>_Y2(qa—q,q8—q,q8—q).

On va montrer maintenant, suivant [53], que sous une hypotheése convenable sur la
monodromie du systeme local HS autour de 0, on a un choix canonique de n% et de
coordonnée z. Un role essentiel est joué par la théorie de Hodge (mixte) et le théoreme
de la monodromie rappelés dans le paragraphe suivant.
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3.2.2. Treorie de Hodge mixte et monodromie

Soit m: X — A, une famille de variétés algébriques (on entend par la qu’il existe un
plongement de X dans A x PX au-dessus de A), ott A est un disque, et 7 est lisse
au-dessus de A*. On notera X la fibre centrale.

Soit b un point de A*; le groupe m (A*,b) = Z agit sur H"(X},Z) wvia le
difféomorphisme de X} obtenu par trivialisation € de la famille X sur le revétement
universel de A*. L’endomorphisme de monodromie T' € Aut(H"(Xp,Z)) est défini
comme l'image du générateur canonique de 71 (A*, b).

Théoreme 3.7.—L endomorphisme T est quasiunipotent, ce qui signifie qu’il existe k
et m € N tels que (T* —1)™ = 0.

Une démonstration de ce théoréme, due & Borel [48], utilise le fait suivant, qui est
une conséquence du calcul de la courbure du domaine des périodes polarisées «dans
les directions horizontales ).

Soit H le demi-plan supérieur, muni de sa métrique hyperbolique; soit D le domaine
des périodes polarisées construit sur un espace vectoriel réel H muni d’une forme
bilinéaire (, ) (¢f. 1.5.3), un entier k (le niveau) et des nombres de Hodge hP? avec
p+q = k satisfaisant Zp hP4 = dim H étant donnés; D est un espace homogene sous
le groupe G = Aut(H, (, )) et donc admet une métrique G-invariante. On a alors pour
une normalisation correcte de la métrique sur D

Proposition 3.8. —Soit P : H — D, une application horizontale (i.e. satisfaisant la
condition de transversalité); alors P diminue les distances, i.e.

(3.2.23) dp (P(x), P(y)) < du(z,y).

La proposition implique le théoréme de la fagon suivante : H est le revétement
universel de A* et sur H, le systeme local (H})prim €st trivial, ce qui fournit un espace
vectoriel polarisé H = HI’}rim(Xt,]R) pour t € H. (I est important de noter que par
la décomposition de Lefschetz (1.5.38), il suffit de montrer le théoréme pour I'action
de monodromie sur la cohomologie primitive (H} )prim relativement a la polarisation
fournie par le plongement projectif de X.) On a donc une application des périodes
polarisées P : H — D, obtenue en regardant la variation de structure de Hodge sur la
cohomologie primitive de degré n de la famille induite Xg. On sait que P diminue les
distances et satisfait

(3.2.24) P(z+1) = TP(2),

ou T agit sur D comme en 1.5.4. Or dans H, on a lim dg(zn, 2z, + 1) = 0 lorsque

lim Im z, = co; pour une suite z, satisfaisant cette condition, on trouve donc :

n—oo

(3.2.25) lim dp (P(z,), TP(z)) = 0.

n—oo

Ecrivant P(zn) = gnP(20) avec g, € G, et utilisant 'invariance de la métrique dp
sous (G, on trouve :

(3.2.26) lim dp (P(20), 95, 'T9nP(20)) = 0.

n—oo
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Cela montre que la suite g, !Tg,, est adhérente au stabilisateur dans G de P(zp) qui
est compact par les conditions de polarisation 1.5.3 (ii). Les valeurs propres de T sont
donc de module 1, et comme T est défini sur Z, les valeurs propres de T sont des
racines de 'unité. []

En fait, il existe un énoncé plus précis, qui utilise le fait que, en supposant T'
unipotent, i.e. apres un changement de base de degré k, N = logT est un morphisme
de structure de Hodge mixte, pour la structure de Hodge mixte sur la fibre limite, tel
que N(Wan) C Wy_oH™.

Comme on aura besoin plus loin de cette structure de Hodge mixte, on explique
brievement suivant [57] comment on peut la construire sur Hj = 3.

Une structure de Hodge mixte sur un Q-espace vectoriel V' est la donnée d’une fil-
tration croissante W,V définie sur Q et d’une filtration (de Hodge) décroissante F*V,
induisant une structure de Hodge pure de poids k sur le gradué GrZV associé a W.

La filtration de Hodge sur 3} est décrite en (3.2.18).

Soit Qx (log X) le fibré sur X engendré localement par Qy et les dz;/z;, avec les
notations de (3.2.16) (ol I'on avait utilisé la version relative Qx5 (log X)).

Soient Q& (log X) = A* Qx(log X) et

(3.2.27) W8 (log X) = Q% (log X) A Q5 € QF (log X).
On construit le complexe B¥ = Y AP associé au complexe double
p+q=Fk

(3.2.28) AP9 = QFFIH (log X)) /WK (log X))

muni des différentielles
o d: AP — APTL4 (donnée par la différentielle extérieure) et
o d': AP9 — AP (induite par le produit extérieur avec 7*dt/t).

On peut montrer que l'inclusion
(3.2.29) Q4 (log X), x C AP0
donnée par le produit extérieur avec 7*(dt/t), donne un quasi-isomorphisme
(3.2.30) Q% (log X) y —2 B,
La filtration Wy H? , est alors induite par la filtration suivante sur A**® :
(3.2.31) Wi AP? = Wi QT (log X) /W5 (log X).

11 est clair que Wo, H|} = H{,

et W_oH = {0}; d’autre part, on montre que
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NWH[,)) C Wi_oH. en notant que N s’identifie & un coefficient pres au résidu
de la connexion logarithmique (3.2.14) et que celle-ci est donnée par la suite exacte
courte

(3:2.32) 0 — Q% p(log X) ® Qp(log 0) — Q5 (log X) — Q5 (log X) — 0
qui fournit :
R'm (Q%,p(log X)) — R"m. (2%, p(log X)) ® Qp(log0).

Ces deux faits entrainent immédiatement :

Théoreme 3.9. —L’endomorphisme de monodromie T est quasiunipotent d’ordre
n+ 1, c’est-a-dire satisfait (T* — 1)" T =0 sur H*(X,,7Z).

En fait, dans le cas des variétés de Calabi-Yau de dimension 3 avec h?! = 1, cet
énoncé plus fin résulte immédiatement du théoreéme 3.7, puisque le rang de H?(X,Z)
est égal a 4.

3.2.3. Normalisation de< et choix de coordonges

On revient désormais au cas d'une famille 7 : X — A de variétés de Calabi-Yau de
dimension 3 avec h*! = 1 et on suppose que A est un disque centré en 0 et que X,
est lisse pour b # 0; on fait 'hypothese suivante : 'endomorphisme de monodromie
T € Aut (H3(Xy,7Z)) est marimalement unipotent, c’est-a-dire :

(T-1)*=0, (T-1)>+#0.
De facon équivalente,
N=logT =—((1=T)+---+ +(1-T)%
satisfait N* =0 et N3 # 0. On a donc pour un élément x € H?(Xy, Q)
H3(X},Q) = (x, Nz, N*z, N3z)

et 'image de N3 est de rang 1. Le groupe Im N3 N H3(X,,Z) est donc engendré par
un élément eg, déterminé au signe pres. Comme eg est annulé par N, il est invariant
par T. Si k est une section holomorphe du fibré H*°, on peut donc définir sur B* = A*
une fonction

(3.2.33) 90(2) = (€0, Kz) m3(x..0)-

En fait, go s’étend holomorphiquement sur A, car elle est univaluée et & croissance
bornée par une puissance de |log z|. On a alors :

Lemme 3.10. —Si kg # 0 dans F3°, on a go(0) # 0.

Cela résulte de I'existence d’'une structure de Hodge mixte sur la fibre limite Hj
dont la construction a été esquissée ci-dessus.
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Pour la filtration par le poids W, Hﬁm , le gradué Ger H l?i’m est muni d’une structure

de Hodge pure de poids i pour 0 < i < 6, induite par la filtration de Hodge sur Hj
(¢f. (3.2.18)) et on a :

N¥WHE ) € Wi_onH} .,
(3.2.34)

E.~W 153 o~ W 773
N*: Grgly Hipp, = GrgZy Hipy

ou 'isomorphisme est un isomorphisme de structures de Hodge de degré —2k. On en
déduit facilement que

Wo =ImN? =Ker N, W;=KerN®=1ImN.

Comme la structure de Hodge sur Grgv Hf)i’m est pure de poids 6 et de rang 1, elle
est purement de type (3,3), ce qui entraine que GTCS’O ¢ WsHj = Ker N3. Comme
N = log T satisfait la condition (Nx,y) = —(z, Ny), on a Ker N* = (Im N?’)L (sur Q),
et donc on a (kg, eg) # 0, ce qui prouve le lemme.

Comme Im N? est de rang 2, il existe un vecteur e; € Im N2 N H3(X,,Z) qui
engendre (Im N2 N H3(X,,Z))/eq. L’élément e; est déterminé & une transformation
e1 — ey + keg pres. Considérons la fonction :

(3.2.35) 91(2) = (e1, K2).

C’est une fonction multivaluée sur B, & croissance bornée par une puissance de | log z|
et sa monodromie autour de 0 est égale a :

gl(e%’rz) —g1(2) = (Te1, k) — (€1, Kz).

Or, comme e; est dans Im N2, on a Te; = (1 + N)ey. 1l existe un entier m € Z tel
que Ney = meg et 'on obtient :

(3.2.36) 91(e¥72) — g1(2) = mgo(2).

La fonction

est alors univaluée et a croissance bornée par une puissance de |logz|, donc holo-
morphe sur A. La fonction ¢t = g1(z)/mgo(z) fournit donc une coordonnée pour le
revétement universel de A*, définie & 1’addition d’une constante rationnelle k/m pres.
Si la condition

*) m=+1

est satisfaite, t est définie & I’addition d’une constante entiere pres et ¢ = €2 donne
une coordonnée canonique sur B au voisinage de 0.
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Moyennant la condition (*), on a donc montré 'existence d’une normalisation
canonique de 2, donnée par

2
2 K

go(x)?
et d’une coordonnée canonique ¢ sur B au voisinage d’un point ou la variété dégé-
nere et autour duquel la monodromie est maximalement unipotente. Les accouple-
ments de Yukawa étendus comme en (3.2.21) sont alors simplement décrits par une
fonction :

(3.2.37)

A I
(3.2.38) B(q) = V3 (qa—q,qa—q,qa—q).

3.3. Le calcul de Candelas—de la Ossa—Green—Parkes

Considérons les hypersurfaces quintiques X dans P4, définies par une équation homo-
gene F de degré 5. Ce sont des variétés de Calabi-Yau de dimension 3 satisfaisant :

(3.3.39) P (X) =101, AMY(X)=1.

Le cas particulier de la variété de Fermat X g

i=4
F=> X}
=0

a été évoquédans 2.4.1, ot on a «montré » que le miroir de X était la désingularisation
(théoreéme 2.6) du quotient de X par le groupe G C (Z/5Z)°/ diag défini par la con-
dition Y o; = 0. La variété Y = X /G est de Calabi-Yau et satisfait :

K3

(3.3.40) RPNY) =1=hrY(Ty), A" (Y)=101.

La famille de dimension 1 des déformations de Y est facile & trouver : pour tout
A € C, la variété X, d’équation

1=4 =4
Fy=> X'+ x][ X
i=0 i=0
est égaleme/nL invariante sous G et les déformations Y) de Y sont données par les
quotients X /G. En fait, le parametre correct est plutot ¢ = A5 car X est isomorphe
a X, lorsque n° = 1.

Lorsque X tend vers I'infini dans P!, la variété X, dégénere; il est prouvé dans [43]
que la monodromie est maximalement unipotente et satisfait la condition (*). On
dispose donc d’une coordonnée canonique ¢ a I'infini et d’une trivialisation ' de JTCg’O
définie au signe pres.

Identifions H2(X,C)/2in H?(X,Z) & C/2inZ grace au générateur H = c¢1(0x (1))
de H*(X,Z). L’application miroir (cf. 1.8.1) doit fournir une application M : U — P!
ol l'ouvert

(3.3.41) U cC H*(X,C)/2itH*(X,Z)

est défini par la condition Re z > 0.
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Soit t le parametre sur le revétement universel de U, défini par

wy = —2inmtH ;

alors t satisfait Im¢ > 0; soit ¢’ = 5 log ¢ le parametre canonique a 'infini cons-
i

truit ci-dessus (et défini & une constante entiere pres). Alors pour |g| < 1, on doit
avoir Im¢#’' > 0.

La premiére hypothese de [43] est que application miroir est décrite & I'infini par
la condition M*(t') = t.

D’autre part, d’apres 2.4, M, doit étre compatible avec les accouplements de
Yukawa Y7, Y5 lorsque Y5 est correctement normalisé, au sens ol

La seconde hypothese est que la trivialisation de F(o* définie dans (3.2.37) donne
au signe pres la normalisation correcte de Ys. L’identification des accouplements de
Yukawa Y7 et Y5 fournit alors :

) X 10 1 0 1 9
3.3.42 Yy (it (——,——,——):Y —2intH)(H, H, H
( ) 2 () 5ix 3t 27 21 27 o 1(=2imtH)(H, H, H)
soit encore
olt ¢ = e*™ et ® est la fonction holomorphe définie en (3.2.38). D’autre part, la
formule (2.6.54) fournit, compte tenu du calcul des n(«) (¢f. 5.6), la formule

eerrdt

(3.3.43) Yy (e ™) (H, H,H) = /XH3 +Zn(d)d3m

d>0

ot n(d) est le nombre de courbes rationnelles de degré d génériquement plongées dans
une quintique générale X, en supposant que ces courbes sont rigides. En comparant
les développements de chacune de ces fonctions en puissances de €™t on voit que
la connaissance de ®(¢) comme série entiere de ¢ permet de prédire le nombre de
courbes rationnelles dans une quintique générale en tout degré. Les prédictions ont
été vérifiées jusqu’en degré 4 (cf. [45], [46] et [51]).

3.3.1. Calcul des accouplements de Yukawa normédis

Il reste & voir comment on peut calculer la fonction ®(g) de (3.2.38). Calculer
les accouplements de Yukawa pour une normalisation algébrique de k et dans des
coordonnées algébriques ne présente pas de difficulté (d’apres [44] et [47], c’est un
calcul purement algébrique (¢f. 3.5)); la principale difficulté consiste & calculer la
section normalisée k' de (3.2.37) et la coordonnée canonique ¢, qui ont manifestement
un caractere transcendant. Dans la section suivante on explique la notion d’équation
de Picard-Fuchs, et on calcule ces équations plus ou moins explicitement. Au § 3.5,
on montre comment ces équations permettent de conclure 'argument de [43].
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3.4.Equations de Picard-Fuchs

Soit B une courbe lisse et soit m : X — B une application propre et lisse; soit w
une section holomorphe du fibré H™Y = ROW*KX/B. Soit t une coordonnée sur B
en utilisant la connexion de Gauss-Manin V sur H"™ (¢f. 1.5.1); on peut définir des
sections holomorphes wy de H™ par

(3.4.44) wi, = (Vosor)* (@).

Pour un certain N < dim H", on a bien str une relation a coefficients méromorphes

(3.4.45) wy =Y ai(t)w;.

<N

S oN o'
Définition 3.11. —L’équation 6?1\? = Z a;(t) 8;5 est appelée équation de Picard-
Fuchs de (X,w). i<N

Supposons maintenant que N = dim H", c’est-a-dire que les wy(b) forment une
base de H} = H™ (X}, C), pour b génériqueet 0 <k < N — 1. On a alors :

Lemme 3.12. —Les solutions de l’équation de Picard-Fuchs sont les fonctions
(multivaluées) ¢o = (a,w), ot les o sont les sections plates de H,, := (H™)*.

Il est clair en effet que les ¢, sont des solutions, puisque par platitude de «, on a :

% ((a,w)) = <a,V3/at(w)>.

D’autre part comme les wi(b), o 0 < k < N — 1, forment une base de la fibre Hy
pour b générique, les ¢, engendrent un espace de dimension N de solutions et donc
engendrent toutes les solutions. []

On considere des familles de dimension 1 d’hypersurfaces X; C P**!. On étudie la
variation de structure de Hodge sur H"(X;), ou comme dans le cas décrit plus haut,
sur H"(X;)% o1 G est un groupe fini agissant sur X;. On supposera pour simplifier
que la famille X; est donnée par un pinceau Fy = F' +tH, ou H est G-invariant dans
le second cas. On va montrer comment la représentation par résidus de la cohomologie
de X; permet de calculer les équations de Picard-Fuchs.

3.4.1. Calcul de la cohomologie d¥ ; par résidus
Soient X C P™*! une hypersurface lisse d’équation F = 0 et U = P**! — X. On a
I’application résidu

HYH(U) — HY(X)

(obtenue par intégration sur la fibre du bord d’un voisinage tubulaire de X dans P"*1),
qui fournit un isomorphisme

Hn+1(U) = Ker(Hn(X) - H"+2(Pn+1)),
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comme on le voit en combinant la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recou-
vrement de P"*! par U et un voisinage tubulaire de X dans P"*! et I'isomorphisme
de Thom, (cf. [47]). Si n est impair, on a H"™(U) = H"(X). Comme U est affine,
H"L(U) est le quotient de I’espace des (n + 1)-formes holomorphes fermées par celui
des formes holomorphes exactes. En effet,

(3.4.46) 0— 0y —-— Q" =0

est une résolution de C sur U et on a H*(2},) = 0 pour i > 0. En fait, on peut (d’apres
Grothendieck [49]) ne considérer que les formes holomorphes sur U, méromorphes le
long de X. Ces formes s’écrivent

P . ; —

& on Q= Z(—n X;dXo A AAXG AL A dX
et P est un polynéme homogene de degré (kd —n — 2) si d = deg F.

Le lemme suivant est une conséquence du théoreme 3.14 qui sera démontré plus
loin.

oo P
Lemme 3.13 (Griffiths [47]).—La classe de la forme T Q est nulle dans H" (U, C)
si et seulement si
P
=40, e HO(Q((k—1)X)).

Considérons maintenant un pinceau

F,=F+1tH
et soit
wt = Resy, (PQ}/F})

une section holomorphe du fibré t — H?(Kx,). Il est clair que la connexion de Gauss-
Manin pour la cohomologie des ouverts U s’obtient en différentiant les formes P,/ F}
par rapport a t, et comme ’application résidu est plate, il vient :

—HP
(3.4.47) Vo onwr = Resx, (TQ)
t
En continuant a différentier par rapport a ¢ et en appliquant le lemme 3.13, on voit
que pour obtenir I’équation de Picard-Fuchs, il suffit de trouver des fonctions «;(t)
pour 0 < i < N —1 (qui seront en fait algébriques) et une forme ® € H°(Qf, ., (N X)),
telle que

HNP s H'P
et D ai(t)(—1)(i ) Tt
<N

(3.4.48) d® = (-1)N(N)
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3.4.2. Filtration de Hodge et filtration par I'ordre du ple

Le théoreme suivant, qui précise le lemme 3.13, rend tres simple le calcul des
coefficients «;(t) de I’équation de Picard-Fuchs, au moins dans le cas de la famille X
de 3.3.

Théoreme 3.14 (Griffiths).

(i) Les résidus le long de X =V (F') de formes méromorphes
FrFE"(X).

prim
De plus on a :

TR Q engendrent

P
=T Q= d® avec

P
(ii) La classe de Res(m Q) est nulle si et seulement si T

P e H(Qp. 11 (kX)).
(iii) Pour qu’il existe un polynéme Q et une forme ® € HO(QF, ., (kX)) tels que

P Q
=

Q+ do,

il faut et il suffit que P appartienne a chﬂ)d—nﬂ

par les dérivées partielles OF/0X;.

, ot Jp est l’idéal jacobien engendré

La preuve de (i) et (ii) se fait de la facon suivante.

En notant “Q3,.,, (kX) le faisceau des formes différentielles holomorphes fermées de
degré e sur U et méromorphes a pole d’ordre au plus & le long de X, on a pour k > 2
et p4+ 1 > 2 une suite exacte :

(3.449) 0= ((k—1)X) — Q2 ((k—1)X) L QP (kX) — 0.

(On vérifie en effet qu'une forme fermée de degré au moins 2 & pole d’ordre k le
long de X est localement au voisinage de X la différentielle d’'une forme a pole
d’ordre (k—1) le long de X.) Comme les formes holomorphes de degré n+ 1 sur P**1
sont fermées, on a

QL (k4 1)X) = Q2L (k4 1)X)
et on obtient donc pour k < n une série de suites exactes courtes :

0 — Qs (kX) — Qis (kX) -5 QEL (K +1)X) — 0,

cOn— n— d con
(3.4.50) 0— QL ((k—1)X) — Qph (k= 1)X) = Qi (kX) — 0,

0 — “Qp (X)) — QpiTH(X) 5 e B (2X) — 0.
Finalement on a la suite exacte :

(3.4.51) 0 — cQE it — ekl (x) B, ek g,
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Or il résulte de la théorie de Hodge que F" FH™(X) = H’“(CQ}_k). En appliquant
le théoreme d’annulation de Bott aux suites exactes longues associées a (3.4.50), on
trouve une série d’isomorphismes :

HO Qg ((k +1)X)) /d(H® (i (kX)) = H (“Qpaa (kX)),

HY O 0 (kX)) =2 H2 (O L (k- 1) X)),

(3.4.52) ( P +1( )) ( Pr+1 (( ) ))

HEH(fark2 2Xx)) = HR(Car kP (X).

pr+1
Enfin (3.4.51) fournit un isomorphisme :
(3.4.53)  HF(Qp EM(X))

o Ker{Hk(CQ}_k) _ Hk’-‘rl (ngzfl-'rl)} — Fn_an(X)prim-

On a donc montré que
HO QA (k + 1)X)) /A0 (0 (kX))

: N n—kpmn
est isomorphe a F" " "H[ .

(X), ce qui prouve (i) et (ii).

Pour prouver (iii), on note que les sections de €}, (kX) sont de la forme
P
=2
i

ou Q; = int(9/9X;)(Q) et deg P, = kd —n — 1. On a donc :

d(Y, P) dF
(3.4.54) Ao = e — kg A E PQ;
d(ZlPle) (Ez P,OF/[0X;) A
= Fk —k Fk+1 Q—degFﬁa

ou

A:Z(—l)iPidXoA...A@A...Ad){nﬂ

i
Par identification des termes de degré maximal en 1/F, on en conclut que

P Q

pour & € H°(Q,,, (kX)) comme ci-dessus, équivaut &
OF
P=—-k P —>

ce qui prouve (iii). []
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Considérons la famille Xy du §3.3 et la forme wy = Resx, 2/F), ou :
o« F\ =F + \H,
o F est I’équation de Fermat,

o H est le polynéme G-invariant [ [, X;.

La forme w) est G-invariante. Les résidus Resx,(H*/F{™)Q sont donc des éléments
de H3(X,)¢ = H3(Y)). On sait d’apres le § 3.4.1 que
) . H?
(Va/aA)l(w) = (—l)li ! ReSX/\ WQ'
Fy
, o
Pour ¢ < 3, on vérifie que 'image de (—1)"i!Resx, WQ par la projection
A
F37TH3(Yy) — H?> %(Y)) n’est pas nulle ('espace but est de rang 1 pour tout 7).
Le calcul des coefficients «;(A) de Iéquation de Picard-Fuchs pour 0 < i < 3 se
fait alors de la maniere suivante. On sait que I'idéal jacobien Jp, est égal a 'anneau
de polynoémes en degrés strictement supérieurs a 15. On peut donc écrire :

oF
144 g4 = Al
(3.4.55) (-=1)*4'H % PZ@ i

D’apres la formule (3.4.54), les P; permettent de construire explicitement une forme
® € H°(03,(3X)) et un polynéme Q4 de degré 15, tous deux G-invariants, tels que :

o Qs
(3.4.56) (-1)14! — 75 Q= d(®) + F4

D’apres le lemme 3.13, on a donc :

ot Q4

(3.4.57) (Voson)' () = (=1)"4!Resx, 75 Q= Resx, -5
A A

Le coefficient a3(\) de 1’équation de Picard-Fuchs est alors déterminé de la fagon
suivante. On doit avoir :

(3.4.58) (Vajon)*(w) Zaz )(Vason) (w)-

Or les (Vg or)'(w), pour i < 3, engendrent F2H?(Y)). Donc as()) est déterminé
par la condition : «Resx, Q4/FyQ et as(\)Resx, (—1)33!H3/FLQ ont la méme
projection dans H%3(Yy)», ce qui, par le théoréme 3.14 (iii), est équivalent & :

(3.4.59) Q1 —az(\)(—1)°31H? € J.

Les autres coefficients se calculent de la méme manieére, par réduction successive
de V'ordre du pole.
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Remarque 3.15. —On a calculé I’équation de Picard-Fuchs de la famille Y) munie
de la forme G-invariante wy. Il est en fait préférable de travailler avec la forme
wh = Awy, qui fournit une section holomorphe du fibré H*°(Y,) invariante sous
les transformations A +— ¢\ avec (° = 1 et non nulle & I'infini. L’équation de Picard-
Fuchs de w) se déduit immédiatement de celle de wy par des transformations linéaires
(Vajoawy = AV grwa+wa - - ). Finalement, pour obtenir I’équation de Picard-Fuchs
de (Yy, w&,), 1 = X2, il suffit de noter que

o _ 1 9

L) )
et d’effectuer les transformations linéaires évidentes.
3.5. Fin du raisonnement

On explique d’abord comment se calculent les accouplements de Yukawa pour la
famille X, normalisés par la section w, c’est-a-dire la fonction Y5’ (9/9\, /90X, 9/OX)

du parametre A, ot w = Resx, Q/Fy. On utilise pour cela le lemme 3.2 et sa
démonstration qui donnent :

(0 0 0 3 10,3
(3.5.60) (5, s 5)_ <w, (Voyor)*w) >

ot «%3) désigne la projection dans H%3 et le crochet est la dualité de Serre entre
H%(Kx,) et H*(Ox,). On a vu que :

H3

(Vojor)*(w) = (=1)"3! Resx, -7
A
Enfin, d’apres le théoreme 3.14, on a une application surjective
(3.5.61) HO(0p:(15)) " — H3(X,,C)% = H3(Y;,C),
P+ Resx, PQY/FY,

qui induit un isomorphisme

(3.5.62) H®(04(15)) /T8 = H3(Oy,).

Pour calculer le deuxieme membre de (3.5.60), il reste donc seulement & utiliser le
théoreme suivant, dii & Griffiths et Carlson [44] : soient F' un polyndéme homogene de
degré d sur P! et Rr son anneau jacobien, c’est-a-dire le quotient de I’anneau de
polyndmes de P*+! par I'idéal jacobien de F.

Théoreme 3.16. —Si I définit une hypersurface lisse X C P! il existe un isomor-

phisme n : Rglw)d*z(nﬁ) =~ C tel que via les isomorphismes H"*(X, Q’;{k)prim o

]*2%,45“)01_71_2 fournis par le théoréme 3.14, le cup-produit

(3.5.63) Hk(X, Q;L(_k)prim ® ank(X’ Ql;()prim .
s’identifie au produit
(3.5.64) R%““)d*"*? ® lzggl(f*’“rl)d*nf2 N Rgb+2)d—2(n+2)

suivi de lisomorphisme 1.
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Explicitement, 1 est simplement induit & un coefficient universel pres par 'appli-
cation :

P
OF]0Xg- - OFJ0Xpi1

P»—>Reso( dXO/\.../\anH).

Remarque 3.17. —Pour calculer les accouplements de Yukawa de la famille Y},
normalisés par la section w (qu’on voit maintenant comme une section du fibré de
fibre H39(Yy)), appliqués au champ /9, il suffit de les calculer pour la famille X
et de diviser par le cardinal de G. D’autre part :

W, 0 0 0 1 o o0 0
o, () = (A% (a0 oo =1 )
2 (81/1 oy 61#) (53 ) 2 (6)\ o\ 8)\)
Supposons qu’on fasse un changement de coordonnées a 'infini ¢ = ¢(1/1) et qu’on
change wy, en ;= f(¢¥)wy, ; on a alors

i (o ag g )= 10 (e 050 )

_Ww(a 0 i)
T 2 \ay 9y 9y

qu’on peut écrire comme une fonction de g en inversant la série g(1/v).

(3.5.65)  ®(q)

On connait enfin 'équation de Picard-Fuchs de la famille Y, et de la section wy,
d’apres 3.4. La fonction f(1) cherchée est égale a 1/f60 wip, ol eg engendre I’homologie
entiere invariante par monodromie autour de l'infini (¢f. (3.2.33)). Or on sait que
feO w;p engendre sur C les solutions de ’équation de Picard-Fuchs sans monodromie
autour de l'infini (lemme 3.12). La fonction f(1)) est donc déterminée par I’équation
de Picard-Fuchs & un coefficient 5 pres. De méme, la fonction ¢(1/4) est caractérisée
par la formule

1 w,
(3.5.66) — log(q) = Je v
feo Wy

ou e; doit étre une classe d’homologie entiére vérifiant la condition Ne; = eg. Si
on a déterminé eq, fel w;} doit étre une solution de I’équation de Picard-Fuchs ayant

exactement pour monodromie feO w;p autour de l'infini et cela la détermine modulo
« feD w;} avec a € C. Si on a fixé les deux coefficients complexes [ et a ci-dessus,
la formule (3.5.65) ainsi que le développement des solutions de ’équation de Picard-
Fuchs fournissent la fonction ®(g), comme série entiere de q.

Il reste évidemment encore a distinguer les solutions de 1’équation de Picard-
Fuchs correspondant a des classes d’homologie entiere. Comme on a seulement a
fixer les deux constantes «, § introduites ci-dessus, ceci peut se faire en explicitant
les cycles d’intégration eg, e; et en calculant les premiers termes du développement
asymptotique de fei Wy«
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4. TRAVAUX DE BATYREV

Le but de ce chapitre est la description des premiers travaux de Batyrev sur la symétrie
miroir entre hypersurfaces dans les variétés toriques. On explique, suivant Fulton [66],
la construction d’une variété torique de dimension n a partir d’un «éventail » dans R™,
c’est-a-dire d’une décomposition de R™ en cones convexes polyédraux rationnels.

On développe la traduction de certaines propriétés ou notions géométriques (lissité
ou Q-factorialité, diviseurs de Cartier, diviseur canonique, amplitude des fibrés
inversibles) en termes combinatoires (cones simpliciaux sur Z ou Q, fonctions linéaires
par morceaux sur R"*1, fonction support, convexité).

Ceci permet d’établir facilement la correspondance bijective entre variétés toriques
de Fano (le diviseur canonique doit étre de Cartier, et d’inverse ample) et polyedres
réflexifs; Batyrev construit la symétrie miroir {X} — {X'} entre certaines désingu-
larisations d’hypersurfaces a fibré canonique trivial dans les variétés toriques de Fano
comme l'involution qui a un polyedre réflexif associe son dual.

Dans un second temps, on explique comment on peut calculer (en principe) les h?4
de certaines désingularisations de ces hypersurfaces, en utilisant des résultats de
Danilov et Khovanski, et on montre, suivant Batyrev, I'égalité h'(Tx) = h'(Qx-),
ol X et X' sont comme ci-dessus, ce qui est la premiere des prédictions des physiciens
concernant la comparaison des nombres de Hodge de X et de son miroir.

4.1. Variétés toriques

Soient N un Z-module libre de rang n et M son dual. On se donne dans Ng un
systeme X de cones convexes o polyédraux et rationnels, c’est-a-dire engendrés comme
cones convexes par un nombre fini de points de N, tels que cN—o = {0} et satisfaisant
les conditions suivantes :

(i) Si o’ est une face de o et o € X, alors o’ € X.

(i) Sio, o’ sont dans ¥, alors o N o’ est une face de o et une face de o’.

On construit alors une variété torique Py de dimension n associée a 3 de la facon
suivante. Munissons M d’une base, de sorte que m € M s’écrit m = (mq,...,my).
Pour tout o € ¥, on pose :

U, = Spec Ay, ot A, = (C[HXZ””}

(mq)€o*
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(le dual o* est I’ensemble des points m € M positifs ou nuls sur o).

Les U, forment un recouvrement affine ouvert de Pyx.

Si ¢/ C o est une face, on a une inclusion o* — ¢’*, fournissant un morphisme
A, — A, dont on vérifie aisément qu’il induit une inclusion ouverte j,/o : Uy — U, .

Les ouverts U, se recollent dans Py, en utilisant la propriété (ii) : soit o = o No’;
alors I'intersection U, N U,s dans Py est égale a U, qui est naturellement contenu
dans U, via j,»o et dans Uy, via jorrgr.

4.1.1. Compack et lissié

Lemme 4.1. —La variété Py est compléte si et seulement si Ny est €gal a la réunion
des cones de .

Pour voir que cette condition est nécessaire, on note que Py contient
Up = Spec Ag = Spec C[XE, ..., XF] = (C*)™.

Soit n = (n1,...,n,) € N; alors Uy contient (A", ..., A") pour A € C*. Si Py; est
complete, il doit exister un cone o tel que ;ir%()\”l,...7)\"") existe dans U,. Mais

clairement, cette limite existe si et seulement si n € o (cf. [66] pour la réciproque). |[]
Dans la suite, on supposera toujours que Pyx; est complete.

Lemme 4.2. —La variété Py, est lisse si et seulement si chaque cone o € ¥ est
engendré par €1, ..., €x(q), ol les e; sont des éléments de N indépendants, pouvant se
compléter en une Z-base de N.

En effet, la suffisance de cette condition vient du fait que si o est engendré par

€1,-- -, €k, que 'on peut compléter en une base ey, ..., e, de N dans la base duale,
o* est décrit par la condition m; > 0 ot i < k(0), et on a donc un isomorphisme
~ +
Ag ZCIX1, o, Xk(o)s Xi(oysrr- 0 Xt |

et donc aussi
U, = (Ck(a) % (C*)nfk(a)
(voir [66] pour la réciproque). [

4.1.2. Action dgC*)™
Le tore T := (C*)™ agit sur chaque ouvert U,, c’est-a-dire sur chaque algebre A, par

(4.1.1) A= (Ao An), AT(XTM LX) = N AT XML X

Ces actions sont clairement compatibles sur les intersections U, N U, et fournissent
donc une action de T sur Py, justifiant le terme de variété torique. L’action de T
permet par ailleurs de construire une stratification de Py, par des T-orbites qui sont
isomorphes & des (C*)*. On peut décrire explicitement cette stratification en fonction
de la donnée du systeme X de la maniere suivante. Soit ¢ un cone de X ; soit N, C N
le sous-réseau engendré par o et soit M, := N;. On définit alors O, C U, par les
équations X" --- X = 0 pour m = (ma,...,my) € 0* — M,. On vérifie facilement
que O, est une orbite sous 7' et est isomorphe & (C*)"~*(@) ol k(o) est le rang du
réseau engendré par o.
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4.2. Diviseurs de Weil et de Cartier

Les diviseurs de Weil d’une variété algébrique irréductible sont définis comme les com-
binaisons a coeflicients entiers d’hypersurfaces irréductibles, tandis que les diviseurs
de Cartier sont définis comme les données de fonctions méromorphes g; sur les ou-
verts U; d’un recouvrement, définies a une fonction inversible pres, et satisfaisant la
condition : «g;/g; est inversible sur U; N Uj ».

A un diviseur de Cartier est associé un diviseur de Weil (son intersection avec
Pouvert U; est le diviseur de la fonction g;), mais 1’équivalence entre les deux
notions n’a lieu que si la variété est normale et localement factorielle (les idéaux de
codimension 1 dans les anneaux locaux aux points fermés doivent étre principaux).

Comme les variétés toriques ne satisfont pas en général cette derniere condition, on
décrit ci-dessous, suivant [66], leurs diviseurs de Weil et de Cartier séparément. On
s’intéresse en fait aux classes de diviseurs modulo les diviseurs principaux, c¢’est-a-dire
les diviseurs d’une fonction méromorphe sur la variété considérée, et c’est pourquoi il
suffit dans les deux cas d’étudier les diviseurs invariants sous l’action du tore 7.

4.2.1. Diviseurs de Weil

La description des diviseurs de Weil T-invariants est immédiate. En effet, le cone
{0} € X fournit une T-orbite Oy = Uy de dimension n. Les diviseurs de Weil T-inva-
riants sont donc nécessairement les composantes de dimension (n—1) de Py, — Uy, qui
sont les adhérences des T-orbites de dimension (n — 1), c’est-a-dire des orbites O,
oll o est un cone de dimension 1. Un tel o possede un unique générateur v € N
(v est 'unique point entier non divisible de o) et on notera D, le diviseur de Weil
correspondant.

4.2.2. Diviseurs de Cartier

Un diviseur de Cartier T-invariant donne sur chaque U, une fonction rationnelle ¢,
préservée a un coefficient pres par l'action de T et définie modulo une fonction
inversible dans U, ; sur U, N U, la fonction ¢, /¢, doit étre inversible.

La fonction ¢, étant un vecteur propre pour 'action de T s’écrit nécessairement
comme un monome :

¢0’ - HXZYL7(U)

Le fait que cette fonction soit définie sur U, modulo une fonction inversible
(T-invariante) entraine que m(o) := (mi(o),...,m,(0)) est défini modulo M, ce
qui montre que la fonction h, = (m(c), -) sur o C Ng est une donnée équivalente
a celle de la restriction du diviseur de Cartier considéré a U,. Finalement, la con-
dition d’inversibilité de ¢,/¢p, sur U, N U, = U, est équivalente & la condition
m(c) —m(o’) € My, ou encore h, = hyr sur o N o’ = ¢”. On a donc montré :

Proposition 4.3. —II existe une correspondance bijective entre diviseurs de Cartier
T-invariants sur Py et fonctions h sur Ngr ayant la propriété suivante : sur chaque
cone o, la fonction h est de la forme (m(o), -) pour un point m(c) € M.
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Remarque 4.4. -1 est clair d’apres la description qui précede que les diviseurs de
Cartier principaux correspondent aux fonctions h globalement définies par un élément
de M.

Il reste maintenant & voir comment on passe dans la description ci-dessus des
diviseurs de Cartier aux diviseurs de Weil. Soit A une fonction sur Ng comme ci-
dessus, et soit Dy, le diviseur de Cartier correspondant.

Lemme 4.5. —Le diviseur de Weil div(Dy,) associé est égal & Y h(v)D,, ot v
parcourt l’ensemble des générateurs des cones de dimension 1 de 3. Y

En effet, les ouverts Spec A,, pour dimo = 1, couvrent le complémentaire d’un
ensemble de codimension 2 dans Py, il suffit donc de calculer div(L,) dans les
ouverts U, correspondants. Or soit v € N le générateur entier de o, et soit m(o) € M
un point définissant h,. Par définition D}, est alors représenté dans U, par la fonction

m

rationnelle X 1(@) ...XTT"(U). Or on rappelle (c¢f. 4.1.2) que D, est défini dans U,
par n'importe quelle équation [[, X;™ telle que (m,v) = 1 et m = (my,...,my)
(si m(v) = 0, [[; X;™ est inversible dans U,). Il en résulte immédiatement que la
multiplicité de D,, dans div(Dy) N U, est égale & (m(o),v) = h(v).

4.2.3. Diviseur canonigue

La variété Py est lisse en codimension 1 puisque les ouverts U, tels que dimo = 1,
qui recouvrent le complémentaire U d’un sous-ensemble algébrique de codimension 2
d’apres 4.1.2, sont lisses en vertu du lemme 4.2. On va calculer un diviseur canonique
T-invariant de Py, c’est-a-dire le diviseur d’une forme canonique méromorphe sur
I'ouvert de lissité U de Pyx. Pour cela, on considere la forme différentielle T-invariante
de degré n sur Uy = (C*)™ :

(4.2.2) 0=

dX; dX,
VANRAN :
X, Xn
Pour calculer le pole de cette forme le long du diviseur D,, dans l'ouvert U, (ol v
engendre o), on prend m € M tel que (m,v) = 1. L’algébre A, est alors égale
a C[X™, X*™], ot X™ = [[, X[™ et m’ parcourt v'. Pour une constante C' € C*,
on a alors :

dxm™  dx™ dX ™
(4.2.3) Q=C " AN A A,
Xm XM XMn-1
ot {m},...,m!,_,} est une base de v-. Comme les X™ sont inversibles dans U, et

fournissent avec X™ des coordonnées sur Uy, il est clair d’apres (4.2.3) que Q ne
s’annule pas sur U, et a exactement un pole d’ordre 1 le long de D,,.

On a donc exhibé un diviseur de Weil EU D, dont la restriction & U est anticanon-
ique. La proposition 4.3 et le lemme 4.5 fournissent immédiatement la proposition
suivante.

Proposition 4.6. —Le diviseur anticanonique de U s’étend en un diviseur de Cartier
sur Py, si et seulement si il existe une fonction h sur Ng qui prend la valeur 1 sur
les générateurs des cones de dimension 1 de X, et telle que pour tout o € X3, il existe
m(o) € M tel que hj, = (m(o), -).
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Une telle fonction h est alors appelée fonction support de X. Si elle existe, on a
bien sir :
(4.2.4) Ky = 0(Dp)

4.3. Polyedres et variétés toriques

Soit Py une variété torique et soit h une fonction sur Ny définissant un diviseur de
Cartier Dy, c’est-a-dire donnée par une collection {m(c)} de points de M telle que
h = (m(o), -) sur o. Le diviseur de Cartier correspondant est alors donné par la
collection de fonctions X(?) sur U, ; on notera

Ly =0O(Dp,)
le fibré inversible associé.

4.3.1. Sections dé& ,

Comme Lj est T-invariant, ses sections sont engendrées par des vecteurs propres
pour l'action de T, c’est-a-dire par des mondémes si on les identifie a des fonctions
rationnelles grace a la section méromorphe (X™(?)). Un monoéme X™ = [], X[ est
une section de Ly, si et seulement si sur chaque ouvert U,,, la section X" - X m(o) png
pas de pole dans U,. Mais, par définition de 1’algebre A, des fonctions sur U,, on a
Xm . X™) € A, siet seulement si m 4+ m(co) € o*. On a donc montré :

Lemme 4.7. —Les sections T-invariantes de Lyp s’identifient aux points entiers
m € Ap :=[(—=m(o) + o*).
[eg
Remarque 4.8. —I est clair que des points entiers distincts de Aj fournissent des
sections correspondant a des caracteres différents de 1. Donc I'ensemble des points
entiers de A, est en bijection avec une base de H?(Ly,).

4.3.2. Engendrement global et amplitude dg,

Lemme 4.9. —Le diviseur Ly, est engendré par ses sections globales si et seulement si
la fonction h est conveze.

Les sections globales de Ly ont été décrites dans le lemme précédent.

Soit maintenant ¢ un cone de 3 de dimension n et soit p, € Py, le point T-invariant
qui lui correspond (cf. 4.1.2). Par définition, p, est décrit dans U, par les équations
[, X;™ =0 pour m = (m;) € o* — {0}. Soit alors s une section T-invariante de Ly,

et écrivons : s

WZHXll oumEAh.

i

Alors [, XZniJFmi(U) appartient a A, et s’annule en p, si et seulement si s s’annule
en p,. Or cette fonction s’annule sur p, si m; + m;(c) # 0 pour au moins un i.
Le point p, n’est donc pas un point de base de |Lj| si et seulement si le monome

/1L X" ) correspond & une section globale de Ly, ce qui équivaut & :

(4.3.5) —m(o) € ﬂ —m(a’) +o'".

o’

Ceci équivaut au fait que (m(o), -) est inférieure ou égale a (m(o’), -) = hj,r sur o’,
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et comme (m(c), -) = hj, sur o, cela signifie que le graphe de h est supporté au
dessus de son hyperplan d’appui en un point de . Donc h est convexe si et seulement
si aucun des points p, n’est un point de base de |Ly|. Pour finir la preuve du lemme,
il suffit de noter que le lieu des points de base de |Ly| est T-invariant, donc contient
un point p, s’il n’est pas vide. |[]

On peut montrer de la méme fagon le résultat suivant :

Lemme 4.10. —Le fibré inversible Ly est ample si et seulement si h est strictement
pseudoconveze, au sens ot pour tout cone o de dimension n et pour tout cone o’ # o
de dimension n, la fonction (m(o), -) est inférieure ou égale & h sur o', l’inégalité
étant stricte sur o’ —oNao’.

4.3.3. Polgdres et vagtes toriques

Soit Dy, un diviseur de Cartier T-invariant ample sur Py ; d’apres le lemme 4.7, les
sections T-invariantes de LE correspondent bijectivement aux points entiers de kAy,
ou le polyedre Ay est défini dans le lemme 4.7. Comme L;, est ample, on a :

(4.3.6) Ps = Proj (€D HO(Ps, Lf) = Proj(CIX{™ -+ X Jm fmoyea, )
k

ou la graduation du second anneau est donnée par mg. Si h est strictement positive
sauf en 0 (ce qui équivaut & Dy, =), n(v)D,, avec n(v) > 0 pout tout générateur v
d’un cone de dimension 1 de X)), il est clair que A := Ay, contient 0 dans son intérieur
et est & sommets entiers. En effet, par définition, A s’identifie alors au dual du polyedre
convexe A* défini par :

(4.3.7) A* ={z € Nr; h(z) <1}.
On a donc :
(4.3.8) A={zeMp; (z,y) > -1, Vy € A*}.

Les sommets de A correspondent donc bijectivement aux faces de A* de dimen-
sion (n — 1), ou encore aux cones o de dimension n de ¥, par stricte pseudoconvexité
de h. Or par hypothese, les faces de A* de dimension (n — 1) sont définies par des
équations (m, -) = 1 pour un point entier m € M ; cela implique clairement que A
est & sommets entiers. D’autre part, d’apres (4.3.8), 0 est intérieur a A.

Etant donné un polyeédre convexe A dans M satisfaisant les conditions ci-dessus,
on lui associe comme en (4.3.6) une variété projective

Pa = Proj(CIXg™ ... X | (m: jmoyea ) -

Notons maintenant la description de Pa comme variété torique polarisée (c’est-a-
dire munie d’un diviseur de Cartier T-invariant ample). Soit A* C Ny le polyedre
dual de A :

(4.3.9) A*={z € Nr; (z,y) > -1, Vy € A}.
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On prend comme systeéme de cones X les cones sur les faces de A*. La polarisation,
c’est-a-~dire la donnée d’un diviseur de Cartier ample, est donnée de la facon suivante.

On prend la fonction ha, linéaire sur chaque cone de ¥ et telle que ha(z) < 1
définisse le polyedre A*. On veut montrer que ha est définie sur chaque cone o par
un élément m(o) € M. Il suffit de le voir pour les cones de dimension n, pour lesquels
cela résulte du fait que A* est le dual de A et que A est & sommets entiers : les cones
de dimension n de X sont les cones sur les faces de dimension (n — 1) de A* définies
par une équation (m, -) = 1, ot —m est un sommet de A; donc m € M. Sur un tel
cone, la fonction h = (m, ) est donc bien définie par un élément de M, ce qui fournit
un diviseur de Cartier T-invariant par la proposition 4.3, ample par le lemme 4.10.

4.4, Variétés toriques de Fano

Définition 4.11. —La variété torique Py est dite de Fano si son diviseur anticanonique
est de Cartier et ample.

D’apres la proposition 4.6, il existe alors une fonction support ha, prenant la
valeur 1 sur tous les générateurs entiers de cones de dimension 1 de ¥ et définie sur
chaque cone o par un élément m(o) € M. D’apres le lemme 4.10, amplitude de KPT;
équivaut au fait que h est strictement pseudoconvexe.

Donnons maintenant la caractérisation suivante des polyedres convexes A & som-
mets entiers et contenant 0 dans leur intérieur, tels que la polarisation naturelle de
P soit égale au diviseur de Cartier anticanonique donné comme le lieu des poles de
la section Q2 de Kp, (cf. (4.2.2)).

Lemme 4.12. —Le diviseur de Cartier naturel Dy, de Pa est égal a —div(Q) si et
seulement si A* est a sommets entiers.

En effet, si on a 1’égalité, la fonction ha déterminant la polarisation doit étre
la fonction support, et donc doit satisfaire ha(v) = 1 pour tout générateur d’un
cone de dimension 1 de ¥. Mais comme Y est construit sur A* comme dans 4.3.3,
ces cones de dimension 1 sont les cones sur les sommets de A*. Par définition, la
fonction ha vaut 1 sur les sommets de A* : un tel sommet s’écrit de fagon unique Av
avec v € N et A > 0. Si on a également ha(v) = 1, on doit donc avoir A = 1 et A*
est bien & sommets entiers. Inversement, il est immédiat de vérifier que si A* est a
sommets entiers, la fonction linéaire par morceaux qui vaut 1 sur le bord de A* est
la fonction support du systéme de cones construit sur A*. []

On introduit la notion suivante, due a Batyrev.

Définition 4.13. — Un polyeédre convexe rationnel A C Mg est dit réflexif il est
a sommets entiers, contient 0 dans son intérieur et si son dual A* C Np satisfait les
mémes conditions.

Par bidualité, il est clair que si A est réflexif, alors A* est également réflexif. On a
établi :
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Proposition 4.14 (cf. [60], [61]). —Les variétés toriques de Fano de dimension n
polarisées par — div(2), ot Q la forme méromorphe de (4.2.2), correspondent bijec-
tivement auzx polyédres réflexifs A C Mg avec rang M = n. L’application A — A*
entre polyéedres réflexifs fournit donc une involution sur [’ensemble de ces variétés.

Le lien avec la symétrie miroir est le suivant [60]. Pour chaque variété torique
de Fano, la famille des hypersurfaces dans |K~!| fournit une famille de variétés a
fibré canonique trivial (malheureusement singulieres en général). La famille miroir
serait simplement la famille des hypersurfaces & fibré canonique trivial dans la variété
torique de Fano obtenue par action de cette involution. A cause des singularités, cette
construction ne marche réellement bien qu’en dimension 3. Les sections suivantes
expliquent comment on peut construire dans ce cas des désingularisations a fibré
canonique trivial, et détaillent le calcul des nombres de Hodge des variétés obtenues,
de maniere a prouver 'inversion des nombres de Hodge prédite par la symétrie miroir

(cf. (1.8.48)).
4.5, Désingularisation

Soit Pa une variété torique de Fano; on va construire une désingularisation partielle
7 : Py, — PP satisfaisant la propriété

(4.5.10) 7" (Kpa) = Kpy,
et qui est non singuliere en codimension 3.

Dans le cas particulier ou n = 4, les singularités de Py sont isolées et les
hypersurfaces génériques dans le systeme linéaire |7* (KPTAl)| = |KET;| ne rencontrent

pas le lieu singulier de Py, (on sait que ce systeme linéaire est engendré par ses sections
globales, d’apres le lemme 4.9) et donc sont lisses d’apres Bertini, et a fibré canonique
trivial par la formule d’adjonction.

On procede de la fagon suivante. La variété torique Pa est associée au systeme des
cones sur les faces de A* C Nr. On va maintenant subdiviser (ou trianguler) le bord
du polyedre A* en imposant les conditions suivantes :

(i) les sommets de la triangulation sont exactement les points de N N 9A*;
(ii) les faces de dimension k du polyedre subdivisé sont ’enveloppe convexe de k+1

vecteurs (entiers).

On prend alors pour ¥ I’ensemble des cones sur les faces du polyedre subdivisé.
On dispose d’une application naturelle 7 : Py, — Pa, définie de la fagon suivante. Si o
est dans X, il existe un cone ¢’ sur une face de A* tel que ¢ C ¢’. On a donc une
inclusion ¢’* C ¢* qui fournit 7* : Ay — A, et définit un morphisme de U, dans U,.

Ces morphismes se recollent pour définir un morphisme 7 : Py — Pa qui est
birationnel puisque c’est un isomorphisme sur les ouverts denses Uy = Spec 4y =
(C*)™ de Py, et Pa.

Lemme 4.15. —L application T satisfait la condition

(4511) T*(KPA) = KIP’E .
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En effet, cela résulte de la fonctorialité de la description des diviseurs de Cartier
en termes de fonctions sur Ng (prop. 4.3) : il est immédiat de voir que si i définit un
diviseur de Cartier Dy, sur Po comme dans 4.2.2, le diviseur de Cartier 7" Dy, sur Py
est défini par la méme fonction h.

Rappelons qu’une fonction A correspond au diviseur anticanonique si et seulement
si elle prend la valeur 1 sur les générateurs entiers des cones de dimension 1 (prop. 4.6).
Or le diviseur anticanonique de Pa correspond a la fonction h égale 2 1 au bord de A*
et linéaire par morceaux. Les sommets de la triangulation de A* définissant X sont,
par définition, exactement les points de N N9A* et h vaut 1 en chacun de ces points.
Ces points engendrent sur Q les cones de dimension 1 de X ; comme h est localement
définie par une équation a coefficients entiers, ces points sont en fait les générateurs
entiers des cones de dimension 1 de X. Il en résulte que h est bien la fonction support
de ¥ et que Dy, est le diviseur canonique de Ps. []

L’utilité de ce procédé réside dans le lemme suivant
Lemme 4.16. —La variété Py, est lisse en codimension 3.

On utilise le lemme 4.2 ; comme les ouverts U, définis par les cones o de dimension
inférieure ou égale a 3 recouvrent le complémentaire d’un sous-ensemble de codimen-
sion 4, il suffit de vérifier que ces ouverts sont lisses, ce qui est une conséquence du
lemme suivant.

Lemme 4.17. —Soient ey, ea, e3 des points de Z™ indépendants sur Q; on suppose
qu’il existe une fonction linéaire h sur Z™ telle que h(e;) = 1 et que les seuls points
de Z™ contenus dans [’enveloppe conveze des e; sont les points e;. Alors il est possible
de compléter ey, es, ez en une base de Z™.

Le lemme 4.17 entraine le lemme 4.16 grace au lemme 4.2 car, par définition de X,
tous les points entiers de A* sont des sommets de la triangulation et tous les cones de
dimension 3 de X sont des cones sur 1’enveloppe convexe de trois points e; € N NOA*
satisfaisant nécessairement les hypotheéses du lemme 4.17.

La preuve du lemme 4.17 est élémentaire. Il suffit de voir que si on a une relation
> aie; = mu avec a;,m € Z et u € Z™, alors m divise «;. Les hypotheses h(e;) = 1
et h entiere donnent ), a; = mh(u) avec h(u) € Z. Notons que ’on peut remplacer a;
par «; + mp; avec B; € Z, de sorte que «;/m est défini modulo Z et satisfait
> i(ai/m)e; € Z". Sachant que ), oj/m est un entier, il est alors immédiat de voir
qu’on peut imposer les conditions (a;/m) € Z3, a;/m > 0 et Y, ai/m =1 si m ne
divise pas les «;, ce qui produit un point entier différent des sommets dans I’enveloppe
convexe des e;. ]

Remarque 4.18. —En fait, méme en dimension supérieure, la désingularisation
partielle construite ci-dessus jouit de tres bonnes propriétés : c’est une variété
«quasiment lissen (cf. [63]), ce qui signifie qu’elle est localement représentable
comme quotient d’une variété lisse par un groupe abélien fini, et ses hypersurfaces
génériques, bien que singulieres, ont des structures de Hodge pures sur leurs groupes
de cohomologie (cf. [68]).
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Dans la suite, on considérera des hypersurfaces a fibré canonique trivial génériques
Zp C Pa pour f dans H°(—Kp,) et leur désingularisation partielle Zy = 771(Zy)
qui est une hypersurface de Py. D’apres la formule d’adjonction et le lemme 4.15, Zc
est a fibré canonique trivial. On va montrer comment calculer les nombres de Hodge
hYY(Zy) et h"~21(Zy), ce qui a un sens en vertu de la remarque 4.18. Si I'on désire

ne travailler qu’avec des variétés lisses, on peut supposer n = 4 dans ce qui suit.

4.6. Calcul de la cohomologie dez;

4.6.1. Resultats de Danilov et Khovanskii

Soit Pa une variété torique polarisée associée a un polyedre convexe a sommets entiers
A C My (c¢f 4.3.3). Soit Zy C Uy = (C*)™ une hypersurface obtenue par restriction
d’un diviseur Z de Pa avec Z € |Op, (1)].

Définition 4.19. —On dit que Zy est A-réguliére si Z rencontre transversalement
toutes les strates de Pa (cf. 4.1.2), c’est-a-dire a une intersection lisse avec toutes les
orbites O, de Pa.

Pour toute variété algébrique X, les groupes de cohomologie a support compact
HEF(X) sont munis de structures de Hodge mixtes (cf. [65]). On dispose donc de la
notion de nombre de Hodge h?4(H¥(X)) = h?4(Grhf? HF (X)) et on pose :

(4.6.12) ea(X) = S (~1)FhP (HE ().
k

Le résultat de Danilov et Khovanskii [64] consiste en le calcul de e, 4(Z)) en fonction
du polyedre A. Ce calcul fournit tous les nombres de Hodge des hypersurfaces lisses
et régulieres de variétés toriques a cause des propriétés suivantes de ep 4 :

Proposition 4.20.

(i) Si X est lisse et compacte, on a e, o(X) = (—1)PTIpP9(X).

(i) Si X est stratifiée par des variétés X; localement fermées, on a :
ep,q(X) = Z ep,q(Xi).
i

La propriété (i) est immédiate car si X est lisse et compacte, ses structures de
Hodge mixtes sont pures et on a alors h?*4(HF(X)) = 0 pour k # p +q.

La propriété (ii) se prouve par récurrence sur le nombre de strates et en utilisant
la suite exacte longue de cohomologie & support compact. []

Danilov et Khovanskii calculent d’abord le nombre 3° epq(Zo). Pour cela, ils
travaillent avec un raffinement de Y fournissant une résolution des singularités
7 :Par — Pa, telle que les propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) le diviseur D := Pas — Up est un diviseurs a croisements normaux;

(ii) la variété Z' = 771(Z) est lisse et Dz := DN Z’ est un diviseur & croisements
normaux dans Z’.

L’existence d’une telle résolution est montrée dans [63].
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La seconde propriété résulte du fait que Zy est A-réguliere. Le calcul de Zq ep.q(Zo)
se fait alors de la fagon suivante : on considere le complexe Q%, ;, |

(4.6.13) QY p,, =Ker(Qy — Qp ).

Celui-ci permet de calculer la cohomologie & support compact de Zg = Z' — Dy et
sa filtration de Hodge, du fait que Dz est & croisements normaux (cf. [65]) :

HE(Zo) = H"(Qy p,, ),
(4.6.14)
FPH{(Zo) =HM(0 - QY [, — - — Q% —0).

On en déduit immédiatement :

N ea(Zo) = (—1PX(Z, 9%, ).
q

On a par ailleurs une série de suites exactes :

(4.6.15) 0— QZT,1DZ, (=2 — QPA, Dz Q%’,DZ/ -0
qui donnent une résolution de Q%ODz/ par les faisceaux ng'kvmz' (kZ') et donc la
formule
(4.6.16) x(Z',9%, , ) = Z(—l)’“x(ﬁﬁiﬁylz, (k+1)Z"))
k>0
= 2 (D (dRTD (R +1)2) = x(BTTE (k20)).
k>0

Notons £*(A) le nombre de points entiers intérieurs & A. La proposition suivante
exprime les caractéristiques d’Euler-Poincaré X(Q@Z,k}l (kZ')) en fonction de ¢*(kA).

Proposition 4.21 (cf. [64]). —On a :
X(Par,Q , p(kZ)) = Ce*(kA)  pour k >0,
X(Bar, 2, p) = (~1)"C-

La formule (4.6.16) devient donc :

(4.6.17) x(2',9%, 1)) Zepq Z0)
= "+1C F((kE+1)A) — (kA
(-1 +1+Z ;D+1+k( ((k+1) ) (kA))
k>1 p+1€*(A)

ce qui se réécrit immédiatement sous la forme :
(46.18) (=L)"Y epq(Zo) = Y (DOt (B + 1A) + (~1)" Oy
q E>0

Pour conclure, on utilise le théoreme 4.22 énoncé ci-dessous, du type Lefschetz
pour les variétés toriques, et une récurrence sur la dimension pour montrer que la
connaissance de Y ey 4(Zo) suffit a déterminer e, (Zo).
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Théoreme 4.22 (cf. [64]). —Soit Zy C (C*)"™ une hypersurface A-réguliére; alors :

hp’q(Hf(Zo)) =0 pour k <mn—1,
(4.6.19) w1 (H! Y (Z)) =0 pourp+q>n—1,
hp’q(Hf(ZO)) = WP (HEP2((C)™)  pourk >n — 1.

La premiere égalité résulte du fait que Zp est une variété affine de dimension (n—1)
(cf. [67]); la seconde résulte du fait que Zp est lisse. [

Le théoréme donne ey, 4(Zp) pour p+ ¢ > n — 1. Prenons une compactification
lisse Z' de Zy comme plus haut. On a une stratification de Z’' par des variétés
affines toriques Z! (cf. 4.1.2), la strate ouverte étant égale & Zy. Par récurrence sur
la dimension, on peut supposer connus les ep ,(Z.) pour toutes les autres strates.
D’apres la proposition 4.20 (ii), on a d’autre part :

(4.6.20) epg(Z') = epq(Z0) + Z ep.q(Z5)-
o #10}

On connait donc e, 4(Z’) pour p+ ¢ > n — 1; mais Z’ est lisse et compacte, et on
connait donc également e, ,(Z’) pour p+ ¢ < n—1 par dualité de Poincaré. Donc on
connalit ey, 4(Zp) pour p+ ¢ < n— 1 (par la formule (4.6.20) et en supposant connues
les e 4(Z;), 0 # {0}). On peut alors déduire de > __ ey 4(Zo) la valeur de ey q(Zo).

Le calcul décrit ci-dessus ne donne pas en général un algorithme explicite pour
obtenir e, 4(Zp); on peut cependant en déduire la valeur de e,_21(Zp) de la facon
suivante : la formule (4.6.18) pour p = n — 2, combinée avec le théoréme 4.22, fournit
I’égalité

(4.6.21)  (—=1)""2(en—2,1(Z0) + en—2,0(Z0)) + (-1)"*Ch_,
= (=1)"Ch oy = C(28) + (n +1)E7(A),
o l'on a utilisé I’égalité (théoreme 4.22)
en—2n-2(20) = en—1,n-1(C*)" = =Cy_y,

c’est-a-dire :

(4.6.22) en—2.1(Z0) + en—20(Zo) = (=1)" "1 (2A) + (=1)"(n + 1)£*(A).
Danilov et Khovanskii prouvent alors en utilisant le raisonnement décrit ci-dessus :
Proposition 4.23. —On a :

W= H0(Zo) = (1) ten—1,0(Zo) = £*(A),

WR(Zg) = (1) enap(Zo) = Y £(0).

codim =1
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Dans la seconde formule, 6 parcourt les faces de codimension 1 du polyedre A
initial. On peut donc finalement exprimer le nombre de Hodge h"~%1(Z;) en fonction
des caractéristiques numériques du polyedre A pour n > 4 puisque

2N (Z0) = (=1)" te,_21(Zy) pour n > 4.
Corollaire 4.24. —On a :

(4.6.23) W2 (Zo) = 0F(20) — (n+ 1) (A) = Y £ (0).

codimf=1

Remarque 4.25. —Lorsque A est un polyedre réflexif, ses faces de codimension 1
sont décrites par des équations (m*, -) = 1 o m* € N est entier, puisque le polyedre
dual est a sommets entiers. Les points entiers u intérieurs & 2A satisfont I'inégalité
(m*,u) < 2 pour toutes les faces de codimension 1 de A, et donc (m*,u) < 1. On
en conclut qu’on a £*(2A) = ¢(A) ou £(A) est le nombre de points entiers contenus
dans A et £*(A) = 1 pour des raisons analogues.

4.6.2. Le calcul de Batyrev

On revient aux hypersurfaces 2} C Py, de dimension (n— 1), a fibré canonique trivial
et on calcule h"~21(Z;) = (=1)""'e,_21(Z;). En utilisant la proposition 4.20, on
voit que

(4.6.24) €n72,1(2;) = Zen—m(z(,/)’

ol ¢’ parcourt tous les cones du raffinement ¥ (cf. 4.5) et Z}U, est I'intersection de 2}
avec orbite correspondant & o’ (cf. 4.1.2).

Il s’agit donc de décrire les composantes de bord Zz — 2}0.

Rappelons que ’éventail ¥ est obtenue par triangulation de A* et satisfait la
condition «les générateurs de cones de dimension 1 de ¥ sont les points entiers de
A* —{0} ». Pour chaque céne de dimension 1 de ¥ de générateur v € N, il existe donc
une unique face 6* de A* telle que v appartienne a l'intérieur de 6*. D’autre part,
d’apres 4.1.2, a v correspond un diviseur D, de Py ayant un ouvert dense isomorphe
a (C*)"~! (qui est l'orbite Og+,, qu’on notera dans la suite O,) et & 6* correspond
le cone 6 sur 6 qui appartient au systéme de cones définissant Pa, et donc une
strate Og. de Pa isomorphe & (C*)"*, ot dim#* = k — 1. On a alors le lemme
suivant.

Lemme 4.26. —L application 7 : Py, — Pa satisfait 7(0,) = 09~*.

Cela résulte en effet des définitions des strates O, et Oeﬂ;. Comme v est dans 6*,
d’apres 4.5, 'application 7 envoie Spec A, dans Spec A9~*. Mais

AU - C[Xm]<m,v>20
et O, est défini par les X™ tels que (m,v) = 1. D’autre part, Oeﬂ; C Spec A9~* est

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996



92 CHAPITRE 4. TRAVAUX DE BATYREV

défini par les équations X™ pour m € 6+ — L. Comme v est un point intérieur
de 6*, on a m(v) > 0 pour tout m € 0" — 6L et donc X™ sannule sur O,. On a
donc bien 7(0,) C Oe~* et I'égalité résulte du fait que T agit transitivement et de
facon compatible avec 7 sur chacune de ces variétés. |[]

Le lemme 4.26 montre immédiatement que O, N Z\f est fibré en (C*)F au-dessus
de Z, ~, pour la face 0" de A* de dimension k telle que v soit intérieur a 6*. Il est par
ailleurs clair par T-équivariance de 7 que toutes les strates de Z; 7 sont fibrées en (C*)*
sur des strates de Z;. Comme la cohomologie & support compact de (C*)* satisfait

WP (HE(C)) =0 pour p # g,

on voit qu'une strate de Z\f ne peut contribuer a en,zl(é}) que si la strate corres-
pondante de Z; satisfait e,—30 7# 0 ou e,—2;1 # 0. Mais, d’apres le théoreme 4.22,
la derniere inégalité n’est possible que pour la strate ouverte, dont on connait déja la
contribution ; de méme, la premiere inégalité n’est possible que pour une strate Z 6
de dlmensmn au moins égale a (n — 3).

Pour qu’'une strate Zz au-dessus de Z contribue alors a e,,_» 1(2}) il faut que

ses fibres au-dessus de Z 14 bOlent de d1mens1on au moins egale a1, et on a finalement
trouvé que les seules btrateb de Z; ¢ contribuant & e,_o 1(Z +) sont les composantes
de O,, ou v est un point intérieur de #* avec dim#* = 1. Comme on a

HOO(HY(C)) = 1= b (H2(CY))

et que 771 (Z e ~)% a exactement £*(0*) composantes fibrées en C* au-dessus de Z.;

pour dim 6* = 1, le lemme 4.26 montre que la contribution de I'ouvert dense ﬁbre
en C*

g*(a*)eni?) O(Zf’é‘;) — (_1)"716*(9*)hn*3,0(Zf’é‘;)~

La proposition 4.23 donne finalement

(4.6.25) h”*3’0(Zf ) =0(0)

ou § C A est la face duale de 8*. (Il faut noter pour cela que 'adhérence de Oe~*
dans P est isomorphe & Py.) On a donc montré :

Proposition 4.27. —Le nombre de Hodge h”_Q’l(Zc) est calculé par la formule

(4.6.26) W2 Zg) = 0A) = (n+1) = Y £0)+ > 0 (0*
cod =1 cod =2

ou l'on a identifié les faces 0 de codimension 2 de A et les faces 0* de dimen-
sion 1 de A*.
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4.6.3. Calcul deh™*(Z;)

On suit toujours [60] et [61]. On explique comment calculer h''(Z;). On sup-
pose n > 4. On a alors h?9(Z;) = 0 et donc rangPicg(Zy) = h''(Zs). Batyrev
montre le résultat suivant.

Proposition 4.28. —e Q-espace vectoriel PicQ(Zc) est engendré par les classes des
composantes de Zy — Zg o ol Zso est la partie affine Zy N (C*)™ de Zy.

D’autre part, ces composantes ne sont pas indépendantes. En effet, le groupe
qu’elles engendrent contient les restrictions des diviseurs T-invariants de Py (notons
qu’il n’y a plus lieu ici de distinguer sur Q les diviseurs de Weil et les diviseurs de
Cartier de Py car tous les cones de ¥ sont par construction simpliciaux, c¢’est-a-dire
sont engendrés par des sommets indépendants, et donc les fonctions linéaires & valeurs
dans Q sur ces cones sont exactement déterminées par leurs valeurs sur les sommets).

Or, on a noté dans la remarque 4.4 I’existence de n relations dans Picg(Px) données
par le fait que les fonctions globalement linéaires sur N et entieéres (définies par un
élément de M) correspondent a des diviseurs de Cartier principaux. Batyrev montre
que ces relations engendrent toutes les relations entre les composantes de bord. On
trouve donc :

hl’l(Z) = rang PicQ(Z}) = (nombre de composantes de 2} — Z?) —n.

On utilise maintenant le lemme 4.26 qui montre que les diviseurs D, de Py ont
un ouvert dense O, fibré en (C*)* sur une orbite O;; de Pa pour 6 une face de
dimension k de A*.

e Si k+1 = n, lorbite Oy est de dimension 0 et ne rencontre donc pas Zy.
Chacune des strates O, fournit par ailleurs £%(6*) composantes de Py, — Uy puisque
les points intérieurs de 6* fournissent exactement (d’apres le lemme 4.26) les diviseurs
T-invariants de Py; contractés sur Oe~*'

e Sik+1=mn—1,Torbite O est de dimension 1 et rencontre Zy en exactement
£*(0) 4+ 1 points, ot § C A est la face duale de 8*, comme il résulte du lemme 4.7.

o Finalement, si k +1 < n — 1, 'intersection 09~* N Zy est irréductible et non vide
par amplitude.

On en déduit que le nombre de composantes de 2} — ZJQ est donné par la somme :

L(A*) -1 (nombre de composantes de Py, — Up)
- Z *(6%) (correspondant aux diviseurs D, ne rencontrant pas 2})
dimf*=n—1
+ Z *(0)¢*(0*) (correspondant aux diviseurs D, dont 'intersection
dim §*=n—2 avec Zy est réductible).

On a donc montré :
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Proposition 4.29. —Le nombre hl’l(é}) est calculé par la formule

(4.6.27) W Zp) = 0A) =1 —n — > 007 + Y ()0 (97)

dim@*=n—1 dim0*=n—2
ou comme plus haut 0* est une face de A* et 0 est la face duale de A.

En comparant les propositions 4.28 et 4.29, on constate que hl’l(Zz) est obtenu en
remplagant A par A* dans l'expression de h"~2!(Z). On a donc montré le théoréme
suivant.

Théoreme 4.30. —L’involution A +— A* entre polyédres réflexifs échange les
nombres de Hodge h''1(Zy) et h"=21(Z+) ou Zy C Pa est définie par une section
générique de —Kp, et Zy« C Pa~ est définie par une section générique de —Kp,.., en
accord avec la propriété (1.8.47) des miroirs.

Remarque 4.31. —On n’a pas néanmoins construit la symétrie miroir comme une
involution entre les familles {Z¢}, {Z+} du fait que la classe de déformation de Z
dépend du choix de la désingularisation 7 : Py — Pa.
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Ce chapitre décrit d’abord la formulation axiomatique des invariants de Gromov-
Witten due a Kontsevich et Manin, qui présente I'intérét de faire émerger la structure
d’«opérade », en les définissant comme une série d’invariants polynomiaux a valeurs
dans la cohomologie de M, ,, et en mettant en évidence la naturalité des propriétés
qu’ils satisfont, et qui refletent I'existence de certaines opérations universelles sur
les M, ,, (restriction au bord, oubli d'un point, etc.).

Toujours d’apres [78], on explique comment I’équation WDVV, satisfaite par le
potentiel de Gromov-Witten, se déduit de ces axiomes. On décrit également, suivant
Dubrovin, le lien entre cette équation (satisfaite par une fonction sur une variété M
munie de coordonnées) et la platitude d’une certaine connexion sur le fibré tangent
de M construite a I’aide de cette fonction. On applique ensuite ces considérations a
la construction d’une variation complexe de structure de Hodge paramétrée par un
ouvert de H2(X,C), ot X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3 avec h?% = 0.

On explique finalement des résultats moins ambitieux théoriquement, mais suff-
isants pour les applications mentionnées ci-dessus, obtenus par Gromov, Ruan, Ruan-
Tian : la définition (dépendant seulement de la donnée d’une structure symplectique)
d’une version restreinte des invariants de Gromov-Witten, en termes de comptage de
courbes rationnelles, et la preuve de la propriété cruciale de scindage.

Le chapitre se termine par une section consacrée a la formule d’Aspinwall et
Morrison, qui calcule la contribution & la cohomologie quantique de la famille (de
dimension trop grande) des revétements ramifiés de degré k d’une courbe rationnelle
rigide dans une variété de Calabi-Yau de dimension 3. Cette formule permet de calculer
la cohomologie quantique d’une variété de Calabi-Yau de dimension 3 dont toutes les
courbes rationnelles génériquement plongées sont rigides, en fonction du nombre de
ces dernieres dans chaque classe d’homologie.

5.1. Formulation de Kontsevich et Manin

Kontsevich et Manin [78] ont donné sur un mode axiomatique la définition la plus
générale des invariants de Gromov-Witten, et dans cette généralité leur existence et
les propriétés qu’ils sont supposés satisfaire ne sont pas rigoureusement établies.
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Etant donnée une variété algébrique V' (ou plus généralement une variété symplec-
tique), ces invariants devraient étre décrits par une série d’applications

(5.1.1) Hagp: H(V*) — H* (M)

pour A € Hy(V,Z) et g, k des entiers tels que g > 2, oug=1letk >1,0oug=0et
k > 3, de sorte que ’espace des modules My, des courbes de genre g avec k points
marqués stables (voir [74]) est bien défini. On notera

ca(V) =ci1(=Ky) € H*(V,7),

qui est défini dans tous les cas considérés ci-dessus (cf. 1.1.3) puisque la simple donnée
d’une structure symplectique détermine une classe de déformations de structures
pseudocomplexes (cf. [76], [86]).

5.1.1. Construction virtuelle

Supposons qu’on dispose pour chaque A, g, k comme ci-dessus, d’un espace de modules
Mor4(g,V, k) de courbes holomorphes k-pointées de genre g et de classe A dans V, de
la dimension réelle «correcte » (c’est-a dire calculée par la formule de Riemann-Roch)

d=2(cc(V)A=(g—1)(n—3)+k), n=dimcV.

On pense a Mora(g,V, k) comme étant l’ensemble des données (¢, z1,...,2x) ol
¢ : C — V est une application holomorphe telle que ¢.([C]) = A, olt C' est une courbe
de genre g, et les z; sont des points de C', modulo I'action des automorphismes ¢ de C':

w((¢,x1,...,xk)) = (q&oqp,w’l(xl),...ﬂbfl(xk)).

On a donc d’une part une application classifiante
7 : Mora(g, V, k) — My

(qu’on aimerait étre propre) et d’autre part une application d’évaluation

év: Mora(g,V, k) — V¥,
(5.1.2)

(P, 1, ... xp) — (qb(a:l), . ,(b(a:k))

et l'application H4 4 devrait alors étre définie par :
(5.1.3) Hp g k(o) = my 0 &V ().

La construction de Mora(g,V,k) est problématique, en particulier parce que
certaines composantes du schéma de Hilbert des courbes de genre g et de classe A
dans V' n’ont pas la dimension correcte (cf. 5.6).

Le schéma de Hilbert ne répond d’autre part pas réellement au probleme, car il ne
parametre pas une famille de courbes stables.

On expliquera au § 5.2 comment cette construction peut se réaliser partiellement
par I’étude des solutions de I'«équation de Cauchy-Riemann avec un terme inho-
mogene ) pour une structure pseudocomplexe générique sur V' (voir [81], [82], [83]) :
le résultat principal de [83] permet essentiellement de calculer les expressions

fﬁm Ha,gk(a).
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5.1.2. Axiomes
(A1) Pour o € H*(V*), on doit avoir :

deg(Ha,gk(a)) = 0+2(—(c1(V) - A) + (g — 1)n).

(A2) L’application Hy 41 doit étre équivariante pour I'action naturelle du groupe
symétrique Sy sur V* et J\_/[g,k.

(A3) Soit 1y le générateur canonique de H°(V); alors si (g, k) est tel que (g, k—1)
est dans 'ensemble considéré plus haut, de sorte que I'application d’oubli du k-ieme

point 7 : My — Mg 1 est définie, on a :
(5.1.4) Hagr(a1® - @ap_1 @1ly) =m5(Hagr-1(01 @+ @ ag_1)).

De plus, Ha03(c1 ® as ® 1y) doit valoir fV a1 A ag pour A =0, et 0 sinon.

(A4) Soit B € H%(V) la classe d'un diviseur; alors, lorsque 7 est définie, on doit
avoir

(5.1.5) Thx(Hagr(a®...@a®p)=(08-A)Hagr-1(a®...Q a)

(A5) Lorsque g = 0 et A = 0 (de sorte que I’on considere les applications constantes
(pseudo) holomorphes de P! dans V'), on doit avoir :

0 si Y degay # 2n,

(5.1.6)  Hporlar ® - @) = .
(/ aq /\~~~/\0ék)13\7[0k sinon.
v ,

(A6) Soient g1 + g2 = g et k1 + ko = k; on a alors une application
¢ Mglykﬁrl X J7[927]€2+1 - JV[g,k

qui & (C1,21,...,Zk,+1) et (Ca,y1,...,Yky+1) associe la cowrbe C =Cy | Cs

. ’ x = .
avec les points marqués x1,..., Tk, , Y1, - - Yk,- On demande alors Fit1=Ukz 41

(5.1.7) qb* (HA7g’k(()z1 & ®Oék))
= Z gUTHAhgl,lirl(al @ oy ®60)

A1+A=A
a7 ®HA2,92,k2+1(ak1+1 ® "'®ak®€7—)

ol e, est une base de H*(V) et ¢°7 est la matrice inverse de la matrice d’inter-
section (ey, e ).
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5.1.3. Justification heuristique des axiomes

o L’axiome Al provient immédiatement du calcul de la dimension virtuelle de
Mora(g,V, k) (cf. 5.1.1) et de la dimension de M 5 qui est égale & 3g — 3 + k.

o L’axiome A2 provient de 1’équivariance par rapport & Si du diagramme
d’évaluation
Mora(g, V, k) &,y
(5.1.8) %

Mg,k

o L’axiome A3 provient de ce que si 7 est définie, on a trois fleches d’oubli du
k-ieme point

e VE S VETL s Mora(g, Vi, k) — Mora(g, V, k — 1), @ : Mgr — Mg p—1
qui font du diagramme précédent le «pull-back» du diagramme d’évaluation

Mora(g, V,k —1) —— yhk-1
(5.1.9) ﬂ

My k1

Or une classe o € H*(VF) est de la forme 3 ® 1y avec 3 € H*(VF1) si et
seulement si elle est égale a 7/3. Ce qui précede entraine alors immédiatement
que Hy g k() = w5 (Ha g k—1(8)). Par ailleurs, dans le cas ot g = 0 et k = 3, J\_/[Qg
est réduit a un point, et on a

Hagx(o) = / év'(a) pour a € H*(V?3).
Mor4 (0,V,3)

Notons maintenant que si A # 0, I'application 75 0 év : Mor4(0,V,3) — V2 est a
fibres de dimension positive, car les applications holomorphes f : P! — V de classe A
sont non constantes, de sorte que pour 1, z2, 3 fixés dans P! et 24 € P! distinct
de z3, on a (f,x1, T2, x3) # (f, 1, T2, 25) dans Mory(0,V,3), ce qui fournit les fibres
de dimension positive. On a donc clairement :

/ év'(m3B8) =0 pour g€ H*(V?).
Mor4(0,V,3)

Par contre, lorsque A = 0, application év : Morg(0, V, 3) — V3 s’identifie & I'inclusion
de la diagonale {(v,v,v),v € V} C V3 et donc la derniere assertion de A3 est claire.

o Pour voir A5, notons que si H,, sont des cycles de classes correspondant par
dualité de Poincaré a a;, Ha g k(a1 ®@ - - ® o) est la classe de cohomologie du cycle

VA Hu, o Hay = {(C,a:l,...,a:k); Jf:C -V, fi([C]) = Aet f(a;) € Ha}
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Supposons maintenant que H,, est un diviseur effectif et que 73 est définie. Il est
alors clair que 7 restreinte a VA’HO‘I""’HO‘k est finie, de degré égal & A - a sur son
image Vam,,,. 1., , puisque pour (C,x1,...,25—1) dans VAHo,,....,Ha, , O1 Deut
choisir le point zj tel que (C,x1,...,z;) appartienne VA,HQ1 oo Ha, arbitrairement

parmi les points d’intersection de f(C) et Hq, .

o Enfin, 'axiome A6 se justifie de la facon suivante. Les notations sont les mémes;
on veut calculer la classe de I'intersection du cycle Va m, ... m,, avec

oy,
¢(37t91,k1+1 X Mgz,k2+1)~

On voit immédiatement que c’est la réunion, pour toutes les décompositions de A en
somme A + Az, des cycles formés des couples ((C1, z1, .-, Ty +1)s (C2, Y1, - - -, Ykot1))
tels qu’il existe des applications holomorphes f; : C; — V représentant A; pour: = 1,2
et telles que fl (xz) € Haw fQ(yJ) € H(!Ic1+j et fl (xk1+1) = fQ(yszrl)' La derniere
condition s’écrit encore :

(f1(@ky41)s f2(Yhos1)) EACV X V.

Or la diagonale A de V' x V est homologue & ZU’T g°"H, x H,; ou les H, sont des
cycles de classe de cohomologie e,. L’ensemble ci-dessus est donc homologue a

apy 410 Hay Heo

> 97 VAL Hay oo Hay Ho X VagH
o, T

ce qui «montre ) l'axiome AG6.

5.2. Travaux de Ruan et Tian

5.2.1. Invariants de Gromov-Witten mixtes

On considérera uniquement le cas du genre 0, bien que les travaux de Ruan et
Tian concernent les courbes pseudoholomorphes de genre quelconque. Leurs résultats
permettent de construire les invariants

_ HA,O,n(al Q- Q® an)
Mo, n

(qui seront les seuls utilisés dans la suite) essentiellement pour les variétés symplec-
tiques (V,w) dites monotones, c’est-a-dire telles que ¢1(V') soit un multiple positif
ou nul de la classe de w.

Plus généralement, Ruan et Tian construisent pour de telles variétés des invariants

miztes P a(aq,...,ar | B1,...,0) tels que
Qy(ar,a0,a3 | fr,...,80) = | Hapu3(a1 @w®@a3 61 Q- ® [r)
Mo, e+3

et dont la principale vertu, outre les propriétés d’(anti)symétrie par rapport aux
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permutations des a ou des [ (proposition 5.2) est la propriété suivante :

(5210) (bA(alv"'vak’ | 517"'765)
= Z Z gUT(I)Al(ala~~~7asa€0'|ﬁi1a"'7ﬁir,«)

“z;j:’:ifz o X Pu, (g, samer | Biyeeos Bio )

oll e, est une base de H?*(V), g°" est I'inverse de la matrice d’intersection, s est un
entier fixé et j; < --+ < jy—, est Pensemble ordonné complémentaire de {iy,...,,}.
5.2.2. Description des invariants

Soit (V,w) une variété symplectique;

« on fait I'hypothese
ci(V) = MNw] € H*(V,Z), A>0
« ou bien I'hypothese plus faible suivante, dite de monotonie faible :

si A € Hy(V,Z) est telle que (w, A) > 0 et (¢1(V), A) > 3 —n alors (c1(V), 4) > 0.

Cette hypothese entraine que si J est une structure pseudocomplexe compatible
avec w (ce qui signifie que w est J-invariante et w(v, Jv) > 0, v € TV, v # 0) les
courbes pseudoholomorphes rationnelles non constantes f : P! — V dans V satisfont
la condition

(e (V), f([P'])) > 0.

En effet, pour une telle courbe pseudoholomorphe que 'on peut supposer généri-
quement plongée, on a bien siir (w, f«([P!])) > 0 et, comme J est générique,

(e(V), fo([P1))) >3 —n

puisque la dimension de l’espace des courbes pseudoholomorphes génériquement
plongées de classe A donnée modulo I’action de Aut P! est correcte, c’est-a-dire égale &

2((c1(V), 4) +n —3)

(voir [81], [86]) et ce nombre doit étre positif ou nul.

Tian et Ruan considerent les application f : C' — V satisfaisant 1’équation de
Cauchy-Riemann avec un terme inhomogene. Dans le cas oll g = 0 et donc C' = P!,
cela signifie qu’on fixe sur P! x V une section v de classe € du fibré € dont la fibre
au point (t,v) est l'espace des applications C-antilinéaires de Tp1, dans Ty,,. Pour
une application différentiable f : P! — V, on peut construire df (cf. 2.1.1), qui est la
partie C-antilinéaire de df € Hom(Tp:, f*Ty) et 'équation de Cauchy-Riemann avec
terme inhomogeéne v est alors :

(5.2.11) af = (Id, f)"v.
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Pour J et v fixées, on notera Wy, 4 ensemble des applications f de P! dans V/
satisfaisant 1’équation (5.2.11) et telles que f.([P!]) = A.

On peut montrer que pour (J,v) générique, Wy, 4 est lisse, naturellement orientée
(voir [81]) et de dimension 2(¢y (V) - A+ n).

Cet énoncé n’est plus vrai pour les courbes pseudoholomorphes, c’est-a-dire solu-
tions de (5.2.11) avec v = 0, comme le montre le cas d’une variété avec ¢; = 0.

Dans ce cas, la dimension virtuelle de Wy 4 est égale a 2n, qui est indépendant
de A; or partant d’une courbe pseudoholomorphe f : P! — V., on peut construire
des familles de courbes pseudoholomorphes de dimension arbitrairement grande,
constituées d’applications g : P! — V de la forme g = fo ¢ ot ¢ : P! — P! est
une application rationnelle.

Cet énoncé se prouve par application du théoreme de Sard en montrant que la
linéarisée de 1’équation (5.2.11) fournit une application surjective de l'espace tangent
a la variété paramétrant les triplets (f,J,v), en un point ou (5.2.11) est satisfait,
dans 'espace des sections de Qﬂ?,f R f *T‘l/;?,, ce qui entraine que l'espace de toutes les
solutions (f,J,v) de (5.2.11) est lisse & fibres de dimension finie au-dessus de I’espace
des parametres (J, v).

Pour tout entier k, on dispose d’une application d’évaluation

éVk : WJMA X (]P)l)k — Vk,
(5.2.12)

(f,x1,. ., x5) — (f(xl),,f(xk))
On a alors (cf. [76], [81], [82], [83]) :

Théoreme 5.1. —Si V est faiblement monotone et J, v sont génériqguement choisies,
le bord de limage de évy est de dimension de Haussdorf inférieure ou égale a

2(c1(V) - A+n) + 2k — 2.

. ‘ o A .
De méme, si (x1,...,7) est choisi génériquement dans (P')", limage par évy de
Wiy ax(z1,...,20)x(PY*=* dans V¥ a un bord de dimension de Haussdorf inférieure
ou égale a

2(c1(V)-A+n)+2(k—10)—2.

Les invariants ® 4(aq,...,ar | f1,-..,0¢) sont alors des invariants multilinéaires
définis de la fagon suivante.

Soient @1, ...,z des points choisis génériquement dans P! ; les classes «;, 3; sont
des classes dans H*(V') modulo torsion. Quitte & les remplacer par des multiples n;«;,
m;3;, on peut supposer que ¢y, 3; sont les classes de cohomologie de sous-variétés
orientées H,,, Hg, de V.

D’apres le théoreme 5.1 et le théoreme de Sard, on peut supposer que pour

Zdegai +Zdegﬁj =2(0+ (c1(V), A) +n),
i J
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Hy x---xH, xHg x---xHg,

« ne rencontre pas le bord de évyy (WJ7V,A X (21, .., 2k) X (]P’l)z) et

e rencontre évy. g (WJ’V’A X (X1, .., X)X (Pl)z) transversalement en un nombre fini
de points que I'on peut compter algébriquement, puisque W, 4 X (1, ..., zx) x (P}
est lisse orientée de dimension 2(c1 (V') - A +n) 4 2¢.

Le fait que le bord de éviye(Wypa X (z1,...,28) X (PHY?) soit de dimension
inférieure ou égale & 2(c1(V) - A + n) + 2¢ — 2 entraine que le nombre de ces points

d’intersection, comptés avec le signe correct, ne dépend pas du choix des variétés H,,
et ng.

On définit alors P 4(aq, ...,k | B1,---,0¢) de la maniere suivante :
o lorsque Y dega; + > deg3; = 2(¢ + (c1(V), A) +n), on pose
i J

(5.2.13)  @a(ar,...,0n | Bi,--.,B)

. ¢
= #&vipe(Wypa x (1,...,25) X P)
NHy XX Hy, x Hg x---x Hg,,

(ol le nombre d’intersection # est compté avec les signes définis par les orientations) ;
o lorsque Y degay; + Y degB; # 2(¢+ (c1(V), A) +n), on pose :
i J

@A(al,...,ak |ﬂ1,...,ﬁ4)=0.

En utilisant une homotopie générique entre deux couples (J, v) génériques, on peut
montrer que ce nombre est indépendant du choix de (J,v). De fagon similaire, ce
nombre ne dépend pas du choix générique de (1, ...,zx) € (PH)F.

La preuve de la propriété (5.2.10) consiste alors & faire dégénérer (P%, 1, ..., xy) sur
la réunion de deux courbes P1 et Pi isomorphes & P!, se rencontrant transversalement
en un seul point, avec s points marqués x; sur la premiere composante, formant avec
le point d’intersection x,y1 € P} des deux composantes un (k + 1)-uplet générique
et (k — s) points marqués z} sur la deuxieme composante, formant avec le point
d’intersection x},_,,, € Pj des deux composantes un (k — s + 1)-uplet générique.

Ruan et Tian montrent que Wy, 4 tend alors vers la réunion sur A; + A = A des
sous-espaces de Wy, 4, X Wy, a, formés des couples (f1, f2) tels que

fi@er) = fa(2) i)

Le produit Wy, a4 X (1,...,2k) X (P1)* tend alors vers la réunion sur A; + Ay = A
et sur toutes les partitions i; < -+ < i, et j;1 <...< joi—r de {1,...,£} des ensembles

Wzl41,A2,i1,...iT = {(fla f27yla R 7y€) 3 Yi € P%vyjm S P%v
fi([P}]) = Aj, fi(zeqr) = f2(x§c—s+1)}-

PANORAMAS ET SYNTHESES 2



2. TRAVAUX DE RUAN ET TIAN 103

Pour Ay, As et i1 < --- < 4, fixés, considérons I'application d’évaluation a valeurs
dans Vk+i+2 .

(5.2.14) éviy it Wy, X Wypoa, x (P17 x (P3)7
_ VS+1 x Vk—s+1 X VT’ X V[—'r"
(f1, f2,y,2) — (f1(2), f2(2"), f1(y), f2(2))
ol & = (r1,...,0541) et ' = (T, ..., T _ 1)

Soit A € VF+4+2 ]a sous-variété définie par la condition v,y = vgi2. D’apres ce
qui précede, I'intersection

Vit Wapa x (x1, .. z) x (PYY) N (Hay X -+ X Hoy x Hg, X -+ x Hpg,)

converge vers

, T L—r
(5215) U s Woweas X Woas x (B1) x (B))
A1+Ax=A
e N (Hyy x -+ x Hoy x Hg, x - x Hg) N A)

ou 7 : VEHF2 _ VE+l est 1a projection oubliant les (s 4 1) et (k + 2)-iemes points.
La diagonale de V' x V' étant homologue & une combinaison >, ¢7"H, x H; ot les
classes d’homologie des H, forment une base de H,.(V,Q) et out g°7 est la matrice
inverse de la matrice d’intersection (H,, H;), on trouve

(5.2.16) #éviyi, (Wapa, X Wypa, x (P])" x (P3)F7)
N Hyy X+ X Hy, X Hg, % -+ x Hg, NA

=3 97 H# iy i, (Wrwa, X Wy, x (P x (P5)*7)
o NHy XX Hy, X Hy X -+ x H

Qs41

XX Hy x Hr x Hg, x ---x Hg,
qui est par définition égal a
(5.217) > g7 ®a, (1, s | Biyse o, Bi)
¢A2(as+17 ey Oy e | ﬂjlv cee 7ﬁjz_,«)
ou e, est I'image par la dualité de Poincaré de la classe de H,. Ce qui prouve,

moyennant une analyse rigoureuse de la convergence qui forme le contenu majeur
de [83], la formule (5.2.10). [

Une autre propriété importante de ces invariants mixtes est leur (anti)symétrie par
rapport aux classes o; et [3;.
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Proposition 5.2 (voir [83]). —On a :

Palar,...;ar | B, Be)

- (_1)degai degai+1@A(a17 . '7ai+17ai ey O | /817 L) 7ﬂz)a

(I)A(alv"'vak |ﬂla"'7ﬁ€)
= (_1)degﬂ¢deg5i+1¢A(al,.”70% | 61,...,ﬂ¢+1,ﬁi,...,ﬂ5).

C’est immédiat a démontrer. La seconde assertion résulte par exemple du fait que
si o est I'involution échangeant les facteurs d’ordre k + i et k 4+ i+ 1 sur V¥4 on a

(5218) " (1@ R @B ® - @ Br)
= (—1)deefidegfini( @ . R @B Q- ®Fir1 @B ® - B fr)

tandis que o ne change ni I'orientation de V*+¢ ni celle de

éVkJrg (WA’J’V X (:El, . ,:Ek) X (Pl)e). D

5.2.3. Lien avec les invariants de Kontsevich-Manin

On devrait avoir le lien suivant entre les invariants mixtes ®4(aq,...,ax | f1,-.., 5¢)
et les invariants Ha g1 de 5.1.1 :

(65.219) Pa(an,a2,a3 | f1,...,Bk—3) =/_ Haopla1@ae®@as | 51 @ ® Br—3).
Mo,k

En effet, si on pouvait supposer v = 0, 'espace «Mor4 (0, V, k) » serait le quotient
de Wy, a % (PY)* par Aut P! et on aurait le diagramme suivant

Wi A X T X 2o XT3 X Py —>—L Wiua X (PY)*
vy,
5.2.20 l
6220 I

Mor4(0, V, k) L yk,

L’assertion résulte alors de ce que ¢ est birationnelle, de sorte que l'intégrale sur
Wiva X T X 22 X T3 X (P1)E=3 de

Vi (1 ® a2 ®@az @01 @ @ Br_3)
(c’est-a-dire @4 (a1, a9, a3 | B1,...,0k—3)) est égale a I'intégrale sur Mor4(0,V, k) de
V(1 ®awRaz®b @ ® Br-3)

(c’est-a-dire fJV[o,k Haor(lar @ s ®@as | 1@ @ Br—3)).
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Plus généralement, ® 4(a1,...,ar | B1,...,0¢) devrait étre obtenu comme l'inté-
grale de HA 0 p+0(01 ® - Q@ ®[1®- - @ ) sur la sous-variété de J\_/[oka adhérence
de l'image de (1, ...,z5) x (PH)~

Il serait intéressant de savoir si les invariants mixtes permettent de construire les
invariants H 4 o -

D’autre part, le lien entre la formule (5.2.10) et axiome A6 de 5.1.2 est le suivant.
Fixons quatre points distincts t; de P'; ces points déterminent un diviseur D; de
JVEOAH formé des (4 + ¢)-uplets

z=(21,...,2a4¢) tels que z = (t1,...,t1,21,...,2,) modulo AutP'.
Orona:

Lemme 5.3. —Le diviseur D; est numériquement équivalent a

Z ¢1(3\_/[0,3+r X 3\_/[0,3+e—r)

11 <...<1p
r<t
ot dr((x1, -+, ¥3440), Y1y -+, Yare—r)) est égal a (P |J P, 21, ... 2410), avec 21 = x1,
Zo = To, Ziy = Togk, 23 =Y1, 24 = Yo et zj, = Yp.
Ceci se voit en effet en faisant dégénérer (Pl t1,...,t4) sur (P UPL t1,... 1),
avec t1,ty € Pi et t3,t4 € PL. [ =y
Comme on doit interpréter Uinvariant ® 4 (a1, ..., a4 | f1,- .., 8¢) comme Uintégrale

th Hppa10(01®@ - @as® 1 @ ® ), dans la formulation de Kontsevich-Manin,
on voit que, pour k = 4, la formule (5.2.10) est la version intégrée de 'axiome A6.

5.3. Potentiel de Gromov-Witten

On fixe une forme symplectique w sur V'; le potentiel de Gromov-Witten (cf. [78])
est alors une fonction sur H?*(V,C) définie, en faisant les hypotheses nécessaires de
convergence, par

(5.3.21) dula) = 3 %exp(_/

k>3 A
A€H,(V,Z)

w) | Haorp(a®---®a).
Mo, &

(On suit ici la terminologie de Kontsevich-Manin, mais on rappelle que les invariants
fﬁo Haok(a®: -+ ®a) sont bien définis grace au travail de Ruan et Tian (cf. 5.2).)

On ne dispose pas de résultats généraux sur la convergence de cette expression dans
un ouvert non vide de H?*(V,C). Cependant, si V est une variété de Fano (ou dans
le cadre symplectique si ¢1(—K) est un multiple positif de la classe de w), pour k fixé,
il n’existe qu'un nombre fini de A € Hy(V,Z) telles que fJV[o Haopla®- @a)#0,
par compacité [76] et pour des raisons de dimension. D’autre part, toujours par
compacité, pour toute constante C' > 0, il n’existe qu'un nombre fini de A € Ho(V,Z)
telles que f 4w =< C intervenant dans ’expression de ®,,.
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5.3.1. Cas des vakies de Calabi-Yau de dimension 3

Le fibré canonique de V étant trivial, on voit immédiatement que les composantes
de I’espace des applications holomorphes de P! dans V sont de dimension complexe
virtuelle 3, et donc sont virtuellement constituées des constantes dans le cas A = 0,
et des reparamétrages d’une courbe rationnelle rigide dans V' (dans la réalité, il faut
toujours tenir compte des revétements ramifiés d’une courbe donnée qui donnent des
familles de dimension strictement supérieure a 3; on a expliqué au §5.2 comment
cette difficulté est contournée par Ruan et Tian, et on explique au § 5.6 le calcul des
contributions de ces composantes « excessives » aux invariants de Gromov-Witten).

A Daide des axiomes Al & A6, ou de leur justification partielle par Ruan et Tian,
on en déduit facilement le résultat suivant.

Proposition 5.4. —Si V' est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, le potentiel
de Gromov-Witten ®,, de V a la forme suivante, modulo une fonction quadratique
en a,

(5.3.22) D, () = %/Va3+

3 N4 exp(/A—w + a)

A#£0
ot N(A) est le nombre virtuel de courbes rationnelles de classe A dans V.

En effet, parmi les termes correspondants a A = 0, le seul terme qui n’est pas nul
provient du cas ott dim Mo = 0 (d’apres I'axiome A5), et est égal (d’apres le méme
axiome) & & [, o®.

D’autre part, si A # 0 et k > 3, du fait que les courbes rationnelles non constantes
sont virtuellement rigides, on trouve immédiatement

| Hapok(a1®@--®ai) =0
Mo,k
si deg o; > 2 pour au moins un indice .
Si d’autre part k > 4 et deg ay, = 2, ce terme est égal a

/ak /_ Haop—1(01 ® - ®ag_1)
A Mo, k-1

par axiome A4 tandis que si deg oy = 0, il est nul par 'axiome A3.
Finalement pour k = 3 et A # 0, 1’égalité

a HA7073(051®052®O¢3) ZN(A)/OQ/OQ/O@
Mo, 3 A A A

est claire par la définition virtuelle de H 4 ¢ -
On trouve donc que la contribution de la somme pour A # 0 fixée dans ®,, est,
modulo un terme quadratique en «, égale a :

(5.3.23) kZZB %N(A)exp(— /Aw) (/Aa)kz N(A)exp(/A—w—i—a). [
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5.3.2Equation WDVV

On suit ici [75]. Soient t1,...,t, des coordonnées sur une variété M et (g;;) une
matrice symétrique non dégénérée, a coefficients constants et définissant un produit
scalaire ( , ) sur Ty (on admet le cas de coordonnées holomorphes, le produit scalaire
étant alors C-bilinéaire sur le fibré tangent holomorphe). Soit f(¢) une fonction de
classe 3 (holomorphe dans le cas holomorphe) satisfaisant la condition

o3f

(5.3.24) m = Gij -

On construit alors en chaque point ¢ € M un produit commutatif et unitaire « e »
sur Thr¢, défini par la condition

<8 0 8> o3 f

(5.3.25) o "t ay ot/ m(t)

Bien str, 0/0t; est I’élément unité d’apres (5.3.24) et (5.3.25).

L’équation WDVV (pour Witten-Dijgraaf-Verlinde-Verlinde) exprime la condition
que le produit «e;» soit associatif en tout point. Par commutativité, la condition
d’associativité est équivalente a la symétrie en les indices j, k de 'expression

0 0 0 0
(ot 1 35) 3 )

3f
ot 0t; 0ty

pour tous 4,4, j, k. Posant
Ciji =
on a par définition
0] 0 ab 0
— e —— = Cijg =—>
ot " ot 29" Cija ot
a,b
de sorte que I’équation WDVV g’écrit

(5.3.26) Z Cijag™ Crap = Z Cirag™Cjes  Vi,0, ], k.
a,b a,b

5.3.3. Connexion

Soit V la connexion sur T); pour laquelle les 9/0t; sont paralleles (c’est-a-dire la
connexion de Levi-Civita de ¢); & l'aide du produit «s;», on peut construire pour
tout z € R (ou C dans le cas holomorphe) une connexion sans torsion sur Ths grace
a la formule

(5.3.27) VZ(v) = Viu(v) + zu e v

pour u,v des champs de vecteurs sur M. On a alors la proposition suivante (cf. [75]).
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Proposition 5.5. —Si f satisfait I’équation WDV'V, la connexion V* est plate pour
tout z.

__En effet, on vérifie immédiatement que ’annulation du terme en 2% dans la courbure
(V#)? est équivalente a I’associativité du produit «e;», tandis que la symétrie des

dérivées — Ciyji = Cje assure 'annulation du terme en z. [l

Oty Oty
Inversement, si on se donne un produit «s;», décrit comme plus haut par les
coefficients Cj;(t), supposés symétriques en i, 7, k, tel que la connexion V# soit plate
pour tout ¢, alors le produit est associatif, par annulation du terme en 22 dans la
courbure (V#)? et I'annulation du terme en z entraine I'existence d'une fonction f
telle que Cyj, = 9% f/0t;0t;0t),. On a maintenant le résultat suivant (voir [78], [83]).

Proposition 5.6. —Le potentiel de Gromov-Witten @, (supposé convergent) satisfait
I’équation WDV'V, pour la structure plate naturelle de H**(V,C), la métrique étant
donnée par la forme d’intersection, et le champ unité étant égal a 1y .

Premiére démonstration. — On commence par la démonstration de Kontsevich et
Manin, bien que celle-ci elle utilise les axiomes A1-A6 qui ne sont pas démontrés dans
cette généralité par Ruan et Tian. On montrera ensuite que la propriété (5.2.10) des
invariants de Ruan et Tian suffit & entrainer la proposition 5.6.

Il faut vérifier d’abord qu’on a bien, pour les coordonnées linéaires associées a une
base e; de H**(V,C) telle que e; = 1y, la relation

93P,
3.2 —— = 0i; = i P
(5.3.28) T 00t Gij /V ei N e;

Or cela résulte immédiatement des axiomes A2 et A3 : on trouve

3%, eiwa -
= VTR Haor(lv e ®e;@a® 7).
8t18ti8tj k223 (k — 3)' Mox
A€H»(V,Z)

D’apres 'axiome A3, le seul terme non nul correspond au cas k = 3 et A =0
(puisque pour k > 3 les classes Haor(ly ® a1 ® -+ ® ap—1) sont images inverses
de classes sur J\_/[07k_1 et donc sont d’intégrale nulle), et vaut fV ei ANe; (dapres la
seconde partie de 'axiome A3).

1l reste a vérifier ’équation (5.3.26), i.e. que pour tous i, ¢, j, k, I’expression

Pd,  ,, O,
L D1:01;0t, 7 D1xD1,0t

est symétrique en j, k. Or on a :

P o Ja .

5.3.29 9y R - e @e mat .

( ) 0t;0t;0t, (@) ;3 (r—3)! /JVIO,T A0k(€i ®ej®e, ®a )
A€H>(V,Z)
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Il vient donc

3, ab 93P,
— 8ti8tj8tag Ot 0t 0ty

a 7A+Aw;
:Znge i (r=3)!(s—3)!

a,b rs>3
Ar,A

(5.3.30)

X /_ Hp,o0(6i®ej®eq ® oz®r_3)
MO,r

®s—3
X | Ha,os(er®@e@e,®a ).
Mo, s
D’apres 'axiome A6 avec g1 = g2 = 0, le terme apparaissant & droite quand on fait
la somme pour A = A; 4+ As et r, s fixés est égal a

1 r—3 s—3

oin=r+s—2et D, est le diviseur qb(J\_/[(M X 3\_/[0,5) de J\_/Eom (¢f. 5.1.2).

Il faut en effet noter que l'axiome A6 reste vrai lorsqu’on se restreint a la
cohomologie paire, la somme se faisant sur o, 7 oil e, est une base de H?*(V), du fait
que JVEO,n n’a pas de cohomologie de degré impair. La symétrie de cette expression
en j et k résulte alors des relations dues & Keel [77] entre les diviseurs de M ,,.

En fait, pour toute partition S = S1USs de {1,...,n} telle que |S1| > 2 et |S2| > 2,
on a un diviseur Dg de JVEOJL formé des courbes réductibles avec n points marqués
telles que les points indicés par S; sont sur 'une des composantes et les points indicés
par Sy sont sur I'autre. On a alors :

Proposition 5.7 (voir [77]). —Soient i,j,k,£ € {1,...,n}; alors on a la relation

(5.3.31) Y Ds =) Ds.

i,j€S51 i,k€S1
k€S, j,LES2

Démonstration. — On peut bien siir supposer que {%, j, k, £} = {1,2, 3,4}, quitte a
faire agir le groupe symétrique sur JT/[(),TL. On utilise alors — comme dans la preuve du
lemme 5.3 dont on reprend les notations — les diviseurs Dy, avec t € J\_/[074 qui sont
tous homologues dans Mo,

La preuve de la proposition 5.7 se fait en faisant dégénérer t = (P ¢;,...,t4) sur
(P} U Pi,t1,....ts), avec t1,t3 € Pi, to,t4 € P} (dans la preuve du lemme 5.3, on

z=y

faisait dégénérer t sur (P1 |J Pi,t1,...,t1) avec t1,ts € P} et t3,t4 € PI).
=y
On trouve alors que D; est homologue a

Z b1 (Mo,31r X Mogre—r),

11 <. <1p
r<{
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N 7 N 1 1 _
ou o ((xl, ceos T3ar), (Y1, - - 7y3+g,r)) est égala (P |J P, z1,...2400), avecz; = a1,
T3=Y3
29 = Y1, %y, = Tatk, 23 = T2, 24 = Y4 €t zj, = yx, ce qui, combiné avec le lemme 5.3,
prouve la proposition 5.7. []

Ceci entraine le résultat, puisqu’on trouve alors que pour n fixé

o)

Aw r—3 s—3
—4)! E e ® ) . ®
(n— )1 e / THA(M (a Re;Re; Qo R er ® eg)

r+s=n+2
®'r73 ®573
= E Haon(c Qe Qe; @a ®er @ eg)
r—2,r—1€85, Ds
n—1,n€Sy

est symétrique en 5, k. ]

Seconde démonstration. — On montre maintenant la proposition 5.6 en utilisant les
résultats de Ruan et Tian, et particulierement la formule (5.2.10) ; dans la terminologie
de [83], cette proposition affirme que la fonction

efwa

(5.3.32) () = ) —

Py, a0 a,... )
k—3

satisfait 1’équation WDVV (5.3.26), ce qui signifie que 'expression

(5.3.33) > gm0, 00 P
a,b

est symétrique en les indices j et k, les dérivées partielles étant prises par rapport
aux coordonnées linéaires sur H2*(V') associées & une base e,. On a en effet :

e_wa

3
(5.3.34) 8ijk<1>w(o¢):zmq>14(ei,ej,ek |, ).
k23 k—3
a
Cela résulte de la multilinéarité de ® 4(a1, g, 3 | g, ..., ) en les o € H?*(V,C)
pour i =1...,k et du fait suivant :
Les invariants mixztes ®4(aq, ag, a3 | au,...,qr) sont symétriques en les a; dans

H?*(V,C) pouri=1...,k.
L’expression (5.3.33) devient ainsi :

(5.3.35) Z Zg“b T s 3)!1(k2 3 exp(— /Al+A2 w)

k1,k2>3 a,b
A1,A2

@Al(ei,ej,ea | a,...,a)@Az(ek,eg,eb | a,...,a).
N—— N——

k1—3 ko—3
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Or d’apres (5.2.10), on a pour k > 0 et A fixés

(5.3.36) > otew(-[e) 3 <k1—3>!1<k2—3>!

A1+Ax=A A k1 4k 6=F
a,b

(I>A1(ei;ejaea | Oé,...,a)(I)Ag(ek,eg,eb | a,...,a)

v ——

k1—3 PR
1
— H@A(@i,@j,@k,@g | a,...,a)
k

et le dernier terme est symétrique en j et k en vertu de la proposition 5.2. ||

5.4. Application a la symétrie miroir

Dans le cas des variétés de Calabi-Yau de dimension 3, I’équation WDVV est
immédiate a vérifier a cause de la forme particuliere (5.3.22) du potentiel de Gromov-
Witten (mis & part le terme cubique, ®,(a) ne dépend que de la composante de «
dans H%(V,C) qui est totalement isotrope pour la métrique g;;). Le potentiel de
Gromov-Witten (en admettant la convergence) va permettre dans ce cas de construire
une variation de structure de Hodge complexe paramétrée par H?(V,C) (qui devrait
étre celle du miroir) de la fagon suivante. On a d’abord :

Lemme 5.8. —Si V est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, pour tout «
dans H?*(V,C) tel que ®,, converge au voisinage de c, le produit ey » sur H**(V,C)
construit a l'aide des dérivées cubiques de @, et de la métrique g;; comme en (5.3.25)
préserve la graduation de H**(V,C).

Démonstration. — On rappelle que 'on a
D, () = % / o’ + ZN(A)GXP(/ —w—i—Ct)
\% 420 A

modulo un terme quadratique en . On en déduit que si e; est une base de H?*(V, C)
formée d’éléments homogenes et ¢; sont les coordonnées correspondantes, on a

&( )_/ A es A
é%iatjatk * = Vel € /N ek

si I'un des e, n’est pas de degré 2. On en déduit par la définition du produit « e, » que
(€i *a €], €5) = / eiNejAeg
%

si 'un des ey n’est pas de degré 2. Par conséquent :
e sie; oue; n'est pas de degré 2, on a e; sq €; = €; Aej;

o dans le cas contraire, e; o, €; differe de e; A e; par un élément orthogonal a
@ H?*(V), c’est-a-dire par un élément de H*(V).
k#1

Le produit «s, » préserve donc bien la graduation. []
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5.4.1. Variation de structure de Hodge
On suit ici [12]. D’aprés les propositions 5.4 et 5.5, ®,, permet de construire une

connexion plate (holomorphe) V! sur le fibré tangent (holomorphe) de H2*(V,C)
grace a la formule

(5.4.37) VL) = Vi (v) + 1 g v.

Le lemme 5.8 montre que pour u tangent & HZ2(V,C) et une section v de

@ H?*(V,C), on a :
k<r

Vi) e @ H*(V,C).

k<r+1

On en déduit que la filtration sur H**(V, C) définie par :
(5.4.38) F3=H° F?=H°¢H? F'=H°@aH?>®H* F'°=H*

satisfait la condition de transversalité de Griffiths (théoreme 1.16) pour la connexion
V! restreinte & H2(V,C).

On a rang F® = rang F*/F! = 1 et rang F?/F? = rang F'/F? = rang H?(V,C);
d’autre part, 'application de variation infinitésimale de structure de Hodge

dP : T2y — Hom (FPH>*(V), F°’H*(V)/F*H*(V))

définie par dP(u)(w) = V! (w) modulo w, est un isomorphisme. En effet, F3H2*(V)
est engendré par 1y, et par définition de V! on a :

dP(u)(lyv )y = 1y sy u=u € H*(V) C H*(V) modulo H(V).

On a donc construit une variation de structure de Hodge complexe ayant les mémes
caractéristiques numériques que celle d’une famille complete de variétés de Calabi-Yau
de dimension 3. Bien entendu, on suppose que c’est la variation de structure de Hodge
de la famille miroir.

Notons que cette construction donne un caractere d’évidence supplémentaire a
la symétrie miroir et complete celle de 3.1, ou l'on avait montré l'existence de
coordonnées spéciales (supposées correspondre a la structure plate sur 'espace des
parametres de Kéhler complexifiés du miroir) définies sur le revétement universel de
I’espace des modules d’une variété de Calabi-Yau de dimension 3, et d’un potentiel
dont les dérivées troisiemes calculent les accouplements de Yukawa normalisés Ys.

On a ici fait un pas dans le sens réciproque en construisant une variation de
structure de Hodge complexe avec nombre de Hodge h?! = hM1(V) paramétrée
par H?(V,C) pour une variété de Calabi-Yau V de dimension 3, en admettant la
convergence du potentiel de Gromov-Witten.
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5.5. Produit quantique

Ayant défini les invariants ® 4 (a1, . . ., i) comme en (5.2.13) avec £ = 0, on construit
le produit quantique «s,, » sur H*(V), oll w est la forme symplectique initiale sur V,
ou une déformation de celle-ci ou un «parametre de Kahler complexifié» (cf. 1.8)
grace a la formule

(55.39) @b = 3 eatases(- [ )
A€H,(V,2) A

pour «, 3,y € H*(V), la forme bilinéaire ( , ) étant la forme d’intersection sur H*(V).
On suppose ici que le terme de droite est une série convergente.

On expliquera dans le chapitre suivant comment on peut donner un sens formel
a ce produit en utilisant ’anneau de Novikov de (V,w). L’une des applications de la
formule (5.2.10) est alors le résultat suivant, qui est une généralisation immédiate de
la proposition 5.6

Proposition 5.9. —Le produit «e,, » est associatif.

Démonstration. — Notons que d’apres la proposition 5.2, le produit «s,» est
commutatif au sens gradué, i.e. satisfait :

(5.5.40) e, = (—1)de@deeBg, o
L’associativité de «s,, » sur H*(V) est alors équivalente & la propriété :
(5.5.41) <(a1 ow () o, O3, a4> = (—1)dega2 dega3<(a1 o Q3) oy, A2, a4>
pour des éléments homogenes a; € H*(V) et i = 1,...,4. Or on a par définition :
(5.5.42) Qq e, Qg = Z 97 T Pa(a1, a0, €5) exp(—/w)eT
Ao, A

ol e, est une base de H*(V') et ¢°” est la matrice inverse de la matrice d’intersection.
1l vient donc :

(5543) <(OZ1 L) O[Q) -3, OZ4>
= Z gUT(I)A2(eTaa37a4) (I)Al(alva%eﬂ)exp(_/

Aq,A,0,7 Aj+As

).

D’apres la formule (5.2.10), le second membre est égal &

(5.5.44) ZA:<I>A(0¢1,...,Q4) exp(—/Aw)

et I’(anti)symétrie en g, g résulte alors de la proposition 5.2. []

Remarque 5.10. —On peut restreindre le produit quantique & H?*(V); dans ce cas,
il résulte de la définition que «e,, » est le produit défini sur H2* (V) a l'aide des dérivées
cubiques de ®,, en 0, comme dans (5.3.25). La proposition 5.9 pour la cohomologie
paire résulte alors du fait que ®,, satisfait I’équation WDVV.
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5.6. Le calcul d’Aspinwall et Morrison

On considere une variété de Calabi-Yau V' de dimension 3. Nous avons expliqué dans
le paragraphe précédent comment calculer le potentiel de Gromov-Witten a I'aide des
solutions de 1’équation de Cauchy-Riemann avec un terme inhomogene. Cependant
ce potentiel et ses dérivées troisiemes (qui doivent donner les accouplements de
Yukawa Y7 de (2.5.48) et (2.6.54)) sont en principe calculés & 'aide des vraies courbes
rationnelles P! — V. Nous avons expliqué au § 2.6 d’apres Witten, pourquoi on doit
avoir une formule du type

(5.6.45) Y1 (w)(wi,ws2,ws) :/ w1 Aws /\wg—i—zexp(_ /Pl f*w)a({f},wl,wg,wg)

v (f}

ol la somme se fait sur toutes les composantes {f} de l’ensemble des applications
holomorphes non constantes de P! dans V, la contribution a({f},ws,ws,ws) étant
obtenue comme une intégrale sur la composante {f}.

Il faut donc essentiellement comprendre la contribution de chaque composante.
On peut raisonnablement espérer, au moins pour certaines variétés de Calabi-Yau de
dimension 3 que, pour une structure complexe générale sur V, toutes les courbes
rationnelles génériquement plongées sont rigides, c’est-a-dire n’ont pas de défor-
mations infinitésimales (pour les quintiques de dimension 3, c’est le contenu d’une
conjecture de Clemens). De telles courbes f : P! — V fournissent des composantes
{f} de dimension 3 de I’ensemble des applications holomorphes non constantes de P!
dans V,

{f}={fo0d; ¢ € AutP'}.

Une telle composante se compactifie naturellement en P3. La courbe f(P') étant
infinitésimalement rigide, on a h'((f o ¢)*Ty) = {0} de sorte que {f} se présente
comme une composante réduite de la bonne dimension du lieu des zéros de la section
s = 0¢ du fibré W sur I'espace M des applications ¢ de classe € de P dans V telles
que ¢.([P']) = A, dont la fibre en ¢ est égale & W, = GOO(QI?;ll ® ¢*Ty). Au vu de la
forme de l'intégrale fonctionnelle (2.6.53), la partie bosonique de l’action étant égale
4 2||0¢||?, Aspinwall et Morrison [70] interpretent essentiellement 1'intégrale

(5.6.46) / 01(p1)O2(p2) O3 (ps) e~ 40X dgs,, dupdy,
bar,x

(¢f. (2.6.53)) comme une intégrale

(5.6.47) /M s*U Am(p1) A nz(p2) Ans(ps)

ou U serait une forme de Mathai-Quillen [80] pour le fibré W, les formes n;(p;) étant
définies par 7;(p;) = év,, w; ol évp, : M — V envoie ¢ sur ¢(p;).

Dans ce cas, pour une composante réduite de la bonne dimension {f} du lieu des
zéros de s, la contribution a({ f}, w1, ws,ws) al'intégrale (5.6.47) est simplement égale
a [iy m(p1) Anzp2) A1s(ps).
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D’autre part, en compactifiant {f} en P3, on peut construire un diagramme

(5.6.48) lq;
PB

r, —2.pl L.y

ou l'application ¢, est birationnelle et ¢; est une résolution des singularités de
I'application méromorphe de P? dans P! qui & ¢ € AutP! associe ¢(p;).
Il est alors naturel de définir la classe n;(p;) sur P? par

ni(pi) = ¢i, 0 q; © f*([wi]),

le terme de droite étant indépendant du choix de la résolution.
Lorsque w; est de degré égal a 2, il est alors immédiat de vérifier I’égalité :

ni(pi) = | f*(wi)er(Ops(1)).

Pl

On trouve donc que la contribution d’une telle composante satisfait I’égalité

(5.6.49) a({f}, w1, w2, w3) = /Plf*wl /Plf*wz /Plf*ws-

Malheureusement, et méme si la conjecture de Clemens est vraie, il faut prendre en
compte la contribution des composantes {f} constituée des applications g : P! — V/
de la forme g = f o ¢ ou f est de degré 1 sur son image (qui est une courbe
infinitésimalement rigide) et ¢ est une application de degré k de P! dans P*.

Aspinwall et Morrison proposent alors, par analogie avec ce qui précede, de calculer
la contribution a({fx}, w1, ws,ws) grace a la formule

(5.6.50) a({fe}, w1, wo,w3) = /{f }02(1@71)(E) m(p1) An2(p2) Ans(ps)
k

olt E est le fibré (de rang 2(k — 1)) de fibre E, = H'(¢*(Ty)), ce qui serait correct
si {fx} était compacte, puisque H'(¢*(Ty)) s’identifie au conoyau de 'application
ds: TM¢ — W¢.

Pour donner un sens a cette expression, il faut donc construire une compactification
de {fx} & laquelle le fibré E s’étend et étendre les classes des formes 7;(p;).

Aspinwall et Morrison choisissent la compactification la plus simple I’espace pro-
jectif de {fx} de dimension 2k + 1 des sections du fibré Og(k,1) sur la sur-
face Q = P! x P'. En effet, un élément générique de P21 parametre exactement une
courbe C dans @ isomorphe & P! par la premiere projection m; et de degré k au-dessus
de P! par la seconde projection 72, ¢’est-a-dire un morphisme m o m ot : P — P!
de degré k. On peut définir comme ci-dessus les classes 7;(p;) par la formule

(5.6.51) ni(pi) = ¢, © q; o [*([wil)
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ou l'application ¢; est obtenue par résolution des singularités de D’application
méromorphe de P2#*1 dans P! qui & C associe 72 o 1|~ (ps) :

r, —.pt L.y
(5.6.52) lq;

]P>2k+1

On constate alors immédiatement que :
ni(pi) = (/ f*wl) C1 (Op2k+1(1)).
Pl

Sur I'ouvert P?*+1 constitué des morphismes de degré k de P' dans P!, on a un
fibré vectoriel £ de rang 2(k — 1) dont la fibre en ¢ est Ey = H'(f o ¢*(Tv)). 1l se
prolonge & P?**1 de la facon suivante.

Soient D C P?k*1 x @ le diviseur universel et pry, pry les projections de P2+ x @
sur ses facteurs. On pose :

B = Rpr, (pr3 ((f 0 72)" (TV)) ).
En notant F' = (f o m3)* Ty, on a alors la suite exacte suivante sur P2*+1 x Q
(5.6.53) 0 — pr3(F)(—1,—k, —1) — pra(F) — pra(F),p — 0
o O(—1,—k,—1) =2 IJp est le fibré

pr (Opss (—1)) @ pry (O (—k, —1)).
Comme H*((f om)*(Tv)) = {0}, on obtient immédiatement un isomorphisme :
(5.6.54) E = R'pry, (pr3(F)p) = Oparsn (—1) @ H*(Q, F(—k, —1)).

On en déduit I’égalité

2(k—
CQ(k_l) (E) =C (Op2k+1(1)) ( 1)

et la formule

(5.6.55) a({fr}, w1, wa,ws) = /Plf*wl /Plf*w /Plf*w&

Les formules (5.6.45) et (5.6.55) fournissent maintenant ’expression suivante pour
Y1 (w) (w1, w2, ws), en supposant que toutes les courbes génériquement plongées sont
infinitésimalement rigides

(5.6.56) Y1 (w)(w1,ws,ws)
:/wl/\wg/\w3+Ze_k 7 frwr f*WQ/f*WSa
% Pt Pt P1

Plcv
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ce qui, en effectuant la somme sur k et en notant N(A) le nombres de courbes
rationnelles génériquement plongées de classe A, devient

(5.6.57) Yi(w)(wi,ws,ws)

_f“’
:/w1 /\WQ/\W3+ZN(A)L/W1/WQ/013,
1% = 1_e—fAW A A A

c’est-a-dire la formule utilisée dans le § 3.3.

Le raisonnement décrit ici est trés incomplet car il repose sur le choix non justifié
de la compactification naturelle de I’espace des applications de degré k de P! dans P!
donnée par I'espace P?**1 pour appliquer la formule d’exces (5.6.50).

En fait, la formule d’Aspinwall et Morrison (5.6.57) a été prouvée rigoureusement
par Manin [79], reprenant certaines idées de Kontsevich [51], en admettant la validité
de la formule de Bott pour les «champsy lisses, et plus récemment par Voisin [85],
suivant une ligne plus proche de celle proposée par Aspinwall et Morrison. Dans ces
derniers articles, on montre (5.6.57) en supposant ’égalité (qu’on peut prendre comme
une définition du terme de gauche)

3P
(5.6.58) Y1 (w) (Wi, wj, wi) = #jgtk(m
dans laquelle {w} est une base de H2(X,C) et les t; sont les coordonnées linéaires

correspondantes sur H?(X,C). (Le membre de droite est aussi égal & O ®uia ()
0t;0t;0t,
pour tout a € H?(X,C).)

Pour cela, on montre d’abord la proposition 5.11 qui concerne le calcul des inva-
riants de Gromov-Witten. Soit j : P! — X une immersion rigide (nécessairement de
degré 1 sur son image), c’est-a-dire telle que le fibré normal Np:1 X soit isomorphe a
Op1(=1) D Op1(—1); soient A = j,.([P!]) € H2(X,Z) et k un entier strictement positif.

On considere une petite déformation générique J de la structure pseudocomplexe
de X et une section v proche de 0 du fibré pri Q' ® prj T)l(’f, — P! x X. On
suppose (J, V) générique.

L’ensemble Wy 4 s, possede alors une composante W} AT faite d’applications ¢ :
P! — X d’image contenue dans un voisinage assez petit de j(P!). Cette composante
«déforme » la famille des applications holomorphes ¢ : P! — X de la forme j o f pour
f: P! — P! de degré k.

La contribution de cette famille aux invariants de Gromov-Witten sera (par défi-
nition) donnée par 'image des applications d’évaluation restreintes & Wy, ; , x (P1)~.

Proposition 5.11. — Soient =1, T2, x3 trois points distincts de P' et soit év :
W,SA’J’V — X3 Dapplication définie par

&v(9) = (¢(z1), d(x2), $(x3)).

Alors 'adhérence de 'image de év a pour classe d’homologie A® A® A € Hg(X3,7)
(ot l’on utilise I'orientation naturelle de W, ; . voir [81]).
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En supposant maintenant que toutes les courbes rationnelles génériquement
plongées dans X sont immergées et rigides, on déduit aisément de cette proposition
la formule suivante pour le potentiel de Gromov-Witten de X

(5.6.59) D, () = %/Xag + Z N(A) Z k:L_'S (/A a)mexp(—/kAw)

0#£A€H»(X,Z) m>3
E>1

ot N(A) est le nombre de courbes rationnelles génériquement plongées de classe A.
En dérivant trois fois cette expression, il vient

O
D601, 01y

= / WiWj Wi
X

FY V(Y WL_;(AQ)M‘SQXP(_AAW))

A0 m>3

r=t x/Awi/ij/Awk
s (o] o) o o f

(5.6.60)

A#0 E>1
efA—w+oz
= / wiw;jwg + ZN(A)ia
X A£0 1— efaete

ce qui prouve (5.6.57). []
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Le but de ce chapitre est d’une part de fournir des compléments au chapitre précédent,
et d’autre part d’expliquer les idées (en partie rigoureuses, en partie intuitives)
utilisées par Givental [91] pour arriver a la méme conclusion que Candelas, de la Ossa,
Green, Parkes (voir le chapitre 3), & savoir que le comptage des courbes rationnelles
dans une quintique de P* doit permettre de construire une fonction liée par des
transformations simples aux solutions de 1’équation de Picard-Fuchs de la famille
miroir.

La cohomologie de Floer, a laquelle est consacrée la premiere partie de ce chapitre,
n’est pas réellement utilisée dans la suite, consacrée a la construction de Givental, si
ce n’est pour garantir le sens de certaines expressions formelles qu’il utilise.

On présente d’abord la théorie de Floer, qui consiste a utiliser l'existence de
I'indice de Conley-Zehnder, pour construire le complexe de Floer. On considere une
certaine fonctionelle définie sur le revétement de l'espace des lacets d’une variété
symplectique. L’indice de Conley-Zehnder est un substitut de l'indice de Morse; il
donne la dimension de ’espace des trajectoires du flot du gradient symplectique de
cette fonctionnelle reliant deux points critiques.

Le terme d’ordre 1 de ce flot est donné par 1’équation de Cauchy-Riemann pour
une structure pseudocomplexe générique. La cohomologie du complexe de Floer se
compare essentiellement a la cohomologie de la variété en question a coefficients dans
un certain anneau de séries formelles, et peut étre munie d’un produit naturel, qui a
été récemment identifié au produit quantique.

On explique ensuite les éléments de cohomologie équivariante, et particuliere-
ment de cohomologie S!-équivariante d’une variété symplectique munie d’une action
hamiltonienne, nécessaires pour comprendre le calcul de Givental; suivant [91], on
explique la construction d’une structure de D-module sur H¥, (M) sous certaines
hypotheses, ainsi que le calcul de certaines classes d’Euler équivariantes sur les espaces
de polynomes de Laurent P(z) & coefficients dans C° munis de I’action de S* donnée
par la rotation des lacets P(z) — P()\z) avec A € S! qui, par passage a la limite,
fournissent des solutions formelles de ’équation de Picard-Fuchs mentionnée ci-dessus.
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6.1. Cohomologie de Floer
Cette théorie a été inventée par Floer [89], [90] dans le but d’obtenir des inégalités de
Morse pour le nombre de points fixes d’un difféomorphisme exact (c’est-a-dire obtenu
par intégration d’un champ X (¢) dépendant du temps et globalement hamiltonien
pour tout temps t) d’une variété symplectique, ou pour le nombre d’orbites périodiques
d’un flot hamiltonien périodique (conjecture d’Arnold). Soient (V,w) une variété
symplectique compacte et H une fonction €*° sur Rx V telle que H(¢,v) = H(t+1,v);
cette fonction détermine, grace a la formule

intXH(t) (w) = dHy,
un champ hamiltonien Xz dépendant du temps sur V' et donc un flot

wt:V—>V.

On a 11 (v) = v si et seulement si 1, (v) est une orbite périodique de Xg.

Soient LV lespace des lacets homotopes a une constante et LV le revétement
de LV correspondant au noyau de I’application composée

(6.1.1) T (LV) — (V) — Ha(V) 2, R2
ot ¢1,w : Ha(V,Z) — R sont définies par intégration de ¢ (V),w € H(V).

L’espace LV peut étre identifié & I’espace des applications ¢ : D? — V modulo la
relation

b=v s dopr = Yoo, /D o= /D e, /D w= [ v

ot D? est le disque unité de R?. La forme w et la fonction H permettent de définir
I’action suivante sur LV

(6.1.2) Au(@) = [ 6@+ [ Hitow)d
D2 Sl

olt St = 9D? est identifié & R/Z.
Les points critiques de Ay sont définis par la condition

(6.1.3) VE € €% (¢/5: (TV)), / int§w+/ dv H (t,¢(t))(&)dt =0,
51 51
ce qui équivaut clairement a

w(¢/(t),+) = dvH(t, 6(t))(+)
ou encore au fait que ¢ g1 est une orbite périodique de Xpg.
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Soit maintenant J une structure pseudocomplexe sur V', compatible avec w; on
associe & (J,w) la métrique g(u,v) = w(u, Jv) sur TV et donc la métrique L? sur Ty
(ou Ti‘v/) définie de la fagon suivante. Pour ¢ € LV, I'espace tangent & LV en ¢ est
Pespace des sections de classe C*° du fibré ¢*Ty ; soient p, £ € C°(¢*(TV)). On pose :

<P,£>¢ = Alg¢(t) (p(t),&(t)) dt.

Comme on a
A4ir(€) = [ w(€0).0/(0) + (X, (6(0). )
on voit que le gradient de Ap pour cette métrique est le champ
¢ r— —J¢'(t) + JXu(t) € C®(¢"(TV)).

Meéme si I'on suppose que les points critiques de Ag sont sont pas dégénérés, on ne
peut pas faire de la théorie de Morse avec cette fonctionnelle, car sa hessienne en un
point critique a un nombre infini de valeurs propres positives ou négatives.

En remplacant 'indice de Morse par I'indice de Conley-Zehnder, Floer a néanmoins
construit un analogue du complexe de Thom-Smale (en supposant que (V,w) est
monotone).

6.1.1. Indice de Conley-Zehnder

Soit H C LV I’ensemble des orbites périodiques de X ; soit ¢ € H et soit~q~5 :D?> =V
une application €* étendant ¢. On peut trivialiser le fibré symplectique ¢* Ty, sur D?.
D’autre part, pour t € S, la différentielle

Ui, (0" Tv)o — (9" Tv),

du flot ¢, fournit un isomorphisme symplectique, puisque X g est hamiltonien. Grace
a la trivialisation induite de ¢*Ty, la différentielle v, fournit une application

ki : S* — Sp,, (dimV = 2n)

dont la classe d’homotopie est mesurée par un entier u(é, H) qu’on appelle indice de
Conley-Zehnder de (¢, H).
On a une action naturelle

(u, @) — u# ¢

du groupe Im(me (V) — Hz(V)) sur LV qui se décrit de la fagon suivante. La classe u
d’une application u : 52 — V étant donnée et ¢ € LV étant représentée par une
application ¢ : D> — V que l'on note de la méme maniere, on peut supposer que

pour un point base zo de 2, on a @(z) = $(0). En identifiant $2 — {xo} et I'intérieur
de D? /o €t en envoyant D? — D} /o SUL D? par une application 3 de la forme

z — p(|z])z, avec p monotone, p(1) =1 et p(%) =0,
on E:léﬁnit U #é comme la classe de I'application de D? dans V qui vaut @ sur Df/Q
et ¢ o B sur D? —Df/2.
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L’indice de Conley-Zehnder se comporte de la fagon suivante par rapport a cette
action (qui laisse bien sir stables les points critiques de Ag) :

(6.1.4) pudt b H) = p(, H) +2 / wer(V).

S2
Le résultat suivant est dii a Salamon et Zehnder
Theoreme 6.1. —Soient ¢, 1; des points critiques non-dégénérés de Ay ; alors
pour une structure pseudocompleze générique J, l'espace M(¢p,1) des solutions de
l’équation
ou ou

(6.1.5) s (s,t) = —Jg (s,t) + J X g, (u(s,t))

pour (s,t) € R x St (c’est-a-dire les trajectoires du gradient de Ag) satisfaisant

(6.1.6) lim wu(s,t) = ¢, lim wu(s,t) =, 1; —u#¢e LV

§——00 s—-4o00

est de dimension p(1, H) — (¢, H).

On a utilisé ici la méme notation # pour 'opération suivante. Si

. q~5 est la classe d’équivalence d’une application ¢Z : D? — V satisfaisant q~5|aD2 = ¢,

o u est une application de R x S dans V, satisfaisant u |00 = &,

® U400 = ¢a
alors u# ¢ désigne la classe dans LV de Papplication de D? dans V qui vaut qz~5(2z)
sur Df/z et u sur D? — D%/QO ~ R x St

En particulier, pour ,u(qz, H) — u(¢,H) = 1, on trouve des trajectoires isolées
(modulo les translations du temps s). Comme dans la théorie de Morse, ces trajectoires
vont servir a construire la différentielle du complexe de Floer; on est cependant
confronté au probleme suivant : dans LV, Ay peut avoir une infinité de points
critiques d’indice k (c’est le cas par exemple si ¢; = 0).

L’introduction de I'anneau de Novikov permet de contourner cette difficulté.

6.1.2. Anneau de Novikov

Soient I' un groupe commutatif et ¢ : ' — R un homomorphisme. Etant donné un
anneau R de coeflicients (Z,Q,R,...), on définit A(T', ¢, R) comme l’ensemble des
fonctions p : I' — R telles que pour tout réel ¢ > 0, ’ensemble

{Ael; p(A) #0, ¢(A) <c} est fini.

L’ensemble A(T, ¢, R) est un anneau pour I'addition des fonctions et la multiplication
définie par la formule suivante ou la somme a droite est finie :

p-p'(A) =Y p(B)p/(A—B)
B
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Si I' est un Z-module libre de type fini, de base (eq,...,en), on peut identifier
A(T, ¢, R) a l’ensemble des séries

Z I tl, A1 € R,
rezm

en les variables formelles t1, ..., t,,, satisfaisant la condition : pour tout réel ¢ > 0,

I’ensemble {I = (i1, yim); A1 #0, Zikqb(ek) < c} est fini.
k

I’anneau de Novikov A, que 'on utilisera est construit comme ci-dessus sur le
groupe

I' =Kerey / Kereg NKerw,
muni de ’homomorphisme w (on note abusivement ¢; et w les applications & valeurs

dans R, définies sur w2 (V') comme les composés de la fleche naturelle mo (V) — Ha(V)
et des formes linéaires sur Ha (V') correspondant aux classes w, c; de H2(V)).

Notons que si ¢; = 0,m(V) = H2(V) et w est injectif, on a T' = Hy(V, Z).

6.1.3. Complexe de Floer
Comme on a besoin d’un résultat de compacité pour l'image par I'application

d’évaluation des variétés M(o, 1;) pour u(v, H) — u(¢p, H) < 2, on suppose désormais
que V est monotone (voir [89]) ou faiblement monotone (voir [94]), ce qui empéche le
phénomene de bulle pour des indices petits et permet de montrer :

Théoreme 6.2. —Pour ¢ > 0 et k < 2, soit
Mo |J M)
$

(B H) (B, H) +k
défini par la condition :

et [ ]

Alors limage dans V' de lapplication
&v:Rx St x Mk — 1,

év(s,t,u) = u(s,t)

ou |2 | Ou 2
% + a — Xg, (u(s,t))’ dsdt < e.

est compacte.

(On a posé R = RU {—00, +0o0} et prolongé u en passant & la limite).
Le complexe de Floer est alors construit de la facon suivante.

Soit H l’ensemble des points critiques de Ag et soit Hy ’ensemble des points
critiques d’indice k. On définit C* comme I’ensemble des fonctions & : H — R, telles
que pour tout réel ¢ > 0, I’ensemble

{¢eT; €(d) #0, An(d) <c}

soit fini. (On utilisera plus loin la notation £ = 35 £(¢)(¢)). On a maintenant :
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Lemme 6.3. —La formule

(6.1.7) pE(d) =Y p(AE((—A) #9),

AeT

ou & e Ck et ¢~5 € Hy, définit une action naturelle de A,, sur C*.

En effet, comme A € Kerc;, on a bien (—A)~#q~5 € i]TC;C d’apres (6.1.4); d’autre
part, la somme est finie puisque Ag((—A4)#¢) = —w(A) + Ar(¢ 5). Pour que

p(A)E((—A) # ¢) ne soit pas nul, il faut que p(A) # 0 et E((—A)#p) # 0; si on
avait une infinité de termes non nuls on aurait une suite A4; avec

lim w(4;) =00 et &((—A)#) #0,

11— 00
ce qui est absurde puisque lim Ag((—A4;) # q~5) = —o0. Cela montre que p - £ est bien
- i—00
une fonction de H; dans R. On montre de méme qu’on a bien p- £ € CF. ]

Notons maintenant que C* est en fait un module de rang fini sur A, (cf. [94]).
Soit N le nombre de Chern minimal de (V,w), défini par

NZ =TIm(c; : m(V) — Z).

Soit Hy, I'ensemble des orbites périodiques ¢ telles que u(¢) = k mod 2N, pour un
relevement qb de ¢ dans .

Pour ¢ € Hy, on choisit un relevement quS dans Hy. On voit immédiatement que
les éléments (¢) € C* correspondants forment une base de C* sur A,,. |[]

Pour ¢, {5 € 9-C, soit u € M(qz;, {5), on a alors :

(6.1.8) E(u) = A (1) — Au(9).

D’ apreb les théorémes 6.1 et 6.2 et (6.1.8), il existe un nombre fini de trajectoires dans

(qb ¢) modulo les translations du temps pour ¢ € Hy, et ¢ € f}{k+1 On peut en
outre les compter avec des signes (¢f. [89], [94]), ce qui fournit un nombre n(¢, ¥) € Z.
On a alors :

Lemme 6.4. —La formule

(6.1.9) 06(W) = > n(.9)E(9)

ST
ou & e Ck et {E € JTC;CH, définit une application
(6.1.10) d:CF — Ck L
C’est cette application qui sera la différentielle du complexe de Floer.
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Remarquons tout d’abord que la somme dans (6.1.9) est finie : en effet, lorsque u
appartient & M(¢, 1), on a

E(u)=Au) —Au(¢) >0

et donc Ay (¢) < Ag () lorsque M(¢, ¥) est non vide et il existe un nombre fini de
¢ € Hy, satisfaisant An(d) < Ap (D) et £(¢) # 0.
On vérifie de méme que O¢ est bien dans CF*! : si AH('QZ) < ¢, la condition
8{({[;) # 0 implique f(q@) # 0 pour un élément ¢ de Hy, tel que M(({S, {[;) est non vide.
On a alors Ag (¢) < ¢ et il existe un nombre fini de tels ¢. D’autre part, d’apres le
théoréme 6.2 et la formule (6.1.8) pour un tel ¢, 'ensemble

est fini modulo les translations du temps, de sorte que ’ensemble

{0; An(d) <c, 9E(W) #0}
est bien fini. []
On a maintenant le résultat suivant :

Théeorme 6.5. —La différentielle O satisfait 02 = 0 et permet donc de définir les
groupes de cohomologie de Floer

(6.1.11) FH*(V,w) = Ker(0 : C* — C*1)/Im(9 : C*~1 — CF).

Notons finalement que 0 commute de fagon évidente avec 'action de A,,, de sorte
que FH*(V,w) est un A,-module.

Remarque 6.6.—’action du groupe de revétement sur LV fournit un isomorphisme
A Hy — Hypoe, (a)

pour A € wa(V). D’autre part A# préserve clairement les trajectoires, de sorte que
pour tout k on a un isomorphisme (en fait canonique) :

FHYV,w) = FH*N(V,w),
ot N est toujours le nombre de Chern minimal de (V,w).

On peut montrer (voir [89], [94]) que FH*(V,w) ne dépend pas du choix générique
de (H,J) (ce qui justifie la notation a posteriori) au sens ot pour (Hy,J1), (Ha, J2)
satisfaisant les conditions nécessaires a la construction du complexe de Floer, on a un
isomorphisme canonique :

FH*(V,w)(#,.00) 2 FHY(V,0) (415,.0)-
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6.2. Théoréme de comparaison

Floer (dans le cas monotone) et Hofer-Salamon (dans le cas faiblement monotone)
ont montré le résultat suivant.

Théoreme 6.7. —On a un isomorphisme canonique :

(6.2.12) FH*(V,w) =~ @ H"(V,A,).
=k mod 2N

La démonstration repose sur le fait que FH*(V,w) est indépendant de (H,.J) et
sur I’étude du cas ou H ne dépend pas du temps. On peut alors montrer que, si H
est une fonction suffisamment petite sur V, les seules orbites périodiques de X g sont
les lacets constants d’image un point critique de H.

Le second point important est le fait que les solutions wu(s,t) de I’équation (6.1.5),
s €R, t € St isolées modulo la translation du temps, avec

lim wu(s,t) =c,, lim wu(s,t)=c¢y
S§— —00 s——+o0
oll cz,cy sont les lacets constants d’image les points critiques x,y de H, sont
indépendantes de t, et donc s’identifient a des trajectoires du gradient JXpy de H
entre les points critiques = et y.

Pour conclure, il faut comparer I'indice de Conley-Zehnder de qu, ou z est un point
critique de H et ¢, : D> — V est l'application constante ¢, (z) = x, et I'indice de
Morse de H au point x.

On a la relation suivante, montrée par Salamon et Zehnder :

(6.2.13) ¢z, H) =indgy(z) —n  (dimV = 2n).

11 résulte de ce qui précede que si (C*,0) et (M*,9) sont les complexes de Floer
de Ay et de Thom-Smale de H respectivement, on a un isomorphisme naturel de
complexes

(6.2.14) ct =~ Pumitrga,.
Jj=kmod 2N

Ce qui fournit l'isomorphisme (6.2.12).

Remarque 6.8. —Givental et Kim [93] proposent d’obtenir cet isomorphisme en
considérant le cas ot H = 0. Dans ce cas, I’ensemble des points critiques de Ag est
constitué d’une infinité de copies de de la variété V, les lacets constants étant des
orbites périodiques de Xy = 0. Ils proposent alors d’étendre la théorie de Floer par
analogie avec l'extension de Bott de la théorie de Morse, en prenant comme cycles
de I’homologie de Floer les cycles Ca, ot A C V représente un élément de H,(V,Z),
définis par

Ca={ult), tes'; ult) = ulsot)
ol u(s,t) satisfait (6.1.5) avec H = 0 et
lim wu(s,?) est un lacet constant d’image dans A}.
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Ils affirment alors que la différentielle nulle sur ’espace engendré par ces cycles fournit
alors la définition correcte de 1’homologie de Floer. Cette approche a été justifiée
rigoureusement par Piunikhin, Salamon et Schwarz [96]. Un point intéressant dans
cette approche est le fait que les trajectoires u(s, t) utilisées ci-dessus sont simplement
des disques pseudoholomorphes dans V' rencontrant les cycles A de V en 0.

6.3. Cohomologie quantique et cohomologie de Floer

Cette section a pour but d’une part de compléter le chapitre 5 en montrant que
le produit quantique peut étre défini formellement & condition d’introduire 'anneau
de coefficients adéquat, et d’autre part de montrer que ce produit peut s’interpréter
comme un produit naturel sur la cohomologie de Floer.

Elle ne sera pas utilisée dans la suite du chapitre.

6.3.1. Anneau de Novikov et produit quantique

On suit ici [81]. Au paragraphe 5.5, on a défini un produit «e, » sur la cohomolo-
gie d'une variété faiblement monotone, sous ’hypotheése de convergence des séries
considérées, par la formule :

(6.3.15) (e B7) = Y e Wdy(a,8,7).
A€H,(V,Z)
Notons que par définition, ® 4(a, 3,) ne peut étre différent de zéro que si
A€lm(my — Ha) et dega+degf+degy= 2(n—|— cl(A)).

D’autre part, par compacité (voir [76]), on a : pour tout ¢ > 0 réel, il existe un nombre
fini de classes A € Hy(V,Z) telles que w(A) < c et 4(a, 8,7) # 0 pour au moins un
triplet (cv, 8,7) d’éléments de V.

Soit A/, Panneau de Novikov construit comme au § 6.1.2 sur le groupe
I"=m(V)/Kercy NKerw avec R = Q.

L’anneau A/, s’identifie & ’anneau des séries formelles ZAGF, Aaed avec A4 € Q,
satisfaisant la condition : pour tout ¢ > 0 réel, il existe un nombre fini de classes
A €T telles que w(A) < ¢ et Aa # 0, muni de la multiplication

A-XN)a = Z ABAG (la somme est finie).
B+C=A
L’anneau A/, est gradué par deg(e?) = 2¢;(A). Considérons H*(V,Q) ® A, muni de
la graduation deg(a ® e?) = deg a 4 2¢1(A) ; notons qu’on a
(6.3.16) (H*(V,Q @A) = @ H(V,Q ® A, = FH " (V,w).
{=kmod 2N

ol le dernier isomorphisme est celui de (6.2.12). On a maintenant la version formelle
suivante du produit quantique qui n’avait été défini dans le chapitre précédent que
moyennant des hypotheses de convergence :

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996



128 CHAPITRE 6. LA CONSTRUCTION DE GIVENTAL

Proposition 6.9. —La formule

(6.3.17) (aefq) = S etaa(ap,y)

A€lm(ma(V)—Ha(V))

ou A est la projection de A dans T, définit un produit gradué associatif sur
H*(V,Q)® A/,, si on définit pour o, 8,7 € H*(V,Q) :

w?

Pp(a® e, B eP y®eTt) = eMTHTND (a,3,7),
(a® e, B e) = P (a, B).
Démonstration. — La formule (6.3.17) équivaut a
(6.3.18) a®e el = Z 97D (0, B, e0)er @ eAtAITB
Ao,T

ol e, est une base de H*(V,Q) et g°7 est I'inverse de la matrice d’intersection. Par
compacité, le terme de droite contient un nombre fini de coefficients

Z gUT(I)A(aa ﬂ) eo)

A,o

non nuls pour 7 fixé et w(A+ A; + Ay) < ¢, pour tout ¢ € R, de sorte que ce produit
est bien dans H*(V,Q) ® A/,. Finalement, en supposant que «, (3, e, sont homogenes
on a

Da(a,B,e,) =0 si dega+deg( +dege, # 2(n + cl(A))
et on a donc

deg(a® B ePr) = dega + deg B+ 2(c1 (A1) + c1(B1))
puisque pour P4 (v, B,e,) Z0 et g°" #£0, on a :

dege, = 2n — dego,
deg er ® eA+A1+31 = 2((31 (A) +c1 (Al) +c1 (Bl)) + deg er,
dege, = 2(n + cl(A)) — dega — deg .

La preuve de 'associativité se fait comme au §5.5.

6.3.2. Produit sur la cohomologie de Floer

On considere trois fonctions H; ol i = 1,2,3 sur S* x V et une structure pseudo-
complexe J sur V, permettant de construire les complexes de Floer (CF,d) comme
au §6.1.3. Pour chaque 4, on choisit une fonction H](s,t,v) sur R x St x V| telle que

H;(t,v) pour [s| > 1,

H!(s,t,v) = {

Hl(s,t,v) =0 pour |s| < %
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Soit ¥ la sphere S? privée de trois disques disjoints D;. On choisit des paramétrages
conformes de voisinages U; de 0D; dans X :

ni i ] —o00,0[ x S* = U; pouri=1,2,
(6.3.19)

3:]0,+OO[><51%U3,
avec 111}1 ni(s,t) € OD; pour i = 1,2 et lim n3(s,t) € ODs.

Soient ¢; pour i = 1,2,3 des points critiques de Ap, dans LV et ¢; les orbites
périodiques correbpondanteb de Xg, ; on considere 'espace M(qzﬁl, ba, qbg) des solutions
u : % — V de I’équation

Ouy ou;
(6.3.20) ds o (58 T I Xm0 (u(s, 1)),

u|s—uy; pseudoholomorphe,

(s, t) = —J

ol u; = uomn et donc s <0,t€ S pouri =1,2¢et s >0,t¢c S pour i = 3,
satisfaisant :

lim w;(s,t) = ¢; pour i =1,2,  lim wus(s,t) = ¢3,
s——+00

5——00

(6.3.21) ’ o
¢3 =u# (p1Ugs) € LV.

1
29
ls| < % ; d’autre part, comme H{(s,t,v) = H;(t,v) pour |s| > 1, on a bien

Comme H/(s,t,v) est nulle pour |s| < =, la fonction u; est pseudoholomorphe pour

lim w;(s,t) est une orbite périodique de Xy, pour i = 1,2,

§——0C0
lim ws(s,t) est une orbite périodique de X g,

s——+00

de sorte que ces équations sont compatibles.

On peut montrer que pour un choix générique de H; et J, I'espace M(ngl, b2, ¢~53)
est de dimension p(¢s, Hs) — p(d1, H1) — p(¢2, H2) — n. Lorsque

11(¢3, Hz) — (b1, Hi) — pu(¢2, Hz) —n = 0,

on peut compter ces solutions avec un signe adéquat, ce qui permet de construire une
série d’applications

CH1

I/kz Zn(bd}a

ol1 'on montre que le terme de droite est blen un élément de C’;;g”” par un argument
de compacité.

% CH Ck-i-ﬁ-‘rn

)

(6.3.22)
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On peut montrer que les applications v, commutent avec les différentielles, et
permettent donc de construire un produit n = @ ¢

(6.3.23) Nee s FHY(V,w) @ FHY(V,w) — FH""(V,w).
D’apres I'isomorphisme (6.3.16), n fournit un produit gradué sur H*(V,Q) ® A/,
(6.3.24) n: (H*(V,Q) @ AL @ (H(V,Q) @ AL) " — (H*(V,Q) @ AL+,

Le théoréme de comparaison suivant a été établi par Piunikhin, Salamon et Schwarz
dans [96].

Théoreme 6.10. —Le produit n coincide avec le produit quantique (6.3.17).

Remarque 6.11. —Si on admet 'approche de Givental et Kim, qui consiste a
poser H; = 0, l'identité des deux produits est heuristiquement claire puisque les
cycles qu’ils utilisent pour construire I’homologie de Floer sont de la forme :

Ca, = {u(t)a, t € S'; 3@ : D> - V pseudoholomorphe
avec u(t) = pp2, u(0) € A et u(t)o = a#u dans LV }.

Ici A C V est un cycle et a € TV permet d’indexer les copies de V' contenues dans LV.
Mais le produit sur la cohomologie de Floer est obtenu (par définition si I'on admet la
possibilité de poser H; = 0) en comptant les triplets (u(t)a,v(t)s, w(t)) appartenant
a Ca, x Cp, x Cc, tels quil existe une courbe pseudoholomorphe ¢ : 3 — V' telle
que

Glop, = U, Plap, =V, Pap, =w, GHFUUI=w dans LV.

Or une telle courbe, complétée par les disques 4,7, w, fournit exactement une
courbe pseudoholomorphe P! — V de classe a satisfaisant la condition

w(a) = w(a) +w(B) —w(v)

et rencontrant les cycles A, B, C en des points fixés de P!, de sorte qu’on doit trouver
comme coefficient I'invariant de (5.5.39) :

3" @.([4],[B,[C]).

a=a+pB—y

6.4. Cohomologiesquivariante

La cohomologie équivariante de 'espace projectif complexe P™ muni d’une action
hamiltonienne de S* est I'outil principal utilisé par Givental dans [91]. On suit ici [87]
et [88].

Si G est un groupe de Lie, on peut construire un espace classifiant BG pour les G-
fibrés principaux. Le type d’homotopie de BG est caractérisé par la propriété: il existe
un fibré principal EG — BG de groupe G, dont I'espace total EG est contractile. On a
le résultat suivant.
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Proposition 6.12. —Si E — V est un fibré principal de groupe G, il existe une
application continue ¢ : V. — BG définie a homotopie pres, telle que E = ¢*EG.

Exemple. —Soient G = S* et
5% = lim §2H1
—
n
ot §2"T1 C C"*! est la sphere d’équation Y, |z;|> = 1. Il est facile de montrer
que S est contractile; d’autre part les actions compatibles de S ¢ C* sur S?7+1,
par multiplication des coordonnées, fournissent une action libre de S! sur S dont le
quotient est
P = lim P".
—
n
Donc P* est un modele pour BS!. En particulier, on a H*(BS?,C) = C[h].
Soit V' une variété munie d’une action de G; alors V est un rétracte de V' x EG
sur lequel G agit diagonalement, de facon libre. On pose :

Vo= (VX EG)/G et H&V)=H*(Vg).
On a une application naturelle 7 : Vg — BG, obtenue par passage au quotient de la

projection pry : V x EG — EG, qui munit la cohomologie équivariante H (V) d’une
structure de H*(BG)-module.

Exemple.

Si'action de G est triviale, on a Vg =V x BG, d'ou H: (V) = H*(V) ® H*(BG).
A Iopposé, si 'action de G sur V est libre, Vi est un fibré de fibre EG au-dessus
de V/G et donc HS (V) = H*(V/G), Paction de H*(BG) étant triviale, c’est-a-dire
nulle sur H*(BG) pour k > 0.

6.4.1. Cohomologie de de Rha#&guivariante

On se contentera de décrire le cas olt G = S, le cas général étant traité dans [87].
Comme BS' a une approximation par des variétés de dimension finie, on peut parler
de forme différentielle sur BSL. Le générateur h de H*(BS') correspondant 2 la classe
d’Euler du fibré ES' — BS! peut étre représenté par une forme différentielle en
choisissant une connexion 6 sur le fibré principal ES* — BS! de groupe S! (que I'on
peut identifier & une 1-forme non-nulle sur ES! invariante sous laction de S'). La
forme de courbure dé est une 2-forme qui provient d’une 2-forme fermée u sur BS?!
qui est un représentant de la classe h.

Soit maintenant V une variété munie d’une action de S'; soit X le champ de
vecteurs correspondant sur V' et soit Q% (V') I'ensemble des formes différentielles sur V
annulées par la dérivée de Lie Lx.

On considere % (V) [h] muni de la graduation

degy a=dega, acQ%(V), degyh=2
et de la différentielle dx
(6.4.25) dx(a) = da +intx(a)h, dxh=0.
On a alors (cf. [87]) :
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Théoreme 6.13. —On a un isomorphisme naturel :

(6.4.26)Ker(dx : Q% (V)[h] — Q5 (V)[h])/Im(dy : Q5 (V)R] — Q% (V)[R])
~ HE (V,R).

Concretement, soit w = o + h3 € Q% (V)[h]; la condition dx(w) = 0 équivaut a
(6.4.27) da=0, intx(8)=0, df=—intx(«a).
Considérons alors sur V x ES! la forme différentielle
w = prj a — d(pr; & A pri §).
Celle-ci elle est évidemment fermée et satisfait de plus
int (W) = —pry df — int & (pry(a) A pri(8) — pry 6 A pry dB),

ol & = df est le pull-back sur ES' de la forme u sur BS! et X est le champ
associé & I'action diagonale de S' sur V x ES!. Or le terme de droite est nul car
LxB=0,intx3=0et int)?(zl) = 0, ce qui entraine :

int & (pr3 (@) A pri(8) — prz 0 Apry df) = —pr d3.

Cette forme descend donc en une forme fermée sur V. On peut faire un calcul
semblable pour les polyndémes de n’importe quel degré en h, ce qui montre comment
construire 'isomorphisme (6.4.26).

Dans la suite de ce paragraphe, on expose quelques faits relatifs a la cohomologie
Sl-équivariante de 1’espace projectif complexe, ot S* agit C-linéairement. Ces faits
seront appliqués dans les sections suivantes a l’espace des polynomes de Laurent P(z)
a coefficients dans C**!, muni de Paction X - P(z) = P(A\z) pour A € St

6.4.2. Cas d’une action hamiltonienne

Soit (V,w) une variété symplectique, munie d'une action hamiltonienne de S*
intx(w) = dH. On a alors :

Lemme 6.14. —]l existe une classe p € H2, (V') dont l'image dans H*(V) par la
restriction naturelle est égale a la classe de cohomologie de w.

Démonstration. — On utilise la description donnée dans 6.4.1 de H2,(V); on a
dw =0, Lxw=0, LxH =0, dH =intx(w),
de sorte que (w — Hh) est dans Q% (V)[h] et est dx-fermée. Elle fournit donc un
élément p de HZ, (V) représenté par la forme pri(w) 4+ d(pri H prj #) qu’on peut voir

comme une forme sur V. Cette forme a clairement pour restriction w sur chaque
fibre de lapplication 7 : Vg1 — Bg1. []
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6.4.3. Cas de I'espace projectif
Pour 4y, . ..,in € Z, on considere action de S* sur PV définie par

(6428) )\-(xo,...7x]v) = ()\ioxo,...,)\iNxN).
Cette action préserve la forme symplectique
w:%idej/\dzfj, Z|xj|2:1
J J
et la fonction hamiltonienne correspondante est :

H=> igle®, > |a)* =1
k J

D’apres la preuve du lemme 6.14, on a donc sur Pgl une forme
w = prjw + d(pry H pr3 0)

dont la restriction & chaque fibre (isomorphe & PV) de m : P, — Bg: engendre la
cohomologie de PV ; comme plus haut, on notera p sa classe dans Hg, (PN, C).

Lemme 6.15. —Soit H%, (PN, C)o le localisé en 0 du C[h]-module H%, (PN, C); on
a alors un isomorphisme naturel

(6.4.29) H5 (P, C)o = Clp, h, h ']/ (p —ioh) - - (p — inh).

Démonstration. — 11 résulte du théoreme de Leray-Hirsch, et du fait que la
restriction de p engendre la cohomologie des fibres de I'application 7, que l'on a
une surjection f : Clp, h] — H%, (PN, C). 1l suffit donc de déterminer le noyau de la
localisée de f.

Notons maintenant que si Py est ’ensemble de points fixes de V'action (6.4.28)
constitué des points (xo,...,zn) tels que 2; = 0 pour i; # k et si nj est la
dimension de Py, H vaut k sur Py et on a donc la relation w — khjp, = wpp, dans
H}, (Py) = H*(Py)[h] puisque df descend en une forme de classe h dans H*(BS?).
On en déduit que

IT = knytt
(k| Pr 0}

a une restriction nulle dans la cohomologie du lieu des points fixes de 1’action (6.4.28).
D’apres le théoréme de localisation [88], on sait que que 'application de restriction

J* Hy (BN, C)o — D H (Pr, Co
est injective (en fait un isomorphisme); on en déduit que le noyau de I’application
f:Clp,h,h ™ — H% (PY,C)

est engendré par

IT = kny»tt

{k| Pr#0}
Hg‘l(Pch)Og [p,h,h_l]/(p—ioh)---(p—iNh). D

ou encore que
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6.4.4. Integration sur la fibre
Soit V une variété compacte munie d’une action de S*; 'application 7 : Vg1 — BS?
a pour fibre V' et on a donc une application d’intégration sur la fibre

Tw: Hiy (V) — H*~4mV(BSh)
qui est un morphisme de H*(BS')-modules, et qui peut donc étre localisée. Soient
V; le lieu des points fixes de Paction de S* et j : V; < V 'inclusion. L’isomorphisme
de localisation
4
(6.4.30) H% (V,C)o & H% (Vy,C)o = H*(Vy) @ Clh,h ™)

permet d’exprimer commodément I’application 7.
Pour chaque composante V{* de V¢ de codimension mq, soit jo = le;‘~ On a alors
le morphisme de Gysin

Jow Hgl(Vfo‘) — H;irm‘* (V)
obtenu comme le composé
(6.4.31)  H*(Vf x BS') 222 g*+me(Var, Vi — V§ x BSY) — H* ™= (Vg1)
Il vérifie la propriété suivante. Soit

Ta = TV xBSt
(c’est la seconde projection); alors

Tas = Tx O Jax
et de plus :

cup-produit avec la classe d’Euler équivariante e, € H* (Vf‘" x BSt)
Jo" ©jay = { du fibré normal N, de Vit dans V', muni de l'action de S1 donnée
par la différentielle A, de A € S* C Diff(V).

Cette classe est simplement la classe d’Euler usuelle du fibré N, sur Vi x BS*t,
quotient du fibré prj(Ny) sur Vi x ES' par 'action de S*

A (nv,2) = (A(v)(n),v,A - ).
Or la localisation eq € Hg (V)0 = H* (V) @ Clh, h~1] est inversible, du fait que son
terme de degré 0 en H*(Vf(") est la classe d’'Euler e € H*(BS!) du fibré Na|w351,
pour tout v € V¢ Comme l’action de S! sur N, , est sans point fixe en dehors
de 0, N, se scinde (par exemple en utilisant une métrique S’-invariante sur V) en
une somme directe d’espaces L!, de dimension 2 munis d’une structure complexe, sur
lesquels A (v) s’identifie & la multiplication par A* avec k; # 0. La classe d’Euler du
fibré Z; correspondant sur BS! est alors égale & k;h et on a donc

e =[] kihm/?
i
qui est inversible dans C[h, h!]. Cela entraine immédiatement I'inversibilité de e,.
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Remarque 6.16. —Ceci montre que I'application localisée 7* a un inverse a droite
@D ja. o (1/eaN) et donc que la fleche de localisation (6.4.30) est surjective.
«

Ce qui précede montre la formule de Bott :
(6.4.32) ) :Z/ jin/ea € Clh,h™'] pour n € Hz: (V),
a Vfa

olt on a identifié my, : H*(V{*)®Clh, h~] — C[h,h~'] & I'intégration usuelle sur V.
En particulier, dans le cas considéré au §6.4.3, on a la description suivante de 7, .

Proposition 6.17. —Awvec les notations du §6.4.3, la fléche d’intégration sur la fibre,
composée avec lisomorphisme (6.4.29) est donnée par :

(6.4.33) T (f(p, h)) = somme des résidus de f(p, h)/H(p —igh)dp.
¢

Démonstration. — Cela résulte en effet de la formule de Bott, les composantes 43
étant dans ce cas les espaces P, de codimension réelle 2(N — ny), et le fibré normal
de Py dans PV étant isomorphe a Op, (1) ® TN =", o l'action de S! sur le fibré
trivial TV~ de base 0/0z; pour i; # k est donnée par :

(6.4.34) A- (a%j)iﬂak - (A’H’f a%j)ij#k.

Le fibré Ny, sur P* x BS! admet donc pour classe d’Euler

I1 (e + (& —ijh)

{dl4;#k}
et I'on a donc, pour n = f(p,h) € H5 (PY)o
(6.435) nm= Y [ em) [ TT o G-in)
{kIP£0} 7 F {3l 15k}
ot j;(p — kh) = w;p,. Mais il est immédiat de vérifier que
/[ Ji(f(p, h))
re 1l (wp, + (k—ij)h)
{4li;j#k}

est égal au résidu en p = kh de la forme différentielle

f(p,h)
1;[(19 —igh)

En effet, ces deux grandeurs sont égales au coefficient de w™ dans le développement
de f(p,h)/I1,(p —i¢h) en puissances de w = p — kh. Donc m,(n) est la somme des

résidus de f(p,h)/I1,(p — ich)dp. []
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6.5. La construction de Givental

6.5.1. Structure déD-module sur la cohomologi€équivariante

La construction qu’on va décrire ici est un ingrédient essentiel de [91] : elle explique
en quel sens une classe de cohomologie équivariante peut étre solution d’une équation
différentielle.

Soit (V,w) une variété symplectique munie d’une action de S! localement hamilto-
nienne. Supposons que la 1-forme fermée intx (w) soit de classe entiere non-divisible :
alors S! agit sur le revétement V —Vde groupe Z défini par le noyau de I'application
(V) = Z, L — [,intx(w), puisque intx (w) est d’intégrale nulle sur les orbites de S,
et Paction de S* sur V est hamiltonienne. La fonction H sur V telle que dH = intx (w)
satisfait ¢* = H — 1 ol1 g est I'action du générateur £ du groupe du revétement tel
que [,inty(w) = —1. (On note encore w la forme symplectique induite sur V)

Sur V x ES!, soit
w = prjw + d(pry H pr; 0)

la forme associée, descendant sur Vg1 et fournissant une classe de cohomologie
équivariante p € H%, (V) (¢f. 6.4.2); on a ¢*(@) = @ — d(pr3 0) sur V x ES!, d’ou
I'identité

(6.5.36) ¢*(p)=p—heHu(V)

puisque df a pour classe 7*h dans H, (‘7) D’autre part, on a évidemment ¢*h = h; si

on voit ¢* et p comme des opérateurs agissant sur H, (V') (le second par cup-produit
avec la classe p), on a donc :

(6.5.37) Vae Hu(V), (poq"—q*op)(a) =hg"e,
c’est-a-dire la relation de commutation
poq —q op=nhqg"

dans 'anneau des endomorphismes de Hg, (‘7) Notons que cette relation est exacte-
ment la relation entre les opérateurs p’ = hd/0t, ¢ = e'x agissant sur les fonctions
de t. (Ici, h est un scalaire ou une variable formelle.) Soit D ’anneau des opérateurs
différentiels sur le cercle, engendré par p’ et ¢'; on a construit une structure de D-
module sur HZ, (V).

6.5.2. Applicationa I'espace des lacets

Soient (V,w) une variété symplectique et LV Pespace des lacets contractiles dans X.
Supposons pour simplifier que w est de classe entiere et que 'application w : mo(V) — Z

est surjective. On a alors un revétement LV — LV de groupe Z défini comme au § 6.1
et on peut définir sur LV Paction libre (cf. (6.1.2)) :

(6.5.38) Ald) = | ¢*w
D2
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L’espace LV (resp. Z\‘?) est muni d’une structure symplectique

v (€0 x(0) = [ (e (o)
pour ¢ € LV et des vecteurs tangents £(t), x(t) € €®(¢*Ty) & LV en ¢. Le cercle St
opere sur LV (resp. LV) par la rotation des lacets A - ¢(z) = ¢(Az). On a

44() = - [ w(@'0).c0)ar

de sorte que A est au signe pres la fonction hamiltonienne correspondant a I’action
de S' sur LV. Soit

q(¢) =a#d

'action du générateur v du groupe du revétement 7/ Ker(w) = Z tel que [ w = 1.
On a

gA=A+1,

de sorte qu’on dispose des données décrites en 6.5.1.
Givental désire appliquer la construction d’une structure de D-module (cf. 6.5.1)

non pas a la cohomologie S L_¢quivariante de LV mais & la « cohomologie de Floer S'-
équivariante » de LV, qui malheureusement n’est pas définie. Il pose, en combinant
I’isomorphisme (6.3.16) et I'isomorphisme de localisation (6.4.30)

(6.5.39) FH: (LV,C) = H*(V)® Clh,h "] ® A,
ol Ay est Panneau des séries de Laurent formelles arq®, ot ap € C et N € Z,
k>N

(les pomts fixes de l'action de S! sur LV sont les différentes copies de V' contenues

dans LV) et suppose que FHY, (LV C) peut étre calculé a laide des cycles Cy,
considérés dans la remarque 6.8. Il n’utilise ceci que comme argument heuristique
aidant a interpréter les calculs qu’il mene.

6.5.3. Approximation del Pn

On étudie maintenant le cas ou V est 'espace projectif P* muni de sa forme w
(¢f. 6.4.3). Pour chaque k € N, considérons I’espace projectif des polyndmes de Laurent

= { Z bezt; ¢y € CHL ¢y non tous nuls}/(C*.

k<t<k

Soit :

=5
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Alors M admet une action de Z sans point fixe :
o (X oet)= 3 et
—k<e<k —k<e<k

Le quotient de M par Z parametre des lacets dans P, qui sont denses dans LP"™ de
sorte que M est une approximation de LIP"™. D’autre part, M est muni de I'action
de S donnée par la rotation des lacets comme au §6.5.2.

Givental travaille alors essentiellement dans la cohomologie équivariante de Mj, :
Paction de S! sur M;, est décrite dans les coordonnées xf = ¢y pour 0 < ¢ < net
—k < ¢ <k, ou les x; sont des coordonnées pour P", par

A (af) = (V).
D’apres 6.4.3, on a donc :

(6.5.40) H% My, C)o = Clp, h, h™Y / I o+ enyr.
—k<t<k

Notons que la classe p sur M} se restreint a la classe p sur Mp_; et est la classe
d’Euler équivariante du fibré de rang 1 équivariant £ dual du fibré tautologique de
fibre au point (z¢) la droite engendrée par (z¢), muni de I'action de S* donnée par

A (@), (aad)) = ((Mat), (ar‘al)).
L’application q : My — M1 satisfait
L2 LT,

ot T; est le fibré trivial de rang 1 sur M}, muni de I'action suivante de S! :

A (z,a) = (N -z, A a).
La classe d’Euler équivariante de J7 est égale & —h; on a donc :

¢'p=p—h.
Soit M,j C My, Vespace projectif des polyndomes :
M;F :{ Z qzﬁgze}/(C*.
0<e<k

Cet espace est invariant sous I'action de S! et admet une classe de cohomologie
équivariante Ay, € HZ, (Mj,) qui est la classe de cohomologie de (M) o1 C (My)g:.

Lemme 6.18. —L"image de la classe Ay par lisomorphisme 6.5.40 est égale a

IT (p+€n)"*t modulo ] (p+ ¢h)" 1.
0<l<k —k<I<k
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En fait, M ,j' est l'intersection complete des hyperplans d’équation
xf:O pour 0 <i<netfl<O0;

or xf est une section invariante sous S' du fibré L ® T,. Comme le fibré T, a pour
classe d’Euler —¢h, on en déduit comme annoncé

(6.5.41) Ap= ] -t =T @+ e []

—k<£<0 0<t<k

Notons que

lim M;F = M+t c M
5

est essentiellement le «cycle d’homologie de Floer fondamentaly Cpn formé des
applications polynomiales ¢ : D? — P". Givental pose donc

— 13 _ n+1
(6.5.42) A= lim Ay = }_[()(p + Ch)" Y,
>

ce qui malheureusement n’a pas de sens méme dans H¢, (P")®Ag, qui est un complété

raisonnable de lim I3, (M) (ici, P™ est muni de I’action triviale de S* et est vu comme
k

le lieu des points fixes de I’action de S* sur LP™). Comme on a ¢*p = p— h, ce produit

infini satisfait formellement 1’équation

(6.5.43) A =p"TIA.

6.5.4. Hypersurfaces lisses d@™

On conclut maintenant le calcul de [91]; on va considérer la classe de cohomologie
Sl-équivariante dans My pour k — oo de I'ensemble des polynomes P(z) de degré k
a valeurs dans une hypersurface X C P" et calculer I’équation différentielle qu’elle
satisfait, relativement a la structure de D-module définie en 6.5.1 et 6.5.2.

Soit X C P" une hypersurface lisse, définie par un polynome homogene F' de
degré d. Considérons le sous-ensemble

MF(X)={®e M} ; F(®(z)) =0}C M.
C’est le lieu des zéros de la section Sl-invariante ® — F(®) du fibré équivariant
LY@ E — M,
ou E est le fibré trivial de fibre égale a ’ensemble des polynomes en z de degré
inférieur ou égal & kd, muni de I’action de S! définie par A -z = A2’ Bien que

M ,j (X) ne soit pratiquement jamais de la codimension correcte

kd+1=rangF,
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il est naturel d’estimer que la classe intéressante est la classe d’Euler équivariante Ag
de L4 ® E plutot que celle de M,:r(X) Le fibré équivariant £ sur My étant la somme
directe des fibrés Ty pour 0 < ¢ < kd, on obtient donc :

(6.5.44) A = [ (dp—th) € B (M)).
0<¢<kd

Finalement, comme ji : M ,:r — M}, a pour classe de cohomologie équivariante

Ak = H (p+€h)n+1v
0<t<k
on trouve :

(6.5.45) (A5) = [T o+ et ] (dp—eh) € Hy (M),
0<t<k 0<e<kd
expression que 1’on notera Ay - Ag.
Considérons le produit infini

A-A=T]w+ h) [ (dp — en)

>0 £>0

(qui devrait représenter le «cycle de Floer fondamental de X dans M », mais n’a pas
réellement de sens). Comme ¢*(p) = p— h, on trouve que A -A? satisfait formellement
I’équation

(6.5.46)  ¢*(d(dp + Rh)(dp+2h)---(dp+ (d — 1)h)A - A“
=d(dp+ (1 —d)h)(dp+ (2 —d)h) -+ (dp — h)
< [[+en) ™ T[] (dp — (d + 0)h)

£>0 £>0
n+1
N e N
dp

Remplagant p par hd/0t, puis ¢* par e’ et A-A? par f(t), cette équation devient :

(6.5.47) h"—d“(%) f= etd(d% + 1) (d% n 2)- . (d% vd— 1)f.

Le point remarquable de cette construction est le fait que pour n = 4 et d = 5,
cette équation est exactement ’équation de Picard-Fuchs de la famille miroir de la
famille des quintiques (cf. [43] et le § 3.4), calculée a I'aide de la forme w;, définie dans
la remarque 3.15, pour le champ de vecteurs logarithmique ¢'3/9v’, ' = 1/\5 = et
(de sorte que ¥’'0/0y' = §/0t).

Comme la classe A-A est la classe virtuelle de M, (X), et donc est essentiellement
définie a ’aide des courbes rationnelles dans une hypersurface X de degré d dans P,
on peut considérer ce fait comme une justification de I'identification des deux séries

du §3.3.
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Remarque 6.19. —+Jn autre point intéressant est la disparition de la variable A dans
Péquation (6.5.47), exactement lorsque d = n + 1, c’est-a-dire lorsque X C P" est a
fibré canonique trivial.

Finalement, Givental construit des solutions formelles de cette équation de la facon
suivante. Soit ¢. = (¢~1)* opérateur adjoint de g. Pour une classe de cohomologie C'
dans HY, (M), on a (formellement) :

(6.5.48) T (q:C - A AT =7, (C-q* A - A7),
Supposons que C' satisfasse la condition
¢:.C=0C;
alors on a, pour I'c = ePt/"(C,
¢+(c) = e'T¢
(puisque ¢.p=p+h) et
0

I'ec=h=T¢.
p-lc ot c

On en déduit que fi,(t) = m(Tc - A - A?) satisfait :

p
(6.5.49) ot
elfp =m(eTe-A-AY =m(¢.Tc - A- A =71, (Tc - ¢*A - AY).

=m.(Tc-p-A-AY),

Il en résulte immédiatement que fp,(t) est une solution de 1’équation différen-
tielle (6.5.47).

Ici 7, est calculé en passant & la limite & — oo dans la formule (6.4.33) qui donne
Tk« f (D, h) comme somme des résidus de

f(p,h)
[T (p+¢h)

—k<t<k

dp.
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