SUR LA STABILITE DES SOUS-VARIETES
LAGRANGIENNES DES VARIETES
SYMPLECTIQUES HOLOMORPHES

Claire VOISIN (URA D0752)

0. Introduction. — On considére dans cet article des variétés kahlériennes symplec-
tiques irréductibles (cf. [2]); une telle variété Y est donc une variété analytique compacte
kéhlérienne de dimension complexe 2n munie d’une deux-forme holomorphe w unique a
coefficient pres et partout non dégénérée. Les sous-variétés lagrangiennes X de Y sont les
sous-variétés analytiques connexes de Y de dimension n satisfaisant : w|, = 0. On se pro-
pose de montrer le théoréme 0.1 suivant concernant les déformations de Y “préservant X”.
Soit M un ouvert simplement connexe de la famille compléte des déformations de Y'; on
note Mx la sous-variété analytique de M définie par la condition : t € Mx & il existe
une déformation X de X contenue dans Y;. Soit j I'inclusion X < Y'; comme M est sim-
plement connexe, on a un isomorphisme naturel oy : H%(Y;,C) ~ H*(Y,C) pour t € M,
et on note j; le composé j* o ay; soit enfin w; la deux-forme holomorphe de Y; (définie &
un coefficient prés); w; appartient naturellement & H2(Y;,C), et bien siir, si O € M est tel
que Yy =Y, on a j§(we) = 0. Le résultat est alors le suivant.

0.1 THEOREME. — My = {t € M | j¥(w:) =0, dans H*(X,C)}.

Notant enfin que Kerj* C H2(Y,C) est défini sur Z, et est une sous-structure de Hodge
de H*(Y,C), contenant H*°(Y) on voit facilement que Iorthogonal de Kerj* relativement
A la forme d’intersection naturelle sur H*(Y,C) (cf. [2]) est défini sur Z et de type (1,1),
de sorte qu'il a méme rang que son intersection Lx avec H2(Y,Q) et que Lx est contenu
dans NS(Y)® @ (oit NS(Y) dénote le groupe de Néron-Séveri de Y); le corollaire suivant
est une conséquence facile du théoréme.

0.2 COROLLAIRE. — M x est la famille des déformations de Y préservant le sous-groupe
Lx CNS(Y).

En d’autres termes ’existence de sous-variétés lagrangiennes de Y ne dépend, au moins
localement, que de la structure du groupe de Picard de Y. On donne en §3 quelques
exemples illustrant ce phénomeéne. Les autres paragraphes sont organisés de la fagon
suivante : en §1, on étudie la variété M|x) constituée des déformations de Y telles que
la classe de X (dans H?"(Y;,Z)) reste de type (n,n) relativement & la décomposition de
Hodge de Y;; M|x) contient évidemment My, et on montre aisément que M x] satisfait
I’égalité du théoréme 0.1. Au paragraphe 2, on montre que Mx = M(xj, ¢’est-a-dire que si
[X] reste de type (n,n) dans H**(Y;,C), X se déforme effectivemnent en X; C Y;. L’égalité
Mx = M|x) n'est nullement évidente dans ce cas car X ne satisfait pas en général la
condition de semi-régularité de Bloch (cf. [5]), comme le montrent certains des exemples
du paragraphe 3.

§1 1.1. — Soient Y une variété kihlerienne symplectique, et X une sous-variété
lagrangienne. La dimension complexe de Y est paire égale & 2n, et la classe de cohomologie
de X est un élément [X] de H*™(Y,Z), qui est de type (n,n) dans la décomposition de
Hodge : H*"(Y,C) = Dp 4 g = 9, HP(Y). Comme X est lagrangienne on a, avec les
notations du paragraphe 0, j*w = 0, et donc, notant #x) le cup-produit par la classe
[X]: HYY) — HF (Y, px)(w) = 0 dans H2"*2(Y,C). Soit M un ouvert connexe et
simplement connexe de la famille universelle des déformations de Y, tel qu’il existe une
section holomorphe (w)iers du sous-fibré holomorphe H2°® C H? prolongeant w = wy,
oit H% est le faisceau holomorphe plat sur M, de fibre en ¢ H*(Y:,C). Notant H3" le
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faisceau de Z-modules trivial sur M, de fibre en ¢ naturellement isomorphe & H™Y,,1),
et H**? e fibré vectoriel holomorphe plat, de fibre H?™t2(Y,,C), on peut étendre [X]
en une section de H3" localement constante sur M, qu’on notera de la méme facon, et
I'on obtient alors une section holomorphe t ~— prx)(we) du fibré H?"+2, Définissant de
méme H?" et notant F"H?*® C H2" le sous-fibré vectoriel de fibre en t le sous-espace

® HM(Y,) C H**(Y;,C), la projection de [X] dans le quotient H2JFPH™ est
p>n
pta=2n

holomorphe et s’annule en t € M si et seulement si [X] est de type (n,n) dans H2"(Y;, C).
Soit MFX] la composante connexe passant par 0 (ot Yy = Y) de la sous-variété de M
définie par 'annulation de cette projection. De méme, notons M'g( la composante connexe
passant par 0 de la variété *MEX] = {t € M/yx)(wi) = 0,dansH***2(Y;, C)}; on a alors
la proposition suivante :

1.2 PROPOSITION. — Les variétés MFX] et M'?XJ sont égales, lisses, de codimension
dans M égale au rang rix) de Uapplication Mux) H*(Y,C) — H**%(Y,C).

Démonstration : Montrons d’abord I’égalité ensembliste MFX] = M'[OX]. Soit t € M'[x;
dans H>(Y;,C) la classe [X] se décompose en composantes de type (p,q), soit [X] =

Z [X]77. Comme X est réelle, on a [X]?'? = [X]7?, et pour montrer que t € Mixj,
ptg=2n
il suffit de montrer que [X[}"? = 0 pour p < n. Mais par hypothése, on a : prx)(we) =0
dans H*™*2(Y;,C), ce qui entraine, puisque w; est de type (2,0), que [X]}"".w¢ = 0, dans
Hq(Qf;,jz) pour tout couple (p,q). Or w; est une deux forme holomorphe non dégénérée
sur Yy, et donc wf fournit un isomorphisme : Q;ﬁ_k o~ Q;:Hc, pour tout k. On en déduit
que le cup-produit par wf fournit un isomorphisme : HQ(Q%_’C) ~ H‘I(Q;;H:) pour tout
couple (k,g), puis que le cup-produit par w; : Hq(Q’;/[) — H"(Q’{,TZ) est injectif pour
p < nj la condition [X]{"?.w; = 0 dans HP*24(Y;) entraine donc [X]?? = 0, pour p < n,
et donc on a bien t € Mxy; de M'ix) C M[x], on déduit évidemment M'?X] C MFX].
Pour montrer 'inclusion inverse, il suffit de montrer que 'intersection M’ FX] N MFX} est
ouverte dans “MFX]v puisque par hypothése, elle contient 0, donc est non vide, et que
d'autre part elle est aussi fermée dans M?X] qui est connexe. Soit t € /\/I’FX] n M'[)X]'
Au point ¢, la classe [X] est de type (n,n) et satisfait prxj(we) = 0 dans H*+%(Y,,C);
sur /\/iFX] la classe [X] reste de type (rn,n) et fournit donc un morphisme de structures
de Hodge : H*(Y;,C) — H**%(Y,,C) se décomposant (de fagon holomorphe), en ses
différentes composantes :
//4[2}(0] S H2O Hrt2n Fn+2H2n+2/Fn+3HZn+2
/J[ll)\/l] CHLL = FIHQ/FQHZ — Hotlntl L Fn+l7_l2n+2/F‘n+27_{2n+27 et Hf)’?] . HO,Z N
H™"+?  (définis de manitre analogue).
Les rangs de pﬁ,‘?], u;)’\}], /»L[O\z] étant semi-continus on peut trouver un voisinage U de ¢ dans
J\/IFX], tel que pour t' € U, on ait : rang(ulz)’([])(t’)) > rang(,u[?)‘(?(t)), et de méme pour les
autres composantes. Mais par ailleurs yx) s’identifie, de facon C*°, a la somme directe
de ses trois composantes, et est de rang constant, puisque [X] est une section localement

constante de Hz". On en déduit évidemment que chacun des rangs des composantes ,uf’)é]
reste constant sur. U, et comme /1[2)'8 est nul au point ¢, ”[25(1)] reste nul sur U, ce qui montre
bien que U est contenu dans M’FX]. L’égalité ensembliste M'?X] = M?X] est donc montrée.
La lissité de JM?X] et A/I'FX] (et donc leur égalité schématique) est alors trés facile. En

effet, ,M'?X] est définie par l'annulation de ppxj(w:) qui varie dans le sous-fibré plat



296 VOISIN: Surt la stabilité des sous-variétés lagrangiennes

px)(H?) € H*2) de rang r(x]. On a donc certainement codimM'?x] < ryx)- Pour

montrer que M’ [OX] est lisse de codimension r(x), il suffit donc de montrer que le rang
du systeme d’équations pyxj(w¢) = 0 est exactement T[x]; or ceci est clair, car notant
V la connexion de Gauss-Manin sur H? et H>"*2, on a pour x € HY(Ty) = TMo,
Vxkxi(wi)) = px)(Vx(we)); les éléments 7y (w¢) engendrent un sous-espace vectoriel de
FY'H%(Y,C) se projetant isomorphiquement sur HY(Y), et comme la multiplication par
[X] est réelle, et nulle sur H>°(Y), elle a méme image que sa restriction & F'H?, qui se
factorise par H!(Y'); cela entraine bien que la différentielle en 0 du systéme d’équations
px)(we) = 0 est de rang égal & r(x]. Le raisonnement est identique pour M?X]! ce qui
acheve la preuve de la proposition 1.2.

1.3 Avant d’énoncer le corollaire 1.4, on rappelle ’existence d’une forme d’intersection
naturelle ¢ rationnelle et non dégénérée sur H*(Y'), satisfaisant : H2°(Y’) est 'orthogonal
de F'H*(Y) pour g¢ (cf. [2]). De la rationalité de ¢ et de celle du sous-espace Ker px C
H*(Y), on déduit que 'orthogonal Lix) C H*(Y,C) de Kerpjx] est défini sur Q et de
type (1,1), puisque Kery(x] contient H*%; de plus, comme ¢ est non dégénérée, on a
rang Lix] = r(x]. L'intersection L&] de Lix) avec H?(Y,Q) est donc un sous-espace de
NS(Y)®Q, de rang rix) et 'on a :

1.4 COROLLAIRE, — /\/t?x] est aussi la composante conneze passant par 0 de la famille

des déformations de Y préservant le sous-espace L&] CNS(Y)®Q.

Démonstration : D’apreés la proposition 1.2, on a localement M(x] = {t € M/w, €
Keryx) }; comme w, engendre H*%(Y;), et que l'orthogonal pour ¢ de H2%(Y,) est égal
& FYH*(Y:), on a aussi Mixy = {t € M/Lix) C F'H*(Y)} au moins localement ce qui
équivaut bien sir & I'énoncé du corollaire; I’égalité schématique résulte du fait que les deux
sous-variétés considérées sont lisses de codimension rjx) (prop. 1.2 et [2]).

Pour conclure cette section, et faire le lien avec le théoreme 0.1, on établit le lemme

suivant :

1.5 LEMME. — Soit X C Y une sous-variété lagrangienne conneze; alors le rang
rx) du cup-produit px; : HX(Y,C) — H?%(Y,C) est égal au rang de la restriction
i*: H*(Y,C) — H*(X,C).

Démonstration : 1l suffit de le montrer pour la cohomologie & coefficients réels. Comme
fix] = jx 07", on a évidemment Kerj* C Ker ux) C H?(Y,R); pour montrer I'inclusion
inverse, on choisit une classe de Kahler A € H2(Y,R); le résultat étant évident si
n =dim X =1, on peut supposer n > 2, et définir la forme d’intersection gy suivante sur
HYX,R) : gx(a,8) = S A" %.a.8. Si maintenant a et 8 sont des éléments de HYY,R),
on trouve :qa(j*a, 5*8) = J, prx)(@).B.A"72; si pix)(a) =0, on a donc : V3 € H(V,R),
(%, 7*8) = 0, cest-d-dire j*a est dans le noyau de la restriction de gx 4 Im j*. Pour
montrer que j*a = 0, il suffit donc de voir que la restriction de ¢y a Im j* est non dégénérée;
or cela résulte du théoréme de l'index. Par hypothése I'image de j* est contenue dans
HY(X,R)Nn HYY(X) := Hy' (X); sur Hy''(X) la forme g est non dégénérée, de signature
(1,AY1 = 1), et plus précisément on a gx(5*A) > 0, ga est négative définie sur l'orthogonal
de j*A. Comme Im j* contient un élément de self-intersection > 0, on voit facilement que
gx est non dégénérée sur Im j*.

1.6 Remarque : L’hypothése “X lagrangienne” n’est pas nécessaire; il suffit d’utiliser le
fait que j* est un morphisme de structures de Hodge, et la positivité de la forme ¢ sur
Pespace (H*°(X) @ H**(X))N H*(X,R) pour obtenir le méme énoncé en toute généralité.

Du lemme 1.5 et de la proposition 1.2, on déduit finalement 1'égalité suivante :
(cf. Théoréme 0.1).

— bt o wm o
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1.7 PROPOSITION. — MFX] est égale d la composante conneze passant par 0 de la sous-
variété M"(x) de M définie par la condition : t € M"1x1 & jf(wi) =0 dans H*(X,C).

1.8 Remarque : D’aprés le lemme 1.5, on voit que I’espace L&] défini en 1.3 a le méme
rang que la restriction j* : H*(Y) — H?*(X); cependant, Pexemple d’une surface K3
dont le groupe de Picard est engendré par la classe d’une courbe elliptique montre que la
restriction de j* & L&] n’est pas nécessairement injective, ou encore que L&] n’est pas
nécessairement un supplémentaire de Ker j*.

§2 2.1. — On se propose dans cette section de montrer Pégalité Mx = M?x] (notons
que Mx est connexe par définition) qui signifie que localement les déformations Y; de ¥
pour lesquelles la classe de X reste de type (n,n) dans H (Y, C) sont aussi celles pour
lesquelles il existe une déformation X; C Y; de X C Y . Notons que ce résultat est bien
connu dans le cas des surfaces : Y est alors en effet une surface K3 ou un tore complexe,
et X C Y est une courbe lisse de fibré inversible associé Oy(X)=:LsurY .SiY est une
surface K3, ’égalité My = Mx) résulte de la nullité du groupe H'(Y, L), elle-méme due
a la connexité de X , si ¥ est un tore complexe, on a L ample et H(Y,L) =0, dés que
L? > 0, la seule possibilité restante étant L2 = 0 , et X est une courbe elliptique, fibre de
l’application ¥ — PicO(Y) associée & L , et donc préservée par les déformations de Y qui
préservent L.

2.2. — D’apreés 1.7, on a Pégalité locale : FX] = {t €e M/j}(wi) = 0 dans H*(X,C)},
et cela entraine immédiatement la description suivante de I'espace tangent de MFX] en
0: TMFX](O) = {u € HY(Ty)/j*(int u(w)) = 0, dans H'(2x)}. Notons enfin que si
Y 25 M est une famille compléte (locale) de déformations de Y, Mx C M est I'image
par p de la composante connexe passant par X du schéma de Hilbert relatif Hyp, lequel
est propre au-dessus de M puisque les fibres Y; sont kihlériennes. M x est donc un sous-
espace analytique de M. La démonstration procede alors de la facon suivante. On montre
d’abord.

2.3 LEMME. — Les espaces tangents de Zariski TMx ) et TMixjoy en 0 & Mx et
M x) respectivement, sont égauz.

Ce lemme montre ’égalité désirée au premier ordre. La proposition 2.4 étudie alors les
obstructions d’ordre supérieur a déformer X avec Y, lorsque Y reste dans M [X] ; on montre
précisément :

2.4 PROPOSITION., — Soit u € Hl(Ty) un élément de TMx ; alors il existe une série
formelle 6(t) = Z 8t ot les 6; sont des sections de Ty ® AYY(Y), satisfaisant la condition
i>0

d’intégrabilité :06-+-1/2[6,8] = 0, telle que Uimage de 6 dans Ny @ A®!(X) (par Uapplication
évidente que l'on notera ax ) soit nulle, et telle que la classe de 8, dans HY(Ty) soit égale
¢ u.

Si 0(t) est convergente, cela signifie que 8(t) définit une structure complexe Y; sur Y,
pour laquelle X C Y est une sous-variété analytique, ou encore que la courbe ¢t — Y, est
contenue dans M x. En général, I'existence d’une telle courbe formelle contenue dans My,
et ayant un vecteur tangent arbitraire en 0, élément de T M x (o), suffit & assurer que M x
est lisse; comme M x est évidemment contenu dans Mix), et que par le lemme 2.3, elles
ont méme espace tangent en 0, elles sont égales. Le théoréme 0.1 résulte alors de 1.7 et
le corollaire 0.2 résulte de 1.4 et 1.5. Il n’y a donc plus qu’a montrer le lemme 2.3 et la
proposition 2.4.
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2.5 Preuve du lemme 2.3 : Considérons les deux fleches naturelles o : Ty — Ty x et
B :Ty|x — Nx; elles induisent des applications (notées de la méme facon) a : HY(Ty)—
Hl(Ty|x) et B HI(TY|X) — H*(Ny). Il est alors bien connu que Pespace tangent & M x
en 0 est le sous-espace a™'(Ker 8) = Ker B o a de H'(TY).

Reprenant la notation w pour la deux-forme holomorphe de Y, on a par hypothése
wix = 0, et 'espace tangent & X est en tout point de X totalement isotrope maximal pour
w; w fournit donc une application naturelle & : Ty — §ly, qui est un isomorphisme, et
dont la restriction & X passe en un isomorphisme Wx : Nx ~ Qx.

Ces applications induisent des applications, notées de la méme fagon, au niveau des
groupes de cohomologie H' des faisceaux considérés, et ’on a évidemment : &x o foa =
j*o& : HY(Ty) — H'(Qx). Comme &x est un isomorphisme, on a Kerfoa =
Kerox o Boa = Kerj* o C HY(Ty). Or, d’apres 2.2, Kerj* o @ est aussi I'espace
tangent & M[x) en 0, ce qui montre le lemme.

2.6 Remarque : En général, si X C Y est une sous-variété quelconque de dimension n,
on a une application naturelle v : H'(Nx) — H"*1(Q}7!) telle que le diagramme suivant
commute :

Boa
HY(Ty) ———  H'(Nx)

*) r\ /

¥
Hn+l(Q1;,_l)

(cf. [3]).

La théorie des variations de structure de Hodge dit que Ker+jx} est 'espace tangent
& M|x], tandis que comme mentionné plus haut Ker§ o a est I'espace tangent & Myx.
La condition de semi-régularité de Bloch est linjectivité de v et assure (cf. [5]) 'égalité
Mx = Mx]. Dans le cas considéré ici, cette condition n’est pas réalisée en général (cf. §3),
et au premier ordre elle est simplement remplacée par la condition Ker foa = Keryofoa,
qui s’identifie & Pégalité Ker j* = Ker px) du lemme 1.5, si 'on note qu’en faisant agir w
sur chacun des espaces ci-dessus, le triangle (*) s’identifie & :

H'(Qy) ——  HY{(Qx)

= pL

a condition bien siir que yix)(w) = 0.

2.7 Preuve de la proposition : On utilise le résultat de [4], [13], [15], qui dit que M est
lisse, et la preuve est d’ailleurs directement inspirée de la démonstration de Tian, telle que
présentée par Friedman dans [7].

Pour 6 une section de Ty @ A%*(Y"), on note &3(8) le produit intérieur de w par 6 (comme
on l'a fait au lemme 2.5). Partant de u € TM x(p), on va construire par récurrence sur n
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une section 0, € Ty ® A% (Y), telle que 89, = 0 et 6; = u dans H'(Ty), et satisfaisant
les trois conditions :

n—1

a) 86, +1/2(3 _[6:,0a-i]) = 0

i=1

b) 8(&(6n)) = 0, dans Q3 ® A% (Y)

¢) ax(8,) =0, dans Nx ® AO'I(X),

1) Sin = 1:lapplication & fournit un isomorphisme entre Ty @ A%*(Y') et Qy @ A%*(Y'),
compatible avec les applications 9, et induit en particulier un isomorphisme entre H*(Ty)
et }_’Jk(Qy); la théorie de Hodge dit qu’on peut choisir une forme 1 de type (1,1) 8_
et O_ fermée représentant G(u) € H'(Qy). Posant v’ = &~ '(n) € Ty ® A%(Y), on a
donc u' = u dans H'(Ty), et 8(&(u')) = 0. D’autre part, par hypothése, et par le lemme
2.3, u’ satisfait : j*(@(u')) = 0 dans H'(Qx) : comme &(u') est _ et D_ fermée, on
en déduit par le “lemme 90" appliqué & X qu’il existe une fonction ¢ sur X telle que
J*(&(u")) = 90p. Etendant ¢ en une fonction @ sur Y, et posant 6; = u' —$~1(883), on
voit que 6 satisfait les conditions a), b) et c), le dernier point résultant du fait déja noté
que pour § € Ty @ A»(Y), j*(&(8)) = 0 dans Qx ® A (X) est équivalent ax() =0,
dans Nx @ A%1(X).

2) Supposons maintenant a), b), ¢) satisfaits pour ¢ < n, avec n > 2; on va d’abord

n—-1

trouver 8y, satisfaisant a) et b). Il est bien connu que Z[Gg, 6,._;] est un élément J-fermé de
i=1

Ty @ A%*(Y'), dont la classe dans H?(Ty ) mesure 'obstruction a étendre la déformation &

n—1
l'ordre n—1 de Y donnée par Z t'8; (les 8, satisfaisant la condition a)) en une déformation

=1

n—1
al'ordre n de Y. Cette obstruction est nulle du fait de la lissité de M, et donc Z[Gi, Orni]
—
n—1 '
est J-exact, ainsi que ‘:’(Z[Hh 0,—i]). On a par ailleurs le lemme suivant :
i=1

2.8 LEMME. — 8§i 0 et 6' sont des éléments de Ty @ A% (Y) satisfaisant : 85(0) =0 =
05(8"), alors 9([6,6')) = 0.

Démonstration : Ecrivons localement 6 = 3 x; ® dz; et §' = S xi ® dz;, ol les z;
sont des coordonnées holomorphes et les x;, x; sont des champs C*® de type (1,0); alors
(6,6 = D i x5] © dzi A dz; et 5(8) = Y intxi(w) @ dzi, &(6') = Y intyj(w) ® dz;

4,3 i j
Phypothese entraine donc : Vi, intyi(w) est d-fermée, ainsi que inty!(w), et I’égalité
o ([0,0']) = Zint[Xi,Xj'](w) ® dz; A dz; montre qu’il suffit de prouver : si x, ' sont des
. 1,3
champs de type (1,0), tels que int x(w) et int x/(w) soient O-fermées, alors int[x, x'I(w) est

O-fermée. Or cela résulte immédiatement du fait que w est d-fermée et du résultat analogue
tres classique de géométrie différentielle.

2.9 D’apres le lemme 2.8, et I’hypothese de récurrence,
n—1
QV(—1/2(Z[9,-, 6r—i])) est une forme O et J-fermée, et aussi d-exacte. Par le “lemme 88",

i=1
on en déduit quelle peut s'écrire Jy, oti 7 est une forme de type (1,1) O-fermée. Posant
6, = &71(n), on voit que 8/, satisfait les conditions a) et b). On peut bien siir ajouter
a 0, un élément ¢ de Ty ® A®!(Y), satisfaisant les conditions do(p) = 0 = d3(p), et
c’est ce que 'on va faire pour obtenir c). La condition c) étant satisfaite pour 7 < n il est
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n—1

tres facile de voir que ax(—l/Z(Z[G,',Bn,i])) = 0 dans Nx ® A%?(X), ce qui se réécrit

=1
encore : ax(06,) = 0 dans Nx ® A>*(X); ax(6),) fournit un élément de HY(Nx) qui

mesure Iobstruction & étendre la déformation X, _1 C Y;,,_; donnée par le développement
n—1

Ztiﬁi, ol les 8; satisfont a) et ¢), en une déformation X, C Y,, o la déformation a

=1
n—1

I'ordre n Y,, de Y est donnée par le développement Z #'6; +1"8" . Bien sir, en appliquant
i=1

Pisomorphisme &x : Nx ~ Qx défini en 2.5, & ax(8),), on obtient la forme j*(&(6L)),
de type (1,1) sur X ; pour construire 8, = 6}, + ¢, satisfaisant a), b), c), ot ¢ doit donc
satisfaire :00(p) = 0 = 0&(p), et j*(&(p)) = —5*(@(6,)), il suffit clairement de montrer :
la forme j*(&(8Y,)) sur X est la restriction d'une forme de type (1,1) 6— et O-fermée sur
Y. Comme par construction &(6},) est de type (1,1) O-fermée et que sa restriction a X est
O— et O-fermée, il faut montrer :

2.10 LEMME. — Soit 7 une forme sur X de type (1,1) 8 et O-fermée ; sin est la restriction
dune forme de type (1,1) O-fermée sur Y, alors n est aussi la restriction d’une forme de
type (1,1) O et O-fermée sur Y.

Démonstration : Soit n = j*(7) avec 97 = 0; alors 7 = j*(7), avec 0 7= 0. Donc la
classe de 7 dans H'(f2x) est dans I'image de la restriction j* : H}(Qy) — H'(2x); il en
va donc de méme pour 7, et la décomposition de Hodge de H?*(Y,C) fournit une forme '
sur Y, O— et O-fermée, de type (1,1) telle que j*(n') = n dans H'(Qx)). Donc n — j*(n')
est O- et O-fermée, et O-exacte; le lemme 80 entraine alors que 7 — j*(n') = 00y, ou ¥
est une fonction sur X, et donc si 3 est une extension de ¥ & Y, 7 est la restriction de
' 4+ 804, qui est de type (1,1), 0— et O-fermée sur Y.

Ceci acheve la preuve de la proposition 2.4. Comme noté plus haut, celle-ci entraine
légalité Mx = M?X], et aussi, par les résultats de §1, le théoréeme 0.1 et son corollaire
0.2.

2.11 Remarque : Il est facile de voir que le théoréme 0.1 reste vrai dans le cas ou X
n’est pas connexe. Par contre, I'égalité Mx = MFX] n’a plus nécessairement lieu si X n’est
pas connexe (comme le montre 'exemple de deux courbes rationnelles disjointes sur une
surface K3); cela refléte le fait que le lemme 1.5 n’est plus vrai dans ce cas.

§3 Exemples. —

1) Dans [2] A. Beauville montre que si S est une surface K3, le schéma de Hilbert Sl des
zéro-cycles de degré r de S est une variété symplectique irréductible (kéhlérienne en vertu
d’'un théoreme de Varouchas). Si S contient une courbe C lisse, on a une immersion du
produit symétrique C'") de C dans SU"], qui fournit une sous-variété lagrangienne de st
1l est facile de voir que 'image de la restriction j* : H2(SI") - H2(C(™) est engendrée par
les classes des diviseurs D, := image de ¢ x C"~V dans C(7, et de la diagonale de co,
(Notons que bien que I'image de j* soit engendrée par des classes de diviseurs la restriction
de j* & NS(SI1) n’a pas nécessairement la méme image, cf. 1.8).

Deux cas se produisent donc : a) si C est rationnelle, on arang j* = 1 et donc le théoréme
principal entraine que la sous-variété lagrangienne C (") est préservée sur une hypersurface
de la famille compléte des déformations de SU"). Toujours & cause du théoréme, on voit
facilement que cette hypersurface est transverse & la famille des déformations de St qui
restent du type T!", ot T est une déformation de S'; dans ce cas, S se déforme donc sur
une variété symplectique irréductible qui n’est plus du type “produit symétrique”, et qui
contient un espace projectif P,
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b) Par contre, si C n’est pas rationnelle, le rang de j* est égal & 2, et les déformations de
Sl préservant la sous-variété lagrangienne C'(") forment une sous-variété de codimension
deux, qui est donc nécessairement égale 3 la famille des variétés TU, ot T varie dans
I'hypersurface de la famille compléte des déformations de S, sur laquelle le diviseur C est
préservé.

2) Si 'on considére maintenant les variétés S, éclatement du produit symétrique 52
le long de sa diagonale A, et si 'on note 7 : E — A le diviseur exceptionnel, fibré en
coniques au-dessus de A ~ S, pour une courbe C' C S lisse, on obtient une sous-variété
lagrangienne de S en considérant la surface réglée = 4C) € E C S 1l est facile de
voir dans ce cas que le rang de la restriction j* est égal & deux. Les déformations de S@
préservant la sous-variété lagrangienne 7=1(C) sont donc les variétés T12 ot T contient
une déformation de C.

3) Si maintenant S est une surface K3 munie d’un diviseur ample H tel que H? = 2¢g—2,
et si S ne contient pas de courbe C telle que R°(H(—C)) > 2, on a une immersion naturelle
de la grassmannienne G des droites de P(H°(H)) = P9 dans 512972, On obtient ainsi une
sous-variété lagrangienne de S1?9=2, Comme H?(G) est de rang 1 et que j* n’est pas nul,
cette sous-variété se déforme avec S[?9=2 en codimension un dans la famille compléte des
déformations de S[29-2, En appliquant le théoréme, on voit facilement que I’intersection de
cette hypersurface avec la famille des déformations de S$12972 qui restent du type produit
symétrique est constituée des variétés T29=2 od H est une classe algébrique sur T', de sorte
que 'on peut construire des déformations qui ne sont plus du type produit symétrique, et
qui contiennent une grassmannienne.

4) Si S est une surface K3 dont le groupe de Picard est engendré par un diviseur H
tres ample avec H? = 2g — 2 et g pair, g = 23, il existe un unique fibré vectoriel stable E
de rang 2 sur S de déterminant H, satisfaisant c;(E) = s + 1 et h%(E) = s + 2. On voit
alors facilement qu’on a une immersion de P(H°(E)) = P*+! dans S1*t1 qui fournit une
sous-variété lagrangienne de SI*+1. Encore une fois, le théoréme montre que localement,
sur la famille des déformations de SI*+1 Pexistence de ce sous-espace P11 caractérise
les déformations de S pour lesquelles la classe de H reste algébrique, et aussi qu'on peut
déformer S+ sur une variété qui n’est plus du type produit symétrique, en préservant
cet espace projectif.

5) Si S est une surface quartique générique dans P3, la surface T des bitangentes de
S est naturellement immergée dans S!%. CPest une sous-variété lagrangienne puisque les
zéro-cycles Z¢ = 21 + z2 de S découpés par une bitangente £ de S satisfont 2Z; = £.5 qui
est constant dans C'Hy(S), ce qui entraine le résultat par le théoréme de Mumford [12].
Notons que HY(Qr) = H'(Nr) est de rang bien plus grand que celui de H*(Qgp), ce qui
entraine que la condition de semi-régularité 2.6 ne peut étre réalisée dans ce cas. Le rang
de la restriction j* est égal & 1 dans ce cas, comme il résulte du fait que le rang générique
de NS(T) est égal & 1. Encore une fois, on voit qu’on peut déformer S sur une variété
qui n'est plus de ce type et qui contient une déformation de T. Cet exemple differe des
précédents par le fait que T a un fibré canonique trés ample.

6) Surfaces K3 admettant une involution. Soit S une surface K3 obtenue comme un
revétement double d’une surface T, qui peut étre un plan, une quadrique, ou une surface
d’Enriques. La surface T satisfait h?° = 0 et son image naturelle dans S!? est donc une
sous-variété lagrangienne. L’application de restriction j* est surjective dans tous les cas, et
il est facile de voir qu’on peut déformer S en une variété qui n’est plus du type produit
symétrique, en préservant la sous-variété lagrangienne T. (En effet par le théoréme et
son corollaire 0.2, il suffit de voir que le diviseur exceptionnel E (cf. Ex. 2)) n’est pas dans
Porthogonal de Ker j*; or le contraire entrainerait que Ker j* est contenu dans I’orthogonal
de E, qui est encore égal & I'image “diagonale” de H?(S) dans H2(S3) (cf. [2]). Il est facile
de voir que cela n’est pas le cas. Par contraste avec les exemples précédents, la surface
d’Enriques fournit un exemple ot la codimension de la famille sur laquelle la sous-variété
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lagrangienne est préservée est assez grande (égale & 10).

7) La variété F des droites d’une cubique X de dimension 4 (cf. [2], [3]) fournit un
exemple explicite de variété symplectique qui n’est pas du type produit symétrique d’une
surface 3 et qui contient des sous-variétés lagrangiennes. La surface des droites contenues
dans une section hyperplane lisse de X est une telle sous-variété de F', se déformant avec
F aussi longtemps que F reste la variété des droites d’une cubique, c¢’est-a-dire dans une
hypersurface de la famille des déformations de F' (cf. [14]).

Si maintenant X contient un plan P, F contient le plan dual P”, qui constitue
évidemment une sous-variété lagrangienne de F. Comme H?(P") est de rang 1, on a rang
J* = 1 dans ce cas, et le plan P? est préservé dans une hypersurface de la famille des
déformations de F. Il est facile de voir que cette hypersurface est transverse & la famille
des déformations de F' comme variété des droites d’une cubique.

Tous ces exemples illustrent le contenu du théoréme, au sens ot ils exhibent des sous-
variétés lagrangiennes d’une variété générique dans une famille de déformations d’une
variété symplectique avec groupe de Picard fixé. La question suivante est assez naturelle.
Soit S une surface K3, ayant un groupe de Picard fixé. Peut-on construire toutes les sous-
variétés lagrangiennes des produits symétriques SI* par I'un des procédés décrits ci-dessus,
ou par des procédés similaires ?
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