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0. On poursuit ici l’investigation commencée dans [14] et [15]. Le lieu de
Noether-Lefschetz Y en degré d est défini comme l’ensemble des surfaces lisses de
degré d dans p3 dont le groupe de Picard n’est pas engendré par les sections
hyperplanes. Comme expliqué dans [9], [6], [14] la codimension attendue des
composantes F03BB de J est le nombre h2,0 = dim Sd-4, où l’indice À correspond
à la classe (peut-être multivaluée) qui "reste de type (1, 1)" sur J03BB. On appellera
composantes spéciales du lieu de Noether-Lefschetz les composantes qui ne sont
pas de la codimension h2,0. Comme expliqué dans [9], si S est lisse de degré
d, C c S une courbe de classe 03BB non proportionnelle à c1(OS(1)), on a:

S’il existe une 2-forme holomorphe sur S s’annulant le long de C, la co-
dimension de l’espace tangent de Zariski de YÂ au point S dans TPN(S) (où
PN = P(H0(OP3(d)))), est strictement inférieure à h2,0.

Maintenant, comme le degré d’une courbe contenue dans le diviseur d’une
forme canonique est borné par d(d - 4), on voit facilement qu’il existe un nombre
fini de composantes de YÂ, pour lesquelles le phénomène précédent se produit.
Ceci est certainement, outre le début de classification des composantes spéciales
donné dans [7], [14], [15], la motivation la plus sérieuse pour la conjecture
suivante due à J. Harris:

0.1. CONJECTURE. Pour chaque d, il existe un nombre fini de composantes
spéciales du lieu de Noether-Lefschetz en degré d.

On peut aller plus loin et poser la question suivante:

0.2. QUESTION (M. Green). Est-il vrai que les composantes spéciales de J
sont obtenues suivant le procédé décrit plus haut, i.e. si ,9’Â est spéciale, il existe
pour F générique dans YÂ une forme canonique co sur S dont le diviseur supporte
la classe Â? (on entend par là que la classe 03BB est une combinaison rationnelle des
classes des composantes de V(03C9)).

Finalement, rappelons, cf. [9], que l’espace conormal de J03BB c pN au point
F est le quotient de H0(KS) par le sous-espace N2,0(-03BB) défini par:
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H2,0(-À)F = {03C9~H0(KS)/~u~H1(TS), 03C9,u est orthogonal à 03BB}, où 03C9.u ~
H1(03A9S) et 03BB est vu comme un élément de H1(03A9S) ~ H1(03A9S)*.
Avec cette notation, le résultat établi ici est le suivant:

0.3. THEOREME. Soit d  7, et soit YA une composante réduite de Y. Alors pour
F générique dans YÂ, et pour tout co E H2,0( - 03BB)F, la classe À est supportée sur le
diviseur V(co) de S.

REMARQUES. (a) Cet énoncé ne répond pas strictement à la Question 0.2,
puisque l’on ne considère que des composantes réduites. Par ailleurs la réponse
est plus précise puisqu’elle décrit les formes canoniques dont le diviseur sup-
porte la classe 03BB.

(b) On peut se demander quelle est la généralisation du Théorème 0.3 en degré
 8. Il est tentant de hasarder la question suivante: est-il vrai que si YÂ est une
composante spéciale réduite, telle que pour F générique dans ,9,Â le rang de Pic(S)
soit égal à deux, l’espace H2,0( -À)F est de la forme: H0(OS(C)).H0(KS(- C)) ~
HO(Ks), où C est un diviseur sur S de classe proportionnelle à À, modulo
cl«9s(l»?
Pour clore cette introduction, on montre dans les lemmes suivants ce qui

conduit à distinguer le cas d  8.

0.4. LEMME. Soit S une surface lisse de degré d  7, et soit Q une surface lisse de
degré d - 4, telle que l’intersection Q n S soit une courbe réductible C1 ~ C2; il est
évident que le classe À de C1 n’est pas proportionnelle à c1(OS(1)), et l’on a: l’espace
H2,0(- À) est constitué des polynômes de degré d - 4 s’annulant sur l’une des
courbes Ci .

0.5. LEMME. Soit S une surface de degré 6 ou 7, et soit D un diviseur irréductible
effectif sur S. Alors l’espace H°(D).H°(Ks - D) c H’(Ks) est constitué de formes
s’annulant sur une courbe Dl c S, de classe proportionnelle à celle de D, modulo
c1(OS(1)).

0.6. LEMME. Les Lemmes 0.4 et 0.5 sont faux dès que d  8.

0.7. Preuve du Lemme 0.4. Comme Q est lisse, l’intersection Q n S est réduite.
Considérons les suites exactes, pour i = 1, 2:
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Elles induisent le diagramme suivant:

Par [9], p. 237, l’espace H2,0( - 03BB) est l’orthogonal de l’image de y 0 po a; il suffit
donc de montrer: pour l’un des entiers i, on a: H1(NCiP3) = 0 et l’application
a est surjective; en effet cela donne alors: H2,0(- 03BB) = (Im y o fl o 03B1)~ = (Im 03B3)~ =
HO(Ks( - Ci» 4 HO(Ks).

Considérons la suite exacte: 0 ~ NCiQ ~ NCiP3 ~ OCi(d - 4) - 0; on a d0Q =
d - 4  3, et donc KQ  0. Il vient donc H1(NCiQ) = H0(KQ|Ci)* = 0, car Ci est
réduite. On a donc H1(NCiP3) ~ H1(OCi(d - 4)).

D’autre part, H1(OCi(d - 4)) ~ H2(OQ(d - 4)(- Ci)) est encore le dual de
H’(KQ(Ci)(4 - d)) = H0(OQ(Ci)(-4)); or ce dernier espace ne peut pas être
non nul pour i = 1 et 2, puisque C 1 + C2~|OQ(d)l. On peut donc supposer
H1(NC1P3) = 0. Pour montrer la surjectivité de la restriction a: H0((OS(d)) ~
H0(OC1(d)), il suffit de montrer celle de la restriction a’: H0(OQ(d)) - H0(OC1(d)),
ou encore la nullité de H1(OQ(- C1)(d)) = H1(OQ(C2)); mais elle résulte du fait
que C2 est réduite, et donc H1(NC2Q) = 0, et de H1(OQ) = 0.

0.8. Preuve du Lemme 0.5. Le lemme est évident si hO(D) = 1, ou hO(Ks - D) = 1,
et l’on peut donc supposer h0(D)  2, h°(Ks - D)  2. Identifions H°(Ks - D) c
H°(Ks) à un sous-espace de H0(OP3(d - 4)) et supposons d’abord que, comme tel,
il ne s’annule pas sur une surface de P3; on peut alors trouver deux surfaces
Q 1, Q2 de degré d - 4, sans composante commune, telles que D c Q 1 n Q2; il en
résulte que d0(KD)  d0(OD(2d - 12)) (traiter séparément le cas où D est une
composante réduite de l’intersection 61 n Q2, et le cas contraire); or, comme
D est irréductible et h0(D)  2, on a D2  0; il vient donc par adjonction sur S:
d0(KD)  Ks.D = d0(OD(d - 4)); cela mène à une contradiction si 2d - 12 

d - 4, ou encore d  8.

Enfin, supposons que H°(Ks - D) c H0(KS) ~ H0(OP3(d - 4)) s’annule sur
une surface de degré k  d - 4, d’équation T; alors T s’annule sur D, car D est
irréductible, et l’on a: H°(Ks - D) c T.H0(OS(d - 4 - k)); donc T engendre
H0(OS(- D)(k)), qui est donc de dimension un. Posant D 1 = l’unique élément du
système |OS(- D)(k)l, on a bien le résultat annoncé.
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0.9. Preuve de Lemme 0.6. Prenons une surface S d’équation F = P1Q1 + P2Q2,
avec d°P1 = d1,doQl = d - d1,doP2 = d2, d°Q2 = d - d2. Puisque d  8, on
peut choisir di tels que di  d - 4, et d - di  d - 4, pour i = 1, 2. Si Pi, Qi sont
génériques sans zéro commun, la surface S est lisse; considérons la courbe
C d’équations Pl = P2 = 0, contenue dans S; la classe de C n’est pas proportion-
nelle à c1(OS(1)) et l’on montre facilement que H2,0(-03BB) ~ H0(KS) est la
composante de degré d - 4 de l’idéal engendré par P1, P2, Q1, 62 Comme on
a di  d - 4 et d - di  d - 4, et que Pi, Qi n’ont pas de zéro commun,
H2,0( - À) c HO Ks) est sans point base, ce qui donne un contre-exemple au
Lemme 0.4.

Supposons maintenant que l’on a d0P1  dOQ2, et soit k = d0P1 - d0Q2;
alors pour tout T ~ H0(OP3(k)), F peut encore s’écrire: F = (Pl - TQ2)Ql +
(P2 + TQ1)Q2; la courbe CT d’équations Pi - T Q2 = P2 + TQ1 = 0 est con-
tenue dans S et linéairement équivalente à C: il est facile de voir que les courbes
CT décrivent en fait tout le système linéaire |C|, et d’en déduire que l’espace
H0(OS(C)).H0(KS - C) c H°(Ks) est encore la composante de degré d - 4 de
l’idéal engendré par P1, P2, Q1, Q2. Comme ce système linéaire est sans point
base, cela donne un contre-exemple au lemme 0.5.

Rappels et notations: cf. [15]

0.10. On note Sk := H0(OP3(k)).
0.11. Sô c Sd est l’ouvert constitué des polynômes F paramétrant une surface
lisse S. Contrairement à ce que l’on a fait en introduction, on se placera désormais
sur Sô (au lieu de l’espace projectif associé); le lieu de Noether-Lefschetz J est
donc un sous-ensemble de Sd0.

0.12. Pour F E Sô, on note Jk(F) (parfois Jk) la composante de degré k de l’idéal
jacobien de F, engendré par les dérivées partielles ~F/~Xi; on note Rk(F) (parfois
Rk) le quotient Sk/Jk(F); R = ~kRk est l’anneau jacobien de F.

0.13. On a des isomorphismes naturels:

(le dernier isomorphisme n’est valable que si d &#x3E; 4), et H2(OS) ~ R3d-4. On
a aussi un isomorphisme canonique: R4d-8(F) ~ C, qui, par le produit dans
l’anneau R, fournit une dualité parfaite entre Rk(F) et R4d-8-k(F). Les iso-
morphismes ci-dessus font correspondre cette dualité à la dualité de Serre.

0.14. Si 03BB est une classe entière primitive de type (1, 1) sur S, la classe 03BB ~
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H1(03A9S)prim correspond par l’isomorphisme de 0.13 à un élément P de R2a-4(F).
Le diagramme suivant est alors commutatif:

où [03BB] est le cup-produit par 03BB ~ H1(03A9S), et mp est la multiplication par P dans
l’anneau R.

0.15. Pour un sous-espace W c Rk, on note W c Sk l’image réciproque de W
par la projection naturelle Sk ~ Rk; de la commutativité du diagramme 0.14, on
déduit facilement: TJ03BB(F) = Wd, où Wd c Rd(F) est le noyau de mP et P, À, F sont
comme en 0.14.

0.16. De H2,0(-03BB) = (Im[03BB])~ c H°(Ks) (cf. [9]), on tire:
H2,0(-03BB) = (Im mP)~ c Rd-4, en utilisant la dualité R3d-4 ~ (Rd-4)*de 0.13.

Comme la multiplication par P est self-duale, on a encore: R2,0(-03BB) = tid-4 =
»’d-4, où Wd-4 = Ker mP: Rd-4 ~ R3d-8,
De ce qui précède, on tire: la codimension de T Y ¡(F) c Sd est égale à h2,0 - k,

où k = dim H2,0(- À). Si F03BB est réduite et spéciale, on a en un point générique
F de J03BB, k = h2,0 - codim F03BB &#x3E; 0.

Section 1

1.1. Soit Y¡ c si une composante réduite spéciale du lieu de Noether-Lefschetz
en degré d. En chaque point lisse F de J03BB, on a déterminé en Section 0 un

sous-espace H2,0(-03BB)F C H0(KS) ~ Sd-4, de dimension k = h2,0 - codim J03BB.
Cet espace varie holomorphiquement avec F ~ J03BB, et fournit donc une applica-
tion holomorphe ~:J03BB ~ Grass(k, Sd-4). On se propose dans cette section
d’étudier la différentielle de X. Le point intéressant concernant l’inclusion
H2,0(-03BB) c Sd-4 est que l’on a, par 0.15, 0.16: WF:= S4.H2,0(-03BB) c TJ03BB,F ~
Sd. Au point générique F de J03BB, la dimension de WF est localement constante, et
l’on a ainsi une distribution holomorphe: WF c TJ03BB(F) sur la variété J03BB.

Les résultats établis dans cette section sont les suivants:

1.2. PROPOSITION. Si d  7, la différentielle ~*,F de x au point F est nulle sur
le sous-espace WF ~ TJ03BB(F).

1.3. COROLLAIRE. Si d  7, la distribution WF est intégrable.

1.4. COROLLAIRE. Sur les variétés intégrales de la distribution WF, l’applica-
tion x est constante.
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1.5. COROLLAIRE. Les variétés intégrales de la distribution WF sont exacte-
ment les systèmes linéaires F + S4. .H2,0( - À)F (ou plus précisément leur intersection
avec S’), qui sont donc contenus dans YÂ. Le long de ces espaces, le sous-espace
H2,0(- À) C Sd-4 est constant.

1.6. REMARQUE. Il est clair que l’on doit s’attendre à ces énoncés, si le

Théorème 0.3 est vrai, et si comme le suggère le Lemme 0.4, en degré d  7,
l’espace H2,0(- À) est constitué de polynômes s’annulant sur une courbe de S, de
classe proportionnelle à À, modulo c1(OS(1)); en effet, cette courbe est alors
contenue dans tout élément du système linéaire F + S4.H2,0(-03BB)F, et y déter-
mine un diviseur de classe non proportionnelle à une section plane.

1.7. REMARQUE. Les trois corollaires sont faux dès que d  8, comme le
montre l’exemple donné dans la preuve du Lemme 0.6.

1.8. Soit F ~ J03BB c Sd 0 un point lisse de YÂ, paramétrant la surface S; soit

F1H2(S, C)prim := H 2,0(S) ~ H1,1(S)prim C H 2(S’ C)prim. Rappelons, [2] [8], que
le résidu fournit une application surjective resF : S2d-4 ~ F1H2(S, C)prim donnée
par resF(P) = (P/F2).03A9~H3(P3BS, C) ~ H2(S, C)prim, où 03A9:= 03A3i(-1)iXidX0 A
..di.. A dX3.

Via les projections: S2d-4 ~ R2d-4(F), et F1H2(S, C)prim ~ H1,1(S)prim, resF
induit l’isomorphisme R 2d-4 H1(Qs)prim de 0.13.

1.9. Soit À ~ 0 E H2(S, Z)prim n H 1,1 (S); alors À E F 1H2(S, c)prim, et il existe donc
P ~ S2d-4, tel que À = resF(P)’
Notant P l’image de P dans R2d-4, on a, par 0.15: TJ03BB(F) = Wd, et par 0.16

H2,0( - À) = tfd-4’
1.10. Pour tout entier k  0, introduisons les applications D k: Jk(F) ~ Rk-d(F),
DkF: jk (F) , Hom(Sd, Rk(F», définies par:

et,

il est facile de voir que ces applications sont bien définies (i.e. ces expressions ne
dépendent que de 03A3iPi~F/~Xi e Jk(F) et non pas des PJ. Le lemme suivant donne
la signification de DkF:

1.11. LEMME. Soit t ~Ft une application holomorphe du disque dans Sd, avec
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Fo = F soit R = (dFt/dt)t=0 ~ Sd; soit (~t)t~0394 une section holomorphe du fibré
t - Jk(Ft) ~ Sk: alors: (dqJt/dt)t=o = DkF(~0)(R), modulo Jk(F).

Démonstration. On peut trouver des sections holomorphes Pi(t) ~ Sk-d+1

telles que: qJt = 03A3iP1(t)~Ft/~Xi. Différenciant par rapport à t, on obtient:

ce qui est égal, modulo Jk, à

Le lemme suivant établit la relation entre Di et la connexion de Gauss-Manin
sur (H2(S, C»FeSg.
1.12. LEMME. Soit t~Ft une application holomorphe du disque dans Yl,
avec Fo = F. Soit Pt~S2d-4 une section holomorphe, telle que reSFt(Pt) = Àt E
F1 H2(St, C). Soit R = (dFt/dt)t=0, on a: (dPt/dt)t=o = DFd-4(RPo), modulo
J2d-4(F).

Démonstration. Notons d’abord que le terme de droite a un sens, puisque
Ft E J03BB ~ R e TJ03BB(F) ~ RPo e J3d-4 (F), par 0.15. Pour vérifier l’assertion, on
utilise bien sûr le fait que la section (03BBt)t~0394 est plate. Ecrivons Ât = ResSt(Pt/F2t). Q;
d’après [2], la différentiation de Gauss-Manin appliquée au terme de droite
s’obtient simplement en différenciant par rapport à t la forme méromorphe
(Pt/F2t).03A9, ce qui donne:

Par hypothèse, RPO ~ J3d-4(F), et il existe donc par [8], un polynôme Q E S2d-4,
tel que (Q/F2).03A9 = (RP0/F3).03A9 + d03A6 (**), où (D est une forme de degré deux sur
P3, ayant un pôle d’ordre deux le long de S. De plus, par 0.13 et 1.8, la réduction
de Q modulo J2d-4 est uniquement déterminée par RPo, et l’on doit donc avoir
par (*): 2Q = (dPt/dt)t=0, modulo J2d-4. Il n’y a donc plus qu’à déterminer Q,
modulo J2d-4: A2Çlp3(3) est engendré par les formes

et i  j  k. Une forme 03A6 ~ H0(039B203A9P3(2S)) peut s’écrire sous la forme:



54

03A6 = 03A3l03A6l/F2·03A9l; il est facile de calculer qu’on a alors:

Ecrivant RPO = 03B4iTi~F/~Xi, avec Ti~S2d-3, l’identité (**) devient:

puis:

On obtient donc la solution évidente: Ti = -203A6i, Q = -03A3l~03A6l/~Xl). Comme
Q est uniquement déterminée modulo J2d-4 par la condition (**), on a donc:
Q = 1/2)(03A3i~Ti/~Xi) (modulo J2d 4) et (dPt/dt)t=o = DJ,d-4(RPo) dans R2d
Avant de calculer la différentielle x* , notons la relation évidente entre DkF et DkF:

1.13. LEMME. Pour qJEJk(F),RESd, on a: DkF(~)(R) = Dk+dF(~R) - RDkF(~).
Démonstration. Cela résulte immédiatement des définitions et de la règle de

Leibnitz.

1.14. Finalement, on utilisera encore la notation DF pour l’application de Jk
dans Hom(Sd+a, Rk+a), définie par DkF(~)(R) = Dk+d+aF(~R) - RDkF(~), où R E
Sd+a et ~ ~ Jk(F), a ~ Z.

Rappelons maintenant que x est une application définie sur YÂ, à valeurs dans
la Grassmannienne Grass(k, Sd-4), et qu’on a: X(F) = H2,0(-03BB)F C Sd-4 =
Ker mpo: Sd-4 ~ R3d-8(F). La différentielle X*,F au point F est donc une appli-
cation linéaire

et le composé

est bien défini. On a alors:

1.15. LEMME. Pour
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Démonstration. y). est par hypothèse lisse au point F, et l’espace H2,0(- 03BB) c
Sd-4 est de dimension localement constante au voisinage de F. Soit t ~ F, une
application holomorphe du disque dans YA, avec Fo = F, et (dFt/dt)t=0 = R.
Soit une section holomorphe (Pt)t~0394 de S2d-4, telle que Àt = resFtPt ~ F1H2(St, C)
et soit (6f)teA une section holomorphe de la famille (H2,0(- Â)FJteA, telle que
Qo = Q ; il est bien connu que XI,F(R)(Q) = (dQ,Idt),=O, modulo H2,0( - À)F’
Comme par 0.16,

on a: PtQt ~ J3d- 8(Ft). D’après le Lemme 1.11, on obtient donc: (d(PtQt)/dt)t=0 =
DFd-8(PoQo)(R), modulo J3d-S(F). Développant le premier terme, on obtient:

D’après le Lemme 1.12, on a enfin: (dPt/dt)t=0 = D3d-4F(P0R) dans R2d-4(F),
ce qui donne bien l’égalité (E).

Appliquant enfin le Lemme 1.13, on peut réécrire (E) sous la forme:

où le dernier terme est défini en 1.14.

On déduit aisément de (E’) le résultat suivant:

1.16. LEMME. Soit

(cela résulte en effet de la propriété évidente: pour ~ E Jk(F), S E S", T ~ S’,
Dk+mF(T~)(S) = TDkF(~)(S), dans Rk+m-d+n(F)).

La condition d  7 apparaît donc naturellement à ce stade; en effet, il est clair
que l’inclusion ci-dessus est très contraignante lorsque d - 4  4. En fait on
montrera en Section 3 la proposition suivante:

1.18. PROPOSITION. Si d  7, tout ~ ~ R3d-12(F), satisfaisant la conclusion
du corollaire 1.17 est nul.

Il est facile d’en déduire les résultats annoncés au début de cette section:
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1.19. Preuve de la Proposition 1.2. D’après (E"), on a, pour Q, Q’ E H2,0(- Â)F,
T E S4, Po.X*,F(TQ/)(Q) = T(p(Q, Q’) = 0, par la Proposition 1.18. On en déduit
immédiatement que x*,F(TQ’)(Q) = 0, puisque la multiplication par Po induit
une injection: Sd-4/H2,0(-03BB)F  R3d-8(F). On en déduit immédiatement par
linéarité que ~*,F|WF = 0, puisque par définition WF = S4.H2,0(-03BB)F ~ TJ03BB(F).
1.20. Preuve des corollaires. On suppose bien sûr F générique, de sorte que la
dimension de WFt est localement constante au voisinage de F. Considérons
l’inclusion WF c S’, variant holomorphiquement avec F ~ J03BB; elle fournit donc
une application X’: Y;. -+ Grass(k’, S’); de WF = S4.H2,0(-03BB)F, et du fait que
X*,FlwF = 0, on tire immédiatement: ~’*,F|WF = 0; or cela entraîne de toute
évidence la condition d’intégrabilité.

D’autre part, cela entraîne en fait: soit X une variété intégrale (locale) de la
distribution W, alors X est un ouvert dans l’espace affine F + S4.H2,0(-03BB)F. En
effet, par définition des variétés intégrales, l’application ~’|X peut s’interpréter
comme l’application de Gauss de X c si. Comme sa différentielle est nulle
sur X, le résultat découle de [10], p. 367.

Enfin, comme par la Proposition 1.2, la différentielle de x est nulle sur X,
l’espace H2,0(-03BB) est constant le long de X; notant finalement que YÂ étant un
ensemble algébrique, si YÂ contient un ouvert usuel de l’espace affine

F + S4.H2,0(-03BB)F, J03BB contient en fait (F + S4.H2,0(-03BB)F)0 :=
(F + S4.H2,0(-03BB)) ~ Sd0, les corollaires 1.3, 1.4, 1.5 sont démontrés.

Section 2

2.1. On se propose dans cette section de montrer que les composantes réduites

spéciales du lieu de Noether-Lefschetz en degré  7 satisfont la conclusion 0.3.
D’après les résultats établis en Section 1 (moyennant la preuve de la Proposition
1.18), on a: soit d  7; soit YÂ c S’ 0 une composante spéciale réduite de J; soit
F un point générique de YÂ, et soit Q ~ H2,0(-03BB)F C Sd-4; alors (F + Q. S4)0 ~
YÂ, et pour G générique dans (F + Q.S4)0’ on a H2,0(-03BB)G = H2,0(-03BB)F. Nous
allons en déduire:

THEOREME 0.3. Pour F générique dans Y;., et Q E H 2’ °( - Â)F, le diviseur V(Q s )
(où S est la surface définie par F) supporte la classe 03BB, i.e. À est une combinaison

rationnelle des classes des composantes de V(Qls).

2.2. Évidemment, on désire appliquer comme dans [ 15] la méthode de Griffiths
et Harris [16], à un pinceau générique du type tF + QT, où T E S4. Malheureuse-
ment Q peut être très singulière, (éventuellement non réduite), de sorte qu’il est
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difficile d’expliciter un modèle lisse pour l’éclatement de P’ le long du base locus
F = Q T = 0, et a fortiori après un éventuel changement de base t = sk. La

proposition suivante et ses corollaires permettent de contourner cette difficulté.

2.3. Soit T un polynôme de degré 4, tel que la courbe C d’équations T = F = 0
soit lisse. Soit Q ~ Sd-4 fixé, et supposons que le pinceau F, = F + tQ T, t ~ P1,
soit contenu dans YÂ; la classe 03BBt E H2(St, Z) n H1,1(St) est bien définie dans un
voisinage simplement connexe U de 0; soit Jt ~ Pic St le faisceau inversible de
classe 03BBt; on définit une application a: U ~ Pic C par a(t) = 2tle (ce qui a un sens
car C ce St pour tout t). On a la proposition suivante:

2.4. PROPOSITION. Si Q ~ H2,0(-03BB)F, la différentielle de a est nulle en t = 0.
Démonstration. La classe Ào E H2(F, Z ) est de type (1, 1), et donc Ào ~ H1(03A9S).

Le cup-produit avec 03BB0 donne des applications [Ào]: H1(TS) ~ H2(OS) et [Ào]:
H1(TS(- C)) - H2(OS(- C)), et le diagramme suivant est commutatif:

où T est considéré comme la section canonique de H0(OS(C).
On a une application naturelle à : H0(OS(d - 4)) - H1(TS(- 4)) = H1(TS(- C)),

induite par la suite exacte: 0 - Ts(- 4) ~ Tp3 ls(- 4) ~ (9s(d - 4)) - 0. Q E Sd-4
fournit donc un élément Q de H1(TS(- 4)); de Q E H2,0(-03BB)F, on tire: [03BB0]. Q = 0
dans H2(OS(- 4)) ; en effet, pour tout Te S4, T.Q~H1(TS) est annulé par [03BB0], et
la commutativité du diagramme (D), pour tout T, entraîne que [03BB0].Q satisfait:
~T ~ S4, T.[03BB0].Q = 0 dans H2(OS); cela entraîne [Ào]. Q = 0 dans H2(OS(- 4))
du fait de la surjectivité du produit 03BC: H0(KS) ~ H0(OS(4)) ~ H0(KS(4)).

Maintenant le résultat découle de la description suivante de la différentielle
de ce en 0. L’application de Kodaïra-Spencer en 0 envoie 0/ ot sur la projection
TQ de T Q dans Rd(F) ~ H1(TS); TQ provient évidemment, via T, de Q E
H1(TS(-C).[03BB0].Q appartient alors à H2(OS(-C)) et est envoyé sur 0 dans
H2(OS) par T, puisque par hypothèse TQ est tangent à YÂ, et par la com-
mutativité de (D). Ecrivant la suite exacte: 0 ~ OS(-C) ~ OS ~ OC ~ 0, on
obtient la suite exacte: 0 ~ H1(OC) ~ H2(OS(- C)) T H2(OS); [Âo].Q est donc
naturellement un élément de H1(OC), et est égal à 03B1*(~/~t).

De Q EH2,0( - Â)F, on tire donc [Ào]. Q = 0 dans H2(OS(- 4)), puis 03B1*(~/~t) =
0, dans H1(OC), et la proposition est démontrée.
De la proposition, on tire le corollaire suivant:
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2.5. COROLLAIRE. (i) La classe 03BB est invariante par monodromie sur la variété

(F + Q.S4)0.
(ii) Pour T E S4, tel que la courbe C définie par F = T = 0 soit lisse, la restriction

2tle est indépendante de tEP 1, où 2t c- Pic St est le faisceau inversible de classe 03BBt
(globalement définie), et St est comme en 2.3.

Démonstration. Pour montrer (i) il suffit de le montrer sur un pinceau géné-
rique passant par F, i.e. de la forme (F + tQT)t~P1, avec T générique dans S4. Sur
un tel pinceau la classe Àt est localement définie (peut-être globalement multi-
valuée) ; l’application a : t - 2tle (multivaluée) est partout de différentielle nulle
d’après la Proposition 2.4, et parce que d’après 2.0, Q ~ H2,0(-03BB)Ft pour tout t.
On en déduit qu’elle est en fait globalement constante. Soit alors À’ E H2(S, Z)
une classe obtenue à partir de 03BB par monodromie; on a par ce qui précède
J’|C = 21e, où 2’ est le faisceau inversible sur S de classe 03BB’ (noter que 03BB’ est

encore de type (1, 1) puisque le pinceau est contenu dans J03BB). Or C est générique
dans |OS(4)| et donc l’application de restriction Pic S - Pic C est injective. Il vient
donc 2’ = J, et À’ = 03BB, ce qui montre (i); (ii) suit alors de (i) et de sa dé-
monstration.

Avec ce corollaire, il est aisé d’appliquer les arguments de Griffiths et Harris
[16], pour démontrer le Théorème 0.3: on montre d’abord le lemme suivant:

2.6. LEMME. Soit F E J03BB un point générique, Q E H2,0( - 03BB)F; soit D := V(Q Is) le
diviseur de Q sur S: soient T E S4 générique, et C la courbe d’équations F = T = 0.
Alors il existe des entiers k, n, ni, tels que J|~kC = nhc + 0394inipi dans JC, où
hc = cl(OC(1)), et {pi} est l’ensemble D n C.

Démonstration. T étant générique, la courbe C est lisse, ainsi que la surface
1 d’équation T. Comme d0T = 4, on peut aussi supposer que Pic(£) = Z est
engendré par h03A3 := cl(O03A3(1)).
Pour A un disque suffisamment petit, soit fI la variété de dimension trois

définie par: X = {(x, t)E p3 x A/(tF + QT)(x) = 0}. fI est non singulière en
dehors de 0, qui est constituée de la réunion de X et de V(Q). De plus, on
a l’inclusion naturelle C x A c X, avec C x {0} c X x {01 c X,,. D’autre part,
il est facile de voir que l’intersection de Sing  avec X est supportée sur les points
pi, qui constituent l’intersection 03A3 ~ S n V(Q). On en déduit:

Il existe une désingularisation i: Z ~  de , telle que le transformé propre
de Y- dans Z est lisse et isomorphe à 03A3 en dehors des points pi, et le transformé
propre C x A de C x A dans Z est lisse et isomorphe à C x A en dehors des
points (pi, 0).

Soit Z, = (pr2 - 03C4)-1(t); d’après le Théorème 1.5 et le Corollaire 2.5 on a: il

existe un fibré inversible 2t sur Z, de classe 03BBt, uniquement déterminé, pour t ~ 0;
de plus, on a: £fij c = a := cl(2Ie), où 2 est le faisceau inversible sur S de classe 03BB.
Comme Z est lisse, il existe un entier k, et un fibré inversible Jf sur Z, tel que

pour tout t ~ 0, on ait: K|Zt = J~kt.
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Considérons la restriction de 5i à C x A: on a cl(K|C {t}) = cl(J~kt|C) = ka
pour t ~ 0, et l’on en déduit: cl(K|C0394) = (pr1 03BF 03C4)*(k03B1) + E, où E est un diviseur
supporté sur le diviseur exceptionnel de C x A, i : C x 0394 ~ C x A est la res-

triction de i : Z ~  et pr 1: C x 0394 ~ C est la première projection.
Notant Co le transformé propre de C x {0} dans C x A, on en déduit

immédiatement: il existe des entiers mi tels que

(où l’on a identifié dans le second membre Co à C);

cela résulte en effet des considérations précédentes et du fait que le diviseur
exceptionnel de C x A ne rencontre Co qu’aux points pi . Par ailleurs, considérons
la restriction de .Yt à 2; comm Pic(E) = Z. h on doit avoir cl(K |03A3) = nh03A3 + E’,
où E’ est un diviseur supporté sur le diviseur exceptionnel due 2. Restreignant
cette identité à Co c 2, on obtient: il existe des entiers mi tels que:

Comparant (*) et (**), on obtient bien l’égalité désirée, avec ni = mi - mi .

2.7. On achève maintenant la preuve du Théorème 0.3 comme dans [12], [16].
Ecrivons D = 03A3jkjDj, avec Dj irréductibles; on a alors {pi} = Uj{qk,j}, où

{qk,j} = C n Dj. D’après [12], lorsque C décrit un ouvert de Zariski de |OS(4)|,
la monodromie sur l’ensemble {pi} agit comme le produit sur j des groupes
symétriques permutant les points qk,j.
On en déduit immédiatement que dans la relation ka = nhc + 03A3j(03A3knk,jqk,j)

on a en fait tous les nk,j égaux à une constante n’j; comme 03A3kqk,j = Dj. C, si C est
générique, on obtient finalement:

Rappelant que oc = cl(E|C) et que C est un élément générique de |OS(4)|, on en
déduit finalement k03BB = nh + 03A3jn’j[Dj], ce qui achève la preuve du Théorème 0.3.

Section 3

3.0. Cette section est consacrée à la preuve de la Proposition 1.18. Le cas d = 6
est facile et l’on se contentera de détailler la démonstration dans le cas d = 7; on
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a alors 2d - 4 = 10 = d°Po, et 3d - 12 = 9 = d°qJ. On rappelle que ~ ~ R9 et
satisfait la condition ~.S4 c P0S3 c R13, et l’on veut montrer que ~ = 0.
Notons, pour tout k, Wk = Ker(P° : Rk ~ Rk+10), et W’k = Ker(~: Rk -+ Rk+9).
La condition qJ.S4 c poS3 = W~7 est équivalente à: ~U e W7, ~T ~ S4, qJ. T. U = 0
dans R20 ~ C (cf. 0.13), ce qui entraîne encore: W7 c W’7; on en déduit aussi
Wk c W’k pour k  7, puisque W’k = [W’7:R7-k], Wk = [W7:R7-k].

3.1. De ~.S4 c POS3, on tire enfin une injection: R4/W’4  R3/W3, qu’on
notera qJ4, définie par le composé: R4/W’4 ~ P0S3 ~ R3/W3. Bien sûr, qJ4
s’étend en fait en une application injective ~ = ~k4 ~k: ~k4 Rk/W’k ~
~k4 Rk-1/Wk-1 de R-modules.

3.2. Notons enfin que puisque d°qJ = 9, on a une dualité parfaite entre Rk/W’k
et R11-k/W’11-k, donnée par le composé:

tandis qu’on a une dualité analogue entre R k/ Wk et R10-k/W10-k, du fait que
d°P° = 10.
On a donc en particulier codim W’4 = codim W7, et comme W7 c W7, on a:

codim W’7  codim W7 = codim W3  19, puisque par hypothèse W3 =1- 0, et
dim S3 = dim R3 = 20.
On supposera désormais 9 ~ 0, de manière à obtenir une contradiction. La

première étape consiste à établir la proposition suivante:

3.3. PROPOSITION. On a: codim W’4  12 et ’4 a un base locus de dimension
positive (cf. notation 0.15).

La démonstration se fera par une série de lemmes (3.4-3.7):

3.4. LEMME. Si codim W’4 &#x3E; 15, alors codim W3  codim W4.
Démonstration. Posons H3 = Image réciproque de lm qJ4 dans S 3; si

codim W4 &#x3E; 15, on a codim H3  3, et par [4], cela entraîne codim S3.H3 
codim H3, où S3.H3 c S6 est l’espace engendré par H3 en degré 6. On en déduit
alors: codim Im ~7  codim lm ~4, et comme dim R4/W’4 = dim R7/W7, et
que les çk sont injectives, on obtient immédiatement le résultat, par codim W6 =
codim W4.

3.5. LEMME. Si codim W4 &#x3E; 12, on a: soit codim W3  codim W4, soit

codim W’3  codim W’4.
Démonstration. Avec les notations précédentes, l’hypothèse codim W’4 &#x3E; 12,

entraîne codim H3  6. Si codim H3  3, on raisonne comme en Lemme 3.4, et
donc la première possibilité a lieu. Si d’autre part, on a 6  codim H3  4 par le
théorème de Gotzmann [17], on voit facilement que l’on est dans l’une des
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situations suivantes: (a) codim Sk.H3  codim H3, (b) H3 est contenu dans
l’idéal Ià(3) d’une droite A de P3. Si (a) a lieu, on conclut comme en Lemme 3.4.
Si (b) a lieu, on a H3 c IA(3) est de codimension  2. Toujours par [17], on a
dans ce dernier cas: codim(Sk.H3 c IA(3 + k))  codim(H3 c I0394(3)); il vient

alors:

et sa codimension dans ce dernier espace est inférieure ou égale à celle de Im qJ4
dans IA(3)/W3. Mais d’autre part, de J6 sans point base, on déduit facilement
que rang J7|0394  4 et donc que rang 7|0394  4. On a donc: la codimension de
IA(7)/W7 n IA(7) dans S7/7 est au plus quatre. On obtient finalement les
inégalités:

De dim S7/7 = dim S3/3, et de l’injectivité des ~k on en déduit : dim S3/’3 =
dim S8/’8  dim S4/’4, ce qui prouve le lemme.

3.6. LEMME. Les inégalités du Lemme 3.5 sont impossibles.
Démonstration. On se contentera de traiter la première inégalité; la seconde se

traite de la même manière: pour P ~ P3, un plan d’équation  ~ S1, on note
mk: Sk/k ~ Sk+1/k+1, la multiplication par P. Montrons d’abord que
l’hypothèse dim S3/3  dim S4/4 entraîne: mk est un isomorphisme, pour
3  k  6, et P générique: ceci est facile. Il suffit en effet de montrer que mi est
injective, puisque cela entraîne que m3 est surjective, donc que mk est surjective,
pour k  3, et par dualité (noter que pour la dualité Sk/k ~ Rk/Wk ~ (R10-k/
W10-k)* ~ (S10-k/10-k)*, on a: mk est duale de m9-k), mk est un isomor-
phisme pour 3  k  6. Or, de 19  dim S3/3  dim S4/4 = dim S 6/ W6 , on
tire : codim 6  19, puis par [4] p.1, codim 6|P  3 pour P générique. Comme
W61P est sans point base, il vient donc: codim 7|P  2 ce qui équivaut à:
corang m6  2; par dualité, on a alors dim Ker m3  2, et l’inégalité dim S4/4 
dim S3/3 entraîne alors corang m3  2, d’où codim 4|P  2 ce qui entraîne
facilement 7|P = H0(OP(7)); mais alors m6 est en fait surjective, et donc mi
est injective, ce qui prouve l’assertion. Maintenant, de mi surjective, on tire
4|P = H0(OP(4)), pour P générique, et comme W4 c ’4, on a aussi ’4|P =
H0(OP(4)), ce qui entraîne m’l surjective où m’l est la multiplication par
:Sk/’k ~ Sk+1/k+1. Utilisant la dualité Sk/’k ~ (S9-k/9-k)*, avec
mt duale de m’8-k, on obtient finalement :

3.7. La multiplication mt est un isomorphisme pour 3  k  7. Soit maintenant
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-9 c S 1 l’hypersurface définie par la condition: "m’j n’est pas un isomor-
phisme". Pour P e -9, correspondant au plan P, on a: corang m’f = corang m’p6 =
corang m’p7 &#x3E; 0 (ces égalités résultent en effet du fait que les m’ sont des iso-
morphismes si Q est générique, et commutent avec les m’ p ). La dernière égalité
s’écrit encore: codim ’7|P = codim ’8|P, et comme codim ’7|P est sans point
base (et diffèrent de H0(OP(7)), on en déduit codim ’7|P  8.

3.8. Définissant alors Wk, pour tout k  0, par: Sk/Wk = Ker m’k, on a donc:
dim S3/"3 = dim S4/"4 = ... = dim S7/"7  11, et pour Q générique dans S,
les multiplications m"k: Sk/ff,k Sk+1/"k+ 1 par Q, sont des isomorphismes
pour k  6. Introduisant l’hypersurface !!fi’ de S1 définie par la condition: "m"3
n’est pas un isomorphisme", et raisonnant comme plus haut, on obtient facile-
ment : !!fi’ est un hyperplan multiple de S, soit Ix(1), pour un point x de p 3, et pour
 ~ D’, 5.S3 c "8. Cela entraîne bien sûr I5x.S3 c "10, et comme Wïo con-
tient J1o, on en déduit facilement que Wïo = S10, cela entraîne finalement
Wk = Sk pour k  10, car ["k] = 1 S10-k]. On a donc prouvé: pour
 ~ D, m’3 = 0. On en déduit facilement que -9 est un hyperplan multiple de
S1, soit Iy(1), pour un point y de P3, qui satisfait donc: Iy(1).S3 c ’3, et aussi
Iy(1).S10 c ’11. Comme ’11 est sans point base, on a donc ’11 = S11, ce
qui contredit l’hypothèse 9 ~ 0.
De ces trois lemmes, on déduit immédiatement l’assertion: codim ’4  12, de

la Proposition 3.3. Il reste à prouver:

3.9. LEMME. W4 a un base locus de dimension positive.
Démonstration. On raisonnera encore par l’absurde; on a donc par hypothèse:

’11 ~ S11, codim ’4  12, et ’4 a un nombre fini de points base.
On montre d’abord facilement que pour P générique dans S1, les multiplica-

tions m’2 et M ,3 sont injectives; il suffit en effet de voir que ’8|P = H0(OP(8)) et cela
résulte de codim Îk% = ’4  12, qui entraîne, par [4], p. 1: codim ’7|P  1.
Etudions différents cas:

(a) dim ’2  3.
S’il existe Q1, Q2 ~ W2 s’intersectant suivant une courbe, comme W4 a un

nombre fini de points base on peut choisir Q3 ~ ’4, Q4 ~ ’6, telles que

Q1, Q2, Q3, Q4 forment une séquence régulière sur P3. Une telle séquence
engendre S’ 1, ce qui est absurde.
Dans le cas contraire W4 est contenu dans l’idéal Ip(2) d’un plan P c ¡p3, et sa

codimension dans IP(2) est au plus 1. On vérifie facilement que cela entraîne en
fait: W 2 = IP(2), et IP(4) c ’4. Mais par ailleurs W41P est de dimension au moins
trois et a un nombre fini de points base, et ’6|P n’a pas de points base: cela
entraîne facilement ’11|P = H0(OP(11)), et donc ’11 = S11, ce qui est absurde.

(b) codim ’2  8.
Pour P générique dans S’, on a m’2 et M 3 injectives, et ’4|P est sans point base.
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Si dim S3/’3  10, il vient donc: corang m’2  2, d’où codim ’3|P  2, et donc
’5|P = H0(OP(5)); de même, si dim S3/’3 &#x3E; 10, il vient corang m’4  1, d’où
codim ’4|P  1, et ’5|P = H0(OP(5)); dans les deux cas, on en déduit que m’p4 est
surjective, de même que m;, pour k  4. Par dualité, on en déduit que mp est un
isomorphisme, pour 4  k  6, avec: dim S4/’4  12. On exclut ce cas par les
mêmes arguments qu’en Lemma 3.6. Le Lemme 3.9 est donc prouvé, ainsi que la
Proposition 3.3.

3.10. Soit maintenant Z la réunion réduite des composantes de dimension

positive du base locus de W4. Composant les applications ~k: Skll7v,
Sk 1/k-1 de 3.1 avec les projections naturelles correspondant aux injections
Wk c Wk de 3.0: Sk-1/k-1 ~ Sk-1/’k-1, on obtient une application 03C8 =
~k403C8k de S-modules avec 03C8k:Sk/’k ~ Sk-1/’k-1. Le lemme suivant est

presque évident:

3.11. LEMME. On a Im 03C84 c IZ(3)/W3.
Démonstration. Notons que le terme de droite a bien un sens car W 4 c IZ(4) ~

W3 c Iz(3). Notons X4: S4 -+ S3/IZ(3), le composé: S4 ~ S4/W4 03C84 S3/’3 ~
S3/IZ(3), et définissons de même ~5:S5 ~ S4/IZ(4). Considérons la suite exacte:
0 ~ G .4 S4 0 OP3 ~ OP3(4) ~ 0, définissant G, et soit a l’application naturelle
d’évaluation: S3/IZ(3) ~ OP3 ~ OZ(3). La composé 03B103BF~403BFj est une application de
OP-modules; d’autre part, G(1) est engendré par ses sections globales qui
s’identifient à: Ker(S4 ~ S1 ~ SS); comme X4 et xs satisfont la relation: VA E S’,
~T ~ S4, ~5(TA) = A~4(T), on en déduit immédiatement que (X°X4oj induit
l’application nulle au niveau des sections globales: H0(G(1)) ~ H0(OZ(4)), et donc
que a 03BF ~4 03BF j = 0. Cela signifie que le composé 03B103BF~4 fournit par passage au

quotient une application i4: OP3(4) ~ (9z(3) de OP-modules, ou encore une
section de (9z(- 1). Comme Z est réduit, et que ses composantes sont de dimension
positive, on a donc 03B1 03BF ~4 = 0, et X4 = 0, ce qui prouve le lemme.
Nous allons établir maintenant la proposition suivante:

3.12. PROPOSITION. Il existe une conique C c P3 telle que ’4 = IC(4), ’7 =
Ic(7) + J7 et C satisfait: rang J6(F)le = 2.

Démonstration. On sait que le base locus de W4 est de dimension positive et
que codim ’4  12; W4 ne peut donc pas s’annuler sur une surface et les seules
possibilités sont les suivantes:
(a) Z est une courbe cubique plane.
(b) Z est la réunion de deux droites disjointes.
(c) Z est une conique plane.
(d) Z est une droite.

L’existence de l’application injective ~4: S4/’4 ~ IZ(3)/3 permet d’exclure
rapidement les deux premiers cas:
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3.13. LEMME. (a) est impossible.
Démonstration. En effet on a alors dim IZ(3) = 11, et donc dim IZ(3)/3  10.

Par ailleurs dim S4/’4  h0(OZ(4)) = 12, ce qui contredit l’injectivité de ~4.

3.14. LEMME. (b) est impossible.
Démonstration. Dans ce cas, on a en effet dim IZ(3) = 12, d’où dim IZ(3)/3 

11. D’autre part h0(OZ(4)) = 10. Définissant H3 c Iz (3) comme en 3.4, on trouve
alors: la codimension de H3 dans Iz(3) est au plus un. Si H3 = Iz(3), on a:
lm (p8 = IZ(7)/IZ(7) ~ W7 ~ S7/7. Or J6 est sans point base, et donc: rang J7|z 
8; on en déduit facilement dim IZ(7)/7 n IZ(7)  dim S7/7 - 8 et donc

rang 98  dim S7/7 - 8 = dim S31W 3 _ 8 = dim IZ(3)/3  rang (P4 On ob-
tient donc dim S8/’8 = dim S3/3  dim S4/W4, ce qui a été exclu dans le
Lemme 3.6.

De même, si H3 = Iz(3) est un hyperplan, on voit facilement que Im ~8 est au
moins un hyperplan de IZ(7)/7 n Iz(7), ce qui donne comme précédemment:
rang ~8  rang ~4, ce qui est absurde.
Le lemme suivant règle le cas (c):

3.15. LEMME. Si Z est une conique, alors W4 = Iz(4).
Démonstration. Soient P le plan de C, et P une équation pour P; on définit

m’ comme en 3.6 et Wk comme en 3.8. On a l’injection (P4: S4/’4 ~ IC(3)/3
IC(3)/3 étant de dimension au plus 12, on a donc dim S4/’4  12, et la
codimension de W4 dans Ic(4) est au plus trois. La multiplication m’3 fournit une
injection: S3/"3  IC(4)/’4, et l’on a donc dim S3/"3  3; cela entraîne en fait
"3 = S3 par [6], [14] si l’on note que W"3 = Ker P. 9, avec d0(~) = 10. Donc
on a IP(4) c ’4 c IZ(4). Considérons ’4|P c 1 z, p (4). Identifiant I z, p (4) à

H0(OP(2)), on obtient un système W"’2 ~ H0(OP(2)), de codimension inférieure ou
égale à trois (par codim(’4 c Ic(4» 3). Or on peut supposer que ce système
a un nombre fini de points base, car sinon W4 serait contenu dans l’idéal d’une
cubique plane (éventuellement non réduite) et ce cas est en fait réglé par le Lemme
3.11 si l’on note que le Lemme 3.11 est valable pour Z une courbe intersection

complète, même non-réduite. Maintenant, si W2 a un nombre fini de points base,
on peut choisir Q1, Q2 ~ W"’2 et Q3 ~ J6|P, tels que Q1, Q2, Q3 forment une
séquence régulière sur P2; une telle séquence engendre H0(OP(9)). Multipliant
tout par Q E H0(OP(2)), équation de Z c P, on voit que ’11|P contient IZ,P(11).
Comme fV’ 1 contient IP(11) on trouve finalement: IZ(11) c WÍ1, puis IZ(11) c
WÍ1, puis Iz(4) c W4, et le lemme est démontré.

Il reste à traiter le cas (d): on va montrer

3.16. LEMME. Si Z est une droite, on a en fait W4 = Ic(4), où C est une conique
double supportée sur Z.
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Démonstration. La première étape de la démonstration consiste à établir
d’abord:

3.17. SOUS-LEMME. On a 1’(4) c W4.
Nous ne donnerons pas le détail de démonstration, qui est un peu longue: le

principe consiste à étudier l’application m’3: S3/W3 --+Iz(4)/W4, et son noyau
"3/’3, pour Pe7z(l): les hypothèses entraînent dim IZ(4)/’4  7 et donc
codim "3  7; comme W"3 = Ker ~, avec d0~ = 10, et que pour d = 7, on
a 2d - 7 = 7, on peut appliquer le résultat de [15] à W3. On conclut finalement
qu’on doit avoir W3 ::) Iz(3), ce qui entraîne bien: Ii(4) c W4.
3.18. Ceci étant acquis, nous avons donc: 1’(4) c ’4 c Iz(4) et codim ’4  12.
Posons W"11 = (’11 r) IZ(11)/I2Z(11); on a alors: (i) W"11 est un hyperplan de
(IZ/I2Z)(11); (ii) W":= (Wk n IZ(k))/I2Z(k) est aussi égal a [W11: S11-k(Z)], où
Sp(Z) = H0(OZ(p)), et où le conducteur [:] a la signification évidente, compte tenu
de la structure de S(Z)-module de ~q(IZ/I2Z)(q). En effet, (i) résulte du fait que
’11 ~ S11 est un hyperplan, contient I2Z(11), et ne peut pas contenir IZ(11), car
comme J6 est sans point base, on voit facilement que J11|Z = S11(Z). (ii) résulte
alors du fait que Wk = [’11:sl 1 -ki.
3.19. Maintenant, W11, étant un hyperplan de (IZ/I2Z)(11) = H0(FZ/F2Z(11)),
donne par dualité de Serre une extension e E Ext1(FZ/F2Z, OZ(-13)) et donc un
fibré vectoriel 6 sur Z, s’inscrivant dans une suite exacte:

La propriété (ii) ci-dessus et la définition même d’une classe d’extension montrent
alors que l’application naturelle H0(03B5(k)) ~ H0(FZ/F2Z(k)) = (FZ/F2Z(k), identifie,
pour k  11, H0(03B5(k)) à W’1’1.
Comme g est un fibré vectoriel de rang trois sur la droite Z, il existe des entiers

a K fl K y  0, tels que: 03B5 ~ OZ(03B1) ~ OZ(03B2) ~ OZ(03B3); on a par (E): a + fl + y =
-15.

3.20. Notons maintenant que l’hypothèse codim ’4  12 entraîne W"4 ~ 0, soit
par ce qui précède H0(03B5(4)) ~ 0; de plus on a: codim ’4  9. En effet, dans le cas
contraire, la codimension de W4 dans Iz (4) serait inférieure ou égale à 3. Pour
 ~ IZ(1) c S1, on considère la multiplication m’3 : S3/’3 ~ IZ(4)/’: son noyau
étant "3/’3, on a codim "3  3, et cela entraîne, par [6], que 3 = S3 : on
aurait alors Iz(4) c W4 et on sait déjà que c’est impossible. Il y a donc quatre
possibilités à étudier: h’(,0(4» = 1, ... , 4, correspondant respectivement à codim
W4 = 12,..., 9.
3.21. (a) h0(03B5(4)) = 1, d’où codim ’4 = 12 = codim 7; dans ce cas, on doit
avoir y = - 4, 03B2  - 5, (X  - 5, et la seule possibilité est 03B2 = - 5, a = - 6; on en
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déduit h0(03B5(7)) = 9; mais alors on calcule que codim »’7 = 5 = codim(’7 n
IZ(7) c IZ(7)). On a donc: codim(W7 n IZ(7) c S7) = 13; de codim(’7 c S7) =
12 on tire alors: W7 n Iz(7) c W7 est au moins un hyperplan; or ceci est absurde
car ’6 est sans point base, et donc ’7|Z est au moins de rang 4.

(b) Les possibilités h°(S(4)) = 2 ou 3 sont exclues pour la même raison: on
vérifie que l’on doit toujours avoir hl(tff(7» = 0, en énumérant les possibilités
pour (a, 03B2, y), si h0(03B5(4))  3, et cela entraîne comme en (a) que h0(03B5(7)) = 9, puis
que codim(W7 n Iz (7) c S7) = 13; comme h0(03B5(4))  3 entraîne codim ’4  10,
on trouve aussi: codim ’7  10, et enfin, la codimension de W7 n Iz(7) dans
W7 est plus petite que 3. Comme expliqué en (a) ceci est impossible.

(c) Il reste donc seulement la possibilité: h°(S(4)) = 4. Dans ce cas on

a codim W4 = 9 = codim W7, et l’autre part, comme ci-dessus, on a:

codim ’7 n Iz (7) = 13 - h1(03B5(7)); de rang ’7|Z  4, on tire alors: hl(tff(7» = 0.
On a donc a  - 8; il est facile alors de voir que h°(S(4)) = 4 entraîne 03B2  - 6,

puis a = -1. Donc h0(03B5(1)) ~ 0, et W"1 ~ 0, d’où finalement: W’1 ~ 0. Il existe
donc un plan P contenant Z, tel que IZ(4) c W4. On a alors: ’7|P est de co-
dimension 9 dans H0(OP(4)) et contient I2Z,P(4). On a donc nécessairement:
’4|P =7i,p(4), et comme IP(4) c ’4, cela entraîne que ’4 est l’idéal de la
conique supportée sur Z et contenue dans P.

3.22. La première assertion de la Proposition 3.12 est donc prouvée; la seconde se
montre alors de la façon suivante: de W4 = Ic(4), où C est une conique, on tire
codim ’4 = 9 = codim ’7, et IC(7) c ’7; on obtient donc, puisque
h0(OC(7)) = 15, rang ’7|P = 6; par ailleurs J6 est sans point base, ce qui entraîne
facilement rang J7|C  6; comme j7 c ’7, on en déduit: J7|C = W71e, et rang
J7|C  6, ce qui entraîne enfin: ’7 = IC(7) + J7, et rang (J6Ie) = 2.

3.23. Fin de la preuve de la Proposition 1.18. Il ne reste donc plus qu’à montrer
que la situation décrite en Proposition 3.12 mène encore à une contradiction. On
utilise pour cela les injections (fJk: Sk/Wk -+ Ic(k - 1)/k-1  Sk-1/Wk-1 de 3.1
(définies pour 6  k  4); le fait que l’image de 9k est contenue dans IC(k - 1)/
k-1 résulte de ce que le Lemme 3.11 est valable si Z est une conique, même non
réduite et de ce que pour k  6, on a k-1 ~ Ic(k - 1), par la Proposition 3.12.
On dispose donc des injections: ~4: S4/W4 -+ IC(3)/3  S3/3, ~5: S5/’5 ~
IC(4)/4  S4/W4, qui commutent évidemment avec la multiplication par les
éléments de S 1.

3.24. Soit P le plan de C, P une équation pour P: soit iÎ’( c Rk le noyau de la
multiplication par P. Po, pour k  9: on a W"k ~ Wk, et W"k/Wk est le noyau de la
multiplication m5 : Sk/Wk -+ Sk+1/k+1. Si PPo est non nul dans R11, W*9 est un
hyperplan de R9, et comme en 3.2, on a une dualité parfaite entre Rk/Wk et
R9-k/W"9-k, ou encore entre Sk/Wk et S9-k/"9-k·
Comme la multiplication par P: S4/W4 -+ S5/’5 est nulle, et que ~5 est
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injective, on a Im ~4 c W;/W3; comme dim S4/’4 = 9, on a donc: (*)
dim "3  dim W3 + 9, soit encore codim "3  11 - dim W3 , et l’égalité en-
traîne W3 c Ic(3), car alors W3/W3 = Im ~4 c IC(3)/3.
3.25. Maintenant "3 = S3 est impossible; en effet, cela entraînerait "2 = S2,
d’où .S2 ~ W3 ; on aurait alors: dim IC(3)/3  3, ce qui contredit l’inégalité:
dim IC(3)/3  9, due à l’injectivité de ~4.

Plus généralement, de ."2 ~ 3, on tire: dim "2  dim W3, et donc

codim ’2  10 - dim W3.
D’autre part, pour Q générique dans S1, la multiplication par Q, mQ : S2/W2 -+

S3/W; est injective; en effet, par la dualité 3.24, il suffit de voir que m’Q6 S6/W6 -+
S7/"7 est surjective, ou encire "7|Q = H0(OQ(7)), où Q est le plan d’équation Q.
Mais de codim "3  10, on tire codim "6  10, d’où par [4] codim(6|Q)  1,
et comme "6 est sans point base, "7|Q = H0(OQ(7)), comme souhaité.
De dim S2/"2  10 - dim W3, dim S3/3  11 - dim W3, et m’Q2 injective

pour Q générique, on déduit: codim "3/Q  1, pour Q générique. Cela entraîne
que W3 n’est pas contenu dans Ic(3), et donc que l’égalité est impossible dans (*),
soit finalement dim S3/3  10 - dim 3  dim S2/W 2 et: la multiplication
m’Q2 est un isomorphisme pour Q générique dans S’, avec dim S2/"2  9. Cette
dernière possibilité mène à une contradiction de la façon suivante: intro-

duisons encore l’hypersurface -9 de S, constituée des polynômes Q tels que
m"2Q ne soit pas un isomorphisme; comme dans le paragraphe 3.7 de la preuve du
Lemme 3.6, on a: pour Q E D, codim "6|Q = codim W" 7 1 Q &#x3E; 0, ce qui entraîne,
puisque "6 est sans point base, codim "6|Q  7, et donc dim Ker m"2  7; on en
déduit que -9 est un hyperplan multiple, soit q)red = Ix(1) ~ S1, pour un point
x de P3, et que les éléments Q de Ix(1) satisfont: Q3.S2 c "5. On vérifie
facilement que J9 + 13(g) = S9, et cela contredit J9 + I3x(9) c "9, qui est un
hyperplan de S9, par 3.24 et 3.25.

Note ajoutée sur épreuve

Dans son article intitulé "The Noether-Lefschetz locus of regular elliptic surfaces
with section and pg ~ 2", (Amer. J. of Math. 112 (1990)), David Cox a mené un
calcul très similaire à celui de §I, dans le cas des surfaces elliptiques, et qui lui
permet de la même façon d’étudier à l’ordre deux "le défaut de codimension" des
composantes du lieu de Noether-Lefschetz.
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