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Introduction

Le théorème de la masse positive apparaît pour la première fois dans un problème issu
de la physique. La relativité générale modélise l’univers par une variété M de dimension 4
munie d’une métrique Lorentzienne g de signature (−,+,+,+). La métrique g représente le
champ gravitationnel en présence. Les trajectoires des particules libres sont les géodésiques
de g et la distribution de la matière est décrite par l’équation des champs d’Einstein :

Ricg − 1
2Scal

g = T, (1)

où Ricg est le tenseur de Ricci de g, Scalg est la courbure scalaire de g et T est le tenseur
appelé tenseur d’énergie-impulsion. En théorie classique de la gravitation, la métrique g
joue le rôle du potentiel gravitationnel et T celui de la densité de masse. Dans le cas
d’un système isolé, il est naturel d’imposer à l’intensité des interactions en présence de
décroître lorsque que l’on s’éloigne de la source. Les objets naturels apparaissant dans
cette situation sont donc des variétés lorentziennes contenant une hypersurface de type
espace qui est "isomorphe" à l’espace euclidien à l’infini. Un des exemples les plus connus
est celui de la métrique de Schwarzschild sur R4 modélisant le champ gravitationnel généré
par une particule ponctuelle statique de masse m, tel qu’un trou noir, donnée par :

g = −

(
1− m

2r

)
(
1 + m

2r

)dt2 +
(
1 + m

2r
)4
geucl, (2)

où geucl est la métrique euclidienne sur R3. Les tranches spatiales de la métrique de Schwarz-
schild sont difféomorphes au complémentaire de la boule de rayon m/2 de R3 et sont des
sous-variétés asymptotiquement plates d’ordre 1. Nous allons nous intéresser en particulier
à cette théorie dans le cadre de la géométrie riemannienne. Une variété riemannienne (M, g)
est asymptotiquement plate (à un seul bout) s’il existe un compact K de M tel que M \K
est difféomorphe à l’extérieur d’une boule de Rn et tel que la métrique g est asymptotique,
dans un certain sens, à la métrique euclidienne de Rn sur l’ouvert M \K. Sous certaines
conditions, nous pouvons associer à ce type de variété un invariant géométrique, appelé
masse, calculé à l’infini et dont l’expression est la suivante :

m(g) = lim
r→∞

∫
Sr

n∑
i,j=1

(∂igij − ∂jgii)
∂

∂xj
ydz,
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où Sr est la sphère standard de rayon r de Rn et dz est la forme volume dans Rn. Dans
le cas de la métrique de Schwarzschild, le calcul de la masse par la formule précédente
nous donne le paramètre m qui correspond dans cette situation à la masse du système au
sens physique. Lorsque le taux de décroissance de la variété asymptotiquement plate est
suffisant et que sa courbure scalaire est intégrable, la masse est bien définie. Dans ce cas, R.
Bartnik [4] et P. Chrus̀ciel [10] ont démontré que la définition de la masse est indépendante
du système de coordonnées asymptotiques choisi. Bien qu’elle soit calculée par passage à
la limite à l’infini, la masse fournit une information globale sur la géométrie de la variété.

Une méthode pour étudier l’équation d’Einstein est de considérer l’action intégrale
d’Einstein-Hilbert et de calculer sa variation première. L’action intégrale d’Einstein-Hilbert
est définie sur l’espace des métriques riemanniennes d’une variété M par :

A(g) = −
∫
M
Scalgvg, (3)

où Scalg est la courbure scalaire de g et vg la forme volume associée à g. Dans le cadre des
variétés asymptotiquement plates, la masse apparaît dans le terme de bord de la variation
première de l’action intégrale d’Einstein-Hilbert.

La masse a été introduite en 1960 par R. Arnowitt, S. Deser et C. Misner ([1], [2] et [3])
qui ont étudié en détail les systèmes gravitationnels isolés. Ces derniers, pour les raisons
physiques précédemment introduites, ont conjecturé que la masse d’une hypersurface de
type espace est positive ou nulle et qu’elle est nulle si et seulement si l’espace-temps est
plat. La version riemannienne de la conjecture de la masse positive est la suivante :

Conjecture. Soit (M, g) une variété asymptotiquement plate d’ordre τ > (n − 2)/2 et
de dimension n > 3. Si la courbure scalaire de g est positive ou nulle, alors la masse est
positive ou nulle. De plus, la masse est nulle si et seulement si (M, g) est isométrique à
l’espace euclidien.

R. Shoen et S. T. Yau ont démontré cette conjecture en 1979 pour les variétés asymp-
totiquement plates de dimension comprise entre 3 et 7. En 1981, E. Witten [27] donne
une preuve simple en toute dimension n > 3 mais dans le cas où la variété est spinorielle.
Cette condition supplémentaire est de nature topologique. Puis en 1987, T. Parker et C.
H. Taubes [23] ont développé la partie analytique de l’argument de Witten. Récemment,
J. Lohkamp a annoncé une preuve de la conjecture dans le cas général dans [18] . Pour des
informations plus précises sur ce sujet, le lecteur pourra consulter [17] ou [19].

La notion de masse a été aussi introduite pour d’autres types de variétés non compactes.
Un théorème de la masse positive est démontré pour des variétés asymptotiquement hy-
perboliques par P. Chrus̀ciel et M. Herzlich [7] et pour des variétés asymptotiquement
hyperboliques complexes par V. Minerbe et D. Maerten [21]. Dans [11], Xianzhe Dai gé-
néralise le théorème de masse positive au cas où la variété est asymptotique au produit
Rn×X, où X est une variété compacte simplement connexe de Calabi-Yau ou une variété
hyper-Kählerienne. Dans l’article de J. M. Lee et T. H. Parker [19], un théorème de la
masse positive est démontré en toute dimension en remplaçant l’hypothèse Scalg > 0 par
l’hypothèse plus forte Ricg > 0. Avec cette même hypothèse, V. Minerbe [20] démontre
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également un théorème de la masse positive pour les variétés ALF (Asymptotically Locally
Flat), un cas dont nous reparlerons en détail un peu plus loin.

Avant de résumer les chapitres de ce mémoire, présentons sans grandes précisions les
notions de géométrie conforme dont il sera questions.

Une structure conforme c sur une variété M est décrite comme une section "positive et
normalisée" du fibré S2(T ∗M)⊗L2, où le fibré L est le fibré des poids surM . En géométrie
conforme, le rôle de la connexion de Levi-Civita en géométrie riemannienne est joué par
l’espace affine des connexions de Weyl qui sont des connexions sans torsion préservant la
classe conforme de la variété. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c) et pour toute
métrique riemannienne g dans c, il existe une 1-forme réelle θg telle que Dg = −2θg ⊗ g.
La 1-forme θg est la forme de Lee de D relativement à la métrique g. Les connexions de
Weyl ont été introduites par H. Weyl [26] dans les années 20 dans le but d’élaborer une
théorie de jauge pour l’électromagnétisme.

Le but principal de mes travaux de recherche durant ma thèse a été d’étendre deux
théorèmes de la masse positive au cadre de la géométrie conforme. J’ai généralisé la version
de E. Witten de la conjecture de la masse positive pour une variété conforme spinorielle
en définissant la notion de connexions de Weyl asymptotiquement plates, et j’ai démontré
un théorème de la masse positive pour des structures de Weyl ALF en m’appuyant sur les
travaux de V. Minerbe.

Dans le premier chapitre, je commence par décrire un certain nombre de notions de
géométrie conforme sur une variété M organisées autour de la notion de connexion de
Weyl (section 1.1). Je démontre ensuite deux formules de type conforme généralisant des
formules riemanniennes bien connues. J’établis une formule de Bochner conforme pour les
1-formes différentielles à poids, qui sont des 1-formes sur la variété M à valeurs dans une
puissance du fibré des poids L sur M , dans la section 1.2.

Sur une variété conforme, on peut construire le fibré des spineurs de poids conforme k
quelconque, noté Σ(k), et l’opérateur de Dirac conforme attaché à une connexion de Weyl
agissant sur les sections de Σ(k). Ces constructions sont rappelées dans la section 1.3. Je
reprends, dans la section 1.4, la démonstration de la formule de Lichnerowicz conforme
qui relie le carré de l’opérateur de Dirac conforme au laplacien généralisé et à la courbure
scalaire. Je remarque que cette formule existe seulement pour l’espace des spineurs de
poids (n − 2)/2. Je donne également des versions intégrales, au sens des densités sur M ,
de ces deux formules. Les versions intégrales des formules de Bochner et de Lichnerowicz
conformes sont un point clé pour la généralisation des théorèmes de la masse positive.

Dans le deuxième chapitre, je rappelle les notions de variétés asymptotiquement plates
(section 2.1) et de variétés ALF (section 2.2). J’énonce les théorèmes de la masse positive
associés à ces deux situations et je rappelle les éléments essentiels de leur démonstration.
Précisons quelque peu le cas des variétés ALF traité par V. Minerbe [20]. Une variété rie-
mannienne (M, g) est ALF s’il existe un compact K de M tel que M \K est difféomorphe
à l’espace total χ d’une fibration en cercles au-dessus de Rm \ BR muni de la métrique
euclidienne, où BR est la boule standard de rayon R, et tel que la métrique g est asympto-
tique à une métrique modèle sur χ. L’espace total χ muni d’une métrique h, standard dans
un certain sens, est le modèle à l’infini. L’exemple le plus simple est le produit Rn × S1
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muni de la métrique produit. Contrairement au cas des variétés asymptotiquement plates,
la masse d’une variété ALF est une forme quadratique définie sur un espace de champs de
vecteurs horizontaux Z. Le théorème de masse positive associé affirme alors que la masse
est une forme quadratique positive lorsque la courbure de Ricci de g est positive, et que
cette masse est nulle si et seulement si la variété est le produit standard Rm×S1. La masse
d’une variété ALF (M, g), asymptotique au modèle (χ, h), est notée Qg et définie par :

Qg(Z) = 1
ωnL

lim sup
R→∞

∫
∂BR
∗hqg,h(Z), (4)

pour tout champ de vecteurs Z dans Z. Le volume de la sphère standard Sm−1 est noté
ωn, l’opérateur de Hodge relatif à h est noté ∗h et la quantité qg,h(Z) est donnée par :

qg,h(Z) = −(divhg)(Z)α̃Z −
1
2(d(trhg)(Z)α̃Z + d(g(Z,Z))), (5)

où α̃Z est la 1-forme duale de Z relativement à la métrique h.
Dans le troisième chapitre, je définis les notions de structures de Weyl asymptotique-

ment plates (section 3.1) et de structures de Weyl ALF (section 3.2) puis, j’énonce et
démontre les théorèmes de la masse positive conformes associés. Une structure de Weyl
(M, c,D) est asymptotiquement plate s’il existe une métrique g dans la classe conforme c
telle que (M, g) soit asymptotiquement plate au sens précédent et telle que la 1-forme de
Lee θg de D relativement à g satisfait certaines hypothèses de décroissance à l’infini. La mé-
trique g est alors appelée métrique adaptée pour (M, c,D). Je définis la masse conforme,
notée m(D), d’une structure de Weyl asymptotiquement plate (M, c,D) évaluée en une
métrique adaptée g par la formule suivante :

m(D)(g) = m(g) + 2(n− 1)
∫
M
δg(θg)vg, (6)

où δg est la divergence relative à g, vg est la forme volume sur M définie par g et m(g)
la masse riemannienne de g définie précédemment (les conditions de décroissance à l’infini
sur θg impliquent la convergence de l’intégrale). Dans la section 3.1.1, je démontre que la
masse conforme ne dépend pas de la métrique adaptée choisie. Le théorème de la masse
positive conforme .76 lui est associé : soit (M, c,D) une structure de Weyl asymptotiquement
plate. Supposons que la variété M est spinorielle. Si la courbure scalaire de D est positive,
la masse conforme m(D) est positive. Le masse est nulle si et seulement si (M, c) est
isomorphe à l’espace Rn muni de sa structure conforme canonique. La notion de structures
de Weyl asymptotiquement plates et la démonstration du théorème de la masse positive
conforme associé constituent mon premier article publié [25].

Une structure de Weyl (M, c,D) est ALF s’il existe une métrique g dans c telle que
(M, g) est ALF et telle que la 1-forme de Lee de D relativement à g possède une bonne
décroissance à l’infini. La métrique g est alors appelée métrique adaptée. Pour les structures
de Weyl ALF, je définis la masse conforme, notéemD

h , qui est une forme quadratique définie
sur Z par la formule suivante :

mD
h (g)(Z) = Qg(Z) + lim sup

R→∞

∫
∂BR
∗h
(
(1−m)〈θg, α̃Z〉hα̃Z − |α̃Z |2hθg

)
,
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pour tout champ de vecteurs Z dans Z, où α̃Z est la 1-forme duale de Z relativement à
la métrique h. De la même façon que la masse conforme donnée par (6), cette masse est
indépendante de la métrique adaptée choisie. Je démontre ensuite le théorème de la masse
positive conforme (théorème .83) suivant : soit (M, c,D) une structure de Weyl ALF. Si
la courbure de Ricci de la connexion de Weyl D est positive, la masse de (M, c,D) est une
forme quadratique positive.

Le quatrième chapitre de ce mémoire est indépendant de la notion de masse conforme.
J’étudie les submersions conformes, et en particulier les submersions conformes à fibres
de dimension 1. Je suis l’approche élaborée par D. Calderbank (voir [8], [9] et [16]) qui
constitue une version non linéaire de la correspondance de Jones-Tod. Nous considérons
dans un premier temps un submersion π : M → (B, cB) de codimension 1 sur une variété
conforme (B, cB). Nous démontrons que l’ensemble des structures conformes c surM faisant
de π une submersion conforme est codé par les sections α du fibré T ∗M ⊗ L, c’est-à-
dire par les 1-formes de poids zéro. D. Calderbank [8] a montré qu’il existe une unique
connexion de Weyl minimale associé à une 1-forme de poids zéro α, notée D0, satisfaisant
les conditions trc(D0α) = 0 et D0

α]α = 0. J’étudie dans la section 4.2 le cas intéressant
où la connexion de Weyl minimale D0 associée à une submersion conforme est projetable
sur la base de la submersion. En particulier, dans le cas où la variété M est compacte,
nous arrivons à la conclusion que la connexion de Weyl minimale est projetable si et
seulement si la submersion conforme π définit localement une submersion riemannienne
à fibres totalement géodésiques. Dans la section 4.3, j’étudie la façon dont la connexion
minimale varie lorsqu’on change la 1-forme de poids zéro α. En particulier, je trouve des
conditions pour que la connexion de Weyl minimale D̃0 associée à la 1-forme de poids
zéro α̃ = fα, où f est une fonction strictement positive sur M , reste projetable lorsque
la connexion de Weyl minimale D0 associée à α est projetable. Les résultats obtenus sont
partiellement reliés au cas des submersions riemanniennes à fibres totalement géodésiques.
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Chapitre 1

Géométrie Conforme

1.1 Structures de Weyl
Dans cette partie, nous rassemblons quelques faits de géométrie conforme organisés

autour de la notion de structure de Weyl, introduite par H. Weyl dans [26].

1.1.1 Structures conformes sur une variété
SoitM une variété différentielle de dimension n. Nous notons GL(n) (GL+(n)) le groupe

linéaire (orienté) de Rn. L’espace tangent, l’espace cotangent et l’espace des repères (orien-
tés) de M sont respectivement notés TM , T ∗M et GL(M) (GL+(M)).

Fibré des poids et poids conforme

Pour toute variété différentielle, nous pouvons définir une famille de fibrés en droites
réelles, notés Lk, où k est un nombre réel, par :

Lk = GL(M)×|det |k/n R.

Le fibré Lk est appelé fibré des poids ou fibré des densités de poids k. En particulier, le
fibré des densités de poids 1 est noté L. Si k est un entier positif, Lk est le k-ième produit
tensoriel de L. Nous remarquons que L−1 est le fibré dual de L. Ces fibrés sont naturellement
orientables donc triviaux. Les sections de Lk s’appelle des densités de poids k. On a :

Lk1 ⊗ Lk2 = Lk1+k2 et (Lk)p = Lkp.

Nous pouvons aussi définir les fibrés des densités positives et négatives par :

Lk+ = GL(M)×| det |k/n R>0 et Lk− = GL(M)×|det |k/n R<0,

où R>0 et R<0 sont respectivement les ensembles des nombres réels strictement positifs et
strictement négatifs. Nous notons LkC le fibré complexifié de Lk.

11



12 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE CONFORME

Si ν est une représentation irréductible de GL(n) sur une espace vectoriel V , alors il
existe k dans R tel que ν restreinte au sous-groupe des matrices scalaires soit donnée par :

ν(aI) = akId , ∀a ∈ R>0,

où I est l’identité de GL(n) et où Id est l’endomorphisme identité de V . Le nombre réel
k est par définition le poids conforme de la représentation ν. Les fibrés vectoriels associés
au fibré principal des repères GL(M) via une représentation du groupe GL(n) possèdent
donc un poids conforme naturel qui est celui de la représentation les définissant. Avec
cette convention, l’espace tangent, l’espace cotangent et l’espace des p-formes sur M sont
respectivement de poids conforme 1, −1 et −p. Par exemple, le fibré tangent est associé au
fibré des repères via la représentation tautologique de GL(n) sur Rn et la représentation
définissant T ∗M est donnée par :

ν : GL(n)→ End(Rn)
A 7→ tA−1, (1.1)

où tA est la matrice transposée de A. Il est facile de voir que le poids conforme d’un
produit tensoriel de fibrés vectoriels est la somme des poids conformes. En effet, la repré-
sentation associée au produit tensoriel de deux fibrés vectoriels est le produit tensoriel des
représentations définissant chacun des fibrés vectoriels. Par exemple, le poids conforme de
T ∗M ⊗ T ∗M est −2.

Par définition, le fibré des poids Lk est de poids conforme k. De plus, si M est orientée,
le fibré des formes volumes sur M , noté ΛnT ∗M , est un fibré en droites réelles associé à
GL+(M) par la représentation | det |−1. Ainsi, nous avons L−n = ΛnT ∗M . De la même
façon, Ln = ΛnTM . Dans le cas d’une variété non orientée, nous avons L−2n = ΛnT ∗M ⊗
ΛnT ∗M . Dans un certain sens, le fibré des poids généralise la notion de forme volume sur
une variété.

L’identification L−n = ΛnT ∗M permet de donner un sens à l’intégrale sur M d’une
section de L−n. En effet, soit l une section de L−n, nous écrivons l = [s, f ] dans une base
s = (e1, . . . , en) de TM , où f est une fonction sur M . Nous posons alors :

∫
M
l =

∫
M
fe1 ∧ . . . ∧ en.

De plus, si s′ = (e′1, . . . , e′n) est un second repère de TM , il existe A dans GL(n) telle que
s′ = A · s. Par définition du fibré L−n, nous avons l = [s′, | detA|−1f ]. La formule suivante
montre que l’intégrale ci-dessus ne dépend pas du repère s choisi :

∫
M
l =

∫
M
f | detA|−1e′1 ∧ . . . ∧ e′n.

Les sections de L−n sont appelées densités d’intégration.
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Structures conformes

Dans de nombreux cas, une classe conforme sur la variété M est définie comme une
classe d’équivalence de métriques riemanniennes, notée [g], dans laquelle deux métriques
riemanniennes g et g̃ sont équivalentes s’il existe une fonction strictement positive f sur
M telle que g̃ = fg. En géométrie conforme, il est intéressant de considérer la structure
conforme de la variété non pas comme une classe d’équivalence, mais comme une objet
algébrique sur la variété. Pour cela, nous nous intéressons aux sections du fibré S2(T ∗M)⊗
L2 qui sont, par ailleurs, des objets de poids conforme nul. Une section c de S2(T ∗M)⊗L2

est normalisée lorsque l’endomorphisme Λnc⊗Λnc, où Λnc est la puissance extérieur n-ième1

de c, définit l’isomorphisme naturel entre ΛnT ∗M ⊗ ΛnT ∗M et L−2n.

Définition .1. Une structure conforme c sur M est une section normalisée du fibré
S2(T ∗M) ⊗ L2 telle que, pour tout vecteur non nul X sur M , c(X,X) est un élément
de L2

+.

Dans toute la suite du chapitre, M est munie d’une structure conforme c. Une famille
{ei}i=1...n de vecteurs sur M est une base c-orthonormée de TM s’il existe une section l de
L telle que c(ei, ej) = δijl

2, pour tout i et pour tout j de 1 à n. Nous pouvons définir des
isomorphismes musicaux, [ : TM → T ∗M ⊗ L2 par :

X[ = c(X, ·) , ∀X ∈ TM,

et ] : T ∗M → TM ⊗ L−2 par :

α = c(α], ·) , ∀α ∈ T ∗M.

Contrairement au cas où une métrique riemannienne est donnée sur M , nous ne pouvons
plus identifier les vecteurs et les 1-formes sur M dans le cadre conforme. Désormais, un
vecteur sur M s’identifie à une 1-forme sur M tordue par une section de poids 2. En
effet, les isomorphismes musicaux ] et [ nous donnent TM ' T ∗M ⊗ L2 et T ∗M '
TM ⊗ L−2 respectivement. Nous remarquons par ailleurs que seuls deux objets de même
poids conforme peuvent être identifiés. En particulier, la base duale algébrique de la base
c-orthonormée {ei}, notée {e∗i }, satisfait la relation e∗i = e[il

−2 pour tout i, où l est la
section de L associée à la base c-orthonormée {ei}.

Les isomorphismes musicaux nous donnent également l’identification suivante :

T ∗M ⊗ T ∗M ∼= T ∗M ⊗ TM ⊗ L−2.

En contractant 1-formes et vecteurs, l’isomorphisme ci-dessus définit l’application linéaire :

trc : T ∗M ⊗ T ∗M → L−2.

1Soient E et V deux espaces vectoriels réels ou complexes. Nous rappelons que la puissance extérieure
k-ième d’un morphisme u : E → V , notée Λku, est définie par Λku(e1 ∧ . . . ∧ ek) = u(e1) ∧ . . . ∧ u(ek),
pour tout k-uplet (e1, . . . , ek) de Ek.



14 CHAPITRE 1. GÉOMÉTRIE CONFORME

L’application linéaire trc est la trace conforme des applications bilinéaires sur M .
Nous considérons le groupe conforme CO(n) = O(n) × R>0. La structure conforme

c définit une réduction du GL(n)-fibré principal GL(M) en un CO(n)-fibré principal,
noté CO(M) et appelé fibré des repères conformes. Celui-ci est constitué des repères c-
orthonormés de TM . Dans ce cas, le fibré des densités peut se définir de la façon suivante :

Lk = CO(M)×| det |k/n R.

Nous pouvons définir le groupe conforme orienté CO+(n) = SO(n) × R>0 et si M est
orientée, le fibré des repères conformes orientés CO+(M).

Décrivons la correspondance biunivoque entre les métriques riemanniennes dans c et les
sections de L+. En effet, si une section l de L+ est fixée, g = c⊗ l−2 définit une métrique
riemannienne surM . Réciproquement, lorsqu’une métrique riemannienne g est choisie dans
la classe conforme c, nous pouvons construire une section l de L+ de sorte que les bases
g-orthonormées soit c-orthonormée relativement à la section l. Nous remarquons que pour
toute section lk de Lk+, avec k réel, il existe une section l de L+ telle que lk = lk. Par
conséquent, le choix d’une section de Lk+ correspond également au choix d’une métrique
dans c. Nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition .2. Pour tout nombre réel k, il existe une bĳection naturelle entre les sections
du fibré Lk+ et les métriques riemanniennes dans c.

D’autre part, si une métrique riemannienne g est fixée dans c, les fibrés des poids sont
trivialisés et leurs sections s’identifient à des fonctions sur M . En effet, si l est la section
de L correspondant à g, pour tout autre section l′ de L, il existe une fonction réelle f sur
M telle que l′ = fl car L est un fibré en droites réelles. Ainsi, la section l′ de L s’identifie
à la fonction f . Par conséquent, lorsqu’une métrique g dans c est donnée, tous les objets
conformes décris précédemment s’identifient à leur correspondant riemannien relatif à g.
Par exemple, la trace conforme trc s’identifie à la trace, notée trg, relative à la métrique g
choisie dans c.

1.1.2 Connexions de Weyl
En géométrie conforme, le rôle de la connexion de Levi-Civita en géométrie rieman-

nienne est joué par l’espace affine des connexions de Weyl qui sont des connexions sans
torsion préservant la classe conforme c.

Définition et premières propriétés

Définition .3. Une connexion de Weyl sur une variété conforme (M, c) est une connexion
linéaire sans torsion sur TM induite par une connexion sur CO(M), ou de façon équiva-
lente, une connexion sans torsion sur GL(M) induisant une dérivée covariante sur le fibré
S2(T ∗M)⊗ L2 qui préserve c, c’est-à-dire telle que Dc = 0.
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Le théorème fondamental de la géométrie conforme de H. Weyl [15] est le suivant (cf.
aussi [26] et [12]) :

Théorème .4. L’application qui, à toute connexion linéaireD sur TM associe la connexion
induite∇D sur L détermine, par restriction, un isomorphisme affine de l’espace des connexions
de Weyl de (M, c) sur l’espace des connexions linéaires sur L.

Pour toute connexion de Weyl D avec ∇D la connexion linéaire associée sur L, nous
avons la formule de Koszul généralisée suivante :

2c(DXY, Z) =∇D
X

(
c(Y, Z)

)
+∇D

Y

(
c(Z,X)

)
−∇D

Z

(
c(Y,X)

)
(1.2)

+ c(Z, [X, Y ])− c(Y, [X,Z])− c(X, [Y, Z]).

Cette formule démontre l’existence et l’unicité de D étant donnée ∇D. Désormais, nous
noterons de la même façon la connexion de Weyl D et sa connexion linéaire sur L asso-
ciée. Ainsi, suivant le contexte ou nos précisions, une connexion de Weyl D agira comme
connexion sur TM ou bien comme connexion linéaire sur L.

Soient D et D′ deux connexions de Weyl sur (M, c). En tant que connexions linéaires
sur L, la différence D′−D des deux connexions de Weyl est une 1-forme sur TM à valeurs
dans le fibré des endomorphismes de L, noté End(L). Cependant, le fibré L étant de rang
1 nous avons End(L) = L⊗ L∗ = R. Ainsi, il existe une 1-forme réelle sur M telle que :

D′l = Dl + θ ⊗ l, ∀l ∈ L. (1.3)

L’espace des connexions de Weyl sur (M, c) est donc un sous-espace affine de l’espace des
connexions linéaires sur L de direction T ∗M . La relation (1.3) et la formule de Koszul (1.2)
nous donnent la relation entre D′ et D en tant que connexions sur TM :

D′XY = DXY + θ(X)Y + (θ ∧X)(Y ), ∀X ∈ TM, ∀Y ∈ C∞(TM). (1.4)

L’endomorphisme antisymétrique θ ∧X de TM est défini par :

(θ ∧X)(Y ) = θ(Y )X − c(X, Y )θ].

En particulier, d’après la définition .3, la connexion de Levi-Civita d’une métrique g
dans c, notée Dg, est une connexion de Weyl. Pour toute connexion de Weyl D et toute
métrique g de c, d’après la formule (1.3), nous avons :

Dl = Dgl + θg ⊗ l, ∀l ∈ L. (1.5)

La 1-forme θg est appelée 1-forme de Lee de D relativement à g. Soit g une métrique
riemannienne dans c. Nous considérons la section lg de L correspondant à la métrique
g. Comme connexion de Weyl, Dg préserve la structure conforme c, et comme connexion
riemannienne, Dg préserve la métrique g = c ⊗ l−2

g . Par conséquent, la section lg corres-
pondant à la métrique g est Dg-parallèle, c’est-à-dire Dglg = 0. Ainsi, d’après la relation
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(1.3), pour toute connexion de Weyl D sur (M, c) et pour toute métrique g dans c nous
avons :

DX lg = θg(X)lg, ∀X ∈ TM. (1.6)

Cette formule, s’étend aux sections du fibré des densités de poids k, avec k réel, de la façon
suivante :

Proposition .5. Pour toute connexion de Weyl D, nous avons la relation suivante :

Dl = kθg ⊗ l, ∀l ∈ C∞(Lk), (1.7)

où g est la métrique dans c correspondant à la section l.

Démonstration. Pour toute section l de Lk, il existe une section l1 de L telle que l = lk1 . Soit
g dans c correspondant à l1. Nous remarquons que g est aussi la métrique correspondant à
l. D’après la formule (1.6), nous avons :

Dlk1 = klk−1
1 ⊗Dl1 = kθg ⊗ lk−1

1 ⊗ l1 = kθg ⊗ lk1 .

Nous avons donc la formule souhaitée :

Dl = kθg ⊗ l.

Nous déduisons de cette proposition une formule analogue à (1.5) :

Corollaire .6. Pour toute connexion de Weyl D et pour toute métrique g dans c, nous
avons :

Dl = Dgl + kθg ⊗ l, ∀l ∈ Lk. (1.8)

Démonstration. Soient g une métrique dans c et l une section de Lk. Considérons la section
lg de Lk correspondant à g. Il existe une fonction f sur M telle que l = flg. Le résultat est
donné par le calcul suivant, dans lequel nous utilisons la proposition .5 :

Dl =D(flg)
=Df ⊗ lg + fDlg

=Dgf ⊗ lg + kθg ⊗ flg
=Dgl + kθg ⊗ l.
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Remarque .7. Considérons un fibré vectoriel E réel de rang n sur M associé au fibré des
repères de TM via une représentation ν : GL(n) → End(Rn), en d’autres termes, nous
avons E = GL(M)×ν Rn. Supposons que E soit de poids conforme k. Rappelons que k est
le poids de la représentation ν associée à E. Soient D̃ et D deux connexions de Weyl sur
M telles que D̃ = D+ θ sur L. Rappelons que les connexions de Weyl agissant sur le fibré
TM sont reliées par D̃X = DX + θ(X)Id + θ ∧ X, où θ ∧ X(Y ) = θ(Y ) − c(X, Y )θ]. De
façon générale, les connexions de Weyl D̃ et D s’étendent au fibré E et elles sont reliées
par la formule suivante :

D̃Xs = DXs+ kθ(X)s+ dν(θ ∧X)(s), ∀s ∈ C∞(E), (1.9)

où dν est la différentielle à l’origine de la représentation ν sur GL(n). Avec cette remarque,
les formules 1.3, 1.5 et 1.8 sont tautologiques.

Nous terminons ce paragraphe en établissant la relation entre deux formes de Lee d’une
connexion de Weyl D relatives à deux métriques distinctes dans c.

Proposition .8. Soient g̃ et g deux métriques dans c telle que g̃ = fg, où f est une
fonction strictement positive sur M . Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous
avons :

θg̃ = θg −
1
2
df

f
, (1.10)

où θg̃ et θg sont respectivement les 1-formes de Lee de D relatives à g̃ et g.

Démonstration. Soient l et l̃ les sections de L correspondant respectivement à g et g̃.
D’après la formule (1.6), nous avons :

Dl̃ = θg̃ ⊗ l̃ et Dl = θg ⊗ l. (1.11)

De plus, g = c⊗l−2, g̃ = c⊗ l̃−2 et g̃ = fg. Nous en déduisons que l̃ = f−
1
2 l. Par conséquent,

les relations (1.11), nous donnent :

Dl̃ = df−
1
2 ⊗ l + f−

1
2Dl = (−1

2f
− 3

2df + f−
1
2 θg)⊗ l et Dl̃ = θg̃ ⊗ l̃ = f−

1
2 θg̃ ⊗ l.

Nous en déduisons immédiatement la formule souhaitée :

θg̃ = θg −
1
2
df

f
.
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Courbure des connexions de Weyl

La courbure d’une connexion de Weyl D, considérée comme une connexion linéaire sur
L, est une 2-forme réelle sur TM . Nous notons FD cette courbure qui est appelée courbure
de Faraday de D. Soient D une connexion de Weyl sur (M, c), l une section de L et g la
métrique correspondante dans c. En utilisant la formule (1.6), nous avons le calcul suivant :

FD(X, Y )l =DX(DY l)−DY (DX l)−D[X,Y ]l

=DX(θg(Y )l)−DY (θg(X)l)− θg([X, Y ])l
=X · θg(Y )l + θg(Y )θg(X)l − Y · θg(X)l − θg(X)θg(Y )l − θg([X, Y ])l
=
(
X · θg(Y )− Y · θg(X)− θg([X, Y ])

)
l

=dθg(X, Y )l.

Par conséquent, nous avons la proposition suivante :

Proposition .9. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons :

FD = dθg, ∀g ∈ c. (1.12)

Définition .10. Une structure de Weyl D est fermée, respectivement exacte, si D est plate
en tant que connexion linéaire sur L, c’est-à-dire si FD = 0, respectivement si D admet
une section globale D-parallèle.

Proposition .11. Une structure de Weyl D est fermée, respectivement exacte, si et seule-
ment si, pour toute métrique g dans c, θg est fermée, respectivement exacte.

Démonstration. D’après la formule (1.12), D est fermée si et seulement si il existe g dans
c telle que dθg = 0. Dans ce cas, d’après la proposition .8, θg̃ est fermée pour tout g̃ dans
c.

Supposons D exacte. Soit l une section non nulle D-parallèle et g sa métrique corres-
pondante. La formule (1.6) donne θg ⊗ l = 0, donc θg = 0. Ainsi, d’après la proposition .8,
pour toute métrique g dans c, θg est exacte.

Corollaire .12. Une connexion de Weyl D est fermée, respectivement exacte, si et seule-
ment si D est localement , respectivement globalement, la connexion de Levi-Civita d’une
métrique dans c.

Démonstration. D’après la preuve de la proposition .11, si D est exacte, il existe g dans
c telle que θg = 0. Par conséquent, la formule (1.5) donne D = Dg, c’est à dire D est la
connexion de Levi-Civita de g.

Une forme fermée est localement exacte. Ainsi, en utilisant les mêmes propriétés, nous
montrons que D est localement une connexion de Levi-Civita.

Remarque .13. La formule (1.3), le corollaire .12 et la proposition .8, nous permettent
de retrouver la formule de changement conforme des connexions de Levi-Civita de deux
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métriques dans la même classe conforme. Soient Dg̃ et Dg les connexions de Levi-Civita
respectives de g̃ et g, où g̃ = fg, nous obtenons :

2fDg̃
XY = 2fDg

XY + df(X)Y + df(Y )X − g(X, Y )df ]g , ∀X ∈ TM, ∀Y ∈ C∞(TM),

où ]g est l’isomorphisme musical relatif à la métrique riemannienne g.

La courbure de Weyl de D, notée RD, est la courbure de D considérée comme connexion
sur TM et définie par :

RD
X,YZ = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z,

pour tout champs de vecteurs X, Y et Z. Contrairement à la courbure riemannienne, le
tenseur de courbure RD n’est pas antisymétrique en tant qu’endomorphisme de TM . En
effet, la courbure de Faraday est la partie symétrique de RD. Nous avons la décomposition
suivante :

RD = RD,a + FD ⊗ Id, (1.13)

où RD,a est la partie antisymétrique de la courbure de D et où Id est l’identité des endo-
morphismes de TM . La courbure de Ricci de la connexion de Weyl D est donnée par :

RicD(X, Y ) = trace(Z 7→ RD
Z,XY ).

L’opérateur de Ricci de la connexion de Weyl, noté RicD, est l’application linéaire de TM
dans TM ⊗ L−2 définie par :

c(RicD(X), Y ) = RicD(X, Y ).

Dans la base c-orthonormée {ei}i=1...n, nous avons l’écriture locale suivante :

RicD(X) =
n∑
i=1

(RD,a
X,ei

ei)l−2, (1.14)

où l est la section de L associée à la base c-orthonormée {ei}i=1...n. La courbure RicD est
une section du fibré T ∗M ⊗T ∗M . La courbure scalaire de D, notée ScalD, est définie par :

ScalD = trc(RicD).

Ainsi, la courbure scalaire de D est une densité de poids 2. Lorsqu’une métrique g est fixée
dans c, ScalD s’identifie à une fonction sur M par la formule suivante [15] :

ScalD = Scalg + 2(n− 1)δgθg − (n− 1)(n− 2)|θg|2g, (1.15)

où Scalg est la courbure scalaire de g et δg est l’opérateur de divergence relatif à g. Pour
plus d’information sur les connexions de Weyl, le lecteur intéressé pourra consulter [15] et
[8]. Nous terminons ce paragraphe par une définition :

Définition .14. La donnée (M, c,D), où D est une connexion de Weyl sur la variété
conforme (M, c), est appelée structure de Weyl.
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1.2 Formules de Bochner conformes
Pour une variété riemannienne (M, g), la formule de Bochner (voir [5] page 56 − 58 )

est donnée par :

(Dg)2α = ∆gα + Ricg(α), ∀α ∈ T ∗M, (1.16)

où ∆g, Ricg et Dg sont respectivement l’opérateur Laplacien, l’opérateur de Ricci et l’opé-
rateur de Dirac relatifs à la métrique g. L’opérateur de Dirac agissant sur les formes est
donné par Dg = δg + d, où δg est la divergence définie par g et d la différentielle extérieure
sur M . Le Laplacien est défini par ∆g = −tr(Dg ◦ Dg), où Dg est la connexion de Levi-
Civita de g. Dans la suite de cette section, nous allons établir une version conforme de
la formule de Bochner. Pour cela, nous commençons par définir les opérateurs conformes
analogues à ceux intervenant dans le cas riemannien.

Soit (M, c,D) une structure de Weyl. Définissons l’opérateur de divergence conforme
relatif à D, noté δD, et la différentielle extérieure, notée dD, induite par la connexion sans
torsion D. Dans une base c-orthonormée {ei}i=1...n, les opérateurs δD : Lk ⊗ ΛpT ∗M →
Lk−2 ⊗ Λp−1T ∗M et dD : Lk ⊗ ΛpT ∗M → Lk ⊗ Λp+1T ∗M sont définis par les formules
suivantes :

δDω = −
n∑
i=1

(eiyDeiω)l−2 et dDω =
n∑
i=1

e∗i ∧Deiω, (1.17)

où {e∗i }i=1...n est la base duale algébrique de {ei}i=1...n et l la section de L associée à la
base c-orthonormée {ei}i=1...n. Une section ω du fibré Lk ⊗ΛpM est aussi appelée p-forme
de poids k. Nous étudions maintenant le lien entre deux opérateurs différentiels ou deux
opérateurs de divergence conforme associés à deux connexions de Weyl distinctes. Par
la suite, nous aurons besoin de comparer les opérateurs dD et δD à leur correspondant
riemanniens lorsque qu’une métrique sera fixée dans c.

Lemme .15. Soient D̃ et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D̃ = D + θ.
Pour toute p-forme ω de poids k, c’est-à-dire ω ∈ C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk), nous avons :

D̃Xω = DXω + (k − p)θ(X)ω − θ ∧ (Xyω) +X[ ∧ (θ]yω), ∀X ∈ TM. (1.18)

En particulier, si α ∈ C∞(T ∗M ⊗ Lk), nous avons :

D̃α = Dα + (k − 1)θ ⊗ α− α⊗ θ + c(α, θ)c. (1.19)

Démonstration. Soit ω dans C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk). D’après la remarque .7, les connexions de
Weyl agissant sur les p-formes de poids k sont reliées par la forme suivante :

D̃Xω = DXω + (k − p)θ(X)ω + dν(θ ∧X)(ω), (1.20)
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où ν est la représentation, décrite par (1.1), définissant le fibré cotangent T ∗M comme fibré
associé au fibré principal des repères de TM . Soit {X1, . . . , Xp} une famille de p vecteurs
de TM , nous avons :

dν(θ ∧X)(ω)(X1, . . . , Xp) =−
n∑
i=1

ω(X1, . . . , (θ ∧X)Xi, . . . , Xn)

=−
p∑
i=1

θ(Xi)ω(X1, . . . , Xi−1, Y, . . . , Xp)

+
p∑
i=1

c(Y,Xi)ω(X1, . . . , Xi−1, θ
], . . . , Xp)

=−
p∑
i=1

(−1)i−1θ(Xi)ω(Y,X1, . . . , Xp)

+
p∑
i=1

(−1)i−1c(Y,Xi)ω(θ], X1, . . . , Xp)

=− θ ∧ (Y yω)(X1, . . . , Xp) + Y [ ∧ (θ]yω)(X1, . . . , Xp).

Ce calcul nous donne bien la formule souhaitée :

D̃Xω = DXω + (k − p)θ(X)ω − θ ∧ (Xyω) +X[ ∧ (θ]yω).

Corollaire .16. Soient D̃ et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D̃ = D+ θ.
Nous avons :

dD̃ω = dDω + kθ ∧ ω, ∀ω ∈ C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk). (1.21)

Démonstration. Soient ω ∈ C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk) et {ei}i=1...n une base c-orthonormée. En
contractant par e∗i la formule (1.18), évaluée en ei, du lemme .15, nous obtenons :

e∗i ∧ D̃eiω = e∗i ∧Dω + (k − p)θ(ei)e∗i ∧ ω + θ ∧ e∗i ∧ (eiyω).

En sommant pour i de 1 à n la formule précédente, nous avons le résultat souhaité :

dD̃ω = dDω + (k − p)θ ∧ ω + pθ ∧ ω = dDω + kθ ∧ ω.

De la même façon, nous pouvons montrer la proposition suivante :

Proposition .17. Soient D̃ et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telles que D̃ = D+θ.
Nous avons :

δD̃(ω) = δD(ω) + (2− n− k + p)θ]yω, ∀ω ∈ C∞(ΛpT ∗M ⊗ Lk). (1.22)
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Si g est une métrique dans c, les opérateurs δg et d peuvent être considérés comme
les opérateurs de divergence conforme et comme la différentielle relative à la connexion
de Levi-civita Dg de g qui, en particulier, est une connexion de Weyl. Les formules (1.21)
et (1.22) précédentes nous permettent notamment de relier les opérateurs δD et dD aux
opérateur δg et d respectivement. Commençons maintenant la démonstration de la formule
de Bochner conforme en établissant quelques formules préliminaires.

Proposition .18. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule
suivante :

(dD)2ω = kFD ∧ ω, ∀ω ∈ C∞(Λ∗T ∗M ⊗ Lk). (1.23)

Démonstration. Soit ∇ une connexion linéaire sur un fibré vectoriel E sur M . Soit d∇
l’opérateur différentielle associé à ∇ agissant sur les formes sur M à valeurs dans E. Pour
toute forme ψ à valeurs dans E, nous avons la formule suivante :

(d∇)2ψ = R∇ ∧ ψ, (1.24)

où R∇ est la courbure de la connexion ∇. Dans notre situation, la courbure de la connexion
de Weyl D agissant sur les formes de poids k est kFD. Pour toute section ω de Λ∗T ∗M⊗Lk,
nous avons :

(dD)2ω = kFD ∧ ω.

Nous allons maintenant établir la formule de Bochner conforme. Nous pouvons considé-
rer l’opérateur dD + δD comme un opérateur de Dirac sur l’espace des formes à poids, que
nous notons DD = dD + δD. Soit α une section de T ∗M ⊗Lk. En suivant la méthode pour
établir la formule de Bochner (1.16) (voir [5] page 56) et les règles de calcul des connexions
sans torsion, nous obtenons :

(δDdD + dDδD)α = ∆Dα +
n∑
i=1

(RD
ei,·α)(ei)l−2, (1.25)

où ∆D est le Laplacien relatif à D défini par ∆Dω = −trc(D ◦D). De plus, la courbure de
la connexion de Weyl agit sur les 1-formes de poids k de la façon suivante :

(RD
X,Y α)(Z) = kFD(X, Y )α(Z)− α(RD

X,YZ), ∀α ∈ T ∗M ⊗ Lk. (1.26)

Pour tout X dant TM , les formules (1.25) et (1.26) nous donnent le calcul suivant :

((δDdD + dDδD)α)(X) =(∆Dα)(X) + k
n∑
i=1

FD(ei, X)α(ei)l−2 − α
( n∑
i=1

(RD
ei,X

ei)l−2
)
,

=(∆Dα)(X) + kFD(α], X)− α(−RicD(X))
=(∆Dα)(X) + kFD(α], X) + c(RicD(X), α])
=(∆Dα)(X) + kFD(α], X) + RicD(X,α]). (1.27)
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Ainsi, en contractant par α la formule obtenue par le calcul (1.27) précédent, nous obte-
nons :

〈(δDdD + dDδD)α, α〉 = 〈∆Dα, α〉+ RicD(α], α]). (1.28)

De plus, en utilisant la formule (1.23), nous avons (DD)2α = δD(δDα)+(δDdD+dDδD)α+
kFD ∧α. Il suffit alors de remarquer que δD(δDα) = 0 et que les formes α et FD ∧α n’ont
pas le même degré pour en déduire la formule suivante :

〈(DD)2α, α〉 = 〈(δDdD + dDδD)α, α〉. (1.29)

D’après les formules (1.28) et (1.29), nous obtenons la formule de Bochner conforme sui-
vante :

Théorème .19. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons :

〈(DD)2α, α〉 = 〈∆D(α), α〉 − RicD(α], α]), ∀α ∈ C∞(T ∗M ⊗ Lk). (1.30)

Nous terminons cette section en établissant une version intégrale de la formule de Boch-
ner conforme. Rappelons que les objets naturellement intégrables sur une variété conforme
sont les densités de poids −n, c’est-à-dire les sections du fibré L−n. Nous allons donc éta-
blir une formule de Bochner conforme mettant en jeux des sections de L−n. Notons 〈 , 〉 le
produit scalaire conforme sur les p-formes de poids quelconque induit par c.

Proposition .20. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule
suivante :

〈Dα,Dα〉+ RicD(α], α])− 〈DDα,DDα〉 = −δD(ζα), (1.31)

où ζα(X) = 〈α,Dα + δD(α)X[ −XydDα〉, pour tout X dans TM .

Démonstration. Soient α et β des 1-formes de poids k. Remarquons tout d’abord que,
compte tenu du degré des formes en présence, nous avons :

〈(DD)2α, β〉 = 〈(δDdD + dDδD)α, β〉.

La démonstration de la formule (1.63) du paragraphe 1.5, nous donne :

〈Dα,Dβ〉 = 〈∆D(β), α〉 − δD(〈α,Dβ〉), (1.32)

De façon similaire, nous obtenons également les deux formules suivantes :

〈dDα, dDβ〉 = 〈α, δDdDβ〉+ δD(ζ1
α,β) et 〈δDα, δDβ〉 = 〈α, dDδDβ〉+ δD(ζ2

α,β),
(1.33)

où ζ1
α,β et ζ2

α,β sont les 1-formes de poids 2k − 2 définies par :

ζ1
α,β(X) = 〈α, δD(β)X[〉 et ζ2

α,β(X) = −〈α,XydDβ〉.
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Les formes α et β ayant le même degré, nous avons :

〈DDα,DDβ〉 = 〈δDα, δDβ〉+ 〈dDα, dDβ〉. (1.34)

Ainsi, en sommant les équations données par (1.33), nous obtenons :

〈DDα,DDβ〉 = 〈α, (DD)2β〉+ δD(ζα,β), (1.35)

où ζα,β(X) = 〈α, δD(β)X[ − XydDβ〉. Posons α = β. Le théorème .19 et les équations
(1.45) et (1.32) nous donnent immédiatement le résultat souhaité :

〈Dα,Dα〉+ RicD(α], α])− 〈DDα,DDα〉 = −δD(ζα),

où ζα(X) = 〈α,Dα + δD(α)X[ −XydDα〉.

Nous remarquons par exemple que Dα est une section du fibré Lk⊗T ∗M⊗T ∗M et que
ζα est une 1-forme de poids 2k − 2, par conséquent, 〈Dα,Dα〉 et δD(ζα) sont des sections
de L2k−4. Les termes de l’équation (1.49) sont donc des sections du fibré L2k−4. Ces termes
sont des densités d’intégration si et seulement si k = (4−n)/2. La proposition .20 ci-dessus
nous donne alors la seconde formule de Bochner conforme :

Théorème .21. Soient (M, c) une variété conforme orientée et Ω un compact de M . Pour
toute connexion de Weyl D sur (M, c) et pour toute 1-forme α de poids (4 − n)/2, nous
avons la formule de Bochner conforme globale suivante :∫

Ω

(
|Dα|2 + RicD(α], α])− |DDα|2

)
= −

∫
Ω
δD(ζα), (1.36)

où ζα(X) = 〈α,DXα+δD(α)X[−XydDα〉 pour tous champs de vecteurs X et, où |Dα|2 =
〈Dα,Dα〉 est la norme conforme induite par c.

1.3 Spineurs conformes et connexions de Weyl

1.3.1 Le fibré des spineurs à poids
L’algèbre de Clifford réelle Cln associée à l’espace euclidien (Rn, ‖ ‖) est l’unique algèbre

réelle, à isomorphisme près, vérifiant la propriété universelle suivante : pour toute R-algèbre
associative unitaire A, une application linéaire v de Rn dans A telle que v(x)2 = −‖x‖21A,
pour tout x de Rn, s’étend de façon unique en un morphisme d’algèbres de Cln dans A.
Pour n > 3, le revêtement universel du groupe spécial orthogonal SO(n) est le groupe
spinoriel, noté Spin(n), que nous pouvons voir comme sous-groupe de Cln. Nous notons
λ : Spin(n)→ SO(n) le revêtement à deux feuillets. Soit µ : Spin(n)→ Aut(∆n) la repré-
sentation spinorielle de Spin(n) sur l’espace des spineurs ∆n. Cette représentation est la
restriction de la représentation de l’algèbre de Clifford Cln sur l’espace ∆n. Cette représen-
tation induit une action de Cln sur ∆n. Cette action est la multiplication de Clifford. En
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particulier, Rn est canoniquement inclus dans Cln, donc Rn agit sur ∆n par multiplication
de Clifford. Nous notons x · ξ la multiplication de Clifford, où x est dans Cln et ξ dans
∆n. Nous rappelons qu’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels entre Cln et l’algèbre
extérieure Λ∗Rn de Rn donné par :

Λ∗Rn → Cln

ei1 ∧ . . . ∧ eik 7→ ei1 · · · eik ,

où (e1, . . . , en) est une base de Rn, où i1 < · · · < ik. Notons que v∧ et vy sont respectivement
le produit extérieur et intérieur par v sur M . Nous avons pour la multiplication de Clifford
l’identification suivante :

x · (ω · ξ) = (x ∧ ω) · ξ − xyω · ξ, ∀x ∈ Rn, ∀ω ∈ Λ∗Rn, ∀ξ ∈ ∆n. (1.37)

La représentation de Spin(n) sur Rn et ∆n préserve le produit de Clifford. Plus précisément,

µ(γ)(x · ξ) = (λ(γ)x) · (µ(γ)ξ), ∀γ ∈ Spin(n), ∀x ∈ Rn, ∀ξ ∈ ∆n.

Soit g une métrique riemannienne surM . Une structure spin sur (M, g) est un Spin(n)-
fibré principal, noté Sping(M), muni d’un revêtement à deux feuillets équivariant sur le
fibré de repères g-orthonormés directs SOg(M). L’existence d’une telle structure sur M
est une condition topologique : M est une variété spinorielle si sa seconde classe de Stiefel-
Whitney est nulle. Lorsqu’il existe, le fibré des spineurs de (M, g) est défini par :

Σg = Sping(M)×µ ∆n.

Pour plus de détails concernant la géométrie spinorielle dans le cadre riemannien, le lecteur
pourra consulter [13].

Nous définissons le groupe spinoriel conforme CSpin(n) comme le produit Spin(n)×R>0.
Pour tout γ̃ ∈ CSpin(n), nous écrirons :

γ̃ = aγ,

où a ∈ R>0 et γ ∈ Spin(n) sont uniquement déterminés. Rappelons que CO+(n) = SO(n)×
R>0. Nous avons le morphisme de groupes λ̃ : CSpin(n)→ CO+(n) défini comme le produit
de λ et de l’identité de R>0. Soit k ∈ R. La représentation spinorielle conforme de poids k,
notée µ(k), est la représentation linéaire de CSpin(n) sur l’espace des spineurs ∆n définie
par :

µ(k)(γ̃) = akµ(γ),

pour tout γ̃ dans CSpin(n). De la même façon que la représentation spinorielle, nous
avons une relation de compatibilité entre la multiplication de Clifford et la représentation
spinorielle conforme de poids k. Pour γ̃ ∈ CSpin(n), x ∈ Rn et ξ ∈ ∆n, nous avons :

µ(k)(γ̃)(x · ξ) =
(
λ̃(γ̃)x

)
·
(
µ(k)(γ̃)ξ

)
.
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Le fibré vectoriel des spineurs de poids conforme k est défini par :

Σ(k) = CSpin(M)×µ(k) ∆n.

Nous avons l’identification suivante :

Σ(k) ∼= Σ(0) ⊗ Lk.

L’action de Clifford de TM sur l’espace des spineurs à poids est l’application

TM ⊗ Σ(k) → Σ(k+1)

X ⊗ ψ 7→ X · ψ

définie par :
X · ψ = [s̃, x · ξ],

où ψ et X sont respectivement représentés par [s̃, ξ] et [s, x]. Nous rappelons que s̃ est un
repère de CSpin(M) tel que s = λ̃(s̃), et que x ∈ Rn.

Proposition .22. Pour tout g ∈ c, et tout k ∈ R, il existe un isomorphisme canonique de
Σg dans Σ(k).

Démonstration. Une métrique g dans la classe conforme définit une réduction du fibré
CSpin(M) à Sping(M). Dans ce cas, nous avons :

CSpin(M)×µ(k) ∆n = Sping(M)×µ ∆n,

puisque µ est la restriction de la représentation µ(k) au groupe Spin(n).

Soient g dans c et g̃ = f−2g, avec f une fonction réelle non nulle sur M . La proposition
précédente nous donne une famille d’isomorphismes

Φ(k) : ΣgM → Σg̃M

[s̃, v] 7→ [s̃f, f−kv]

pour tout k ∈ R. Soit 〈 , 〉 le produit scalaire hermitien sur ∆n compatible avec l’action
de Clifford. Notons ( , )g le produit scalaire hermitien Spin(n)-invariant sur Σg induit par
〈 , 〉. Les isomorphismes Φ(k) ne sont pas des isométries :

|Φ(k)ψ|g̃ = f−2k|ψ|g.

Nous définissons une application bilinéaire h par :

h : Σ(k1) ⊗ Σ(k2) → Lk1+k2
C

ψ ⊗ ϕ 7→ [s, 〈u, v〉], (1.38)

où ψ et ϕ sont représentés respectivement par [s̃, ξ] et [s̃, ζ] et où s est le projeté de s̃ sur
CO(M).
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Proposition .23. L’application bilinéaire h est bien définie et nous avons :

h(X · ψ, ϕ) = −h(ψ,X · ϕ) ∈ Lk1+k2−1
C , ∀ψ ∈ Σ(k1), ∀ϕ ∈ Σ(k2), X ∈ TM.

Démonstration. En changeant le repère s̃ par s̃ · γ̃−1, où γ̃ ∈ CSpin(n), nous obtenons

〈µ(k1)(γ̃)ξ, µ(k2)(γ̃)ζ〉 =〈ak1µ(γ)ξ, ak2µ(γ)ζ〉
=ak1+k2〈µ(γ)ξ, µ(γ)ζ〉
=ak1+k2〈ξ, ζ〉
=(det γ̃)(k1+k2)/n〈ξ, ζ〉.

Ce calcul montre que [s, 〈ξ1, ξ2〉] est une section de Lk1+k2
C et donc que h est bien définie.

Pour ξ et ζ dans ∆n, et pour x dans Rn, le produit scalaire hermitien sur ∆n vérifie :

〈x · ξ, ζ〉 = −〈ξ, x · ζ〉.

Par définition de la multiplication de Clifford des spineurs à poids, il est clair que h vérifie
la même relation.

Les sections du fibré L−nC sont des densités d’intégration sur M . Pour k1 + k2 = −n,
nous définissons une application sesquilinéaire H : C∞0 (Σ(k1))× C∞0 (Σ(k2))→ C par :

H(ψ, ϕ) =
∫
M
h(ψ, ϕ),

où C∞0 désigne l’espace des sections lisses à support compact. Soient k1 et k2 des réels
tels que k1 + k2 = −n et g une métrique dans la classe conforme c. Nous avons vu que
les fibrés Σ(k1) et Σ(k2) s’identifient canoniquement au fibré Σg par la proposition .22. La
multiplication de Clifford définie sur les spineurs à poids s’identifie alors à la multiplication
de Clifford (usuelle) sur Σg. D’autre part, l’image de l’application h par cette identification
est le produit scalaire hermitien ( , )g défini sur Σg. Ainsi, nous pouvons remarquer que,
pour une métrique g quelconque dans c, nous avons :

H(ψ, ϕ) =
∫
M

(ψ, ϕ)gvg,

où vg est la forme volume associée à la métrique g.

1.3.2 Connexions de Weyl à poids
Soient (M, c,D) une structure de Weyl et k un réel. La connexion de Weyl D induit

une connexion, noté D(k), sur Σ(k).

Proposition .24. Soient D et D̃ deux structures de Weyl sur (M, c) tels que D = D̃+ θ.
Les connexions D et D̃ induisent respectivement deux connexions linéaires D(k) et D̃(k) sur
Σ(k) reliées par :

D
(k)
X ψ = D̃

(k)
X ψ − 1

2X · θ · ψ + (k − 1
2)θ(X)ψ, ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)), ∀X ∈ TM. (1.39)
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En particulier, pour toute métrique g dans c, nous avons :

D
(k)
X ψ = Dg

Xψ −
1
2X · θg · ψ + (k − 1

2)θg(X)ψ, ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)), ∀X ∈ TM, (1.40)

où θg est la 1-forme de Lee de D relativement à g.

Démonstration. Nous avons vu que les structures de Weyl D et D̃ sont reliées par D =
D̃ + Θ sur TM , où Θ(X) = θ ∧ X + θ(X)Id. Les connexions induites par D et D̃ sur le
fibré Σ(k) vérifient donc la relation suivante :

D(k) = D̃(k) + dµ(k)(Θ),

où dµ(k) est la différentielle à l’origine de la représentation linéaire de poids k de CSpin(n).
Nous obtenons :

D(k) = D̃(k) +
n∑
i=1

dµ(θ ∧ ei)⊗ e∗i + kId⊗ θ.

Nous obtenons alors la formule suivante :

D
(k)
X ψ = D̃

(k)
X ψ + 1

2(θ ∧X) · ψ + kθ(X)ψ, ∀ψ ∈ Σ(k), ∀X ∈ TM.

De plus, d’après la définition du produit de Clifford des 2-formes (voir formule 1.37), nous
avons :

X · θ = −θ ∧X − θ(X).
Nous en déduisons la formule souhaitée :

D
(k)
X ψ = D̃

(k)
X ψ − 1

2X · θ · ψ + (k − 1
2)θ(X)ψ, ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)).

Soit Dg : Σg → Σg l’opérateur de Dirac agissant sur le fibré des spineurs relatif à
la métrique g. L’opérateur Dg est défini comme la composition de la multiplication de
Clifford et de la connexion induite par Dg sur Σg. Cet opérateur de Dirac est un opérateur
différentiel linéaire d’ordre 1 et elliptique. Pour plus de détails, nous renvoyons de nouveau
le lecteur à [13]. L’opérateur de Dirac conforme agissant sur les spineurs de poids k est
construit de façon analogue. La multiplication de Clifford sur les spineurs à poids définit
une contraction, notée m(k), sur les spineurs de poids k :

m(k) : T ∗M ⊗ Σ(k) → Σ(k−1)

ω ⊗ ψ 7→ ω · ψ

Nous considérons la connexion D(k) comme un opérateur de Σ(k) dans T ∗M ⊗ Σ(k). Nous
définissons alors l’opérateur de Dirac de poids k par :

D (k) : C∞(Σ(k)) m(k)◦D(k)
−−−−−−→ C∞(Σ(k−1)).
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Proposition .25. Soient D̃ et D deux connexions de Weyl sur (M, c) telle que D̃ = D+θ.
Les opérateurs de Dirac D̃ (k) et D (k) associés respectivement à D̃ et D sont reliés par la
formule suivante :

D̃ (k)ψ = D (k)ψ + (k + 1
2(n− 1))θ · ψ, ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)). (1.41)

En particulier, pour toute métrique g dans c, nous avons :

D̃ (k)ψ = Dgψ + (k + 1
2(n− 1))θg · ψ, ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)), (1.42)

où θg est la 1-forme de Lee de D̃ relativement à g.

Démonstration. Soit ψ ∈ C∞(Σ(k)). La proposition .24 nous donne :

D̃
(k)
X ψ = D

(k)
X ψ + (k − 1

2)θ(X)ψ − 1
2X · θ · ψ.

Par conséquent, dans une base {ei} c-orthonormée, nous avons :

D̃ (k)ψ = D (k)ψ + (k − 1
2)

n∑
i=1

θ(ei)ei · ψ −
1
2

n∑
i=1

ei · ei · θ · ψ

= D (k)ψ + (k − 1
2)θ · ψ + n

2 θ · ψ

1.4 Formules de Lichnerowicz conformes
Dans toute cette section, nous considérons une variété conforme (M, c) de dimension n

et supposons que M est spinorielle. Pour toute métrique g sur M , nous avons la formule
de Lichnerowicz donnée par le théorème suivant :

Proposition .26. ([13]) Soit (M, g) une variété riemannienne spinorielle de dimension n.
Pour toute section ψ de Σg, nous avons la formule suivante :

(Dg)2ψ = ∆g(ψ) + 1
4Scal

gψ (1.43)

où ∆g = −trg(Dg ◦ Dg) est l’opérateur de Laplace-Beltrami relatif à g et Scalg est la
courbure scalaire de g.

Nous allons maintenant présenter deux formules de Lichnerowicz dans le cadre de la
géométrie conforme.
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1.4.1 La formule de Lichnerowicz conforme I
Dans le cas conforme, P. Gauduchon [14], A. Moroianu [22] et V. Buchholz [6] ont obtenu

une formule conforme analogue à la formule de Lichnerowicz ci-dessus. Nous présentons la
démonstration de ce théorème. Soient (M, c,D) une structure de Weyl et k une nombre
réel. Nous rappelons que l’opérateur de Dirac conforme de poids k est défini par :

D (k) : C∞(Σ(k)) D(k)
−−→ C∞(T ∗M ⊗ Σ(k)) m(k)

−−→ C∞(Σ(k−1)),

où m(k) est la contraction de Clifford des formes sur les spineurs de poids k.
Rappelons que L−2 ⊗ Σ(k) ∼= Σ(k−2). L’opérateur de Laplace conforme agissant sur les

spineurs de poids k est défini par :

∆D(k) : Σ(k) D(k)◦D(k)
−−−−−−→ T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ Σ(k) −c⊗Id−−−→ Σ(k−2).

Proposition .27. Soient {ei}i=1...n un repère local c-orthonormé de TM . Une écriture
locale de ∆(k) est donnée par :

∆(k)(ψ) = −
n∑
i=1

(
D(k)
ei

(D(k)
ei
ψ)−D(k)

Deiei
ψ
)
l−2, ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)), (1.44)

où l est la section de L associée à {ei}i=1...n.

Démonstration. Par définition, il est clair que dans une base c-orthonormée {ei}i=1...n nous
avons l’expression (1.44). Montrons que l’expression ne dépend pas du choix du repère
c-orthonormé. Soit {ẽi} une base c-orthonormée. Il existe un champ de matrices conformes
A = (aij) tel que :

ẽi =
n∑
k=1

aikek.

Nous avons A ∈ CO(n), dons il existe une fonction f surM telle que tAA = f 2. En d’autres
termes, nous avons :

n∑
k=1

aikajk = δijf
2.

Nous obtenons alors :

c(ẽi, ẽj) =
n∑
k=1

n∑
l=1

aikajlc(ek, cl)

=
n∑
k=1

aikajkl
2

=δij(fl)2.
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Par conséquent, nous avons c(ẽi, ẽj) = l̃2, où l̃ = fl. Enfin, le calcul suivant nous donne le
résultat souhaité :

n∑
i=1

(
D

(k)
ẽi

(D(k)
ẽi
ψ)−D(k)

D
ẽi
ẽi
ψ

)
l̃−2 =

n∑
i,p,q=1

(
aipaiqD

(k)
ep (D(k)

eq ψ) +D
(k)
ẽi

(aiq)D(k)
eq ψ

)
l̃−2

−
n∑

i,p,q=1

(
aipaiqD

(k)
Depeq

ψ +D
(k)
ẽi

(aiq)D(k)
eq ψ

)
l̃−2

=
n∑

p,q=1

( n∑
i=1

aipaiq

) (
D(k)
ep (D(k)

eq ψ)−D(k)
Depeq

ψ
)
l̃−2

=
n∑

p,q=1
δpq

(
D(k)
ep (D(k)

eq ψ)−D(k)
Depeq

ψ
)
f 2l̃−2

=
n∑
p=1

(
D(k)
ep (D(k)

ep ψ)−D(k)
Depep

ψ
)
l−2.

Lemme .28. Pour toute métrique g dans c, nous avons :

∆(k)(ψ) =∆g(ψ)− (k − 1
2)δg(θg)ψ + (2k + n− 1)Dg

θ]g
ψ − 1

2Dg(θg) · ψ

+ θg ·Dgψ +
(
k2 − k(2− n)− 1

4(n− 1)
)
|θg|2gψ, ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)), (1.45)

où δg est la divergence riemannienne relative à g, et θg la forme de Lee de D associée à g.

Démonstration. Soient k ∈ R, ψ dans Σ(k), x ∈ M et {ei} une base de TxM . Fixons une
métrique g dans c. Supposons que la base {ei} est parallèle en un point pour la connexion
de Levi-Civita Dg. Nous avons en ce point :

D(k)
ei

(D(k)
ei
ψ) =Dg

ei
(D(k)

ei
ψ) + (k − 1

2)θg(ei)D(k)
ei
ψ − 1

2ei · θg ·D
(k)
ei
ψ

=Dg
ei
(Dg

ei
ψ) + (k − 1

2)Dg
ei
(θg(ei))ψ + (2k − 1)θg(ei)Dg

ei
ψ − 1

2ei ·D
g
ei
(θg) · ψ

− ei · θg ·Dg
ei
ψ + (k − 1

2)2θg(ei)2ψ − (k − 1
2)θg(ei)ei · θg · ψ

+ 1
4ei · θg · ei · θg · ψ.

Les propriétés de la multiplication de Clifford nous donnent alors :

D(k)
ei

(D(k)
ei
ψ) =Dg

ei
(Dg

ei
ψ) + (k − 1

2)Dg
ei
(θg(ei))ψ + (2k + 1)θg(ei)Dg

ei
ψ

− 1
2ei ·D

g
ei
(θg) · ψ + θg · ei ·Dg

ei
ψ + (k − 1

2)2θg(ei)2ψ

− kθg(ei)ei · θg · ψ −
1
4 |θg|

2
gψ.
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Nous obtenons :
n∑
i=1

D(k)
ei

(D(k)
ei
ψ) =∆g(ψ)− (k − 1

2)δg(θg)ψ + (2k + 1)Dg

θ]g
ψ − 1

2Dg(θg) · ψ

+ θg ·Dgψ + (k2 − n− 1
4 )|θg|2ψ. (1.46)

De plus,
Deiei = 2θg(ei)ei − θ]g.

En sommant sur i de 1 à n, nous en déduisons :

n∑
i=1

Deiei = (2− n)θ]g.

Par conséquent,

n∑
i=1

D
(k)
Deiei

ψ = (2− n)Dg

θ]g
ψ + k(2− n)|θg|2gψ. (1.47)

La différence des équations (1.46) et (1.47) nous donne la formule souhaitée :

∆(k)(ψ) =∆g(ψ)− (k − 1
2)δgθg)ψ + (2k + n− 1)Dg

θ]g
ψ − 1

2Dg(θg) · ψ

+ θg ·Dgψ +
(
k2 − k(2− n)− 1

4(n− 1)
)
|θg|2gψ.

La formule de Lichnerowicz conforme consiste à exprimer le carré de l’opérateur de Dirac
conforme en fonction d’autres opérateurs conformes sur la variété (M, c). En revanche, le
carré de l’opérateur de Dirac conforme de poids k n’est pas bien défini. En effet, l’opérateur
Dk agit sur les sections Σ(k) et est à valeurs dans l’espace des sections de Σ(k−1), il n’est
donc pas possible de composer Dk par lui-même. Par conséquent, nous devons calculer
l’opérateur D (k−1) ◦D (k) : C∞(Σ(k))→ C∞(Σ(k−2)).

Lemme .29. Soit ψ un spineur de poids k. Le carré de l’opérateur de Dirac à poids associé
à une structure de Weyl dont la forme de Lee est θg est donné par :

D (k−1)D (k)ψ =(Dg)2ψ + (k + 1
2(n− 1))Dg(θg) · ψ − θg ·Dgψ

− (2k + n− 1)Dg

θ]g
ψ −

(
k2 − k(2− n) + n2 − 4n+ 3

4

)
|θg|2gψ. (1.48)
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Démonstration. En utilisant la formule (1.42) de la proposition .25, la calcul suivant nous
donne le résultat :

D (k−1)D (k)ψ = D (k−1)(Dgψ + (k + 1
2(n− 1))θg · ψ)

=Dg(Dgψ + (k + 1
2(n− 1))θg · ψ) + (k − 1 + 1

2(n− 1))θg · (Dgψ + (k + 1
2(n− 1))θg · ψ)

=(Dg)2ψ + (k + 1
2(n− 1))Dg(θg) · ψ − (k + 1

2(n− 1))θg ·Dgψ − (2k + (n− 1))Dg

θ]g
ψ

+ (k − 1 + 1
2(n− 1))θg ·Dgψ − (k − 1 + 1

2(n− 1))(k + 1
2(n− 1))|θg|2gψ

=(Dg)2ψ + (k + 1
2(n− 1))Dg(θg) · ψ − θg ·Dgψ − (2k + n− 1)Dg

θ]g
ψ

− (k + 1
2(n− 1))(k − 1 + 1

2(n− 1))|θg|2gψ.

Théorème .30. Pour toute structure de Weyl (M, c,D), nous avons la formule de Lich-
nerowicz conforme I suivante :

D (k−1) ◦D (k)ψ = ∆D(k)(ψ) + 1
4Scal

Dψ +
(n− 2 + 2k

2
)
FD · ψ , ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)).

Démonstration. Soit ψ ∈ C∞(Σ(k)). En sommant les formules (1.48) et (1.45), nous obte-
nons :

D (k−1)D (k)ψ −∆(k)(ψ) =1
4

[
Dg(ψ)−∆g(ψ)− 2(2k − 1)δg(θg))− (n− 1)(n− 2)|θg|2g

]
ψ

+
(
k + n− 2

2

)
Dg(θg) · ψ.

D’après la formule de Lichnerowicz de la proposition .26, la formule précédente donne
immédiatement :

D (k−1)D (k)ψ −∆(k)(ψ) =1
4

[
Scalgψ − 2(2k − 1)δg(θg))− (n− 1)(n− 2)|θg|2g

]
ψ

+
(
k + n− 2

2

)
Dg(θg) · ψ. (1.49)

De plus, d’après la relation 1.37, nous avons :

ei ·Dg
ei
(θg) = −Dg

ei
(θg) ∧ ei −Dg

ei
(θg)(ei), ∀i ∈ {1, . . . , n}. (1.50)

Mais encore, par définition, nous avons :

Dg(θg) = δg(θg) + dθg. (1.51)
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D’après les relations (1.51) et (1.50), la formule (1.49) devient :

D (k−1)D (k)ψ −∆(k)(ψ) =1
4

[
Scalgψ + 2(n− 1)δg(θg))− (n− 1)(n− 2)|θg|2g

]
ψ

+
(
k + n− 2

2

)
dθg · ψ. (1.52)

Rappelons que la courbure scalaire ScalD de D, via la métrique g, s’identifie à une fonction
sur M de la façon suivante :

ScalD = Scalg − 2(n− 1)trg(Dgθg)− (n− 1)(n− 2)|θg|2g.

Et, d’après la proposition .9, nous avons :

FD = dθg.

La formule (1.52) et les deux rappels précédents démontrent le résultat :

D (k−1) ◦D (k)ψ = ∆D(k)(ψ) + 1
4Scal

Dψ +
(n− 2 + 2k

2
)
FD · ψ.

Par la suite, nous noterons D et D respectivement la dérivée covariante et l’opérateur
de Dirac induits par la connexion de Weyl D agissant sur les spineurs de poids (2− n)/2
et par D2 l’opérateur D (−n2 ) ◦ D ( 2−n

2 ). D’après la formule de Lichnerowicz conforme du
théorème .30 ci-dessus, nous obtenons immédiatement :
Corollaire .31. Pour toute structure de Weyl (M, c,D), nous avons :

D2ψ = ∆D(ψ) + 1
4Scal

Dψ , ∀ψ ∈ C∞(Σ( 2−n
2 )).

Remarque .32. Dans le théorème .30, nous omettons le symbole du produit tensoriel qui
devrait apparaître entre ScalD et ψ. En rappelant que Σ(k) ⊗ L−2 ∼= Σ(k−2), nous pouvons
remarquer que ScalDψ s’identifie à une section de Σ(k−2). Par conséquent, la formule de
Lichnerowicz conforme I met en relation des objets de poids conforme −(2 + n)/2.

1.4.2 La formule de Lichnerowicz conforme II
Nous décrivons tout d’abord l’opérateur de divergence conforme agissant sur Σ(k). Puis,

nous calculons les opérateurs adjoints, au sens conforme, d’opérateurs précédemment défi-
nis.

Notons que toute connexion de Weyl sur (M, c) préserve la forme sesquilinéaire h in-
troduite dans la section 1.3.1 (1.38). En effet, h ne dépend que de la classe conforme c et
toute connexion de Weyl préserve c. Ainsi, toute connexion de Weyl D préserve h et nous
avons la formule suivante :

D (h(ψ, ϕ)) = h(D(k)ψ, ϕ) + h(ψ,D(l)ϕ), ∀ψ ∈ C∞(Σ(k)), ∀ϕ ∈ C∞(Σ(l)). (1.53)

Dans toute la suite, nous considérons la structure de Weyl (M, c,D).
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L’opérateur de divergence conforme spinoriel

Soient g et g̃ deux métriques riemanniennes telles que g̃ = f 2g. Notons ∗g̃ et ∗g les
opérateurs de Hodge associés à g̃ et g respectivement. Nous rappelons la relation suivante :

∗g̃ω = fn−2q ∗g ω , ∀ω ∈ ΛqT ∗M.

Par conséquent, il existe un opérateur de Hodge conforme

∗ : ΛqT ∗M ⊗ Lk → Λn−qT ∗M ⊗ Ln−2q+k

tel que :

Xyω = (−1)n(q−1) ∗ (X[ ∧ ∗ω) , ∀X ∈ TM, ∀ω ∈ ΛqT ∗M. (1.54)

Lorsque k = 2q − n, nous pouvons définir l’opérateur de divergence conforme

δ : C∞(ΛqT ∗M ⊗ L2q−n)→ C∞(Λq−1T ∗M ⊗ L2q−n−2)

par :
δ = (−1)n(q−1)+1 ∗ ◦ d ◦ ∗,

où d est la différentielle extérieur sur M . De plus, nous pouvons définir un opérateur de
divergence conforme relatif à D, noté δD, par :

δD : C∞(ΛqT ∗M ⊗ Lk)→ C∞(Λq−1T ∗M ⊗ Lk−2)
ω 7→ δD(ω), (1.55)

avec :

δD(ω) = −
n∑
i=1

(eiyDeiω) l−2, (1.56)

où {ei}i=1...n est une base c-orthonormée et l la section de L qui lui est associée. Si une
métrique riemannienne g est fixée dans c, l’opérateur de Hodge conforme et l’opérateur de
divergence conforme s’identifient respectivement avec l’opérateur de Hodge et l’opérateur
de divergence de la métrique g. En revanche, une connexion de Weyl n’est pas toujours une
connexion de Levi-Civita, c’est pourquoi les opérateurs δ et δD sont en général distincts.
Néanmoins, nous obtenons la relation suivante :

δDω = (−1)n(q−1)+1(∗ ◦Da ◦ ∗)(ω) , ∀ω ∈ C∞(ΛqT ∗M ⊗ Lk),

où Da est l’anti-symétrisation de la connexion sans torsion D agissant sur le fibré extérieur
à poids. De plus, nous avons d = Da lorsque D est une connexion sans torsion agissant sur
les formes. Enfin, si ω est une section de ΛqT ∗M ⊗L2q−n, ∗ω est une (n− q)-forme sur M .
Par conséquent, nous avons la proposition suivante :

Proposition .33. Soit (M, c,D) une structure de Weyl. Les opérateurs δ et δD coïncident
sur l’espace des sections de ΛqT ∗M ⊗ L2q−n.
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L’opérateur adjoint d’une connexion de Weyl à poids

Nous allons étudier l’existence d’un opérateur adjoint pour la connexion D(k) relati-
vement au produit scalaire hermitien H sur les spineurs de poids k. Nous avons D(k) :
Σ(k) → T ∗M ⊗Σ(k), par conséquent, l’adjoint de D(k), noté D(k)∗, doit agir sur les sections
de T ∗M ⊗Σ(k). Soient ψ et ϕ deux sections de Σ(k), et α une 1-forme sur M . Nous devons
trouver l’opérateur D(k)∗ de sorte que l’expression suivante soit bien définie et égale à un
terme de divergence :

h(D(k)ψ, α⊗ ϕ)− h(ψ,D(k)∗(α⊗ ϕ)). (1.57)

Les poids conformes de D(k)ψ et α⊗ ϕ sont égaux à k − 1, ainsi, h(D(k)ψ, α⊗ ϕ) est une
section de Lk−2

C .Le poids conforme de D∗(α ⊗ ϕ) doit être k − 2 et l’expression (1.57) est
une densité d’intégration si et seulement si k = (2−n)/2. Nous rappelons que nous notons
D la connexion de Weyl de poids (2− n)/2.

Proposition .34. La connexion de Weyl D de poids (2− n)/2 admet un adjoint formel,
noté D∗ : C∞(T ∗M ⊗ Σ( 2−n

2 ))→ C∞(Σ(−2−n
2 )), défini par :

D∗(α⊗ ϕ) = −Dα]ϕ+ δD(α)ϕ,

pour tout α ∈ C∞(T ∗M) et pour tout ϕ ∈ C∞(Σ( 2−n
2 )). Si ψ et ϕ sont des sections de

Σ( 2−n
2 ), nous avons la formule suivante :

h
(
Dψ,α⊗ ϕ

)
− h

(
ψ,D∗(α⊗ ϕ)

)
= −δD

(
h(ψ, α⊗ ϕ)

)
, (1.58)

où les termes de cette expression sont des sections de L−nC .

Démonstration. Soient ψ et ϕ deux sections à support compact de Σ( 2−n
2 ), et α une 1-forme

sur M . Nous calculons :

H(Dψ,α⊗ ϕ) =
∫
M
h(Dψ,α⊗ ϕ).

Soit {ei} une base locale c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δijl
2. Nous avons le calcul

suivant :

h(Deiψ, α(ei)ϕ)l−2 = ∇D
ei

(
h(ψ, α(ei)ϕ)l−2

)
− h

(
ψ,Dei(α(ei)ϕl−2)

)
= ∇D

ei

(
h(ψ, α(ei)ϕ)

)
l−2 − h(ψ, α(Deiei)ϕ)l−2

− h
(
ψ,Dei(α)(ei)l−2ϕ

)
− h

(
ψ, α(ei)l−2Deiϕ

)
.

En sommant i de 1 à n, nous obtenons :
n∑
i=1

h(Deiψ, α(ei)ϕ)l−2 =
n∑
i=1

(
∇D
ei

(
h(ψ, α(ei)ϕ)

)
− h

(
ψ, α(Deiei)ϕ

))
l−2

+ h
(
ψ,−

n∑
i=1

(
eiyDei(α)l−2

)
ϕ
)
− h

(
ψ,

n∑
i=1

α(ei)Deiϕ
)
.
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Nous obtenons :

h
(
Dψ,α⊗ ϕ

)
= −δD

(
h(ψ, α⊗ ϕ)

)
+ h

(
ψ, δD(α)ϕ

)
− h

(
ψ,Dα]ϕ

)
. (1.59)

De plus, h(ψ, α ⊗ ϕ) est une section de T ∗M ⊗ L2−n et les opérateurs δ et δD coïncident
sur ΛqT ∗M ⊗ L2q−n. Donc :

δD
(
h(ψ, α⊗ ϕ)

)
= δ

(
h(ψ, α⊗ ϕ)

)
.

Ceci et l’équation (1.59) montrent la formule (1.58) et d’après la formule de Stokes, nous
en déduisons : ∫

M
δD
(
h(ψ, α⊗ ϕ)

)
= 0,

Donc, d’après (1.59) :

H(Dψ,α⊗ ϕ) = H
(
ψ,−Dα]ϕ+ δD(α)ϕ

)
.

En particulier, l’adjoint formel de D est donné par :

D∗(α⊗ ψ) = −Dα]ψ + δD(α)ψ.

Pour démontrer la formule Lichnerowicz conforme II, nous aurons besoin des deux
propositions qui suivent.

Proposition .35. Pour tout connexion de Weyl D, nous avons :

D∗Dψ = ∆D(ψ) , ∀ψ ∈ C∞(Σ( 2−n
2 )).

Démonstration. On commence par démontrer le lemme suivant :
Lemme .36. Soient {ei} une base c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δijl

2. Nous avons la
formule suivante :

n∑
i=1

δD(e∗i )Deiψ =
n∑
i=1

l−2DDeiei
ψ, ∀ψ ∈ C∞(Σ( 2−n

2 )).

Démonstration. Dans un premier temps, nous calculons :

δD(e∗i ) =−
n∑
j=1

ejyDej(e∗i )l−2

=−
n∑
j=1

Dej(e∗i (ej))l−2 +
n∑
j=1

e∗i
(
Dejej

)
l−2

=−
n∑
j=1

Dej(δij)l−2 +
n∑
j=1

e∗i
(
Dejej

)
l−2

=
n∑
j=1

e∗i
(
Dejej

)
l−2. (1.60)
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D’autre part, nous avons :

n∑
i=1

δD(e∗i )Deiψ =
n∑
i=1

DδD(e∗i )eiψ. (1.61)

D’après (1.60) et (1.61), nous obtenons :

n∑
i=1

δD(e∗i )Deiψ =
n∑
j=1

l−2D∑n

i=1 e
∗
i

(
Dej ej

)
ei
ψ. (1.62)

Enfin, nous avons
n∑
i=1

e∗i
(
Dejej

)
ei = Dejej, et (1.62) devient :

n∑
i=1

δD(e∗i )Deiψ =
n∑
i=1

l−2DDeiei
ψ.

Par définition de l’adjoint formel de la connexion D, nous avons :

D∗Dψ = D∗
( n∑
i=1

e∗i ⊗Deiψ
)

= −
n∑
i=1

(
D(e∗i )](Deiψ)− δD(e∗i )Deiψ

)
.

Cependant, nous avons (e∗i )] = eil
−2, et donc, d’après le lemme .36, nous obtenons :

D∗Dψ = −
n∑
i=1

(
Dei(Deiψ)−DDeiei

ψ
)
l−2.

Formule de Lichnerowicz conforme

En remplaçant α⊗ ϕ par Dϕ dans l’équation (1.58), nous obtenons :

h(Dψ,Dϕ)− h(ψ,D∗Dϕ) = −δD
(
h(ψ,Dϕ)

)
, ∀ψ ∈ C∞(Σ( 2−n

2 )), ∀ϕ ∈ C∞(Σ( 2−n
2 )).

En appliquant la proposition .35 à la formule précédente, nous obtenons la proposition
suivante :

Proposition .37. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons :

h
(
Dψ,Dϕ

)
− h

(
ψ,∆D(ϕ)

)
= −δD

(
h(ψ,Dϕ)

)
, ∀ψ ∈ C∞(Σ( 2−n

2 )), ∀ϕ ∈ C∞(Σ( 2−n
2 )).

(1.63)
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Corollaire .38. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons la formule sui-
vante :

h(Dψ,Dϕ) + 1
4h(ψ, Scal

Dϕ)− h(ψ,D2ϕ) = −δD
(
h(ψ,Dϕ)

)
∈ L−nC ,

pour toutes sections ψ et ϕ de Σ( 2−n
2 ).

Démonstration. L’équation (1.63) donne :

h(Dψ,Dϕ)+1
4h(ψ, Scal

Dϕ)−h(ψ,D2ϕ) = h(ψ,∆D(ϕ)+1
4Scal

Dϕ−D2ϕ)−δD
(
h(ψ,Dϕ)

)
.

D’après la formule de Lichnerowicz conforme I (Corollaire .31), nous obtenons :

∆D(ϕ) + 1
4Scal

Dϕ−D2ϕ = 0.

Proposition .39. Pour toute structure de Weyl (M, c,D), nous avons la formule suivante :

h(Dψ,Dϕ) = h(ψ,D2ϕ) + δD(βψ,ϕ) ∈ L−nC , ∀ψ ∈ C∞(Σ( 2−n
2 )), ∀ϕ ∈ C∞(Σ( 2−n

2 )).

où βψ,ϕ est la section de T ∗M ⊗ L2−n définie par :

βψ,ϕ(X) = h(ψ,X[ ·Dϕ), ∀X ∈ TM.

Démonstration. Soit {ei} une base c-orthonormée telle que c(ei, ej) = δijl
2. En utilisant

les propriétés de la forme sesquilinéaire h et de la connexion de Weyl D, nous obtenons :

h(Dψ,Dϕ) =
n∑
i=1

h
(
e∗i ·Deiψ,Dϕ

)
= −

n∑
i=1

h
(
Deiψ, e

∗
i ·Dϕ

)
= −

n∑
i=1

(
∇D

(
h(ψ, e∗i ·Dϕ)

)
− h

(
ψ,Dei(e∗i ·Dϕ)

))

= −
n∑
i=1

(
∇D

(
h(ψ, e∗i ·Dϕ)

)
− h

(
ψ,Dei(e∗i ) ·Dϕ

))
+

n∑
i=1

h
(
ψ, e∗i ·Dei(Dψ)

)
= −

n∑
i=1

(
∇D

(
h(ψ, e[il−2 ·Dϕ)

)
− h

(
ψ,Dei(e[il−2) ·Dϕ

))
+ h(ψ,D2ϕ)

= −
n∑
i=1

(
∇D

(
h(ψ, e[i ·Dϕ)

)
− h

(
ψ,Dei(e[i) ·Dϕ

))
l−2 + h(ψ,D2ϕ).

En posant βψ,ϕ(X) = h(ψ,X[ ·Dϕ), nous avons la formule souhaitée :

h(Dψ,Dϕ) = h(ψ,D2ϕ) + δD(βψ,ϕ).
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Théorème .40. Soit (M, c) une variété conforme spinorielle. Pour toute connexion de Weyl
D sur M et pour toutes sections ψ et ϕ de Σ( 2−n

2 ), nous avons la formule de Lichnerowicz
conforme II :

h(Dψ,Dϕ) + 1
4h(ψ, Scal

Dϕ)− h(Dψ,Dϕ) = −δ(ωψ,ϕ),

où la section ωψ,ϕ de T ∗M ⊗ L(2−n) est définie par :

ωψ,ϕ(X) = h
(
ψ,X[ ·Dϕ+DXϕ

)
, ∀X ∈ TM.

Démonstration. Soient ψ et ϕ deux sections de Σ( 2−n
2 ). Le corollaire .38 et la proposition

.39 nous donnent :

h(Dψ,Dϕ) + 1
4h(ψ, Scal

Dϕ)− h(Dψ,Dϕ) = h
(
ψ,∆D(ϕ) + 1

4Scal
Dϕ−D2ϕ

)
− δD(ωψ,ϕ),

(1.64)

où ωψ,ϕ = h(ψ,Dϕ)+βψ,ϕ. D’après la formule de Lichnerowicz conforme I (Corollaire .31),
nous obtenons :

∆D(ϕ) + 1
4Scal

Dϕ−D2ϕ = 0.

L’équation 1.64 devient :

h(Dψ,Dϕ) + 1
4h(ψ, Scal

Dϕ)− h(Dψ,Dϕ) = −δD(ωψ,ϕ).

Cependant, ωψ,ϕ est une section de L2−n
C , et δD et δ coïncident sur L2−n

C . Ainsi, nous
obtenons la formule souhaitée.

Remarque .41. Les poids conformes deDψ, Dϕ, Dψ et Dϕ sont −n/2. Donc, les poids de
h(Dψ,Dϕ) et h(Dψ,Dϕ) sont égaux à −n. De plus, le poids du produit tensoriel ScalDϕ
est −1 − n/2, ainsi, h(ψ, ScalDϕ) est aussi de poids −n. Par définition de l’opérateur δ,
δ(ωψ,ϕ) est une section de L−nC . En conclusion, le théorème .40 relie des sections de L−nC ,
qui sont des densités d’intégration M .

Nous notons |ψ|2h = h
(
ψ, ψ

)
, pour toute section ψ de Σ( 2−n

2 ). D’après le théorème .40,
pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), nous avons :

Corollaire .42. Pour toute connexion de Weyl sur (M, c,D), nous avons :

|Dψ|2h + 1
4Scal

D|ψ|2h − |Dψ|2h = −δ(ωψ) , ∀ψ ∈ C∞(Σ( 2−n
2 )), (1.65)

où, la 1-forme à poids ωψ,ψ est notée ωψ.



Chapitre 2

Théorèmes de la masse positive

Soit (M, g) une variété riemannienne orientée, complète et non compacte de dimension
n. Nous notons gcan la métrique plate sur Rn.

2.1 La masse d’une variété asymptotiquement plate

2.1.1 Espaces de fonctions
Notons Er = Rn \Br l’extérieur de la boule de centre 0 et de rayon r de Rn. Supposons

qu’il existe un compact K de M , un réel strictement positif R et un difféomorphisme

Φ : ER →M \K.

Notons V = M \K. Le couple (V,Φ) est une carte à l’infini et V le bout de M . Dans cette
carte, nous avons Φ(x) = (x1, . . . , xn) et la norme d’un élément s’écrit :

|x| = r =
(

n∑
i=1

x2
i

) 1
2

.

Soit r un réel tel que r > R. Nous notons Mr = M \ Er, où Er est confondu avec son
image par Φ. L’ensemble Mr est un compact de M dont le bord s’identifie à la sphère de
rayon r, notée Sr, de Rn.

Définition .43. Une variété riemannienne (M, g) est asymptotiquement plate d’ordre
τ > 0 s’il existe un compact K de M , une décomposition M \K = tkl=1M

l
∞, une famille de

réels {Rl}l=1...k strictement positifs et des difféomorphismes Φl de M l
∞ dans ERl tels que :

gij = δij +O(r−τl ), ∂kgij = O(r−τ−1
l ) et ∂l∂kgij = O(r−τ−2

l ),

quand rl = |xl| → ∞, dans les coordonnées {xli} engendrées par le difféomorphisme Φl sur
M l
∞, pour l de 1 à k. Les ouverts M l

∞ sont les bouts de M et les coordonnées {xil} sont
appelées coordonnées asymptotiques sur M l

∞.

41
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Supposons que (M, g) est une variété asymptotiquement plate d’ordre τ > 0 qui ne
possède qu’un seul bout, noté M∞. Nous notons ∇ la connexion de Levi-Civita de g. Sauf
mention explicite du contraire, tout les objets riemanniens considérés sont relatifs à la
métrique g. Soient p > 1 et δ ∈ R. L’espace des fonctions Lpδ est défini comme le complété
de l’espace des fonctions C∞ à support compact sur M pour la norme :

||u||p,δ =
(∫

M
|u|pr−δp−nvg

)1/p
,

où vg est la forme volume associée à g et r est la distance radiale sur le boutM∞ prolongée
par 1 sur la partie compacte K de M . Nous définissons également le k-ième espace de
Sobolev de poids δ sur M , noté W k,p

δ , comme le complété de l’espace des fonctions C∞ à
support compact sur M pour la norme de Sobolev suivante :

||u||k,p,δ =
k∑
j=0
||∇ju||p,δ−j. (2.1)

L’espace des fonctions Ck
δ est défini comme l’ensemble des fonctions u, Ck sur M , dont la

norme suivante est finie :
||u||Ck

δ
=

k∑
j=0

sup
M∞

r−δ+j|∇ju|. (2.2)

Soit α ∈]0, 1[ ; l’espace de Hölder de poids δ, noté Ck,α
δ , est défini comme l’ensemble des

fonctions u dans Ck
δ telles que la norme suivante est finie :

||u||Ck,α
δ

= ||u||Ck
δ

+ sup
x,y∈M∞

(
min(r(x), r(y))−δ+k+α, |∇

ku(x)−∇ku(y)|
|x− y|α

)
(2.3)

où y est dans un voisinage de x et ∇ku(y) est le tenseur en x obtenu par transport pa-
rallèle le long de la géodésique radiale joignant x à y. Ces espaces de fonctions dépendent
des coordonnées choisies sur M∞. En revanche, les différents systèmes de coordonnées
étant asymptotiques aux coordonnées euclidiennes, les normes relatives à deux systèmes
de coordonnées différents sont équivalentes.

Remarque .44. Lorsque E est un fibré vectoriel sur M , nous pouvons définir l’espace de
Sobolev des sections de E, noté W k,q

δ (E), comme l’espace des sections de E dont la norme
de Sobolev, définie de façon analogue à (2.1), est finie. S’il n’y a pas d’ambiguïté, nous
noterons également W k,q

δ ces espaces. Cette remarque sera le plus souvent utilisée lorsque
E = Σg.

La définition des normes de Hölder (2.2) et (2.3) nous donne immédiatement la propo-
sition suivante :

Proposition .45. Soit u appartenant à C2,α
−τ (M). Alors u = O(r−τ ) et, pour i et j dans

{1, . . . , n}, ∂iu = O(r−τ−1) et ∂2
iju = O(r−τ−2).
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Les théorèmes de Sobolev à poids sont démontrés dans [19] :

Proposition .46. Soient q > 1 et α ∈]0, 1[. Supposons que l−k−α > n

q
. Pour tout ε > 0,

nous avons les inclusions continues suivantes :

C l,α
δ−ε ⊂ W l,q

δ ⊂ Ck,α
δ .

En particulier, si u ∈ W l,q
δ avec l > n

q
, u = O(rδ).

Remarque .47. Si u est une fonction de W 2,q
δ , avec q > n, d’après la proposition précé-

dente, nous avons les estimations suivantes :

u = O(rδ) et du = O(rδ−1). (2.4)

Remarque .48. L’espace dual de Lqδ, noté (Lqδ)∗, est un sous-espace de l’espace des dis-
tributions sur M , noté D′(M). Montrons que (Lqδ)∗ contient Lq

′

−δ−n, où q′ est l’entier tel
que :

1
q

+ 1
q′

= 1.

Soit u dans Lq
′

−δ−n et v dans Lqδ. Par définition, les fonctions vrδ+n−
n
q′ et ur−δ−

n
q sont

respectivement dans Lq et Lq′ . L’inégalité de Hölder, appliquée aux fonctions vrδ+n−
n
q′ et

ur−δ−
n
q , nous donne alors :∫

M
|vrδ+n−

n
q′ | · |ur−δ−

n
q |vg 6 ||v||q′,−δ−n||u||q,δ. (2.5)

De plus, d’après la relation entre q et q′, nous avons :

|vrδ+n−
n
q′ | · |ur−δ−

n
q | = |uv|.

L’inégalité (2.5) démontre donc que pour u dans Lq
′

−δ−n, nous avons :∫
M
|uv|vg 6 ||u||q,δ · ||v||q′,−δ−n, ∀v ∈ Lqδ.

En d’autre termes, pour tout u dans Lq
′

−δ−n, l’application linéaire

Tu : Lqδ → R

v 7→
∫
M
|uv|vg

est continue. Par conséquent, pour tout u dans Lq
′

−δ−n, Tu appartient à l’espace (Lqδ)∗. Ainsi,
nous avons l’inclusion suivante :

Lq
′

−δ−n ⊂ (Lqδ)∗.
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2.1.2 Variétés asymptotiquement plates
Définition .49. Nous dirons que la variété (M, g) asymptotiquement plate d’ordre τ vérifie
les conditions de décroissance de la masse lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

– L’ordre de décroissance τ de M est tel que n− 2
2 < τ .

– Les composantes du tenseur Φl
∗g− gcan sont dans l’espace W 2,q

−τ (Φl), pour tout l de 1
à k, avec q > n.

– La courbure scalaire de g, notée Scalg, est intégrable sur M .
Nous notons Mτ l’espace des métriques riemanniennes asymptotiquement plates sur M
vérifiant les conditions de décroissance de la masse.

Dans tout ce qui suit, (M, g) est une variété asymptotiquement plate d’ordre τ > 0
qui ne possède qu’un seul bout, noté M∞, et vérifiant les conditions de décroissance de la
masse. La masse de (M, g) est définie par :

m(g) = lim
r→∞

∫
Sr

n∑
i,j=1

(∂igij − ∂jgii)∂jydz,

où gij et dz sont respectivement les composantes de g et la forme volume exprimés dans
les coordonnées asymptotiques sur M∞. Dans ces conditions, la masse de (M, g) est bien
définie et ne dépend pas du choix des coordonnées asymptotiques choisies sur M∞ :

Lemme .50. ([4] p. 678 et p. 681). Soit (M, g) une variété asymptotiquement plate d’ordre
τ > 0, à un seul bout, noté M∞. Supposons que Φ et Ψ sont deux difféomorphismes de
M∞ dans Rn \BR définissant des coordonnées asymptotiques pour (M, g). Notons {xi} et
{yj} respectivement les coordonnées asymptotiques surM∞ induites par Φ et Ψ. Alors, il
existe (Eij, v) ∈ O(n)× Rn tel que :

|xi −
n∑
j=1

Eijyj + vi| ∈ W 2,q
1−τ (Φ) , ∀i = 1 . . . n,

oùW 2,q
1−τ (Φ) est l’espace de Sobolev défini dans les coordonnées asymptotiques induites par

Φ. En particulier, les masses calculées dans ces deux systèmes de coordonnées sont égales.

2.1.3 Le théorème de la masse positive
Nous allons rappeler sans démonstration les résultats analytiques nécessaires à la dé-

monstration du théorème de la masse positive dans le cas d’une variété spinorielle ([4] et
[27]). Ces résultats s’appuient sur les propriétés des espaces de Sobolev, de Hölder et sur
des résultats de théorie elliptique pour lesquels le lecteur pourra se référer à [4].

Supposons que la variété M est spinorielle et soit q un entier strictement supérieur à n.
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Proposition .51. ([4] page 676). Soient p dans ]1,+∞[ et δ non exceptionnel 1. L’opéra-
teur Laplacien ∆ : W 2,p

δ → Lpδ−1 est un opérateur de Fredholm. De plus, si 2− n < δ < 0,
c’est un isomorphisme de W 2,p

δ sur Lpδ−1.

Décrivons la notion de spineur constant. Le bout M∞ s’identifie à Rn \ BR via les
coordonnées asymptotiques x = (x1, . . . , xn). Soit e = (e1, . . . , en) la base orthonormée
de Rn induite par x. Nous avons g(·, ·) = gcan(A·, ·), où A est un champ de matrices
symétriques définies positives. Nous définissons le repère g-orthonormé s de M∞ par :
s = (A 1

2 )−1e, où A
1
2 est l’unique racine carré définie positive de A. Soit s̃ l’un des deux

repères spinoriels relevant s. Un spineur ψ0 de Σg est un spineur constant s’il est constant
dans le repère s̃, c’est-à-dire, ψ0 = [s̃, ξ0] où la fonction ξ : M∞ → ∆n est constante. En
particulier, si ψ0 est constant, sa norme |ψ0| est constante sur M∞.

Définition .52. Une section ψ de Σg est asymptotiquement constante s’il existe un spineur
constant ψ0 tel que ψ − ψ0 ∈ W 2,q

−τ .

Proposition .53. ([4] page 690) Soit δ un réel tel que 1−n < δ < 0. L’opérateur de Dirac
Dg est un isomorphisme de W 2,q

δ dans W 1,q
δ−1.

Cette proposition démontre l’existence d’un spineur D-harmonique asymptotiquement
constant. L’existence d’un tel spineur joue un rôle majeur dans la preuve de théorème de
la masse positive.

Corollaire .54. ([4] page 690) Soit ψ0 un spineur constant sur M . Il existe un spineur ψ
dans Σg tel que :

Dgψ = 0 et ψ − ψ0 ∈ W 2,q
−τ . (2.6)

Démonstration. Les hypothèses de décroissance asymptotique donnent Dgψ0 ∈ W 1,q
−τ−1.

D’après la proposition .53, il existe un unique spineur ψ1 ∈ W 2,q
−τ tel que Dgψ1 = −Dgψ0.

Ainsi, le spineur ψ = ψ1 + ψ0 possède les propriétés souhaitées.

Dans la méthode de Witten, en intégrant la formule de Lichnerowicz (voir la proposition
.26), le terme de divergence converge vers la masse à l’infini. Ce fait est donné par la
proposition suivante :

Proposition .55. ([4] page 691) Soit ψ dans Σg asymptotiquement constant. Nous avons
alors la formule suivante :∫

M
|∇ψ|2vg + 1

4

∫
M
Scalg|ψ|2vg −

∫
M
|Dgψ|2vg = lim

r→∞

∫
Sr

(∇νψ + ν ·Dgψ, ψ)gνy vg

= 1
4m(g)|ψ0|2, (2.7)

où ψ0 est le spineur constant vérifiant ψ − ψ0 ∈ W 2,q
−τ .

1Le paramètre δ ∈ R est dit non exceptionnel s’il appartient à l’ensemble R \ {k ∈ Z : k 6=
−1,−2, · · · , 3− n}.
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Le théorème de la masse positive est le suivant :

Théorème .56. ([4] page 691). Soit (M, g) une variété riemannienne, spinorielle et asymp-
totiquement plate d’ordre (n − 2)/2 < τ < n − 2 telle que g ∈ Mτ . Supposons que la
courbure scalaire de la connexion de Levi-Civita de g est positive. Alors la masse de (M, g)
est positive. De plus, la masse est nulle si et seulement si M est isométrique à l’espace Rn

euclidien.

Démonstration. Soit ψ0 un spineur constant. La proposition .55, appliquée au spineur
donné par le corollaire .54, donne la formule suivante :∫

M
|∇ψ|2vg + 1

4

∫
M
Scalg|ψ|2vg = 1

4m(g)|ψ0|2g.

Par hypothèse, la courbure scalaire Scalg de g est positive, donc la masse m(g) de M est
positive. Pour l’équivalence, nous renvoyons à [4] page 692.

2.1.4 Masse et changement conforme
Dans le but de généraliser le théorème de la masse positive au cadre conforme, nous étu-

dions le comportement de l’expression de la masse lors d’un changement conforme (respec-
tant la notion de variété asymptotiquement plate) de la métrique. Considérons l’ensemble
de fonctions suivant :

F = {f ∈ C∞(M,R>0) : f − 1 ∈ C2,α
−τ et ∆(f) ∈ L1}.

Chaque fonction dans F nous donne une métrique asymptotiquement plate dans la classe
conforme de g. Nous avons le théorème suivant [24] :

Théorème .57. ([24]) Soit (M, g) une variété asymptotiquement plate d’ordre τ > 0 telle
que g ∈Mτ . Nous considérons g̃ = fg, où f est une fonction strictement positives sur M .
Alors, g̃ appartient àMτ si et seulement si f appartient à F . Dans ce cas, les masses sont
reliées par :

m(g̃) = m(g) + (n− 1)
∫
M

∆g(f)vg. (2.8)

Démonstration. Dans la carte sur M∞ relative à g, nous avons :

∂i(fgij)− ∂j(fgii) = f(∂i(gij)− ∂j(gii)) + (gij∂if − gii∂jf).

Notons µj =
n∑
i=1

(∂i(gij)− ∂j(gii))νj. En écrivant gij = δij + aij, nous obtenons :

n∑
i=1

(∂i(fgij)− ∂j(fgii)) νj = µj + (f − 1)µj + (1− n)∂jfνj +
n∑
i=1

(aij∂if − aii∂jf)νj.

(2.9)
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De plus, ∂if = O(r−τ−1), aij = O(r−τ ), µj = O(r−τ−1) et f − 1 = O(r−τ ). Nous avons
alors :

n∑
i=1

(aij∂if − aii∂jf)νj = O(r−2τ−1) et (f − 1)µj = O(r−2τ−1),

avec 2τ + 1 > n− 1. Nous en déduisons :

lim
r→∞

∫
Sr

n∑
i=1

(aij∂if − aii∂jf)νjvg = 0 et lim
r→∞

∫
Sr

(f − 1)µjvg = 0.

En intégrant la formule (2.9) sur Sr, en sommant sur j, et lorsque r tend vers l’infini nous
obtenons :

m(g̃) = m(g) + (1− n) lim
r→∞

∫
Sr
df(ν)νyvg.

La formule de Stokes donne enfin :

m(g̃) = m(g) + (n− 1) lim
r→∞

∫
Mr

∆g(f)vg.

Nous terminons ce paragraphe par un lemme dont nous aurons besoin ultérieurement.

Lemme .58. Soit (M, g) une variété asymptotiquement plate telle que g ∈ Mτ . Pour
toute fonction f dans F , nous avons :

lim
r→∞

∫
Sr

df

f
(ν)νy vg = lim

r→∞

∫
Sr
df(ν)νy vg.

Démonstration. Nous écrivons :∫
Sr

df

f
(ν)νy vg =

∫
Sr

(f−1 − 1)df(ν)νy vg +
∫
Sr
df(ν)νy vg. (2.10)

Le fonction f est positive sur M et tend vers 1 à l’infini, donc il existe ε > 0 et C > 0 tels
que ε 6 f 6 C. Par conséquent, f−1 est bornée sur M . De plus, f − 1 = O(r−τ ), nous
obtenons : f−1 − 1 = −f−1(f − 1) = O(r−τ ), et donc :

(f−1 − 1)|df | = O(r−2τ−1), avec 2τ + 1 > n− 1.

Nous en déduisons :
lim
r→∞

∫
Sr

(f−1 − 1)df(ν)νy vg = 0.

L’équation (2.10), lorsque r tend vers l’infini, nous donne :

lim
r→∞

∫
Sr
f−1df(ν)νy vg = lim

r→∞

∫
Sr
df(ν)νy vg.
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2.2 Variétés ALF
Nous allons rappeler le théorème de la masse positive dans le cas des variétés ALF

démontré par V. Minerbe [20]. Commençons par décrire de manière précise l’espace modèle
à l’infini. Soit π : X → Rm \BR une fibration en cercles de longueur constante L, où BR est
la boule de Rm de rayon R. Soient x̌i les coordonnées canoniques sur Rm. On note xi = π∗x̌i

les coordonnées induites sur X ; celles-ci définissent une distance r =
√
x2

1 + · · ·x2
m sur X .

Soit S le champs de vecteurs sur X engendré par l’action de S1. On pose T = L

2πS. Soit η
une 1-forme S1-invariante sur X telle que η(T ) = 1. La 2-forme dη est le pull-back d’une
2-forme ω sur Rm. Supposons que sur Rm \BR la 2-forme dη = π∗ω possède les propriétés
de décroissance suivantes :

ω = O(r1−m) et dω = O(r−m).

Nous définissons la métrique h sur X par :

h = π∗gRm + η2 = dx2 + η2,

où gRm est la métrique canonique sur Rm. L’espace (X , h) est l’espace modèle à l’infini
pour les variétés ALF. Il y a deux exemples simples de tels espaces : la fibration triviale,
où X est le produit Rm × S1 muni de la métrique produit h = dt2 + dx2, et la fibration de
Hopf de R4 \ {0} sur R3 \ {0} munie de la métrique h = dx2 + η2, où η est la forme de
contact standard de S3 et dx2 le pull-back de la métrique standard de R3.

Définition .59. Soit (M, g) une variété riemannienne complète orientée de dimension
m + 1, avec m > 2. La variété riemannienne (M, g) est ALF s’il existe un compact K de
M tel que M \K est difféomorphe à X , où (X , h) est l’espace modèle décrit ci-dessus, et
tel que la métrique g vérifie sur X les estimations suivantes :

g = h+O(r2−m), ∇hg = O(r1−m) et ∇h,2g = O(r−m),

où ∇h est la connexion de Levi-Civita de la métrique h.

Soit (M, g) une variété ALF de dimension m + 1 asymptotique à (X , h) à l’infini.
Notons que (dx1, · · · , dxm, η) est une base h-orthonormée du fibré cotangent de X et soit
(X1, · · · , Xm, T ) sa base duale. Notons Z l’espace des champs de vecteurs engendré par
{X1, · · · , Xm}. Dans le cas des variétés asymptotiquement plates, la masse est un nombre
réel, en revanche, pour une variété ALF la masse est une forme quadratique définie sur
l’espace Z .

Définition .60. (V. Minerbe, [20] Definition 2, page 944). La masse de (M, g) est la forme
quadratique Qg définie sur Z par :

Qg(Z) = 1
ωnL

lim sup
r→∞

∫
∂Br
∗hqg,h(Z), (2.11)
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pour tout champs de vecteurs Z dans Z . Le volume de la sphère standard Sm−1 est noté
ωn, ∗h est l’opérateur de Hodge relatif à h et la quantité qg,h(Z) est donnée par :

qg,h(Z) = −(divhg)(Z)α̃Z −
1
2
(
d(trhg)(Z)α̃Z + d(g(Z,Z))

)
, (2.12)

où α̃Z est la 1-forme duale de Z relativement à la métrique h.

Le théorème de la masse positive correspondant est le suivant :

Théorème .61. (V. Minerbe, [20] Theorem 3, page 944). Soit (M, g) une variété rieman-
nienne complète, orientée, et de dimension m + 1, avec m > 3. Supposons que (M, g) est
ALF et de courbure de Ricci positive ou nulle. Alors la masse Qg,h est une forme qua-
dratique positive, et celle-ci est nulle si et seulement si (M, g) est le produit standard
Rn × S1.

Terminons cette section par un lemme central dans la théorie de la masse positive ALF
et dont nous aurons besoin par la suite.

Lemme .62. (V. Minerbe, [20] Lemma 6, page 942) Soit (M, g) une variété ALF. Soient
Z dans Z et α̃Z la forme duale de Z relativement à la métrique h. Alors il existe une
1-forme αZ sur M telle que (d+ δ)αZ = 0 et satisfaisant les conditions suivantes :

αZ − α̃Z = O(r2−m+ε) et r−2+m−2ε∇g(αZ − α̃Z) ∈ L1, (2.13)

où ∇g est la connexion de Levi-Civita de g.
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Chapitre 3

Théorèmes de la masse positive
conforme

3.1 Structures de Weyl asymptotiquement plates
Dans cette section, nous introduisons la notion de structure de Weyl asymptotiquement

plate et nous généralisons les résultats de la section 2.1 au cadre de la géométrie conforme.

Définition .63. Une structure de Weyl (M, c,D) s’appelle asymptotiquement plate d’ordre
τ lorsqu’il existe une métrique g0 dans c telle que :

1. La variété riemannienne (M, g0) est asymptotiquement plate d’ordre τ telle que g0 ∈
Mτ , avec (n− 2)/2 < τ < n− 2.

2. Pour tout entier l de 1 à k, la forme de Lee θ0 de D relative à g0 appartient à
W 1,q
−τ−1(M l

∞), où M l
∞ est le l-ième bout de (M, g0), et, où q > n.

3. δ0θ0 est intégrable sur M , où δ0 est la codifférentielle relative à g0.
Nous dirons que la métrique g0 est une métrique adaptée pour la structure de Weyl asymp-
totiquement plate D.

Dans tout ce qui suit, (M, c,D) est une structure de Weyl asymptotiquement plate à un
seul bout, notéM∞, et g0 est une métrique adaptée pour (M, c,D). Sauf mention contraire,
les objets riemanniens (∇0, δ0, etc . . .) et les espaces de fonctions sont définis relativement
à la métrique g0. Nous notons ∇0 la connexion de Levi-Civita de g0, v0 sa forme volume
et θ0 la forme de Lee de D associée à g0.

Définition .64. Soient (M, c,D) une structure de Weyl asymptotiquement plate et g0 une
métrique adaptée. Nous définissons la masse conforme de la structure de Weyl asymptoti-
quement plate par :

m(D)(g0) = m(g0) + 2(n− 1)
∫
M
δ0(θ0)v0,

où m(g0) est la masse riemannienne totale de la variété (M, g0).

51
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Remarque .65. Dans le cas où la variété possède plusieurs bouts, la masse d’un boutM l
∞

de M , notée ml(D)(g0), est donnée par :

ml(D)(g0) = ml(g0) + 2(n− 1) lim
r→∞

∫
Slr

θ0(νl)νlyvg,

où ml(g0) est la masse riemannienne du bout M l
∞, Slr la sphère de rayon r dans les coor-

données sur M∞ et νl le champ de vecteurs sortant de la sphère Slr. La masse de la variété
M est donc la somme des masses de chaque bout.

Nous étudions maintenant le comportement de la masse conforme lorsque l’on change
de métrique adaptée. Soit g une métrique dans la classe conforme c telle que g ∈Mτ ; nous
définissons la quantité m(D)(g) par :

m(D)(g) = m(g) + 2(n− 1)
∫
M
δg(θg)vg,

où δg et vg sont respectivement l’opérateur de divergence et la forme volume associés à g.
Nous posons M0

τ = {g = fg0 : f ∈ F}. Nous rappelons que F = {f ∈ C∞(M,R>0) :
f − 1 ∈ C2,α

−τ et ∆(f) ∈ L1}.

Proposition .66. Toute métrique g dansM0
τ est une métrique adaptée, et nous avons :

m(D)(g) = m(D)(g0).

Démonstration. Nous considérons g = fg0 où f est une fonction de F . Montrons que g
est une métrique adaptée pour (M, c,D). D’après le théorème .57, la métrique g est dans
Mτ . De plus, la proposition .8 nous donne :

θg = θ0 −
1
2
df

f
. (3.1)

Les hypothèses sur θ0 et f , et la formule (3.1) ci-dessus démontrent que la 1-forme θg
appartient à W 1,q

−τ−1. De plus, la formule (3.1) nous donne :

δ0θg = δ0θ0 + 1
2

∆f
f
. (3.2)

Par hypothèse, δ0θ0 et ∆f sont intégrable sur M , et f−1 est bornée sur M . Ainsi, la
formule (3.2) démontre que δ0θg est intégrable sur M . De plus, g et g0 sont asymptotiques
à la métrique euclidienne à l’infini, par conséquent, δ0θg est intégrable surM si et seulement
si δgθg est intégrable sur M . La métrique g satisfait donc les conditions de la définition
.63, c’est-à-dire g est une métrique adaptée pour (M, c,D). Nous supposons que la variété
ne possède qu’un seul bout à l’infini. Par définition, nous avons :

m(D)(g) = m(g) + 2(n− 1) lim
r→∞

∫
Sr
θg(ν)νy vg.
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Cependant, les deux métriques g et g0 sont asymptotiquement plates dans le même système
de coordonnées, donc nous pouvons remplacer vg par v0 dans la limite de l’intégrale. La
formule (3.1)devient :

m(D)(g) = m(g) + 2(n− 1) lim
r→∞

∫
Sr
θ0(ν)νy v0 − (n− 1) lim

r→∞

∫
Sr

df

f
(ν)νy v0. (3.3)

D’autre part, le théorème .57 nous donne :

m(g) = m(g0) + (n− 1)
∫
M

∆(f)v0. (3.4)

Enfin, d’après le lemme .58, nous avons :

lim
r→∞

∫
Sr

df

f
(ν)νy v0 = lim

r→∞

∫
Sr
df(ν)νy v0 =

∫
M

∆(f)v0. (3.5)

Nous déduisons immédiatement à partir des équations (3.3), (3.4) et (3.5) :

m(D)(g) = m(g0) + 2(n− 1)
∫
M
δ(θ0)v0.

3.1.1 Sous-classes de métriques asymptotiquement plates
Dans cette section, nous étudions les propriétés d’invariance de la masse conforme

d’une structure de Weyl asymptotiquement plate. En particulier, nous verrons comment
celle-ci évolue lors d’un changement de coordonnées. Soit {zi} une système de coordonnées
asymptotiques pour (M, c,D) relatif à la métrique adaptée g0. Considérons le système de
coordonnée {z̃j} sur M∞ tel que z̃i = azi, où a ∈ R>0.

Remarque .67. La métrique riemannienne a2g0 est asymptotiquement plate dans le sys-
tème de coordonnées {z̃i}, mais pas dans {zi}.

Nous notons g̃ij et gij respectivement les composantes de g0 relatives aux systèmes de
coordonnées {z̃i} et {zj}. Nous notons ∂̃i et ∂i les dérivées partielles relatives à z̃i et zi.
Nous avons dz̃i = adzi et ∂̃i = a−1∂i, d’où :

ṽ0 = anv0 et g̃ij = a−2gij. (3.6)

Un calcul simple donne :

∂̃i(a2g̃ij) = ∂̃i(gij) =
n∑
k=1

∂kgij ∂̃izk = a−1∂kgij. (3.7)

D’après (3.6) et (3.7), nous obtenons la formule suivante :(
∂̃i(a2g̃ij)− ∂̃j(a2g̃ii)

)
∂̃jyṽ0 = an−2 (∂igij − ∂jgii) ∂iyv0.
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En intégrant sur Sr et lorsque r tend vers l’infini, nous avons :

m(a2g0) = an−2m(g0). (3.8)

Nous étudions maintenant le second terme de la masse conforme de D. Nous rappelons :∫
M
δ0(θ0)v0 =

∫
M
d(θ]0y v0).

Si g = a2g0, où a est une constante, nous avons θg = θ0 et θ]g0 = a−2θ]00 , où ]g et ]0
sont les isomorphismes musicaux associés respectivement à g et g0. De plus, δg = a−2δ0 et
vg = anv0, donc : ∫

M
δg(θg)vg = an−2

∫
M
δ0(θ0)v0. (3.9)

En sommant les équations (3.8) et (3.9), nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition .68. Si g0 est une métrique adaptée de la structure de Weyl asymptotique-
ment plate (M, c,D), alors :

m(D)(a2g0) = an−2m(D)(g0) , ∀a ∈ R>0.

Ce résultat, la proposition .66 et le lemme .50, montrent comment la masse conforme
évolue si l’on remplace les coordonnées {zi} par les nouvelles coordonnées z̃ = aE(z) +
v +O(r−τ ), où E est une transformation orthogonale de Rn, v un vecteur de Rn, et a une
constante positive. Nous dirons qu’un tel changement de coordonnées est un changement
asymptotiquement conforme des coordonnées.

Supposons que (M, c,D) possède k bouts, avec k supérieur à 1. Dans ce cas, la masse
conforme est définie comme la somme des masses de chaque bout. Nous rappelons que la
masse conforme de (M, c,D) sur M l

∞, notée ml(D)(g0), est définie par :

ml(D)(g0) = ml(g0) + 2(n− 1) lim
r→∞

∫
Slr

θ0(νl)νlyv0.

Soit {al}l=1...k une famille de nombres réels strictement positifs. Nous définissons :

F(a1,...,ak) = {f ∈ C∞(M,R>0) : ∆f ∈ L1 and f − al ∈ C2,α
−τ (M l

∞) , ∀l = 1 . . . k}. (3.10)

En particulier, nous notons F l’ensemble F(1,...,1).

Proposition .69. Soit g = fg0, où f appartient à F(a1,...,ak). Nous avons :

m(D)(g) =
k∑
l=1

a
n−2

2
l ml(D)(g0).

En particulier, si g1 = f1g0 et g2 = f2g0, avec f1 et f2 dans F(a1,...,ak), nous avons :

m(D)(g1) = m(D)(g2).
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Démonstration. Fixons l entre 1 et k. Sur M l
∞, nous avons f = alfl, où fl est dans F sur

M l
∞. D’après le théorème .57, la métrique gl = flg0 est asymptotiquement plate sur M l

∞
et d’après la proposition .66, gl est adaptée sur M l

∞. Nous avons alors :

ml(D)(gl) = ml(D)(g0).

La proposition .68 nous donne :

ml(D)(g) = a
n−2

2
l ml(D)(gl).

Nous en déduisons :
m(D)(g) =

k∑
l=1

a
n−2

2
l ml(D)(g0).

Remarque .70. En conclusion, la masse conforme de D évaluée en g = fg0, pour f ∈
F(a1,...,ak), ne dépend que des nombres réels al et de g0. Une métrique adaptée étant fixée,
nous remarquons que chaque ensemble F(a1,...,ak) défini une sous-classe de métriques de c
qui ont toutes la même masse conforme relativement à D. Nous notons mD(F(a1,...,ak)) la
masse conforme de la sous-classe définie par F(a1,...,ak).

Nous avons vu que la masse conforme possède la propriété d’équivariance donnée par la
proposition .68. En suivant une suggestion de M. Herzlich, nous pouvons transformer cette
propriété d’équivariance en une propriété d’invariance en supposant que la masse conforme
de D évaluée en g0 est positive. Pour simplifier, nous revenons au cas où (M, g0) n’a qu’un
seul bout. Nous notons S1 l’ensemble des difféomorphismes Φ : M \K → Rn \BR, où K un
compact de M et où R est un réel positif, faisant de (M, g0) une variété asymptotiquement
plate d’ordre τ > 0. Pour tout a dans R>0, nous définissons :

Sa = {a 1
2 Φ , Φ ∈ S1} et S =

⋃
a∈R>0

Sa.

Nous indexons S par I, donc S = {Φα , α ∈ I}. Soient Φα et Φβ deux difféomorphismes
dans S. D’après le lemme .50, il existe Aβα dans CO(n) tel que :

Φβ ◦ Φ−1
α (x) = Aβα(x) +O(1) , ∀x ∈ Rn. (3.11)

De plus, si Φα et Φβ appartiennent au même Sa, alors Aβα ∈ O(n). Nous définissons une
relation d’équivalence sur l’union disjointe tα∈IRn×{α} en posant (v, α) ∼ (w, β) lorsque
w = Aβαv. Nous notons [u, α] la classe d’équivalence de (u, α).

Définition .71. L’espace tangent à l’infini de M est l’espace vectoriel défini comme le
quotient de tα∈IRn × {α} par la relation ∼ :

T∞M = (tα∈IRn × {α})/∼.
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Pour tout a ∈ R>0, nous définissons le produit scalaire g∞a sur T∞M par :

g∞a ((v1, α), (v2, α)) = 〈v1, v2〉,

pour tout (v1, α) et (v2, α) dans Rn × {α} avec Φα ∈ Sa, et où 〈 , 〉 est le produit scalaire
canonique sur Rn. Le produit scalaire est bien défini et nous avons immédiatement :

g∞b = b

a
g∞a , ∀a , ∀b ∈ R>0. (3.12)

Nous posons FR = ∪a∈R>0F(a), où F(a) est défini par (3.10). En utilisant les notations
de la remarque .70, la propriété d’équivariance de mD(F(a)) décrite dans la proposition
.68, ainsi que la formule (3.12), démontrent que le produit scalaire (mD(F(a)))

2
2−n g∞a sur

T∞M ne dépend pas de a. Nous pouvons alors définir la masse conforme de D relativement
à FR par :

mD(FR) = (ma(D))
2

2−n g∞a . (3.13)

Remarque .72. Nous nous attendons à ce que si g0 est une métrique adaptée pour la struc-
ture conforme asymptotiquement plate (M, c,D), alors toutes les métriques asymptotique-
ment plates dans c appartiennent à FRg0. Si ceci est vrai, la masse conforme mD(FR) défi-
nie ci-dessus serai un invariant de la structure de Weyl asymptotiquement plate (M, c,D).

3.1.2 Le théorème de la masse positive conforme
Soient (M, c,D) une structure de Weyl asymptotiquement plate d’ordre τ ne possédant

qu’un seul bout, noté M∞, et g0 une métrique adaptée pour (M, c,D). Rappelons que
(n − 2)/2 < τ < n − 2. Nous notons ∇0 la connexion de Levi-Civita de g0. Supposons
que M est une variété spinorielle. Nous notons Σ l’espace des spineurs conformes de poids
(2−n)/2. Nous notons désormais Σ0 le fibré des spineurs riemanniens relatif à la métrique
g0 et D0 l’opérateur de Dirac induit par ∇0 sur Σ0. Rappelons que les espaces de fonctions
considérés sont relatifs à la métrique adaptée g0. Commençons par étudier le comportement
des spineurs D-harmoniques à l’infini.

Lemme .73. Soit ψ une section du fibré des spineurs Σ0. Supposons que ψ est D-parallèle,
i.e Dψ = 0. Si ψ tend vers 0 dans M∞, i.e. lim

|x|→∞
|ψ(x)| = 0, alors ψ est identiquement

nulle.

Démonstration. Soient x dansM et {ei} une base de TxM . La différentielle de |ψ|2 s’écrit :

d|ψ|2 =
n∑
i=1
∇0
ei
(|ψ|2)e∗i .

La compatibilité de la connexion de Levi-Civita avec le produit scalaire donne ∇0
ei
(|ψ|2) =

(∇0
ei
ψ, ψ) + (ψ,∇0

ei
ψ). Comme ψ est D-parallèle, la formule (1.40) donne :

∇0
ei
ψ = n− 1

2 θ0(ei)ψ + 1
2ei · θ0 · ψ.
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Nous obtenons :

∇0
ei
(|ψ|2) =(n− 1)θ0(ei)|ψ|2 + 1

2((ei · θ0 + θ0 · ei) · ψ, ψ)

=(n− 2)θ0(ei)|ψ|2.

Par conséquent :

d|ψ|2 = (n− 2)|ψ|2θ0. (3.14)

Soient x0 dans M∞ et γ une géodésique paramétrée sur [0,+∞[ telle que γ(0) = x0 et
lim
t→∞
|γ(t)| = +∞. Nous posons φ(t) = |ψ|2γ(t) et f(t) = θ0(γ̇(t)). D’après l’équation (3.14),

la fonction φ est donc solution de l’équation différentielle ordinaire φ′(t) = (n− 2)f(t)φ(t)
sur [0,∞[. Par conséquent, pour tout t, φ(t) = c exp(F (t)), où c est une constante et F une
primitive de f . Par hypothèse lim

t→∞
φ(t) = 0. De plus, lim

t→∞
F (t) = 0 d’après la décroissance

de θ0. Donc, φ(t) = 0 pour tout t, c’est-à-dire φ est nulle le long de γ. Ceci étant vrai
pour toute courbe γ allant vers l’infini surM∞, nous en déduisons que ψ est identiquement
nul.

Soit ω une 1-forme sur M . La formule de Stokes nous donne :

−
∫
Mr

δ(ω)v0 =
∫
Sr
ω(ν)νy v0,

où ν est le champ de vecteurs normal unitaire sortant de Sr, et rappelons que Mr est le
compact de M défini par Mr = M \ Er dont le bord s’identifie à la sphère Sr de Rn. Par
conséquent, si la limite existe, nous avons :

−
∫
M
δ(ω)v0 = lim

r→∞

∫
Sr
ω(ν)νy vg.

Proposition .74. Soit δ un réel tel que 1−n < δ < 0. Supposons que la courbure scalaire
ScalD de la connexion de Weyl D est positive. Dans ces conditions, le carré de l’opérateur
de Dirac de poids conforme (2 − n)/2, noté D2, est un isomorphisme de : W 2,q

−τ (Σ) dans
Lq−τ−2(Σ).

Démonstration. Montrons que l’opérateur D2 est bien défini sur ces espaces de Sobolev.
Soit ψ dans W 2,q

−τ . La proposition 1.40 et l’inégalité triangulaire nous donnent :

|Dψ| 6 |D0ψ|+ 1
2 |θ0||ψ|. (3.15)

Par hypothèse, la norme |ψ| est bornée sur M car |ψ| = O(r−τ ) et la proposition .53 nous
donne D0ψ ∈ W 1,q

−τ−1. De plus, la condition (2) de la définition .63 assure que θ0 appartient
également à W 1,q

−τ−1. Par conséquent, l’inégalité (3.15) ci-dessus permet de conclure que
Dψ est une section de W 1,q

−τ−1. Par le même raisonnement en remplaçant ψ par Dψ qui
appartient à W 1,q

−τ−1, nous démontrons que D2ψ appartient à W 0,q
−τ−2 = Lq−τ−2.
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Soit ψ dans W 2,q
−τ tel que D2ψ = 0, montrons que ψ est identiquement nul. D’après le

corollaire .42, pour le spineur D-harmonique, nous avons :

|Dψ|2h + 1
4Scal

D|ψ|2h = −δ
(
h(ψ,Dψ)

)
.

En intégrant cette formule sur le compact Mr de M , pour r > R, nous obtenons :∫
Mr

|Dψ|2h + 1
4

∫
Mr

ScalD|ψ|2h = −
∫
Mr

δ
(
h(ψ,Dψ)

)
.

La divergence conforme s’identifie avec la divergence riemannienne relative à g0. En utilisant
la formule de Stokes on trouve :∫

Mr

|Dψ|2h + 1
4

∫
Mr

ScalD|ψ|2h =
∫
Sr

(ψ,Dνψ)νyv0. (3.16)

La formule (1.40) nous donne :

(ψ,Dνψ) = (ψ,∇0
νψ) + 1− n

2 θ0(ν)|ψ|2 + 1
2(ν · ψ, θ0 · ψ).

Par l’inégalité triangulaire et de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

|(ψ,Dνψ)| 6 |∇0ψ||ψ|+ n− 1
2 |θ0||ψ|2 + 1

2 |θ0||ψ|2. (3.17)

D’après cette inégalité (3.17), les hypothèses sur ψ et sur la forme de Lee θ0, nous obtenons
(ψ,Dνψ) = O(r−2τ−1), avec 2τ + 1 > n− 1. Par conséquent :

lim
r→∞

∫
Sr

(ψ,Dνψ)νy v0 = 0.

Ainsi, lorsque r tend vers l’infini dans (3.16), nous avons :∫
M
|Dψ|2h + 1

4

∫
M
ScalD|ψ|2h = 0.

La courbure scalaire ScalD de la connexion de Weyl est positive, donc les deux termes
de cette dernière équation sont nuls. En particulier, Dψ = 0. De plus, ψ tend vers 0 à
l’infini, donc, d’après le lemme .73, ψ est identiquement nul. Nous avons donc démontré
que l’opérateur D2 :W 2,q

−τ → Lq−τ−2 est injectif. D’un autre côté, la proposition .39 démontre
que D2 est formellement autoadjoint :

D2 = (D2)∗ : W 2,q′
τ+2−n → Lq

′

τ−n.

Un raisonnement similaire, utilisant la proposition .53, démontre que cet opérateur est
injectif (par hypothèse nous avons 1− n < τ + 2− n < 0). En conclusion, l’opérateur D2

est de Fredholm dont le noyau et le conoyau sont triviaux, donc D2 est un isomorphisme
de W 2,q

−τ dans Lq−τ−2 (voir [4]).
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Proposition .75. Soit ψ un spineur asymptotiquement constant. Pour toute métrique
adaptée g0, nous avons la formule suivante :

−
∫
M
δ(ωψ) = 1

4m(D)(g0)|ψ0|2,

où ψ0 est le spineur constant tel que ψ − ψ0 ∈ W 2,q
−τ , et où la section ωψ de T ∗M ⊗ L(2−n)

est définie par :
ωψ(X) = h

(
ψ,X[ ·Dψ +DXψ

)
, ∀X ∈ TM.

Démonstration. Soit g0 une métrique adaptée. La proposition .25 et la formule (1.40) per-
mettent d’identifier ωψ à une 1-forme sur M par la formule suivante :

ωψ(X) = ω0
ψ(X) + 1− n

2 θ0(X)|ψ|2, (3.18)

avec ω0
ψ(x) = (ψ,X · D0ψ +∇0

Xψ). Soit ψ0 le spineur constant tel que ψ − ψ0 ∈ W 2,q
−τ ; la

proposition .55 donne :

−
∫
M
δ(ω0

ψ)v0 = lim
r→∞

∫
Sr
ω0
ψ(ν)νyv0 = 1

4m(g0)|ψ0|2. (3.19)

Nous posons ψ1 = ψ − ψ0, et calculons :

|ψ|2 = |ψ1|2 + |ψ0|2 + 2<
(
(ψ1, ψ0)

)
.

Cependant, ψ1 ∈ W 2,q
−τ et θ0 ∈ W 1,q

−τ−1. Donc :

θ0(ν)
(
|ψ1|2 + 2<

(
(ψ1, ψ0)

))
= O(r−2τ−1),

avec 2τ + 1 > n− 1. Par conséquent, nous obtenons l’égalité suivante :

lim
r→∞

∫
Sr
|ψ|2θ0(ν)νyv0 = |ψ0|2 lim

r→∞

∫
Sr
θ0(ν)νyv0. (3.20)

Remarquons que cette limite existe car δ0θ0 est intégrable sur M et donc (3.20) devient :∫
M
δ(|ψ|2θ0)v0 =

( ∫
M
δ(θ0)v0

)
|ψ0|2. (3.21)

Les équations (3.19) et (3.21) nous donnent l’égalité souhaitée :

−
∫
M
δ(ωψ)v0 = 1

4
(
m(g0) + 2(n− 1)

∫
M
δ(θ0)v0

)
|ψ0|2.

Nous pouvons à présent démontrer le résultat principal de cette section.
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Théorème .76. Soit (M, c,D) une structure de Weyl asymptotiquement plate d’ordre τ
tel que (n− 2)/2 < τ < n− 2. Supposons que la variété M est spinorielle. Si la courbure
scalaire ScalD est positive, alors la masse m(D) associée à D est positive et cette masse
est nulle si et seulement si (M, c) est isomorphe à l’espace Rn munit de la classe conforme
canonique.

Démonstration. Soient g0 une métrique adaptée pour D et ψ0 un spineur constant. Les
hypothèses de décroissance asymptotique sur D nous donnent Dψ0 ∈ W 1,q

−τ−1 ∩ L
q
−τ−2.

D’après la proposition .74, il existe ψ1 ∈ W 2,q
−τ tel que D2ψ1 = −Dψ0. Cependant, par

régularité elliptique, ψ1 ∈ W 3,q
−τ+1 et donc ψ2 := Dψ1 ∈ W 2,q

−τ . Posons ψ = ψ2 + ψ0. Par
construction, la section ψ est D-harmonique et asymptotique au spineur constant ψ0. En
intégrant sur le compact Mr la formule de Lichnerowicz conforme du corollaire .42, nous
obtenons : ∫

Mr

|Dψ|2v0 + 1
4

∫
Mr

ScalD|ψ|2v0 = −
∫
Mr

δ(ωψ)v0. (3.22)

D’après la proposition .75, lorsque r tend vers l’infini, la formule (3.22) ci-dessus devient :∫
M
|Dψ|2v0 + 1

4

∫
M
ScalD|ψ|2v0 = m(D)(g0)|ψ0|2.

Ainsi, puisque la courbure scalaire ScalD de la structure de Weyl D est positive, la masse
m(D)(g0) associée à D est positive.

Supposons que la masse m(D) soit nulle. Nous avons alors un spineur ψ de poids
(2− n)/2 tel que : ∫

M
|Dψ|2h + 1

4

∫
M
ScalD|ψ|2h = 0.

Les deux termes de cette équation sont positifs, donc nuls. La section ψ est alors D-
parallèle. Par conséquent, |ψ|

2
2−n
h est une section D-parallèle du fibré L. En effet, le calcul

donne :

D|ψ|
2

2−n
h = D

(
|ψ|2h

) 1
2−n = 1

2− n |ψ|
n−1
2−n
h

(
h(Dψ,ψ) + h(ψ,Dψ)

)
= 0, ∀X ∈ TM.

Par définition, la structure de Weyl D est donc exacte. Donc, d’après le corollaire .12, il
existe une métrique g dans c dont D est la connexion de Levi-Civita Dg. Écrivons g = fg0,
où f est une fonction strictement positive surM . La structure de WeylD étant la connexion
de Levi-Civita de g, nous avons θg = 0 et donc, d’après la proposition .8, nous obtenons :

θ0 = 1
2
df

f
.

Nous posons h = log(f). Nous avons dh = df

f
, et h ∈ C1,α

−τ−1(M) par hypothèse sur θ0.

Lemme .77. Soit h une fonction C∞ sur M . Supposons que dh appartient à C1,α
−τ−1(M).

Alors, la fonction h possède une limite finie, notée a, telle que h− a ∈ C2,α
−τ (M).
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Démonstration. Soient x et y dans ER = Rn \ BR tels que |y| > |x| > R1, pour R1 > R.

Soit z = |x|
|y|
y dans Rn. Considérons Xt le grand arc de cercle paramétré sur [0, 1] joignant

x et z. Nous avons |Xt| = |x| > R1 et |Ẋt| 6 π|x|. L’égalité des accroissement finis sur
[0, 1] appliquée à f(t) = h(Xt) nous donne :

h(x)− h(z) =
∫ 1

0
dhXt(Ẋt)dt.

Par hypothèse, |dhXt | = O(|Xt|−τ−1), |Xt| = |x| et |Ẋt| 6 π|x|, nous obtenons alors
l’inégalité suivante :

|h(x)− h(z)| 6 πC|x|−τ ,
où C est une constante positive indépendante de x et y. Comme |x| > R1, cette inégalité
implique :

|h(x)− h(z)| 6 πCR−τ1 . (3.23)

Posons T = |x|
|y|

; nous avons z = Ty et donc l’égalité des accroissement finis entre z et y
nous donne :

h(Ty)− h(y) =
∫ 1

0
dhy+t(Ty−y)(Ty − y)dt.

Le même raisonnement permettant d’obtenir l’inégalité (3.23), nous donne :

|h(z)− h(y)| 6 C|y|−τ
∫ 1

0
(1− T )

(
1 + t(T − 1)

)−τ−1
dt.

Nous pouvons calculer l’intégrale :∫ 1

0
(1− T )

(
1 + t(T − 1)

)−τ−1
dt = τ−1

(
|x|−τ

|y|−τ
− 1

)
.

Nous en déduisons :

|h(z)− h(y)| 6 τ−1C(|x|−τ − |y|−τ ) 6 τ−1CR−τ1 . (3.24)

Par conséquent, les inégalités (3.23) et (3.24) établissent l’existence d’une constante C1
indépendante de x et y telle que :

|h(x)− h(y)| 6 C1R
−τ
1 .

Ainsi, pour tout ε > 0, nous pouvons choisir R1 suffisamment grand tel que, pour tout x
et y dans Er vérifiant |y| > |x| > R1, |h(x)− h(y)| 6 ε. Par conséquent, d’après le critère

de Cauchy, h(x) admet une limite finie lorsque x tend vers l’infini. Lorsque T = |x|
|y|

tend

vers l’infini dans l’inégalité (3.24), nous obtenons :

|h(x)− a| 6 C

τ
|x|−τ , ∀x ∈ ER. (3.25)
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Par définition de la norme de Hölder à poids, nous remarquons que l’estimation (3.25) et
l’hypothèse dh ∈ C1,α

−τ−1 suffisent pour démontrer que h appartient à C2,α
−τ . Ainsi, l’équation

(3.25) et l’hypothèse dh ∈ C1,α
−τ−1 démontrent h− a ∈ C2,α

−τ (M).

En appliquant le lemme .77 à la fonction h = log(f), nous démontrons que f possède
une limite finie strictement positive b = exp(a) à l’infini et que f − b ∈ C2,α

−τ . En changeant
f par b−1f , nous ne modifions pas la connexion de Levi-Civita associée à g. Nous pouvons
donc supposer que g = fg0 avec f ∈ F . D’après le théorème .57, la métrique g est
asymptotiquement plate. Nous avons donc ψ ∈ Σg tel que Dψ = 0, où D est la connexion
de Levi-Civita de la métrique asymptotiquement plate g. La preuve du théorème de la
masse positive [4] démontre dans ce cas que M est isométrique à Rn muni de la métrique
plate. En conclusion, la variété conforme (M, c) est isomorphe à l’espace Rn muni de sa
classe conforme canonique.

3.2 Structures de Weyl ALF
Dans cette partie, nous appliquons la théorie des connexions de Weyl asymptotiquement

plates [25] aux variétés ALF. Nous conservons les notations introduites précédemment.

Définition .78. La structure de Weyl (M, c,D) est ALF de dimension m+1 s’il existe une
métrique g dans c telle que la variété riemannienne (M, g) est ALF et telle que la forme
de Lee θg de D relative à g satisfait, sur X , les conditions de décroissance suivantes :

θg = O(r1−m) et dθg = O(r2−m). (3.26)

Une métrique g satisfaisant les conditions précédentes est une métrique adaptée pour la
structure de Weyl ALF (M, c,D).

Cette définition étend la notion de variété ALF au cadre conforme. Nous allons définir
la masse conforme associée à une structure de Weyl ALF. Comme pour la masse conforme
d’une structure de Weyl asymptotiquement plate, voir [25], la masse conforme d’une struc-
ture de Weyl ALF sera évaluée en une métrique adaptée g. Nous montrons alors que la
masse est indépendante du choix d’une telle métrique. Notons 〈 , 〉h et | |h respectivement
le produit scalaire et la norme relatifs à la métrique h sur X induits sur les formes de M .

Définition .79. Soient (M, c,D) une structure de Weyl ALF de dimension m+1 et g une
métrique adaptée pour (M, c,D). La masse conforme associée à (M, c,D) évaluée en g, que
nous notons mD

h (g), est la forme quadratique sur Z définie par :

mD
h (g)(Z) = Qg(Z) + 1

ωnL
lim sup
r→∞

∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈θg, α̃Z〉hα̃Z − |α̃Z |2hθg

)
, ∀Z ∈ Z .

(3.27)

La forme quadratique Qg est la masse de la variété ALF (M, g) donnée par la définition
.60 et α̃Z est la forme duale de Z relativement à h.
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Nous allons montrer que cette masse ne dépend pas du choix de la métrique adaptée
choisie. Caractérisons l’espace des métriques adaptées dans c. Nous considérons l’espace de
fonctions F défini par :

F = {f ∈ C∞(M, ]0,+∞[) : f − 1 = O(r2−m), ∂kf = O(r1−m) et ∂l∂kf = O(r−m)}.
(3.28)

Nous avons la proposition suivante :

Proposition .80. Soit g une métrique adaptée pour la structure de Weyl ALF (M, c,D).
Considérons le changement conforme g̃ = fg. La métrique g̃ est adaptée pour (M, c,D) si
et seulement si f appartient à F .

Démonstration. D’après la définition des variétés ALF, sur X , nous avons gij = hij + aij,
où aij = O(r2−m), ∂kaij = O(r1−m) et ∂l∂kaij = O(r−m). Nous écrivons g̃ij = hij +
(f − 1)hij + faij. Nous posons bij = (f − 1)hij + faij. Si f appartient à F , nous avons
bij = O(r2−m), ∂kbij = O(r1−m) et ∂l∂kbij = O(r−m). Ainsi, si f appartient à F , la métrique
g̃ est ALF. Supposons que g̃ est une métrique ALF. Nous avons alors g̃ij = hij + bij, où
bij = O(r2−m), ∂kbij = O(r1−m) et ∂l∂kbij = O(r−m). De plus, comme g̃ = fg, nous avons
hij + bij = f(hij + aij). Ainsi, il est clair que f est bornée. L’égalité (f − 1)hij = bij − faij
montre alors que f − 1 = O(r2−m). De la même façon, nous montrons que ∂kf = O(r1−m)
et ∂l∂kf = O(r−m). Donc, la fonction f appartient à F .

Afin de démontrer l’invariance de la masse conforme de (M, c,D), nous établissons
préalablement la formule de changement conforme de la masse Qg de la variété ALF (M, g).

Proposition .81. Soit g̃ = fg, où le changement conforme f est une fonction dans F .
Nous avons alors la formule suivante :

Qg̃(Z) = Qg(Z) + 1
2ωnL

lim sup
r→∞

∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈df, α̃Z〉hα̃Z − |α̃Z |2hdf

)
, ∀Z ∈ Z ,

(3.29)

où α̃Z est la forme duale de Z relativement à h.

Démonstration. Soit Z dans Z . Réécrivons le terme qg̃,h(Z), défini par (2.12), dans la base
(X1, . . . , Xm, Xm+1), où Xm+1 = T . En utilisant la convention d’Einstein pour les indices
redondants, nous avons :

qg̃,h(Z) = (∇h
Xb
g̃)(Xb, Z)α̃Z −

1
2d(g̃(Xb, Xb))(Z)α̃Z −

1
2d(g̃(Z,Z)). (3.30)

En exprimant le terme de droite de l’équation (3.30) en fonction de f et de g, nous obte-
nons :

qg̃,h(Z) = fqg,h(Z) + df(Xb)g(Xb, Z)α̃Z −
1
2df(Z)g(Xb, Xb)α̃Z −

1
2g(Z,Z)df. (3.31)
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Par hypothèse, nous avons g = h + O(r2−m) et df = O(r1−m). Par conséquent, l’équation
(3.31) nous donne :

qg̃,h(Z) =fqg,h(Z) + df(Xb)h(Xb, Z)α̃Z −
(m+ 1)

2 df(Z)α̃Z −
1
2h(Z,Z)df +O(r3−2m)

=fqg,h(Z) + df(Z)α̃Z −
(m+ 1)

2 df(Z)α̃Z −
1
2 |α̃Z |

2
hdf +O(r3−2m)

=fqg,h(Z)− (m− 1)
2 df(Z)α̃Z −

1
2 |α̃Z |

2
hdf +O(r3−2m).

Cependant, par définition de α̃Z , df(Z) = 〈df, α̃Z〉h. De plus, par hypothèse, f = 1 +
O(r2−m) et qg,h(Z) = O(r1−m), donc fqg,h(Z) = qg,h(Z)+O(r3−2m). Ainsi, d’après le calcul
précédent, nous avons la formule suivante :

qg̃,h(Z) = qg,h(Z)− 1
2 |α̃|

2
hdf + (1−m)

2 〈df, α̃〉hα̃ +O(r3−2m). (3.32)

Enfin, en intégrant la formule (3.32) sur les sphères de rayon R de Rm+1 et en passant à
la limite supérieure, nous obtenons la formule souhaitée :

Qg̃(Z) = Qg(Z) + 1
2ωnL

lim sup
r→∞

∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈df, α̃〉hα̃− |α̃|2hdf

)
. (3.33)

Soit (M, c,D) une structure de Weyl ALF. Nous savons comment évolue la forme de
Lee de D relativement à deux métriques distinctes de c. Pour g̃ et g dans c telles que
g̃ = fg, d’après la proposition .8, nous avons :

θg̃ = θg −
df

2f . (3.34)

Nous sommes alors en mesure de démontrer que la masse conforme de (M, c,D) ne dépend
pas de la métrique adaptée choisie.

Proposition .82. Soit (M, c,D) une structure de Weyl ALF. Soient g1 et g2 deux mé-
triques adaptées à (M, c,D). Nous avons :

mD
h (g1) = mD

h (g2).

Démonstration. D’après la proposition .80, il existe f dans F telle que g2 = fg1. La
formule (3.34) et la proposition .81 nous donnent alors :

mD
h (g2) = mD

h (g1) + 1
2ωnL

lim sup
r→∞

∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈df, α̃Z〉hα̃Z − |α̃Z |2hdf

)
− 1

2ωnL
lim sup
r→∞

∫
∂Br

1
f
∗h
(
(1−m)〈df, α̃Z〉hα̃Z − |α̃Z |2hdf

)
.
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De plus, d’après le lemme .58, pour toute fonction f dans F et pour toute n-forme ω sur
M telles que ω = O(r1−m), nous avons :

lim sup
r→∞

∫
∂Br

1
f
ω = lim sup

r→∞

∫
∂Br

ω,

Par conséquent, les deux derniers termes du calcul précédent s’annulent et nous obtenons :

mD
h (g1) = mD

h (g2).

Il nous reste a énoncer et démontrer le théorème de la masse positive conforme pour
les structures de Weyl ALF.

Théorème .83. Soit (M, c,D) une structure de Weyl ALF de dimension m+1. Supposons
que la courbure de Ricci de D est positive. Alors la masse mD

h de (M, c,D) est une forme
quadratique positive sur Z .

Démonstration. Soient g une métrique adaptée à (M, c,D) et ∇g la connexion de Levi-
Civita de g. Soient Z dans Z et α̃Z la forme duale de Z relativement à la métrique h.
Considérons la 1-forme αZ associée à α̃Z donnée par le lemme .62. Posons α = l

4−(m+1)
2 αZ =

l
3−m

2 αZ , où l est la section de L correspondante à la métrique g. Soit (Mr) une suite
strictement croissante de compacts de M tels que ∂Mr = ∂Br. D’après la formule de
Bochner conforme .19, nous avons :∫

Mr

(
|Dα|2 + RicD(α], α])− |DDα|2

)
= −

∫
Mr

δD(ζα),

où ζα(X) = 〈α,DXα + δD(α)X[ − XydDα〉 pour tous champs de vecteurs X sur TM .
Démontrons que le membre de droite de cette égalité converge vers la masse conforme
de (M, c,D) lorsque r tend vers l’infini. Nous commençons par exprimer la divergence
conforme de ζα relativement à la métrique g. Notons que :

ζα(X) = 〈α,DXα〉+ δD(α)α(X) + dDα(α], X). (3.35)

D’après la formule (1.19), nous avons :

Dα = ∇gα + (k − 1)θg ⊗ α− α⊗ θg + c(α, θg)c

En contractant la formule ci-dessus par la 1-forme α de poids (3−m)/2, nous obtenons :

〈α,DXα〉 = 〈α,∇g
Xα〉+

1−m
2 |α|2θg. (3.36)

D’après la formule (1.21), nous avons :

dDα = dα + (3−m)
2 θg ∧ α. (3.37)
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Nous en déduisons immédiatement la formule :

dDα(α], ·) = dα(α], ·) + 3−m
2 〈θg, α〉α−

3−m
2 |α|2θg. (3.38)

De la même façon que pour la formule (1.21), nous démontrons :

δD(α) = δ(α)− (m+ 1)
2 〈θg, α〉. (3.39)

Enfin, en utilisant les formules (3.36), (3.38) et (3.39) pour calculer ζα, nous obtenons :

ζα(X) = ζgα(X)− |α|2θg(X) + (1−m)〈θg, α〉α(X), ∀X ∈ TM, (3.40)

où ζgα(X) = 〈α,∇g
Xα + δ(α)X[ − Xydα〉. Rappelons que lorsqu’une métrique g est fixée,

le fibré L est trivialisé par la section l de L correspondante à g. Nous avons alors l’identi-
fication suivante :

−
∫
Mr

δD(ζα) = −
∫
Mr

δ(ζα)vg =
∫
∂Br
∗g(ζα), (3.41)

où vg et ∗g sont respectivement la forme volume et l’opérateur de Hodge associés à g et
ζα est identifié à une 1-forme réelle sur M . La formule (3.41) et l’expression (3.40) de ζα,
nous donnent :

−
∫
Mr

δD(ζα) =
∫
∂Br
∗g(ζgαZ ) +

∫
∂Br
∗g
(
(1−m)〈θg, αZ〉gαZ − |αZ |2gθg

)
, (3.42)

où 〈 , 〉g est le produit scalaire sur les formes induit par g. De plus, l’intégrale du terme
∗g(ζαZ ) correspond au terme obtenu en intégrant la formule de Bochner riemannienne, et
celui-ci converge vers la masse de la variété riemannienne ALF (M, g). En effet, le lemme
8 page 943 de [20] donne :

lim sup
r→∞

∫
∂Br
∗g(ζgαZ ) = ωnLQh(Z). (3.43)

Les hypothèses de décroissance de θg, de αZ et de la métrique g nous donnent :

(1−m)〈θg, αZ〉gαZ − |αZ |2gθg = (1−m)〈θg, α̃Z〉hα̃Z − |α̃Z |2hθg +O(r3−2m). (3.44)

Par conséquent, par passage à la limite supérieure dans l’équation (3.42), nous obtenons
la formule suivante :

−
∫
M
δD(ζα) = ωnL

(
Qh(Z) + 1

ωnL
lim sup
r→∞

∫
∂Br
∗h
(
(1−m)〈θg, α̃Z〉hα̃Z − |α̃Z |2hθg

))
.

Nous voyons donc apparaître la masse de la structure de Weyl ALF (M, c,D) et nous
avons : ∫

M

(
|Dα|2 + RicD(α], α])− |DDα|2

)
= ωnLm

D
h (Z). (3.45)
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Il nous reste à montrer que
∫
M
|DDα|2 = 0. D’après les formules (3.37) et (3.39), nous

avons :

DDα = δD(α) + dDα = (d+ δ)αZ −
m+ 1

2 〈θg, αZ〉g + 3−m
2 θg ∧ αZ . (3.46)

Par construction, nous avons (d+ δ)αZ = 0. D’après les hypothèses de décroissance de θg,
nous avons donc 〈θg, αZ〉g = O(r2−2m) et θg ∧ αZ = O(r2−2m). Ainsi, nous obtenons :

lim sup
r→∞

∫
∂Br
|〈θg, αZ〉g|2vg = lim sup

r→∞

∫
∂Br
|θg ∧ αZ |2vg = 0. (3.47)

L’égalité (3.47) et l’équation (3.46) donnent alors :∫
M
|DDα|2 = 0. (3.48)

Nous déduisons des formules (3.45) et (3.48) la formule suivante :∫
M

(
|Dα|2 + RicD(α], α])

)
= ωnLm

D
h (Z). (3.49)

Par conséquent, lorsque l’opérateur de Ricci est positif, la masse mD
h est une forme qua-

dratique positive.
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Chapitre 4

Submersions conformes et connexions
minimales

Cette dernière partie est consacrée aux submersions conformes de codimension 1. Nous
reprenons en grande partie l’approche de D. Calderbank [8], qui a démontré l’existence
d’une unique connexion de Weyl minimale, dans un certain sens, relative à une submer-
sion conforme. En basse dimension, cette théorie constitue une version non linéaire de la
correspondance de Jones-Tod. Nous renvoyons le lecteur intéressé à [8] et [9], mais aussi à
l’article [16] de P. Gauduchon pour une lecture plus riemannienne de la correspondance de
Jones-Tod généralisée.

4.1 Submersions conformes
Dans un premier temps, nous rappelons la définition d’une submersion conforme. Soient

Mn+1 une variété de dimension n + 1, (Bn, cB) une variété conforme de dimension n et
π : M → B une submersion. La submersion π est de codimension 1. Le fibré constitué des
vecteurs tangents aux fibres de π est un sous-fibré de dimension 1 de TM , noté V et appelé
fibré vertical ou fibré des vecteurs verticaux sur M .

Supposons queM est munie d’une structure conforme c. La structure conforme c définit
le fibré vectoriel H comme le supplémentaire orthogonal de V dans TM . Le fibré H sur M
est appelé fibré horizontal ou fibré des vecteurs horizontaux. Nous notons respectivement
L et LB les fibrés des poids des variétés M et B. Par construction du fibré H, nous avons
TM = V ⊕H, ce qui induit immédiatement :

Λn+1T ∗M = V∗ ⊗ ΛnH∗. (4.1)

De plus, dπ est un isomorphisme de H sur TB, nous avons alors H = π∗TB, où π∗TB est
la pull-back du fibré TB par π. La relation (4.1) devient :

Λn+1T ∗M = V∗ ⊗ π∗(ΛnT ∗B). (4.2)

69
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Par définition des fibrés des poids L et LB, et d’après (4.2), nous obtenons :

L−(n+1) = V∗ ⊗ π∗(L−nB ) = V−1 ⊗ (π∗LB)−n. (4.3)

La structure conforme c sur M permet d’identifier le fibré vertical V avec le fibré des poids
L, en associant à tout vecteur V de V la section |V |c de L, où |V |c = (c(V, V )) 1

2 est la
norme conforme du vecteur V . Par conséquent, la structure conforme c surM et la relation
(4.3) nous donnent l’identification suivante :

L = π∗LB. (4.4)

Nous pouvons désormais donner la définition d’une submersion conforme.
Définition .84. Soient (Mn+1, c) et (Bn, cB) deux variétés conformes de dimension res-
pective n+ 1 et n. Une submersion π : (Mn+1, c)→ (Bn, cB) est une submersion conforme
lorsque dπ, restreinte au vecteurs de H, est une application linéaire conforme non nulle en
chaque point de M . Plus précisément, pour tout x dans M , nous avons :

c(X, Y ) = π∗(cB(dπx(X), dπx(Y ))), ∀X ∈ Hx, Y ∈ Hx. (4.5)

Revenons désormais au cas où la structure conforme sur M n’est pas fixée. Nous avons
π :Mn+1 → Bn une submersion dont la base (B, cB) est une variété conforme. Nous conser-
vons les notations précédemment introduites. Nous allons voir dans la proposition suivante
que l’ensemble des structures conformes sur M faisant de π une submersion conforme est
paramétré par les sections du fibré T ∗M ⊗L qui "ne s’annulent pas" sur les feuilles définies
par la submersion π. Les fibres de π définissent un feuilletage orienté de dimension 1 sur
M . Le feuilletage sur M peut être vu comme un champ de vecteurs sur M tordu par une
section de V . Soit ξ la section de V∗ ⊗ TM décrivant le feuilletage sur M induit par π.
Proposition .85. Soit π : Mn+1 → (Bn, cB) une submersion de codimension 1 dont la
base est une variété conforme. Il existe une correspondance biunivoque entre les structures
conformes sur M faisant de π une submersion conforme et les sections α de T ∗M ⊗L telle
que α(ξ) est une section de L⊗ V∗ ne s’annulant pas.
Démonstration. Soit α ∈ T ∗M ⊗ L. Soit H le noyau de α. Par définition de α, α(ξ) ne
s’annule pas et donc, pour tout vecteur vertical V de V , α(V ) n’est pas nul. Par consé-
quent, H est un fibré sur M supplémentaire de V dans TM . Le pull-back de la structure
conforme cB, noté π∗cB, est une forme bilinéaire symétrique surM à valeurs dans (π∗LB)2.
Ainsi, π∗cB définit une structure conforme sur H. Nous allons montrer que α nous permet
d’identifier les fibrés L et π∗LB, et de construire une structure conforme sur M . D’après la
formule (4.3), nous avons :

L−(n+1) = V−1 ⊗ (π∗LB)−n. (4.6)

Cependant, α(ξ) est une section de L ⊗ V−1 ne s’annulant pas, donc α induit un isomor-
phisme, encore noté α, entre V et L. Ainsi, d’après (4.6), nous obtenons (π∗LB)−n ∼= L−n,
dont nous déduisons l’isomorphisme ρ : π∗LB → L. Nous posons :

c = ρ(π∗cB) + α⊗ α,
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D’après la normalisation de la structure conforme cB, nous avons ΛncB = 1, et donc
Λnc = ρ(π∗ΛncB) = 1. Ainsi, c est une section normalisée de S2M ⊗ L2, c’est-à-dire une
structure conforme sur M . Il est immédiat de vérifier que H et V sont c-orthogonaux dans
TM et que π est une submersion conforme de (M, c) sur (B, cB).

Réciproquement, si π : M → B est une submersion conforme, nous avons vu que la
structure conforme c surM induit l’identification L = V (4.4). Ainsi, la section ξ s’identifie
à une section de TM ⊗ L−1. Il suffit alors de poser α = ξ].

Remarque .86. Une section α de T ∗M⊗L satisfaisant les conditions de la proposition .85
précédente est appelée 1-forme de poids zéro sur M . Une telle forme définit une structure
conforme c sur M , un supplémentaire orthogonal H de V dans TM , et identifie les fibrés
V , π∗LB et L.

Remarque .87. Soit c une structure conforme sur M induite par la 1-forme de poids zéro
α. Pour tout vecteur vertical V , nous pouvons écrire ξ = V ⊗ |V |−1

c , où |V |c = c(V, V ) 1
2 .

Nous en déduisons que |ξ|c = α(ξ) = 1, et donc ξ = α], où ] est l’isomorphisme musical
relatif à c.

4.2 La connexion de Weyl minimale
Dans cette section, nous retrouvons l’existence et l’unicité de la connexion de Weyl

minimale relativement à une submersion conforme introduite par D. Calderbank [8]. Nous
commençons par expliquer dans quel sens cette connexion de Weyl est minimale. Soient
α une 1-forme de poids zéro sur M et π : (Mn+1, c) → (B, cB) la submersion conforme
associée. Pour toute connexion de Weyl D sur (M, c), Dα est une section de T ∗M ⊗
T ∗M ⊗ L. Notons Wα l’ensemble des 2-formes Dα à valeurs dans L, où D décrit l’espace
des connexions de Weyl sur (M, c). Pour toutes connexions de Weyl D′ et D sur (M, c)
telles que D′ = D + θ, la formule (1.19) nous donne :

D′α = Dα− α⊗ θ + α(θ])c. (4.7)

Posons Θα = {−α⊗ω+α(ω])c : ω ∈ T ∗M}. Θα est un sous-espace de T ∗M ⊗ T ∗M ⊗L.
D’après la formule (4.7), Wα est un sous-espace affine de T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ L de direction
Θα. De plus, la structure conforme c surM induit un produit scalaire, noté 〈 , 〉c, à valeurs
dans L−2 sur T ∗M ⊗T ∗M ⊗L. Ainsi, la connexion de Weyl minimale relative à la 1-forme
de poids zéro α est l’unique connexion de Weyl, notée D0, telle que la 2-forme D0α soit
dans l’orthogonal de Θα relativement au produit scalaire 〈 , 〉c. La proposition suivante
caractérise la connexion de Weyl minimale.

Proposition .88. Soit π : (M, c) → (B, cB) une submersion conforme de codimension 1,
induite par la 1-forme de poids zéro α. Alors, Il existe une unique connexion de Weyl D0

sur (M, c) caractérisée par les deux relations suivantes :
(i) trc(D0α) = 0
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(ii) D0
ξα = 0.

La connexion D0 est la connexion de Weyl minimale associée à la submersion conforme π.

Démonstration. Pour toute 1-forme ω surM et pour toute connexion de WeylD sur (M, c),
nous avons le calcul suivant :

〈Dα,α(ω])c− α⊗ ω〉c = α(ω])〈Dα, c〉c − 〈Dα,α⊗ ω〉c
= 〈α, ω〉trc(Dα)− 〈Dα]α, ω〉c
= 〈trc(Dα)α−Dξα, ω〉c.

Ainsi, Dα est dans l’orthogonal de Θα si et seulement si :

trc(Dα)α−Dξα = 0. (4.8)

Nous rappelons que α(ξ) = |ξ|c = 1. Par conséquent Dξξ est horizontal, et donc (Dξα)(ξ) =
Dξ(α(ξ))−α(Dξξ) = 0. L’équation (4.8) évaluée en ξ, nous donne trc(Dα) = Dξα = 0. La
connexion de Weyl minimale vérifie donc les deux relations attendues.

Remarque .89. Comme α] = ξ, les conditions (i) et (ii) de la proposition précédente sont
équivalentes à trc(D0ξ) = 0 et D0

ξξ = 0. La connexion minimale décrite précédemment
correspond bien à celle de D. Calderbank dans [8]. P. Gauduchon à également démontré
l’existence et l’unicité de la connexion de Weyl minimale par une méthode riemannienne
en choisissant une métrique quelconque dans la classe conforme [16].

Nous allons maintenant nous intéresser au cas où la connexion de Weyl minimale est
projetable sur la base de la submersion conforme, c’est-à-dire lorsque celle-ci est le pull-
back d’une connexion de Weyl sur la base en tant que connexion linéaire sur le fibré L.
Ceci vient comme un cas particulier de l’étude des connexions linéaires d’un fibré vectoriel
sur une variété conforme munie d’un feuilletage de dimension 1 effectué par D. Calderbank
dans [8].

Définition .90. Soit π : (M, c) → (B, cB) une submersion conforme de codimension 1.
Une connexion de Weyl D sur M est projetable (ou basique) si D, en tant que connexion
linéaire sur L, est le pull-back d’une connexion linéaire sur LB. Plus précisément, D est
projetable sur la connexion de Weyl DB sur B si et seulement si nous avons :

DV (π∗lB) = 0 et D
X̃

(π∗lB) = π∗(DB
X lB), (4.9)

pour toute section lB de LB et pour tout vecteur X sur TB.

Proposition .91. Soit D une connexion de Weyl projetable sur (M, c). Alors, une section
l de L est le pull-back d’une section de LB si et seulement si DV l = 0, pour tout vecteur
vertical V .
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Démonstration. Soient l une section de L et lB une section de LB. Nous identifions π∗lB
avec la section de L correspondante. Nous avons, l = fπ∗lB, où f est une fonction sur M .
Pour tout vecteur vertical V , nous calculons :

DV l = V (f)π∗lB + fDV (π∗lB) = V (f)π∗lB.

Ainsi, DV l = 0 si et seulement si V (f) = 0. Dans ce cas, f est une fonction basique. Par
conséquent, DV l = 0 si et seulement si l est le pull-back d’une section de LB.

Une connexion de Weyl satisfaisant la propriété .91 précédente est une connexion ho-
rizontale sur TM . Une connexion horizontale n’est pas nécessairement projetable. La pro-
position suivante caractérise la notion de connexion de Weyl projetable.

Corollaire .92. Une connexion de Weyl D sur (M, c) est projetable si et seulement si D
est horizontale et FD(ξ, ·) = 0.

Démonstration. Soient V dans V , X dans TB et lB une section de LB. Nous notons X̃ le
relevé horizontal de X sur TM . D’après la proposition .91 et la définition .90, la connexion
de Weyl D est projetable si et seulement si D est horizontale et satisfait la propriété
suivante :

DV (D
X̃
π∗lB) = 0. (4.10)

De plus, du fait queD soit horizontale et que [V, X̃] soit un vecteur vertical, nous obtenons :

D
X̃

(DV π
∗lB) = 0 et D[V,X̃](π

∗lB) = 0.

Par conséquent, nous avons :

FD(V, X̃)π∗lB = DV (D
X̃
π∗lB) = 0. (4.11)

Enfin, rappelons que pour tout vecteur vertical V , nous pouvons écrire ξ = V ⊗ |V |−1.
Ainsi, D est projetable si et seulement si D est horizontale et FD(ξ, ·) = 0.

Remarque .93. Nous rappelons que la courbure de Faraday d’une connexion de Weyl
D est une 2-forme fermée. Ainsi, FD est une 2-forme basique si et seulement si elle est
horizontale.

La structure conforme c identifie une sections l de L avec un vecteur vertical V . Soit
g la métrique riemannienne dans c associée à la section l. Le vecteur V est unitaire pour
la métrique g, puisque |V |c = α(V ) = l. Supposons que l = π∗lB. La métrique g associée
à la section l induit une métrique gB sur B définie par gB = l−2

B cB. Dans ce cas, π :
(M, g)→ (B, gB) est une submersion riemannienne.

Définition .94. Une métrique riemannienne dans c induisant une métrique riemannienne
sur la base B de la submersion conforme est appelée métrique distinguée de c. Les vecteurs
verticaux unitaires associés aux métriques distinguées sont appelés vecteur distingués de
TM .
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Soient g dans c et l la section de L correspondante. Nous notons ∇g la connexion de
Levi-Civita de g. Dans ce qui suit, nous allons voir à quelle condition, relative à la métrique
g, la connexion de Weyl minimale associée à la 1-forme de poids zéro sur M est projetable.
La 1-forme de poids zéro α s’identifie, via g, à une 1-forme réelle sur TM , notée αg, par la
formule :

αg = l−1α.

Soit V le vecteur vertical unitaire de g. La 1-forme αg est une 1-forme verticale. En parti-
culier, nous avons αg(V ) = 1 et donc α]g = V . D’après la formule (1.19), nous avons :

(D0
Xαg)(Y ) = (∇g

Xαg)(Y )− θg(X)αg(Y )− αg(X)θg(Y ) + θg(V )g(X, Y ). (4.12)

D’après la caractérisation .88 de la connexion de Weyl minimale, nous avons trc(D0α) = 0.
Cependant, trc(D0α) = trH(D0αg)l−1, nous en déduisons donc trH(D0αg) = 0, où trH est
la trace conforme restreinte au fibré horizontal H. Par conséquent, en prenant la trace
horizontale trH dans la formule (4.12), nous obtenons :

trH(∇gαg) + nθg(V ) = 0. (4.13)

Par définition de V , ∇g
V V est un vecteur horizontal et donc (∇g

V αg)(V ) = ∇g
V (αg(V ) −

αg(∇g
V V ) = 0. Nous en déduisons immédiatement que trH(∇gαg) = tr(∇gαg). La formule

(4.13) devient :

θg(V ) = 1
n
δg(αg). (4.14)

De même, la condition D0
V α = 0 nous donne :

∇V αg − θg + θg(V )αg = 0.

Pour tout vecteur horizontal X, nous en déduisons :

θg(X) = (∇V αg)(X). (4.15)

Les équations (4.14) et (4.15) nous donnent respectivement la partie verticale et horizontale
de θg. Nous avons donc :

θg = ∇g
V αg + 1

n
δg(αV )αg. (4.16)

De plus, pour tout vecteurX de TM , le vecteur∇g
XV est horizontal et donc LV αg = ∇g

V αg,
où LV est la dérivée de Lee dans la direction verticale V . Finalement, l’équation (4.16) nous
donne :

D0 = ∇g + (LV αg + δ(αg)
n

αg). (4.17)

Supposons maintenant que la métrique g est distinguée et soit gB la métrique induite
par g sur la base B. Soient X et Y dans TB. Nous notons X̃ et Ỹ respectivement les
relevés horizontaux de X et Y . Nous avons alors :

LV g(X̃, Ỹ ) = − 2
n
δg(V )g(X̃, Ỹ ) = 0.
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Nous en déduisons δg(V ) = δg(αg) = 0. Ainsi, dans le cas où la métrique g est distinguée,
la formule (4.17) devient :

D0 = ∇g + LV αg. (4.18)
Dans ce cas, π : (M, g) → (B, gB) est une submersion riemannienne. Par conséquent, la
connexion ∇g, en tant que connexion linéaire sur L, se projette sur la connexion de Levi-
Civita de gB, notée ∇gB . Ainsi, d’après la formule (4.18), la connexion de Weyl minimale
D0 est projetable si et seulement si la 1-forme LV αg est basique. Nous avons alors la
proposition suivante :
Proposition .95. Soient π : (Mn+1, c) → (B, cB) une submersion conforme et α la 1-
forme de poids zéro sur M associée à c. Alors, la connexion de Weyl minimale relative à
π est projetable si et seulement si, pour toute métrique g distinguée dans c, nous avons
LV (LV αg) = 0, où V est le vecteur vertical unitaire de g et où α s’identifie à αg via la
métrique g.
Démonstration. Soit g une métrique distinguée dans c et V le vecteur vertical unitaire
associé. D’après la discussion précédant la proposition, D0 est projetable si et seulement si
LV αg est basique. De plus, la 1-forme LV αg est horizontale, donc celle-ci est basique si et
seulement si LV (LV αg) = 0. Il suffit maintenant de démontrer que ceci ne dépend pas de la
métrique distinguée choisie. Soit g′ une métrique distinguée dans c et V ′ le vecteur vertical
associé. Il existe donc une fonction ϕ non nulle sur M telle que g′ = ϕ−2g. La fonction ϕ
est basique et V ′ = ϕV , nous avons donc :

LV ′αg′B = LV αgB + ϕ−1dϕ.

Cependant, pour toute forme horizontale ω, LV ′ω = ϕLV ω. Nous déduisons de la formule
précédente la relation :

LV ′LV ′αg′B = ϕLVLV αgB .
La condition LVLV αg = 0 ne dépend donc pas de la métrique distinguée choisie.
Remarque .96. Nous avons démontré précédemment qu’une métrique g dans c est dis-
tinguée si et seulement si δg(V ) = δg(αg) = 0, où V est le vecteur vertical unitaire de g et
où α est identifiée à αg via g.
Remarque .97. La condition LVLV αg = 0 de la proposition .95 est invariante conforme.
En effet, pour une métrique distinguée g, la 1-forme de Lee de la connexion de Weyl
minimale s’écrit θg = LV αg. De plus, LV θg = V ydθg et, pour toute métrique dans c,
dθg = F 0, où F 0 est la courbure de Faraday de la connexion minimale D0. Ainsi, la
connexion de Weyl minimale est projetable si et seulement si ξyF 0 = F 0(ξ, ·) = 0.

La remarque précédente nous permet d’énoncer le théorème suivant :
Théorème .98. Soient π : (Mn+1, c)→ (B, cB) une submersion conforme et α la 1-forme
de poids zéro sur M associée à c. Nous posons ξ = α] ∈ TM ⊗L−1. Alors, la connexion de
Weyl minimale relative à π est projetable si et seulement si ξyF 0 = 0.
Remarque .99. Nous remarquons que si la connexion de Weyl minimale est fermée, alors
celle-ci est projetable. En effet, D0 est fermée si et seulement si F 0 = 0.
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4.3 Connexions minimales projetables
Dans cette section, nous nous intéressons dans un premier temps au cas particulier

des submersions riemanniennes à fibres totalement géodésiques. Le fait qu’une submer-
sion conforme induise une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques rela-
tivement à une métrique g dans la classe conforme est intimement lié à la fermeture ou
l’exactitude de la forme de Lee de la connexion de Weyl minimale relative à cette métrique
g. D’autre part, dans le cas où la connexion de Weyl minimale associée à une 1-forme de
poids zéro α est projetable, nous répondrons à la question de savoir si la connexion de Weyl
minimale associée à la 1-forme de poids zéro fα, où f est une fonction strictement positive
sur M , est encore projetable. Nous serons contraints d’étudier ce problème localement sur
la variété et nous verrons également comment la notion de submersion riemannienne à
fibres totalement géodésiques intervient.

Nous considérons la submersion conforme π : (M, c) → (B, cB) associée à la 1-forme
de poids zéro α et D0 la connexion de Weyl minimale relative à π. Nous conservons les
notations introduites dans la section précédente. Concernant les submersions riemanniennes
à fibres totalement géodésiques, nous avons la proposition suivante :

Proposition .100. La connexion de Weyl minimale D0 est fermée (respectivement exacte)
si et seulement si π définit localement (respectivement globalement) une submersion rie-
mannienne à fibres totalement géodésiques.

Démonstration. Supposons que D0 est fermée. D’après la proposition .12, il existe une
métrique locale g dans c telle que D0 soit localement la connexion de Levi-Civita de g.
Considérons une métrique distinguée g̃ dans c. Nous avons localement g̃ = f−2g, où f
est une fonction non nulle sur M . Montrons que f est une fonction basique sur M et
donc que g = f 2g̃ est une métrique locale distinguée dans c. Localement nous avons θg =
0, donc, d’après la proposition .8, θg̃ = df . De plus, D0 est fermée donc en particulier
projetable et par conséquent la 1-forme de Lee de D0 relative à une métrique distinguée
est horizontale. Ainsi, θg̃ = df est horizontale et f est une fonction basique sur M . Soit gB
la métrique locale sur B induite par g. La métrique g étant localement distinguée, nous
avons localement θg = LV αg = (∇g

V V )]g = 0, où ]g est l’isomorphisme musical relatif à g,
V le vecteur unitaire vertical de g et α est identifiée à αg via g. Ainsi, π : (M, g)→ (B, gB)
est une submersion locale à fibres totalement géodésiques. La réciproque est immédiate et
la démonstration reste valable lorsque D0 est globalement une connexion de Levi-Civita
d’une métrique dans c.

Le cas compact fournit un résultat plutôt restrictif. En effet, si la variété est compacte
et que la connexion de Weyl minimale est projetable, alors la submersion définit une sub-
mersion riemannienne à fibres totalement géodésiques. Pour démontrer ce fait nous aurons
besoin du lemme suivant :

Lemme .101. Soient π : Mn+1 → Bn une submersion de codimension 1 et f une fonction
sur M . Supposons que la variété M est compacte. Si LVLV f = 0, où V est un vecteur
vertical, alors LV f = 0.
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Démonstration. Soient x un point de M et V un vecteur vertical de TM . Nous notons
φt(x) le flot de V surM au point x. Nous posons h(t) = f(φt(x)). Alors, h est une fonction
sur R (car M est compacte) telle que h′(t) = LV f où LV f est une constante puisque
LV (LV f) = 0. Ainsi, h(t) = at + b, avec a = LV f et b dans R. De plus, M est compacte
et donc f , et en particulier h, sont bornées sur M , par conséquent, a = LV f = 0, ce qui
démontre le lemme.

Rappelons que pour une métrique distinguée g, la courbure de Faraday de D0 s’écrit
F 0 = dLV αg. La dérivée extérieure et la dérivée de Lee commutent, donc nous obtenons la
formule suivante :

|F 0| = g(dLV αg, dLV αg) = g(LV dαg, dLV αg). (4.19)

Nous notons β la partie horizontale de la 2-forme dαg. Nous avons LV β = LV αg. De plus,
LV g = 0 car g est distinguée. Sachant que les formes β et F 0 sont horizontales, nous avons :

g(LV β, dLV αg) = LV (g(β, F 0))− (LV g)(β, F 0) = LV (g(β, F 0)). (4.20)

D’après les équations (4.19) and (4.20), nous avons la formule suivante :

|F 0| = LV (g(dαg, F 0)). (4.21)

Théorème .102. Soit π : (M, c) → (B, cB) une submersion conforme de codimension 1.
Supposons que la variété M est compacte. Alors, la connexion de Weyl minimale D0 asso-
ciée à π est projetable si et seulement si π définit localement une submersion riemannienne
à fibres totalement géodésiques.

Démonstration. Nous posons f = g(dαg, F 0). D’après l’équation (4.21) et comme F 0 est
basique, la fonction f est telle que LV (LV f) = 0. Ainsi, d’après le lemme .101, nous
obtenons LV f = |F 0| = 0, et donc F 0 = 0. Par conséquent, lorsque M est compacte,
D0 est projetable si et seulement si F 0 = 0, c’est-à-dire si et seulement si D0 est fermée.
D’après la proposition .100, nous obtenons donc le résultat souhaité.

Revenons au cas général. Dans toute la suite de ce paragraphe, nous considérons une
métrique distinguée g dans c et gB la métrique induite sur la base B. Le cas particulier où
(M, g) est un produit riemannien est traité par le lemme suivant :

Lemme .103. La métrique distinguée g est la métrique produit sur R×B si et seulement
si dαg = 0.

Démonstration. La 2-forme dαgB est horizontale si et seulement si V ydαgB = LV αgB = 0.
Or, nous avons θg = LV αgB pour toute métrique distingué et donc D0 est exacte. D’après la
proposition .100, π : (M, g)→ (B, gB) est une submersion riemannienne à fibres totalement
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géodésiques. Par conséquent, V est un champ de Killing et donc ∇gV est antisymétrique.
De plus, si X et Y sont des vecteurs horizontaux, nous avons le calcul suivant :

dαgB(X, Y ) = −αgB([X, Y ])
= g(∇g

YX, V )− g(∇g
XY, V )

= g(∇g
XV, Y )− g(∇g

Y V,X).

Par conséquent, la 2-forme dαgB est verticale si et seulement si ∇gV est symétrique. En
conclusion, dαg = 0 si et seulement si ∇gV = 0, c’est-à-dire, si et seulement si V est
parallèle. Ceci nous donne le résultat puisque V est parallèle si et seulement si g est la
métrique produit sur M .

Dans la suite de cette section, nous allons voir comment évoluent les propriétés de la
connexion minimale (projetable ou fermée) lors de la multiplication par une fonction sur
M de la 1-forme de poids zéros. Il est clair que la multiplication de α par une fonction
sur M modifie la classe conforme sur M et l’isomorphisme entre les fibrés des poids π∗LB
et L qu’elle définit. Soit ϕ une fonction sur M et posons α̃g = ϕαg. Les 1-formes αg
et α̃g définissent respectivement deux métriques riemanniennes g = αg ⊗ αg + π∗gB et
g̃ = α̃g ⊗ α̃g + π∗gB sur M faisant de π une submersion riemannienne de M sur (B, gB).
Chacune des métriques g et g̃ définit une connexion minimale par la formule (4.18). Nous
notons D0 et D̃0 les connexions minimales respectivement associées à αg et α̃g. Notons F 0

et F̃ 0 leur courbures de Faraday respectives. Soient V et Ṽ les vecteurs verticaux unitaires
associés respectivement à g et g̃. Rappelons que ces vecteurs sont aussi les uniques vecteurs
verticaux tels que αgB(V ) = 1 et α̃gB(Ṽ ) = 1. Nous avons Ṽ = ϕ−1V . Nous obtenons
immédiatement la relation suivante :

θg̃ = V (ψ)αgB − dψ + θg , (4.22)

où nous avons posé ψ = lnϕ. En appliquant la différentielle extérieure surM , nous obtenons
une formule reliant leur courbure de Faraday :

F̃ 0 = d(V (ψ)) ∧ αgB + V (ψ)dαgB + F 0. (4.23)

La formule (4.23) montre que la connexion minimale reste projetable ou fermée lorsque ϕ,
ou de manière équivalente ψ, est un fonction basique. Nous allons donc supposer que ψ
n’est pas basique et envisager les trois cas suivant :
i. Les connexions minimales D0 et D̃0 sont projetables.
ii. Les connexions minimales D0 et D̃0 sont respectivement fermées et projetables.
iii. Les connexions minimales D0 et D̃0 sont fermées.

Pour étudier ces trois cas, nous aurons besoin de travailler localement sur la variété
(M, g). Identifions localement (M, g) avec le produit R × B et notons t la coordonnée
sur R. Le fibré V est désormais trivialisé et muni de la connexion plate dt. Par cette
identification, la dérivée de Lie dans la direction V correspond à la dérivation par rapport
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au paramètre t et les fonctions ou formes basiques sur M deviennent des formes sur B ne
dépendant pas de t. D’autre part, la 1-forme αg s’écrit :

αgB = dt+ At, (4.24)

où At est une 1-forme sur B dépendant du paramètre t. Supposons que la connexion
minimale D0 est projetable. La condition LVLV αgB = 0 devient alors Ät = 0, où le point
indique la dérivée par rapport à t. Dans ce cas, l’écriture locale de αg est la suivante :

αgB = dt+ A0 + tA1, (4.25)

où A0 et A1 sont deux 1-formes sur B. La forme de Lee θg de la connexion minimale
est alors égale à A1 et la courbure de Faraday F 0 est donnée par dA1. Les différentielles
extérieures sur M et sur B seront respectivement notées d et dB. Remarquons également
que les formes sur B peuvent être vus comme des formes sur M indépendantes de t, nous
pourrons donc indifféremment leurs appliquer d ou dB.

Remarque .104. Si la connexion de Weyl minimale est fermée, pour la métrique locale g
de c telle que θg = 0, dans les coordonnées locales sur (M, g), la 1-forme αg s’écrit :

αg = dt+ A0. (4.26)

Cas (i)

L’équation (4.23) contractée par V montre queD0 et D̃0 sont projetables si et seulement
si la fonction ψ satisfait l’équation suivante :

V (V (ψ))αgB − d(V (ψ)) + V (ψ)θg = 0. (4.27)

Via l’identificationM ' R×B, l’équation (4.27) nous fournit une équation surB dépendant
du paramètre t. De plus, en écrivant dψ̇ = ψ̈dt+ dBψ̇, nous obtenons :

dBψ̇ = ψ̈(A0 + tA1) + ψ̇A1. (4.28)

La différentiation de (4.28) sur B donne :

dBψ̈(A0 + tA1) + ψ̈(dA0 + tdA1) + dBψ̇ ∧ A1 + ψ̇dA1 = 0. (4.29)

De plus, lorsque nous dérivons l’équation (4.28) par rapport à t, nous obtenons :

dBψ̈ =
...
ψ(A0 + tA1) + ψ̈A1 + ψ̈A1. (4.30)

Enfin, en substituant (4.30) dans (4.29), nous parvenons à la formule suivante :

ψ̈(dA0 + A1 ∧ A0) + (ψ̇ + tψ̈)dA1 = 0. (4.31)

Si les 2-formes dA1 et dA0 + A1 ∧ A0 sont linéairement indépendantes alors ψ̈ = 0, puis,
d’après l’équation (4.31), ψ̇ = 0. Dans ce cas, ψ est basique. Par conséquent, si l’équation
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(4.22) admet une solution non triviale et non basique : soit dA1 = dA0 +A1 ∧A0 = 0, D0

est alors fermée et nous sommes ramené au cas (ii) ; soit il existe une fonction non nulle s
sur B telle que :

dA0 + A1 ∧ A0 = sdA1.

Dans ce dernier cas, l’équation (4.31) vérifiée par ψ devient :

(s+ t)ψ̈ + ψ̇ = 0. (4.32)

La résolution de cette équation différentielle nous donne :

ψ = R ln(t+ s), (4.33)

où R est une fonction sur B. En remplaçant dans l’équation (4.28) cette expression pour
la fonction ψ, nous obtenons après simplification :

(t+ s)dBR−RdBs = R(sA1 − A0). (4.34)

En dérivant cette formule par rapport à la variable t, nous montrons que R est en fait une
constante non nulle. L’équation (4.34) se réduit à la formule suivante :

A0 = ds+ sA1. (4.35)

Ainsi, la 1-forme αg s’écrit localement αg = d(s+t)+(s+t)A1. Nous pouvons donc supposer,
par changement du paramètre, que la 1-forme de poids zéro est telle que localement αgB =
dt+ tA1, où A1 est une 1-forme sur B. En reprenant les calculs pour obtenir la fonction ψ,
nous trouvons ψ = R ln t+b, où R est une constante et b une fonction sur B. En conclusion,
les 1-formes α̃g telles que D̃0 soit projetable sont données par la formule suivante :

α̃g = CeR ln t(dt+ tA1), (4.36)

où C est une fonction positive sur B et R est une constante.

Remarque .105. A partir de l’équation (4.27), il est possible de mener le calcul précédent
globalement avec les mêmes opérations. De cette façon, nous obtenons la formule suivante :

V (V (ψ))(dαg + θg ∧ αg) + V (ψ)dθg = 0. (4.37)

En réécrivant localement cette équation, nous retrouvons l’équation (4.31) sous la forme :

ψ̈(dA0 + A1 ∧ A0 + tψ̈) + ψ̇dA1 = 0. (4.38)

De plus, si l est la section de L correspondante à la métrique g, nous avons :

d0α = l(dαg + θg ∧ αg),

où d0 est la différentielle relative à la connexion de Weyl D0. D’après l’équation (4.37),
nous avons :

V (V (ψ))d0α + V (ψ)lF 0 = 0. (4.39)
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Cas (ii)

Nous choisissons g de sorte que θg = 0. D’après la remarque .104, nous avons αg =
dt + A0, où A0 est une 1-forme sur B, via l’identification locale M ' R × B. La formule
(4.31) reste vraie dans ce cas et se réduit à l’expression suivante :

ψ̈dA0 = 0. (4.40)

Ainsi, ψ̈ = 0 ou dA0 = 0. Le second cas est équivalent à dire que dαg = 0 et donc que g est
une métrique produit d’après le lemme .103. D’autre part, la condition ψ̈ = 0 implique que
ϕ = C1e

at, où C1 est une fonction sur B et a une constante. En conclusion, les 1-formes
α̃g telles que D̃0 est projetable sont de la forme :

α̃gB = C1e
at(dt+ A0). (4.41)

Cas (iii)

L’équation (4.23) montre queD0 et D̃0 sont fermées si et seulement si ψ vérifie l’équation
suivante :

dψ̇ ∧ αg − ψ̇dαg = 0. (4.42)

Afin d’alléger les notations, nous notons ψ̇ = V (ψ), bien que dans le cas présent la formule
(4.42) a un sens global. La métrique g, qui s’écrit g = αg ⊗ αg + π∗gB, est choisie de sorte
que θg = LV αgB = 0. Donc, dαgB est horizontale d’après la preuve du lemme .103. De plus,
l’équation (4.42) évaluée en deux vecteurs horizontaux X et Y donne :

ψ̇dαg(X, Y ) = 0.

Ainsi, soit ψ est basique, soit dαgB = 0 (car dαgB est horizontale par hypothèse). En
conclusion, soit la fonction ϕ est basique, soit g est la métrique produit de R × B. En
supposant que M n’est pas un produit (local) riemannien, ce dernier cas conduit à la
proposition suivante :

Proposition .106. Soient α une 1-forme de poids zéro dont la connexion minimale associée
est fermée (respectivement exacte) et α̃ = fα, avec f une fonction sur M . La connexion
minimale associée à α̃ est fermée (respectivement exacte) si et seulement si f est une
fonction basique.

Conclusion des cas (i) et (ii)

Soit α une 1-forme de poids zéro telle que D0 est projetable et supposons que (M, g)
n’est pas un produit (local) riemannien. Nous considérons l’ensemble [α] des 1-formes
α̃ = fα, pour toutes fonctions f sur M . La discussion précédente montre la disjonction
des cas suivant :



1. Il n’existe pas d’élément dans la famille [α] tel que la connexion minimale associée
soit fermée. Les 1-formes de poids zéro dans [α] telles que leur connexion de Weyl
minimale soit projetable sont de la forme φα, où φ est une fonction basique.

2. Il existe une 1-forme α̃ dans [α], différente de α, telle que la connexion de Weyl mini-
male D̃0 soit fermée. Les 1-formes telles que leur connexion minimale est projetable
ou fermée sont paramétrés localement par : α̃g = Beat(dt+tA1), où A1 est localement
la forme de Lee de D0 relative à la métrique g.

De l’étude précédente, nous pouvons également extraire la proposition suivante :

Proposition .107. Soient π : M → B une submersion à fibres de dimension 1. Soient cB
une structure conforme sur B et α une 1-forme de poids zéro sur M telle que la connexion
minimale soit projetable. Supposons qu’il existe α̃ = fα dans [α], avec f non basique,
tel que la connexion de Weyl minimale associée soit projetable. Dans ce cas, il existe
(localement) une 1-forme de poids zéro dans [α] dont la connexion minimale est fermée et
π définit localement une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques.
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