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PRÉFACE

Le but de ce livre est de présenter, sous une forme plus ou moins com-

plète, les bases de la théorie des représentations des groupes réductifs

p-adiques. Dans ce sujet se mêlent une vision géométrique, ne pouvant

être développée que par l’étude soigneuse d’exemples explicites, et l’uti-

lisation de résultats et principes très généraux, relevant de ce que les

anglo-saxons appellent “l’abstract nonsense”, c’est-à-dire la théorie des

catégories (1) L’un des promoteurs principaux de l’utilisation de ces tech-

niques est J. Bernstein, à qui beaucoup de résultats fondamentaux de la

théorie sont dûs, en particulier ceux constituant ce que l’on appelle la

théorie du “centre de Bernstein”.

L’idée de départ était de faire une présentation de la théorie telle qu’on

la trouve esquissée dans les notes plus ou moins officielles de J. Bernstein

[1], [2], mais qui n’a pas, à notre connaissance, été exposée complète-

ment sous une forme publiable. Il existe des textes, plus vieux, où l’on

peut trouver les bases de la théorie et la démonstration de ses principaux

résultats, dûs à Bernstein, Casselman, Harish-Chandra, Howe, Jacquet,

Zelevinskii ([3], [4], [18], [39]). On trouve ensuite la rédaction très claire

et complète de P. Deligne [22] des idées de Bernstein sur le “centre”. Tou-

tefois, les textes [1] et [2], postérieurs à celui de Deligne, proposent une

approche sensiblement différente de ces résultats, qui nous semble encore

plus élégante et de plus grande portée. D’autre part, des spécialistes du

(1)Le concept le plus important à cet égard est celui d’adjonction, qui s’incarne en

théorie des représentations sous le nom de “réciprocité de Frobénius”.
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domaine ont parfois mis à disposition sur le web leur notes sur le sujet,

donnant ou complétant les démonstrations de [1], [2], par exemple [21],

[36]. Mais aucun de ces textes ne couvre la totalité de la théorie de Bern-

stein. Le besoin d’un livre se faisait donc sentir. Des conversations avec

des collègues ont confirmé cette impression, ce qui m’a motivé à entre-

prendre cette tâche. Etant plutôt “réel” que “p-adicien”, je n’étais sans

doute pas le mieux placé pour ce travail, ce qui se reflète sans doute dans

les imperfections de ce texte. Mais comme beaucoup le savent, le meilleur

moyen d’apprendre un sujet est de l’enseigner devant des étudiants, ou

d’écrire un livre dessus. J’espère tout de même que d’autres, novices ou

spécialistes, en tireront profit.

Donnons maintenant un aperçu du contenu du livre, ainsi que des in-

dications sur la manière de le lire. Chaque chapitre est précédé d’une

introduction décrivant son contenu et est suivi de notes où nous avons

essayé d’attribuer les résultats et indiqué les sources utilisées pour la

rédaction des démonstrations. Nous serons donc brefs dans cette intro-

duction générale.

La théorie des représentations lisses des groupes réductifs p-adiques est

exposée dans les chapitres VI et VII, qui constituent le coeur du livre.

Les outils principaux de cette étude sont les foncteurs d’induction et

de restriction paraboliques, la notion de représentations supercuspidales

et les propriétés de finitude de celles-ci provenant de la structure fine

des groupes réductifs p-adiques. La catégorie des représentations lisses

d’un groupe réductif p-adique est étudiée au chapitre VI, où sont établis

entre autres résultats le théorème de décomposition de Bernstein et la

détermination du centre de cette catégorie. Le chapitre VII traite des

représentations de carré intégrable, des représentations tempérées, des

opérateurs d’entrelacement, et culmine avec le théorème de classification

de Langlands.

Les chapitres précédents placent cette étude dans un cadre plus géné-

ral : un groupe réductif p-adique est en particulier un groupe topologique

totalement discontinu. La théorie des représentations de cette classe de

groupes est développée dans les chapitres III et IV. Le chapitre II présente

des résultats généraux de topologie des espaces totalement discontinus
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(fonctions, distributions, faisceaux) et des groupes totalement disconti-

nus (mesure de Haar, convolution, algèbre de Hecke). On utilise de ma-

nière essentielle le langage de la théorie des catégories : soit G un groupe

topologique totalement discontinu. L’objet d’étude principal du chapitre

III est la catégorieM(G) des représentations lisses (i.e. continues) de G

dans des C-espaces vectoriels. On montre que cette catégorie est équiva-

lente à celle des modules non dégénérés sur l’algèbre de Hecke de G, qui

est une algèbre à idempotents. Les notions d’algèbre à idempotents et

de modules non dégénérés pour une telle algèbre font l’objet du chapitre

I du livre. De nombreux résultats sur la catégorie M(G) résultent alors

immédiatement de ceux obtenus dans le cadre purement algébrique du

chapitre I. En particulier, les foncteurs d’oubli et de changement de base

de la théorie des modules donnent des foncteurs entre catégories de repré-

sentations lisses de groupes totalement discontinus. Le chapitre IV étudie

des classes particulières de représentations : représentations compactes,

unitaires, de carré intégrable modulo le centre. Les représentations com-

pactes se comportent comme les représentations d’un groupe compact et

leurs propriétés sont tout à fait essentielles à la suite de la théorie.

Pour aller plus avant, il faut restreindre la classe de groupes étudiés à

des groupes possédant plus de structure. Les groupes réductifs p-adiques

ont une structure très riche, qui provient d’une part de la théorie géné-

rale des groupes algébriques réductifs, et d’autre part de la théorie de

Bruhat-Tits. Ces résultats de structure sont simplement rappelés dans le

chapitre V. Nous avons toutefois essayé de les présenter soigneusement,

en introduisant les notations nécessaires, en les ordonnant et en donnant

les références précises des résultats non démontrés.

Ce livre ne se lit pas forcément linéairement. Le lecteur ayant déjà

une certaine connaissance de la théorie pourra commencer sa lecture

directement au chapitre VI et se reporter aux chapitres précédents selon

ses besoins.

Les quatre premiers chapitres demandent très peu de pré-requis mathé-

matiques, mais une certaine familiarité avec le langage de la théorie des

catégories est nécessaire. Les rudiments de cette théorie sont donnés dans

l’annexe A. Les chapitres VI et VII ne sont accessibles qu’aux lecteurs
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ayant une bonne connaissance des groupes réductifs, et le chapitre V ne

peut qu’au plus servir de guide à l’étudiant qui devra se reporter à la bi-

bliographie donnée. En particulier, l’étude d’exemples est indispensable

à ce stade, et le lecteur n’en trouvera aucun dans ce livre.
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CHAPITRE I

ALGÈBRES À IDEMPOTENTS

La théorie des représentations d’un groupe fini G (disons à valeurs

dans des espaces vectoriels complexes) se ramène à l’étude de la caté-

gorie M(C[G]) des modules unitaires (1) sur l’algèbre du groupe C[G].

De multiples constructions et résultats en découlent alors. Cette théorie

se genéralise bien aux cas des groupes compacts. Pour des groupes plus

généraux, une idée importante est de définir une “bonne” catégorie de

représentations à étudier, c’est-à-dire assez riche pour contenir les repré-

sentations auxquelles on est susceptible de s’intéresser, et dont on puisse

néanmoins montrer qu’elle est équivalente à une catégorie de modules sur

une certaine C-algèbre H(G), de manière à ce que les constructions faites

dans le cas des groupes finis se généralisent. Il est possible de définir une

telle catégorie lorsque G est le groupe des points rationels d’un groupe al-

gébrique connexe et réductif défini sur un corps local F de caractéristique

0. Dans le cas où F est un corps p-adique, nous verrons dans les chapitres

suivants la définition de la catégorie des représentations lisses du groupe

G, et l’équivalence de cette catégorie avec une catégorie de modules sur

une certaine C-algèbre H(G) “l’algèbre de Hecke” de G. De même, si F
est archimédien, la catégorie des modules de Harish-Chandra est équi-

valente à une certaine catégorie de modules sur l’algèbre de Hecke de G

(1)Le terme unitaire signifie ici que l’unité de l’anneau agit comme l’identité du mo-

dule. Cette terminologie interfère avec celle de représentation unitaire, qui suppose

une structure hermitienne sur l’espace de représentation. Pour éviter ceci, certains

préfèrent employer l’adjectif “unifère” au lieu d’unitaire. Nous ne les suivrons pas sur

ce terrain
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(voir [33]). Dans les deux cas, cette algèbre n’est pas unitaire. Ceci pour-

rait a priori ruiner notre stratégie, car les constructions pour les groupes

finis utilisent de manière cruciale le fait que l’on considère la catégorie

des modules unitaires sur l’algèbre unitaire C[G]. Il s’avère que les al-

gèbres de Hecke en question sont munie d’une structure proche de celle

donnée par une unité. Nous utilisons la terminologie “algèbre à idempo-

tents” pour cette structure, là où [33] utilise celle d’algèbre avec unité

approchée, qui véhicule peut-être plus l’idée d’une généralisation du cas

unitaire. Dans ce chapitre, nous étudions les algèbres à idempotents, et

leurs catégories de modules non dégénérés (notion qui généralise celle de

modules unitaires sur un anneau unitaire), ainsi que certains foncteurs

entre ces catégories.

Notations et conventions. Nous utiliserons dans toute la suite les

notations suivantes :

Z−mod pour la catégorie des groupes abéliens,

k − Ev pour la catégorie des espaces vectoriels sur un corps k.

Si A et B sont des anneaux :

A−mod pour la catégorie des A-modules à gauche,

mod−A pour la catégorie des A-modules à droite,

A−mod−B pour la catégorie des A− B-bimodules.

Rappelons queM est un A−B-bimodule siM est muni d’une structure

de A-module à gauche et d’une structure de B-module à droite et que

les actions de A et B sur M commutent.

Si V est un espace vectoriel, on note V ∗ son dual algébrique, et 〈. , .〉 la

forme bilinéaire canonique sur V ∗ × V .

Les anneaux ne sont pas supposés unitaires, sauf mention explicite du

contraire. Si A est un anneau unitaire, on notera 1A son unité. Si A est

un anneau unitaire, les modules sur A ne sont pas supposés unitaires a

priori. S’ils le sont (c’est-à-dire si 1A agit trivialement), on le précisera

en disant que le A-module M est unitaire .
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En général, si e est un élément idempotent de A, c’est-à-dire tel que

e2 = e (par exemple, si A est unitaire, e = 1A), et si M est un A-module,

alors M , comme Z-module, se décompose en :

M = e ·M ⊕ (1− e) ·M,

où e · M = {e · m|m ∈ M} et (1 − e) · M = {m − e · m|m ∈ M}.

L’idempotent e agit comme l’identité sur e ·M et annule (1 − e) ·M .

L’anneau eAe est unitaire (d’unité e), et e·M est un eAe-module unitaire.

Si A est un anneau unitaire, on noteM(A) la sous-catégorie pleine de

A−mod dont les objets sont les A-modules unitaires.

Remarque. — La notation (1−e)·M n’est qu’une commodité d’écriture,

et l’on prendra bien garde au fait que le 1 ne désigne pas ici l’unité de

l’anneau A.

I.1. Anneaux à idempotents

I.1.1. Ordre sur les idempotents. — Soit A un anneau et notons

I = Idem(A) l’ensemble des éléments idempotents de A, muni de la

relation d’ordre :

e ≤ f si eAe ⊂ fAf.

Remarques. — Si e est un idempotent de A, alors eAe est une sous-

algèbre de A admettant e comme unité. D’autre part :

eae = a⇔ a ∈ eAe (a ∈ A)

eAe = eA ∩Ae

Lemme. — Soient e, f ∈ I, et a ∈ A.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) e ≤ f (c’est-à-dire eAe ⊂ fAf).

b) e ∈ fAf .

c) e = fef .

De plus on a alors e = ef = fe.

(ii) Si e ≤ f et si ea = a, alors fa = fea = ea = a.
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Démonstration. Il est clair que c) ⇒ b) ⇒ a). Supposons que l’on ait

a). Alors e ∈ eAe s’écrit faf pour un certain a ∈ A. On a alors fef =

ffaff = faf = e. De même fe = e et ef = e. Le point (ii) en découle

immédiatement.

I.1.2. Anneaux à idempotents : définitions

Définition. — Soit A un anneau (non unitaire a priori). On dit que A

est un anneau à idempotents si pour tout ensemble fini d’éléments {ai}

de A, il existe un idempotent e dans A (e2 = e) tel que ai = eaie pour

tout i.

Lemme. — Soit A un anneau à idempotents. L’ordre ≤ sur I = Idem(A)

est filtrant, c’est-à-dire que toute famille finie d’éléments de I admet un
majorant.

Démonstration. Ceci découle facilement des définitions.

On peut reformuler la définition ci-dessus en disant qu’un anneau à

idempotents est un anneau A tel que :

A = lim−→
e∈I

eAe =
⋃

e∈I

eAe

La limite inductive étant formée par rapport aux morphismes d’inclu-

sion eAe ↪→ fAf , e ≤ f dans I (voir A.IV.2 pour la notion de limite

inductive).

Définition. — Un module M de l’anneau à idempotents A est dit non

dégénéré si pour tout élément m ∈ M , il existe un idempotent e de

A tel que e · m = m. De manière équivalente, M est non dégénéré si

M = lim−→
e∈I

e ·M .

Remarques. — 1. Un anneau unitaire est à idempotents et ses modules

unitaires sont exactement les modules non dégénérés.

— 2. Nous aurons parfois besoin de la notion de système filtrant

d’idempotents. Dans un anneau à idempotents, une partie J de I sera
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dite filtrante si toute famille finie d’éléments de Idem(A) admet un ma-

jorant dans J . Pour qu’un module M soit non dégénéré, il suffit que tout

élément de M soit fixé par un idempotent dans un système filtrant J .

Pour un tel J , et pour tout module non dégénéré M , on a (voir A.IV.2

pour la définition des limites inductives),

A = lim−→
e∈J

eAe et M = lim−→
e∈J

e ·M.

— 3. Plus généralement, un système filtrant d’idempotents de A est

une partie J de Idem(A) telle que deux idempotents quelconques dans

J admettent un majorant dans J . On peut alors généraliser la notion de

module non dégénéré, relativement à ce système J .

Pour tout module M sur A, nous noterons MA le plus grand sous-

module non-dégénéré de M . On a

MA =
⋃

e∈I

e ·M.

On note M(A) la catégorie des modules (à gauche) non dégénérés de

l’anneau à idempotents A. C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie

A −Mod de tous les modules sur A. On vérifie facilement que cette

sous-catégorie est stable par passage aux sous-modules et aux quotients :

c’est donc une catégorie abélienne (cf. A.VI.2). Dans le cas où A est un

anneau unitaire, M(A) est alors la catégorie des A-modules unitaires,

ce qui est cohérent avec des notations introduites précédemment. Nous

aurons aussi besoin parfois de considérer des modules à droite. On note

M(A)d la catégorie des A-modules à droite non dégénérés.

Proposition. — Le foncteur A−mod→M(A), M 7→MA est exact.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si f : M → N est un

morphisme dans A−mod, il envoie MA dans NA. Ceci définit le foncteur

sur les morphismes par restriction à la partie non dégénérée. Si

L
f
→M

g
→ N

est une suite exacte dans A−mod, il est clair que Im (f|LA
) ⊂ ker(g|MA

).

Réciproquement, si m ∈ ker g∩MA, il existe l ∈ L tel que f(l) = m. Soit
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e un idempotent de A fixant m. On a alors f(l) = m = e ·m = e · f(l) =

f(e · l), et comme e · l ∈ LA, on a bien m ∈ Im (f|LA
). Ceci montre que

Im (f|LA
) = ker(g|NA

).

I.1.3. Topologie de A. Complété. — Nous renvoyons le lecteur à

[9] où [24] pour les généralités sur les espaces topologiques utilisées dans

cette section, comme les notions de famille d’écarts, de structure uni-

forme, de complété, etc.

Soit A un anneau à idempotents et soit e ∈ I = Idem(A). En tant que

Z-module, on a une décomposition

A = A(1− e)⊕ Ae,

où A(1− e) = {a− ae, a ∈ A} = {a ∈ A | ae = 0}

et Ae = {ae, a ∈ A} = {a ∈ A | ae = a}.

Il existe sur A une topologie naturelle : une base de voisinages de 0

est donnée par les parties A(1 − e), e ∈ I. En effet, si e ≤ f , on a

e = fef = fe, d’où (a− af)e = 0 pour tout a ∈ A, et donc :

a− af = (a− af)− (a− af)e ∈ A(1− e),

ce qui montre que A(1 − f) ⊂ A(1 − e). Comme tout ensemble fini

d’idempotents admet un majorant, on voit que toute intersection finie

de parties de la forme A(1 − e) contient une partie de cette forme. Il

est donc loisible de choisir l’ensemble des parties A(1− e), e ∈ I comme

base de voisinages de 0. Une base de voisinages de l’élément b ∈ A est

obtenue par translation à gauche par b. Ceci munit A d’une structure

uniforme. Une manière équivalente de voir les choses est d’introduire sur

A la famille d’écarts de, e ∈ I, où

de : A× A→ {0, 1},

de(a, b) = 0 si a− b ∈ A(1− e), de(a, b) = 1 sinon

Il est immédiat de vérifier que les de vérifient les axiomes des écarts, que

la famille d’écarts (de)e∈I est filtrante (c’est-à-dire que si e ≤ f , alors

df ≤ de) et que la topologie définie ci-dessus est celle définie par cette

famille d’écarts.
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Nous allons maintenant construire le complété Ā de l’espace topolo-

gique A muni de cette structure uniforme. La situation étudiée ici est

proche de celle où A est un anneau unitaire, J est un idéal de A, A

étant muni de la topologie invariante par multiplication à gauche où une

base de voisinages de 0 est donnée par les {Jn}n∈N. On sait qu’alors Ā

est donné par la limite projective des A/Jn. De même, dans notre cas,

si e et f sont deux idempotents de A tels que e ≤ f , introduisons les

morphismes de transition A/A(1 − f) → A/A(1 − e) qui vont servir à

former la limite projective (cf. A.IV.1) . Comme A = A(1− e)⊕ Ae, on

a A/A(1− e) ' Ae. On cherche donc à définir des morphismes Af → Ae

lorsque e ≤ f . Il est naturel de prendre :

Af → Ae, b 7→ be.

Formons maintenant la limite projective Ā = lim←−Ae pour ces morphismes

de transition. Explicitement, Ā est l’ensemble des familles {ā(e)}e∈I ,

telles que quels que soient e, f dans I, e ≤ f , ā(e) ∈ Ae et ā(f)e = ā(e).

L’espace Ā est muni de la topologie invariante par translation à gauche

telle qu’une base de voisinages de 0 soit donnée par l’ensemble des parties

de la forme

Ā(1− e) := {ā ∈ Ā | ā(e) = 0}.

Il est clair que A se plonge canoniquement et continument dans Ā par

a 7→ ā, ā(e) = ae. On munit Ā d’une structure d’anneau prolongeant

celle de A. Si ā, b̄ ∈ Ā, e ∈ I, on pose

(āb̄)(e) = ā(f)b̄(e)

où f ∈ I est tel que f b̄(e) = b̄(e). On vérifie facilement que ceci est bien

défini (c’est-à-dire ne dépend pas des choix faits). L’anneau Ā est alors

unitaire, d’unité 1Ā, avec 1Ā(e) = e pour tout e dans I.

Il est clair aussi que A est dense dans Ā. En effet, pour tout ā ∈ Ā,

pour tout e ∈ I, pour tout f ≥ e, on a

(ā− ā(f))e = ā(e)− ā(f)e = ā(e)− ā(e) = 0

et donc ā− ā(f) ∈ Ā(1− e).

Nous n’avons pas montré que Ā est un espace uniforme complet, le

complété de A, mais nous n’en aurons pas besoin dans la suite, et nous

laissons donc cela au lecteur. En revanche, le fait que l’action de A sur
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tout A-module non dégénéré M se prolonge en une action de Ā est ab-

solument crucial. Si e ·m = m, e ∈ I, m ∈ M , on pose ā ·m = ā(e) ·m,

ā ∈ Ā. Ceci ne dépend pas du choix de e et munit M d’une structure de

A-module unitaire. Autrement dit, si M est muni de la topologie discrète,

l’application uniformément continue A→ M , a 7→ a ·m se prolonge par

continuité à Ā.

Remarque. — On obtient ainsi de manière évidente une équivalence de

catégories entreM(A) etM(Ā). En particulier,M(A) est une catégorie

abélienne complète et cocomplète vérifiant AB5 et AB6 (cf. A.VI.2 et

A.VI.3).

I.1.4. Complété d’un module non dégénéré. — Généralisons les

constructions de la section précédente, en définissant le complété M̄ d’un

module non dégénéré M sur l’anneau à idempotents A. Les démonstra-

tions des assertions qui suivent s’adaptent facilement de celles de la sec-

tion précédente. On munit M de la base de voisinages de 0 donnée par

les parties de la forme :

(1− e) ·M := {m− e ·m, m ∈M}

où e décrit I = Idem(A). Une base de voisinages d’un élément m ∈ M

quelconque est obtenue par translation m′ 7→ m+m′ dans M . On obtient

ainsi une structure uniforme sur M . Cette topologie de M est donnée par

la famille d’écarts de, e ∈ Idem(A),

de : M ×M → {0, 1},

de(m,m
′) = 0 si m−m′ ∈ (1− e) ·M, de(m,m

′) = 0 sinon.

Le complété M̄ de M pour cette structure uniforme est alors la limite

projective

M̄ = lim←−
e∈I

e ·M

pour les morphismes de transition

f ·M → e ·M , m 7→ e ·m, (e ≤ f).
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On peut voir M̄ comme l’ensemble des familles {m̄(e)}e∈I telles que quels

que soient e, f dans I, e ≤ f , m̄(e) ∈ e ·M et e · m̄(f) = m̄(e). De plus

M se plonge dans M̄ par

m 7→ m̄, m̄(e) = e ·m, (e ∈ I).

Proposition. — Avec les notations ci-dessus

M̄ ' HomA(A,M).

Démonstration. Soit φ ∈ HomA(A,M) et soit a ∈ A. Soit e un idem-

potent de A tel que ae = a. On a alors φ(a) = φ(ae) = aφ(e), donc φ

est déterminé par la famille {φ(e)}e∈I et il est clair que si e ≤ f , alors

e · φ(f) = φ(e). Réciproquement, si l’on a une famille {m̄(e)}e∈I d’élé-

ments de M , on peut définir φ ∈ HomA(A,M) par φ(a) = a ·m̄(e), e ∈ I,

ae = e dès lors que {m̄(e)}e∈I est un élément de M̄ .

Le complété M̄ est muni d’une structure de A-module, apparente dans

la description ci-dessus, puisque HomA(A,M) est naturellement un A-

module à gauche :

(a · φ)(b) = φ(ba), (a, b ∈ A), φ ∈ HomA(A,M)

Cette structure étend celle de M , mais le module M̄ n’est plus nécessai-

rement non dégénéré.

Remarque. — Dans la section précédente, ces constructions ont été

faites en considérant A comme module à droite sur lui-même. Comme

les constructions de cette section s’adaptent de toute évidence aux mo-

dules à droite, on voit que Ā ' EndA◦(A) (la notation HomA◦ est là pour

rappeler que l’on considère les structures de modules à droite).

I.1.5. Adjonction lissification/complétion. — Soient A un anneau

à idempotents et I = Idem(A). Nous avons vu dans la section I.1.2 que

le foncteur de “lissification”

A−mod→M(A), M 7→ MA
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est un foncteur exact. Dans la section précédente, nous avons défini un

foncteur de “complétion”

M(A)→ A−mod, N 7→ N̄.

Ce foncteur étant défini de manière évidente sur les morphismes par

prolongement par continuité, c’est-à-dire que si f ∈ HomA(M,N) est un

morphisme dansM(A), il se prolonge en un morphisme

f̄ : M̄ → N̄, f̄(m̄)(e) = f(m(e)), (e ∈ I).

Proposition. — Pour tout module M ∈M(A), (M̄)A 'M .

— Le foncteur de complétion est fidèle. Il est l’adjoint à droite du
foncteur de lissification.

Démonstration. Donnons explicitement la forme de l’inclusion naturelle

de M dans M̄ lorsque M̄ est identifié à HomA(A,M) par la proposition

I.1.4 :

(I.1.5.1) M ↪→ HomA(A,M), m 7→ φm,

où φm(a) = a ·m, pour tout a ∈ A.

Rappelons que la structure de A-module sur HomA(A,M) est donnée

par :

(a · φ)(a′) = φ(a′a), (a, a′ ∈ A), (φ ∈ HomA(A,M)).

Supposons que φ ∈ HomA(A,M) soit fixé par un idempotent e de A.

Alors pour tout a ∈ A, a ·φ(e) = φ(ae) = (e ·φ)(a) = φ(a), et donc φ est

dans l’image de (I.1.5.1). On en déduit que M s’identifie à la partie non

dégénérée de M̄ = HomA(A,M).

— Si f ∈ HomA(M,N) est un morphisme dans M(A) tel que f̄ =

0, alors f = 0. Ceci montre que le foncteur de complétion est fidèle.

Exhibons maintenant un isomorphisme naturel

HomA(N, M̄) ' HomA(NA,M)

pour tout M ∈ M(A) et tout N ∈ A − mod. Comme l’image d’un

module non dégénéré est non dégénérée, on a

HomA(NA, M̄) = HomA(NA, (M̄)A) = HomA(NA,M).
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D’autre part, tout morphisme φ ∈ HomA(N, M̄) définit par restriction

un morphisme φA dans HomA(NA, M̄) = HomA(NA,M). Si φA = 0, on

a φ(e · n) = 0 = e · φ(n) pour tout n ∈ N et tout e ∈ I, et donc φ

est nul, car M est non dégénéré. Cette application de restriction est donc

injective. Elle est surjective, car si φA ∈ HomA(NA,M), on définit φ dans

HomA(N, M̄) par φ(n) = m̄ où m̄(e) = φA(e · n) pour tout e ∈ I. On

vérifie facilement que la restriction de φ à NA est φA. La naturalité de

ces constructions est claire.

Remarque. — Si M est un A-module non dégénéré, et N un sous-

module, alors N̄ est l’adhérence de N dans M̄ , c’est-à-dire :

(I.1.5.2) N̄ = {n̄ ∈ M̄ | n̄(e) ∈ e ·N, (e ∈ I)} = {n̄ ∈ M̄ |A · n̄ ⊂ N}.

I.1.6. Autres descriptions de Ā. — Comme A est naturellement

par multiplication à gauche un A-module à gauche non dégénéré, c’est

aussi un Ā-module à gauche unitaire, et tout élément ā ∈ Ā définit un

endomorphisme de groupes abéliens de A qui commute avec les multipli-

cations à droite. On peut donc identifier (cf. remarque I.1.4) Ā avec le

sous-groupe EndA◦(A) de EndZ(A)

Munissons EndZ(A) de la topologie de la convergence simple : c’est un

groupe abélien (pour l’addition) topologique où une base de voisinages

de 0 est donnée par la famille d’ouverts

O(U1, . . . , Un, a1, . . . , an) := {β ∈ EndZ(A) | β(ai) ∈ Ui}

où les ai sont des éléments de A, et les Ui des voisinages ouverts de 0

dans A. On peut prendre les Ui de la forme Ui = A(1−ei) avec ei ∈ I. La

topologie induite sur Ā coincide alors avec celle définie précédemment.

En effet

O(U1, . . . , Un, a1, . . . , an) ∩ Ā = {ā ∈ Ā | āai ∈ Ui},

donc si les Ui sont de la forme Ui = A(1 − ei) avec ei ∈ I, et si l’on

prend f ∈ I qui majore tous les ai, alors pour tout ā ∈ Ā(1 − f), on

a āai = 0, ce qui montre que Ā(1 − f) ⊂ O(U1, . . . , Un, a1, . . . , an) ∩ Ā.

Réciproquement, Ā(1− f) = O(Ā(1− f), f) ∩ Ā.
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Il est clair que Ā est contenu dans l’adhérence, pour cette topologie de

la convergence simple, de l’ensemble des multiplications à gauche par des

éléments de A. Réciproquement cette adhérence est bien sûr elle-même

contenue dans le commutant des multiplications à droite, c’est-à-dire

dans EndA◦(A) = Ā.

Nous avons donc obtenu :

Lemme. — L’anneau Ā s’identifie avec l’adhérence dans EndZ(A), pour
la topologie de la convergence simple, de l’ensemble des multiplications à
gauche par des éléments de A.

On peut voir Ā d’une autre manière encore. Soit

$ :M(A)→ Z−mod

le foncteur d’oubli de structure.

Proposition. — On a une identification Ā ' Hom($,$).

Démonstration. Il peut être utile d’expliciter le terme de droite de cette

égalité. Il s’agit d’un Hom de la catégorie des foncteurs additifs deM(A)

dans elle-même, et il admet donc naturellement une structure d’anneau.

Soit θ une transformation naturelle de $ vers lui-même. Soit f dans

HomA(A,A) un morphisme donné par une multiplication à droite dans

A. D’après la définition d’une transformation naturelle, on voit que θA
commute à f , et donc, d’après le lemme précédent, ceci nous donne un élé-

ment ā de Ā. Réciproquement, si ā ∈ Ā, et si M ∈M(A), on prend pour

θM l’action de l’élément ā sur M . On vérifie facilement que ceci définit

une transformation naturelle de $ vers lui-même. Les deux constructions

sont inverses l’une de l’autre.

I.1.7. Centre de M(A). — Nous renvoyons le lecteur à A.X pour les

généralités sur le centre d’une catégorie. Soit A un anneau à idempo-

tents. On se propose d’expliciter le centre de la catégorie M(A), c’est-

à-dire l’ensemble des transformations naturelles du foncteur identité de

la catégorie vers lui-même. On considère A comme module à gauche sur

lui-même.
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Lemme. — Soit φ ∈ Ā = EndA◦(A) un morphisme commutant aussi
avec l’action par multiplication à gauche de A sur lui-même, c’est-à-dire

φ(abc) = aφ(b)c, (a, b, c ∈ A).

Alors pour tout A-module non dégénéré M , il existe un morphisme φ̃M :

M → M tel que :

φ̃M(a ·m) = φ(a) ·m, (a ∈ A), (m ∈M).

De plus φ 7→ φ̃M est naturel en M , c’est-à-dire que si M et N sont des
A-modules non dégénérés, alors pour tout morphisme f ∈ HomA(M,N),
on a φ̃N ◦ f = f ◦ φ̃M .

Démonstration. Comme M est non dégénéré, pour tout m ∈M , choisis-

sons un idempotent e de A tel que e ·m = m. On pose alors φ̃M(m) =

φ(e) · m. Ceci ne dépend pas du choix de e, car si e et f vérifient

e · m = f · m = m, on peut d’après le corollaire I.1.1 trouver un ma-

jorant h de e et f . Comme e = he et f = hf , on a alors :

φ(e) ·m = φ(he) ·m = (φ(h)e) ·m = φ(h) ·m = φ(f) ·m.

Soit e un idempotent fixant a ·m, et soit f un idempotent fixant a, et

prenons h majorant de e et f . On a alors :

φ̃M(a ·m) = φ(e) · (a ·m) = φ(he) · (a ·m) = (φ(h)e) · (a ·m)

= φ(h) · (a ·m) = φ(ha) ·m = φ(hfa) ·m = φ(fa) ·m

= φ(a) ·m.

Le reste du lemme se démontre facilement.

Autrement dit, tout φ ∈ Ā commutant avec l’action par multiplica-

tion à gauche de A sur lui-même définit une transformation naturelle

du foncteur IdM(A) dans lui-même. Réciproquement, une telle transfor-

mation naturelle θ determine un morphisme φ = θA ∈ Ā = EndA◦(A)

commutant avec les multiplications à gauche. Ces deux constructions sont

inverses l’une de l’autre.

Théorème. — Le centre de M(A) s’identifie au commutant de A dans
Ā, où encore au centre de Ā. C’est la limite projective sur I = Idem(A)

des centres des anneaux eAe, e ∈ I.
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Démonstration. Le centre de M(A) s’identifie au sous-groupe de Ā des

éléments commutant avec les éléments de A, ou par continuité, au centre

de Ā. Comme on a vu que les catégories M(A) et M(Ā) sont équi-

valentes, ce résultat était attendu puisque le centre de la catégorie des

modules unitaires sur un anneau unitaire s’identifie au centre de l’anneau

(A.X).

Vérifions maintenant la dernière assertion. Les morphismes de transi-

tions

fAf → eAe, a 7→ eae, (e, f ∈ I, e ≤ f),

induisent des morphismes de transitions entre les centres de ces anneaux.

En effet, si z est dans le centre de fAf , il commute avec e, et l’on a pour

tout x ∈ eAe,

[eze, x] = ezex − xeze = ezx − xze = zex − xez = zx− xz = 0.

Ceci montre que l’image de z par le morphisme de transition est central

dans eAe. Ceci définit le système projectif dont nous voulons identifier

la limite.

Si ā ∈ Ā est central, alors il est clair que pour tout e ∈ I, eāe = ā(e)

est dans le centre de eAe. Pour la réciproque, montrons tout d’abord que

eā = āe pour tout e ∈ I. Prenons f ≥ e. On a

(eā− āe)f = eāf − āef = e(fāf)− (āf)e = eā(f)− ā(f)e = 0

car ā(f) = fāf est central dans fAf , et en particulier commute avec e.

Ceci dit, pour que ā commute à eAe, il faut et il suffit que āe = eāe = ā(e)

soit dans le centre de eAe, et l’on conclut grâce au fait que A est la réunion

des eAe.

Nous notons Z(A) le centre de la catégorie M(A). Il est clair d’après

ce qui précède que Z(A) est muni d’une structure d’anneau.

I.1.8. Le centre comme algèbre de fonctions sur les irréduc-

tibles. — Soit A une C-algèbre à idempotents, de dimension finie ou

dénombrable. Notons Irr(A) l’ensemble des classes d’isomorphie de mo-

dules simple dans M(A). Le lemme de Schur B.II montre que tout élé-

ment z du centre Z(A) agit par un opérateur scalaire sur les modules
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simples. Pour tout A-module simple M , et tout élément z ∈ Z(A), no-

tons zM ce scalaire. Il ne dépend évidemment que de la classe de M dans

Irr(A). Notons Fonc(Irr(A)) l’algèbre des fonctions sur Irr(A) à valeurs

dans C. Nous avons mis en évidence un morphisme d’algèbres :

(I.1.8.1) Z(A)→ Fonc(Irr(A)), z 7→ [M 7→ zM ].

Dans les bonnes situations, ce morphisme est injectif. Introduisons la

propriété de séparation suivante :

(Sep) : pour tout a ∈ A non nul, il existe un module simple M non

dégénéré et m ∈M tel que a ·m 6= 0.

De manière équivalente, tout A-module non dégénéré M est donné par

un morphisme (2) πM : A → EndC(M), et la propriété (Sep) dit que le

morphisme d’algèbres :

(I.1.8.2) A→
∏

M∈Irr(A)

EndC(M)

est injectif.

Le prolongement de (I.1.8.2) à Ā reste injectif et il en est donc de même

de sa restriction à Z(A).

Dans le cas où A vérifie la propriété (Sep), tout élément de Z(A) est

donc caractérisé par la fonction sur Irr(A) qu’il définit. Comme nous le

verrons, ceci s’applique au cas où A est l’algèbre de Hecke d’un groupe

topogique totalement discontinu G. Lorsque G est un groupe réductif

p-adique, la description par Bernstein du centre est alors essentiellement

la détermination de l’image de (I.1.8.1).

I.2. Foncteurs d’oubli et leurs adjoints

I.2.1. Structure d’espace vectoriel sur les modules non dégé-

nérés. — Soit A une C-algèbre unitaire, d’élément neutre 1A. Si M

est un A-module unitaire, il est canoniquement muni d’une structure de

(2)Il est expliqué dans la section suivante comment un module dans M(A) est natu-

rellement muni d’une structure de C-espace vectoriel.
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C-espace vectoriel par :

λm := (λ1A) ·m, (m ∈M), (λ ∈ C).

De plus, on a : (∀m ∈M), (∀λ ∈ C), (∀a ∈ A),

(I.2.1.1) λ(a ·m) = (λa) ·m = a · (λm).

Supposons que A soit une C-algèbre à idempotents. Il est encore pos-

sible de munir tout A-module non dégénéré M d’une structure de C-

espace vectoriel par : (∀m ∈M), (∀λ ∈ C), (∀e ∈ Idem(A) | e ·m = m),

λm := (λe) ·m.

On vérifie facilement que ceci ne dépend pas du choix de e, et que la

propriété (I.2.1.1) est encore vérifiée.

Supposons que X et Y soient deux A-modules non dégénérés. D’après

ce qui précéde, ce sont aussi deux C-espaces vectoriels. Il est alors im-

médiat que tout morphisme dans HomA(X, Y ) est aussi C-linéaire. En

particulier, HomA(X, Y ) est un C-espace vectoriel : pour tout φ dans

HomA(X, Y ) et pour tout λ dans C,

λφ : x 7→ λ(φ(x)) = φ(λx).

De même, si X est un A-module à droite, et Y un A-module à gauche,

tous deux non dégénérés, le produit tensoriel X ⊗A Y hérite d’une struc-

ture d’espace vectoriel et X ⊗A Y est un quotient de X ⊗C Y .

Si A est une C-algèbre sans unité, il n’y a pas de structure de C-espace

vectoriel canonique sur HomA(X, Y ) ou sur X ⊗A Y , même lorsque X

et Y sont des espaces vectoriels. Ceci est extrêmement génant, et l’on y

remédie en introduisant l’algèbre unitaire Ã = A⊕C · 1A, où l’on décide

que 1A est l’unité de Ã (ceci détermine une unique structure d’algèbre

sur Ã). Si X et Y sont deux A-modules et aussi des C-espaces vectoriels,

ils deviennent naturellement des Ã-modules unitaires et l’on a

HomÃ(X, Y ) = HomA(X, Y ) ∩ HomC(X, Y ),

X ⊗Ã Y = X ⊗A Y/〈λx⊗ y − x⊗ λy〉.

Si A est une algèbre à idempotents, d’après ce qui précéde, si X et Y

sont deux A-modules non dégénérés,

(I.2.1.2) HomÃ(X, Y ) = HomA(X, Y ), X ⊗Ã Y = X ⊗A Y
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pour les structures canoniques de C-espace vectoriel sur X et Y . Ceci est

vrai en particulier si A, ainsi que les modules X et Y , sont unitaires.

I.2.2. Formules d’associativité. — Lorsque A est une algèbre uni-

taire, et que X est un module dansM(A), on peut définir les foncteurs :

• ⊗A X :M(A)d −→ C− Ev, Y 7→ Y ⊗A X,

HomA(•, X) :M(A) −→ C−Ev, Y 7→ HomA(Y,X)

et

HomA(X, •) :M(A) −→ C−Ev, Y 7→ HomA(X, Y )

Les propriétés de ceux-ci sont bien connues (voir par exemple [27]). Grâce

à (I.2.1.2), ces résultats se généralisent au cas où A est une algèbre à

idempotents.

Proposition. — Soit A une C-algèbre à idempotents, et X un A-module
non dégénéré.

Le foncteur • ⊗A X est covariant et exact à droite,

le foncteur HomA(•, X) est contravariant et exact à gauche,

le foncteur HomA(X, •) est covariant et exact à gauche.

Nous renvoyons le lecteur à [32], pages 218-219 pour une démonstra-

tion.

Soient R, S deux C-algèbres. Nous écrirons XR, SY R, ZR pour dire

que X est un R-module à droite, Y un S − R-bimodule (à gauche sur

S et à droite sur R), etc... Les R-modules deviennent naturellement des

R̃-modules unitaires. Idem pour S.

Théorème. — Soient R, S deux C-algèbres et XR, RY S, ZS des mo-
dules. Alors on a un isomorphisme naturel :

(I.2.2.1) HomS̃(X ⊗R̃ Y, Z) ' HomR̃(X,HomS̃(Y, Z)).

De même, quels que soient les modules RX, SY R et SZ, on a un iso-
morphisme naturel :

(I.2.2.2) HomS̃(Y ⊗R̃ X,Z) ' HomR̃(X,HomS̃(Y, Z)).
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Enfin, quels que soient les modules XR, RY S et SZ, on a un isomor-
phisme naturel :

(I.2.2.3) (X ⊗R̃ Y )⊗S̃ Z ' X ⊗R̃ (Y ⊗S̃ Z).

On trouvera une démonstration dans [32], pages 97-98.

Corollaire. — Soient R, S des C-algèbres à idempotents. Quels que
soient les modules non dégénérés XR, RY S et ZS, on a un isomorphisme
naturel :

(I.2.2.4) HomS(X ⊗R Y, Z) ' HomR(X,HomS(Y, Z)R).

Quels que soient les modules non dégénérés RX, SY R et SZ, on a un
isomorphisme naturel :

(I.2.2.5) HomS(Y ⊗R X,Z) ' HomR(X,HomS(Y, Z)R).

Enfin, quels que soient les modules non dégénérés XR, RY S et SZ, on
a un isomorphisme naturel :

(I.2.2.6) (X ⊗R̃ Y )⊗S̃ Z ' X ⊗R̃ (Y ⊗S̃ Z).

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théorème, de (I.2.1.2) et

par exemple pour la deuxième formule, du fait que

HomR(X,HomS(Y, Z)R) = HomR(X,HomS(Y, Z))

car l’image d’un module non dégénéré est non dégénérée.

Remarque. — Comme conséquence du théorème et de son corollaire,

nous obtenons l’adjonction bien connue des foncteurs Hom et
⊗

. Mais

le théorème donne la naturalité des isomorphismes en les trois variables

X, Y et Z.
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I.2.3. Foncteurs d’oubli et d’induction. — Soient A et B des C-

algèbres unitaires, et φ : A → B un morphisme d’algèbres unitaires. Le

“foncteur d’oubli”

φ∗ : M(B)→M(A)

qui transforme un B-module unitaire N en A-module unitaire par

a · n := φ(a) · n, (a ∈ A), (n ∈ N),

admet des adjoints respectivement à gauche et à droite :

∗φ, φ∗ :M(A)→M(B)

que nous allons décrire. Remarquons que grâce à φ, B est muni d’une

structure de A-bimodule. L’adjoint à gauche ∗φ est donné alors par le

produit tensoriel
∗φ : M 7→ B ⊗AM

et l’adjoint à droite φ∗ par le foncteur Hom

φ∗ : M 7→ HomA(B,M).

Remarquons aussi que nous adoptons les conventions de la géométrie

algébrique : φ 7→ φ∗ est contravariant, mais malgré cela nous mettons

l’étoile en indice plutôt qu’en exposant. Ceci parce que d’un point de

vue géométrique nous le considérons φ comme un morphisme entre les

variétés Spec(B) et Spec(A), ce qui rétablit la covariance.

D’autre part, dans la construction de ∗φ (resp. φ∗), on utilise seulement

la structure de A-module à droite sur B induite par φ et la structure

naturelle de module à gauche de B sur lui même (resp. la structure de A-

module à gauche sur B induite par φ et la structure naturelle de module

à droite de B sur lui même) et le fait que les actions à gauche et à droite

commutent. Il est donc intéressant de décrire le foncteur d’oubli φ∗ en

termes de ces structures a priori plus faibles. Or, pour tout B-module

unitaire N , on a les isomorphismes canoniques

N ' HomB(B,N) ' B ⊗B N,

et la construction de HomB(B,N) (resp. B ⊗B N) comme A-module ne

fait intervenir que la structure de A-module à droite et de B-module à

gauche (resp de A-module à gauche et de B-module à droite) de B et le

fait que les actions à gauche et à droite commutent. Les adjonctions entre
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φ∗ et ∗φ, φ∗ sont alors conséquences de la deuxième identité du théorème

I.2.2 .

Lorsque A et B ne sont plus supposés unitaires, les constructions faites

ci-dessus ne marchent plus. Dans la situation qui nous intéresse, celle où

A et B sont des C-algèbres à idempotents, on utilise le corollaire du

théorème I.2.2 pour rétablir la situation. Le contexte est le suivant :

soient A et B des anneaux à idempotents. On suppose que B est un

A−B-bimodule non dégénéré (si la structure de bimodule provient d’un

morphisme φ : A → B, il n’est pas forcément non dégénéré. Il faudra

prendre garde, dans cette situation, de s’assurer que cette hypothèse est

vérifiée). On définit le foncteur d’oubli :

(I.2.3.1) FBA : M(B)→M(A), N 7→ B ⊗B N,

où B est considéré comme un A−B-bimodule. Remarquons que B⊗BN

est bien un A-module à gauche non-dégénéré, puisque B l’est.

Si B est un B−A-bimodule non dégénéré, on définit de manière simi-

laire le pseudo foncteur d’oubli :

(I.2.3.2) ˇFBA : M(B)→M(A), N 7→ HomB(B,N)A.

Remarquons que HomB(B,N) est le complété du B-module N , au sens

de la section I.1.4. La structure de A-module sur HomB(B,N) est donnée

par :

(a · φ)(b′) = φ(b′a), (a ∈ A), (b′ ∈ B), (φ ∈ HomB(B,N)).

Lemme. — Soit B une C-algèbre à idempotents et N un B-module.
Alors B ⊗B N s’identifie à NB, la partie non-dégénérée de N par

(I.2.3.3) B ⊗B N → N, b⊗ n 7→ b · n

Si N est non-dégénéré, on a alors B⊗BN ' N . Toujours dans le cas où
N est non-dégénéré, le morphisme naturel

(I.2.3.4) N → HomB(B,N), n 7→ φn

φn(b) = b · n, (b ∈ B), (n ∈ N).

est injectif, et son image est la partie non dégénérée HomB(B,N)B du
B-module HomB(B,N).
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Démonstration. Comme B est non dégénéré comme module sur lui-même,

il est clair que B⊗BN est non dégénéré, et son image par tout morphisme

est non dégénérée. Pour tout n dans NB, il existe un idempotent e dans

B tel que e · n = n, et donc l’application (I.2.3.3) est surjective sur la

partie non dégénérée NB. Maintenant supposons que
∑r

i=1 bi · ni = 0,

bi ∈ B, ni ∈ N . Soit e un idempotent de B tel que ebi = bi pour tout

i = 1, . . . , r. Alors
r∑

i=1

bi ⊗ ni =

r∑

i=1

ebi ⊗ ni = e⊗
r∑

i=1

bi · ni = 0,

ce qui montre que l’application (I.2.3.3) est injective.

La dernière assertion a déjà été démontrée dans la proposition I.1.4

Remarque. — Le pseudo foncteur d’oubli est obtenu en prenant la par-

tie non-dégénérée de HomB(B,N) en tant que A-module. Lorsque les

parties non dégénérées de HomB(B,N) = N̄ en tant que A ou B module

coincident, on aˇFBA (N) ' FBA (N) ' N .

Construisons maintenant les adjoints (respectivement à droite et à

gauche) de FBA et ˇFBA . Nous appellerons ces foncteurs “foncteurs d’in-

duction”.

Définition. — Si B est un A−B-bimodule non dégénéré, on pose

IBA :M(A)→M(B), M 7→ HomA(B,M)B .

et si B est un B −A-bimodule non dégénéré, on pose

PB
A :M(A)→M(B), M 7→ B ⊗AM.

On a alors :

Théorème. — Le foncteur IBA est l’adjoint à droite du foncteur d’oubli
FBA , et le foncteur PB

A est l’adjoint à gauche du pseudo foncteur d’oubli
ˇFBA . On a donc, pour tout M ∈M(A) et N ∈M(B), des isomorphismes
naturels

HomA(M, IBA (N)) ' HomB(FBA (M), N),

HomA(PB
A (N),M) ' HomB(N,̌ FBA (M)).
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Démonstration. Ceci découle immédiatement des définitions et du corol-

laire du théorème I.2.2.

Remarque. — Nous aurons besoin de clarifier encore la situation dans

le cas particulier où B est muni d’une structure de A-bimodule provenant

d’un morphisme φ : A → B. Nous supposons toujours B non dégénéré

pour cette structure de A-bimodule. Comme nous l’avons remarqué plus

haut, ceci n’est pas automatique. Le foncteur d’oubli est alors égal à φ∗

grâce à (I.2.3.3). Le A-bimodule B étant supposé non dégénénéré, ceci

signifie que pour toute famille finie (bi) dans B, il existe un idempotent

e dans A tel que pour tout i, φ(e)bi = biφ(e) = bi. En d’autres termes

{φ(e), e ∈ Idem(A)}

est un système d’idempotents filtrant pour B (cf. Remarque I.1.2). En

particulier la partie non dégénérée d’un B-module coïncide avec sa partie

non dégénérée pour la structure de A-module donnée par le foncteur

d’oubli. Soit N un B-module non dégénéré, et HomB(B,N)A son image

par le pseudo foncteur d’oubli. D’après ce que nous venons de dire, la

partie non dégénérée de HomB(B,N) pour les structures de A-module et

de B-module coincident, et donc, d’après la remarque précédente,

HomB(B,N)A = HomB(B,N)B ' N.

On voit que le pseudo foncteur d’oubli est dans ce cas naturellement

isomorphe au foncteur d’oubli.

I.2.4. Propriétés d’exactitude des foncteurs d’oubli et d’induc-

tion. — Les notations sont celles de la section précédente, où nous

avons défini les foncteurs FBA ,ˇFBA , IBA et PB
A . Nous donnons maintenant

les propriétés d’exactitude de ces foncteurs, et quelques conséquences de

celles-ci.

Théorème. — Le foncteur FBA est exact, les foncteurs IBA et ˇFBA sont
exacts à gauche. Le foncteur PB

A est exact à droite.
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Démonstration. Ceci résulte de l’exactitude à droite des foncteurs ⊗ et

à l’exactitude a gauche des foncteurs Hom (proposition I.2.2) et du fait

que le foncteur

A−mod→M(A), M 7→ MA

est exact (proposition I.1.2). Pour la première assertion, il faut aussi

vérifier l’exactitude à gauche du foncteur d’oubli, mais ceci résulte tri-

vialement de (I.2.3.3).

Corollaire. — Le foncteur IBA préserve l’injectivité des modules.

Démonstration. Ceci découle du fait que IBA est l’adjoint à droite d’un

foncteur exact. Nous redonnons l’argument, tout à fait classique. Soit X

un module injectif dansM(A). Il s’agit de prouver que le foncteur

M(B)→ Z−mod, Y 7→ HomB(Y, IBA (X))

est exact. Or ce foncteur, par adjonction, est isomorphe au foncteur

M(B)→ Z−mod, Y 7→ HomA(FBA (Y ), X).

On voit que ce dernier est exact, étant la composition du foncteur d’oubli

FBA qui est exact d’après le théorème, et du foncteur HomA(•, X) qui l’est

par hypothèse.

I.3. Le foncteur je : M 7→ e ·M

I.3.1. Exactitude. — Soient A une C-algèbre à idempotents, et e un

idempotent de A. Comme nous l’avons remarqué plus haut, tout A-

module non dégénéré M se décompose en

(I.3.1.1) M = e ·M ⊕ (1− e) ·M

et e ·M est un eAe-module unitaire. Il est facile de voir que ceci définit

un foncteur

je : M(A)→M(eAe), M 7→ e ·M.

Proposition. — Le foncteur je défini ci-dessus est exact.
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Démonstration. Il est clair que tout morphisme de A-modules préserve

les décompositions (I.3.1.1). Soit M1
ψ
→ M2

φ
→M3 une suite exacte dans

M(A). Il s’agit de vérifier que si e ·m2 ∈ kerφ, il existe e ·m1 ∈ e ·M1

tel que ψ(e ·m1) = e ·m2. Prenons m1 ∈M1 tel que ψ(m1) = e ·m2. On

a alors e · (e ·m2) = e ·m2 = e · ψ(m1) = ψ(e ·m1).

I.3.2. Modules simples. — Soient A une C-algèbre à idempotents et

e ∈ Idem(A). Notons :

M(A, e) la sous-catégorie pleine deM(A) des modules M tels que M =

Ae ·M .

Irr(A) l’ensemble des classes d’isomorphie de A-modules simples non

dégénérés,

Irr(eAe) l’ensemble des classes d’isomorphie de eAe-modules simples uni-

taires,

Irr(A, e) le sous-ensemble de Irr(A) des modules M tels que e ·M 6= 0.

Les éléments deM(A, e) sont donc les modules M dansM(A) engen-

drés par e·M et Irr(A, e) est l’ensemble des classes d’isomorphie d’objets

irréductibles de M(A, e).

Lemme. — Considérons le foncteur d’induction i = PA
eAe :

i : M(eAe)→M(A) Z 7→ A⊗eAe Z.

Alors je ◦ i est naturellement isomorphe à l’identité deM(eAe), c’est-à-
dire

(I.3.2.1) je ◦ i(Z) ' Z, (Z ∈M(eAe)),

ces isomorphismes étant naturels en Z.

Démonstration. Par définition je ◦ i(Z) = e(A ⊗eAe Z) = eA ⊗eAe Z, et

l’on a une injection z 7→ e⊗ z de Z dans eA⊗eAe Z. Montrons que c’est

aussi surjectif : si ea⊗ z ∈ eA⊗eAe Z,

ea⊗ z = ea⊗ ez = eae⊗ z = e⊗ eaez.

La naturalité de ces isomorphismes se vérifie de manière routinière.



I.3. LE FONCTEUR je : M 7→ e · M 29

On en déduit immédiatement que A · (e · i(Z)) = i(Z), c’est-à-dire que

le foncteur i est à valeurs dans M(A, e).

Il se peut que je annule certains modules deM(A), et donc on ne peut

espérer reconstruire tous les A-modules non dégénérés à partir de modules

dansM(eAe). Néanmoins, nous allons obtenir tous les irréductibles dans

M(A, e).

Définition. — Soient M un A-module non dégénéré et e ∈ Idem(A).

On définit le A-module non dégénéré :

Me := M/F (eA,M), où F (eA,M) = {m ∈M | eA ·m = 0}.

Lemme. — Soit M un A-module non dégénéré. On a alors (Me)e = Me.

Démonstration. Soit m̄ ∈ Me tel que eA · m̄ = 0. Soit m ∈ M un

relèvement de m̄ dans M . On a eA ·m ⊂ F (eA,M) et donc eAeA ·m = 0.

En particulier eeeA · m = eA · m = 0, d’où m̄ = 0. Il s’ensuit que

(Me)e = Me.

Proposition. — L’application M 7→ e · M réalise une bijection entre
Irr(A, e) et Irr(eAe), dont l’inverse est donnée par W 7→ (A⊗eAeW )e.

Démonstration. Montrons que siM est un A-module simple non dégénéré

tel que e ·M 6= 0, alors e ·M est un eAe-module simple unitaire. Soit

e ·m ∈ e ·M non nul. Comme M est simple, on a

(eAe)e ·m = (eA)e ·m = e(Ae ·m) = e ·M.

Donc e ·M ne contient pas de sous-eAe-module propre, c’est donc un

module simple. Ceci montre que M 7→ e ·M définit une application de

Irr(A, e) dans Irr(eAe).

Montrons maintenant que si W est un eAe-module simple unitaire,

alors (A ⊗eAe W )e est un A-module simple. La projection canonique

(A⊗eAeW )→ (A⊗eAeW )e se transforme par le foncteur je en un mor-

phisme de eAe-modules unitaires

(I.3.2.2) e · (A⊗eAeW )→ e · (A⊗eAeW )e.
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Ce morphisme est surjectif, puisque je est exact (proposition I.3.1). Il

est aussi injectif car un élément du noyau est un invariant par e de

F (eA,A⊗eAeW ) qui est nul par définition.

Ceci montre que le morphisme (I.3.2.2) est un isomorphisme. En le

composant avec (I.3.2.1), on obtient un isomorphisme de eAe-modules

W ' e · (A⊗eAeW )e.

Soit w̄ un élément non nul de (A ⊗eAe W )e. On veut montrer que

A · w̄ = (A ⊗eAe W )e. En effet ceci implique que (A ⊗eAe W )e n’a pas

de sous-modules propres, et donc que c’est un module simple. Supposons

e · w̄ 6= 0. Comme W ' e · (A ⊗eAe W )e et que W est un eAe-module

simple,

eAe · (e · w̄) = e · (A⊗eAeW )e,

On a vu que A⊗eAeW est engendré par e · (A⊗eAeW ), et par conséquent

(A⊗eAeW )e est engendré par e · (A⊗eAeW )e. On a donc A · w̄ = Ae · w̄ =

(A⊗eAeW )e, ce qui montre l’assertion dans ce cas.

Il reste à traiter le cas où e · w̄ = 0. Utilisons pour cela le lemme

précédent, qui affirme que (A ⊗eAe W )e = ((A ⊗eAe W )e)e, et donc que

0 6= eA · w̄. Soit alors w̄′ non nul de la forme w̄′ = a · w̄ tel que e · w̄′ 6= 0.

Ce qui précède montre que A · w̄′ = (A ⊗eAe W )e et l’on en déduit que

A · w̄ = (A ⊗eAe W )e. Ceci termine la démonstration du fait que W 7→

(A⊗eAeW )e définit une application de Irre(eAe) dans Irr(A, e).

Il s’agit maintenant de voir que les deux applications ainsi définies sont

inverses l’une de l’autre. Nous avons déjà démontré que si W est dans

Irre(eAe), W ' e · (A⊗eAeW )e. Soit M dans Irr(A, e). Soit

φ : A⊗eAe e ·M →M, a⊗ e ·m 7→ ae ·m.

Alors eA·(ker φ) = 0. En effet, supposons que φ (
∑

i ai ⊗ e ·mi) =
∑

i aie·

mi = 0. Soit ea ∈ eA. On a :

ea ·

(
∑

i

ai ⊗ e ·mi

)
=
∑

i

eaaie⊗ e ·mi = e⊗ ea

(
∑

i

aie ·mi

)
= 0.

Ceci montre que ker φ ⊂ F (eA,M). Le morphisme φ se factorise donc

par

φ̄ : (A⊗eAe e ·M)e →M, a⊗ e ·m 7→ ae ·m.
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Comme nous savons maintenant que (A ⊗eAe eM)e est un A-module

simple, ce morphisme étant non nul, c’est nécessairement un isomor-

phisme. Ceci termine la démonstration de la proposition.

Dans certains cas le foncteur je est en fait une équivalence de catégories

entreM(A, e) etM(eAe). Le résultat suivant donne un critère pour cela.

Théorème. — Le foncteur je est une équivalence de catégories entre
M(A, e) et M(eAe) si et seulement si la catégorie la sous-catégorie
M(A, e) de M(A) est stable par passage aux sous-quotients (en parti-
culier, c’est alors une catégorie abélienne). Le foncteur inverse est donné
par le foncteur i = PA

eAe.

Démonstration. Pour montrer que la condition est nécessaire, il suffit de

vérifier que si V est dans M(A, e), et si W est un sous-A-module de V ,

alors W et V/W sont encore dansM(A, e). Il est clair que si Ae ·V = V ,

alors Ae · (V/W ) = V/W . Il reste à voir que W ∈M(A, e). D’autre part,

en remplaçant V par V/Ae ·W , on se ramène au cas où Ae ·W = 0. Il

s’agit alors de montrer que W = 0. Considérons la projection canonique

p : V → V/W , et son image par le foncteur je,

je(p) : e · V → e · (V/W ).

Comme je est exact, je(p) est surjective, mais l’on voit aussi qu’elle est

injective. En effet, si e · v = w ∈ W , on a e · v = w = e · w = 0 puisque

e ·W = 0. Si l’on suppose que je est une équivalence de catégories, la

projection p doit être un isomorphisme, et alors W = 0. Montrons main-

tenant que la condition est suffisante. Il est clair qu’alors le sous-module

F (eA, V ) est trivial. La démonstration de la proposition précédente sug-

gère alors que l’inverse de je est donné par le foncteur d’induction i. On a

déjà montré en (I.3.2.1) que je◦i est naturellement isomorphe à l’identité

deM(eAe). Si V est un objet deM(A, e), on a une surjection canonique

ψ = ψV : (i ◦ je)(V )→ V, a⊗ e · v 7→ ae · v

Soit W le noyau de ψ. On a e ·W = W ∩ e · V = W ∩ (je ◦ i ◦ je)(V ) = 0

car ψ est injective sur (je ◦ i ◦ je)(V ). Or par hypothèse, W = Ae ·W ,

d’où W = 0, ce qui montre que ψ est un isomorphisme. On en déduit
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que les ψV donnent un isomorphisme naturel entre i ◦ je et l’identité de

M(eAe).

I.4. Dualité

I.4.1. Le foncteur M 7→ M̃ .— Soit A une C-algèbre à idempotents,

et M un A-module (à gauche) non dégénéré. Le dual de M est

M∗ = HomC(M,C)

qui est naturellement muni d’une structure de A-module à droite. No-

tons M̃ la partie non-dégénérée de ce A-module. Ceci définit un foncteur

contravariant :

M(A)→M(A)d, M 7→ M̃.

De même, si M est un A-module à droite non dégénéré, son dual M̃ est

un A-module à gauche non dégénéré, et l’on a un foncteur (contravariant)

M(A)d →M(A), M 7→ M̃.

Dans la pratique, l’algèbre A sera munie d’une anti-involution grâce à

laquelle on pourra identifier modules à droite et modules à gauche et la

dualité sera alors un foncteur deM(A) dansM(A).

Lemme. — Soit M un A-module non dégénéré, et soit e un idempotent
de A. On a alors M̃ · e ' (e ·M)∗. Le foncteur de dualité M 7→ M̃ est
exact.

Démonstration. La décomposition M = e ·M⊕(1−e) ·M permet d’iden-

tifier (e · M)∗ avec l’espace des formes linéaires sur M s’annulant sur

(1− e) ·M . Mais celles-ci sont clairement les formes linéaires fixées par

l’action (à droite) de e, c’est à dire que (e ·M)∗ 'M∗ · e ' M̃ · e.

Montrons maintenant l’exactitude du foncteur de dualité. Si

0→ M1 →M2 →M3 → 0

est une suite exacte dansM(A), on veut montrer l’exactitude de la suite

0→ M̃3 → M̃2 → M̃1 → 0.
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Comme ces modules sont non dégénérés, il suffit de montrer que pour

tout idempotent e de A, la suite

0→ M̃3 · e→ M̃2 · e→ M̃1 · e→ 0

est exacte. D’après ce qui précède, ceci peut se réécrire sous la forme

0→ (e ·M3)
∗ → (e ·M2)

∗ → (e ·M1)
∗ → 0.

Or les foncteurs je : M 7→ e ·M et M 7→ M∗ sont exacts. Ceci termine

la démonstration du lemme.

Corollaire. — On a une injection canonique M ↪→ ˜̃M .

Démonstration. Tout vecteur m ∈M est fixé par un certain idempotent

e de A. Par conséquent m ∈ e ·M et m définit un élément de ((e ·M)∗)∗

Donc comme M̃ · e = M∗ · e = (e ·M)∗, m définit un élément du dual de

M̃ · e. L’égalité précédente appliquée à M̃ nous dit que m ∈ (M̃ · e)∗ =

e · (M̃∗) = e · ( ˜̃M). Le morphisme M → ˜̃M est injectif car pour tout

m ∈M , on peut trouver λ ∈M∗ tel que λ(m) 6= 0, et si e ·m = m, alors

(λ · e)(m) 6= 0, λ · e ∈ M̃ .

I.4.2. Dualité et foncteur d’oubli. — Le but de cette section est

de montrer que M 7→ M̃ entrelace foncteur d’oubli et pseudo foncteur

d’oubli, ainsi que leurs adjoints respectifs IBA et PB
A .

Théorème. — Soient A et B des algèbres à idempotents, et supposons
que B soit muni d’une structure de A-bimodule non dégénéré. On sup-
pose que les actions à droite de A et B sur B commutent avec les actions
à gauche, de sorte que M est aussi un A − B et un B − A-bimodule.
Le foncteur d’oubli FBA et le pseudo foncteur d’oubli ˇFBA , et leurs ad-
joints respectivement à droite et à gauche IBA et PB

A sont alors définis
comme dans la section précédente (avec les adaptations évidentes lors-
qu’on considère des modules à droite plutôt qu’à gauche). On a alors,
pour tout B-module à gauche non-dégénéré N ,

ˇFBA (Ñ) = FBA (N )̃ ,
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et pour tout A-module à gauche non dégénéré M ,

IBA (M̃) = PB
A (M )̃ .

Démonstration. On a

ˇFBA (Ñ) = HomB(B,HomC(N,C)B)A = HomB(B,HomC(N,C))A

= HomC(B ⊗B N,C)A = HomC(FBA (N),C)A

= (FBA (N))̃

On utilise tout d’abord le fait que l’image d’un module non dégénéré

est non dégénérée, puis la première identité du théorème I.2.2, où N

est vu comme B-module à gauche et C-module à droite, et C comme le

C-module à droite trivial.

La deuxième assertion du théorème se montre de la même façon en

utilisant le théorème I.2.2. On peut aussi la déduire de la première par

adjonction. On utilise pour cela l’identité suivante.

Lemme. — Pour tout A-module à droite V et pour tout A-module à
gauche W , tous deux non dégénérés

(I.4.2.1) HomA(V, W̃ ) ' HomA(W, Ṽ )

fonctoriellement en V et W .

Démonstration. On a

HomA(V, W̃ ) = HomA(V,HomC(W,C)A)

= HomA(V,HomC(W,C))

' HomC(V ⊗AW,C).

Ceci est obtenu de la première identité du théorème I.2.2, en considérant

W comme A− C-bimodule. De même, en considérant V comme C− A-

bimodule, la deuxième identité du théorème I.2.2, nous donne

HomA(W, Ṽ ) ' HomC(V ⊗AW,C).

Toute ses identités sont fonctorielles en V et W .

Treminons la démonstration du théorème. Montrons que l’on peut alors

déduire IBA (M̃) = PA
B (M )̃ . On a, quels que soient M ∈ M(A), N ∈
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M(B),

HomA(M,̌ FBA (Ñ)) ' HomB(PB
A (M), Ñ)

' HomB(N,PB
A (M )̃ ).

Ceci est obtenu en utilisant l’adjonction entreˇFBA et PB
A et l’identité du

lemme. D’autre part

HomA(M,̌ FBA (Ñ)) ' HomA(M,FBA (N )̃ )

' HomA(FBA (N), M̃)

' HomB(N, IBA (M̃)).

D’où

HomB(N,PB
A (M )̃ ) ' HomB(N, IBA (M̃)),

ce qui par unicité de l’adjoint à isomorphisme près, montre l’identité

voulue.

I.4.3. Dualité et complétion. — Soit A une C-algèbre à idempotents

et soit M un A-module non dégénéré. On a défini M̃ comme la partie

non-dégénéré de M∗.

Il est facile de voir directement que lorqu’on complète M̃ , on retrouve

M∗. Nous allons donner une démonstration de ce fait qui découle formel-

lement de ce qui a déjà été établi. Pour tout A-module à droite N , on a

en effet :

HomA(N, (M∗)A) = HomA(NA, (M
∗)A)

= HomA(NA,HomC(M,C)A)

= HomA(NA,HomC(M,C))

= HomC(NA ⊗AM,C)

La première égalité provient de l’adjonction I.1.5, la dernière de (I.2.2.5),

avec R = A et S = C.
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D’autre part :

HomA(N,M∗) = HomA(N,HomC(M,C))

= HomÃ(N,HomC(M,C))

= HomC(N ⊗ÃM,C)

= HomC(N ⊗AM,C)

On a utilisé (I.2.2.2) et les notations afférentes pour la deuxième égalité.

Enfin, l’inclusion NA⊗AM ↪→ N⊗AM est surjective, car quels que soient

n ∈ N , m ∈M , on trouve un idempotent e de A qui fixe m et l’on a

n⊗m = n⊗ e ·m = n · e⊗m ∈ NA ⊗AM.

On obtient ainsi pour tout A-module à droite N un isomorphisme (na-

turel) :

HomA(N, (M∗)A) ' HomA(N,M∗)

On en déduit d’après A.III.3 que (M∗)A 'M∗.

Ceci nous donne une réalisation de M̄ qui est commode pour les cal-

culs. On plonge M dans un module L̃ (par exemple, on peut utiliser le

plongement de M dans ˜̃M). On a alors, d’après (I.1.5.2)

(I.4.3.1) M̄ = {l ∈ L∗ |A · l ⊂M ⊂ L̃}.

I.5. Quelques classes de modules

I.5.1. Modules admissibles. — Comme dans les paragraphes précé-

dents, A est une C-algèbre à idempotents.

Définition. — Un module non dégénéré M dans M(A) est dit admis-

sible si pour tout idempotent e de A, l’espace vectoriel e · M est de

dimension finie.

Proposition. — Un module M est admissible si et seulement si l’inclu-

sion M ↪→ ˜̃M est un isomorphisme.
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Démonstration. Supposons M admissible. Alors pour tout idempotent e

de A, e·M est de dimension finie. L’injection de e·M dans e·( ˜̃M) exhibée

dans la démonstration du lemme I.4.1 est alors un isomorphisme. Comme

tout vecteur de ˜̃M est fixé par un idempotent de A, on obtient M ' ˜̃M .

Réciproquement, supposons que ˜̃M soit strictement plus grand que M .

Soit m ∈ ˜̃M \M , et soit e un idempotent de A tel que m ∈ e · ( ˜̃M). Il

est clair que m n’est pas dans l’image de l’injection de e ·M dans e · ˜̃M ,

et donc e ·M n’est pas de dimension finie.

Corollaire. — Soit M un A-module non dégénéré admissible. Alors M̃
est admissible. De plus M est simple si et seulement si M̃ est simple.

Démonstration. Le premier point est un corollaire de la démonstration de

la proposition ci-dessus, plutôt que du résultat lui-même. Pour le second

point, il suffit de remarquer que si M admet un sous-module propre M1,

alors son orthogonal dans M̃ est aussi un sous-module propre de M̃ , et

donc M̃ est réductible. L’égalité M = ˜̃M montre la réciproque.

I.5.2. Modules projectifs, injectifs. — Soit A une C-algèbre à idem-

potents. Rappelons qu’un module X ∈ M(A) est dit projectif (resp.

injectif) si le foncteur HomA(X, •) (resp. HomA(•, X)) est exact.

Théorème. — La catégorie M(A) possède assez de projectifs (c’est-à-
dire que tout module dans M(A) est quotient d’un module projectif).

Démonstration. Soit e ∈ A un idempotent, et considérons le module

Pe = Ae. Le module Pe est projectif puisque pour tout A-module M

dans M(A), HomA(Pe,M) = e ·M = je(M) et que le foncteur je est

exact (I.3.1). D’autre part, toute somme directe de modules projectifs

est encore projective. En effet, pour toute famille (Pi)i∈I de modules

HomA(⊕i∈IPi,M) =
∏

i∈I

HomA(Pi,M).

Si M est dansM(A), et si m ∈M , par définition, il existe un idempotent

e de A tel quem = e·m. Doncm est dans l’image de Pe →M , a·e 7→ a·m.

Pour chaque m ∈ M , on choisit un tel e. En prenant la somme sur tous
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les m ∈ M des Pe correspondants, on voit que M est un quotient d’un

module projectif.

Grâce à la dualité dansM(A), nous allons déduire de l’existence d’as-

sez de projectifs l’existence d’assez d’injectif. Pour cela, montrons tout

d’abord le

Lemme. — Soit X un module projectif dansM(A). Alors X̃ est injectif.

Démonstration. Il s’agit de montrer l’exactitude du foncteur HomA(•, X̃).

Or d’après (I.4.2.1) ce foncteur est isomorphe au foncteur HomA(•̃, X)

qui est la composition du foncteur de dualité, exact d’après le lemme

I.4.1, et du foncteur HomA(•, X), exact par hypothèse.

Corollaire. — La catégorieM(A) possède assez d’injectifs (c’est-à-dire
que tout module dans M(A) est sous-module d’un module injectif).

Démonstration. Soit M dansM(A) et P un module projectif tel que M̃

soit un quotient de P . Alors ˜̃M est un sous-module du module injectif

P̃ . Or M s’injecte dans ˜̃M (corollaire I.4.1), donc dans P̃ .

I.5.3. Modules libres. — Soit A une C-algèbre à idempotents. On

dit que M ∈ M(A) est un module libre s’il est isomorphe à une somme

directe de modules isomorphes à A.

Tout module M est quotient d’un module libre. La démonstration est

similaire à celle du fait que M(A) contient assez de projectifs. En effet,

soit M ∈ M(A), et soit m ∈ M , fixé par un certain idempotent e de

A. Alors m est dans l’image du morphisme φ : A → M , défini par

φ(a) = a · m. On construit ainsi un morphisme surjectif de
⊕

m∈M A

dans M .

Contrairement au cas des anneaux unitaires, A n’est pas nécessaire-

ment projectif dans M(A), et donc un facteur direct d’un module libre

n’est pas nécessairement projectif. En revanche, tout module projectif est

facteur direct d’un module libre, la démonstration restant la même que

dans le cas des anneaux unitaires (cf. [34]).
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I.6. Notes sur le chapitre I

Des généralités sur les anneaux à idempotents se trouvent à plusieurs

endroits dans la littérature. Je me suis servi de [22] pour la section sur le

complété de l’anneau A et sur le centre deM(A). J’ai suivi [33] pour la

définition des foncteurs d’induction IBA et PB
A , ainsi que pour la termino-

logie “pseudo foncteur d’oubli”. La démonstration du fait que la dualité

entrelace les foncteurs IBA et PB
A est aussi tirée de [33]. La section I.3.2

est inspirée de [21], les résultats s’y trouvant étant dus à J. Bernstein.

La notion de complété d’un module non dégénéré est introduite dans [2].





CHAPITRE II

ESPACES ET GROUPES TOTALEMENT
DISCONTINUS

Dans ce chapitre, nous développons l’étude des espaces (et plus particu-

lièrement des groupes) topologiques localement compact totalement dis-

continus (t.d. pour abréger), c’est-à-dire tels que chaque point de l’espace

admette une base de voisinages ouverts compacts. En effet, les groupes

réductifs p-adiques sont munis d’une telle topologie, provenant de celle

des corps sur lesquels ils sont définis. La notion de fonction “lisse” adé-

quate sur de tels espaces est celle de fonction localement constante. Une

fonction lisse à support compact est alors une combinaison linéaire de

fonctions caractéristiques d’ouverts compacts disjoints. Ce fait donne à

l’analyse fonctionnelle sur ces espaces un caractère purement algébrique,

qui la rend la beaucoup plus simple que dans le cas des variétés diffé-

rentiables, par exemple. Il en est de même de la théorie des faisceaux

(de groupes abéliens) sur X. Nous étudions aussi les actions continues de

groupes topologiques t.d. sur des espaces topologiques t.d. Là encore, la

théorie est débarrassée des pathologies rencontrées dans le cas général,

ou même dans le cadre différentiel. Un outil fondamental de l’étude des

groupes topologiques est la mesure de Haar. Une mesure de Haar est une

mesure invariante par l’action par translation à gauche du groupe sur

lui-même. La démonstration de l’existence et de l’unicité à un facteur

scalaire près d’une telle mesure sur les groupes topologiques totalement

discontinus est assez élémentaire. L’action par translation à droite du

groupe sur la mesure de Haar définit sur le groupe une fonction (ou ca-

ractère) “modulaire”. Le calcul de cette fonction peut s’effectuer en termes

d’indices de sous-groupes ouverts compacts.
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Une autre notion fondamentale pour la suite de la théorie est celle

de convolution de distributions. C’est cette convolution qui va nous per-

mettre de définir les algèbres jouant un rôle dans la théorie des représen-

tations des groupes topologiques t.d. L’espace des distributions à support

compact sur un tel groupe G devient une algèbre une fois munie du pro-

duit de convolution, dont l’élément neutre est la distribution de Dirac

en l’élément neutre du groupe. Les mesures de Haar sur les sous-groupes

ouverts compacts de G fournissent un système filtrant d’idempotents de

cette algèbre. L’algèbre de Hecke de G est la sous-algèbre constituée

des distributions à support compact fixés par convolution à gauche et à

droite par un de ces idempotents. On obtient ainsi une algèbre à idem-

potents (sans unité), notée H(G). La théorie du chapitre I s’applique à

cette algèbre. Nous décrivons explicitement le complété et le centre de

la catégorie des H(G)-modules non dégénérés en termes de distributions

à support essentiellement compact. L’importance de ces résultats vient

de ce que la catégorie des H(G)-modules non dégénérés est équivalente

à la catégorie des représentations lisses de G, qui sera l’objet d’étude du

chapitre suivant.

II.1. Topologie des espaces t.d.

Nous donnons dans cette section quelques résultats généraux de topo-

logie des espaces localement compacts totalement discontinus.

Si X est un ensemble et Y une partie de X, on note χY la fonction

caractéristique de Y dans X. Si X est un espace topologique et Y est

une partie de X, on note l’adhérence de Y dans X.

II.1.1. Espaces t.d.— Un espace topologique localement compact to-

talement discontinu est un espace topologique séparé tel que chaque point

admette une base de voisinages d’ouverts compacts.

Un groupe topologique localement compact totalement discontinu est

un groupe topologique dont l’espace topologique sous-jacent est t.d. Il

suffit pour cela que l’élément neutre e admette une base de voisinages

composée de sous-groupes ouverts compacts. Cette condition est en fait

nécessaire, mais nous laissons ce point à la sagacité du lecteur. Si l’on ne
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veut pas se fatiguer, on prendra cette condition a priori plus forte comme

définition des groupes topologiques t.d.

Lemme. — (i) Soit X un espace t.d. et Y une partie localement fermée
de X. Alors Y est un espace t.d. pour la topologie induite.

(ii) Si K est un compact de X et
⋃
α Uα est un recouvrement de K par

des ouverts, alors il existe un recouvrement subordonné fini de K par des
ouverts compacts disjoints Vi (c’est-à-dire que pour tout i, il existe α tel
que Vi ⊂ Uα).

Démonstration. Rappelons que Y ⊂ X est localement fermé si pour tout

point y ∈ Y , il existe un voisinage U de y dans X tel que U ∩ Y est

fermé dans U . Ici, on peut supposer U ouvert compact, et le (i) découle

alors assez facilement des définitions. Passons à (ii). Pour chaque point

x dans un Uα, choisissons un voisinage ouvert compact Vx,α ⊂ Uα. On

a alors K ⊂
⋃
α,x Vx,α, et par compacité de K, on peut en extraire un

recouvrement fini K ⊂
⋃
i Vxi,αi

. Comme les Vxi,αi
sont à la fois ouverts

et fermés, il en est de même de leurs intersections et de leurs différences

symétriques deux à deux . On construit donc facilement à partir de cela

un recouvrement fini de K vérifiant les propriétés voulues dans l’énoncé.

Proposition. — Un espace t.d. vérifie la propriété de Baire, c’est à dire
qu’une intersection dénombrable d’ouverts denses est non vide.

Démonstration. C’est vrai de tout espace localement compact (cf. [24],

theorem XI. 10.1).

II.1.2. Fonctions et distributions. — Soit X un espace t.d. Nous

considérons sur X les espaces fonctionnels suivants :

C∞(X) : espace des fonctions localement constantes à valeurs complexes,

D(X) : sous-espace de C∞(X) des fonctions à support compact,

D′(X) : dual (algébrique) de D(X), l’espace des distributions,

(à noter que ces espaces ne sont pas munis de topologies).
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Rappelons que si f est une fonction sur un espace t.d. X à valeurs

complexes, son support, noté Supp f , est défini comme étant le complé-

mentaire de la réunion des ouverts U de X où la restriction de f est

nulle.

Lemme. — Toute fonction localement constante à support compact sur
un espace t.d. X peut s’écrire comme une somme finie de multiples sca-
laires de fonctions caractéristiques d’ouverts compacts disjoints.

Démonstration. Soit f ∈ D(X). Pour chaque point x ∈ Supp f , choisis-

sons un voisinage ouvert compact Ux où f est constante. Comme Supp f

est compact, du recouvrement par les Ux, on peut extraire un sous-

recouvrement fini et d’après le (ii) du lemme II.1.1, on peut supposer

ces ouverts disjoints. Le résultat est alors clair.

Proposition. — Soient X un espace t.d. et U un ouvert de X. Notons
Z = X \ U . On a alors une suite exacte

(II.1.2.1) 0→ D(U)
iU−→ D(X)

pZ−→ D(Z)→ 0.

Démonstration. L’injection iU consiste à étendre les fonctions sur U par

0 en dehors de U pour obtenir une fonction sur X. L’application pZ
est la restriction des fonctions de X à Z. La partie Z étant fermée,

on obtient bien ainsi des fonctions localement constantes et à support

compact. Pour montrer que la restriction de X à Z est surjective, on

doit montrer comment étendre une fonction f de D(Z) à X tout entier.

Comme le support de f est compact, on peut supposer Z compact, et

comme f est localement constante, on peut recouvrir Z par des ouverts de

X tels que f soit constante sur l’intersection de Z et d’un de ces ouverts.

D’après le (ii) du lemme II.1.1, il existe un recouvrement fini de Z par des

ouverts compacts disjoints de X ayant cette même propriété. On étend

f en une fonction constante sur ces ouverts compacts. En dehors de ces

ouverts compacts, on étend f par 0. L’exactitude de la suite (II.1.2.1) est

maintenant facile à vérifier : il est clair que pZ ◦ iU = 0, et si pZ(f) = 0,

comme f est localement constante, f est nulle dans un voisinage ouvert

de F . Son support est donc dans U .

Par dualité, on obtient :
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Corollaire. — La suite :

(II.1.2.2) 0→ D′(Z)
p∗Z−→ D′(X)

i∗U−→ D′(U)→ 0

est exacte.

Si T est une distribution sur X, on définit son support, noté SuppT :

c’est le complémentaire de la réunion des ouverts U deX tels que i∗U (T ) =

0. On dira que f (resp. T) est à support dans une partie Y de X si

Supp f ⊂ Y (resp. SuppT ⊂ Y ). Si Z est une partie fermée de X, alors

la suite exacte (II.1.2.2) montre que toute distribution T sur X à support

dans Z s’écrit de manière unique p∗Z(T0), T0 ∈ D′(Z). On identifiera donc

souvent les distributions sur X à support dans Z et les distributions sur

Z.

On peut maintenant définir un autre espace fonctionnel sur X :

E ′(X), l’espace des distributions sur X à support compact.

Définissons une dualité entre les espaces C∞(X) et E ′(X) : si T ∈
E ′(X), son support F est compact. Considérons la suite exacte (II.1.2.2)

avec Z = F . Alors il existe une unique distribution T0 sur F telle que

p∗F (T0) = T . Comme F est compact, pour toute fonction f ∈ C∞(X),

pF (f) est dans D(F ) et l’on pose :

〈T, f〉 = 〈T0, pF (f)〉.

Lorsque ceci sera pratique, on utilisera aussi la notation suivante pour

la dualité entre D(X) et D′(X) (resp. entre C∞(X) et E ′(X)) :

〈T, f〉 =

∫

X

f dT =

∫

X

f(x) dT (x), (f ∈ D(X)), (T ∈ D′(X)).

On peut étendre sans difficulté les résultats ci-dessus aux fonctions à

valeurs dans un C-espace vectoriel V . On note C∞(X, V ) (respectivement

D(X, V )) l’ensemble des fonctions localement constantes sur X à valeurs

dans V (respectivement, localement constantes à support compact). On

a une injection canonique.

C∞(X)⊗ V → C∞(X, V )(II.1.2.3)

f ⊗ v 7→ [x 7→ f(x)v].
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Et de même

D(X)⊗ V → D(X, V )(II.1.2.4)

f ⊗ v 7→ [x 7→ f(x)v].

Or toute fonction de D(X, V ) est somme finie de fonctions constantes

sur des ouverts compactes disjoints de X (lemme II.1.2), il est donc clair

que (II.1.2.4) est surjective, et c’est donc un isomorphisme.

II.1.3. Produit tensoriel de distributions. — Soient X et Y des

espaces t.d. et munissons X × Y de la topologie produit, qui en fait

un espace t.d. Rappelons que d’après la remarque II.1.2, toute fonction

dans D(X×Y ) est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques

d’ouverts compacts disjoints. Comme les parties de la forme U × V , où

U (resp. V ) est un ouvert compact de X (resp. de Y ) forment une base

de voisinages de X × Y , on peut d’après le lemme II.1.1, (ii) écrire tout

ouvert compact de X × Y comme réunion disjointe finie d’ouverts com-

pacts de la forme U × V . Toute fonction dans D(X × Y ) est donc une

combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ouverts compacts dis-

joints de la forme U × V . Ceci montre que D(X × Y ) ' D(X)⊗ D(Y ),

l’isomorphisme étant donné par

(f ⊗ g)(x, y) = f(x) g(y), x ∈ X, y ∈ Y, f ∈ D(X), g ∈ D(Y ).

On peut alors définir le produit tensoriel de distributions : si T1 ∈

D′(X), T2 ∈ D
′(Y ), alors T1 ⊗ T2 est défini sur D(X × Y ) par :

〈T1 ⊗ T2, f ⊗ g〉 = 〈T1, f〉〈T2, g〉.

D’autre part l’argument utilisé ci-dessus montre que les formules de Fu-

bini sont valables : pour tout f ∈ D(X × Y ),
∫

X×Y

f(x, y) d(T1 ⊗ T2)(x, y) =

∫

X

(∫

Y

f(x, y) dT2(y)

)
dT1(x)

=

∫

Y

(∫

X

f(x, y) dT1(x)

)
dT2(y).

En effet, les intégrales se ramènent à des sommes finies.
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Proposition. — On a

Supp(T1 ⊗ T2) = Supp(T1)× Supp(T2).

En particulier, le produit tensoriel de deux distributions à support com-
pact est à support compact.

Démonstration. Soit Ω un ouvert de X ×Y et quitte à le réduire, suppo-

sons le de la forme U ×V où U est un ouvert de X et V est un ouvert de

Y . Notons T1,U (resp. T2,V ) la restriction de T1 à U (resp. T2 à V ). Il est

clair que la restriction de T1⊗T2 à Ω est égale à T1,U ⊗T2,V . La première

assertion s’en déduit par une suite de tautologies. La seconde en découle

immédiatement.

II.2. Faisceaux sur un espace topologique t.d.

II.2.1. Généralités sur la théorie des faisceaux. — Soit X un

espace topologique et soit T la topologie de X, c’est-à-dire l’ensemble

des ouverts de X. Une base de la topologie de X est un sous-ensemble

T0 ⊂ T tel que pour tout x ∈ X et pour tout ouvert U contenant x, il

existe un ouvert U0 ∈ T0 contenant x tel que

U0 ⊂ U.

Bien sûr, une base détermine la topologie.

Nous allons introduire les notions de préfaisceau et de faisceau (de

groupes abéliens) sur X, de base T0. Ceci généralise légèrement les dé-

finitions données dans la plupart des traités sur la théorie des faisceaux

(par exemple [27]), qui ne considèrent que le cas T0 = T . Cette plus

grande généralité n’est en fait qu’apparente, puisque nous verrons que

tout faisceau de base T0 se prolonge naturellement en un faisceau de base

T (ce n’est pas vrai pour les préfaisceaux), mais cette souplesse dans les

définitions est pratique lorsque X est un espace t.d., pour lequel le choix

T0 = Tc, l’ensemble des ouverts compacts de X, est particulièrement

adapté.
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Définition. — Un préfaisceau F (de groupes abéliens) sur X, de base

T0, est la donnée, pour chaque ouvert U de T0, d’un groupe abélien F(U),

et pour tout couple U ⊂ V d’ouverts de T0, d’un morphisme de restriction

ρV,U : F(V )→ F(U)

vérifiant ρU,U = IdF(U) et lorsque U ⊂ V ⊂ W sont des éléments de T0,

ρV,U ◦ ρW,V = ρW,U . Si ∅ ∈ T0, on pose F(∅) = {0}. Lorsque l’on suppose

que les F(U) sont munis de structures supplémentaires (anneaux, espaces

vectoriels sur un corps k, etc), et que les morphismes de restriction pré-

servent ces structures, on parle de préfaisceaux d’anneaux, de k-espaces

vectoriels, etc.

Une manière équivalente et un peu plus sophistiquée de définir les

préfaisceaux est la suivante : notons encore T0 la catégorie dont les objets

sont les éléments de T0, et dont les morphismes sont donnés par :

HomT0(V, U) = ∅ si U n’est pas inclus dans V,

HomT0(V, U) est un singleton si U est inclus dans V.

Un préfaisceau de groupes abéliens (resp. d’anneaux, de k-espaces vec-

toriels, etc) est alors un foncteur (covariant) de T0 dans la catégorie des

groupes abéliens (resp. des anneaux, des k-espaces vectoriels, etc).

Les préfaisceaux (de groupes abéliens) sur X, de base T0 (on dira

maintenant simplement préfaisceau sur X), forment une catégorie, notée

pSh(X) dont les morphismes sont définis de la manière suivante. Soient

F1 et F2 deux préfaisceaux sur X de base T0. Un morphisme φ entre F1

et F2 est la donnée, pour chaque U ∈ T0, d’un morphisme de groupes

φU : F1(U)→ F2(U).

Il est de plus exigé que si U ⊂ V sont des ouverts de T0,

(II.2.1.1) φU ◦ ρV,U = ρV,U ◦ φV .

Définition. — Un préfaisceau F est un faisceau si la condition suivante

est vérifiée :

(F) : soit V ∈ T0 et {Vi}i∈I un recouvrement de V par des ouverts de T0.
Supposons que pour chaque i ∈ I soit donné un élément fi de F(Vi) de
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telle sorte que quels que soient i, j dans I et pour tout ouvert Vij ∈ Vi∩Vj
de T0, on ait

ρVi,Vij
(fi) = ρVj ,Vij

(fj).

Alors il existe un unique f ∈ F(V ) tel que pour tout j ∈ I, ρV,Vj
(f) = fj .

Les faisceaux sur X forment une catégorie (les morphismes sont les

morphismes de préfaisceaux), notée Sh(X) .

Définissons maintenant la fibre Fx d’un préfaisceau F sur X. L’en-

semble des ouverts U de T0 contenant x, noté VT0(x) est muni de l’ordre

partiel :

V ≤ U si et seulement si U ⊂ V.

Cet ensemble est filtrant croissant, c’est-à-dire que si U et V sont des

ouverts de T0 contenant x, il existe un ouvert W de T0 tel que W ≥ V ,

W ≥ U (ceci découle simplement du fait que T0 est une base de la

topologie). Les morphismes ρV,U , U ⊂ V , U, V ∈ T0, forment un système

inductif de groupes abéliens (voir exemples A.IV.2).

On pose

Fx = lim−→
U∈VT0

(x)

F(U).

Cette limite inductive peut être décrite explicitement : formons l’union

disjointe
∐

U∈VT0
(x)F(U) que l’on munit de la relation d’équivalence sui-

vante : s ∈ F(U) est équivalent à t ∈ F(V ) s’il existe W ∈ VT0(x),

W ⊂ U ∩ V tel que ρU,W (s) = ρV,W (t). La limite inductive Fx est alors

l’ensemble des classes d’équivalence, muni de la structure de groupe et

des morphismes ρU,x : F(U)→ Fx canoniques.

Nous allons maintenant définir un foncteur

pSh(X) −→ Sh(X), F 7→ F+.

Soient x ∈ X et U ∈ T0, avec x ∈ U et soit

ρU,x : F(U)→ Fx

la projection canonique. Posons

F̂ =
∐

x∈X

Fx.
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Il s’agit de l’union disjointe des Fx. L’espace F̂ est appelé espace étalé

au-dessus du préfaisceau F .

Pour tout ouvert U de X (pas nécessairement dans T0), une section de

F̂ au-dessus de U est une application

s : U → F̂

telle que pour tout x ∈ X, s(x) ∈ Fx et telle qu’il existe un recouvrement

de U par des ouverts (Ui)i∈I de T0, et des éléments fi ∈ F(Ui) vérifiant :

(II.2.1.2) s(x) = ρUi,x(fi), (∀x ∈ Ui).

Soit F̂ l’espace étalé pour le préfaisceau F . Pour tout U ∈ T0, défi-

nissons F+(U) comme l’ensemble des sections de F̂ au-dessus de U . Si

U ⊂ V sont des ouverts de T0, définissons le morphisme de restriction

ρ+
V,U par ρ+

V,U(s) = s|U , s ∈ F+(V ). Il faut s’assurer que ceci est bien une

section de F̂ au-dessus de U , au sens où nous l’avons défini ci-dessus. Par

définition, il existe un recouvrement de V par des ouverts (Vi)i∈I de T0,

et des éléments fi ∈ F(Vi) vérifiant

s(x) = ρVi,x(fi), (∀x ∈ Vi).

Prenons un recouvrement (Uj)j∈J de U de sorte que pour tout j ∈ J ,

Uj ∈ T0 et Uj ⊂ Vi pour un certain i ∈ I. Posons alors gj = ρVi,Uj
(fi).

On a pour tout x ∈ Ui,

ρUj ,x(gj) = ρUj ,x(ρVi,Uj
(fi)) = ρVi,x(fi) = s(x) = s|U(x),

ce qui montre que s|U est bien une section. Il est clair que F+ est un

préfaisceau de groupes abéliens, la structure de groupe sur les F+(U)

étant claire.

Montrons maintenant que F+ est bien un faisceau en vérifiant la pro-

priété (F). Soit V ∈ T0 et {Vi}i∈I un recouvrement de V par des ouverts

de T0. Supposons que pour chaque i ∈ I soit donné un élément si de

F+(Vi) de telle sorte que quels que soient i, j dans I et pour tout ouvert

Vij ∈ Vi ∩ Vj de T0, on ait

ρ+
Vi,Vij

(si) = ρ+
Vj ,Vij

(sj).

Pour tout x ∈ V , choisissons Vi contenant x et posons s(x) = si(x). Il est

clair que s(x) ne dépend pas du choix de Vi contenant x, car si x ∈ Vi∩Vj ,
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on prend un ouvert Vij ∈ T0 tel que x ∈ Vij ⊂ Vi ∩ Vj, et l’on a alors :

si(x) = (si)|Vij
(x) = ρ+

Vi,Vij
(si)(x) = ρ+

Vj ,Vij
(sj)(x) = (sj)|Vij

(x) = sj(x).

Vérifions que s est une section de F̂+ au-dessus de V . Chaque si, i ∈ I,

est une section, et donc il existe un recouvrement (U i
j)j∈Ji

de Ui par des

ouverts de T0 et des sij ∈ F
+(U i

j) tels que si(x) = ρU i
j ,x

(sij). On a alors

s(x) = ρU i
j ,x

(sij) pour tout x ∈ U i
j , ce qui montre que s est une section.

La propriété d’existence dans la définition des faisceaux est donc établie.

Reste l’unicité. Supposons que deux sections s et s′ dans F̂+(V ) vérifient

ρV,Vi
(s) = ρV,Vi

(s′) = si, (∀i ∈ I).

On a immédiatement, pour tout x ∈ V , en choisissant un Vi contenant

x, s(x) = s′(x) = si(x), et donc s = s′.

Soit φ : F → G un morphisme de préfaisceaux sur X. Définissons

maintenant φ+ : F+ → G+. Soit s ∈ F+(U). Par définition, il existe un

recouvrement (Ui)i∈I de U par des ouverts de T0 et des fi ∈ F(Ui) tels que

s(x) = ρUi,x(fi). Posons, pour tout i ∈ I, gi = φUi
(fi) et t(x) = ρUi,x(gi).

On vérifie par les techniques désormais familières que ceci ne dépend pas

des choix faits et que la condition (II.2.1.1) est satisfaite pour les ρ+
V,U et

les φ+
U . Nous laissons aussi au lecteur la vérification du fait que

F 7→ F+, [F
φ
→ G] 7→ [F+ φ+

−→ G+]

est un foncteur.

Proposition. — Le foncteur F 7→ F+ de pSh(X) dans Sh(X) est l’ad-
joint à gauche du foncteur d’oubli de Sh(X) dans pSh(X), c’est-à-dire
que pour tout F ∈ pSh(X) et pour tout G ∈ Sh(X), on a un isomor-
phisme naturel :

HompSh(X)(F ,G) ' HomSh(X)(F
+,G)

Démonstration. Pour tout préfaisceau F sur X, définissons un morphisme

ιF : F → F+.

Soit U ∈ T0 et f ∈ F(U). Posons

ιFU (f) = sf ,
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où sf : U →
∐

x∈U Fx est la section donnée par sf (x) = ρU,x(f). Ceci

est bien une section. On le voit en choisissant comme recouvrement de

U , U lui-même. Une vérification sans difficulté montre que pour tout

morphisme de préfaisceau F
φ
→ G, le diagramme suivant commute

F
φ

//

ιF

��

G

ιG

��

F+
φ+

// G+

Soit ψ : F → G un morphisme de préfaisceaux sur X, où G est un

faisceau. Nous allons définir Ψ : F+ → G factorisant ψ par ιF . Soient

s ∈ F+(U), et les Ui, fi comme en (II.2.1.2). Posons f ′
i = ψUi

(fi) ∈ G(Ui).

On a alors d’après (II.2.1.1), quels que soient i et j dans I :

ρUi,Ui∩Uj
(f ′
i) = ρUi,Ui∩Uj

(ψUi
(fi)) = ψUi∩Uj

(ρUi,Ui∩Uj
(fi)),

et de même

ρUj ,Ui∩Uj
(f ′
j) = ρUj ,Ui∩Uj

(ψUj
(fj)) = ψUi∩Uj

(ρUj ,Ui∩Uj
(fj)).

Montrons que

(II.2.1.3) ρUi,Ui∩Uj
(fi) = ρUj ,Ui∩Uj

(fj),

ce qui entraînera

(II.2.1.4) ρUi,Ui∩Uj
(f ′
i) = ρUj ,Ui∩Uj

(f ′
j).

On a pour tout x ∈ Ui ∩ Uj :

s(x) = ρUi,x(fi) = ρUi∩Uj ,x(ρUi,Ui∩Uj
(fi)),

et de même

s(x) = ρUj ,x(fj) = ρUi∩Uj ,x(ρUi,Ui∩Uj
(fj))

d’où

(II.2.1.5) ρUi∩Uj ,x(ρUi,Ui∩Uj
(fi)− ρUj ,Ui∩Uj

(fj)) = 0.

Or nous avons le résultat suivant :

Lemme. — Soient F un faisceau sur X, U ∈ T0 et f ∈ F(U) tels que
ρU,x(f) = 0 ∈ Fx pour tout x ∈ U . Alors f = 0.



II.2. FAISCEAUX SUR UN ESPACE TOPOLOGIQUE T.D. 53

Démonstration. Par définition de la limite inductive, pour tout x ∈ U , il

existe un ouvert Ux ∈ T0 contenant x et contenu dans U tel que ρU,Ux(f) =

0. Les ouverts (Ux)x∈U forment un recouvrement de U . La propriété (F)

des faisceaux montre alors que f = 0.

Terminons la démonstration de la proposition. Le lemme et (II.2.1.5)

montrent (II.2.1.3) et donc (II.2.1.4). La propriété (F) pour le faisceau

G entraîne alors qu’il existe un unique f ′ ∈ G(U) tel que ρU,Ui
(f) = f ′

i .

Posons alors ΨU(s) = f ′.

Soient f ∈ F(U), ιFU (f) = sf et f ′ = ΨU(s) obtenu comme ci-dessus

On a alors :

ΨU(ιFU (f)) = Ψ(sf) = f ′

et ρU,Ui
(f ′) = f ′

i = ψUi
(fi) pour tout i ∈ I. Ceci montre que ΨU ◦ ιF = ψ.

Réciproquement, si Ψ est dans HomSh(X)(F
+,G), on définit φ dans

HompSh(X)(F ,G) par

φU(f) = ΨU(sf), (f ∈ F(U)).

On voit alors immédiatement que les opérations φ 7→ Φ et Φ 7→ φ décrites

ci-dessus sont inverses l’une de l’autre, en utilisant le fait que Ψ est

déterminé de manière unique par la donnée des Ψ(sf), f ∈ F(U), U ∈

T0.

Remarque. — Le faisceau F+ et le morphisme iF sont solutions du pro-

blème universel (à droite) posé par F et le foncteur d’oubli des faisceaux

vers les préfaisceaux (voir A.III.1). Il y a donc unicité de (F+, iF) à unique

isomorphisme près. En particulier, si F est un faisceau, F est naturel-

lement isomorphe à F+ (l’isomorphisme est ιF ). Un faisceau s’identifie

donc avec le faisceau des sections de son espace étalé F̂ . Lorsque F est

un faisceau, nous ne ferons plus la différence entre F et F+ dans la suite.

Terminons cette section en remarquant que la catégorie des faisceaux

sur X de base T0 est équivalente à la catégorie des faisceaux de base

T . On passe de manière évidente d’un faisceau de base T à un faisceau

de base T0, par restriction. Dans l’autre sens, si F est un faisceau de
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base T0 et si U est un ouvert quelconque de X, on définit F+(U) comme

l’ensemble des sections

s : X →
∐

x∈U

Fx

exactement comme en (II.2.1.2). Ceci définit un faisceau de base T pro-

longeant le faisceau F+ de base T0 construit dans la proposition ci-dessus

(la démonstration que c’est un faisceau est la même que pour T0). Notons

le (provisoirement) F+
T . Comme F est un faisceau, d’après la remarque

ci-dessus, F est naturellement isomorphe à F+. Ceci montre que le fonc-

teur qui consiste à partir d’un faisceau F de base T0, à construire le

faisceau F+
T et à restreindre celui-ci à la base T0 est naturellement iso-

morphe au foncteur identique de la catégorie des faisceaux sur X de base

T0. Dans l’autre sens, partons d’un faisceau G sur X de base T . Il est

naturellement isomorphe au faisceau G+. Restreignons G à la base T0
pour obtenir GT0 , puis formons (GT0)

+. Il est clair que ce faisceau est

égal à G+. Ceci montre que l’on obtient ainsi un foncteur isomorphe au

foncteur identique de la catégorie des faisceaux sur X de base T . Ceci

montre l’équivalence de catégories.

II.2.2. Support d’une section. — Nous reprenons les notations de

la section précédente, en particulier F est un faisceau sur X de base T0.

Définition. — Supposons que s : U → F̂ soit une section. Son support,

noté Supp(s), est l’ensemble des x ∈ U tels que s(x) 6= 0.

Proposition. — Le support d’une section s : U → F̂ du faisceau F est
fermé.

Démonstration. Supposons que x /∈ Supp(s). Par définition d’une section,

x possède un voisinage ouvert W ∈ T0 tel qu’il existe un élément f ∈

F(W ) avec s(y) = ρW,y(f) pour tout y ∈ W . Comme par hypothèse

ρW,x(f) = s(x) = 0, par définition de la limite inductive, il existe un

voisinage V ∈ T0 de x contenu dans W tel que ρW,V (s) = 0. Alors pour

tout y ∈ V ,

s(y) = ρV,y ◦ ρW,V (f) = 0.
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Ceci montre que V n’intersecte pas le support de s. Le complémentaire

de ce support est donc ouvert.

Grâce à l’identification de F et F+ on peut parler du support d’un élé-

ment de F(U). Si U est un ouvert quelconque, on note Fc(U) l’ensemble

des éléments de F(U) à support compact.

II.2.3. Faisceau de modules. — Soit R un faisceau d’anneaux sur

X, de base T0 (on dit que (X,R) est un espace annelé). Un faisceau

de R-module sur X est un faisceau M sur X tel que pour tout ouvert

U ∈ T0, M(U) est un module (à gauche) sur R(U). Si U ⊂ V sont des

ouverts de T0, alors l’application de restriction ρV,U : R(V ) → R(U)

est un morphisme d’anneaux grâce auquel tout R(U)-module devient

un R(V )-module. On exige alors que les morphismes de restriction ρV,U
soient des morphismes de R(V )-modules.

II.2.4. Caractérisation des faisceaux sur un espace t.d.— Soit

X un espace t.d. L’ensemble Tc des ouverts compacts de X est une base

de la topologie de X. Nous allons considérer dans la suite les faisceaux

(de groupes abéliens) de base Tc La nature très particulière de la topo-

logie localement compacte totalement discontinue donne à ceux-ci une

structure très simple, comme le montre la proposition suivante.

Proposition. — Soit X un espace t.d. et soit F un faisceau (de groupes
abéliens) de base Tc. Alors il existe un groupe abélien Fc(X) et un faisceau
F1 isomorphe à F tel que

— pour tout U ∈ Tc, F1(U) ⊂ Fc(X),

— si U ⊂ V sont des ouverts de Tc, alors F1(U) ⊂ F1(V ),

— si U ⊂ V sont des ouverts de Tc, alors pour tout f ∈ F1(U),
ρV,U(f) = f tandis que ρV,V \U(f) = 0.

— Fc(X) =
⋃
U∈Tc
F1(U).

Démonstration. Comme F est un faisceau, F est isomorphe à F+, le

faisceau des sections de l’espace étalé F̂ . Soit Fc(X) l’espace des sections
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dans F+(X) à support compact. Si U est un ouvert compact de X, on

plonge F+(U) dans Fc(X) en étendant les sections s ∈ F+(U) par 0 en

dehors de U . Comme X \ U est ouvert, il est clair que ceci définit bien

une section dans F+(X), et elle est à support dans U , donc compact. Les

autres assertions de la proposition se vérifient alors aisément.

Exemple. — Soit C∞X le faisceau dont l’espace des sections au-dessus

d’un ouvert U est l’espace C∞(U) des fonctions localement constantes

sur U . Le groupe abélien donné par la proposition est dans ce cas D(X),

l’espace des fonctions localement constantes à support compact sur X.

Remarquons que les C∞(U) sont des C-algèbres (pour la multiplication

des fonctions), en particulier, ce sont des anneaux, et donc (X, C∞X ) est

un espace annelé. Remarquons aussi que l’algèbre D(X) n’est en général

pas unitaire, sauf si X est compact, auquel cas C∞(X) = D(X), dont

l’unité est χX . En revanche, c’est une algèbre à idempotents (voir I.1),

puisque chaque ouvert compact U de X donne un idempotent χU .

II.2.5. Faisceaux de C-espaces vectoriels. — Soit X un espace t.d.

et soit C∞X −Mod(X) la catégorie des faisceaux de C∞X -modules.

Proposition. — Soit X un espace t.d et M un faisceau de C-espaces
vectoriels sur X de base Tc. Alors M est naturellement un faisceau de
C∞X -modules.

Démonstration. On identifie M et le faisceau des sections de l’espace

étalé M̂ associé. Soient U ∈ Tc, s : U → M̂ une section et f ∈ C∞(U).

Alors x 7→ f(x)s(x) est défini, et comme f est localement constante, il

est clair que c’est une section. AinsiM devient un C∞X -module.

Remarque. — Il est évident que réciproquement, un faisceau de C∞X -

modules est naturellement un faisceau de C-espaces vectoriels sur X. En

effet C s’injecte naturellement dans tous les C∞(U) en associant à un sca-

laire de C la fonction constante égale à ce scalaire sur U . Ainsi les notions

de faisceau de C-espaces vectoriels sur X et de faisceau de C∞X -modules

sont équivalentes (i.e. les catégories respectives sont équivalentes). De
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plus, en vertu du dernier paragraphe de II.2.1, ceci reste vrai pour les

faisceaux de base T .

Notre but est maintenant de démontrer le théorème qui suit. Rappelons

que D(X) et C∞(X) admettent comme système filtrant d’idempotents

les {χU}, U ouvert compact. La notion de module non dégénéré définie

dans le chapitre précédent pour les algèbres à idempotents (c’est le cas

de D(X)) s’étend aisément au cas d’une algèbre muni d’un tel système

filtrant d’idempotents (cf. remarque 3, I.1.2).

Théorème. — Pour tout M ∈ C∞X −Mod(X), Mc(X) est un D(X)-
module non dégénéré et M 7→Mc(X) réalise une équivalence de catégo-
ries entre C∞X −Mod(X) et M(D(X)).

Remarquons tout d’abord que l’on peut remplacer D(X) dans l’énoncé

par C∞(X).

Lemme. — Soit M un D(X)-module non dégénéré. Alors l’action de
D(X) sur M s’étend de manière unique en une action de C∞(X) qui fait
de M un C∞(X)-module non dégénéré.

Démonstration. Soit m ∈M et soit U un ouvert compact tel que χU ·m =

m. Définissons, pour f ∈ C∞(X),

f ·m = (fχU) ·m.

On vérifie facilement que le membre de droite est indépendant du choix

de U et que cette définition fait de M un C∞(X)-module non dégénéré,

pour le système filtrant {χU}, U ouvert compact, et ce de manière unique.

Démonstration du théorème. Soit s ∈ Mc(X), et soit U un ouvert com-

pact deX tel que Supp s ⊂ U . La section s est alors fixée par l’idempotent

χK . Ceci montre que Fc(X) est un D(X)-module non dégénéré.

Définissons le foncteur inverse : pour tout D(X)-module non dégénéré

M , et pour tout ouvert compact U de X, définissons M(U) = χU ·M .

Si U ⊂ V sont des ouverts compacts, le morphisme de restriction

ρV,U :M(V ) = χV ·M →M(U) = χU ·M
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est donné par m 7→ χU · m. Nous allons vérifier que M est bien un

faisceau.

En premier lieu, nous avons une caractérisation simple des modules

M(U), U ouvert compact :

M(U) = {m ∈M |χU ·m = m}.

Le fait que M soit un préfaisceau est simplement la traduction du fait

que si U ⊂ V sont deux ouverts compacts, alors χUχV = χU . Vérifions

maintenant la propriété (F) des faisceaux. Soit V ∈ Tc et {Vi}i∈I un

recouvrement de V par des ouverts de Tc. Supposons que pour chaque

i ∈ I soit donné un élément mi de M(Vi) de telle sorte que quels que

soient i, j dans I et pour tout ouvert Vij ∈ Vi ∩ Vj de Tc, on ait

ρVi,Vij
(mi) = χVij

·mi = ρVj ,Vij
(mj) = χVij

·mj .

Nous voulons montrer qu’il existe un unique m ∈ M(V ) tel que pour

tout j ∈ I, ρV,Vj
(m) = χVij

·m = mj . Fixons k et l dans I, et montrons

que l’on peut remplacer Vk et Vl dans le recouvrement par le seul ouvert

compact V0 = Vk ∪ Vl. Plus précisément, nous allons voir qu’il existe un

unique élément m0 ∈M(V0) tel que

(II.2.5.1) ρV0,Vk
·m0 = mk, ρV0,Vl

·m0 = ml.

De plus, pour tout j ∈ I,

(II.2.5.2) ρV0,V0∩Vj
·m0 = ρVj ,V0∩Vj

·mj .

Supposons qu’un tel élément existe. Il est clair que la propriété que nous

voulons établir est vraie pour le recouvrement (Vi)i∈I et les éléments

(mi)i∈I si elle l’est pour (Vi)i∈I\{k,l}∪{0} et (mi)i∈I\{k,l}∪{0}. Comme V est

compact, on peut extraire du recouvrement (Vi)i∈I un recouvrement fini.

Ceci montre qu’en un nombre fini d’étapes on se ramène à un recouvre-

ment dont V lui même fait partie et l’élément m voulu est donné.

Posons

mkl = χVk∩Vl
·mk = χVk∩Vl

·ml.

Comme χVk
χVl

= χVk∩Vl
et que χVk

·mk = mk, χVl
·ml = ml, on obtient

mkl = χVl
·mk = χVk

·ml.
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Posons V0 = Vk ∪ Vl. Comme χV0 = χVk
+ χVl

− χVk∩Vl
, on a alors

mkl = χVk∩Vl
·mkl = χVl

·mkl = χVk
·mkl = χV0 ·mkl.

Définissons m0 = mk +ml −mkl. On a χVk
·m0 = mk, χVl

·m0 = ml et

χVk∩Vl
·m0 = mkl, d’où χV0 ·m0 = m0. Donc m0 ∈M(V0), et

ρV0,Vk
·m0 = mk, ρV0,Vl

·m0 = ml,

ce qui établit (II.2.5.1). Pour tout j ∈ I, on a

χVj
·m0 = χVj

· (mk +ml −mkl) = (χVk
+ χVl

− χVk∩Vl
) ·mj = χV0 ·mj ,

ce qui établit (II.2.5.2).

Pour l’unicité, remarquons que si m′
0 vérifie (II.2.5.1), alors

m′
0 = χV0 ·m

′
0 = (χVk

+ χVl
− χVk∩Vl

) ·m′
0 = mk +ml −mkl = m0.

Ceci termine la démonstration du fait queM est un faisceau.

Il est clair que les deux foncteurs sont inverses l’un de l’autre : si

l’on part d’un D(X)-module M non dégénéré, on forme le faisceau M

correspondant comme ci-dessus. On a alors

Mc(X) =
⋃

U∈Tc

M(U) =
⋃

U∈Tc

χU ·M = M,

car M est non dégénéré. Réciproquement, si l’on part d’un faisceau de

C∞X -modules M, que l’on pose M = Mc(X), on voit que pour tout

ouvert compact U , χU ·M = χU · M(U) = M(U). Ceci montre que le

faisceau construit comme ci-dessus à partir de M est bien le faisceauM

de départ.

Soit M un D(X)-module non dégénéré et soit M le faisceau de C∞X -

modules correspondant par le théorème. La fibreMx en tout point x ∈ X

est la limite inductive des M(U) = χU ·M sur le système des ouverts

compacts U de X contenant x. Plus explicitement, munissons M de la

relation d’équivalence définie par m ≡ m′ s’il existe U voisinage ouvert

compact de x tel que χU ·m = χU ·m′. La fibreMx est alors l’ensemble

des classes d’équivalence.

On peut aussi définir directement la fibreMx comme M/M(x) où

M(x) = {m ∈M | ∃f ∈ D(X), f(x) 6= 0 et f ·m = 0}.
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En effet, si m ∈M , son image dans M/M(x) ne dépend que de sa classe

d’équivalence pour la relation ci-dessus : si pour un certain m′ ∈ M et

un certain voisinage ouvert compact U de x, χU · m = χU · m′, on a

χU · (m−m′) = 0, ce qui montre que m−m′ est dans M(x) (prendre f =

χU). Ceci permet de définir une application de Mx dans M/M(x). On

utilise alors le (ii) du lemme II.1.1 pour montrer que cette application est

injective : sim ∈M(x) car f ·m = 0 pour une certaine fonction f vérifiant

les propriétés requises, on écrit celle-ci sous la forme f =
∑m

j=0 αj χUj
où

les Uj sont des ouverts compacts disjoints de X, U0 contient x et α0 est

non nul. Comme pour tout j 6= 0, χU0χUj
·m = 0, on voit que χUj

·m ≡ 0.

D’autre part

f ·m =
m∑

j=0

αj χUj
·m = 0

et donc α0 χU0 ·m ≡ 0, d’où m ≡ 0, ce qui montre l’injectivité de l’ap-

plication. La surjectivité étant claire, on a bien Mx 'M/M(x).

Exemples. — 1. Si M = D(X) alors F est le faisceau C∞X des fonctions

localement constantes sur X.

— 2. Si q : X → Y est une application continue entre deux espaces

t.d., tout D(X)-module M devient un D(Y )-module par

g ·m = (g ◦ q) ·m, (g ∈ D(Y )), (m ∈M).

En fait q définit un morphisme d’algèbres, encore noté q :

q : D(Y )→ D(X), g 7→ g ◦ q.

Ceci munit D(X) d’une structure de D(Y )-bimodule (remarquons tout de

même que les algèbres considérées sont commutatives, et qu’il n’y a pas

lieu de distinguer module à droite et à gauche). Il est important de noter

que D(X) est un D(Y )-bimodule non dégénéré. En effet, si f ∈ D(X),

soit U un ouvert compact de X tel que χU ·f = f et posons UY = q(U). Il

est clair que UY , étant l’image d’un compact par une application continue,

est compact. D’autre part (χUY
◦ q)χU = χU(χUY

◦ q) = χU , d’où

χUY
· f = (χUY

◦ q) · f = (χUY
◦ q)χU · f = χU · f = f.

On peut donc appliquer les résultats du dernier paragraphe de I.2.3. La

partie non dégénérée de M pour la structure de D(X)-module coïncide
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avec sa partie non dégénérée pour la structure de D(Y )-module. Les

foncteurs d’oubli et de pseudo oubli sont ainsi égaux. Par l’équivalence

de catégories établie dans le théorème, ils coïncident respectivement avec

des foncteurs notés usuellement q! et q∗ en théorie des faisceaux (voir

[27]). Lorsque les espaces sont totalement discontinus, on a donc q! = q∗.

Rappelons que le foncteur d’oubli admet un adjoint à droite

IXY : M(D(Y ))→M(D(X)), M 7→ HomD(Y )(D(X),M)0,

et, d’après ce qui vient d’être dit dans ce cas, un adjoint à gauche

PX
Y : M(D(Y ))→M(D(X)), M 7→ D(X)⊗D(Y ) M.

Grâce à l’équivalence de catégories établie ci-dessus, on obtient des fonc-

teurs

IXY , P
X
Y : C∞X −Mod(Y )→ C∞X −Mod(X).

En théorie des faisceaux, les notations traditionnelles pour IXY et PX
Y sont

respectivement f ! et f−1.

Si F est un faisceau sur l’espace t.d. X et que Y est une partie lo-

calement fermée de X, alors on définit un faisceau F|Y sur Y , que l’on

appelle restriction de F à Y . La fibre de F|Y en un point y ∈ Y est égale

à la fibre Fy, et les sections au dessus d’un ouvert U de Y sont celles qui

coïncident au voisinage de chaque point de U avec la restriction d’une

section de F . Lorsqu’on identifie F au faisceau des sections de F̂ , F|Y

s’identifie au faisceau des sections au dessus des ouverts de Y .

Définition. — Soit F ∈ C∞X −Mod(X). L’espace Fc(X)∗ (il s’agit ici

du dual algébrique de l’espace vectoriel Fc(X)) est appelé espace des

distributions sur F . Il est clair que Fc(X)∗ est un C∞(X)-module, l’action

étant définie par

〈f · T, φ〉 = 〈T, fφ〉, (T ∈ F∗), (φ ∈ Fc(X)), (f ∈ C∞(X)).

Soient U un ouvert de X, Z un fermé de X et F ∈ C∞X −Mod(X). De

même qu’en (II.1.2.1), on définit deux morphismes :

iU : Fc(U)→ Fc(X) et pZ : Fc(X)→ (F|Z)c(Z).
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On allège les notations en posant Fc(Z) = (F|Z)c(Z). On a alors un

résultat qui généralise (II.1.2.1) et (II.1.2.2), et dont la démonstration

est similaire :

Proposition. — Avec les notations ci-dessus, et Z = X \ U , on a une
suite exacte

0→ Fc(U)
iU→ Fc(X)

pZ→ Fc(Z)→ 0.

Et dualement, une suite exacte :

0→ Fc(Z)∗
p∗Z→ Fc(X)∗

i∗U→ Fc(U)∗ → 0.

Remarque. — La proposition ci-dessus affirme que toute section à sup-

port compact s ∈ Fc(U) est la restriction d’une section de Fc(X). On

peut alors décrire la fibre en un point x ∈ X de la manière suivante : si

φ ∈ Fc(X), notons φ|U sa restriction à un ouvert U .

Fx = Fc(X)/{φ ∈ Fc(X) | ∃U voisinage ouvert de x, φ|U = 0}

= Fc(X)/〈 f · φ, φ ∈ Fc(X), f ∈ D(X), f(x) = 0〉.

Pour obtenir cette dernière égalité, on remarque que

〈 f · φ, φ ∈ Fc(X), f ∈ D(X), f(x) = 0〉

est inclus dans

{φ ∈ Fc(X) | ∃U voisinage ouvert de x, φ|U = 0}.

Soit φ dans ce dernier ensemble et Z son support. Soit U un ouvert com-

pact de X contenant Z, mais pas x (un tel ouvert est facile à construire

en utilisant le lemme II.1.1). Soit f la fonction caractéristique de U . On

a alors f · φ = φ et f(x) = 0, ce qui montre l’inclusion dans l’autre sens.

Nous terminons cette section en revenant sur la notion d’isomorphisme

de faisceaux. Soit γ : X → Y un homéomorphisme entre espaces topolo-

giques t.d. Ceci induit un isomorphisme d’algèbres D(Y ) ' D(X) grâce

auquel nous identifions D(X) et D(Y )-modules.

Soient X et Y deux espaces topologiques t.d. et soient F , E deux

faisceaux dans C∞X − Mod(X) et C∞X − Mod(Y ) respectivement. Un

isomorphisme entre F et E est donc la donnée d’un homéomorphisme
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γ : X → Y et d’un isomorphisme de D(X)-modules entre Fc(X) et

Ec(Y ). Il est clair que ceci induit un isomorphisme de C-espaces vecto-

riels Fx → Eγ(x) pour tout x ∈ X.

Si γ : F → E est un tel isomorphisme, on note encore

γ : Ec(Y )∗ → Fc(X)∗

son transposé.

II.3. Groupes topologiques t.d.

L’élément neutre d’un groupe G sera noté 1G.

II.3.1. Groupes et actions de groupes.— Si X est un ensemble, G

un groupe agissant sur X, et E un espace vectoriel de fonctions sur X,

alors G agit linéairement sur E par :

g · f(x) = f(g−1 · x), (x ∈ X), (g ∈ G), (f ∈ E).

Si E ′ est un espace fonctionnel sur X en dualité avec un espace de

fonctions E, alors G agit sur E ′ par :

〈g · T, f〉 = 〈T, g−1 · f〉, (g ∈ G), (f ∈ E), (T ∈ E ′).

En particulier, si G est un groupe, le groupe de ses automorphismes

AutG est un groupe agissant sur G. On peut alors appliquer les conven-

tions précédentes. Si g0 est un élément de G, on notera Int(g0) l’auto-

morphisme intérieur de G, g 7→ g0gg
−1
0 .

Le groupe G agit sur lui-même par translation à gauche et à droite.

Notons l et r respectivement ces actions

l(g) · g′ = gg′, r(g) · g′ = g′g−1, (g, g′ ∈ G).

Ces actions induisent des actions de G sur tous les espaces fonctionnels

sur G que l’on notera encore l et r.

On note f 7→ f̌ l’application linéaire d’un espace fonctionnel sur G

dans lui-même induite par l’antiautomorphisme g 7→ g−1 de G.
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II.3.2. Un résultat de finitude. — Dans ce paragraphe, G est un

groupe t.d. Rappelons qu’un espace topologique est dit séparable s’il

admet une base dénombrable de voisinages. Nous utiliserons souvent, et

sans plus de commentaires, le résultat suivant :

Lemme. — (i) Soient K ⊂ K1 des sous-groupes ouverts compacts de G.
Alors [K : K1] est fini.

(ii) Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, alors G/K muni de
la topologie quotient est discret. Si de plus G est séparable, alors G/K
est dénombrable.

Démonstration. Le groupe K1 est réunion disjointe des classes à gauche

modulo K, ce qui forme un recouvrement de K1 par des ouverts disjoints.

Par compacité, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Or ce sous-

recouvrement ne peut pas être strictement plus petit. Donc l’ensemble

des classes à gauche est fini.

Comme la multiplication à gauche par un élément g de G est un ho-

méomorphisme de G, gK est un ouvert contenant g. Par définition de la

topologie quotient, le point gK de G/K est ouvert. Un espace dont les

points sont ouverts est discret. Supposons G séparable, et soit {Ui}i une

base dénombrable d’ouverts de G. Comme pour tout g ∈ G, gK est un

ouvert de G, il existe i tel que Ui ⊂ gK. Comme les classes à gauche sont

disjointes, on voit qu’elles sont au plus en nombre dénombrable.

II.3.3. Actions de groupes t.d.— Lorsqu’on considère une action

d’un groupe t.d. G sur un espace t.d. X, il s’agit toujours d’une action à

gauche continue.

Proposition. — Supposons que G soit un groupe t.d. dénombrable à l’in-
fini agissant sur un espace t.d. X avec un nombre fini d’orbites. Alors
il existe une orbite ouverte X0, et pour tout point x0 ∈ X0, l’application
G → X0, g 7→ g · x0 est ouverte. Il en résulte que toutes les orbites sont
localement fermées dans X.

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Comme on

a supposé ce dernier dénombrable à l’infini, on a un système dénombrable
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de représentants (gi)i∈I des classes à gauche de K dans G. Choisissons

aussi un système de représentants x0, . . . xm des orbites de G dans X. On

a alors

X =
⋃

i,j

(giK) · xj .

Donc X est une union dénombrable de parties compactes. Comme X

vérifie la propriété de Baire (proposition II.1.1), l’une des parties (giK)·xj
est voisinage d’un de ses points. Soit (gik) ·xj un tel point. Alors la partie

K · xj = (gik)
−1(giK) · xj

est voisinage de xj = (gik)
−1(gik) · xj . Quitte à renuméroter les orbites,

on peut supposer que j = 0. Soit K ′ un sous-groupe ouvert compact

de G contenu dans K. Comme K ′ est d’indice fini dans K, il existe

un système de représentants fini {k1, . . . , km} des classes à gauche de

K ′ dans K. On peut alors refaire le même raisonnement que ci-dessus :

l’une des parties kiK
′ · x0 est voisinage de l’un de ses points kik

′ · x0

et K ′ · x0 = (kik
′)−1kiK

′ · x0 est un voisinage de x0. Ceci montre que

l’application g 7→ g · x0 de G dans X est ouverte. La dernière assertion

est claire, et ceci termine la démonstration de la proposition.

Corollaire. — Soit G un groupe t.d. dénombrable à l’infini, agissant
transitivement sur un espace t.d. X. Soit x0 dans X, et soit H son sta-
bilisateur dans G. Alors l’application naturelle G/H → X, gH 7→ g · x0

est un homéomorphisme.

Soit G un groupe t.d. agissant sur un espace t.d. X. Notons X/G

l’ensemble des orbites, et p : X → X/G la projection naturelle. On

munit X/G de la topologie quotient (U ∈ X/G est ouvert si et seulement

si p−1(U) est ouvert dans X). Il est clair que p est alors continue, mais

X/G est un espace topologique qui n’est pas nécessairement séparé.

Lemme. — L’application p est ouverte. Si Z est une partie G-invariante
fermée (resp. localement fermée) de X, alors p(Z) est fermé dans X/G
(resp. localement fermé).

Démonstration. Soit U un ouvert de X. On a p−1(p(U)) =
⋃
g∈G g ·U , et

ceci est un ouvert de X. Donc p(U) est ouvert dans X/G ce qui montre
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que l’application p est ouverte. Si Z est une partie G-invariante fermée

de X, son complémentaire U est une partie G-invariante ouverte de X, et

comme p est surjective, le complémentaire de p(Z) dans X/G est l’image

de U par p : c’est un ouvert de X/G. Si maintenant Z est localement

fermé, Z = U ∩ F , où U est ouvert et F est fermé dans X. On a alors

Z = U∩Z̄ , et comme Z̄ est G-invariant, p(Z) = p(U)∩p(Z̄). Ceci montre

que p(Z) est localement fermé dans X/G.

Supposons que la topologie de X/G soit séparée. Alors, comme p est

ouverte et que l’image par p d’un compact est compact, il est clair que

l’espace X/G est un espace totalement discontinu.

II.3.4. Espaces quotients. — Nous appliquons les résultats ci-dessus

au cas d’un groupe quotient :

Lemme. — Soit N un sous-groupe fermé de G. Alors l’espace G/N ,
muni de la topologie quotient, est un espace t.d. Si N est distingué le
groupe M = G/N est un groupe t.d.

Démonstration. La seule chose qui reste à vérifier est que l’espace G/N

est séparé. Il s’agit de montrer que la diagonale

∆ = {(xN, xN) ∈ G/N ×G/N}

est fermée dans G/N × G/N . Considérons l’action par multiplication

à droite de N × N dans G × G, de sorte que l’ensemble des orbites

(G × G)/(N × N) s’identifie canoniquement à G/N × G/N . Soit p2 la

projection naturelle de G×G dans G/N×G/N . D’après le lemme II.3.3,

il suffit de vérifier que p−1
2 (∆) est fermé. Or

p−1
2 (∆) = {(g1, g2) ∈ G | g1g

−1
2 ∈ N}

est fermé car N est un sous-groupe fermé.
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II.3.5. Espaces fonctionnels sur G. — En plus des espaces fonction-

nels C∞(G), D(G), D′(G), E ′(G) déjà définis ci-dessus, et sur lesquels G

agit par l et r, on introduit pour tout sous-groupe ouvert compact K de

G les espaces suivants :

C∞(G,K, l) = {f ∈ C∞(G)| l(k) · f = f, k ∈ K},

C∞(G,K, r) = {f ∈ C∞(G)| r(k) · f = f, k ∈ K},

C∞(G,K) = C∞(G,K, l) ∩ C∞(G,K, r)

On définit de manière analogue :

D(G,K, l), D(G,K, r) et D(G,K),

D′(G,K, l), D′(G,K, r) et D′(G,K),

E ′(G,K, l), E ′(G,K, r) et E ′(G,K).

On pose aussi :

C∞unif,l(G) =
⋃

K

C∞(G,K, l), C∞unif,r(G) =
⋃

K

C∞(G,K, r),

et C∞unif(G) =
⋃

K

C∞(G,K)

où K décrit l’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G.

De même on définit :

Dunif,l(G), Dunif,r(G, r) et Dunif(G),

D′
unif,l(G), D′

unif,r(G, r) et D′
unif(G),

E ′unif,l(G), E ′unif,r(G) et E ′unif(G).

Lemme. — (i) Soit une fonction f de D(G). Alors il existe un sous-
groupe compact ouvert K de G, un ensemble fini de représentants {gj}
des doubles classes modulo K dans G et des scalaires aj tels que

f =
∑

j

aj χKgjK

où χX désigne la fonction caractéristique d’une partie X de G.
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(ii) Soit f ∈ D(G,K, l) (resp. D(G,K, r). Alors le support de f est
une union finie de classes à droite (resp. à gauche) de K dans G. Soit
g1, . . . , gr des représentants de ces classes. Alors f peut s’écrire :

f =
∑

i

ci χKgi
, resp. f =

∑

i

ci χgiK ,

où seul un nombre fini de ci sont non nuls.

Démonstration. Soit F = Supp(f), un compact de G. Comme f est

localement constante, pour tout g ∈ F , il existe un sous-groupe compact

ouvert Kg tel que f soit constante sur KggKg. Du recouvrement F ⊂⋃
g∈F KggKg, on peut extraire un sous-recouvrement fini (compacité de

F ), disons F ⊂
⋃
iKgi

giKgi
. Soit K =

⋂
iKgi

: c’est un sous-groupe

ouvert compact de G. Comme pour tout i, [Kgi
: K] est fini (lemme

II.3.2), on peut trouver un ensemble fini {gj} de représentants des doubles

classes modulo K tel que F ⊂
⋃
jKgjK, et donc f s’écrit sous la forme :

f =
∑

j

aj χKgjK ,

où les aj sont des scalaires, et χX . La démonstration du (ii) est similaire.

Corollaire. — On a :

D(G) ⊂ C∞unif(G) ⊂ C∞(G).

En particulier Dunif,l(G) = Dunif,r(G) = Dunif(G) = D(G).

II.3.6. Mesure de Haar. — Nous montrons ici l’existence d’une me-

sure de Haar (à gauche) sur un groupe t.d. Le résultat reste valable pour

un groupe topologique localement compact quelconque, mais la démons-

tration pour les groupes t.d. donnée ici est plus simple que celle du cas

général.

Proposition. — Soit G un groupe t.d. Il existe, à un facteur multiplicatif
scalaire près, une seule distribution µG sur G invariante par translation
à gauche. On peut choisir µG positive (c’est-à-dire telle que 〈µG, f〉 >
0 pour toute fonction f ∈ D(G) non identiquement nulle et à valeurs
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positives ou nulles). Une mesure invariante à droite νG peut être définie
de manière similaire.

Démonstration. Soit Kα un système fondamental de voisinages de l’élé-

ment neutre dans G composé de sous-groupes ouverts compacts et sup-

posons de plus que l’un d’eux, disons Kα0 contient tous les autres. Pour

tout α, posons Dα = D(G,Kα, r). Il est clair que si Kα ⊂ Kβ, alors

Dβ ⊂ Dα et que D(G) =
⋃
αDα. D’autre part, chaque Dα est stable sous

l’action l de G. Pour définir une distribution invariante à gauche sur G,

il suffit de définir de manière compatible pour chaque α un élément µα
du dual de Dα invariant à gauche, c’est-à-dire que si Dβ ⊂ Dα, alors

µα|Dβ
= µβ. Comme Dα est engendré par les translatés à gauche de la

fonction caractéristique de Kα, cet élément du dual est complètement de

terminé par sa valeur prise sur χKα. Il s’ensuit que µG est bien unique à

multiplication par un facteur scalaire près. Pour démontrer l’existence, il

s’agit de normaliser les µα de manière compatible, et pour cela, on utilise

le sous-groupe compact ouvert α0 ci-dessus. On choisit µα0 en posant

〈µα0, χKα0
〉 = 1, et on normalise alors les µα en posant

〈µα, χKα〉 = [Kα : Kα0 ]
−1.

Il est facile de vérifier que ceci définit bien une famille {µα} compatible.

La mesure de Haar µG est un élément de D′(G). Pour toute fonction

f ∈ C∞(G), définissons la distribution

fµG : φ ∈ D(G) 7→

∫

G

φ(g)f(g) dµG(g).

Ceci permet de plonger (canoniquement, à un multiple scalaire près)

C∞(G) dans D′(G). Si f est de plus à support compact, il en est de

même de la distribution fµG, d’où un plongement de D(G) dans E ′(G).

II.3.7. Fonction modulaire. — Soit G un groupe t.d. et soit µ une

mesure de Haar à gauche positive sur G. L’unicité à un facteur multipli-

catif près de la mesure de Haar permet de définir la fonction modulaire
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δG, grâce à la formule

r(g) · µG = δG(g)µG.

En effet, r(g) · µG est bien une mesure de Haar à gauche positive et en

particulier δG est à valeurs dans R∗
+. Il est facile de vérifier que δG est un

caractère de G. En pratique, la formule à utiliser est donc la suivante :

pour toute fonction f ∈ D(G),
∫

G

f(hgh−1) dµG(g) =

∫

G

f(gh−1) dµG(g) = δG(h)

∫

G

f(g) dµG(g).

Proposition. — (i) La restriction de δG à tout sous-groupe compact de
G est identiquement égale à 1.

(ii) La distribution δ−1
G µG est invariante à droite. Si T 7→ Ť est l’in-

volution de D′(G) induite par l’homéomorphisme g 7→ g−1, alors µ̌G =

δ−1
G µG.

Démonstration. L’image d’un sous-groupe compact K de G par δG est

un sous-groupe compact de R∗
+ : il n’y a que le sous-groupe trivial. Ceci

montre (i). Pour (ii), on vérifie d’abord que l’on a r(g) · δG = δG(g)δG
pour tout g ∈ G. On a alors :

r(g) · (δ−1
G µG) = (r(g) · δ−1

G ) (r(g) · µG) = δ−1
G (g)δ−1

G δG(g)µG = δ−1
G µG

et donc δ−1
G µG est invariante à droite. Comme il est clair que µ̌G l’est

aussi, ces deux distributions sont proportionnelles, et en les évaluant

sur la fonction caractéristique d’un sous-groupe ouvert compact, on voit

qu’elle sont égales.

Définition. — Un groupe G tel que δG est identiquement égal à 1 est

dit unimodulaire.

Exemples. — 1. Un groupe abélien est unimodulaire.

— 2. Un groupe compact est unimodulaire (car le seul sous-groupe

compact de R× est {1}).

— 3. Si G est réunion de ses sous-groupes compacts, alors G est uni-

modulaire.
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On peut plus généralement définir le module d’un automorphisme σ

de G par la formule σ · µG = δG(σ) µG. Plus explicitement, comme pour

toute fonction f ∈ D(G),

〈σ · µG, f〉 = 〈µG, σ
−1 · f〉 =

∫

G

(σ−1 · f)(g) dµG(g) =

∫

G

f(σ(g)) dµG(g),

on obtient la formule

(II.3.7.1)

∫

G

f(σ(g)) dµG(g) = δG(σ)

∫

G

f(g) dµG(g).

En particulier, si σ = Int(h), on obtient δG(σ) = δG(h).

II.3.8. Calcul de la fonction modulaire. — Nous allons donner une

formule pour δG en termes d’indices de sous-groupes ouverts compacts.

Comme dans la section précédente, G est un groupe t.d. et σ est un

automorphisme de G. On fixe une mesure de Haar à gauche µG sur G.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et posons K1 = K∩σ−1(K).

Comme

µG(K) =

∫

G

χK(g) dµG(g),

l’équation (II.3.7.1) nous donne :

δG(σ)µG(K) = δG(σ)

∫

G

χK(g) dµG(g) =

∫

G

χK(σ(g)) dµG(g)

=

∫

G

χσ−1(K)(g) dµG(g) = µG(σ−1(K)).

Or,

µG(K) = [K : K1]µG(K1), µG(σ−1(K)) = [σ−1(K) : K1]µG(K1),

d’où,

(II.3.8.1) δG(σ) =
[σ−1(K) : K1]

[K : K1]
.
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II.3.9. Mesure invariante sur un espace homogène. — Soit H

un sous-groupe fermé d’un groupe t.d. G. Il n’existe pas toujours de

mesure sur l’espace topologique t.d. G/H (cf. lemme II.3.4) invariante

sous l’action de G par translations à gauche. Décrivons ce qui se passe en

général, mais pour des raisons qui apparaîtront dans la suite, considérons

plutôt l’espace H\G muni de l’action de G par translations à droite.

Posons δH\G = δG/δH : c’est un caractère de H . Considérons l’ensemble

des fonctions f localement constantes sur G vérifiant :

a) f(hg) = δH\G(h) f(g), g ∈ G, h ∈ H .

b) f est à support compact modulo H , c’est-à-dire qu’il existe un sous-

ensemble compact Kf de G tel que Supp (f) ⊂ H ·Kf .

On note D(G,H, δH\G) l’espace de ces fonctions. Il est clair que cet

espace est invariant sous l’action à droite de G. Si δH\G est identique-

ment égal à la fonction constante 1, alors D(G,H, δH\G) est isomorphe à

D(H\G).

Théorème. — Il existe à un facteur multiplicatif près une seule distri-
bution νH\G sur D(G,H, δH\G) invariante sous l’action à droite de G.
On peut la choisir positive.

On note :

〈νH\G, f〉 =

∫

H\G

f(g) dνH\G(g), f ∈ D(G,H, δH\G).

Démonstration. Soient respectivement µG et µH des mesures de Haar à

gauche sur G et H . Définissons un opérateur p : D(G)→ C∞(G) par

p(f)(g) =

∫

H

f(hg)δG(h)−1 dµH(h).
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Il est clair que p commute avec l’action à droite de G sur D(G) et C∞(G).

D’autre part, pour tout h0 ∈ H ,

p(f)(h0g) =

∫

H

f(hh0g)δG(h)−1 dµH(h)

= δG(h0)

∫

H

f(hh0g)δG(hh0)
−1 dµH(h)

= δG(h0)δH(h0)
−1

∫

H

f(hg)δG(h)−1 dµH(h)

= δH\G(h0)

∫

H

f(hg)δG(h)−1 dµH(h) = δH\G(h0) p(f)(g)

et donc l’image de p est dans D(G,H, δH\G), la condition sur le support

étant vérifiée de manière évidente.

Montrons maintenant que p est surjectif. Pour tout g in G et tout

sous-groupe ouvert compact K de G, notons D(G)Kg (respectivement

D(G,H, δH\G)Kg ) le sous-espace de D(G) (resp. D(G,H, δH\G)) des fonc-

tions à support dans HgK et fixes sous l’action par translation à droite

de K. Il est clair que

p(D(G)Kg ) ⊂ D(G,H, δH\G)Kg .

D’autre part, toute fonction de D(G,H, δH\G)Kg est déterminée par sa

valeur en g, et donc cet espace est de dimension 1.

Soient f ∈ D(G,H, δH\G) et Kf un compact de G tel que Supp (f) ⊂

H ·Kf . Pour chaque x ∈ Kf , soit Kx un sous-groupe compact ouvert de

G tel que f soit constante sur xKx. Du recouvrement Kf ⊂
⋃
x∈F xKx

on extrait par compacité un recouvrement fini Kf ⊂
⋃
i xiKxi

, et l’on

pose K =
⋂
iKxi

. Comme chaque [K : Kxi
] est fini, en considérant

des représentants des classes à gauche de K dans les Kxi
, on trouve un

recouvrement fini de Kf de la forme Kf ⊂
⋃
j xjK. De ceci, on déduit

que f s’écrit comme une somme finie f =
∑

j fj où Supp (fj) = HxjK,

les fj étant invariantes à droite par K (et fj est déterminée par sa valeur

en xj). Toute fonction de D(G,H, δH\G) s’écrit comme somme finie de

fonctions dans des D(G,H, δH\G)Kg . Par conséquent, il suffit de montrer la

surjectivité de p : D(G)Kg → D(G,H, δH\G)Kg . Comme l’espace d’arrivée

est de dimension un, il suffit de montrer que p(D(G)Kg ) est non nul. Or il

est clair que p(f) est non nul dès que f est à valeurs positives ou nulles et
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non identiquement nulle. Ceci termine la démonstration de la surjectivité

de p.

Soit f ∈ D(G)Kg . Comme f est à support compact, il existe une par-

tie compacte F de H telle que f est à support dans FgK. Pour chaque

y ∈ F , ygK est un voisinage de yg dans G, et donc il existe un sous-

groupe ouvert compact Ky de G tel que Kyyg ⊂ ygK. Du recouvrement

F ⊂
⋃
y∈F Kyy on extrait un sous-recouvrement fini F ⊂

⋃
iKyi

yi, et

l’on a FgK ⊂
⋃
iKyi

yigK ⊂
⋃
i yigK. Comme f est invariante sous l’ac-

tion à droite de K, on voit qu’elle est déterminée par ses valeurs aux

points yi. L’espace D(G)Kg s’identifie donc à l’espace des fonctions à sup-

port fini sur l’espace HgK/K, espace sur lequel H agit transitivement

par translation à gauche. Comme HgK/K ⊂ G/K et que ce dernier

est discret (lemme II.3.2, (ii)), il en est de même de HgK/K. L’espace

D(G)Kg est donc engendré par les l(h) · χgK , h ∈ H . Deux formes li-

néaires Ti, i = 1, 2, sur D(G)Kg telles que Ti(l(h) · f) = δG(h)−1Ti(f)

sont donc proportionnelles. Pour tout g ∈ G, notons δg la distribution de

Dirac en g. Comme D(G,H, δH\G)Kg est de dimension 1, son dual aussi,

et il est engendré par δg. Il est facile de voir que les distributions T1 et

T2 définies par T1(f) := 〈δg, p(f)〉 et T2(f) := 〈νG, f〉 vérifient toute

deux la propriété ci-dessus, et sont donc proportionnelles. On en déduit

que si f ∈ D(G), p(f) = 0 dès que 〈νG, f〉 = 0. On a donc montré

que D(G,H, δH\G) ' D(G)/ ker p et que toute distribution sur G inva-

riante sous l’action à droite de G est nulle sur ker p. La mesure de Haar

à droite νG sur G induit donc une forme linéaire invariante νH\G sur

D(G,H, δH\G), unique à un facteur multiplicatif près. Comme on peut

prendre νG positive, il en est de même de νH\G.

Remarque. — l’espaceD(G,H, δH\G) est unD(H\G)-module (par mul-

tiplication des fonctions) et donc définit un faisceau sur H\G grâce à

l’équivalence de catégories du théorème II.2.
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II.3.10. Convolution. — Soit G un groupe t.d. et soient T1 et T2 deux

distributions dans E ′(G). On peut alors définir leur produit de convolu-

tion par la formule :
∫

G

f(g) d(T1 ∗ T2)(g) :=

∫

G×G

f(gh) d(T1 ⊗ T2)(g, h), (f ∈ D(G)).

Ceci est bien défini, car T1 ⊗ T2 est à support compact d’après la propo-

sition II.1.3. Si T ∈ D′(G) et f ∈ D(G), on définit aussi T ∗ f et f ∗ T

dans D(G) par :

(T ∗ f)(g0) :=

∫

G

f(g−1g0) dT (g) = 〈T, l(g0) · f̌〉

(f ∗ T )(g0) :=

∫

G

f(g0g
−1) dT (g) = 〈T, r(g−1

0 ) · f̌〉.

Proposition. — Pour toutes distributions T1, T2, T3 dans E ′(G) et toute
fonction f dans D(G), on a

(i) Supp(T1 ∗ T2) ⊂ Supp(T1) · Supp(T2). En particulier T1 ∗ T2 est à
support compact.

(ii) (T1 ∗ T2) ∗ T3 = T1 ∗ (T2 ∗ T3).

(iii) (T1 ∗ T2) ∗ f = T1 ∗ (T2 ∗ f), (T1 ∗ (f ∗ T2)) = (T1 ∗ f) ∗ T2,

(f ∗ T1) ∗ T2 = f ∗ (T1 ∗ T2).

Pour tout T ∈ E ′(G) et tout f ∈ D(G), on a,

(iv) (T ∗ fµG) = (T ∗ f)µG, (fνG ∗ T ) = (f ∗ T )νG.

Pour tout T ∈ E ′(G) et tout f ∈ D(G), on a,

(v) 〈T, f〉 = (T ∗ f̌)(1G) = (f̌ ∗ T )(1G).

Démonstration. Le point (i) découle facilement de la proposition II.1.3,

et le point (ii) des formules de Fubini. Les définitions de T ∗f et f ∗T sont

faites pour que (iv) soit vérifié. Il est facile de déduire (iii) de (ii) et (iv),

ou directement des formules de Fubini. Le dernier point est immédiat.

L’espace E ′(G) est stable par produit de convolution et ce produit

est associatif et bilinéaire pour la structure d’espace vectoriel de E ′(G).

Notons δg la distribution de Dirac au point g ∈ G. C’est évidemment un
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élément de E ′(G). Il est clair en utilisant les formules de Fubini que pour

tout T ∈ E ′(G), on a

δ1G
∗ T = T ∗ δ1G

= T.

Autrement dit, δ1G
est l’élément neutre pour le produit de convolution

sur E ′(G). Pour résumer, l’espace E ′(G) des distributions à support com-

pact sur G muni du produit de convolution est une algèbre associative,

d’élément neutre δ1G
.

Le groupe G agit sur l’algèbre de convolution E ′(G) par l et r.

Lemme. — Soit T ∈ E(G) et soit g, g′ ∈ G. On a alors

δg ∗ T = l(g) · T, T ∗ δg = r(g−1) · T, δg ∗ δg′ = δgg′ .

Démonstration. Ceci est le résultat de calculs sans difficultés.

II.3.11. Quelques formules. — Si Γ est un sous-groupe compact de

G, alors la mesure de Haar sur Γ, normalisée par µΓ(Γ) = 1 définit un

élément eΓ de E ′(G) :

〈eΓ, f〉 =

∫

Γ

f(γ) dµΓ(γ), (f ∈ C∞(G)).

Lemme. — Soient Γ1 et Γ2 des sous-groupes compacts de G, et soit
g ∈ G. Alors il existe une unique distribution T sur G à support compact
telle que SuppT ⊂ Γ1gΓ2, invariante sous l’action de Γ1 par l et de Γ2

par r et normalisée par
∫
G
dT = 1.

Démonstration. On définit une action ρ de Γ1 × Γ2 sur Γ1gΓ2 par :

ρ(γ1, γ2) · x = γ1xγ
−1
2 , (x ∈ Γ1gΓ2), (γ1 ∈ Γ1), (γ2 ∈ Γ2).

Comme cette action est simplement transitive, on déduit du théorème

II.3.9 et du fait que Γ1 × Γ2 est unimodulaire, qu’il existe une unique

distribution (Γ1 × Γ2)-invariante T0 sur Γ1gΓ2 telle que
∫
Γ1gΓ2

dT0 = 1.

D’après le corollaire II.1.2, ceci définit une distribution sur G ayant les

propriétés voulues. On vérifie facilement que cette distribution n’est autre

que eΓ1 ∗ δg ∗ eΓ2 .
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Proposition. — Soient Γ, Γ1 et Γ2 des sous-groupes compacts de G, tels
que Γ = Γ1 · Γ2 et soit g un élément de G. On a :

(i) eΓ = eΓ1 ∗ eΓ2 = eΓ2 ∗ eΓ1.

(ii) δg ∗ eΓ ∗ δg−1 = egΓg−1.

En particulier eΓ ∗ eΓ = eΓ et si Γ1 ⊂ Γ2, eΓ2 = eΓ1 ∗ eΓ2 = eΓ2 ∗ eΓ1.
Si δ ∈ Γ, δg ∗ eΓ ∗ δg−1 = egΓg−1.

Démonstration. Ceci découle sans difficulté du lemme du précédent.

II.3.12. L’algèbre de Hecke. — Nous allons changer quelque peu les

notations introduites au paragraphe II.3.5.

Lemme. — Fixons une mesure de Haar à gauche µG sur G. Alors la
multiplication par µG induit un isomorphisme

D(G) ' E ′unif(G, l).

De plus, toute distribution T dans E ′unif(G, l) est aussi dans E ′unif(G, r),
donc dans E ′unif(G).

On a donc E ′unif(G, l) = E ′unif(G, r) = E ′unif(G) et nous noterons do-

rénavant H(G) cet espace, appelé généralement l’algèbre de Hecke de

G.

Démonstration. Soit T une distribution dans E ′unif(G, l), et soit K un

sous-groupe ouvert compact tel que T soit invariante sous l’action de

K par l. D’après le lemme II.3.11, la restriction de T à toute partie

de la forme Kg de G est proportionnelle à la restriction de µG. On en

déduit que T est de la forme T = f µG pour une fonction invariante sous

l’action de K par l . Une telle fonction est localement constante. De plus,

clairement, SuppT = Supp f et donc comme T est à support compact,

f est dans D(G). Réciproquement, il est clair que si f ∈ D(G), alors

f µG ∈ E ′unif,l(G). On en déduit la dernière assertion.

Si Γ est un sous-groupe compact ouvert de G, alors eΓ est dans H(G).

En revanche, pour tout g ∈ G, δg est dans E ′(G) mais pas dans H(G).
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Remarques. — 1. Il est clair que H(G) est stable par produit de convo-

lution. Mais comme δ1G
n’est pas dans H(G), l’algèbre (H(G), ∗) n’est

pas unitaire.

— 2. La sous-algèbre H(G) est en fait un idéal bilatère de (E ′(G), ∗).

En effet,

T ∗ fµG = (T ∗ f)µG, fνG ∗T = (f ∗T )νG, (T ∈ E ′(G)), (f ∈ D(G)).

— 3. L’isomorphisme D(G) ' H(G) induit par transport de structure

un produit de convolution sur D(G) :

(f1µG) ∗ (f2µG) = (f1 ∗ f2)µG, = (f1, f2 ∈ D(G)).

La formule explicite pour ce produit est :

(II.3.12.1) (f1 ∗ f2)(g0) =

∫

G

f1(g)f2(g
−1g0) dµG(g), (f1, f2 ∈ D(G)).

Proposition. — L’algèbre H(G) est une algèbre à idempotents. La fa-
mille (eK)K, où K décrit l’ensemble des sous-groupes ouverts compacts
de G est un système filtrant d’idempotents. Elle est munie de l’anti-
involution T 7→ Ť induite par g 7→ g−1.

Démonstration. Nous avons vu que tout sous-groupe compact ouvert K

de G définit un idempotent eK dans H(G). Comme toute distribution

T de H est localement invariante par translation à droite et à gauche,

on peut trouver un sous-groupe compact ouvert K de G assez petit tel

que T soit invariante sous l’action de K par translation à gauche et à

droite. On en déduit immédiatement que eK ∗ T ∗ eK = T . Si l’on a une

famille finie de distributions {Ti} de H(G), on trouve pour chacune d’elle

un sous-groupe compact ouvert Ki de G tel que eKi
∗ Ti ∗ eKi

= Ti. Il

suffit alors de prendre K =
⋂
iKi, qui est bien un sous-groupe compact

ouvert de G, et l’on a eK ∗ Ti ∗ eK = Ti. Il est clair que T 7→ Ť préserve

le support et l’invariance par translation à gauche et à droite et donc

préserve H(G).

Remarquons que eK1 ≤ eK2 pour l’ordre sur Idem(H(G)) (cf. para-

graphe I.1.1) si et seulement si K2 ⊂ K1.
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Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Posons

H(G,K) = eK ∗ H(G) ∗ eK .

C’est une sous-algèbre unitaire de H(G), d’élément neutre eK .

Remarques. — 1. L’espace H(G,K) n’est autre que l’espace E(G,K)

introduit dans le paragraphe II.3.5.

— 2. Une base de H(G,K) est donnée par les distributions

ag,K := eK ∗ δg ∗ eK ,

où g décrit un système de représentants des doubles classes K\G/K.

Démonstration. Soit T = eK ∗ T ∗ eK un élément de H(G,K), et soit

k ∈ K. On a :

l(k) · T = l(k) · (eK ∗ T ∗ eK) = δk ∗ eK ∗ T ∗ eK = eK ∗ T ∗ eK

d’après le lemme II.3.10 et la proposition II.3.11. Donc l’action de l de

K sur H(G,K) est triviale. De même pour l’action r. Ceci montre que

H(G,K) ⊂ E(G,K). Réciproquement, si T ∈ E(G,K), on utilise Fubini

pour montrer qu’alors eK ∗ T = T et T ∗ eK = T , et donc T ∈ H(G,K).

Il est clair que ag,K = ag′,K pour tout g′ dans la double classe KgK.

L’isomorphisme H(G) = D(G) donné par le choix d’une mesure de Haar

induit un isomorphisme H(G,K) = D(G,K), et d’après le lemme II.3.5,

toute fonction de D(G,K) est combinaison linéaire des χKgK . Il est facile

de voir que χKgK correspond à un multiple scalaire près à ag,K sous

l’isomorphisme H(G,K) = D(G,K), et que les {χKgK} où g décrit un

système de représentants des doubles classes K\G/K est une base de

D(G,K). La remarque 2 en découle.

II.3.13. Complété de H(G) et du centre de M(H(G)). — Dans

ce paragraphe, nous allons décrire de manière explicite en termes de

distributions sur G le complété H(G) de l’algèbre à idempotents H(G),

au sens de la section I.1.3. Ceci nous permettra aussi de décrire le centre

de la catégorieM(H(G)) en termes de distributions invariantes sur G.
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Définition. — Pour toute distribution T ∈ D′(G), pour tout élément h

de H(G), et pour toute fonction f dans D(G), posons

〈T • h, f〉 := 〈T, f ∗ ȟ〉,

〈h • T, f〉 := 〈T, ȟ ∗ f〉.

Il est clair que T • h et h • T définissent des éléments de D′(G).

Remarque. — Avec les notations de la définition, si T est à support

compact, T ∗h est défini, à support compact, et en utilisant la proposition

II.3.10, (v),

〈T ∗ h, f〉 = ((T ∗ h) ∗ f̌)(1G) = (T ∗ (h ∗ f̌))(1G)

= (T ∗ (f ∗ ȟ)̌ )(1G) = 〈T, f ∗ ȟ〉

= 〈T • h, f〉.

Ce qui montre que T •h = T ∗h dans ce cas. De même, on a h•T = h∗T .

Ceci nous permet d’abandonner la notation T • h et de la remplacer par

T ∗h, ceci même lorsque T n’est pas à support compact. Il faudra prendre

garde toutefois dans ce cas à ce que T ∗ h ne désigne pas la convolution

de deux distributions, et revenir à la définition pour effectuer des calculs.

Comme exercice d’application, nous laissons au lecteur le soin de vérifier

que

(T ∗ h)̌ = ȟ ∗ Ť , (T ∈ D′(G)), (h ∈ H(G)).

Le calcul ci-dessus montre aussi que pour T ∈ D′(G) et h ∈ H(G), une

définition équivalente de T ∗ h est :

(II.3.13.1) 〈T ∗ h, f〉 = (T ∗ (h ∗ f̌))(1G).

Définition. — On dit qu’une distribution T de D′(G) est essentielle-

ment compacte à droite (resp. à gauche), si pour tout h ∈ H(G), T ∗ h

(resp. h ∗ T ) est une distribution à support compact. On note D′(G)r.e.c.
(resp. D′(G)l.e.c.) l’espace des distributions essentiellement compactes à

droite (resp. à gauche) sur G. On dit que qu’une distribution T de D′(G)

est essentiellement compacte si elle est essentiellement compacte à droite

et à gauche. On note

D′(G)e.c. = D
′(G)r.e.c. ∩ D

′(G)l.e.c..
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L’espace D′(G)e.c. contient E ′(G).

Il est clair que si T est essentiellement compacte à droite (resp. à

gauche), alors T ∗h (resp. h ∗T ) est dans H(G) pour tout h ∈ H(G). En

effet, par définition, T ∗h (resp. h∗T ) est à support compact. De plus, il

existe un idempotent eK de H(G) tel que h ∗ eK = h (resp. eK ∗ h = h),

donc T ∗ h ∈ E ′(G,K, r) ⊂ H(G) (resp. h ∗ T ∈ E ′(G,K, l) ⊂ H(G)).

Lemme. — L’espace D′(G)r.e.c. est muni d’une structure de C-algèbre
qui étend celle de E ′(G). Il en est de même de D′(G)l.e.c. et D′(G)e.c..

Démonstration. Il s’agit de définir le produit T1∗T2 de deux distributions

T1, T2 dans D′(G)r.e.c., puis de vérifier que ce produit est un produit de

C-algèbre. Posons, pour toute f dans D(G)

〈T1 ∗ T2, f〉 := 〈T1 ∗ (T2 ∗ eK), f〉

où eK est un idempotent de H(G) tel que f ∗ eK = f . Ceci est bien défini

car eK ∈ H(G), donc (T2 ∗ eK) ∈ H(G) puisque T2 est essentiellement

compacte, et T1 ∗ (T2 ∗ eK) ∈ H(G), puisque T1 est essentiellement com-

pacte. On vérifie par les techniques usuelles que cette définition ne dépend

pas du choix de l’idempotent eK de H(G). Dans le cas où T2 = h ∈ H(G),

les définitions des produits

T1 ∗ T2 et T1 ∗ h

coïncident, comme on le vérifie facilement en utilisant (II.3.13.1). L’asso-

ciativité de ce produit découle de l’associativité du produit de convolution

et sa bilinéarité est évidente. On déduit immédiatement de ces proprié-

tés que T1 ∗ T2 est encore essentiellement compacte à droite. L’algèbre

D′(G)r.e.c. admet δ1G
comme élément neutre. On raisonne de même pour

D′(G)l.e.c. en échangeant gauche et droite. Pour D′(G)e.c., on dispose de

deux définitions du produit (une version à droite, et l’autre à gauche).

Montrons qu’elles coïncident. Soient T1, T2 ∈ D′(G)e.c. et f ∈ D(G).

Choisissons l’idempotent eK de sorte que

eK ∗ f = f ∗ eK = f.
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On a alors

〈T1 ∗ (T2 ∗ eK), f〉 = (((T1 ∗ (T2 ∗ eK)) ∗ f̌)(1G)

= (T1 ∗ (T2 ∗ (eK ∗ f̌)))(1G)

= (T1 ∗ (T2 ∗ (f ∗ eK )̌ ))(1G)

= (T1 ∗ (T2 ∗ f̌))(1G)

De même pour la version à gauche, on montre que

〈(eK ∗ T1) ∗ T2, f〉 = ((f̌ ∗ T1) ∗ T2)(1G)

Il s’agit donc de montrer que

(T1 ∗ (T2 ∗ f̌))(1G) = ((f̌ ∗ T1) ∗ T2)(1G).

On sait que si h1, h2 ∈ H(G), alors

(h1 ∗ (h2 ∗ f̌))(1G) = ((f̌ ∗ h1) ∗ h2)(1G).

Pour pouvoir utiliser ceci, on choisit un idempotent eK de tel sorte que

eK ∗f = f ∗eK = f , eK ∗ (T2 ∗ f̌) = (T2 ∗ f̌)∗eK = T2 ∗ f̌ et eK ∗ (f̌ ∗T1) =

(f̌ ∗ T1) ∗ eK = f̌ ∗ T1. On a alors :

(T1 ∗ (T2 ∗ f̌))(1G) = (T1 ∗ (eK ∗ (T2 ∗ f̌)))(1G)

= ((T1 ∗ eK) ∗ (eK ∗ (T2 ∗ f̌)))(1G)

= ((T1 ∗ eK) ∗ (eK ∗ (T2 ∗ (eK ∗ f̌))))(1G)

= ((T1 ∗ eK) ∗ (eK ∗ T2)) ∗ (eK ∗ f̌)(1G)

= (eK ∗ f̌) ∗ ((T1 ∗ eK) ∗ (eK ∗ T2))(1G)

= f̌ ∗ ((T1 ∗ eK) ∗ (eK ∗ T2))(1G)

= (f̌ ∗ T1) ∗ eK)) ∗ (eK ∗ T2)(1G)

= ((f̌ ∗ T1) ∗ T2)(1G).

Nous avons donc les inclusions suivantes :

H(G) ⊂ E ′(G) ⊂ D′(G)e.c. ⊂ D
′(G)r.e.c.

Théorème. — La C-algèbre D′(G)r.e.c. s’identifie au complété H(G) de
l’algèbre à idempotents H(G).
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Démonstration. Rappelons qu’un élément ā de H(G) est une application

ā : Idem(H(G))→H(G),

telle que ā(e) ∈ H(G) ∗ e pour tout e ∈ Idem(H(G)), et ā(f) ∗ e = ā(e)

pour tout couple d’idempotents (e, f) tel que e ≤ f . A un tel élément ā

de H(G), associons la distribution A sur G définie par

〈A, f〉 = 〈ā(e), f〉

pour toute f ∈ D(G) et tout idempotent e de H(G) tel que f ∗ e = f .

On vérifie que ceci ne dépend pas du choix de l’idempotent e. Montrons

que A est essentiellement compacte à droite. Pour tout h ∈ H(G), pour

toute f ∈ D(G),

〈A ∗ h, f〉 = 〈A, f ∗ ȟ〉

= 〈ā(e), f ∗ ȟ〉 où ȟ ∗ e = ȟ

= 〈ā(e) ∗ h, f〉.

Ceci montre que A ∗ h = ā(e) ∗ h où e est tel que ȟ ∗ e = ȟ (ce que l’on

peut réécrire e ∗ h = h). En particulier, A ∗ h est dans H(G) et donc A

est essentiellement compacte à droite.

Réciproquement, définissons une application

D′(G)r.e.c. →H(G), T 7→ T̄ , T̄ (e) = T ∗ e.

Il est facile de vérifier que cette application est l’inverse de l’application

ā 7→ A définie précédemment, et que ce sont bien des morphismes de

C-algèbres. Le théorème en découle.

Corollaire. — Le centre de la catégorie M(H(G)) s’identifie au sous-
espace de D′(G)e.c. des distributions invariantes par conjugaison.

Démonstration. D’après les résultats de la section I.1.7, le centre de

M(H(G)) s’identifie au centre de D′(G)r.e.c.. C’est aussi le commutant

de H(G) dans D′(G)r.e.c.. Une distribution T est donc dans le centre si

T ∗ h = h ∗ T , pour tout h ∈ H(G). Remarquons qu’alors T ∈ D′(G)e.c..

Autrement dit, le centre de D′(G)r.e.c. est aussi le centre de D′(G)e.c..

Soit T dans le centre de D′(G)e.c.. On a alors

(II.3.13.2) 〈T, f ∗ h〉 = 〈T, h ∗ f〉, (f ∈ D(G)).
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D’autre part une distribution T invariante par conjugaison est une

distribution vérifiant r(g) · l(g) ·T = T pour tout g ∈ G, ce que l’on peut

réécrire

〈l(g) · T, f〉 = 〈r(g−1) · T, f〉, (f ∈ D(G)), (g ∈ G),

c’est-à-dire ,

〈T, l(g−1 · f〉 = 〈T, r(g) · f〉, (f ∈ D(G)), (g ∈ G),

ou encore,

〈T, δg ∗ f〉 = 〈T, f ∗ δg〉, (f ∈ D(G)), (g ∈ G),

soit

(II.3.13.3) 〈T, eK ∗ δg ∗ eK ∗ f〉 = 〈T, f ∗ eK ∗ δg ∗ eK〉,

(f ∈ D(G)), (g ∈ G), où eK est un idempotent de H(G) tel que

eK ∗ f ∗ eK = f, eK ∗ (δg ∗ f) = δg ∗ f, (f ∗ δg) ∗ eK = f ∗ δg.

Il est alors clair que (II.3.13.2) implique (II.3.13.3) en prenant h =

eK∗δg∗eK . Pour la réciproque, on utilise le fait que h est dansH(G,K) =

eK∗H(G)∗eK pour un sous-groupe ouvert compact K de G assez petit, et

que donc h peut s’écrire comme une combinaison linéaire de distributions

de la forme eK ∗ δg ∗ eK . Il suffit donc de montrer (II.3.13.2) pour des

distributions de cette forme, et cela découle alors de (II.3.13.3).

II.4. Notes pour le Chapitre II

La plupart des résultats de ce chapitre sont dans [3]. Le passage sur

les faisceaux sur les espaces topologiques t.d. est est grande partie inspiré

du traitement qui en est fait dans [14]. La description du centre et du

complété de H(G) en termes de distributions est dans [22], mais les notes

d’un exposé de A. Moy et des remarques de M. Tadic m’ont été très utiles.



CHAPITRE III

REPRÉSENTATIONS DES GROUPES
TOTALEMENT DISCONTINUS

Ayant défini dans le chapitre précédent les groupes topologiques to-

talement discontinus, nous nous attaquons maintenant à la théorie des

représentations de ces groupes. Nous ne considérons que des représenta-

tions dans des espaces vectoriels complexes, pour lesquelles il s’avère que

la (une ?) bonne catégorie à considérer est celle des représentations lisses,

c’est-à-dire celles qui sont continues lorsque l’espace de représentation est

muni de la topologie discrète. Cette catégorie est alors équivalente à celle

des modules non dégénérés sur l’algèbre de Hecke du groupe définie au

chapitre II. Ceci nous permet d’utiliser les constructions et les résultats

du chapitre I. On en déduit par exemple directement les propriétés du

foncteur associant à une représentation l’espace de ses vecteurs fixés par

un sous-groupe ouvert compact, ou celles du foncteur de dualité (repré-

sentation contragrédiente). Le cœur du chapitre est consacré aux fonc-

teurs d’induction et d’oubli entre catégories de représentations de deux

groupes t.d. définis par un morphisme entre ces deux groupes. Là en-

core, on particularise les résultats du chapitre I. Le cas le plus important

est celui où le morphisme est une inclusion d’un sous-groupe fermé. On

retrouve dans ce cas la notion usuelle de représentation induite, la “réci-

procité de Frobenius” étant le fait que l’induction est l’adjoint à droite

du foncteur d’oubli. On identifie aussi dans ce cadre induction compacte

et foncteur P du chapitre I, à un caractère modulaire près, l’induction

compacte étant donc l’adjoint à gauche du pseudo foncteur d’oubli. Ceci

est particulièrement utile lorsque le pseudo foncteur d’oubli est naturelle-

ment isomorphe au foncteur d’oubli, par exemple lorsque le sous-groupe
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est ouvert. Un autre type important de foncteur entre catégories de re-

présentations est donné par la construction d’espace de “coinvariants”.

Dans un cas particulier qui servira au chapitre VI pour la construction

de l’induction parabolique des groupes réductifs, le foncteur de Jacquet

est un foncteur de type P , donc adjoint à gauche du pseudo foncteur

d’oubli (qui est isomorphe au foncteur d’oubli dans ce cas).

Un autre outil fondamental de la théorie des représentations est le

lemme de Schur. La version dont nous avons besoin ici est démontrée en

annexe. Les représentations irréductibles admettent un caractère central.

Plus généralement, le centre de la catégorie des représentations lisses

agit sur les représentations irréductibles par des scalaires. Nous montrons

aussi qu’il y a suffisamment de représentations lisses irréductibles dans le

sens où les réprésentations irréductibles “séparent les points” de l’algèbre

de Hecke du groupe.

Pour résumer, notre objet d’étude dans ce chapitre n’est pas tant la

catégorie des représentations lisses d’un groupe totalement discontinu que

les foncteurs que l’on peut définir entre de telles catégories. Ces foncteurs

sont des cas particuliers des foncteurs d’induction et d’oubli du chapitre

I, via les équivalences de catégories avec les modules non dégénérés sur

les algèbres de Hecke.

III.1. Représentations lisses

III.1.1. Généralités. — Soit G un groupe. Une représentation (π, V )

de G est la donnée d’un espace vectoriel complexe V et d’un morphisme

de groupe π de G dans GL(V ). Ceci définit une action linéaire de G sur

V . Une représentation (π, V ) est dite unitaire si V est muni d’un produit

hermitien (antilinéaire par rapport à la première variable) 〈. , .〉V vérifiant

〈π(g) · v, w〉V = 〈v, π(g−1) · w〉V , (g ∈ G), (v, w ∈ V ).

Si W est un sous-espace de V stable par l’action de G donnée par

π, nous noterons πW le morphisme de G dans GL(W ) induit par π.

La représentation (πW ,W ) (souvent simplement notée (π,W )) est une

sous-représentation de (π, V ). De même, π induit un morphisme πV/W de
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G dans GL(V/W ). La représentation (πV/W , V/W ) (souvent simplement

notée (π, V/W )) est une représentation quotient de (π, V ). Plus généra-

lement, si W1 ⊂W2 sont deux sous-espaces stables de V sous l’action de

G, le morphisme πW2/W1
de G dans W2/W1 induit par π définit une re-

présentation (πW2/W1
,W2/W1) (ou simplement (π,W2/W1)) que l’on dit

être un sous-quotient de (π, V ).

Une représentation (π, V ) de G avec V de dimension 1 s’appelle un

caractère. On peut dans ce cas identifier V avec C, et l’on note alors

parfois Cπ ce caractère. S’il est à valeur dans les nombres complexes de

module 1, on dit qu’il est unitaire.

Définition. — Soit G un groupe t.d. Une représentation (π, V ) de G

dans un espace vectoriel complexe V est dite lisse, si pour tout v dans

V , il existe un sous-groupe ouvert de G qui fixe v.

Remarque. — Munissons V de la topologie discrète. Si l’on suppose que

pour tout v dans V , l’application :

φv : G→ V, g 7→ π(g) · v

est continue, alors l’image réciproque de l’ouvert {v} de V est un ouvert,

ce qui montre que π est lisse. Réciproquement, si (π, V ) est lisse, l’image

réciproque de tout ouvert de V , qui est la réunion (composée d’ouverts)

de ses points, est une réunion d’ouverts, donc un ouvert.

Si (π, V ) est une représentation quelconque de G, notons V0 l’ensemble

des vecteurs de V fixés par un sous-groupe ouvert de G. Il est clair que

V0 est un sous-espace de V stable sous l’action de G. La représentation

(π, V0) est alors trivialement lisse. On l’appelle la partie lisse de (π, V ).

III.1.2. Exemples. — Le groupe G agit sur C∞(G) par les représen-

tations régulières gauche et droite : (∀f ∈ C∞(G), (∀g ∈ G), (∀x ∈ G),

l(g) · f (x) = f(g−1x), r(g) · f (x) = f(xg).
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Proposition. — Les représentations l et r préservent les sous-espaces
C∞unif(G) et D(G). Les sous-représentations (l, C∞unif(G)), (r, C∞unif(G)),
(l,D(G)), et (r,D(G)) sont lisses.

Démonstration. Soit f ∈ C∞unif(G) et soit K tel que f ∈ C∞(G,K). On a

alors, pour tous k, k′ ∈ K, x, g ∈ G

(l(g) · f)(gkg−1xk′) = f(kg−1xk′) = f(g−1x) = (l(g) · f)(x).

Donc l(g)·f est dans C∞(G,K∩gKg−1) ⊂ C∞unif (G). La démonstration

est similaire pour (r, C∞unif(G)), (l,D(G)), (r,D(G)). Si f ∈ C∞(G,K),

l(K) et r(K) fixent f , par définition, donc (l, C∞unif (G)), (r, C∞unif(G))

sont lisses. Il en est de même de (l,D(G)) et (r,D(G)) qui sont des sous-

représentations.

III.1.3. La catégorie M(G). — Soient (π, V ) et (τ,W ) deux repré-

sentations lisses du groupe G. Un opérateur d’entrelacement f entre

(π, V ) et (τ,W ) est un élément de HomC(V,W ) vérifiant

f(π(g) · v) = τ(g) · f(v), (v ∈ V ), (g ∈ G).

Notons HomG((π, V ), (τ,W )) (ou pour abréger simplement HomG(V,W ),

ou encore HomG(π, τ)) l’espace des opérateurs d’entrelacements entre

(π, V ) et (τ,W ).

Notons M(G) la catégorie des représentations lisses de G, les mor-

phismes étant les opérateurs d’entrelacements. C’est une catégorie abé-

lienne. Nous ne le démontrons pas maintenant, bien qu’une vérification

directe soit élémentaire, car ceci résulte de l’équivalence de catégories de

la section III.1.4. Notons Irr(G) l’ensemble des classes d’isomorphie de

représentations lisses irréductibles de G.

Etant donnée une représentation lisse (π, V ) de G, et un élément T de

E ′(G), on définit sur V l’opérateur π(T ) de la façon suivante. Soit :

φv : G→ V, g 7→ π(g) · v.

C’est une fonction localement constante à valeurs dans V , un élément de

C∞(G⊗ V ) (II.1.2.3). La dualité entre C∞(G, V ) et E ′(G) (voir II.1.2)

〈. , .〉 : C∞(G⊗ V )× E ′(G)→ V
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permet de définir

π(T ) · v = 〈T, φv〉 =

∫

G

π(g) · v dT (g).

On vérifie aisément que :

π(T1 ∗ T2) = π(T1) ◦ π(T2), π(δg) = π(g), (T1, T2 ∈ E
′(G)), (g ∈ G).

Ceci définit une structure de E ′(G)-module (et donc, par restriction,

de H(G)-module) sur V .

Exemple. — Considérons la représentation lisse (l,D(G)). Alors pour

tout T ∈ E ′(G), pour tout f ∈ D(G),

l(T ) · f = T ∗ f.

III.1.4. Une équivalence de catégories. — Toute représentation

lisse (π, V ) de G induit sur V une structure de H(G)-module.

Théorème. — Si (π, V ) est une représentation lisse de G, le H(G)-
module V est non dégénéré.

Réciproquement, tout H(G)-module V non dégénéré V définit une re-
présentation lisse de G.

Ces deux opérations sont inverses l’une de l’autre et induisent une
équivalence de catégories entre M(G) et M(H(G)).

Démonstration. Soit v ∈ V , et soit K un sous-groupe ouvert compact

de G qui fixe v. Alors π(eK) · v = v et donc v est fixé par un idem-

potent de H(G). Ceci montre que le H(G)-module V est non dégénéré.

De plus, tout morphisme dans M(G) est de manière évidente un mor-

phisme dansM(H(G)). Réciproquement, si V est un H(G)-module non

dégénéré, pour tout v ∈ V , il existe un sous-groupe ouvert compact K de

G tel que eK ·v = v. Si T ∈ E ′(G), on définit T ·v := (T ∗eK) ·v. Ceci ne

dépend pas du choix de K, car cette construction est un cas particulier

de la construction du lemme I.1.7 : en effet toute distribution T ∈ E ′(G)

définit un opérateur h 7→ T ∗ h dans H(G) qui commute avec la convo-

lution à droite dans H(G). Le lemme I.1.7 nous permet alors de définir
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fonctoriellement π(T ) : V → V . On peut alors poser π(g) · v := π(δg) · v,

v ∈ V . Il est également clair que tout morphisme dansM(H(G)) induit

un morphisme dans M(G). Les deux foncteurs ainsi définis établissent

une équivalence de catégories.

Remarque. — En vertu de cette équivalence de catégories, nous note-

rons l’action d’un élément T de H(G) sur un vecteur v d’une représenta-

tion lisse (π, V ) de G, soit π(T ) · v, soit simplement T · v. Cette dernière

notation sera privilégiée lorsque la représentation sous-jacente π est clai-

rement identifiée par le contexte.

Dans l’appendice A.VI.3, nous rappelons la notion d’objets de longueur

finie et de suite de composition (aussi appelée de Jordan-Hölder) dans

certaines catégories abéliennes. On peut appliquer ceci aux modules dans

M(H(G)) (via l’équivalence de catégories M(H(G)) ' M(H(G)) ) et

grâce à l’équivalence de catégorie entreM(H(G)) etM(G), on transpose

la terminologie de A.VI.3 aux représentations lisses de G.

Ainsi, toute représentation lisse de G admet toujours un sous-quotient

irréductible, si elle est de type fini, elle admet un quotient irréductible,

et enfin si elle est de longueur finie, elle admet une sous-représentation

irréductible.

III.1.5. Points fixes de K. — Soit K un sous-groupe ouvert compact

de G, et soit eK l’idempotent de H(G) donné par la mesure de Haar nor-

malisée surK. Toute représentation lisse (π, V ) deG est unH(G)-module

non dégénéré, d’après l’équivalence de catégories établie au paragraphe

précédent. Nous avons défini dans la section I.3.1 un foncteur jeK
, que

nous noterons plus simplement jK , deM(H(G)) dansM(eK∗H(G)∗eK).

Rappelons que eK ∗H(G) ∗ eK = H(G,K). Donnons quelques propriétés

de ce foncteur.

Proposition. — (i) Le module jK(V ) = eK ·V est le sous-espace V K de
V des vecteurs fixes sous l’action de K dans V .

(ii) le noyau de π(eK) dans V est le sous-espace V (K) de V engendré
par les vecteurs de la forme π(eK) · v − v, v ∈ V .
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(iii) On a V = V K ⊕ V (K).

(iv) Le foncteur jK est exact.

Démonstration. Le point (i) est immédiat. Il est clair que

eK · (eK · v − v) = 0, (v ∈ V ),

donc V (K) ⊂ ker eK . D’autre part, π(eK) étant un projecteur,

V = ker eK ⊕ Im eK .

Comme v = eK · v− (eK · v− v), on a V = eK · V + V (K). On en déduit

que V (K) = ker π(eK) et l’on obtient (ii) et (iii). L’exactitude de jK a

été démontrée dans la section I.3.1.

Nous redonnons, dans le cadre plus spécifique de cette section, les

résultats de la proposition I.3.2.

Théorème. — (i) La représentation (π, V ) est irréductible si et seule-
ment si pour tout sous-groupe ouvert compactK de G, leH(G,K)-module
V K est simple ou nul.

(ii) Soient (πi, Vi), i = 1, 2, deux représentations lisses irréductibles
de G, et soit K un sous-groupe ouvert compact de G tel que V K

i 6= 0.
Alors π1 et π2 sont équivalentes si et seulement si V K

1 et V K
2 sont des

H(G,K)-modules isomorphes.

(iii) Pour chaque module simple W de H(G,K), il existe une repré-
sentation irréductible π de G telle que V K = W .

III.1.6. Représentation contragrédiente. — Soit (π, V ) une repré-

sentation lisse de G. L’espace dual V ∗ est muni de la représentation π∗

de G définie par :

π∗(g) · λ(v) = λ(π(g−1) · v), (λ ∈ V ∗), (v ∈ V ).

Cette représentation n’est pas nécessairement lisse. Soit Ṽ la partie lisse

de V ∗. Il est clair que Ṽ est stable sous l’action de G. Nous noterons

(π̃, Ṽ ) la restriction de π∗ à Ṽ : c’est une représentation lisse de G, que

l’on appelle représentation contragrédiente de (π, V ).
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Dans la section I.4.1, nous avons construit un foncteur de dualité de

M(H(G)) dansM(H(G))d. Comme l’algèbre H(G) est munie de l’anti-

involution T 7→ Ť induite par g 7→ g−1, on peut identifier modules à

droite et à gauche, et donc voir le foncteur de dualité comme un en-

dofoncteur de M(H(G)). Il est clair que par l’équivalence de catégories

du théorème III.1.4, la représentation contragrédiente (π̃, Ṽ ) de (π, V )

correspond au H(G)-module non dégénéré Ṽ défini dans la section I.4.1.

Lemme. — Soit T ∈ E ′(G). Pour tout λ ∈ V ∗, pour tout v ∈ V , on a :

(π̃(Ť ) · λ)(v) = λ(π(T ) · v).

En particulier,

(π̃(eK) · λ)(v) = λ(π(eK) · v)

pour tout sous-groupe compact K. Si λ est de plus K-invariant, on a
alors :

λ(v) = λ(π(eK) · v).

Donc (V ∗)K ' (V K)∗, et si K est ouvert, Ṽ K = (V ∗)K ' (V K)∗.

Démonstration. Rappelons que l’homéomorphisme g 7→ g−1 de G induit

l’endomorphisme T 7→ Ť de E(G). On a :

(π̃(Ť ) · λ)(v) =

∫

G

(π̃(g) · λ)(v) dŤ (g) =

∫

G

λ(π(g−1) · v) dŤ (g)

=

∫

G

λ(π(g) · v) dT (g)

= λ(π(T ) · v).

CommeK est un groupe unimodulaire, on a ěK = eK , d’où la deuxième

assertion du lemme. Le reste est une reformulation du lemme I.4.1.

Reformulons aussi le corollaire I.4.1

Corollaire. — On a une injection canonique V ↪→ ˜̃V .
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III.1.7. Représentations admissibles. — La condition d’admissibi-

lité d’une représentation est un critère technique de finitude permettant

d’obtenir de nombreux résultats importants. Nous montrerons plus loin

que dans le cas d’un groupe réductif p-adique, toutes les représentations

lisses irréductibles sont admissibles.

Définition. — Une représentation lisse (π, V ) du groupe t.d. G est dite

admissible, si pour tout sous-groupe ouvert N de G, le sous-espace des

vecteurs fixes V N est de dimension finie.

Traduisons ceci : comme les sous-groupes ouverts compacts forment

une base de voisinages de l’identité dans G, la représentation (π, V ) est

admissible si et seulement si V K est de dimension finie pour tout sous-

groupe ouvert compact K de G. En terme de H(G)-module, ceci signifie

que eK · V est de dimension finie pour tout K comme ci-dessus. Or pour

tout idempotent e de H(G), il existe un tel K tel que e ≤ eK . On a

donc e · V = eKe · V ⊂ eK · V , et l’on voit que la représentation (π, V )

est admissible si et seulement si le H(G)-module non dégénéré V est

admissible au sens de I.5.1

Proposition. — Une représentation lisse (π, V ) de G est admissible si

et seulement si V ' ˜̃V .

Démonstration. C’est la traduction de la proposition I.5.1. Le corollaire

I.5.1 peut lui aussi s’énoncer en termes de représentations plutôt que de

H(G) modules.

III.1.8. Lemme de Schur

Proposition. — Soit G un groupe t.d. séparable, et soit (π, V ) une re-
présentation lisse et irréductible de G. Alors l’espace HomG(V, V ) est
l’ensemble des opérateurs scalaires. Si (τ,W ) est une autre représentation
lisse et irréductible de G non équivalente à (π, V ), alors HomG(V,W ) = 0

Démonstration. Montrons tout d’abord que V est de dimension au plus

dénombrable : fixons v ∈ V non nul et soit K un sous-groupe ouvert

compact de G fixant v. Alors par irréductibilité, V est engendré par les
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vecteurs π(g) · v, où g décrit un système de représentants de G/K. Or,

un tel système de représentants est dénombrable (lemme II.3.2).

La proposition découle alors du théorème B.II et de l’équivalence de

catégories III.1.4 :

HomG(V, V ) ' EndH(G)(V ).

Le second point est évident, puisqu’un opérateur d’entrelacement non

nul entre V et W est nécessairement un isomorphisme, ce qui est exclu

par hypothèse.

Remarque. — Si dans la proposition, on suppose (π, V ) admissible, on

peut se passer de l’hypothèse G séparable. En effet, V est de dimension

dénombrable, puisque V =
⋃
K V

K , où K décrit une famille (dénom-

brable) de sous-groupes ouverts compacts de G formant une base de

voisinages de l’unité, et chaque V K est de dimension finie.

III.1.9. Une application du lemme de Schur. — Le résultat qui

suit est une application du lemme de Schur qui nous servira par la suite.

Proposition. — Soit (π, V ) une représentation admissible irréductible
de G. Si B : V × Ṽ → C est une forme bilinéaire G-invariante, alors il
existe une constante cB dans C telle que

B(v, λ) = cB λ(v).

En particulier, si B est non nulle, elle est non dégénérée.

Démonstration. Comme (π, V ) est admissible et irréductible, rappelons

qu’il en est de même de (π̃, Ṽ ) et que ˜̃V ' V . Si B est dégénérée, il

existe λ ∈ Ṽ tel que B(v, λ) = 0 pour tout v ∈ V . Donc le noyau de

l’application

α : Ṽ → Ṽ , λ 7→ (v 7→ B(v, λ))

est non trivial et G-stable. Comme Ṽ est irréductible, on a kerα = Ṽ et

donc B = 0.
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Si B est non nulle, il existe deux isomorphismes entre V et ˜̃V : le

premier est l’isomorphisme canonique

β1 : v 7→ (λ 7→ λ(v)) ,

et le second est donné par β2 : v 7→ (λ 7→ B(v, λ)). D’après le lemme de

Schur β1 et β2 sont proportionnels.

III.1.10. Caractère central. — Supposons que G soit séparable et

soit Z un sous-groupe contenu dans le centre Z(G). Soit (π, V ) une re-

présentation lisse irréductible de G. D’après le lemme de Schur, pour tout

élément z ∈ Z, π(z) agit comme un scalaire dans V . Notons :

π(z) = χπ(z) IdV , (z ∈ Z).

Il est clair que χπ est un caractère de Z. Lorsque Z = Z(G), on l’appelle

caractère central de la représentation (π, V ).

Si (π, V ) une représentation lisse de G, et s’il existe un caractère χ de

Z(G) tel que :

π(z) = χ(z) IdV , (z ∈ Z),

on dit que (π, V ) admet le caractère central χ.

Lemme. — Si (π1, V1) et (π2, V2) sont deux représentations lisses de G,
admettant respectivement les caractères centraux χ1 et χ2, que l’on sup-
pose distincts, alors il n’existe pas d’opérateurs d’entrelacement non tri-
viaux entre V1 et V2.

Démonstration. Soient z ∈ Z tel que χ1(z) 6= χ2(z) et A ∈ HomG(V1, V2).

Alors pour tout v ∈ V ,

χ1(z)A(v) = A(χ1(z)v) = A(π1(z) · v) = π2(z) · A(v) = χ2(z)A(v),

et donc A(v) = 0.

Proposition. — Soit (π, V ) une représentation de longueur finie ou ad-
missible de G. Alors, pour tout caractère χ de Z, posons

Vχ = {v ∈ V | ∃m ∈ N, ∀z ∈ Z, (π(z)− χ(z)Id)m · v = 0},
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et appelons cet espace le sous-espace caractéristique de V pour le caractère
χ. Alors V =

⊕
χ Vχ. Si (π, V ) est de longueur finie, seul un nombre fini

de facteurs sont non nuls.

On note Exp(Z, V ) l’ensemble des caractères χ de Z tels que Vχ 6= {0}.

Démonstration. Si (π, V ) est de longueur finie, on raisonne par récurrence

sur la longueur, le cas où (π, V ) est irréductible étant traité par le lemme

de Schur. Si V n’est pas irréductible, on considère une sous-représentation

irréductible V0, et l’on utilise l’hypothèse de récurrence pour décomposer

V̄ = V/V0 =
⊕

χ V̄χ. Soit χ0 le caractère par lequel Z agit dans la

représentation irréductible V0. Soit v̄ ∈ V̄χ, et v ∈ V un relèvement de

V̄ . On a alors, pour un certain m ∈ N,

(π(z)− χ(z)Id)m · v ∈ V0, (z ∈ Z),

et donc

(π(z)− χ0(z)Id)(π(z)− χ(z)Id)m · v = 0, (z ∈ Z).

On conclut par des arguments classiques que

V =
⊕

χ

Vχ où χ ∈ Exp(Z, V̄ ) ∪ {χ0}.

Dans le cas où (π, V ) est admissible, pour tout sous-groupe ouvert com-

pact K de G, on décompose V K , qui est de dimension finie, en sous-

espaces caractéristiques V K
χ pour l’action des éléments de Z (comme les

actions de Z et K commutent, V K est stable sous l’action de Z). Les dé-

compositions obtenues sont compatibles avec les inclusions V K1 ⊂ V K2

lorsque K2 ⊂ K1, et l’on pose alors

Vχ =
⋃

K

V K
χ .

Remarque. — On a défini en I.1.7 le centre de la catégorie M(H(G))

comme étant l’algèbre des endomorphismes du foncteur identité. Notons

le Z(G). Il est clair qu’un élément de Z = Z(G) définit, par son action sur

les modules de M(G) ' M(H(G)), un tel endomorphisme, et donc un

élément de Z(G). Or, pour tout élément de z ∈ Z(G), le lemme de Schur
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affirme que l’action de z sur un module simple V est un opérateur scalaire.

De même que ci-dessus, ceci définit donc pour tout module simple V un

caractère de Z(G), que l’on appelle encore caractère central du module

V et qui étend le caractère de Z(G) décrit ci-dessus.

III.1.11. Complétude des représentations irréductibles

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que si G est un groupe t.d.

séparable, alors G admet assez de représentations lisses irréductibles, au

sens suivant.

Théorème. — Soit T ∈ H(G), T 6= 0. Alors il existe une représentation
lisse irréductible π de G telle que π(T ) 6= 0.

Démonstration. Pour un sous-groupe compact ouvert K assez petit, on a

T = eK ∗ T ∗ eK 6= 0, donc on peut supposer que T ∈ H(G,K). Ecrivons

T = fµG, f ∈ D(G,K), et posons f ∗(g) = f(g−1), g ∈ G. On vérifie

directement en utilisant (II.3.12.1) que :

(f ∗ ∗ f)(e) =

∫

G

|f(g)|2 dµG(g),

et donc, comme f 6= 0, on trouve (f ∗ ∗ f)(e) 6= 0. Posons h = f ∗ ∗ f .

On a h∗ = h et h 6= 0, d’où par le même raisonnement h2 = h∗ ∗ h 6=

0, h4 = (h∗)2 ∗ h2 6= 0, etc. Posons S = hµG. On a alors S ∗ S =

(h∗ ∗ h)µG 6= 0, S ∗ S ∗ S ∗ S = (h∗)2 ∗ h2 µG 6= 0, etc. Ainsi S n’est

pas un élément nilpotent. D’autre part, l’algèbre H(G) est de dimension

dénombrable, puisqueH(G) =
⋃
K H(G,K), l’union portant sur une base

dénombrable de sous-groupes ouverts compacts de G, et chaque H(G,K)

est de dimension dénombrable car G/K, et donc à fortiori, K\G/K est

discret et de cardinal dénombrable (lemme II.3.2). On peut conclure en

utilisant le lemme B.III, qu’il existe une représentation lisse irréductible

π telle que π(S) 6= 0, d’où π(T ) 6= 0.

Remarque. — L’algèbre H(G) vérifie donc la propriété (Sep) de I.1.8.

Ainsi, outre la description de Z(G) obtenue en II.3.13, on peut chercher

à la déterminer en caractérisant son image dans (I.1.8.1)
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III.1.12. Caractères des représentations admissibles

Soit (π, V ) une représentation admissible deG, soit T ∈ H(G) et soitK

un sous-groupe compact ouvert de G tel que T = eK ∗T ∗eK . L’opérateur

π(T ) a alors son image dans eK ·V = V K , qui est de dimension finie. On

peut donc définir la trace de π(T ), que l’on note Tr π(T ). On peut voir

Tr π comme une forme linéaire sur H(G). Si l’on fixe une mesure de Haar

à gauche µG, pour tout f ∈ D(G), on pose Tr π(f) := Tr π(fµG) . On

définit ainsi une distribution sur G, que l’on appelle le caractère de π.

Lemme. — Soit g0 ∈ G et Int(g0) l’automorphisme intérieur de G donné
par la conjugaison par g0. On a alors, pour toute représentation admis-
sible (π, V ) de G :

Int(g0) · (Tr π) = δG(g0) Trπ.

En particulier si G est unimodulaire, Tr π est une distribution invariante
par conjugaison.

Démonstration. On a pour tout T ∈ H(G) :

(Int(g0) · Trπ)(T ) = Tr π(Int(g−1
0 )(T )) = Trπ(δg−1

0
∗ T ∗ δg0)

= Tr (π(g−1
0 )π(T )π(g0))

= Tr π(T )

Donc si f ∈ D(G), on a :

(Int(g0) · Tr π)(f) = Tr π(Int(g−1
0 )(f)) = Tr π(Int(g−1

0 ) · (f)µG)

= δG(g0) Trπ(Int(g−1
0 ) · (fµG))

= δG(g0) Trπ(fµG) = δG(g0) Trπ(f).

Exemple. — Soit (π, V ) une représentation admissible de G. Le carac-

tère de la représentation contragrédiente (π̃, Ṽ ) est donné par

Θπ̃(f) = Θπ(f̌), (f ∈ D(G)).
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III.1.13. Indépendance linéaire des caractères

Soit G un groupe t.d. et (π1, V1), . . . , (πn, Vn) des représentations ir-

réductibles admissibles de G, non équivalentes deux à deux. On a alors :

Proposition. — Les caractères Tr π1, . . .Trπn sont linéairement indé-
pendants.

Démonstration. Comme les πi sont lisses, on peut trouver un sous-groupe

ouvert compact K tel que pour tout i, V K
i 6= ∅. D’après la proposition

III.1.5, les H(G,K)-modules V K
i sont simples, non isomorphes et de di-

mension finie. L’indépendance linéaire découle alors de [10], Ch. VIII,

§13, Prop. 2.

Corollaire. — Deux représentations irréductibles admissibles π1 et π2

de G sont équivalentes si et seulement si leurs caractères sont égaux.

III.1.14. Produits tensoriels de représentations. — Pour tout

i = 1, 2, . . . , r, supposons que Gi soit un groupe t.d. Le groupe produit∏
iGi est alors un groupe topologique t.d. pour la topologie produit.

Soient (πi, Vi) ∈ M(Gi), pour i = 1, 2, . . . , r. On définit alors le produit

tensoriel :

�i(πi, Vi) = (π1 ⊗ . . .⊗ πr, V1 ⊗ . . . Vr)

comme étant la représentation de
∏

iGi dans V1 ⊗ . . .⊗ Vr donnée par :

(π1 � . . .�πr)(g1, . . . , gr) = π1(g1)⊗ . . .⊗π(gr), (gi ∈ Gi, i = 1, . . . , r).

Les produits tensoriels sont ici des produits tensoriels d’espaces vectoriels

sur C. Toutefois, pour alléger les notations, on note simplement ⊗ plutôt

que ⊗C.

Si G1 = G2 = . . . Gr = G, on définit une représentation π de G dans⊗
i Vi par π(g) = (⊗iπ)(∆(g)) où

∆ : G→
∏

i

G, g 7→ (g, . . . , g).

On note
⊗

i(πi, Vi) cette représentation de G.
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Proposition. — Avec les notations ci-dessus, supposons que toutes les
représentations (πi, Vi) soient admissibles. Alors �i(πi, Vi) est admis-
sible. D’autre part, (�i(πi, Vi))̃ = �i(π̃i, Ṽi). Si toutes les représentations
(πi, Vi) sont irréductibles, alors il en est de même de �i(πi, Vi). Enfin,
toute représentation lisse admissible irréductible de

∏
iGi est de la forme

�i(πi, Vi) où les (πi, Vi) sont irréductibles admissibles et uniquement dé-
terminée par (π, V ).

Démonstration. Il suffit de traiter le cas r = 2. Soient Ki ⊂ Gi, r = 1, 2,

des sous-groupes ouverts compacts et posons K = K1 ×K2 ⊂ G1 ×G2.

On vérifie facilement que H(G,K) = H(G1, K1) ⊗ H(G2, K2) et que

(V1⊗ V2)
K = V K1

1 ⊗ V K2
2 , de sorte que (V1⊗ V2)

K est de dimension finie.

L’application naturelle :

Ṽ K1
1 ⊗ Ṽ K2

2 = (V K1
1 )∗ ⊗ (V K2

2 )∗ → ((V1 ⊗ V2)
K)∗ = ˜(V1 ⊗ V2)

K

est un isomorphisme. Ceci prouve les deux premières assertions. Le reste

découle alors facilement du théorème III.1.5 et du résultat suivant, dont

on trouvera une démonstration dans [14], Prop. 3.4.1.

Scolie. — Soient A1 et A2 des algèbres unitaires et soient (τ1, V1), (τ2, V2)

des représentations irréductibles de dimension finie de A1 et A2 respec-

tivement. Alors la représentation (τ1 � τ2, V1 ⊗ V2) de A1 × A2 est irré-

ductible. Réciproquement, toute représentation irréductible de A1 × A2

s’écrit sous cette forme, de manière unique à isomorphisme près.

Si (π, V ) est une représentation lisse de G et si (ω,C) est un carac-

tère (lisse) de G, alors nous simplifierons les notations et nous noterons

(πω, V ) pour la représentation (π⊗ω, V ⊗C) (bien sûr V ⊗C s’identifie

canoniquement à V ).

Lemme. — Soient (π, V ) une représentation lisse admissible de G et
(ω,C) est un caractère (lisse) de G. Alors (πω, V ) est admissible.

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G sur lequel

ω est trivial. Soit K ′ un autre sous-groupe ouvert compact de G. Tout
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vecteur v de V est fixé par K ′∩K sous π si et seulement s’il est fixé pour

πω.

III.1.15. Les foncteurs ⊗ et Hom. — Dans la section précédente,

nous avons défini le produit tensoriel de représentations de M(G). Si

l’on fixe une représentation (π, V ) de M(G), on peut alors définir un

foncteur

• ⊗ V : M(G)→M(G), (ρ,W ) 7→ (ρ⊗ π, V ⊗W ).

Nous allons définir de manière similaire un foncteur Hom. Si (ρ,W )

et (π, V ) sont deux représentations de G (pas nécessairement lisses),

Hom(W,V ) = HomC(W,V ) est muni d’une représentation πρ de G don-

née par : pour tout w ∈W , pour tout g ∈ G et tout φ ∈ Hom(W,V ),

(πρ(g) · φ)(w) = π(g) · φ(ρ(g−1) · w).

Même si ρ et π sont lisses, la représentation ainsi obtenue ne l’est pas

nécessairement. Pour pouvoir définir un foncteur de la catégorie M(G)

dans elle-même, il faut donc en prendre la partie lisse Hom(W,V )0. On

note toujours πρ la restriction de πρ à la partie lisse. Ainsi on obtient un

foncteur :

Hom(W, •)0 : M(G)→M(G), (π, V ) 7→ (πρ,Hom(W,V )0)

On peut aussi bien entendu définir le foncteur contravariant

Hom(•, V )0 : M(G)→M(G), (ρ,W ) 7→ (πρ,Hom(W,V )0).

Exemple. — Si l’on prend pour (π, V ) la représentation triviale de G,

on obtient le foncteur ρ 7→ ρ̃ qui associe à toute représentation sa contra-

grédiente.

Les deux foncteurs que l’on vient de définir sont liés par une relation

d’adjonction, comme le montre le résultat suivant.

Proposition. — Soient (πi, Vi), i = 1, 2, 3, des représentations lisses de
G. On a alors un isomorphisme naturel (en toutes les variables)

Hom(V1 ⊗ V2, V3)0 = Hom(V1,Hom(V2, V3)0)0.
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Démonstration. Dans la catégorie des espaces vectoriels complexes, on a

un isomorphisme naturel :

Hom(V1 ⊗ V2, V3) = Hom(V1,Hom(V2, V3))

donné par φ 7→ Φ, Φ(v1)(v2) = φ(v1 ⊗ v2) (c’est un cas particulier de

I.2.2.1). Montrons qu’il entrelace les actions de G. Pour tout g ∈ G, g ·φ

est l’application linéaire

(g · φ) : v1 ⊗ v2 7→ π3(g) · (φ(π1(g
−1) · v1 ⊗ π2(g

−1) · v2)),

et g · Φ est l’application linéaire

g · Φ : V1 → Hom(V2, V3), v1 7→ g · (Φ(π1(g
−1) · v1))

où

g · (Φ(π1(g
−1) · v1))(v2) = π3(g) ·

(
(Φ(π1(g

−1) · v1))(π2(g
−1) · v2)

)

= π3(g) · (φ(π1(g
−1) · v1 ⊗ π2(g

−1) · v2)).

Donc φ 7→ Φ est G-équivariant.

En prenant la partie lisse de chaque coté, on obtient

Hom(V1 ⊗ V2, V3)0 = Hom(V1,Hom(V2, V3))0.

Pour pouvoir conclure, nous utilisons le résultat suivant, qui nous servira

encore par la suite.

Lemme. — Soient (πi, Vi), i = 1, 2 des représentations de G (pas néces-
sairement lisses). Alors,

Hom((V1)0, V2)0 = Hom((V1)0, (V2)0)0.

Démonstration. Soient φ ∈ Hom(V1, V2)0, v1 ∈ (V1)0. Choisissons un sous-

groupe ouvert compact K de G assez petit pour fixer simultanément φ

et v1. Alors pour tout k ∈ K,

π2(k
−1) · φ(v1) = π2(k

−1) · ((k · φ)(π1(k) · v1))

= π2(k
−1) · (π2(k) · (φ(π1(k

−1) · (π1(k) · v1))))

= φ(v1).

Ceci montre que φ(v1) est aussi fixé par K.
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En prenant les morphismes G-invariants de chaque coté de l’égalité

établie par la proposition, on obtient

Corollaire. — HomG(V1 ⊗ V2, V3) = HomG(V1,Hom(V2, V3)0).

Remarques. — 1. La proposition montre qu’en particulier le foncteur

•⊗V2 est l’adjoint à gauche du foncteur Hom(V2, •). Mais la proposition

montre en plus la naturalité en la variable V2.

— 2. L’adjonction ci-dessus entraine que le foncteur • ⊗ V préserve

les colimites, donc en particulier est exact à droite et préserve les limites

inductives, tandis que le foncteur Hom(V, .) préserve les limites, donc en

particulier est exact à gauche et préserve les limites projectives.

— 3. Si (ω,Cω) est une représentation de dimension 1 de G, alors

• ⊗ Cω réalise une équivalence de catégories d’inverse • ⊗ Cω−1 . De plus

ces deux foncteurs sont adjoints, dans les deux sens possibles, c’est-à-dire

que quelles que soient les représentations lisses (π, V ) et (ρ,W ) de G, on

a un isomorphisme naturel

HomG(V,W ⊗ Cω) ' HomG(V ⊗Cω−1 ,W ),

l’autre adjonction étant obtenue en échangeant les rôles de ω et ω−1. Ceci

montre dans ce cas que le foncteur • ⊗ Cω est un adjoint à droite et à

gauche et donc qu’il préserve les limites et les colimites. En particulier il

est exact.

Soient (πi, Vi), i = 1, 2 des représentations lisses de G. Intéressons nous

maintenant à l’espace des coinvariants de V1⊗V2 pour l’action de G : par

définition, il s’agit du quotient de V1⊗V2 par le sous-espace engendré par

les vecteurs de la forme π1(g) · v1 ⊗ π2(g) · v2 − v1 ⊗ v2, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2,

g ∈ G. Notons le (V1 ⊗ V2)G. Grâce à l’équivalence de catégorie III.1.4,

il est immédiat que (V1 ⊗ V2)G s’identifie à V1 ⊗H(G) V2, où la structure

de H(G)-module à gauche sur V1 donnée par π1 est transformée en une

structure de module à droite par l’antiinvolution T 7→ Ť de H(G). Soient
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(πi, Vi), i = 1, 2, 3 des représentations lisses de G. De l’isomorphisme

naturel (c’est un cas particulier de I.2.2.3)

(V1 ⊗ V2)⊗ V3 ' V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)

on déduit, en prenant de chaque coté les coinvariants pour l’action de G,

(V1 ⊗ V2)H(G) ⊗ V3 ' V1 ⊗H(G) (V2 ⊗ V3)(III.1.15.1)

Cette formule est à rapprocher de celle du corollaire ci-dessus.

Théorème. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G.

(i) Le foncteur • ⊗ V est exact, et préserve les objets projectifs dans
M(G).

(ii) Le foncteur (contravariant) Hom(V, •)0 est exact, et envoie les
objets projectifs sur des objets injectifs

(iii) Le foncteur Hom(•, V )0 est exact, et préserve les objets injectifs.

Démonstration. La démonstration de ces trois points est similaire, nous

ne démontrerons donc que (iii). Tout d’abord, la catégorie des C-espaces

vectoriels étant semi-simple, tous les objets y sont projectifs, injectifs

et plats. Le foncteur Hom(•, V ) de la catégorie des C-espaces vectoriels

dans elle-même est donc exact. Comme le foncteur donnant la partie lisse

est exact (proposition I.1.2), on en déduit l’exactitude de Hom(•, V )0

dans M(G). On obtient de même l’exactitude de • ⊗ V et Hom(V, •)0.

Supposons que (ρ,W ) est injectif dans M(G). Il s’agit de montrer que

Hom(W,V )0 est injectif, c’est-à-dire que le foncteur

• 7→ HomG(•,Hom(W,V )0)

est exact. Or d’après le corollaire ci-dessus, on a un isomorphisme naturel

HomG(•,Hom(W,V )0) ' HomG(• ⊗W,V )0.

Or ce dernier foncteur est exact, puisque c’est la composée de deux fonc-

teurs exacts.
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III.2. Induction et restriction

III.2.1. Foncteur d’oubli et adjoints. — Nous allons appliquer les

résultats de la section I.2.3 pour définir des foncteurs entre catégories

M(H) et M(G), où H et G sont des groupes topologiques t.d. Soit φ :

H → G un morphisme de groupes continu. On a alors un foncteur d’oubli

de Fφ : M(G)→M(H) défini de la manière suivante : si (π, V ) est une

représentation lisse de G, alors Fφ(V ) = V et Fφ(π) est la représentation

de H donnée par

(III.2.1.1) Fφ(π)(h) · v = π(φ(h)) · v, (v ∈ V ), (h ∈ H).

On obtient bien ainsi une représentation lisse V de H car pour tout

v ∈ V , StabG(v) est ouvert dans G, V étant une représentation lisse de

G, et φ étant continue, StabH(v) = φ−1(StabG(v)) est ouvert dans H .

Comme on a les équivalences de catégories M(G) ' M(H(G)) et

M(H) 'M(H(H)), on en déduit par transport de structure un foncteur

d’oubli

Fφ : M(H(G))→M(H(H)).

Il s’agit maintenant de l’identifier avec un foncteur d’oubli du type de

ceux défini en I.2.3, et pour cela, il faut munir H(G) d’une structure

de H(H)-module à gauche non dégénéré. Nous allons faire un peu plus

que cela, en munissant H(G) d’une structure de H(H)-bimodule non-

dégénéré telle que l’action à gauche (resp. à droite) de H(H) sur H(G)

commute avec l’action par multiplication à droite (resp. à gauche) de

H(G) sur elle-même. Dans une telle situation, nous avons défini en I.2.3

non seulement un foncteur d’oubli, mais aussi un pseudo foncteur d’oubli,

ainsi que leurs adjoints respectivement à droite et à gauche.

Rappelons que (H(G), l) et (H(G), r) sont deux représentations lisses

de G, qui par Fφ définissent deux représentations lisses de H , et donc

deux structures de H(H)-modules à gauche non dégénérés sur H(G). On

utilise l’anti-involution induite par h 7→ h−1 sur H(H) pour changer la

structure de module à gauche donnée par (H(G), r) en structure de mo-

dule à droite. Ceci nous donne donc une stucture de H(H)-bimodule non

dégénéré sur H(G). On peut donc comme en I.2.3 définir les foncteurs :

FGH := FM(G)
M(H), ˇFGH :=ˇFM(G)

M(H), IGH := I
M(G)
M(H), PG

H := P
M(G)
M(H) .
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Il est clair que l’on a alors Fφ = FGH . D’autre part, rappelons que IGH est

l’adjoint à droite de FGH et que PG
H est l’adjoint à gauche deˇFGH .

Exemple. — Soit σ : H → H1 un isomorphisme de groupes t.d. Soit

(π, V ) une représentation de H1. En appliquant le foncteur d’oubli Fσ, on

obtient une représentation Fσ(π, V ) deH . Nous notons plutôt Fσ(π, V ) =

(σπ, V ) cette représentation. Son espace est V , et l’action deH est donnée

par
σπ(h) · v = π(σ(h)) · v.

(La notation est mnémotechnique : σ tire π vers la gauche.)

Ceci s’applique en particulier ou σ est un automorphisme de H . Ainsi,

si H est un sous-groupe du groupe G, et si σ l’automorphisme de H

induit par Intg−1, pour un certain g ∈ G normalisant H , on note (πg, V )

la représentation (σπ, V ) de H (σ = Intg−1 : gHg−1→ H et g pousse π

deM(H) dansM(gHg−1), d’où la notation πg). En pratique, la formule

à utiliser est donc :

(III.2.1.2) πg(ghg−1) = π(h), (h ∈ H, g ∈ G).

III.2.2. Induction à partir d’un sous-groupe fermé. — Plaçons

nous maintenant dans le cas où le morphisme φ : H → G est l’inclu-

sion d’un sous-groupe fermé. Dans ce cas, une construction classique,

l’induction des représentations de H à G fournit un adjoint à droite du

foncteur d’oubli. Par unicité de l’adjoint, ce foncteur est bien sûr naturel-

lement isomorphe à IGH . Un adjoint à gauche du pseudo foncteur d’oubli

est construit de manière similaire, en imposant une condition de com-

pacité sur le support. Commençons par la définition des représentations

induites, nous montrerons ensuite les propriétés d’adjonction.

Définition. — Soit G un groupe t.d. et H un sous-groupe fermé de G.

Soit (ρ, E) une représentation lisse de H . On définit la représentation

induite

IndGH(ρ, E) = (IndGHρ, IndGHE)

comme suit. L’espace IndGHE est l’espace des fonctions f : G → E véri-

fiant :



III.2. INDUCTION ET RESTRICTION 107

a) f(hg) = ρ(h) · f(g), (g ∈ G), (h ∈ H).

b) Il existe un sous-groupe ouvert compact K de G (dépendant de f),

tel que f(gk) = f(g), g ∈ G, k ∈ K.

Cet espace est muni de la représentation IndGHρ définie par

(IndGHρ)(g) · f = r(g) · f

La condition b) garantit que (IndGHρ, IndGHE) est lisse.

On définit aussi indGHE comme le sous-espace de IndGHE des fonctions

vérifiant de plus la condition suivante sur leur support :

c) il existe une partie compacte F de G tel que Supp f ⊂ H.F

Il est clair que indGHE est stable sous l’action IndGHρ de G. On note

indGHρ la restriction de IndGHρ à indGHE et indGH(ρ, E) = (indGHρ, indGHE).

Lemme. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, et soit Ω un
système de représentants des doubles classes H\G/K. Pour tout g ∈ Ω,
posons Kg = H ∩ gKg−1. La restriction des fonctions de IndGHE (resp.
indGHE) à Ω définit un isomorphisme de (IndGHE)K (resp. (indGHE)K)
avec l’espace F(Ω, E) (resp. Fc(Ω, E)) des fonctions f : Ω → E telles
que f(g) ∈ EKg pour tout g ∈ Ω (resp. avec l’espace de ces fonctions
ayant un support fini).

Démonstration. Puisque toute fonction f dans (IndGHE)K vérifie :

f(hgk) = ρ(h) · f(g), (h ∈ H, g ∈ G, k ∈ K),(III.2.2.1)

il est clair que la restriction de f à Ω détermine f . D’autre part si h =

gkg−1 ∈ Kg, on a

ρ(h) · f(g) = f(hg) = f(gkg−1g) = f(gk) = f(g),

et donc f(g) ∈ EKg . Réciproquement, toute fonction f sur Ω à valeurs

dans E vérifiant f(g) ∈ EKg , peut se relever grâce à la formule (III.2.2.1)

en une fonction de (IndGHE)K . Le relèvement ne dépend pas des choix

faits, car si hgk = h1gk1, avec h, h1 ∈ H et k, k1 ∈ K, on a h−1
1 h =

gk1k
−1g−1 ∈ H ∩ gKg−1 = Kg, et donc

ρ(h) · f(g) = ρ(h1h
−1
1 h) · f(g) = ρ(h1)ρ(h

−1
1 h) · f(g) = ρ(h1) · f(g).
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L’espace G/K étant discret (cf. proposition II.3.2), il en est de même

de Ω, et une fonction à support compact sur un espace discret est une

fonction à support fini.

Proposition. — L’induction de H à G :

(ρ, E) 7→ IndGH(ρ, E), (resp. indGH(ρ, E))

définit un foncteur exact de M(H) dans M(G).

Décrivons, une fois n’est pas coutume, l’effet de ce foncteur sur les

morphismes : si (ρ1, E1) et (ρ2, E2) sont deux représentations lisses de

H , et si φ est un opérateur d’entrelacement entre ρ1 et ρ2, l’opérateur

d’entrelacement IndGH(φ) entre IndGH(ρ1, E1) et IndGH(ρ2, E2) est donné

par

IndGH(φ)(f) = φ ◦ f, (f ∈ IndGH(E1)).

Démonstration. On a vu que l’induite d’une représentation lisse est une

représentation lisse. Supposons que l’on ait une suite exacte

0→ E1 → E2 → E3 → 0

dansM(H). Il s’agit de montrer que la suite

0→ IndGHE1 → IndGHE2 → IndGHE3 → 0

est exacte dans M(G). Il suffit de montrer que pour tout sous-groupe

compact ouvert K de G, la suite

0→ (IndGHE1)
K → (IndGHE2)

K → (IndGHE3)
K → 0

est exacte. D’après le lemme précédent (IndGHEi)
K est isomorphe à l’es-

pace F(Ω, Ei) '
∏

g∈ΩE
Kg

i . Or le foncteur E 7→ EKg est exact (proposi-

tion III.1.3). La démonstration est la même pour indGH .
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III.2.3. Induction et admissibilité. — On reprend les notations du

paragraphe précédent.

Lemme. — Supposons que H\G soit compact. Soit (ρ, E) une représen-
tation lisse admissible de H. Alors

IndGH(ρ, E) = indGH(ρ, E)

est admissible.

Démonstration. Ceci découle des considérations du paragraphe précédent,

en remarquant que ici Ω = H\G/K est un ensemble fini.

III.2.4. Entrelacement. — Soit G un groupe t.d , et soit H un sous-

groupe fermé de G.

Lemme. — Supposons que g ∈ G normalise H. Alors, avec les notations
de l’exemple III.2.1, IndGH(ρg, E) est équivalente à IndGH(ρ, E). De même
indGH(ρg, E) est équivalente à indGH(ρ, E).

Démonstration. Définissons l’opérateur d’entrelacement qui réalise l’équi-

valence de ces représentations : si f ∈ IndGH(ρ, E) (ou indGH(ρ, E)),

A · f(g′) = f(g−1g′).

On a alors :

(A · f)(hg′) = f(g−1hg′) = f((g−1hg)g−1g′) = ρ(g−1hg) · (A · f)(g′)

= ρg(h) · A · f(g′),

et donc A ·f est bien dans IndGH(ρg, E) (ou indGH(ρ, E)). Il est clair que A

est inversible (échanger les rôles de (ρ, E) et (ρg, E), et remplacer g par

g−1 pour avoir l’inverse).
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III.2.5. Réciprocité de Frobénius. — Soit G un groupe t.d. et soit

H un sous-groupe fermé de G. La réciprocité de Frobenius est ici l’asser-

tion que le foncteur IndGH est l’adjoint à droite du foncteur d’oubli. Nous

adoptons ici une terminologie plus classique pour ce foncteur d’oubli, en

le notant ResGH .

Théorème. — Le foncteur IndGH est l’adjoint à droite du foncteur ResGH .
C’est-à-dire que pour tout (π, V ) dansM(G) et tout (τ, E) dansM(H),
on a un isomorphisme naturel :

HomG(V, IndGHE) ' HomH(ResGHV,E).

Démonstration. Soit (π, V ) dansM(G) et (τ, E) dansM(H). Définissons

les morphismes

α : ResGH(IndGH(τ, E))→ (τ, E), β : (π, V )→ IndGH(ResGH(π, V ))

par :

α : f 7→ f(1G), (f ∈ IndGH(τ, E)), β : v 7→ (fv : g 7→ π(g).v)

On vérifie immédiatement que α est un morphisme dans M(H) et β

est un morphisme dans M(G). Vérifions que ce sont des morphismes

d’adjonction, au sens de A.V. On regarde tout d’abord la composition

IndGH(τ, E) −→ IndGHResGHIndGH(τ, E)→ IndGH(τ, E),

où la première flèche est le morphisme β pour l’espace IndGH(E). Elle

envoie f ∈ IndGH(E) sur

ff : g 7→ IndGH(τ)(g) · f = r(g) · f.

La seconde flèche est obtenue en appliquant le foncteur IndGH au H-

morphisme α entre ResGH(IndGH(τ, E)) et (τ, E). L’effet du foncteur d’in-

duction sur les morphismes est obtenu par composition. Lorsque l’on

évalue en r(g) · f , on obtient α(r(g) · f) = (r(g) · f)(1G) = f(g). La com-

position de ces deux flèches est donc l’identité de IndGH(τ, E). De même

pour l’autre composition

ResGH(π, V )→ ResGHIndGHResGH(π, V )→ ResGH(π, V ),

la première flèche est obtenue en appliquant le foncteur ResGH au G-

morphisme α. Elle envoie v ∈ V sur la fonction fv : h 7→ π(h) · v. La
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seconde flèche est le morphisme α pour la représentation ResGH(π, V ). Elle

envoie la fonction fv sur fv(1G) = π(1G) · v = v. Cette composition est

donc l’identité de ResGH(π, V ). Ceci termine la vérification des propriétés

des morphismes d’adjonction.

Remarque. — Identifions les catégoriesM(G) etM(H(G)) (cf. section

III.1.4). Par unicité de l’adjoint, le foncteur IGH défini en III.2.1 et IndGH
sont isomorphes et donc pour toute représentation lisse (ρ,W ) de H , on

a un isomorphisme naturel

(III.2.5.1) IndGH(ρ,W ) ' HomH(H)(H(G),W )H(G).

Démonstration. Il est instructif de donner la forme explicite de cet iso-

morphisme. Soit φ ∈ HomH(H)(H(G),W )H(G). Définissons une fonction

fφ sur G par

(III.2.5.2) fφ(g) = φ(δg).

La distribution δg n’étant pas dans H(G), cette définition appelle à des

explications. Choisissons un idempotent eK de H(G), pour un certain

sous-groupe ouvert compact K de G, tel que φ soit fixé par eK . La dis-

tribution δg ∗ eK est alors dans H(G), et l’on pose φ(δg) = φ(δg ∗ eK). On

peut vérifier immédiatement que ceci ne dépend pas du choix de K. De

plus, pour tout k ∈ K, pour tout g ∈ G, on a

fφ(gk) = φ(δgk) = φ(δg ∗ δk ∗ eK) = φ(δg ∗ eK) = fφ(g),

ce qui montre que fφ est fixé par r(K). Montrons comment fφ se trans-

forme par translation à gauche par h ∈ H : pour tout h ∈ H , pour tout

g ∈ G, on a

(III.2.5.3) fφ(hg) = φ(δhg) = φ(δhg ∗ eK) = φ(δh ∗ δg ∗ eK).

D’autre part ρ(h) · fφ(g) = (δh ∗ f) · fφ(g) où f est un idempotent de

H(H) qui fixe δg ∗ eK . L’idempotent f fixe alors aussi fφ(g) = φ(δg ∗ eK).

On a alors

ρ(h) · fφ(g) = (δh ∗ f) · fφ(g) = (δh ∗ f) ·φ(δg ∗ eK) = φ((δh ∗ f) · (δg ∗ eK)),



112 CHAPITRE III. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES T.D.

où δh ∗ f ∈ H(H) agit sur δg ∗ eK via la structure de H(H)-module de

H(G). Plus explicitement

(δh ∗ f) · (δg ∗ eK) =

∫

H

l(h′) · (δg ∗ eK) d(δh ∗ f)(h′)

=

∫

H

∫

H

l(h1h2) · (δg ∗ eK) d(δh)(h1) df(h2)

= l(h) ·

(∫

H

l(h2) · (δg ∗ eK) df(h2)

)

= l(h) · (f · (δg ∗ eK))

= l(h) · (δg ∗ eK) = δh ∗ δg ∗ eK .(III.2.5.4)

On obtient en comparant (III.2.5.3) et (III.2.5.4)

ρ(h) · fφ(g) = φ(δh ∗ δg ∗ eK) = fφ(hg).

Ceci montre que fφ est dans IndGHW .

Réciproquement, si f ∈ IndGHW , définissons φf ∈ HomC(H(G),W ) par

(III.2.5.5) φf(T ) = (T · f)(1G), (T ∈ H(G)),

où T · f désigne le résultat de l’action de T ∈ H(G) sur l’élément f

du H(G)-module IndGHW . Si f est fixée par r(K), pour un certain sous-

groupe ouvert compact K de G, alors pour tout T ∈ H(G),

(eK ·φf)(T ) = φf(T ∗eK) = ((T ∗eK)·f)(1G) = (T ·(eK ·f))(1G) = φf(T ).
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Si S ∈ H(G), on a

φf(S · T ) = ((S · T ) · f))(1G) =

(∫

G

r(g) · f d(S · T )(g)

)
(1G)

=

(∫

G

r(g) · f d

(∫

H

l(h) · T dS(h)

)
(g)

)
(1G)

=

(∫

G

∫

H

l(h−1) · (r(g) · f) dT (g) dS(h)

)
(1G)

=

∫

H

(l(h−1) · (T · f))(1G) dS(h)

=

∫

H

(T · f)(h) dS(h)

=

∫

H

(ρ(h) · (T · f))(1G) dS(h)

= S · ((T · f)(1G)) = S · φf(T ).

Ceci montre que φf est dans HomH(H)(H(G),W )H(G). On vérifie aussi

facilement que f 7→ φf et φ 7→ fφ sont inverses l’un de l’autre. La

vérification de la naturalité en (ρ,W ) des isomorphismes IndGH(W ) '

HomH(H)(H(G),W )H(G) est comme souvent dans ce genre de choses, fas-

tidieuse mais élémentaire. Ceci montre que l’on a bien un isomorphisme

naturel (III.2.5.1), réalisé par (III.2.5.2) et (III.2.5.5).

III.2.6. Induction compacte et pseudo foncteur d’oubli. — Dans

ce qui suit, H est un sous-groupe fermé du groupe t.d. G. Les notations

sont celles de la section III.2.2. Le pseudo foncteur d’oubli ˇFGH à pour

adjoint à gauche le foncteur PG
H . Nous voulons maintenant identifier ce

foncteur en terme d’induction compacte. Soit donc (ρ,W ) une repré-

sentation lisse de H . Rappelons que PG
H (W ) = H(G) ⊗H(H) W , que la

multiplication par µG donne un isomorphisme d’algèbres H(G) ' D(G),

et que de même la multiplication par µH donne un isomorphisme d’al-

gèbres H(H) ' D(H). Par transport de structure, D(G) est donc munie

d’une structure de D(H)-module à droite, que nous allons maintenant

identifier explicitement. Soient T = fµG, et S = aµH respectivement
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dans H(G) et H(H). On a par définition

T · S =

∫

H

(r(h)−1 · T ) dS(h) =

∫

H

(r(h−1) · (fµG)) dS(h).

Or, pour toute fonction test φ ∈ C∞(G)

〈r(h)−1 · (fµG), φ〉 = 〈(fµG), r(h) · φ〉

=

∫

G

f(g)φ(gh) dµG(g) =

∫

G

f(gh−1)φ(g)δG(h)−1 dµG(g)

= 〈δG(h−1)(r(h)−1 · f)µG, φ〉.

Donc r(h)−1 · (fµG) = δG(h)−1(r(h)−1 · f)µG. On en déduit que

T · S =

∫

H

δG(h)−1(r(h)−1 · f)µG dS(h)

=

(∫

H

δG(h)−1(r(h)−1 · f)a(h) dµH(h)

)
µG.

L’action à droite de a ∈ D(H) sur f ∈ D(G) s’écrit donc

(III.2.6.1) f · a =

∫

H

δG(h)−1a(h)(r(h)−1 · f) dµH(h).

Avec la structure de D(H)-module à droite ainsi définie sur D(G), on a

alors

PG
H (W ) ' D(G)⊗D(H) W.

Soient f ∈ D(G), et v ∈ W et définissons une fonction p(f ⊗ v) de G

dans W par

p(f ⊗ v)(g) =

∫

H

f̌(hg)((δGρ)(h
−1) · v) dµH(h).

Montrons tout d’abord que ceci est bien défini pour tout élément f⊗v

de D(G)⊗D(H) W . Il s’agit de voir que si a ∈ D(H), on a bien

p(f · a⊗ v) = p(f ⊗ (aµH) · v).
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Or

p(f · a⊗ v)(g) =

∫

H

ˇ(f · a)(hg)((δGρ)(h−1) · v) dµH(h) =

∫

H

[∫

H
δG(h′)−1a(h′)(r(h′)−1 · f)((hg)−1) dµH(h′)

]
((δGρ)(h−1) · v) dµH(h)

=

∫

H

∫

H
δG(h′h)−1f̌(h′hg)a(h′)(ρ(h−1) · v) dµH(h′)dµH(h)

=

∫

H
δG(h)−1f̌(hg)ρ(h)−1 ·

(∫

H
a(h′)(ρ(h′) · v) dµH(h′)

)
dµH(h)

= p(f ⊗ (aµH) · v)(g).

Un calcul similaire montre que si f est fixé par un certain sous-groupe

ouvert compact K de G pour l’action par translation à gauche, alors

p(f · a⊗ v) est aussi fixé par K (pour l’action par translation à droite).

On calcule maintenant comment p(f · a⊗ v) se transforme par trans-

lation à gauche par un élément de H .

p(f ⊗ v)(h0g) =

∫

H

f̌(hh0g)((δGρ)(h
−1) · v) dµH(h)

= δG(h0)ρ(h0) ·

∫

H

f̌(hh0g)((δGρ)((hh0)
−1) · v) dµH(h)

= δH(h0)
−1δG(h0)ρ(h0) ·

(∫

H

f̌(hg)((δGρ)(h
−1)) · v) dµH(h)

)

= (δH\Gρ)(h0) ·

(∫

H

f̌(hg)((δGρ)(h
−1)) · v) dµH(h)

)

= (δH\Gρ)(h0) p(f ⊗ v)(g).

D’autre part, f étant à support compact, p(f ⊗ v) est à support

compact modulo H . Ceci montre que p(f ⊗ v) est une fonction dans

indGH(W ⊗ δH\G). Par linéarité, on a ainsi défini une application linéaire :

(III.2.6.2) p : PG
H (W )→ indGH(W ⊗ δH\G).

Un calcul semblable à celui effectué ci-dessus montre que p entrelace les

actions de G sur PG
H (W ) et indGH(W ⊗ δH\G).
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Théorème. — Le morphisme p : PG
H (W ) → indGH(W ⊗ δH\G) est un

isomorphisme (naturel) dans la catégorie M(G).

Démonstration. Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G. Il suffit

de montrer que p induit un isomorphisme

(D(G)⊗D(H) W )K ' (indGH(W ⊗ δH\G))K .

Nous avons vu dans le lemme III.2.2 que ce dernier espace s’identifie avec

l’espace des fonctions à support fini sur un système de représentants Ω

de H\G/K, vérifiant f(g) ∈WKg pour tout g dans Ω, c’est-à-dire

(III.2.6.3) (indGH(W ⊗ δH\G))K '
⊕

g∈Ω

WKg .

Etudions maintenant l’espace

(D(G)⊗D(H) W )K = (eK ∗ D(G))⊗D(H) W.

Remarquons qu’à travers les équivalences de catégories

M(H) 'M(H(H)) 'M(D(H)),

D(G) ⊗D(H) W s’identifie à D(G) ⊗H W où ce dernier espace est par

définition le quotient de D(G)⊗W par l’espace engendré par les vecteurs

de la forme r(h−1) · f ⊗w− f ⊗ ρ(h) ·w. D’autre part, pour tout g ∈ Ω,

KgH est un ouvert de G, donc on a une décomposition de G en ouvert

disjoints

G =
∐

g−1∈Ω

KgH.

Ceci induit une décomposition de eK ∗ D(G) en

eK ∗ D(G) = ⊕g−1∈ΩD(G)Kg

où D(G)Kg est l’espace des fonctions f dans D(G) invariante par transla-

tion à gauche sous K et à support dans KgH . Remarquons que comme

Ω est un système de représentants dans G des doubles classes H\G/K,

l’ensemble {g−1}g∈Ω est un système de représentants de K\G/H . Comme

chaque D(G)Kg est stable sous l’action de H par translation à droite,

(eK ∗ D(G))⊗H W =
⊕

g−1∈Ω

D(G)Kg ⊗H W.
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Le lecteur attentif a depuis longtemps remarqué la ressemblance de la

démonstration que nous tentons de terminer avec celle du théorème II.3.9.

En particulier, la définition de la fonction p est similaire dans les deux cas,

et l’on aussi introduit (avec une convention légèrement différente, mais

l’on peut rétablir les choses par un passage à l’inverse dans le groupe G)

les espaces D(G)Kg . On avait vu que D(G)Kg est isomorphe à l’espace des

fonctions à support fini sur l’espace discret K\KgH , espace muni d’une

action transitive de H par translation à droite. On en conclut que

D(G)Kg ⊗H W ' C⊗StabH(K\KgH) W 'WKg−1 .

et donc

(III.2.6.4) PG
H (W ) '

⊕

g−1∈Ω

WKg−1 =
⊕

g∈Ω

WKg .

L’isomorphisme PG
H (W )K ' (indGH(W ⊗ δH\G))K se déduit de (III.2.6.3)

et (III.2.6.4).

Remarque. — Nous terminons cette section en étudiant le cas de l’in-

duction à partir d’un sous-groupe ouvert H de G (la topologie étant

totalement discontinue, H est aussi fermé dans G). Dans ce cas, on a

une inclusion évidente H(H) ↪→ H(G), où l’on identifie H(H) à l’espace

des distributions dans H(G) à support dans H . La structure de H(H)-

bimodule non dégénéré de H(G) décrite précédemment et utilisant les

représentations l et r de H sur H(G) peut se décrire ici plus simple-

ment comme la structure de bimodule donnée par l’inclusion d’algèbres

de H(H) dans H(G). Dans ce cadre, nous avons remarqué à la fin de

la section I.2.3 que le foncteur d’oubli et le pseudo foncteur d’oubli sont

isomorphes. Ce qui nous intéresse ici est le fait que du coup, le foncteur

d’oubli ResGH admet un adjoint à gauche, en plus de l’adjoint à droite

IndGH , et que celui-ci est donné par indGH (le facteur δH\G est trivial dans

ce cas, puisque µH est, au choix d’un facteur multiplicatif près, la restric-

tion de µG à H). On a donc, pour toute représentation (π, V ) deM(G),

et toute représentation (ρ,H) deM(H), un isomorphisme naturel

(III.2.6.5) HomG(indGH(ρ,W ), (π, V )) ' HomH((ρ,W ),ResGH(π, V )).
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III.2.7. Induction et dualité. — On peut combiner les résultats de

la section précédente et le théorème I.4.2 pour obtenir l’énoncé suivant :

Théorème. — Soit H un sous-groupe fermé du groupe t.d. G, et soit
(ρ,W ) une représentation lisse de H. On a alors un isomorphisme naturel

IndGH(W̃ ) ' indGH(W ⊗ δH\G)̃ .

III.2.8. Induction par étapes. — Soient J ⊂ H deux sous-groupes

fermés de G. Comme l’induction de H à G est l’adjoint à droite de la

restriction de G à H , et que trivialement :

ResGJ = ResHJ ◦ ResGH ,

on obtient la

Proposition. — On a un isomorphisme de foncteurs :

IndGJ ' IndGH ◦ IndHJ .

Démonstration. Ceci découle de l’unicité de l’adjoint (A.V).

III.2.9. Coinvariants. — Soient H un groupe t.d. et (τ, E) une re-

présentation de H . On note

E(H, τ)

le sous-espace de E engendré par les vecteurs (τ(h) ·v−v), v ∈ E, h ∈ H .

L’espace coinvariant est par définition le quotient :

EH,τ = E/E(H, τ).

Le dual (EH,τ )
∗ de EH,τ s’identifie au sous-espace de E∗ des formes li-

néaires nulles sur E(H, τ), c’est-à-dire telles que τ ∗(h) · (λ) = λ, pour

tout h ∈ H .

Exemple. — Le théorème d’existence et d’unicité de la mesure de Haar

sur un groupe t.d. G peut se reformuler en disant que

dim(D(G)G,l) = 1.
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Remarques. — 1. Si H est un sous-groupe fermé d’un groupe t.d. G,

et si (π, V ) est une représentation lisse de G, on allège la notation pour

V (H,ResGH(π)) (resp. VH,ResG
H(π)) en V (H, π) (resp. VH,π), ou même sim-

plement V (H) (resp.VH) si la représentation π est clairement identifiée

par le contexte. Dans ce cas, tout sous-groupe N de G normalisant H

agit sur V (H, π) et donc sur VH,π. Nous noterons πH l’action de N sur

VH,π.

— 2. Si H et N sont des sous-groupes fermés d’un groupe t.d. G, et si

N normalise H , alors

(π, V ) 7→ (πH , VH,π)

définit un foncteur jH de M(G) dans M(N). En effet, tout opérateur

d’entrelacement A entre deux représentations lisses (π, V ) et (ρ,W ) de

G induit un opérateur d’entrelacement entre (πH , VH,π) et (ρH ,WH,π).

Lemme. — (i) Soit H un groupe t.d. et supposons que H1 et H2 soient
des sous-groupes fermés de H tels que H = H1H2, où H1 normalise H2.
Soit (τ, E) une représentation de H. On a alors

(EH2,τ )H1,τH2
= EH,τ ,

où τH2 désigne la représentation de H1 sur EH2,τ obtenue à partir de τ
par passage au quotient (cf. remarque 1 ci-dessus).

(ii) Soient H,H1, H2 comme ci-dessus, H étant un sous-groupe fermé
d’un groupe t.d. G, et soient N,N2 des sous-groupes fermés de G tels
que N ⊂ N2, N normalise H et H1, N2 normalise H2. Alors le foncteur
jH : M(G) → M(N) est isomorphe à la composition des foncteurs
jH2 : M(G)→M(N2) et de jH1 : M(N2)→M(N).

Démonstration. Pour tout h1 ∈ H1, pour tout h2 ∈ H2 et pour tout

v ∈ E, on a :

τ(h1h2) · v − v = (τ(h1) · (τ(h2) · v)− (τ(h2) · v)) + (τ(h2) · v − v).

Ceci montre que E(H, τ) = E(H1, τ) + E(H2, τ). Le (i) en découle im-

médiatement, et (ii) est conséquence de (i).
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Proposition. — Supposons que H soit la réunion de ses sous-groupes
compacts. Soit (τ, E) une représentation lisse de H. Alors E(H, τ) est
l’espace des vecteurs v ∈ E tels qu’il existe un sous-groupe compact K de
H vérifiant

τ(eK) · v = 0.

Démonstration. La proposition découle de la proposition III.1.5, qui traite

le cas où H est lui-même compact.

Corollaire. — Avec les hypothèses de la proposition ci-dessus, si E ′ est
une sous-représentation de E, alors E ′(H, τ) = E(H, τ) ∩E ′ et si

0→ E ′ → E → E ′′ → 0

est une suite exacte dans M(H), alors

0→ E ′
H,τ ′ → EH,τ → E ′′

H,τ ′′ → 0

est exacte. En particulier, le foncteur jH défini dans la remarque 2 ci-
dessus est exact dès que H est réunion de ses sous-groupes ouverts com-
pacts.

Démonstration. La première assertion est conséquence de la proposition

ci-dessus. Le seul point délicat à vérifier ensuite est que E ′
H,τ ′ → EH,τ est

une injection, ce qui découle du premier point.

III.2.10. Un cas particulier de foncteur d’oubli. — Supposons

maintenant que P soit un groupe t.d. et que N soit un sous-groupe nor-

mal fermé de P . Posons M = P/N . C’est un groupe t.d. (lemme II.3.4).

Notons φ : P → M la projection naturelle. Elle induit un foncteur d’oubli

FMP : M(M)→M(P ) et un pseudo foncteur d’oubliˇFMP (III.2.1). Nous

allons montrer que dans ce contexte, ces deux foncteurs sont naturelle-

ment isomorphes. Soit K un sous-groupe ouvert compact de P , et notons

KM = φ(K). C’est un sous-groupe ouvert compact de M , et la famille

des KM , lorsque K parcourt la famille des sous-groupes ouverts compacts

de P , forme une base de voisinages de l’identité de M , par définition de

la topologie quotient. En conséquence, la famille des idempotents eKM

forme un système filtrant d’idempotents de H(M). L’algèbre de Hecke
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H(M) est munie d’une structure de H(P )-bimodule non dégénéré. Mon-

trons que l’action (disons à droite, mais la démonstration serait similaire

pour l’action à gauche) d’un élément at,K = eK ∗ δt ∗ eK de H(P ), où t

est un élément de P , sur une distribution T de H(M) est donnée par

(III.2.10.1) T · at,K = T ∗ aφ(t),KM

où aφ(t),KM
= eKM

∗ δφ(t) ∗ eKM
. En effet, pour toute fonction test ψ,

〈T · at,K , φ〉 =

∫

M

ψ(m) d(T · at,K)(m)

=

∫

M

ψ(m)d

(∫

P

r(φ(p−1)) · T d(at,K)(p)

)
(m)

=

∫

M

∫

P

ψ(mφ(p)) dT (m) d(at,K)(p)

=

∫

M

∫

M

ψ(mm′) dT (m)d(φ∗(at,K))(m′)

=

∫

M

∫

M

ψ(mm′) dT (m)d(aφ(t),KM
)(m′)

= 〈T ∗ aφ(t),KM
, ψ〉.

L’égalité φ∗(at,K) = aφ(t),KM
découle de la caractérisation de aφ(t),KM

comme l’unique distribution à support dans KMφ(t)KM , invariante sous

l’action de KM par translation à gauche et à droite, et normalisée (lemme

II.3.11). En effet, vérifions l’invariance par translation à droite de φ∗(at,K)

sous KM . Soit k ∈ KM et soit k̃ ∈ K tel que φ(k̃) = k. Alors, pour toute

fonction test ψ ∈ D(M),

〈r(k) · φ∗(at,K), ψ〉 = 〈φ∗(at,K), r(k−1) · ψ〉 = 〈at,K , (r(k
−1) · ψ) ◦ φ〉

= 〈at,K , (r(k̃
−1) · (ψ ◦ φ)〉 = 〈r(k̃) · at,K , ψ ◦ φ〉

= 〈at,K , ψ ◦ φ〉 = 〈φ∗(at,K), ψ〉.

L’invariance par translation à gauche et la normalisation se vérifient de

la même manière.

Un cas particulier de (III.2.10.1) est

T · eK = T ∗ eKM
.



122 CHAPITRE III. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES T.D.

Donc pour toute famille finie d’éléments Ti de H(M), il existe un sous-

groupe ouvert compact K tel que Ti = T ∗ eKM
= Ti · eK . De ceci, il

découle que pour tout module V dansM(H(M)),

ˇFMP (V ) = HomH(M)(H(M), V )H(P ) = HomH(M)(H(V ), N)H(M) ' V

' FMP (V ).

Tous ces isomorphismes sont bien entendus naturels dansM(P ).

Le pseudo foncteur d’oubliˇFMP admet un adjoint à gauche PM
P . Main-

tenant décrivons-le dans le langage des représentations. Si (π, V ) est une

représentation lisse de P , d’après la remarque 2 du paragraphe précé-

dent, (πN , VN) est une représentation lisse de P , dont le noyau contient

N . On peut donc voir (πN , VN) comme une représentation de M , et nous

le ferons sans changer de notations. Ceci définit un foncteur de jN de

M(P ) dansM(M).

Proposition. — Les foncteurs jN et PM
P sont naturellement isomorphes.

En particulier jN est l’adjoint à gauche du foncteur d’oubli.

Démonstration. Soit (π, V ) une représentation lisse de P . Pour tout v

dans V , choisissons un sous-groupe compact ouvert K de P fixant v, et

définissons

(III.2.10.2) Φ : V →H(M)⊗H(P ) V, v 7→ eKM
⊗ V.

Tout d’abord, remarquons que eKM
⊗V est en fait indépendant du choix

de K. En effet, si K ′ ⊂ K est un autre sous-groupe ouvert compact, on

a

eK ′
M
⊗ v = eKM

∗ eK ′
M
⊗ v = eKM

· eK ′ ⊗ v = eKM
⊗ eK ′ · v = eKM

⊗ v.

Ceci montre en particulier que l’application (III.2.10.2) est linéaire. Mon-

trons maintenant que V (N) est dans ker Φ. Soit v ∈ V . On a pour tout

n ∈ N ,

Φ(π(n) · v − v) = eKM
⊗ (π(n) · v − v),
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où K est choisi de sorte que eK · v = v et eK · (π(n) · v) = π(n) · v. Alors

Φ(π(n) · v − v) = eKM
⊗ eK ∗ δn ∗ eK · v − eKM

⊗ v

= eKM
⊗ an,K · v − eKM

⊗ v

= eKM
· an,K ⊗ v − eKM

⊗ v

= eKM
∗ aφ(n),KM

⊗ v − eKM
⊗ v

= eKM
∗ eKM

⊗ v − eKM
⊗ v = 0.

On a utilisé le fait que φ(n) = 1M et donc aφ(n),KM
= eKM

. Par passage

au quotient, Φ induit une application linéaire

Φ̄ : VN →H(M)⊗H(P ) V.

Cette application linéaire est un opérateur d’entrelacement pour les ac-

tions de M sur VN et H(M) ⊗H(P ) V . En effet, pour tout m ∈ M et

pour tout v̄ ∈ VN , si l’on choisit p dans P tel que φ(p) = m, v ∈ V qui

relève v̄, et K un sous-groupe ouvert compact de P tel que eK · v = v et

eK · (π(p) · v) = π(p) · v, alors

Φ̄(πN (m) · v̄) = Φ̄(π(p) · v) = eKM
⊗ π(p) · v

= eKM
⊗ eK ∗ δp ∗ eK · v = eKM

⊗ ap,K · v

= eKM
· ap,K ⊗ v = eKM

∗ am,KM
⊗ v

= eKM
∗ δm ∗ eKM

⊗ v = eKM
· (l(m) · Φ̄(v̄)).

Quitte à remplacer K par un sous-groupe ouvert compact plus petit, on

peut supposer que eKM
fixe l(m) · Φ̄(v̄).

Il s’agit maintenant de construire un inverse de Φ̄. Comme VN est

une représentation lisse de M , c’est un H(M)-module non dégénéré. On

définit alors

Ψ : H(M)⊗ V → VN , T ⊗ v 7→ T · v̄.

Montrons que Ψ induit une application

Ψ : H(M)⊗H(P ) V → VN .

Pour cela, il suffit de vérifier que pour tout T ∈ H(M), pour tout S ∈

H(P ) et pour tout v ∈ V ,

Ψ(T · S ⊗ v − T ⊗ S · v) = 0.
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Or Ψ(T ·S⊗ v−T ⊗S · v) = (T ·S) · v̄−T · (S · v̄). Pour un sous-groupe

ouvert compact K de P assez petit, la distribution S est dans H(P,K)

et est donc combinaison linéaire de distributions de la forme ap,K . Il suffit

donc de vérifier que

(T · ap,K) · v̄ − T · (ap,K · v̄) = 0.

Comme T ·ap,K = T ∗aφ(p),KM
, il suffit de vérifier que ap,K ·v̄ = aφ(m),KM

·v̄.

Mais ceci découle des définitions. On finit la démonstration en vérifiant

que Ψ̄ est l’inverse de Φ̄, ce qui résulte de calculs sans difficultés.

Corollaire. — Supposons que P soit un sous-groupe fermé du groupe
t.d. G et que N , M soient comme ci-dessus. Alors le foncteur IndGP ◦F

M
P

de M(M) dans M(G) est l’adjoint à droite du foncteur jN : V 7→ VN .

Démonstration. Ceci est clair par composition des foncteurs adjoints.

III.2.11. Isomorphismes de Mackey. — L’isomorphisme de Mackey

établit la commutativité entre le foncteur Hom (resp. ⊗) de la section

III.1.15 et le foncteur d’induction IGH (resp. PG
H ) de la section III.2.1.

Donnons l’énoncé du résultat.

Théorème. — Soit φ : H → G un morphisme continu de groupes t.d.
grâce auquel on construit les foncteurs d’induction IGH et PG

H (III.2.1).
Alors, pour toute représentation (ρ,W ) deM(H) et toute représentation
(π, V ) de M(G), on a isomorphisme naturel

Hom(V, IGH(W ))0 ' IGH(Hom(FGH(V ),W )0).

De plus, si le pseudo foncteur d’oubli ˇFGH est isomorphe au foncteur
d’oubli FGH , alors

PG
H (W )⊗ V ' PG

H (W ⊗ FGH(V )).
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Démonstration. Pour toute représentation (σ,E) dans M(G), on a

HomG(E,Hom(V, IGH(W ))0) ' HomG(E ⊗ V, IGH(W ))

(III.2.11.1)

' HomH(FGH(E ⊗ V ),W )(III.2.11.2)

' HomH(FGH(E)⊗ FGH(V ),W )(III.2.11.3)

' HomH(FGH(E),Hom(FGH(V ),W )0)(III.2.11.4)

' HomG(E, IGP (Hom(FGH(V ),W )0)).(III.2.11.5)

En effet (III.2.11.1) est l’application du corollaire III.1.15, (III.2.11.2)

est l’adjonction des foncteurs FGH et IGH , (III.2.11.3) est trivial, (III.2.11.4)

est à nouveau le corollaire III.1.15, et (III.2.11.5) à nouveau l’adjonction

de FGH et IGH .

Un argument général de théorie des catégories (cf. A.III.3) permet alors

de conclure que l’on a bien un isomorphisme

Hom(V, IGH(W ))0 ' IGH(Hom(FGH(X),W )0).

On vérifie de manière routinère qu’il est naturel en V et W .

Passons maintenant au deuxième isomorphisme de Mackey, et tentons

de copier l’argument utilisé pour le premier.

HomG(V ⊗ PG
H (W ), E) ' HomG(PG

H (W ),Hom(V,E)0)

(III.2.11.6)

' HomH(W,̌ FGH(Hom(V,E)0))(III.2.11.7)

' HomH(W,Hom(FGH(V ),̌ FGH(E))0))(III.2.11.8)

' HomH(FGH(V )⊗W,̌ FGH(E))(III.2.11.9)

' HomG(PG
H (FGH(V )⊗W ), E).(III.2.11.10)

On a dans ce calcul utilisé (III.1.15.1) et l’adjonction entre les fonc-

teur PG
H et ˇFGH . Le seul point non justifié est l’égalité (III.2.11.8), qui

contrairement à (III.2.11.3) ci-dessus, n’est pas triviale en général, mais

le devient évidemment siˇFGH est isomorphe à FGH .
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III.3. Représentations dans les sections de faisceaux

III.3.1. Action sur un faisceau

Définition. — Soient X un espace t.d., G un groupe t.d. et F ∈ C∞X −

Mod un faisceau de C-espaces vectoriels sur X. Une action de G sur F

est la donnée pour tout g ∈ G d’un isomorphisme γg de F dans lui-même

(voir II.2), de sorte que γg ◦ γg′ = γgg′ pour tout couple (g, g′) d’éléments

de G et γe = IdF si e est l’élément neutre de G. On suppose de plus

que l’application γ : G × X → X sous-jacente est continue. L’espace

des sections globales à support compact Fc(X) est alors par définition

un espace de représentation pour G. Grâce à l’équivalence de catégories

du II.2, on voit que la donnée d’un faisceau muni d’une action de G

est équivalente à la donnée d’un D(X)-module non dégénéré, muni d’une

action linéaire de G qui commute avec celle de D(X). Si la représentation

de G dans Fc(X) est lisse, on dira que γ est lisse. Une distribution T ∈
Fc(X)∗ est dite G-invariante si γg · T = T pour tout g dans G.

Dans une telle situation, intéressons nous à l’espace des coinvariants

(Fc(X))G. Supposons qu’il existe un espace t.d. Y et une application

continue q : X → Y , telle que q(γg(x)) = q(x), pour tout x ∈ X et tout

g ∈ G. Alors Fc(X) est naturellement muni d’une structure de D(Y )-

module, et Fc(X)(G) est un sous-D(Y )-module, de Fc(X). Il s’ensuit

que Fc(X)G est un D(Y )-module, ce qui implique qu’il correspond par

l’équivalence de catégories du théorème II.2 à un faisceau sur Y , que l’on

notera F ′. Par définition Fc(X)G et F ′
c(Y ) sont isomorphes en tant que

D(Y )-modules.

Proposition. — La fibre F ′
y de F ′ en un point y ∈ Y est naturellement

isomorphe à Fc(q−1({y}))G.

Démonstration. Posons Z = q−1({y}). C’est une partie fermée de X, et la

restriction pZ : Fc(X) → Fc(Z) est surjective (proposition 2 de II.2.5).

Le noyau de pZ est le sous-espace L ⊂ Fc(X) engendré par les sections

de la forme f · φ, où f ∈ D(Y ), f(y) = 0, et φ ∈ Fc(X). En effet, il est

clair que L ⊂ ker pZ . Réciproquement, si φ ∈ ker pZ , alors q(Suppφ) est

un ensemble compact dans Y qui ne contient pas y. On peut recouvrir
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q(Suppφ) par un ouvert compact U qui ne contient pas y (c’est une

conséquence du lemme II.1.1). Si f est la fonction caractéristique de

U , on a f ∈ D(Y ), f(y) = 0 et f · φ = φ, d’où φ ∈ L. On a donc

Fc(Z) ' Fc(X)/L, d’où Fc(Z)G ' Fc(X)/L′ où L′ est le sous-espace de

Fc(X) engendré par L et Fc(X)(G). Par conséquent

Fc(Z)G = Fc(X)/(Fc(X)(G) + L)

= (Fc(X)/Fc(X)(G)) / (L/(L ∩ Fc(X)(G)))

Or, Fc(X)/Fc(X)(G) = F ′
c(Y ) et la description de la fibre du faisceau

F ′ en y faite dans la remarque II.2 est

F ′
y = F ′

c(Y )/L′′

où L′′ est l’espace engendré par les f · ψ, ψ ∈ F ′
c(Y ) et f ∈ D(Y ) telle

que f(y) = 0. On voit qu’alors L′′ ' L/(L ∩ Fc(X)(G)) ce qui finit de

montrer l’assertion.

Corollaire. — Avec les hypothèses ci-dessus, s’il n’existe pas de dis-
tributions G-invariantes pour les restrictions du faisceau F aux fibres
Z = q−1({y}), alors il n’existe pas de distributions G-invariantes dans
Fc(X)∗.

Démonstration. Une distribution non nulle G-invariante dans Fc(X)∗ est

nulle sur Fc(X)(G) et donc définit une distribution non nulle sur Fc(X)G,

c’est-à-dire un élément non nul du dual de F ′
c(Y ). Soit y un point du

support de cette distribution. Alors par restriction, elle définit un élément

non nul du dual de la fibre F ′
y, qui est isomorphe à (Fc(q−1({y}))G. Ceci

montre qu’il existe une distribution G-invariante pour la restriction de

F à la fibre Z = q−1({y}).

III.3.2. Induction et faisceaux. — Fixons une action γ0 continue

d’un groupe t.d. G sur un espace t.d.X. Formons la catégorie C∞X,G−Mod

dont les objets sont les faisceaux de C-espaces vectoriels sur X munis

d’une action lisse γ de G compatible avec γ0, et dont les morphismes sont

les morphismes de faisceaux G-équivariants. Par exemple, si X = {x} est

un singleton, alors C∞X,G−Mod est simplementM(G). La correspondance

F 7→ Fc(X) (qui induit une équivalence de catégories entre C∞X −Mod
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et M(D(X)) d’après le théorème II.2) donne par restriction à la sous-

catégorie C∞X,G −Mod un foncteur

Γc : C∞X,G −Mod→M(G).

Si Q est un sous-groupe fermé de G, et Z une partie localement fermée,

Q-invariante de X, le foncteur

F 7→ F|Z

induit un foncteur

RX,G
Z,Q : C∞X,G −Mod→ C∞Z,Q −Mod.

En particulier, si Z = {x} est un point de X, alors RX,G
Z,QF est la repré-

sentation lisse de Q dans la fibre Fx de F .

On se place maintenant dans le cas où l’action de G sur X est transi-

tive. Comme le groupe G est supposé dénombrable à l’infini, X est alors

homéomorphe à l’espace quotient G/H , où H est le stabilisateur d’un

point quelconque de X (corollaire II.3.3). Pour des raisons de compa-

tibilité avec notre définition de l’induction, il est plus adéquat de tra-

vailler avec H\G plutôt que G/H (l’action de G sur H\G est donnée par

(g0, Hg) 7→ Hgg−1
0 ). Dans ce cas, nous définissons un foncteur “d’induc-

tion”

IGH :M(H)→ C∞X,G −Mod,

de la manière suivante. Soit (τ, E) dansM(H). L’espace de la représenta-

tion induite indGHE est naturellement un D(H\G)-module non dégénéré,

par multiplication des fonctions : si φ ∈ D(H\G), et f ∈ indGHE, φf

est dans indGPE. D’après l’équivalence de catégories du théorème II.2,

indGPE est l’espace des sections à support compact d’un certain faisceau

F τ sur H\G. Le foncteur IGH envoie (τ, E) sur F τ . De plus il est clair que

la représentation de H dans la fibre du faisceau F τ au dessus du point

o = H1G de H\G est isomorphe à (τ, E).

Réciproquement, si F est un faisceau sur H\G muni d’une action lisse

de G compatible avec l’action de G sur H\G, notons (τ, E) la représen-

tation de H dans la fibre du faisceau F au dessus du point o de H\G.

Alors la représentation de G dans Fc(H\G) est isomorphe à indGH(τ, E)

et la partie lisse de la représentation de G dans F(H\G) est isomorphe



III.4. NOTES SUR LE CHAPITRE III 129

à IndGH(τ, E). Plus explicitement, le premier de ces isomorphismes est

donné par

α : Fc(H\G)→ indGH(τ, E), φ 7→ [g 7→ (γg · φ)(o)],

d’inverse

β : f 7→ [Hg−1 = γg(o) 7→ γg(f(g−1))],

et le deuxième par des formules analogues.

On vérifie sans difficulté que ces isomorphismes sont naturels. On a

donc obtenu le

Théorème. — Les foncteurs

IGH :M(H)→ C∞H\G,G −Mod, et RH\G,G
H1G,H

: C∞H\G,G −Mod→M(H)

sont inverses l’un de l’autre et définissent une équivalence de catégories
entre M(H) et C∞H\G,G −Mod.

III.4. Notes sur le chapitre III

La plus grande partie de ce chapitre est tirée de [3]. Nous y avons

ajouté quelques éléments inspirés de la philosophie de [33], qui consiste

à voir les foncteurs d’induction et de Jacquet comme des cas particulier

des foncteurs d’oubli (F ,̌F) ou d’induction (I, P ) définis dans le cadre

des algèbres à idempotents. Outre le gain conceptuel, ceci permet de

déterminer rapidement les adjonctions entre composés de tels foncteurs.

La partie sur les représentations dans les espaces de sections de faisceaux

équivariants est tirée de [4].





CHAPITRE IV

REPRÉSENTATIONS COMPACTES, DE
CARRÉ INTÉGRABLE, UNITAIRES

Nous allons maintenant étudier des classes particulières de représen-

tations lisses d’un groupe t.d. Nous commençons par rappeler la théo-

rie des représentations des groupes compacts, théorie qui dans le cadre

des groupes t.d. est particulièrement élémentaire. Le résultat principal

est que la catégorie des représentations lisses d’un groupe t.d. compact

est semi-simple. Ce n’est pas le cas en général si le groupe G n’est pas

compact, mais il est alors possible de définir une classe de représenta-

tions ayant de bonnes propriétés, par une condition de support sur leurs

coefficients matriciels : les représentations compactes. Toute représenta-

tion compacte est semi-simple, et si l’on fixe une classe d’isomorphie τ

de représentations compactes irréductibles, toute représentation lisse de

G se décompose en une somme directe dont le premier facteur est une

somme directe de représentations dans la classe τ , et le second une repré-

sentation lisse dont aucun sous-quotient irréductible n’est dans τ . Ceci

s’interprète en termes de décomposition de catégories. Nous donnons un

critère simple de finitude pour que la catégorie M(G) se décompose en

une “partie compacte”, elle-même produit sur les classes d’isomorphie

τ de représentations compactes des catégories M(G)τ dont les éléments

sont les sommes directes de représentations dans la classe τ , et une partie

non compacte, dont les éléments sont les représentations n’ayant aucun

sous-quotient compact. Ce critère de finitude sera vérifié pour les groupes

réductifs p-adiques, ce qui est à la base du théorème de décomposition

de Bernstein. Nous étudions ensuite les représentations unitaires et nous

introduisons une version tordue des foncteurs d’induction qui préserve
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l’unitarité des représentations. Les représentations unitaires admissibles

sont semi-simples. Enfin nous nous intéressons aux représentations dont

les coefficients matriciels sont des fonctions de carré intégrable (modulo

le centre). Une telle représentation est admissible et unitaire et les coef-

ficients de telles représentations vérifient les formules d’orthogonalité de

Schur.

IV.1. Représentations compactes

IV.1.1. Représentations des groupes compacts. — Soit K un

groupe t.d. compact.

Théorème. — (i) Toute représentation lisse irréductible de K est de
dimension finie.

(ii) Pour toute représentation lisse de dimension finie (π, V ) de K,
il existe un sous-groupe ouvert compact N distingué dans K tel que N
agisse trivialement sur V .

(iii) Toute représentation lisse de K est semi-simple.

(iv) Toute représentation lisse de K est unitaire.

Démonstration. (i) Soit (π, V ) une représentation lisse irréductible de K,

et soit v ∈ V non nul. Comme π est lisse, il existe un sous-groupe ouvert

compact Kv de K qui fixe v. Comme K/Kv est fini (cf. lemme II.3.2),

l’espace vectoriel W engendré par K · v est de dimension finie. Comme il

est K-stable et non nul, par irréductibilité de π, W = V .

(ii) Soit (π, V ) une représentation lisse de dimension finie de K. Soit

N = ker π. C’est un sous-groupe distingué de K. Soit {vi}i=1,...,n une base

de V . Alors

N =
n⋂

i=1

StabK(vi).

Comme π est lisse, chaque StabK(vi) est un sous-groupe ouvert de K,

donc N est ouvert. Comme K est compact, tout sous-groupe ouvert de

K, étant fermé, est compact.

(iii) Montrons tout d’abord que V est somme de sous-représentations

irréductibles. Soit v ∈ V et soit W le sous-espace engendré par K · v.



IV.1. REPRÉSENTATIONS COMPACTES 133

Comme dans la démonstration du (i), on voit que W est de dimension

finie, et donc d’après (ii), il existe un sous-groupe ouvert compact N

distingué dans K tel que N agisse trivialement sur W . Comme K/N

est fini, on peut d’après la théorie des représentations des groupes finis

(voir par exemple [37]) décomposer W en une somme directe finie de

représentations irréductibles de K. Ceci montre l’assertion. Le lemme

A.VII permet alors de conclure.

(iv) Soit (π, V ) une représentation lisse de K. Choisissons un produit

hermitien défini positif 〈. , .〉 sur V . Posons :

〈v, w〉0 =

∫

K

〈π(k) · v, π(k) · w〉 dµK(k), (v, w ∈ V )

où µK est une mesure de Haar surK. Alors 〈. , .〉0 est un produit hermitien

défini positif K-invariant sur V .

Notons K̂ l’ensemble des classes d’équivalence de représentations lisses

irréductibles de K.

Corollaire. — La catégorie M(K) est semi-simple. Plus précisement,
toute représentation lisse (π, V ) de K se décompose de manière canonique
en :

V =
⊕

(σ,Vσ)∈K̂

V (σ),

où V (σ) est l’image du morphisme canonique :

HomK(Vσ, V )⊗ Vσ, (φ, v) 7→ φ(v).

La sous-représentation V (σ) est une somme directe de représentations
irréductibles dans la classe de (σ, Vσ).

Démonstration. Soit V =
⊕

i∈I Vi une décomposition de V en sous-

représentations irréductibles. Si Vi ' Vσ, il existe un opérateur d’en-

trelacement injectif φi : Vσ → V dont l’image est Vi. Donc Vi ⊂ V (σ) et

l’on en déduit que V =
∑
V (σ). Soit Iσ l’ensemble des i tels que Vi ' Vσ.

On a alors
⊕

i∈Iσ
Vi ⊂ V (σ). Pour tout morphisme φ ∈ HomK(Vσ, V ), la

composée de φ et d’une projection pj : V → Vj est nulle si j /∈ Iσ, et

donc V (σ) ⊂
⊕

i∈Iσ
Vi.
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On appelle V (σ) la composante isotypique de type σ de V . La dimen-

sion de HomK(Vσ, V ), que nous noterons m(σ), s’appelle la multiplicité

de σ dans V . Lorsque cette dimension est finie, on a :

m(σ) = dimV (σ)/ dimVσ

IV.1.2. Un critère d’admissibilité. — On tire de ce qui précède

une condition nécessaire et suffisante pour qu’une représentation lisse

d’un groupe t.d. soit admissible.

Proposition. — Soit (π, V ) une représentation lisse d’un groupe t.d.
G. Alors (π, V ) est admissible si et seulement si pour tout sous-groupe
ouvert compact K de G, toute classe σ ∈ K̂ a une multiplicité finie dans
ResGK(π, V ).

Démonstration. Supposons que pour un certain sous-groupe ouvert com-

pact K de G, et une certaine classe σ ∈ K̂, la multiplicité m(σ) ne soit

pas finie. Soit N un sous-groupe ouvert compact normal de K tel que

N ⊂ ker σ. Alors dim V N n’est pas finie et donc (π, V ) n’est pas admis-

sible. Réciproquement si K est un sous-groupe ouvert compact de G, la

représentation triviale de K étant irréductible, dimV K est finie.

IV.1.3. Représentations compactes. — Soit G un groupe t.d. Si

G n’est pas compact, la catégorie M(G) n’est généralement pas semi-

simple. Néanmoins, il existe une classe de représentations lisses de G

qui se comportent comme les représentations des groupes compacts. En

particulier elles sont semi-simples.

Dans toute cette section, on suppose G unimodulaire.

Définition. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G. On dit que

(π, V ) est compacte si pour tout v ∈ V , et pour tout sous-groupe ouvert

compact K de G, la fonction :

fK,v : G→ V, g 7→ π(eK)π(g−1) · v

est à support compact.
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Il est clair que si (π, V ) est compacte, tout sous-quotient de (π, V ) l’est

aussi.

Soit (π, V ) une représentation lisse de G et soient v ∈ V , λ ∈ Ṽ . Alors

le coefficient matriciel φv,λ est la fonction localement constante :

φv,λ : G→ C, g 7→ λ(π(g−1) · v).

Théorème. — Une représentation lisse de G est compacte si et seule-
ment si tous ses coefficients matriciels sont à support compact.

Démonstration. Supposons (π, V ) compacte. Soient v ∈ V , λ ∈ Ṽ et K

un sous-groupe ouvert compact de G tel que λ ∈ Ṽ K . Alors il est clair

que le support de φv,λ est dans le support de fK,v. Pour la réciproque,

nous allons trouver un nombre fini de λi ∈ Ṽ K tels que Supp fK,v ⊂⋃
i Suppφv,λi

. L’image de fK,v est dans V K . Notons Ev le sous-espace

de V K engendré par cette image. Extrayons une base (vi)i∈I de Ev du

système de générateurs (π(eK)π(g)·v)g∈G et choisissons une forme linéaire

λ0 sur V K valant 1 sur les vi. Etendons λ0 en une forme linéaire λ̃0 sur V ,

nulle sur V (K) (on se souvient que V = V K⊕V (K) d’après la proposition

III.1.5). Alors eK · λ̃0 = λ̃0 et

g 7→ λ̃0(π(g) · v) = λ0(π(eK)π(g) · v)

est à support compact, invariant sous l’action par translation à gauche

de K, et donc recouvert par un nombre fini de parties de la forme K ·

gj. Ceci montre que le sous-espace Ev est de dimension finie, disons k.

Choisissons alors k éléments λ1, . . . λk de Ṽ K séparant les points de Ev.

Alors Supp fK,v ⊂
⋃k
i=1 Suppφv,λi

.

Proposition. — Toute représentation compacte de type fini est admis-
sible.

Démonstration. Soit (π, V ) une telle représentation. Supposons que V

soit engendré par v1, . . . , vl. Si K est un sous-groupe ouvert compact

de G, alors V K = π(eK) · V est engendré par les vecteurs de la forme

π(eK)π(g).vi. Il suffit donc de voir que l’espace engendré est de dimension
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finie pour i fixé. Or, on peut reprendre l’argument donné dans la démons-

tration du théorème ci-dessus, consistant à construire une forme linéaire

λ fixée par K, valant 1 sur une famille libre maximale π(eK)π(gj).vi et 0

sur V (K). La compacité du support du coefficient matriciel φvi0
,λ montre

que cet espace est de dimension finie.

Les représentations compactes d’un groupe G n’existent pas toujours.

Une condition nécéssaire est donnée dans le lemme suivant.

Lemme. — Soit G un groupe t.d. et supposons qu’il existe une représen-
tation compacte (π, V ) de G. Alors le centre de G est compact.

Démonstration. Quitte à prendre un sous-quotient irréductible, on peut

supposer que (π, V ) est irréductible. Alors (π, V ) admet un caractère

central χπ. Soit v ∈ V et K un sous-groupe ouvert compact de G fixant

v. Alors pour tout z ∈ Z(G),

fK,v(z) = π(eK)π(z−1) · v = χ(z−1)v.

Donc le support de fK,v contient Z(G), qui est donc compact.

IV.1.4. Décomposition des représentations. — On se place dans

les hypothèses du paragraphe précédent et l’on suppose en plus que G

est dénombrable à l’infini. Le résultat principal sur les représentations

compactes est le suivant :

Théorème. — Soit (τ,W ) une représentation compacte irréductible de
G. Alors toute représentation (π, V ) de M(G), V se décompose en :

V = V (τ)⊕ V (τ)⊥

où V (τ) est somme directe de représentations isomorphes à (τ,W ), et
aucun des sous-quotients irréductibles de V (τ)⊥ n’est isomorphe à (τ,W ).

La démonstration nécessite des résultats intermédiaires et s’étendra sur

plusieurs sections. Rappelons que nous avons supposé G unimodulaire.

Fixons une mesure de Haar µG (bi-invariante, donc). Identifions D(G) et
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H(G) via le choix de cette mesure de Haar. Les espaces D(G) et End(W )

sont munis d’une structure de représentation de G×G :

(g1, g2) · f(x) = f(g−1
1 xg2) (g1, g2, x ∈ G), (f ∈ D(G)),

((g1, g2) · λ)(v) = g1 · λ(g−1
2 · v), (g1, g2 ∈ G), (λ ∈ End(W )), (v ∈W ).

De plus, le morphisme

τ : D(G)→ End(W ), f 7→ π(f)

entrelace ces actions de G×G. Comme D(G) est une représentation lisse,

il en découle que l’image de τ est à valeurs dans la partie lisse End(W )0

de End(W ). Nous allons voir que ce morphisme est surjectif, et construire

une section.

Montrons tout d’abord qu’en tant que représentation de G×G :

(IV.1.4.1) W ⊗ W̃ ' End(W )0

Définissons pour cela le morphisme α : W ⊗ W̃ → End(W )0 par :

(IV.1.4.2) α(w ⊗ λ)(v) = λ(v)w.

L’injectivité et la G×G-équivariance sont claires.

Comme les représentations compactes irréductibles sont admissibles,

on peut montrer la surjectivité en établissant que pour tout sous-groupe

ouvert compact K de G, l’application induite :

(IV.1.4.3) αK : (W ⊗ W̃ )K×K ' End(W )K×K

est surjective par un argument de dimension. L’espace End(W )K×K est

naturellement un sous-espace de End(WK), par l’application de restric-

tion. En effet, W se décompose enW = WK⊕W (K) (proposition III.1.3)

et si A ∈ End(W )K×K, on a A = τ(eK)Aτ(eK), et la restriction de A à

W (K) = ker τ(eK) est nulle. Donc si la restriction de A à WK est nulle,

A aussi. On a alors :

dim(End(W )K×K) ≤ (dimWK)2 ≤ dim(W ⊗ W̃ )K×K.

ce qui finit de montrer la surjectivité de (IV.1.4.3) et donc de (IV.1.4.2).

Remarquons que la démonstration établit en fait (IV.1.4.2) pour toute

représentation admissible W .
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Soit φ : W ⊗ W̃ → D(G) l’application linéaire v ⊗ λ 7→ φv,λ et soit ψ

l’unique application linéaire de End(W )0 dans D(G) telle que ψ ◦α = φ.

Il est clair que ψ est G×G-equivariante. Montrons que, à un coefficient

scalaire près, c’est la section cherchée du morphisme τ . Comme τ ◦ ψ

est un opérateur d’entrelacement pour la représentation de G× G dans

End(W )0, et que celle-ci est isomorphe àW⊗W̃ , donc irreductible d’après

la proposition III.1.14, le lemme de Schur, nous dit qu’il existe un scalaire

d(τ) tel que τ ◦ ψ = d(τ)Id. On appelle ce scalaire le degré formel de τ .

Proposition. — (i) Si (ρ, E) est une représentation lisse irreductible de
G non équivalente à (τ,W ), alors pour tout f dans l’image de ψ, ρ(f) = 0

— (ii) le scalaire d(τ) est non nul.

Démonstration. (i) Soit v ∈ E, et considérons le morphisme de G-

modules

W ⊗ W̃ → E, w ⊗ λ 7→ ρ(φ(w ⊗ λ)) · v.

En tant que représentation de G (G agissant seulement sur le premier

facteur), W ⊗ W̃ est une somme directe de représentations irréductibles

équivalentes à (τ,W ). Lorsque (ρ, E) est non équivalente à (τ,W ), l’image

de ce morphisme est nécessairement nulle, et donc ρ(f) · v = 0 pour tout

v ∈ E, pour tout f dans l’image de φ (et donc de ψ). Ceci démontre (i).

Soit f un élément non nul dans l’image de ψ. On veut montrer que

τ(f) est non nul. Pour cela il suffit d’invoquer le lemme de complétude

(proposition III.1.11) et le (i).

Remarques. — 1. Le scalaire d(τ) dépend du choix de la mesure de

Haar.

— 2. Si G est compact, et que l’on normalise la mesure de Haar par∫
G
dµG = 1, alors le degré formel d’une représentation irréductible lisse

de G est sa dimension.

— 3. On définira plus généralement le degré formel de toute représen-

tation lisse irréductible de carré intégrable de G dans la section IV.3.3.

Nous continuons la démonstration du théorème principal de cette sec-

tion dans les sections suivantes.
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IV.1.5. Projection sur une représentation compacte. — Soit

(τ,W ) une représentation compacte irréductible de G. Soit K un sous-

groupe ouvert compact de G. Les résultats du paragraphe précédent per-

mettent d’obtenir le :

Théorème. — (i) Il existe une unique distribution eK,τ dans H(G) telle
que τ(eK,τ) = τ(eK) et ρ(eK,τ) = 0 si (ρ, E) est une représentation irré-
ductible lisse de G non équivalente à (τ,W ).

(ii) Si K ′ est un sous-groupe ouvert compact de G contenu dans K,
on a :

eK ′,τ ∗ eK,τ = eK ∗ eK ′,τ = eK ′,τ ∗ eK = eK,τ .

En particulier eK,τ est un idempotent.

(iii) Si g ∈ G, alors δg ∗ eK,τ ∗ δg−1 = egKg−1,τ .

Démonstration. L’unicité d’une telle distribution est conséquence directe

du théorème de complétude III.1.11. Posons :

eK,τ = d(τ)−1ψ(τ(eK)) ∈ H(G).

Alors,

τ(eK,τ ) = d(τ)−1(τ ◦ ψ ◦ τ)(eK) = τ(eK)

De même comme ρ ◦ ψ = 0 :

ρ(eK,τ) = d(τ)−1(ρ ◦ ψ ◦ τ)(eK) = 0.

Pour montrer la première assertion du (ii), il suffit d’après le théorème de

complétude III.1.11 de vérifier que l’on obtient la même chose en évaluant

l’une de ces distributions en ρ, pour toute représentation irreductible lisse

(ρ, E) de G. Il est clair que d’après le (i), on obtient toujours 0 si (ρ, E)

n’est pas équivalente à (τ,W ), et toujours τ(eK) si (ρ, E) est équivalente

à (τ,W ) (car eK ∗eK ′ = eK ′∗eK = eK). La dernière assertion se démontre

de la même manière.

Soit (π, V ) une représentation lisse de G, et soit v ∈ V . Si v ∈ V K ,

on a π(eK ′,τ) · v = π(eK,τ) · v pour tout K ′ ⊂ K. Notons ce vecteur

simplement π(eτ ) · v. Ceci définit un opérateur π(eτ ) sur V . On allègera

parfois les notations en notant simplement eτ · v et eτ lorsque le contexte

indique clairement qu’elle est la représentation (π, V ) avec laquelle on
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travaille. Remarquons que malgré ce que suggère cette écriture, on ne

peut pas définir d’élément eτ dans H(G) induisant les opérateurs π(eτ ).

Nous verrons plus loin que eτ définit en fait un élément du centre de la

catégorieM(G).

Proposition. — (i) π(eτ ) est un projecteur de V qui commute avec l’ac-
tion de G.

— (ii) Si (π′, V ′) est une autre représentation lisse de G, et si A ∈
HomG(V, V ′), alors A ◦ π(eτ ) = π′(eτ ) ◦ A.

— (iii) V = Im π(eτ )⊕ ker π(eτ ) est une décomposition de V en sous-
représentations, et Im π(eτ ) est somme directe de sous-représentations
irréductibles équivalentes à (τ,W ). Aucun des sous-quotients irréductibles
de ker π(eτ ) n’est équivalent à (τ,W ).

Démonstration. (i) Le fait que π(eτ ) soit un projecteur découle immédia-

tement du (ii) du théorème précédent. On a, pour tout K assez petit :

π(g)π(eτ) · v = π(g)π(eK,τ) · v = π(g)π(eK,τ)π(g−1)π(g) · v

= π(egKg−1,τ)π(g) · v = π(eτ )π(g) · v

et donc π(eτ ) commute avec l’action de G. Le (ii) se démontre de la

même manière. La décomposition du (iii) est immédiate, puisque π(eτ )

est un projecteur G-equivariant.

Montrons que Im π(eτ ) est somme directe de sous-représentations ir-

réductibles équivalentes à (τ,W ). D’après le lemme A.VII, il suffit de

démontrer que Im π(eτ ) est engendré par des sous-représentations équi-

valentes à (τ,W ). Soit w = π(eτ ) · v dans l’image de π(eτ ). Soit K un

sous-groupe ouvert compact de G tel que v ∈ V K . Alors w = π(eτ ) · v =

π(eK,τ) · v. Dans la démonstration du théorème IV.1.4, nous avons intro-

duit le G×G-morphisme :

φ : W ⊗ W̃ → D(G) ' H(G).

Comme W ⊗ W̃ est irréductible d’après la proposition III.1.14, et que φ

est non nul, φ est injectif. Par définition, eK,τ est dans l’image de φ, et

donc H(G) ∗ eK,τ s’injecte dans Imφ. Comme W ⊗ W̃ est en tant que

représentation de G, une somme directe de représentations irréductibles
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équivalentes à W , il en est de même de H(G) ∗ eK,τ . L’image du G-

morphisme

H(G) ∗ eK,τ → V, h ∗ eK,τ 7→ π(h ∗ eK,τ) · v

est donc une somme directe de représentations irréductibles équivalentes

à W . Ceci termine la démonstration du fait que Im π(eτ ) est une somme

directe de représentations isomorphes à (τ,W ).

Le foncteur :

(IV.1.5.1) M(G)→M(G), V 7→ π(eτ ) · V

est exact. En effet, il est clairement exact à gauche. Supposons que

β : (π1, V1)→ (π2, V2)

soit un morphisme surjectif de G-modules. Pour tout w ∈ V2, il existe

v ∈ V1 tel que β(v) = π2(eτ ) · w, et donc

β(π1(eτ ) · v) = π2(eτ ) · β(v) = π2(eτ ) ◦ π2(eτ ) · w = π2(eτ ) · w.

Ceci montre l’assertion.

Nous pouvons maintenant montrer la dernière assertion du théorème.

Comme π(eτ ) annule tout sous-quotient de ker π(eτ ), grâce à l’exacti-

tude du foncteur ci-dessus et au fait que τ(eτ ) est l’identité, aucun sous-

quotient de ker π(eτ ) n’est isomorphe à (τ,W ).

Le théorème IV.1.4 est maintenant complètement démontré.

Remarques. — 1. Le sous-espace ker π(eτ ) est le seul supplémentaire

G-invariant de Im π(eτ ).

— 2. Si (τ ′,W ′) est une autre représentation compacte irréductible de

G, non équivalente à (τ,W ), alors :

π(eτ ) ◦ π(eτ ′) = π(eτ ′) ◦ π(eτ ) = 0.

— 3. Il est facile de vérifier que V 7→ π(eτ )·V définit une transformation

naturelle du foncteur d’identité de la catégorieM(G) vers lui-même. On

peut donc interpréter eτ comme un élément du centre deM(G).
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IV.1.6. Semi-simplicité des représentations compactes. — Ti-

rons maintenant quelques conséquences des résultats obtenus ci-dessus.

Corollaire. — Toute représentation compacte est semi-simple.

Démonstration. D’après le lemme A.VII, il suffit de démontrer qu’une

représentation compacte est engendrée par ses sous-représentations irré-

ductibles. Soit (ρ,W ) une représentation compacte de G, et soit W f la

somme de toute les sous-représentations irréductibles de W . Il s’agit donc

de montrer que W/W f est nul. Supposons que tel ne soit pas le cas, et

soit π un sous-quotient irréductible de W/W f . C’est une représentation

compacte, puisque tout sous-quotient d’une représentation compacte est

une représentation compacte. On a alors eπ · (W/W f) 6= 0 et donc eπ ·Wf

n’est pas inclus dans eπ ·W . Or ceci mène à une contradiction, car par

le (iii) de la proposition IV.1.5, eπ ·W ⊂W f .

Introduisons quelques notations :

Notations. — Soit (τ,W ) une représentation compacte irréductible du

groupe t.d. G. Notons M(G)τ la sous-catégorie pleine de M(G) consti-

tuée des représentations qui sont somme directe de représentations ir-

réductibles équivalentes à (τ,W ) et [M(G) \ τ ] la sous-catégorie pleine

de M(G) constituée des représentations dont aucun sous-quotient ir-

réductible n’est isomorphe à (τ,W ). Plus généralement, étant données

des représentations compactes irréductibles non isomorphes (τi,Wi), i =

1, . . . r, notons [M(G)\τ1, . . . , τr] la sous-catégorie pleine deM(G) consti-

tuée des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’est iso-

morphe à l’un des (τi,Wi).

NotonsM(G)c la sous-catégorie pleine deM(G) constituée des repré-

sentations dont tous les sous-quotients irréductibles sont des représenta-

tions compactes, etM(G)nc la sous-catégorie pleine deM(G) constituée

des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’est une repré-

sentation compacte. Notons Irr(G)c l’ensemble des classes d’isomorphie

de représentations irréductibles compactes.

La catégorieM(G)c est donc semi-simple, et tout module simple y est

à la fois projectif et injectif.
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Proposition. — Toute representation compacte irréductible (τ,W ) de
G est projective et injective dans M(G).

Démonstration. Soit (π, V ) dansM(G). On a :

HomG(W,V ) = HomG(W,π(eτ ) · V ),

HomG(V,W ) = HomG(π(eτ ) · V,W ).

Ceci nous ramène montrer que W est projectif et injectif dans M(G)τ ,

or comme nous l’avons remarqué ci-dessus, c’est bien le cas.

IV.1.7. Décomposition deM(G). — Réinterprétons les résultats du

paragraphe précédent en termes de décompositions de catégories (A.IX).

Soit (τ,W ) une représentation compacte irréductible du groupe t.d. G.

La catégorieM(G) se décompose en :

M(G) =M(G)τ × [M(G) \ τ ].

Plus généralement, étant données des représentations compactes irré-

ductibles non isomorphes (τi,Wi), i = 1, . . . r, on a une décomposition :

M(G) =
∏

i

M(G)τi × [M(G) \ τ1, . . . , τr].

D’autre partM(G)c se décompose en :

M(G)c =
∏

τ∈Irr(G)c

M(G)τ .

Il est naturel de se demander si l’on a une décomposition de la catégorie

M(G) en

M(G) =M(G)c ×M(G)nc,

oùM(G)nc désigne la catégorie des représentations lisses deG dont aucun

sous-quotient n’est une représentation compacte. Nous donnons un critère

pour ceci.

Proposition. — La catégorie M(G) se scinde en un produit de catégo-
ries

M(G) =M(G)c ×M(G)nc,

si et seulement si la condition suivante est vérifiée :
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(KF) : Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le nombre de
classes d’isomorphisme de représentations compactes irréductibles (π, V )

de G telles que V K 6= 0 est fini.

Démonstration. Supposons la condition (KF) vérifiée. On peut alors dé-

finir pour chaque représentation lisse (ρ,W ) de G, un opérateur

ρ(ec) =
∑

τ∈Irr(G)c

ρ(eτ )

En effet, tout vecteur w ∈ W est fixé par un certain sous-groupe ouvert

compact K de G, et lorsqu’on applique ρ(ec) à w, par hypothèse seul un

nombre fini de ρ(eτ ) · w sont non nuls.

Comme ρ(eπ1)ρ(eπ) = 0 si (π1, V1) et (π2, V2) sont dans Irr(G)c et non

équivalentes, on voit que ρ(ec) est un projecteur. Donc

W = ρ(ec) ·W ⊕ (1− ρ(ec)) ·W

en tant que G-modules. Comme ρ(ec)ρ(eπ) = ρ(eπ)ρ(ec) = ρ(eπ) pour

toute représentation (π, V ) ∈ Irr(G)c, on a

ρ(ec) ·W =
⊕

(π,V )∈Irr(G)c

ρ(eπ) ·W.

Il en découle que ρ(ec) ·W est le plus grand sous-module de W dont les

sous-quotients irréductibles sont des représentations compactes. D’autre

part, comme

(1− ρ(ec))ρ(eπ) = ρ(eπ)(1− ρ(ec)) = 0

pour toute représentation (π, V ) ∈ Irr(G)c, d’après la proposition IV.1.5,

(iii), (1− ρ(ec)) ·W n’admet aucun sous-quotient compact.

Enfin, montrons l’unicité de cette décomposition. Supposons qu’il en

existe une seconde de la même forme

W = W ′
c ⊕W

′
nc.

Comme W ′
c est compacte, ρ(ec) agit comme l’identité sur W ′

c, et donc

W ′
c ⊂ Wc. D’autre part, ρ(ec) ·W ′

nc = 0, autrement W ′
nc contiendrait une

représentation compacte. Donc W ′
nc ⊂Wnc, ce qui montre l’unicité de la

décomposition.
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Réciproquement, soitK un sous-groupe ouvert compact deG et posons

(τ, E) = indGK1 (l’induite compacte de K à G de la représentation triviale

de K). Par hypothèse, (τ, E) se décompose en une composante compacte

et une composante non compacte

E = Ec ⊕ Enc.

Soit (π, V ) une représentation compacte irréductible de G telle que V K 6=

0. Par réciprocité de Frobénius pour l’induction compacte (III.2.6.5)

HomG(indGK1, V ) ' HomK(1,ResGKV ) ' V K

et π est donc un quotient de indGK1. Comme π est projective (proposition

IV.1.6), π se réalise en fait comme une sous-représentation de E = indGK1,

et elle est par définition dans la partie compacte Ec. On en déduit que Ec
est une somme directe de représentations compactes irreductibles (π, V )

telles que V K 6= 0. Or Ec est de type fini car c’est un quotient de

(τ, E) = indGK1 = PG
K (1) = H(G)⊗H(K) C

(voir III.2.6.5) qui est de type fini (et même monogène, engendré par

eK ⊗ 1). Une représentation semi-simple de type fini est de longueur

finie, ce qui termine la démonstration.

IV.2. Représentations unitaires

IV.2.1. Représentations hermitiennes. — Si V est un espace vec-

toriel sur C, notons VR l’espace vectoriel réel sous-jacent et V̄ l’espace

vectoriel complexe obtenu à partir de V , en changeant la multiplication

des scalaires : le résultat de la nouvelle multiplication d’un vecteur v de

V par un nombre complexe λ ∈ C est λ̄v. En particulier, V̄R = VR. Si

(π, V ) est une représentation de G, on définit de manière évidente une

représentation (π̄, V̄ ) par π̄(g) · v = π(g) · v, g ∈ G, v ∈ V . On pose aussi

(πh, V h) = (¯̃π, ¯̃V ). On remarque que l’on a aussi (πh, V h) = (˜̄π, ˜̄V ).

Définition. — On dit que la représentation (π, V ) est hermitienne s’il

existe une forme hermitienne non dégénérée 〈. , .〉 sur V telle que pour
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tous v, w ∈ V , pour tout g ∈ G

〈v, w〉 = 〈π(g) · v, π(g) · w〉.

Remarque. — Si (πh, V h) est isomorphe à (π, V ), alors elle est hermi-

tienne. En effet, la dualité canonique entre V et V h donne l’existence

d’une telle forme. Réciproquement, si (π, V ) est admissible, le produit

hermitien étant non dégénéré, il induit une injection de V̄ dans Ṽ . En

passant au dual, on obtient une surjection de V = ˜̃V sur (V̄ )̃ (remarquons

que c’est là que l’on utilise l’hypothèse V admissible). On en déduit par

conjugaison une surjection de V̄ dans Ṽ , qui est égale à l’injection V̄ ↪→ Ṽ

obtenue précédemment. Tous ces morphismes étant G-équivariants, on

obtient V̄ ' Ṽ en tant que représentation de G, d’où (πh, V h) ' (π, V ).

Soit H un sous-groupe fermé du groupe t.d. G et soit (τ, E) une re-

présentation lisse de H . On suppose que H\G est compact, de sorte que

IndGH(τ, E) = indGH(τ, E) (voir III.2.3). On aimerait que l’induction pré-

serve les représentations hermitiennes, mais tel n’est pas le cas, comme

le montre le calcul suivant : d’après la proposition III.2.2, (ii),

indGH(τ̃ ) = indGH(τ ⊗ δH\G)̃ .

Comme il est clair que pour toute représentation lisse ρ de H , indGHρ =

indGH ρ̄, on obtient

indGH(τh) = indGH(τ ⊗ δH\G)h.

Pour obtenir une induction qui préserve les représentations hermi-

tiennes, il faut normaliser celle-ci par le facteur δ
1/2
H\G. Comme δH\G de H

est à valeurs dans R∗
+, ceci est défini sans ambiguïté. On pose donc :

(IV.2.1.1) iGH τ = indGH(τ ⊗ δ1/2
H\G).

En remarquant que δ̃H\G = δ−1
H\G, le calcul ci-dessus montre immédiate-

ment qu’avec cette nouvelle définition de l’induction on a maintenant

(IV.2.1.2) (iGH τ )̃ = iGH(τ̃ ), (iGH τ)
h = iGH(τh).



IV.2. REPRÉSENTATIONS UNITAIRES 147

IV.2.2. Représentation unitaires. — Les représentations unitaires

d’un groupe topologique localement compact G sont les représentations

continues de G dans un espace de Hilbert qui préservent le produit her-

mitien. En général, pour un groupe t.d. de telles représentations ne sont

pas lisses. En quelque sorte, la lissité est incompatible avec la complétude

de l’espace de représentation. Nous souhaitons ici rester dans le cadre des

représentations lisses, ce qui nous pousse à redéfinir quelque peu la notion

de représentation unitaire. Les résultats cités dans [3], 4.21 montrent que

la nuance n’est en définitive pas très importante.

Définition. — Soit (π, V ) une représentation du groupe G. Elle est dite

unitaire si l’espace vectoriel complexe V est muni d’un produit hermitien

(défini positif) 〈. , .〉V G-invariant, c’est-à-dire

〈π(g) · u, π(g) · v〉V = 〈u, v〉V , (u, v ∈ V ), (g ∈ G).

Une hypothèse d’amissibilité va nous permettre de retrouver les pro-

priétés habituelles des représentations unitaires dans les espaces de Hil-

bert.

Proposition. — Soit (π, V ) une représentation lisse unitaire admissible
du groupe t.d. G pour le produit hermitien 〈. , .〉V . Si V1 est un sous-espace
G-stable de V alors

V ⊥
1 := {v ∈ V | ∀v1 ∈ V1, 〈v, v1〉V = 0}

est aussi un sous-espace G-stable de V et

V = V1 ⊕ V
⊥
1

Démonstration. La seule partie non triviale du lemme est de montrer que

si v ∈ V , alors v ∈ V1+V
⊥
1 . Comme (π, V ) est admissible, on peut trouver

un sous-groupe compact ouvert K de G tel que v ∈ V K . Remarquons que

V K
1 = V K∩V1, et soit W l’orthogonal de V K

1 dans V K pour la restriction

〈. , .〉VK du produit hermitien à V K . Comme V K est de dimension finie,

on a :

V K = V K
1 ⊕W.
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Il reste à montrer que W est inclus dans V ⊥
1 . Supposons que tel ne soit

pas le cas. Alors il existe w ∈W , v1 ∈ V1 tel que 〈w, v1〉V 6= 0. Or :

〈w, v1〉V = 〈π(eK) · w, v1〉V = 〈w, π(eK) · v1〉V = 〈w, π(eK) · v1〉V K ,

et ceci ne peut être non nul d’après la définition de W .

Corollaire. — Soit (π, V ) une représentation unitaire admissible de G.

(i) dim EndG(V ) = 1 si et seulement si (π, V ) est irréductible.

(ii) (π, V ) est complètement réductible (semi-simple).

Démonstration. Le premier point est clair : si (π, V ) est irréductible, alors

dim EndG(V ) = 1 par le lemme de Schur (voir III.1.8). Réciproquement,

si (π, V ) n’est pas irréductible, il existe une sous-représentation V1 de

V et d’après ce qui précède V = V1 ⊕ V ⊥
1 est une décomposition de

V en sous-représentations. Les projections sur V1 et V ⊥
1 engendrent un

sous-espace de dimension deux de EndG(V ).

Le second point découle de A.VII.

IV.2.3. Induction des représentations unitaires. — Soit H un

sous-groupe fermé de G tel que H\G soit compact. Si (τ, E) est une

représentation unitaire de H , on sait d’après la section précédente que

iGH τ est hermitienne. Décrivons explicitement une forme sesquilinéaire

G-invariante sur iGH τ induisant cette structure hermitienne. Nous mon-

trerons ensuite qu’elle est définie positive, et donc que iGH τ est unitaire.

On pose, pour tout couple (f1, f2) de fonctions dans iGH E,

(IV.2.3.1) 〈f1, f2〉 =

∫

H\G

〈f1(gx), f2(gx)〉V dνH\G(x),

où gx est un représentant dans G de la classe x ∈ H\G. Il faut montrer

que ceci est bien défini, c’est-à-dire que la fonction

(IV.2.3.2) g 7→ 〈f1(g), f2(g)〉V

est bien dans D(G,H, δH\G) (voir II.3.9).

Or,

〈f1(hg), f2(hg)〉V = 〈δ
1
2

H\G(h)τ(h) · f1(g), δ
1
2

H\G(h)τ(h) · f2(hg)〉V
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et comme 〈. , .〉V est H-invariant, et que δH\G est à valeurs dans R, on

obtient

〈f1(hg), f2(hg)〉V = δH\G(h)〈f1(g), f2(g)〉V .

Les propriétés de lissité et de support étant claires, on voit que (IV.2.3.2)

est dans D(G,H, δH\G). On vérifie immédiatement que 〈. , .〉 définit une

forme sesquilinéaire sur iGH E et que cette forme est positive. D’autre part,

si 〈f, f〉 = 0, alors l’intégrale se ramenant à une somme finie, on voit que

ceci entraine f = 0, et donc 〈. , .〉 est bien un produit hermitien.

IV.3. Représentations de carré intégrable

IV.3.1. L’espace L2(G,χ, dg∗). — Nous supposons que G est unimo-

dulaire. Comme son centre Z(G) est abélien, il est aussi unimodulaire, et

donc il en est aussi ainsi du groupe quotient G/Z(G). On note dg∗ une

mesure de Haar biinvariante sur G/Z(G).

Définition. — Soit χ un caractère unitaire de Z(G) et soit L2(G,χ, dg∗)

l’espace des fonctions f dans C∞(G) telles que

a) f(gz) = χ(z)f(g), (g ∈ g), (z ∈ Z(G))

b)
∫
G/Z(G)

|f(g)|2 dg∗ <∞.

L2(G,χ, dg∗) est un sous-espace G stable de C∞(G) pour la représen-

tation régulière droite, et

〈f1, f2〉L2,χ =

∫

G/Z(G)

f1(g)f2(g) dg
∗

définit sur (L2(G,χ, dg∗), r) un produit hermitien invariant défini positif.

La représentation (L2(G,χ, dg∗), r) de G est donc lisse et unitaire.

IV.3.2. Admissibilité et unitarité. — Nous reprenons les hypo-

thèses du paragraphe précédent.

Définition. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G. On dit que

(π, V ) est de carré intégrable modulo le centre, ou bien que (π, V ) est

une série discrète si
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a) Le centre Z(G) de G agit sur V par un caractère unitaire χ.

a) Tout coefficient matriciel φv,λ de (π, V ) est dans L2(G,χ, dg∗).

S’il existe un caractère ω de G tel que (πω, V ) est de carré intégrable

modulo le centre, on dit que (π, V ) est essentiellement de carré intégrable

modulo le centre.

Proposition. — Soit (π, V ) une représentation lisse irréductible, essen-
tiellement de carré intégrable modulo le centre de G. Alors (π, V ) est
admissible.

Démonstration. D’après le lemme III.1.14, on peut supposer que (π, V )

est une représentation lisse de carré intégrable modulo le centre. On re-

prend l’idée de la démonstration du théorème IV.1.3. Supposons que

(π, V ) ne soit pas admissible. Alors il existe un sous-groupe compact

ouvert K de G, un vecteur v non nul dans V K et une suite (gn)n∈N d’élé-

ments de G tels que {π(eK)π(gn) · v} est libre dans V K (en effet, V K est

engendré par les {π(eK)π(g) ·v} d’après III.1.5). Remarquons qu’alors les

doubles classes K\gn/Z(G) sont distinctes dans K\G/Z(G). Choisissons

λ ∈ Ṽ K tel que λ(π(eK)π(gn) · v) = 1 pour tout n. Soit K̄ l’image de

K dans G/Z(G), de sorte que K̄ est un sous-groupe ouvert compact de

G/Z(G). On a alors

∫

G/Z(G)

|φv,λ(g)|
2 dg∗ =

∫

G/Z(G)

|λ(π(g) · v)|2 dg∗

=

∫

G/Z(G)

|(π(eK) · λ)(π(g) · v)|2 dg∗

=

∫

G/Z(G)

|λ(π(eK)π(g) · v)|2 dg∗

=
∑

ḡ∈K̄\(G/Z(G))

|λ(π(eK)π(g) · v)|2 Voldg∗(K̄)

≥
∞∑

i=0

|λ(π(eK)π(gi) · v)|
2 Voldg∗(K̄) ≥

∞∑

i=0

Voldg∗(K̄) =∞

et nous aboutissons à une contradiction.
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Nous montrons maintenant qu’une représentation admissible de carré

intégrable modulo le centre est unitaire.

Lemme. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G, admissible et de
carré intégrable modulo le centre. Soit χ son caractère central (unitaire).
Alors (π, V ) est unitaire et semi-simple.

Démonstration. Soit W ⊂ V une sous-représentation de type fini, engen-

drée par des vecteurs {w1, . . . , wn}. Notons Ann(W ) l’annulateur de W

dans Ṽ , de sorte que W̃ ' Ṽ /Ann(W ). Posons, pour λ1, λ2 ∈ W̃ ,

(λ1, λ2) =
∑

i=1...,n

∫

G/Z(G)

〈π(g) · wi, λ1〉〈π(g) · wi, λ2〉 dg
∗.

Ceci définit une forme hermitienne définie positive G-invariante sur W̃ .

On en déduit que W̃ est unitaire, et donc que W est unitaire. D’après

le corollaire IV.2.2, W est alors semi-simple. Comme V est l’union de

ses sous-représentations de type fini, le lemme A.VII nous dit que V est

semi-simple. Toute sous-représentation irréductible de V étant unitaire,

V l’est aussi.

IV.3.3. Orthogonalité de Schur. — Rappelons que pour toute fonc-

tion f sur un groupe G, la fonction f̌ est définie par f̌(g) = f(g−1).

Lemme. — (i) Soit (π, V ) une représentation de G irréductible, essen-
tiellement de carré intégrable modulo le centre. Alors il existe un réel
strictement positif d(π), appelé le degré formel de π, tel que pour tout
v1, v2 ∈ V , pour tout λ1, λ2 ∈ Ṽ , on ait :

∫

G/Z(G)

φv1,λ1(g)φ̌v2,λ2(g) dg
∗ =

λ1(v2)λ2(v1)

d(π)
.

(ii) Soient (π1, V1), (π2, V2) deux représentations de G irréductibles,
essentiellement de carré intégrable modulo le centre, non équivalentes, et
de même caractère central. Alors pour tous v1 ∈ V1, v2 ∈ V2, λ1 ∈ Ṽ1,
λ2 ∈ Ṽ2, ∫

G/Z(G)

φv1,λ1(g)φ̌v2,λ2(g) dg
∗ = 0.



152 CHAPITRE IV. REPRÉSENTATIONS COMPACTES, UNITAIRES...

Démonstration. Soit ω un caractère lisse de G tel que πω est de carré

intégrable modulo le centre. Il est facile de voir que l’intégrale que l’on

cherche à calculer est la même si l’on remplace π par πω, les contributions

dues à ω se simplifiant. On peut donc supposer π de carré intégrable mo-

dulo le centre. D’après le lemme du paragraphe précédent, on peut munir

V d’un produit hermitien invariant 〈. , .〉V . Considérons la représentation

V ⊗ Ṽ de G × G : d’après la proposition III.1.14, elle est irréductible,

admissible, et sa contragrédiente est naturellement isomorphe à Ṽ ⊗ V .

Considérons la forme bilinéaire B sur (V ⊗ Ṽ )× (Ṽ ⊗ V ) définie par :

B(v1 ⊗ λ1, λ2 ⊗ v2) =

∫

G/Z(G)

φv1,λ1(g)φ̌v2,λ2(g) dg
∗.

Il et facile de voir que cette forme bilinéaire est G × G-invariante car

G/Z(G) est unimodulaire. D’après le lemme III.1.9, pour montrer que

cette forme est non dégénérée, il suffit de montrer qu’elle est non nulle.

Choisissons v ∈ V , et soit λv ∈ Ṽ la forme linaire sur V définie par

λv(w) = 〈v, w〉V , w ∈ V . Comme

λv(π(g−1) · v) = 〈v, π(g−1) · v〉V = 〈π(g) · v, v〉V = 〈v, π(g) · v〉V

= λv(π(g) · v),

on a :

B(v ⊗ λv, λv ⊗ v) =

∫

G/Z(G)

λv(π(g) · v)λv(π(g−1) · v) dg∗

=

∫

G/Z(G)

|λv(π(g) · v)|2 dg∗ > 0

D’après le lemme III.1.9, il existe une constante complexe non nulle c

telle que la forme bilinéaire B sur (V ⊗ Ṽ )× (Ṽ ⊗V ) soit égale à c fois la

forme bilinéaire canonique sur (V ⊗ Ṽ )× (Ṽ ⊗V ) ' (V ⊗ Ṽ )× ˜(V ⊗ Ṽ ).

Celle-ci est donnée par

(v1 ⊗ λ1, λ2 ⊗ v2)0 = λ1(v1)λ2(v2).

Comme

(v ⊗ λv, λv ⊗ v)0 = λv(v)
2 = 〈v, v〉2 > 0,

la constante c est réelle, strictement positive. On pose donc d(π) = c−1.
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Démontrons (ii). On fixe λ1 ∈ Ṽ1 et v2 ∈ V2. On définit un opérateur

d’entrelacement entre V1 et (Ṽ2)̃ ' V2 par :

v1 7→

(
λ2 7→

∫

G/Z(G)

φv1,λ1(g)φ̌v2,λ2(g) dg
∗

)
.

Comme V1 et V2 sont non équivalents, cet opérateur d’entrelacement est

nul.

Corollaire. — Soient (πi, Vi), i = 1, . . . , r, des représentations de G

irréductibles, essentiellement de carré intégrable modulo le centre, non
équivalentes deux à deux , et de même caractère central. Pour chaque i,
choisissons vi ∈ Vi et λi ∈ Ṽi non nuls. Alors les coefficients matriciels
φvi,λi

sont linéairement indépendants. La même conclusion prévaut si l’on
considère des représentations compactes irréductibles.

Démonstration. Supposons que
∑

i ciφvi,λi
= 0. Fixons j entre 1 et r, et

choisissons λ′j ∈ Ṽj tel que λ′j(vj) = 1 et v′j ∈ Vj tel que λj(v
′
j) = 1. Alors

d’après le (ii) du lemme, on a

0 =

∫

G/Z(G)

(
∑

i

ciφvi,λi

)
φ̌v′j ,λ′j dg

∗ = cj

∫

G/Z(G)

φvj ,λj
φ̌v′j ,λ′j dg

∗

= cj d(πj)
−1.

Donc cj = 0. Si les représentations sont compactes, le centre de G est

compact (lemme IV.1.3). Il n’y a alors pas besoin de quotienter par le

centre et on adapte les démonstrations précédentes.

Remarque. — Plus généralement, si A est un sous-groupe de Z(G) tel

que Z(G)/A est compact, on peut remplacer les intégrales sur G/Z(G)

par des intégrales sur G/A sans affecter la convergence de celles-ci, et les

résultats obtenus ci-dessus sont toujours valides.



154 CHAPITRE IV. REPRÉSENTATIONS COMPACTES, UNITAIRES...

IV.3.4. Notes pour le chapitre IV. — Les résultats de ce chapitre se

trouvent dans [3]. Pour leur rédaction, je me suis aussi servi des notes [21]

et [36]. Par exemple, la condition (KF) vient de [36]. La démonstration

du lemme IV.3.2 est tirée de [43].



CHAPITRE V

STRUCTURE DES GROUPES
RÉDUCTIFS p-ADIQUES

Ce chapitre est un catalogue de résultats, pas tous démontrés ici, mais

dans la mesure du possible, référencés. Nous y introduisons notre objet

principal d’étude, les groupes réductifs p-adiques. Notre exposition, jus-

qu’ici à peu près “self-contained” cesse donc de l’être, car il ne saurait être

question de traiter dans ce livre de la théorie des groupes algébriques,

ou même des groupes algébriques réductifs, d’autant que ceci est fort

bien fait dans de nombreux ouvrages ([5],[31], [40], [6]). De même, nous

ne nous sentons pas le courage (ou la compétence) d’exposer la théorie

de Bruhat-Tits ([12], [13],[42]). La classe de groupes que nous étudions

est celle des groupes des points rationnels d’un groupe algébrique ré-

ductif connexe défini sur un corps p-adique. La théorie de Bruhat-Tits

construit l’immeuble de tels groupes, et l’action du groupe sur son im-

meuble. Nous ne saurions trop recommander de compléter la présenta-

tion sommaire faite ici par l’étude de deux ou trois exemples concrets de

groupes classiques, en commençant par le groupe GL(n). Ces exemples

sont développés dans la littérature que nous indiquons.

V.1. Les corps p-adiques

Nous renvoyons le lecteur à [19] pour plus de détails concernant la

théorie des corps p-adiques, ainsi que pour les démonstrations des résul-

tats énoncés ici.
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Soit p un nombre premier et soit F un corps p-adique (c’est-à-dire pour

nous une extension finie de Qp), munie de sa valuation non-archimédienne

discrète vF à valeurs dans Z ∪∞, normalisée de sorte que l’image de vF

soit Z ∪∞. On note OF l’anneau des entiers de F,

OF = {x ∈ F| vF(x) ≥ 0, }

et PF son unique idéal maximal (OF est un anneau local),

PF = {x ∈ F| vF(x) > 0, }.

On note O×
F

le groupe des unités de OF. C’est l’ensemble des éléments de

OF de valuation nulle. Fixons une uniformisante $ de F, c’est-à-dire un

élément vérifiant vF($) = 1. On peut alors écrire tout x ∈ F× de manière

unique sous la forme x = u$n où n ∈ Z et u ∈ O×
F
.

Soit k le corps résiduel OF/PF. C’est un corps fini donc isomorphe à

Fq, pour une certaine puissance q du nombre premier p. La valeur absolue

normalisée sur F est donnée par

|x|F = q−vF(x), (x ∈ F)

Cette valeur absolue munit F d’une structure d’espace métrique, ce qui

en fait un groupe (pour l’addition) topologique totalement discontinu.

Une base de voisinages de 0 est donnée par les sous-groupes ouverts

compacts Pn
F
.

Le groupe additif (F,+) est muni d’une mesure de Haar dx, que l’on

peut normaliser par exemple en fixant le volume du compact OF égal à

1. Valeur absolue et mesure de Haar sont reliées par la formule :
∫

F

f(ax) dx = |a|F

∫

F

f(x) dx, (a ∈ F×), (f ∈ C∞c (F)).

Si F est un corps p-adique, on note F̄ une clôture algébrique de F. Le

groupe multiplicatif à une variable Gm est le groupe algébrique défini sur

F dont le groupe des points sur F s’identifie à F×.

Tout espace vectoriel de dimension finie sur F est muni d’une topo-

logie “transcendante”. C’est le cas en particulier de l’algèbre Mn(F) des

matrices carrées de taille n à coefficients dans F. Le groupe GLn(F) des

matrices inversibles dans Mn(F) est muni de la topologie induite, ce qui
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en fait un groupe t.d. Une base de voisinage de l’identité est donnée par

les sous-groupes ouverts compacts

Kn = Idn + Pn
F Mn(OF).

V.2. Les groupes réductifs p-adiques

V.2.1. Groupes linéaires algébriques. — On rappelle quelques élé-

ments de la théorie des groupes linéaires algébriques. Nous renvoyons le

lecteur à [40] pour les notions et les démonstrations des énoncés rappelés

ici. On fixe un corps p-adique F, et une clôture algébrique F̄ de celui-ci.

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur F et notons G le

groupe de ses points sur F. On identifie G et le groupe de ses points sur F̄.

On note respectivement R(G) et Ru(G) le radical et le radical unipotent

de G. Le groupe R(G) est un sous-groupe algébrique distingué connexe

résoluble de G, et maximal pour cette propriété. Il est unique. De même

Ru(G) est le sous-groupe algébrique distingué connexe unipotent de G et

maximal pour cette propriété. Si Ru(G) est trivial, le groupe G est dit

réductif. Si R(G) est trivial, le groupe G est dit semi-simple. Soit DG le

groupe dérivé de G. Si G est réductif, alors R(G) est central dans G, DG
est semi-simple, G est engendré par R(G) et DG, et R(G)∩DG est fini.

Notons Z(G) le centre de G. Si G est réductif, R(G) est la composante

neutre de Z(G). Les sous-groupes R(G), Ru(G), Z(G) sont définis sur F.

On note respectivement R(G), Ru(G), Z(G) leurs points sur F.

Un sous-groupe de Cartan de G est le centralisateur d’un tore maximal

de G. Si G est réductif, un tore maximal est son propre centralisateur

dans G, et donc un sous-groupe de Cartan n’est rien d’autre qu’un tore

maximal. Il existe des sous-groupes de Cartan de G définis sur F et

l’ensemble des classes de conjugaison sous G de tels sous-groupes de

Cartan est fini (nous sommes en caractéristique nulle). Tous les tores

de G définis et déployés sur F et maximaux pour cette propriété sont

conjugués sous G.

On appelle composante déployée de G un tore défini et déployé sur F,

contenu dans le radical R(G) et maximal pour cette propriété. Si G est

réductif, une composante déployée de G est alors un tore déployé maximal
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dans le centre de G. Comme deux tels tores doivent être conjugués par

R(G) qui est central, on en déduit l’unicité de la composante déployée

pour un groupe réductif.

Le groupe G peut être plongé algébriquement dans un groupe GLN (F̄)

pour un certain N , le plongement étant défini sur F. Le groupe G se

plonge donc dans GLN(F). Muni de la topologie induite, G devient un

groupe topologique totalement discontinu, pour lequel s’appliquent donc

les notions et résultats des chapitres II et III. Cette topologie ne dépend

pas du choix du plongement dans un GLN (F). De plus, si G est réductif,

G est unimodulaire.

V.2.2. Caractères rationnels. — Soit G un groupe algébrique ré-

ductif connexe défini sur F et soit X∗(G) le groupe de ses caractères al-

gébriques (c’est-à-dire le groupe des morphismes algébriques définis sur F̄
de G dans le groupe multiplicatif Gm). On note X∗(G) le sous-groupe de

X∗(G) des caractères définis sur F, et on l’appelle groupe des caractères

rationnels de G (où de G). Comme la restriction d’un tel caractère algé-

brique à DG est triviale puisque Gm est commutatif, X∗(G) s’identifie

au groupe des caractères algébriques de G/DG. Comme G = R(G)DG,

on a

G/DG ' R(G)/(R(G) ∩ DG).

Or R(G) est un tore, et le groupe de ses caractères algébriques X∗(R(G))

est un groupe abélien de type fini, sans torsion (un réseau, donc iso-

morphe à Zr pour un certain r ∈ N). Le groupe R(G) ∩ DG étant fini,

X∗(G) est un sous-réseau de rang maximal de X∗(R(G)). Le groupe des

caractères rationnels X∗(G) de G est un sous-réseau, pouvant être trivial,

du réseau X∗(G).

Soit X∗(G) le groupe dual, X∗(G) := HomZ(X∗(G),Z). Notons 〈. , .〉

la dualité naturelle entre X∗(G) et X∗(G) et remarquons cette dualité

induit un isomorphisme X∗(G) ' HomZ(X∗(G),Z).

On note aussi X∗(G) le réseau HomZ(X∗(G),Z). De même X∗(G) '
HomZ(X∗(G),Z).

Remarque. — Cas des tores. Si T est un tore algébrique défini sur F,

on peut en plus identifier X∗(T) au groupe des morphismes de Gm dans
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T de sorte que si t ∈ T , φ ∈ X∗(T) et χ ∈ X∗(T),

χ(φ(t)) = t〈χ,φ〉.

Les éléments de X∗(T) forment une base de l’espace vectoriel des fonc-

tions polynomiales sur T. L’algèbre de groupe F̄[X∗(T)] est l’algèbre des

fonctions polynomiales sur T, et T s’identifie au spectre de cette algèbre.

V.2.3. Caractères non ramifiés. — Soit G un groupe algébrique

réductif connexe défini sur F. Définissons un morphisme (1)

(V.2.3.1) HG : G→ X∗(G)

par la formule :

〈χ,HG(g) 〉 = vF(χ(g)), g ∈ G,χ ∈ X∗(G).

Soit 0G le noyau de ce morphisme, et Λ(G) son image. On a donc une

suite exacte :

1→ 0G→ G
HG−→ Λ(G)→ 1

Il est immédiat qu’une définition équivalente de 0G est donnée par

0G :=
⋂

χ∈X∗(G)

ker |χ|F.

Lemme. — Soit χ ∈ X∗(G). Alors |χ|F : G→ R∗
+ est un caractère lisse

de G dont le noyau contient tous les sous-groupes compacts de G.

Démonstration. Le noyau de |χ|F est l’image réciproque par χ de l’ouvert

compact O×
F

de F×, c’est donc un ouvert de G. Par conséquent, |χ|F
est un caractère lisse de G, à valeurs dans R∗

+. En particulier son noyau

contient des sous-groupes ouverts compacts aussi petits que l’on veut.

Pour tout sous-groupe compactK deG, prenons un sous-groupe ouvert

compact K1 ⊂ K dans le noyau de |χ|F. Comme K/K1 est fini (lemme

II.3.2), et que le seul sous-groupe fini de R∗
+ est {1}, K est dans le noyau

de |χ|F.

(1)Le lecteur prendra garde au fait que le groupe X∗(G) étant un réseau, on note sa

loi additivement, alors que la loi de G est notée multiplicativement.
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Proposition. — Le groupe 0G est un sous-groupe ouvert, fermé et dis-
tingué unimodulaire de G. Tout sous-groupe compact de G est contenu
dans 0G. Le groupe dérivé DG est contenu dans 0G.

Démonstration. D’après le lemme, tout sous-groupe compact de G est

dans 0G. D’autre part, ker |χ|F est un sous-groupe distingué de G, et

l’intersection de sous-groupes distingués est encore distinguée, donc 0G

est distingué dans G. Comme les caractères |χ|F sont lisses, les ker |χ|F
sont fermés dans G. Il s’ensuit que 0G est fermé dans G. Comme 0G

contient des sous-groupes ouverts compacts, il doit être ouvert dans G.

Il est donc unimodulaire car G l’est. La dernière assertion résulte du fait

que tout caractère est trivial sur le groupe dérivé.

Définition. — Un caractère non ramifié de G est un morphisme de

groupes de G dans C∗ trivial sur 0G. On note X (G) l’ensemble des ca-

ractères non ramifiés de G.

V.2.4. Structure de variété de X (G). — Un caractère non ramifié

de G est de la forme u ◦ v où u est un morphisme de Λ(G) dans C×. Les

caractères non ramifiés de G s’identifient ainsi aux caractères de Λ(G),

c’est-à-dire aux éléments du groupe HomZ(Λ(G),C×). Remarquons que

Λ(G), sous-groupe de X∗(G), est un groupe abélien libre de type fini.

Introduisons l’algèbre de groupe C[Λ(G)]. On a un isomorphisme naturel :

HomZ(Λ(G),C×) ' Homalg(C[Λ(G)],C).

et les objets ci-dessus s’identifient au spectre maximal de C[Λ(G)], un tore

algébrique complexe que l’on note U. On note t 7→ ωt l’isomorphisme

entre le tore complexe U et le groupe des caractères non ramifiés de

G. Ceci munit X (G) d’une structure de tore complexe. L’algèbre des

fonctions polynomiales sur X (G) s’identifie explicitement à C[Λ(G)] de

la manière suivante : si f =
∑

ḡ∈Λ(G) aḡḡ est un élément de C[Λ(G)] et

si χ ∈ X (G), alors f(χ) =
∑

ḡ∈Λ(G) aḡχ(g), où les g ∈ G relèvent les

ḡ ∈ Λ(G). Si l’on identifie C[Λ(G)] à l’espace des fonctions à support fini

sur le groupe Λ(G), le produit devient la convolution de ces fonctions.

Pour tout g ∈ G, notons evg le morphisme d’évaluation en g :

evg : X (G)→ C×, χ 7→ χ(g).
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Il est clair que evg est une fonction polynomiale sur X (G), qui est donné

dans l’identification ci-dessus par la classe ḡ de g dans G/0G, vu comme

élément de Λ(G) ⊂ C[Λ(G)]. On note χun le morphisme

χun : G→ C[Λ(G)]×, g 7→ evg.

Tout point χ ∈ X (G) détermine un morphisme d’algèbres Ψχ de C[Λ(G)]

dans C, et l’on a la relation

(V.2.4.1) Ψχ ◦ χun = χ.

Le groupe G agit sur G/0G par translation à gauche, donc il agit sur

Λ(G) et sur C[Λ(G)]. Un calcul simple montre que pour tout g ∈ G, pour

toute f ∈ C[Λ(G)], et pour tout χ ∈ X (G),

(V.2.4.2) (g · f)(χ) = χ(g)f(χ) = (χun(g)f)(χ).

L’action de G sur C[Λ(G)] est donc donnée par χun. Elle se factorise par

G/0G et l’on retrouve l’action naturelle de Λ(G) = G/0G sur son algèbre

de groupe par translation à gauche.

La variété X (G) est un tore complexe, donc un groupe, qui agit sur

lui-même par translation à gauche. La structure de groupe est aussi bien

sûr celle définie par multiplication des caractères. Le groupe X (G) agit

donc sur l’espace de ses fonctions polynomiales F par

(χ · f)(ψ) = f(χ−1ψ), (χ, ψ ∈ X (G), (f ∈ F ).

V.2.5. Cas des tores. — Précisons les constructions du paragraphe

précédent dans cas où G = T est un tore sur F.

Rappelons tout d’abord que si T est un tore algébrique défini sur F,

et si A est sa composante déployée, il existe un sous-tore Tan de T défini

sur F et anisotrope tel que T soit le produit presque direct (ceci veut dire

que l’intersection des deux facteurs est finie) T = TanA. L’application

naturelle de restriction de X∗(T ) dans X∗(A) est injective, X∗(A) =

X∗(A) et X∗(Tan) = {0}, et X∗(T ), vu comme sous-réseau de X∗(A), est

d’indice fini.

Soit A un tore déployé sur F. On a alors :

A = HomZ(X∗(A),F×) = HomZ(X∗(A),Z)⊗Z F× = X∗(A)⊗Z F×.
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Soit $ ∈ F× une uniformisante de F. L’ensemble de ses puissances forme

un sous-groupe Z$ de F×, et comme par définition vF($) = 1, vF réalise

un isomorphisme entre Z$ et Z. Posons

CA = HomZ(X∗(A),Z$) ' HomZ(X∗(A),Z) = X∗(A).

Ceci réalise CA comme un sous-groupe de A,HA donnant l’isomorphisme

entre CA et X∗(A). En particulier, HA est surjective, donc Λ(A) = X∗(A)

et CA est une section de HA, car CA est naturellement inclus dans

HomZ(X∗(A),F×) = A.

Remarquons aussi que si A est un tore déployé, donc isomorphe à un

produit de F×, le groupe 0A est le sous-groupe compact maximal de A.

En effet, on a trivialement 0F× = O×
F
, le groupe des unités du corps F.

Si A1 et A2 sont deux tores déployés définis sur F, avec A1 ⊂ A2, alors

Λ(A1) ⊂ Λ(A2). En effet, d’après ce qui précède, on voit facilement que
0A1 = A1 ∩ 0A2. On peut aussi voir CA1 comme un sous-groupe de CA2.

V.2.6. Caractères non ramifiés (suite). — On revient aux hypo-

thèses et notations de V.2.3. Soit AG une composante déployée de G. Les

constructions faites en V.2.3 et V.2.5 fournissent des suites exactes

1→ 0G→ G→ Λ(G)→ 1

et

1→ 0AG → AG → Λ(AG) ' X∗(AG)→ 1.

Lemme. — On a 0AG = 0G∩AG. Le réseau Λ(AG) = X∗(AG) s’injecte
dans Λ(G) ⊂ X∗(G). De plus l’indice de X∗(AG) dans Λ(G) (et même
dans X∗(G)) est fini (ce sont des réseaux de même rang).

Démonstration. Considérons l’application de restriction de X∗(G) dans

X∗(AG). Nous affirmons que c’est une injection. En effet, nous avons vu

en V.2.2 que X∗(G) = X∗(G′) où

G′ = G/DG = R(G)/(R(G) ∩ DG).

Posons A′
G = AG/(AG ∩ DG). Il est clair que A′

G est une composante

déployée de G′. Comme G′ est un tore, le réseau X∗(G) = X∗(G′) est
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d’indice fini dans X∗(A′
G) et donc d’indice fini dans X∗(AG). Ceci im-

plique directement que 0AG est contenu dans 0G∩AG. Pour la réciproque,

prenons g ∈ 0G ∩AG et χ ∈ X∗(AG). Alors pour un certain m ∈ N∗, χm

est dans X∗(G). On a donc

|χm(g)|F = |χ(g)|m
F

= 1.

Or |χ(g)|F ∈ R∗
+ donc |χ(g)|F = 1. On en déduit que g ∈ 0AG. On a

maintenant un morphisme bien défini et injectif :

X∗(AG) = Λ(AG) ' AG/
0AG → G/0G = Λ(G) ⊂ X∗(G).

Comme X∗(AG) est de même rang que X∗(G), on en déduit la dernière

assertion.

Proposition. — Le quotient G/0GAG est fini, et 0G∩Z(G) est compact.
Si Z(G) est compact, alors 0G = G.

Démonstration. On a

(G/0G)/(AG/
0AG) ' G/0GAG.

La finitude du cardinal du membre de gauche de cette égalité ayant été

établie dans le lemme, on en déduit que G/0GAG est fini. Si Z(G) est

compact, on a AG = {1}, et 0G est alors d’indice fini dans G. Supposons

G 6= 0G, et soit g ∈ G \ 0G. Alors il existe un caractère rationnel χ ∈
X∗(G) tel que |χ(g)|F 6= 1. Or une certaine puissance de g est dans
0G, disons gm. On a alors |χ(gm)|F = 1 = |χ(g)|m

F
et l’on obtient une

contradiction. Donc on a G = 0G dans ce cas.

Le sous-groupe d’indice fini R(G) de Z(G) est un tore et R(G)anAG
est d’indice fini dans R(G), donc dans Z(G), où R(G)an est compact.

Donc R(G)an ⊂
0G et comme AG ∩

0G = 0AG, on a R(G)anAG ∩
0G =

R(G)an
0AG, qui est compact. Par conséquent 0G∩Z(G) est compact.
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V.2.7. Classes d’inertie de représentations irréductibles. — Le

groupe des caractères non ramifiés X (G) agit sur l’ensemble des classes

d’équivalences de représentations irréductibles lisses de G, Irr(G) par

(ω, π) 7→ π ⊗ ω, (ω ∈ X (G)), (π ∈ Irr(G)).

Le stabilisateur de π ∈ Irr(G) est noté X (G)(π), c’est-à-dire

X (G)(π) = {ω ∈ X (G) | π ⊗ ω ' π}.

Lemme. — Soit π ∈ Irr(G). Alors X (G)(π) est fini.

Démonstration. On reprend les notations de la section précédente. En

particulier nous rappelons que X (G) s’identifie à l’ensemble des carac-

tères du réseau Λ(G), que celui-ci possède un sous-réseau d’indice fini

Λ(AG), et que l’on peut relever ce dernier en un sous-groupe CAG
contenu

dans AG (donc en particulier central dans G). Le groupe X (G) agit

sur X (AG) par multiplication, via la restriction naturelle des caractères

X (G)→ X (AG). De plus, pour tout π ∈ Irr(G), le lemme de Schur nous

donne un caractère du groupe central CAG
par lequel ce groupe agit dans

l’espace de π. Ceci définit une application

Irr(G)→ Hom(CAG
,C×) ' X (AG)

dont il est facile de voir qu’elle est équivariante pour les actions de X (G)

sur Irr(G) et X (AG) décrites ci-dessus. Il suffit donc de montrer que

l’action de X (G) sur X (AG) admet des stabilisateurs finis. Ceci vient du

fait que Λ(AG) est d’indice fini dans Λ(G), et donc que le nombre de

caractères de Λ(G) qui sont triviaux sur Λ(AG) est fini.

Corollaire. — Les orbites de X (G) dans Irr(G) sont des tores algé-
briques complexes.

Démonstration. On sait que X (G) est muni d’une structure de tore algé-

brique complexe (cf. section V.2.4), et le quotient d’un tel tore complexe

par un sous-groupe fini est encore un tore complexe.

Notations. — Les orbites de l’action de X (G) dans Irr(G) sont appe-

lées des classes d’inerties. On note [π] la classe d’inertie d’une représen-

tation π et [Irr(G)] l’ensemble des classes d’inertie.
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Notons F l’algèbre des fonctions polynomiales sur la variété X (G).

Nous avons vu dans la remarque V.2.3 que F ' C[Λ(G)]. Soient D une

classe d’inertie dans Irr(G) et (π, V ) une représentation dans cette classe

d’inertie et X (G)(π) le stabilisateur de π. Alors D s’identifie à l’espace

homogène X (G)/X (G)(π). L’algèbre des fonctions polynomiales sur D

est alors FX (G)(π), l’algèbre des invariants de F sous l’action du groupe

fini X (G)(π). Il est commode de dire que f est une fonction polynomiale

sur D s’il existe une fonction polynomiale f̃ sur X (G) telle que

f(π ⊗ χ) = f̃(χ).

De même, si U est un ouvert de Zariski deD, on dit que f est une fonction

rationnelle sur U s’il existe f1 et f2 dans F telles que f2(χ)f(π ⊗ χ) =

f1(χ) et f2(χ) 6= 0 pour tout χ ∈ X (G) tel que π ⊗ χ ∈ U .

V.3. Sous-groupes paraboliques

Nous renvoyons le lecteur à [6] pour la démonstration des résultats

énoncés dans cette section. Soit G un groupe algébrique connexe, réductif,

défini sur F et posons G = G(F). Un sous-groupe algébrique (en tant que

groupes définis sur F̄) P de G est un sous-groupe parabolique si la variété

P\G est projective. Un sous-groupe parabolique P de G est le groupe des

points dans F d’un sous-groupe parabolique P défini sur F.

V.3.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G et N son radical uni-

potent. Alors il existe un sous-groupe réductif (non unique) M de G dans

P normalisant N tel que P = M oN . On dit alors que M est un facteur

de Lévi de P et un sous-groupe de Lévi de G. Les facteurs de Lévi sont

obtenus de la manière suivante. Soit A une composante déployée de P et

posons M = Z(G,A). Alors M est un facteur de Lévi de P . De plus A est

la composante déployée de M . Si l’on se donne P , le choix d’une compo-

sante déployée de P est donc équivalent au choix d’un facteur de Lévi. Le

radical unipotent N agit transitivement par conjugaison sur l’ensemble

des composantes déployées de P , et donc sur l’ensemble des facteurs de

Lévi de P . Les facteurs de Lévi M de G sont les centralisateurs de tores



166 CHAPITRE V. STRUCTURE DES GROUPES p-ADIQUES

déployés A dans G tels que A est la composante déployée de M . On em-

ploiera souvent une expression du genre “P = MN est un sous-groupe

parabolique de G” , pour résumer la situation où P est un sous-groupe

parabolique de G, N est son radical unipotent, et M un facteur de Lévi.

Si M est un sous-groupe de Lévi de G, on note P(M) l’ensemble des sous-

groupes paraboliques de G admettant M comme facteur de Lévi. C’est

un ensemble fini. Soit P ∈ P(M). On note alors P̄ = MN̄ le sous-groupe

parabolique opposé à P , c’est-à-dire l’unique sous-groupe parabolique

Q ∈ P(M) tel que P ∩Q = M , et AM (ou simplement A) la composante

déployée de M .

V.3.2. Les sous-groupes paraboliques minimaux de G sont ceux dont

les composantes déployées sont des tores déployés maximaux de G. Deux

tores de G, déployés et maximaux pour cette propriété sont conjugués

dans G. Deux sous-groupes paraboliques minimaux de G sont donc conju-

gués dans G.

V.3.3. Fixons un tore déployé maximal A∅ de G et notons M∅ son

centralisateur dans G. C’est un facteur de Lévi d’un sous-groupe para-

bolique minimal dans G. On fixe un sous-groupe parabolique minimal

P∅ = M∅N∅, de facteur de Lévi M∅. Si P est un sous-groupe parabolique

de G, on dit que P est semi-standard si A∅ ⊂ P et standard si P∅ ⊂ P .

Dans ces deux cas, P possède un unique facteur de Lévi M contenant

A∅. Comme la composante déployée de M est clairement contenue dans

A∅, on a M∅ ⊂ M . On dit alors que M est un sous-groupe de Lévi

semi-standard de G. On dit qu’un tel M est standard s’il est facteur de

Lévi d’un sous-groupe parabolique standard de G. Le tore déployé A∅

est encore maximal pour cette propriété dans tout sous-groupe de Lévi

standard M , et l’on peut ainsi définir les sous-groupes de Lévi et les sous-

groupes paraboliques standards ou semi-standards de M en référence à

ce même A∅.
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V.3.4. Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques

semi-standards de G. Alors M ∩Q est un sous-groupe parabolique semi-

standard de M de facteur de Lévi M ∩L et de radical unipotent M ∩U .

De plus N ∩Q se décompose en N ∩Q = (N ∩ L)(N ∩ U).

V.3.5. Soit P = MN un sous-groupe parabolique semi-standard de

G. Il existe une bijection entre l’ensemble des sous-groupes paraboliques

standards (resp. semi-standards) de M et l’ensemble des sous-groupes

paraboliques standards (resp. semi-standards) Q = LU de G contenus

dans P , dont l’inverse s’obtient ainsi : à Q = LU , on associe le sous-

groupe parabolique M ∩ Q = L(M ∩ U). Le sous-groupe parabolique

minimal standard de M est donc M∅(M ∩N∅).

V.3.6. Soient P = MN un sous-groupe parabolique de G, et A la com-

posante déployée de M . On pose :

a = X∗(A)⊗Z R, a∗ = X∗(A)⊗Z R.

La dualité parfaite entreX∗(A) etX∗(A) s’étend en une dualité d’espaces

vectoriels entre a et a∗, ce qui est cohérent avec les notations.

V.3.7. Notons Σ′(A) l’ensemble des racines de A dans Lie(G). Alors

Σ′(A) s’identifie à une partie de a∗. On note Σ(A) l’ensemble des racines

réduites de Σ′(A). Si γ ∈ Σ(A), on note Uγ le sous-groupe unipotent de

G normalisé par A, dans lequel A admet les poids γ et 2γ, et maximal

pour cette propriété.

V.3.8. Le groupe de Weyl

(V.3.8.1) W (A) = NG(A)/ZG(A) = NG(A)/M = NG(M)/M

agit sur X∗(A) et donc sur X∗(A) ' Λ(A). Par conséquent, W (A) agit

aussi sur a∗ et a. Si A = A∅, on peut par ce biais identifier W (A) au

groupe de Weyl du système de racines Σ(A) (voir [6], 5.3). Ce n’est pas

vrai en général, mais l’action de W (A) sur X∗(A) ou sur X∗(A) ' Λ(A)

reste néanmoins fidèle.
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V.3.9. Il est commode de munir a et a∗ de produits scalaires invariants

sous l’action de W (A), induisant un isomorphisme a∗ ' a. Si α ∈ Σ′(A),

on note α̌ sa coracine (un élément de a).

V.3.10. Si P ∈ P(M), on note Σ′(P ) le système des racines dans Σ′(A)

positives relativement à P , Σ(P ) le système des racines positives réduites

et ∆(P ) l’ensemble des racines simples dans Σ(P ).

V.3.11. On pose

+[a∗]GP = {χ =
∑

α∈∆(P )

cα α, cα > 0}

+[a∗]
G

P = {χ =
∑

α∈∆(P )

cα α, cα ≥ 0}

G
P [a∗]+ = {χ ∈ a∗ | 〈χ, α̌〉 > 0, α ∈ ∆(P )}

G
P [a∗]

+
= {χ ∈ a∗ | 〈χ, α̌〉 ≥ 0 α ∈ ∆(P )}.

On définit de manière similaire les parties +[a]GP , +[a]
G

P , GP [a]+, GP [a]
+

en

échangeant le rôle des racines et des coracines. On note aussi −[a]GP =

−(+[a]GP ), −[a]
G

P = −(+[a]
G

P ), GP [a]− = −(GP [a]+), GP [a]
−

= −(GP [a]
+
).

V.3.12. On fixe un sous-groupe parabolique minimal P∅ = M∅N∅, de

composante déployée A∅. On pose Σ′
∅ = Σ′(A∅), Σ∅ = Σ(A∅), Σ+

∅ =

Σ(P∅), ∆∅ = ∆(P∅). Si P = MN est un sous-groupe parabolique stan-

dard, on note ∆M
∅ l’analogue de ∆∅ lorsque l’on remplace G par M dans

la définition.

V.3.13. Soient P = MN ⊂ Q = LU deux sous-groupes paraboliques

standards de G. On a alors AG ⊂ AL ⊂ AM ⊂ A∅ et

aG ⊂ aM ⊂ aL ⊂ a∅

où aG (resp. aM , resp. aL) est l’orthogonal des racines α ∈ ∆∅ (resp. ∆M
∅ ,

resp. ∆L
∅ ). De même

a∗
G ⊂ a∗

M ⊂ a∗
L ⊂ a∗

∅
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sont décrits de la même manière en remplaçant les racines par les cora-

cines. Notons aG∅ (resp. (aG∅ )∗) le sous-espace de a∅ (resp. de a∗
∅) engendré

par les α̌, α ∈ ∆∅ (resp. les α ∈ ∆∅). On a alors les décompositions

a∅ = aG ⊕ aG∅ , a∗
∅ = a∗

G ⊕ (aG∅ )∗.

Posons ∆∅ = {α1, . . . , αn}. C’est une base de (aG∅ )∗. Soit (aLM)∗ le sous-

espace de a∗
∅ engendré par les αi ∈ ∆L

∅ \∆
M
∅ . On a alors la décomposition

a∗
M = a∗

L ⊕ (aLM)∗.

En particulier

a∗
M = a∗

G ⊕ (aGM)∗,

où (aGM)∗ est engendrée par les αi ∈ ∆∅ \∆M
∅ .

On obtient des décompositions similaires de aM en échangeant le rôle

des racines et des coracines. Ces décompositions sont orthogonales pour

le produit scalaire fixé.

On note pLM les projections respectivement de aM et a∗
M sur aLM et

(aLM)∗ dans les décompositions ci-dessus.

Remarquons que (aGM)∗ est engendré par ∆(P ), car les racines de ∆(P )

sont les restrictions à aM des racines dans ∆∅ \∆M
∅ .

V.3.14. Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard de G. La

partie G
P [a∗

M ]+ n’est un cône (au sens strict) convexe ouvert en général,

puisque si x ∈ G
P [a∗

M ]+, alors x+a∗
G ⊂

G
P [a∗

M ]+. En revanche, l’intersection

G
P [(aGM)∗]

+
= G

P [a∗
M ]+ ∩ (aGM)∗

est un cône convexe ouvert et son adhérence

G
P [(aGM)∗]

+
= G

P [a∗
M ]

+
∩ (aGM)∗

est un cône convexe fermé.

On a
G
P [a∗

M ]+ = G
P [(aGM)∗]

+
⊕ a∗

G,

G
P [a∗

M ]
+

= G
P [(aGM)∗]

+
⊕ a∗

G.

Le cône G
P [(aGM)∗]

+
admet une décomposition cellulaire en cônes du

même genre provenant des sous-groupes paraboliques standards Q conte-

nant P :
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G
P [(aGM)∗]

+
=

∐

P⊂Q=LU

G
Q[(aGL)∗]

+
.

On en déduit une décomposition

G
P [a∗

M ]
+

=
∐

P⊂Q=LU

G
Q[a∗

L]
+.

V.3.15. Notons le fait suivant :

Lemme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard de G et
soit µ un élément de G

P [(aGM)∗]+. Alors l’ensemble des racines γ dans Σ∅

telles que 〈µ, γ〉 > 0 est l’ensemble des racines de A∅ dans N .

Démonstration. Par définition, GP [(aGM)∗]+ est l’ensemble

{x ∈ (aG∅ )∗, α ∈ ∆M
∅ ⇒ 〈α, x〉 = 0, α ∈ ∆∅ \∆M

∅ ⇒ 〈α, x〉 > 0}.

Toute racine γ ∈ Σ∅ s’écrit γ =
∑

α∈∆∅
nα α où tous les nα ∈ Z sont de

même signe. D’autre part, γ est une racine de A∅ dans N si et seulement

s’il existe α ∈ ∆∅ \∆M
∅ tel que nα > 0. Comme tous les nα sont de même

signe, ceci est équivalent à 〈µ, γ〉 > 0.

V.3.16. Lemme combinatoire de Langlands. — Soient P = MN

un sous-groupe parabolique standard deG et µ ∈ a∗
M . Le lemme combina-

toire de Langlands affirme qu’il existe un unique sous-groupe parabolique

standard Q contenant P tel que µ se décompose en

(V.3.16.1) µ = µG + µ+ + µ−

avec µG ∈ a∗
G, µ+ ∈ G

Q[(aGL)∗]
+

et µ− ∈ −pLM(+[a∗
M ]

G

P ). Cette décompo-

sition est unique. De plus µG est la projection orthogonale de µ sur a∗
G,

µ+ est la projection orthogonale de µ sur le cône G
P [(aGM)∗]

+
et µ− est

la projection orthogonale de µ sur le cône −[a∗
M ]

G

P . Les éléments µG, µ+

et µ− sont deux à deux orthogonaux. Remarquons que si l’on considère

µ comme un élément de a∗
∅, et que l’on applique le résultat ci-dessus à

(µ, P∅), on trouve la même décomposition.
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Nous donnons une démonstration de ce lemme, reprise de [16] à la fin

du chapitre.

V.3.17. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Donnons une

autre interprétation de l’espace a∗. Puisque

X∗(A) ⊂ Λ(M) ⊂ X∗(M)

sont des réseaux de même rang, on a

a = X∗(A)⊗Z R = Λ(M)⊗Z R = X∗(M)⊗Z R.

Donc

a∗ = HomR(Λ(M)⊗Z R,R)

= HomZ(Λ(M),R)

= {φ ∈ HomZ(M,R) |φ|0M ≡ 0}

= HomZ(M,R)

Il faut prendre garde à ce que la loi de Λ(M) est notée additivement,

alors que celle de M est notée multiplicativement. Il reste à justifier

la dernière égalité, en montrant que tout morphisme de M dans R est

trivial sur 0M . On sait que le groupe R(M)DM est d’indice fini dans

M et que DM ⊂ 0M . Le groupe (R(M) ∩ 0M)DM est donc d’indice

fini dans 0M . De plus, on a vu dans la démonstration de la proposition

V.2.6 que R(M) ∩ 0M est compact, et donc tout morphisme lisse de ce

groupe à valeurs dans R est nécessairement trivial (voir lemme V.2.3).

Bien sûr, tout morphisme de M dans le groupe abélien R est trivial sur

les commutateurs. Tout morphisme de M dans R est donc trivial sur un

sous-groupe d’indice fini de 0M . Comme R ne contient aucun élément

d’ordre fini autre que 0, on voit qu’un tel morphisme est trivial sur 0M .

Pour tout caractère χ de M , ln |χ| ∈ a∗.

V.3.18. Reprenons les notations du paragraphe précédent. Posons

aC = X∗(A)⊗Z C et a∗
C

= X∗(A)⊗Z C.
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On a comme ci-dessus

a∗
C

= X∗(A)⊗Z C = Λ(M)⊗Z C = X∗(M)⊗Z C

et

a∗
C = HomC(Λ(M)⊗Z C,C)

= HomZ(Λ(M),C).

Rappelons que q désigne le cardinal du corps résiduel OF/PF. Le mor-

phisme de groupes

C→ C×, s 7→ qs

est surjectif, de noyau 2iπ
ln q

Z. Il induit par composition un morphisme

a∗
C = HomZ(Λ(M),C)→ HomZ(Λ(M),C×) ' X (M).

Le groupe Λ(M) étant un réseau, on voit facilement que ce morphisme

est surjectif, en relevant dans C les valeurs prises sur une base de ce

réseau. Le noyau de ce morphisme est

HomZ(Λ(M),
2iπ

ln q
Z) =

2iπ

ln q
HomZ(Λ(M),Z) =

2iπ

ln q
R

où R = HomZ(Λ(M),Z) est un sous-réseau de a∗.

Nous avons donc obtenu un morphisme surjectif :

a∗
C

= X∗(M)⊗Z C→ X (M)

dont il est maintenant facile de vérifier qu’il est donné aussi par

χ⊗ s 7→ [ g 7→ |χ(g)|s
F

]

et dont le noyau est le réseau 2iπ
ln q
R. On retrouve ainsi la structure de tore

algébrique de X (M). Si λ ∈ a∗
C
, on note eλ le caractère non ramifié de

M correspondant.

Si χ ∈ X (M), relevons-le en un élément λ ∈ a∗
C
. La partie réelle

<(λ) ∈ a∗ est indépendante du choix de λ. On la note <(χ).

Tout élément χ ∈ HomZ(M,C×) se décompose en

χ =
χ

|χ|
|χ|.

Le caractère χ
|χ|

est unitaire, ln |χ| ∈ HomZ(M,R) = a∗ et l’on note

<(χ) = ln |χ| ∈ a∗.
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On note Im (X (M)) le groupe des caractères non ramifiés unitaires

de M . C’est l’ensemble des χ ∈ X (M) tels que <(χ) = 0. C’est aussi

l’image de ia∗ par le morphisme surjectif a∗
C
→ X (M). C’est une sous-

variété réelle du tore complexe X (M), et plus précisément, c’est un tore

compact, isomorphe à ia∗/ 2iπ
ln q
R.

V.3.19. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Rappelons

l’application HM : M → X∗(M) ⊂ aM définie en V.2.3. On note M+

(resp. M++) l’image inverse par HM de G
P [a]

+
∩ X∗(M) (resp G

P [a]+ ∩

X∗(M)). Plus généralement, si H est une partie de M , on note H+ =

H ∩M+ et H++ = H ∩M++. Il découle directement des définitions que

A+
M = {a ∈ AM , vF(α(a)) ≥ 0, (α ∈ ∆(P ))}

= {a ∈ AM , |α(a)|F ≤ 1, (α ∈ ∆(P ))}

A++
M = {a ∈ AM , vF(α(a)) > 0, (α ∈ ∆(P ))}

= {a ∈ AM , |α(a)|F < 1, (α ∈ ∆(P ))}.

On remarque que le choix de P n’apparaît pas dans les notations, bien

que les parties A+
M et A++

M en dépendent. Nous utiliserons surtout ces no-

tations avec des sous-groupes paraboliques standards, ce qui rendra cette

ambiguïté inoffensive. Par exemple, si P est standard, la décomposition

V.3.14 induit une décomposition

(V.3.19.1) A+
M =

∐

Q

A++
L ,

la somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards Q = LU

contenant P .

V.3.20. Posons, pour tout ε > 0,

(V.3.20.1) A+(ε) = {a ∈ AM , |α(a)|F < ε, (α ∈ ∆(P ))},

et pour tout partie Ω de A, Ω+(ε) = Ω ∩A+(ε).
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V.3.21. Soit P = MN un sous-groupe parabolique minimal de G, de

composante déployée A. Le réseau Λ(M) = M/0M n’admet en général

pas de relèvement naturel en un sous-groupe de M , mais comme nous

l’avons vu en V.2.5, le sous-réseau Λ(A) = X∗(A), lui, admet un relè-

vement, noté CA en un sous-groupe de A. Comme X∗(A) est un sous-

réseau d’indice fini de Λ(M), il existe un ensemble fini FM d’éléments

de M tels que C̃A := FM .CA soit un relèvement ensembliste de Λ(M)

dans M . On peut prendre les éléments de FM dans M+. En effet, on

peut toujours remplacer f ∈ FM par ftm avec t ∈ C++
A , et l’on aura alors

ftm ∈M+ pour m assez grand. Notons C+
A = CA∩M+, C̃+

A := C̃A∩M+,

C+
A (ε) = CA ∩ A+(ε). On peut s’arranger pour que C̃+

A = FMC
+
A et c’est

ce que nous supposerons dans la suite. Lorsque P = P∅ = M∅N∅, nous

notons Λ(M∅) = Λ∅, CA∅
= C∅, etc.

V.3.22. Comme AG ⊂ A∅, d’après une remarque faite en V.2.5, CAG
est

un sous-groupe de C∅. Comme AG ⊂ A+
∅ , on a CAG

⊂ C+
∅ . Introduisons

sur C+
∅ la relation d’équivalence :

(V.3.22.1) a1 ∼ a2 si a1a
−1
2 ∈ CAG

.

Alors S := C+
∅ /CAG

= C+
∅ / ∼ est isomorphe à Nd pour un certain entier

naturel d, égal au cardinal de ∆∅. On déduit de V.3.19.1 une décompo-

sition

S =
∐

Q

S++
L ,

la somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards Q = LU

et SL = C++
AL
/CAG

.

V.3.23. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, de compo-

sante déployée A. On suppose P 6= G, de sorte que AG est strictement

inclus dans A. D’après la remarque V.2.5, on peut voir CAG
comme un

sous-groupe de CA. Comme AG est le produit direct de 0AG et de CAG
,

et que AG ∩
0G = 0AG (lemme V.2.6) on a :

CAG
∩ 0G = CAG

∩AG ∩
0G = CAG

∩ 0AG = {1}.
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On en déduit que

CA ∩
0GAG = CAG

(CA ∩
0G)

et donc que l’inclusion CA ↪→ G induit une inclusion

CA/CAG
(CA ∩

0G) ↪→ G/0GAG.

Le membre de droite étant fini d’après la proposition V.2.6, celui de

gauche aussi.

Prenons un élément t dans C++
A . Ses puissances tn, n ∈ N∗ sont dans

C++
A et l’une d’elles est dans CAG

(CA ∩ 0G). Ceci montre que C++
A ∩ 0G

est non vide.

V.4. Groupes de Weyl

V.4.1. Décomposition de Bruhat. — Nous continuons avec les no-

tations P∅ = M∅N∅, A∅, Σ′
∅, Σ∅, Σ+

∅ , Σ+
∅ , ∆∅, etc, de la section précédente.

Le groupe de Weyl

W (A∅) = NG(A∅)/ZG(A∅) = NG(A∅)/M∅

sera aussi noté WG. On note S∅ l’ensemble des réflexions sα dans WG

associées aux racines simples α ∈ ∆∅.

Proposition ([6]). — Le quadruplet (G,P∅, NG(A∅), S∅) est un système
de Tits. En particulier, on a la décomposition suivante de G (décompo-
sition de Bruhat)

G =
∐

w∈WG

P∅wP∅.

V.4.2. Soit T une partie de Σ∅. On dit que T est fermée si

(T + T ) ∩ Σ∅ ⊂ T.

On dit que T est convexe si T est l’intersection de Σ∅ avec un cône

convexe fermé de a∗. Une partie fermée T de Σ∅ est dite symétrique si

T = −T . Dans ce cas, T est un système de racines, et l’on note WT ⊂ WG
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son groupe de Weyl. Une partie fermée T de Σ∅ est dite unipotente si

T ⊂ w · Σ+
∅ pour un certain w ∈WG.

Pour toute partie fermée T de Σ∅, on note G(T ) le sous-groupe algé-

brique de G engendré par M∅ et les Uγ, γ ∈ T . Si T est unipotent, on

note U(T ) le sous-groupe de G engendré par les Uγ , γ ∈ T .

Le résultat suivant est démontré dans [6], 3.22.

Proposition. — Soient S, T des parties fermées de Σ∅.

(i) Si S et T sont convexes, alors G(S) ∩G(T ) = G(S ∩ T ).

(ii) Si T est unipotent, alors G(S) ∩ U(T ) = U(S ∩ T ).

On appelle une partie fermée P de Σ∅ parabolique si Σ+
∅ ⊂ P. Dans

ce cas, on pose M = P ∩ (−P), N = P \M, et l’on dit que (P,M,N )

est un triplet parabolique dans Σ∅.

Proposition ([6], 5.12-5.18). — Soit Θ une partie de ∆∅, et soient P,
M les parties fermées de Σ∅ engendrée par Σ+ ∪ (−Θ) et (−Θ) ∪ Θ

respectivement. Alors (P,M,N = P \M) est un triplet parabolique dans
Σ∅ et P = MN est un sous-groupe parabolique standard de G, où P =

G(P), M = G(M) et N = U(N ). Tout sous-groupe parabolique standard
P = MN de G est obtenu ainsi. De plus, la partie Θ est uniquement
déterminée par la donnée de (P,M,N ) ou de P = MN . En particulier,
les parties P, M et N sont convexes.

V.4.3. Pour tout sous-groupe de Lévi standard M de G, de composante

déployée A, posons

(V.4.3.1) WM = NM(A∅)/ZM(A∅).

Comme

ZG(A∅) = M∅ ⊂M,

on obtient une injection canonique WM ↪→ WG. Si w ∈ WG, et si g

est un relèvement de w dans G, on pose, pour tout sous-groupe de Lévi

standard de G, w ·M = gMg−1. Comme M∅ ⊂ M , il est clair que ceci
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ne dépend pas du relèvement choisi. Posons, pour deux sous-groupes de

Lévi standards M et L de G,

(V.4.3.2) W (L,M) = {w ∈WG |w · L = M}.

On a bien sûr WM ·W (L,M) ·WL = W (L,M). Notons que

W (M,M) = (NG(M) ∩NG(A∅))/M∅,

et que M∅ ⊂M . Donc on a une application bien définie

W (M,M)→ W (A) = NG(A)/ZG(A) = NG(M)/M

dont le noyau est WM . Il s’ensuit que l’on a une injection

W (M,M)/WM → W (A),

et l’on vérifie immédiatement qu’elle est surjective car les tores déployés

maximaux sont conjugués dans M . Ainsi l’on obtient

(V.4.3.3) W (M,M)/WM 'W (A),

V.4.4. Soit M un sous-groupe de Lévi standard de G. Posons

W (∗,M) =
⋃

L

W (L,M), W (M, ∗) =
⋃

L

W (M,L),

et

l(M) = |WM\W (∗,M)| = |W (M, ∗)/WM |

où la somme porte sur l’ensemble des sous-groupes de Lévi standards de

G. Si M est un sous-groupe de Lévi non standard, on pose l(M) = l(M ′)

où M ′ est un sous-groupe de Lévi standard de G conjugué à M .

V.4.5. Notons la conséquence suivante de la décomposition de Bruhat.

Nous renvoyons le lecteur à [6], 5.15-5.20 pour une démonstration.

Lemme. — Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques
semi-standards de G, où M et L sont des sous-groupes de Lévi standards.
Alors l’ensemble des orbites de Q dans X = P\G est en bijection avec
l’ensemble des doubles classes WM\WG/WL.
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On munit alors WM\WG/WL de l’ordre de Bruhat

w̄1 ≤PQ w̄2 si Pw̄1Q ⊂ Pw̄2Q.

Dans cette situation, on choisit alors un ordre total �PQ plus fin que

l’ordre de Bruhat sur WM\WG/WL.

Corollaire. — Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes parabo-
liques de G. Alors l’ensemble des orbites de Q dans X = P\G est fini.

Démonstration. Ceci se déduit immédiatement du lemme ci-dessus et du

fait que tout sous-groupe parabolique de G est conjugué à un sous-groupe

parabolique semi-standard de facteur de Lévi standard.

V.4.6. Soient P et Q des sous-groupes paraboliques standards de G.

Nous allons décrire un système explicite de représentants des doubles

classes WM\WG/WL possédant d’utiles propriétés. Posons :

(V.4.6.1) WL,M = {w ∈ WG |w · (L ∩ P∅) ⊂ P∅, w
−1 · (M ∩ P∅) ⊂ P∅}.

On a alors

Lemme. — (i) Dans chaque double classe WM\WG/WL, il existe un
unique élément de WL,M . C’est l’élément dont la longueur est minimale
dans cette double classe.

(ii) Si w ∈ WL,M , alors M ∩ w · Q est un sous-groupe parabolique
standard de M , de facteur de Lévi M ∩ w · L et de radical unipotent
M ∩ w · U et w−1 · P ∩ L est un sous-groupe parabolique standard de L,
de facteur de Lévi w−1 ·M ∩ L et de radical unipotent w−1 ·N ∩ L. On
a aussi les décompositions

P∩w·Q = (P∩w·L)(P∩w·U), Q∩w−1 ·P = (Q∩w−1 ·M)(Q∩w−1 ·N),

N∩w·Q = (N∩w·L)(N∩w·U), U∩w−1·P = (U∩w−1·M)(U∩w−1·N).

(iii) WL,M ∩W (L,M) 'WM\W (L,M)/WL 'W (L,M)/WL.
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Démonstration. Commençons par (ii). Soient P,M,N ,Q,L,U les par-

ties de Σ∅ correspondant par la bijection de la proposition V.4.2 respecti-

vement aux sous-groupes P,M,N,Q, L, U de G. PosonsM+ =M∩Σ+
∅

et L+ = L ∩ Σ+
∅ . On a clairement WM = WM et WL = WL. De plus,

WL,M = {w ∈WG |w · L
+ ⊂ Σ+

∅ , w
−1 · M+ ⊂ Σ+

∅ }.

Soit w ∈ WL,M . Alors M∩ w · Q contient M+. C’est donc une partie

parabolique deM, et

(M∩ w · Q,M∩ w · L,M∩ w · U)

est un triplet parabolique deM. On déduit de la proposition V.4.2 que

M ∩ w ·Q = (M ∩ w · L)(M ∩ w · U)

est un sous-groupe parabolique standard de M . On montre de la même

manière que

L ∩ w−1 · P = (L ∩ w−1 ·M)(L ∩ w−1 ·N)

est un sous-groupe parabolique standard de L. Les autres décompositions

s’obtiennent sans difficulté.

(i) On utilise les résultats suivants, dont on trouvera une démonstration

dans [41], Append. I, II :

- la longueur l(w) d’un élément w ∈WG est égale au nombre de racines

γ dans Σ+
∅ telles que w · γ ∈ −Σ+

∅ .

- Si w ∈WL, alors w · (Σ+
∅ \ L

+) ⊂ Σ+
∅ \ L

+.

- Si w ∈WG et γ ∈ ∆∅, alors l(wsγ) > l(w) si et seulement si w·γ ∈ Σ+
∅ .

Il s’ensuit que

(V.4.6.2) WL,M = {w ∈WG | ∀γ ∈ ∆∅ ∩ L, l(wsγ) > l(w),

∀γ ∈ ∆∅ ∩M, l(w−1sγ) > l(w−1)}.

Le résultat voulu découle alors de [8], Chap. IV, §1, exercice 3. Voir aussi

[17], Prop. 2.7.3.

(iii) est évident.
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V.4.7. On suppose maintenant que P et Q sont des sous-groupes pa-

raboliques quelconques de G. Nous allons déduire du paragraphe précé-

dent l’existence d’un système de représentants WQ,P dans G des doubles

classes P\G/Q vérifiant les propriétés suivantes :

Si z ∈ WQ,P , alors M ∩ z ·Q est un sous-groupe parabolique de M , de

facteur de Lévi M ∩ z · L et de radical unipotent M ∩ z · U , z−1 · P ∩ L

est un sous-groupe parabolique de L, de facteur de Lévi z−1 ·M ∩ L et

de radical unipotent z−1 ·N ∩ L. De plus

P ∩z ·Q = (P ∩z ·L)(P ∩z ·U), Q∩z−1 ·P = (Q∩z−1 ·M)(Q∩z−1 ·N),

N∩z ·Q = (N∩z ·L)(N∩z ·U), U∩z−1 ·P = (U∩z−1 ·M)(U∩z−1 ·N).

En effet, le paragraphe précédent traite le cas où P et Q sont standards

et où l’on prend pour WQ,P un système de représentants dans G des

éléments de WL,M . Or P et Q sont conjugués respectivement à des sous-

groupes paraboliques standards P1 = M1N1 et Q1 = L1U1, disons par

des éléments g et h respectivement :

P1 = g · P, Q1 = h ·Q.

On suppose aussi que

M1 = g ·M, L1 = h · L.

De la décomposition

G =
∐

w∈WQ1,P1

P1wQ1

du paragraphe précédent, on tire

G =
∐

w∈WQ1,P1

P1wQ1 =
∐

w∈WQ1,P1

(g·P )w(h·Q) =
∐

w∈WQ1,P1

g(P (g−1wh)Q)h−1.

On a donc

G =
∐

w∈WQ1,P1

P (g−1wh)Q.

On choisit donc WQ,P = g−1WQ1,P1h. Montrons maintenant que pour

tout z =∈ g−1wh ∈M∩z·L,M∩z·Q est bien un sous-groupe parabolique

de M , de facteur de Lévi M ∩ z ·L et de radical unipotent M ∩ z ·U . On

a

M ∩ z ·Q = (g−1 ·M1) ∩ (g−1wh) · (h−1 ·Q1) = g−1 · (M1 ∩ w ·Q1),
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et donc M ∩ z ·Q est un sous-groupe parabolique de M . De plus

M ∩ z ·Q = g−1 · ((M1 ∩w · L1)(M1 ∩w · U1)) = (M ∩ z · L)(M ∩ z · U).

Les assertions restantes se démontrent de la même manière.

V.4.8. Sous-groupe de Lévi maximaux. — On dit qu’un sous-

groupe de Lévi est maximal s’il est facteur de Lévi d’un sous-groupe

parabolique maximal propre de G. Les sous-groupes de Lévi maximaux

standard de G correspondent par la proposition V.4.2 aux parties de ∆∅

de la forme

Θ = ∆∅ \ {α},

α étant une racine simple. Il n’est pas difficile de voir en utilisant les consi-

dérations de la section V.4.6 qu’un sous-groupe de Lévi M est maximal

si et seulement si l(M) = 2, où l(M) est définie en V.4.4.

Supposons M standard donné par la partie ∆∅ \ {α}. Soit w un re-

présentant de l’élément non trivial de W (M, ∗)/WM dans G. Alors si

P = MN est le sous-groupe parabolique standard contenant M , et si P ′

est le sous-groupe parabolique standard contenant M ′ = w ·M , on a

w · P = P̄ ′.

V.5. Sous-groupes compacts

Les résultats de cette section sont démontrés dans [12].

V.5.1. Sous-groupes compacts maximaux

Proposition. — Tous les sous-groupes compacts maximaux de G sont
ouverts. Il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de tels sous-
groupes compacts maximaux dans G.

On fixe un sous-groupe parabolique minimal P∅ de G comme dans la

section précédente.
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Théorème. — Il existe un sous-groupe compact maximal K0 de G tel
que

(1) G = K0P∅ = P∅K0.

(2) Pour tout s ∈ WG, il existe un représentant de s dans K0.

(3) Soit P = MN un parabolique standard. Alors

K ∩ P = (K0 ∩M)(K0 ∩N).

(4) (Décomposition de Cartan)

G =
∐

a∈C̃+
∅

K0aK0 =
∐

a∈C+
∅
,f∈FM

K0afK0.

(5) Pour tout parabolique standard P = MN le sous-groupe compact
maximal K0∩M de M vérifie les propriétés (1) à (4) pour le parabolique
minimal P∅ ∩M de M .

Un tel sous-groupe compact maximal K0 est dit adapté à A∅.

Corollaire. — Si P est un sous-groupe parabolique quelconque de G,
il est conjugué sous K0 à un sous-groupe parabolique standard. De plus
G/P est compact.

V.5.2. Décomposition d’Iwahori des sous-groupes compacts ou-

verts. — On fixe P∅, A∅, K0 comme dans le paragraphe précédent.

Théorème ([22], 2.1). — Il existe une base de voisinages de l’identité
dans G constituée de sous-groupes ouverts compacts K tels que :

(i) K est un sous-groupe distingué de K0.

(ii) Pour tout sous-groupe parabolique standard P = MN , on a une
décomposition

K = KN̄KMKN , KN̄ = K ∩ N̄ , KN = K ∩N, KM = K ∩M

dite décomposition d’Iwahori de K selon P . De plus, C̃A normalise KM ,
C̃+
A normalise KN et C̃−

A := (C̃+
A )−1 normalise KN̄ .

(iii) Soit m ∈ C̃++
A . Alors N =

⋃
nm

−nKNm
n, et N̄ =

⋃
nmKN̄m

−n.
Le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique est donc la réunion de
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ses sous-groupes ouverts compacts. Plus généralement, pour toute partie
compacte Γ de N (resp. Γ̄ de N̄), il existe ε > 0 tel que pour tout m ∈
C+
A (ε), Γ ⊂ m−1KNm (resp. Γ̄ ⊂ mKN̄m

−1).

(iv) Avec les notations de (iii), l’ensemble des Ni := miKNm
−i, i ∈ N,

forme une base de voisinages de l’identité dans N . De même l’ensemble
des N̄i := m−iKN̄m

i, i ∈ N, forme une base de voisinages de l’identité
dans N̄ . Plus généralement, pour tout sous-groupe ouvert compact Γ de N
(resp. Γ̄ de N̄), il existe ε > 0 tel que pour tout m ∈ C+

A (ε), mKNm
−1 ⊂ Γ

(resp. m−1KN̄m ⊂ Γ̄).

V.5.3. Décomposition de l’algèbre de Hecke H(G,K). — On fixe

P∅, A∅, K0 comme dans le paragraphe précédent. Rappelons que si K est

un sous-groupe ouvert compact de G, et si g est un élément de G, nous

avons défini en II.3.12, remarque 2, la distribution ag,K := eK ∗ δg ∗ eK
dans H(G,K). Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, par exemple si

K est fixé, nous noterons cette distribution simplement ag.

Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G, contenu et distin-

gué dans K0 et admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-

groupes paraboliques standards. Choisissons un système de représentants

{x1, . . . , xr} des classes à gauche de K dans K0.

Posons H0 := H(K0, K). Il est clair que H0 est une sous-algèbre de

dimension finie de H(G,K) dont une base est {axi
}i=1,...,r.

Lemme. — Pour tout g ∈ G, on a :

agaxi
= agxi

, axi
ag = axig.

Démonstration. Comme K est distingué dans K0, eK ∗δxi
= δxi

∗eK , d’où

agaxi
= (eK ∗ δg ∗ eK) ∗ (eK ∗ δxi

∗ eK) = eK ∗ δg ∗ eK ∗ δxi
∗ eK

= eK ∗ δg ∗ δxi
∗ eK = agxi

.

De même, axi
ag = axig.

Lemme. — Soient z1, z2 ∈ C̃
+
∅ . Alors az1az2 = az1z2.



184 CHAPITRE V. STRUCTURE DES GROUPES p-ADIQUES

Démonstration. Ceci n’est pas complètement trivial car les élément de C̃+
∅

ne normalisent pas K. Nous allons donc utiliser la décomposition d’Iwa-

hori de K selon P∅ que nous écrivons simplement pour alléger les nota-

tions K = KN̄KMKN . Donc, nous avons l’égalité suivante dans E ′(G)

(cf. proposition II.3.11)

eK = eKN̄
∗ eKM

∗ eKN
= eKN

∗ eKM
∗ eKN̄

.

La seconde égalité étant obtenue par passage à l’inverse. On a de plus

z1KNz
−1
1 ⊂ KN ⊂ K, z−1

2 KN̄z2 ⊂ KN̄ ⊂ K, z1KMz
−1
1 = KM ⊂ K

d’où :

eK ∗ ez1KNz
−1
1

= eK , ez−1
2 KN̄z2

∗ eK = eK , eK ∗ eKM
= eK .

Finalement

az1az2 = (eK ∗ δz1 ∗ eK) ∗ (eK ∗ δz2 ∗ eK) = eK ∗ δz1 ∗ eK ∗ δz2 ∗ eK

= eK ∗ δz1 ∗ eKN
∗ eKM

∗ eKN̄
∗ δz2 ∗ eK

= eK ∗ ez1KNz
−1
1
∗ δz1 ∗ eKM

∗ δz2 ∗ ez−1
2 KN̄z2

∗ eK

= eK ∗ δz1 ∗ eKM
∗ δz2 ∗ eK = eK ∗ eKM

∗ δz1 ∗ δz2 ∗ eK

= eK ∗ δz1z2 ∗ eK = az1z2 .

Comme C∅ est un groupe abélien, on en déduit :

Corollaire. — Pour tous z1, z2 ∈ C
+
∅ , az1az2 = az2az1.

Soit D le sous-espace vectoriel de H(G,K) engendré par les af , f ∈ F∅,

et C le sous-espace vectoriel de H(G,K) engendré par les az, z ∈ C+
∅ .

Alors C est une sous-algèbre de H(G,K). Rappelons que l’on a posé

H0 = H(K0, K).

Théorème. — L’algèbre de Hecke H(G,K) se décompose en :

H(G,K) = H0DCH0.
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Démonstration. Partons de la décomposition de Cartan G = K0F∅C
+
∅ K0.

Comme K0 =
⋃r
i=1Kxi =

⋃r
i=1 xiK, on en déduit

G =
r⋃

i,j=1

KxiF∅C
+
∅ xjK.

Une base de H(G,K) est donc donnée par les

{axifzxj
}, i, j = 1, . . . , r, f ∈ F∅, z ∈ C

+
∅ .

Or axifzxj
= axi

afazaxj
d’après les deux lemmes ci-dessus.

V.5.4. Calculs de fonctions modulaires. — On a fixé une mesure

de Haar à gauche µG sur G.

Proposition. — Le groupe G est unimodulaire.

Démonstration. Il s’agit de montrer que la fonction modulaire δG définie

en II.3.7 est identiquement égale à 1. D’après la décomposition de Cartan

de G,
⋃
a∈A∅

K0A∅K0 est d’indice fini dans G. Comme δG est un caractère

à valeurs dans R∗
+, il est trivial sur tout groupe compact, et il suffit

donc de montrer que δG(a) = 1 pour tout a ∈ A∅. Soit K un sous-

groupe ouvert compact de G admettant une décomposition d’Iwahori

selon P∅. Choisissons aussi un sous-groupe ouvert compact K1 contenu

dans K ∩ a−1Ka, admettant lui aussi une décomposition d’Iwahori selon

P∅. Simplifions les notations en posant P = P∅ = MN . Ecrivons ces

décompositions d’Iwahori :

K = KN̄KMKN , K1 = K1,N̄K1,MK1,N .

Une formule pour δG(a) est donnée par l’équation (II.3.8.1) :

δG(a) =
[a−1Ka : K1]

[K : K1]

Or,

[K : K1] = [KN̄KMKN : K1,N̄K1,MK1,N ]

= [KN̄ : K1,N̄ ][KM : K1,M ][KN : K1,N ],
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et de même

[a−1Ka : K1] = [a−1KN̄KMKNa : K1,N̄K1,MK1,N ]

= [a−1KN̄a : K1,N̄ ][a−1KMa : K1,M ][a−1KNa : K1,N ].

Or a−1KMa = KM , d’où finalement

δG(a) =
[a−1KN̄a : K1,N̄ ]

[KN̄ : K1,N̄ ]

[a−1KNa : K1,N ]

[KN : K1,N ]
.

Rappelons que N̄ est engendré par les sous-groupes unipotents U−γ , γ ∈

Σ+
∅ . Si l’on note mγ la multiplicité de la racine γ dans Σ′

∅ et m2γ la

multiplicité de la racine 2γ, on a donc

[a−1KN̄a : K1,N̄ ]

[KN̄ : K1,N̄ ]
=
∏

γ∈Σ+
∅

|γ(a)mγ+2m2γ |F.

et de même

[a−1KNa : K1,N ]

[KN : K1,N ]
=
∏

γ∈Σ+
∅

|γ(a)−(mγ+2m2γ )|F.

Ceci montre que δG(a) = 1.

Nous allons maintenant donner une autre expression pour δP\G(a).

Soit µP une mesure de Haar à gauche sur P et δP la fonction modulaire

correspondante. On a alors, par définition
∫

P

χKMKN
(apa−1) dµP (p) = δP (a)

∫

G

χKMKN
(p) dµP (p),

c’est-à-dire µP (a−1KMKNa) = δP (a)µP (KMKN).

Comme KMKN est un sous-groupe compact de P , l’équation (II.3.8.1)

donne ici

δP (a) =
[a−1KMKNa : K1,MK1,N ]

[KMKN : K1,MK1,N ]

De plus on a

[KMKN : K1,MK1,N ] = [KM : K1,M ][KN : K1,N ],

[a−1KMKNa : K1,MK1,N ] = [a−1KMa : K1,M ][a−1KNa : K1,N ].
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Comme a−1KMa = KM , on obtient

δP (a) =
[a−1KNa : K1,N ]

[KN : K1,N ]

Comme ci-dessus, N est engendré par les sous-groupes unipotents Uγ ,

γ ∈ Σ(P ). Un calcul similaire à celui fait ci-dessus montre que l’on a

alors

δP (a) =
∏

γ∈Σ(P )

|γ(a)−(mγ+2m2γ )|F.

Remarquons que ce calcul montre au passage que

δP (a) = δN(a) = δN̄ (a)−1.

pour tout a ∈ A. Par le même raisonnement que ci-dessus utilisant la

décomposition de Cartan (mais cette fois pour le groupe M plutôt que

G), l’égalité ci-dessus est valable en fait pour tout a ∈M . On déduit de

tout cela le

Lemme. — Avec les notations ci-dessus, pour tout a ∈ A,

δP\G(a) =
δG(a)

δP (a)
= δP (a)−1 = δN (a)−1 = δN̄ (a) =

∏

γ∈Σ(P )

|γ(a)mγ+2m2γ |F.

V.5.5. Démonstration du lemme combinatoire de Langlands.

— Le lemme combinatoire de Langlands est basé sur les propriétés de

la projection sur un cône dans un espace euclidien. Soit donc V un tel

espace, de dimension finie, où l’on note 〈. , .〉 le produit scalaire. Fixons

un cône ouvert C de V , et notonsˇC son dual

ˇC = {v ∈ V | ∀w ∈ C, 〈v, w〉 > 0}.

Notons C etˇC les adhérence respective de C etˇC.

Proposition. — Pour tout v ∈ V , il existe un unique élément v0 =

pC(v) de C, appelé projection de v sur de C, vérifiant

(i) ∀w ∈ C, ||v − v0|| ≤ ||v − w||.

De plus, l’élément v0 est caractérisé par l’une des propriétés suivantes,
équivalentes à (i),

(ii) ∀w ∈ C, 〈v − v0, w − v0〉 ≤ 0,
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(iii) le vecteur v0 − v est dansˇC et 〈v − v0, v0〉 = 0.

L’existence de la projection est un résultat établi plus généralement

pour toute partie convexe fermée d’un espace de Hilbert. L’équivalence

des conditions (i), (ii) et (iii) pour les cônes est élémentaire et laissée au

lecteur.

Fixons maintenant une base {α1, . . . , αn} de V , et notons {ω1, . . . , ωn}

la base duale. On suppose désormais que C est le cône ouvert engendré

par les vecteurs ω1, . . . , ωn, c’est-à-dire :

C = {v =

n∑

i=1

ti ωi, ti > 0}.

On a alors

ˇC = {w =
n∑

i=1

si αi, si > 0}.

Corollaire. — Pour tout v ∈ V , il existe une partie unique F (v) de
{1, . . . , n} telle que

v =
∑

i/∈F (v)

ti ωi −
∑

j∈F (v)

sj αj ,

avec ti > 0, sj ≥ 0. On a alors

v0 = pC(v) =
∑

i/∈F (v)

ti ωi.

Démonstration. Soit v ∈ V . Sa projection v0 sur le cône C s’écrit

v0 =
n∑

i=1

ti ωi

où les ti sont positifs ou nuls. Soit F (v) = F (v0) l’ensemble des i tels que

ti est nul, de sorte que

v0 =
∑

i/∈F (v)

ti ωi, ti > 0.
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Décomposons v − v0 dans la base {α1, . . . , αn} :

v0 − v =

n∑

i=1

sj αj .

D’après le (iii) de la proposition, v0− v est dansˇC, se qui se traduit par

sj ≥ 0, et d’autre part v− 0− v est orthogonal à v0, ce qui donne sj = 0

si j /∈ F (v).

Réciproquement, si v =
∑

i/∈F (v) ti ωi −
∑

j∈F (v) sj αj , on voit que v0 =

pC(v) =
∑

i/∈F (v) ti ωi, ce qui montre l’unicité de F (v).

On reprend les notations de V.3.14. L’espace vectoriel V est maintenant

(aGM)∗, dont une base est ∆(P ) = {α1, . . . , αl}, les αi étant les restrictions

à aM des racines dans ∆∅ \ ∆M
∅ . Notons {ω1, . . . , ωl} la base duale. Le

cône C ci-dessus est donc le cône noté G
P [(aGM)∗]+ en V.3.14, le côneˇC

étant celui noté +[(aGM)∗]GP .

Soit µ ∈ (aGM)∗. D’après ce qui précède, il existe une partie F (µ) de

{1, . . . , l} telle que µ s’écrive

µ =
∑

i/∈F (µ)

ti ωi −
∑

j∈F (µ)

sj αj ,

avec ti > 0 et sj ≥ 0. Or, une telle partie F (µ) de {1, . . . , n} détermine

un unique sous-groupe parabolique standard Q = LU de G contenant P

tel que ∆(Q) soit la restriction à aL des racines αi avec i dans F (µ).

On pose µ+ =
∑

i/∈F (µ) ti ωi et µ− = sj αj. Il est clair que µ+ ∈
G
Q[(aGL)∗]+ et µ− ∈ −pLM(+[(aGM )∗]GP .





CHAPITRE VI

REPRÉSENTATIONS DES GROUPES
RÉDUCTIFS p-ADIQUES

Ce chapitre constitue le cœur du livre. Il expose la théorie du “centre de

Bernstein”, qui donne une description explicite du centre de la catégorie

M(G) des représentations lisses sur un groupe réductif p-adique G. Dé-

fini abstraitement, le centre d’une catégorie abélienne A est l’ensemble,

muni d’une structure d’anneau, des transformations naturelles du fonc-

teur identité de la catégorie A vers lui-même. Dans le cas où A est la

catégorie des modules non-dégénérés sur une C-algèbre à idempotents A,

nous avons donné dans le chapitre I une description de ce centre comme

centre de l’anneau complété Ā. Lorsque A =M(G), la catégorie des re-

présentations lisses sur un groupe totalement discontinu G, l’équivalence

de catégorieM(G) 'M(H(G)) établie au chapitre II permet de donner

une description du centre de cette catégorie comme algèbre de convo-

lution de distributions invariantes essentiellement compactes. Cette des-

cription est d’une nature géométrique. La théorie de Bernstein en donne

une autre, de nature “spectrale”. Pour mieux comprendre de quoi nous

parlons, il peut être utile de rappeler ce qui se passe pour les groupes finis.

Si G est un groupe fini, la catégorie des représentations de G est équi-

valente à la catégorie des C[G]-modules unitaires, C[G] étant l’algèbre

(sur C) du groupe G, que l’on voit comme l’algèbre des fonctions sur

G à valeurs dans C, muni du produit de convolution. Dans ce cas, nous

savons que le centre de la catégorie s’identifie naturellement au centre

de l’anneau C[G], c’est-à-dire à l’algèbre C[G]G des fonctions constantes

sur les classes de conjugaisons de G. Or il existe deux bases naturelles

de C[G]G : une provenant de la géométrie, et constituée des fonctions
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caractéristiques des classes de conjugaison de G, et l’autre, spectrale,

constituée des caractères des représentations irréductibles. Nous avons

vu en quoi consiste l’analogue pour les groupes t.d. de la première de

ces bases. La théorie du centre de Bernstein donne l’analogue pour les

groupes réductifs p-adiques de la deuxième.

La structure des groupes réductifs p-adiques rappelée dans le cha-

pitre précédent met en évidence le fait qu’un tel groupe possède des

sous-groupes remarquables, les sous-groupes de Lévi, qui sont encore des

groupes réductifs p-adiques. L’idée qui sous-tend toute la théorie des re-

présentation de ces groupes depuis l’origine est que l’on peut étudier les

représentations du groupe G via les foncteurs d’induction parabolique,

définis par les constructions générales du chapitre III, entre catégories

des représentations lisses des sous-groupes de Lévi et catégorie des repré-

sentations lisses de G.

Nous commençons donc par définir ces foncteurs, notés iGP , où P = MN

est un sous-groupe parabolique de G, comme composition de foncteurs

étudiés au chapitre III. Nous en déduisons immédiatement l’existence

d’un adjoint à gauche, noté rGP , donné de manière explicite (foncteur de

restriction parabolique, aussi appelé foncteur de Jacquet), et l’existence

d’un adjoint à droite. La détermination de cet adjoint à droite comme

étant le foncteur de Jacquet rG
P̄

est un résultat profond, appelé second

théorème d’adjonction de Bernstein, et viendra beaucoup plus loin dans le

chapitre. Ces foncteurs sont normalisés de sorte que iGP préserve l’unitarité

des représentations. Ces foncteurs sont d’autre part exacts, les foncteurs

d’induction étant de plus fidèles.

Ayant défini les foncteurs d’induction, se dégage naturellement la no-

tion de représentation supercuspidale. Heuristiquement ces représenta-

tions sont celles qui ne proviennent pas des sous-groupes de Lévi, par

les foncteurs d’induction. Plus précisément, une représentation est su-

percuspidale si son image par tous les foncteurs de Jacquet rGP est nulle,

où P décrit l’ensemble des sous-groupes paraboliques propres de G. Une

représentation irréductible lisse de G est soit supercuspidale, soit elle

apparaît comme sous-représentation d’une représentation induite d’un
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sous-groupe de Lévi. Ainsi une bonne partie de la théorie des représen-

tations des groupes réductifs se ramène à deux problèmes : l’étude des

représentations supercuspidales et l’étude des foncteurs d’induction pa-

rabolique.

Un premier résultat, le théorème d’Harish-Chandra, caractérise les re-

présentations supercuspidales par une condition de support de ses coeffi-

cients matriciels : leur support est compact modulo le centre Z(G) de G.

On retrouve donc presque la définition des représentations compactes du

chapitre IV, à cette nuance près apportée par le centre du groupe. Il est

donc important de comprendre les conséquences de cette nuance, et de

voir quels résultats de la théorie des représentations compactes peuvent

être conservés. Tout d’abord, comme les représentations compactes, les

représentations supercuspidales irréductibles sont admissibles. On en dé-

duit l’admissibilité de toutes les représentations lisses irréductibles par le

fait que les foncteurs d’induction parabolique préservent l’admissibilité.

Ce résultat est une généralisation assez immédiate du cas des représenta-

tions compactes, mais on peut l’améliorer de manière cruciale en tirant

partie de la structure des groupes réductifs par un théorème d’admissibi-

lité uniforme : si G est un groupe réductif p-adique, et K un sous-groupe

ouvert compact de G, il existe une constante positive c tel que la di-

mension de V K , pour toute représentation irréductible lisse V de G, soit

majorée par c. Ce fait est la base de tous les développements ultérieurs

de la théorie de Bernstein. Il permet d’obtenir une première décompo-

sition de la catégorie M(G), à partir des décompositions de catégories

obtenues au chapitre IV en utilisant les représentations compactes. Il

faut tenir compte du rôle joué par le centre, lorsque celui-ci est non

compact, et introduire une relation d’équivalence sur les représentations

supercuspidales, dont les classes sont appelées classes d’inertie : deux

représentations sont dans la même classes si elles diffèrent par un carac-

tère non ramifié de G. L’ensemble des caractères non ramifiés de G étant

muni d’une structure de variété algébrique complexe (c’est un tore), et

D étant isomorphe à un quotient de ce tore par un sous-groupe fini, D

admet aussi une structure de variété algébrique complexe, et c’est encore

un tore. Ayant fixé une classe d’inertie D de représentations supercuspi-

dales irréductibles de G, toute représentation lisse (π, V ) s’écrit comme
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somme directe d’une représentation dont tous les sous-quotients irréduc-

tibles sont dans D, et d’une représentation dont aucun sous-quotient

irréductible n’est dans D. Mais le théorème d’admissibilité uniforme, par

le biais du critère de finitude (KF) du chapitre IV, entraîne une décom-

position beaucoup plus fine de M(G) : toute représentation lisse (π, V )

s’écrit comme somme directe d’une représentation supercuspidale, elle-

même somme directe sur les classes d’inertie D de représentations dont

tous les sous-quotients irréductibles sont dans D, et d’une représentation

dont aucun sous-quotient irréductible n’est supercuspidal. Ceci consti-

tue une première étape du théorème de décomposition de Bernstein, qui

décrit M(G) comme produit de catégories indécomposables. Il reste à

décomposer la partie non cuspidale, ce que nous ferons par l’étude fine

des foncteurs d’induction parabolique. Mais avant cela, décrivons com-

plètement les facteurs supercuspidaux de la décomposition. Fixons donc

une classe d’inertie D de représentations supercuspidales irréductibles de

G, et notons M(G)D la sous-catégorie pleine des représentations lisses

dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans D. Cette catégorie

admet un petit (c’est-à-dire de type fini) progénérateur, que nous exhi-

bons, et qui donne par des arguments généraux de théorie des catégories,

une équivalence de catégories entre M(G)D et la catégorie des modules

à droite sur l’anneau des endomorphismes de ce progénérateur. La struc-

ture de cet anneau est bien comprise : c’est une C-algèbre de polynômes

de Laurent, un peu tordue, c’est-à-dire qu’elle n’est commutative qu’à

multiplication par des facteurs scalaires près. En revanche, le centre de

cette algèbre est bien une algèbre de polynômes de Laurent. C’est en

fait l’algèbre des fonctions polynomiales de la variété D. Un élément z

du centre de M(G)D est identifié à une fonction sur D, et l’évaluation

de cette fonction en un point π de D est le scalaire par lequel, selon le

lemme de Schur, z agit dans l’espace de la représentation π. Ceci termine

l’analyse de la partie supercuspidale de M(G). Remarquons au passage

qu’il découle de la description du centre de M(G)D comme algèbre de

polynômes de Laurent que c’est une algèbre noethérienne.

Le résultat clef permettant d’analyser la partie induite deM(G) est le

lemme géométrique de restriction induction, qui analyse la composition
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des foncteurs rGQ ◦ i
G
P lorsque P = MN et Q = LU sont deux sous-

groupes paraboliques de G. Ce lemme, basé sur la structure des orbites

de Q dans la variété complète P\G donne une filtration de rGQ ◦ i
G
P dont

le gradué associé est somme directe de foncteurs de la forme iLQ′ ◦ w ◦

rMP ′ , où P ′ = M ′N ′ est un sous-groupe parabolique de M , w désigne

à la fois un élément de G et l’automorphisme intérieur qu’il définit, et

Q′ = L′U ′ est un sous-groupe parabolique de L conjugué à P ′ tel que

w · L′ = M ′. Grâce à ce résultat, il devient possible de comprendre la

structure des représentations induites de représentations supercuspidales

irréductibles d’un sous-groupe de Lévi. En premier lieu, on obtient le fait

qu’une représentation induite n’admet aucun sous-quotient supercuspidal

et est de longueur finie.

Une donnée cuspidale est un couple (M, ρ) où M est un sous-groupe

de Lévi de G et ρ une représentation supercuspidale irréductible de M .

Deux données cuspidales sont associées si elles sont conjuguées sous G.

Si (M1, ρ1) et (M2, ρ2) sont deux données cuspidales, et si P1, P2 sont des

sous-groupes paraboliques de G respectivement de facteur de Lévi M1 et

N1, alors les représentations induites iGP1
ρ1 et iGP2

ρ2 admettent un sous-

quotient irréductible commun si et seulement si les données cuspidales

(M1, ρ1) et (M2, ρ2) sont associées. Les suites de Jordan-Hölder de iGP1
ρ1

et iGP2
ρ2 sont alors équivalentes.

Nous poursuivons l’étude des foncteurs iGP , rGP , en établissant qu’ils

préservent certaines classes de représentations. Il est élémentaire que les

foncteurs iGP préservent l’admissibilité, et que les foncteurs rGP préservent

le type fini. Le lemme de Jacquet, dans une première version ne s’ap-

pliquant qu’aux représentations admissibles, montre que les foncteurs rGP
préservent aussi l’admissibilité. C’est une conséquence simple du lemme

géométrique que les foncteurs iGP préservent les représentations de lon-

gueur finie. Le théorème de Howe établit qu’une représentation est de

longueur finie si et seulement si elle est de type fini et admissible. Il en

découle que les foncteurs rGP préservent les représentations de longueur

finie.

Nous continuons ensuite l’étude de la partie induite de la catégorie

M(G). Pour cela, il faut munir l’ensemble des classes d’équivalence (pour
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la conjugaison) de données cuspidales Ω(G) de G d’une structure de va-

riété. Celle-ci est héritée du fait que les classes d’inertie de représentations

supercuspidales irréductibles des facteurs de Lévi de G sont munies d’une

telle structure, nous avons même vu que ce sont des tores complexes. Il

faut tenir compte de la conjugaison, et nous voyons alors que Ω(G) est une

union disjointe (infinie) de composantes connexes, elles-mêmes étant des

variétés algébriques complexes, plus précisément des quotients de tores

par l’action d’un groupe fini. Nous notons B(G) l’ensemble des compo-

santes connexes de Ω(G). A chaque représentation lisse irréductible de G,

on peut associer, grâce aux propriétés des induites énoncées ci-dessus, un

élément de Ω(G) appelé support cuspidal (ou encore, par analogie avec

la théorie des groupes réels, caractère infinitésimal) de la représentation,

ne dépendant que de la classe d’isomorphie de celle-ci. Nous pouvons

maintenant énoncer le théorème de décomposition de Bernstein. Pour

tout élément s de B(G) (c’est-à-dire une composante connexe de Ω(G)),

soit M(G)s la sous-catégorie pleine des représentations de M(G) dont

tous les sous-quotients irréductibles ont un support cuspidal dans s. Alors

M(G) est le produit sur B(G) des catégoriesM(G)s. La démonstration

de ce théorème s’appuie sur les propriétés des foncteurs d’induction et de

restriction précédemment établies. Comme corollaire, nous en déduisons

une propriété de noethérianité de la catégorieM(G), ce qui implique que

les foncteurs iGP préservent les représentations de type fini.

Suivant les idées ayant présidé à l’analyse de la partie cuspidale, nous

souhaiterions maintenant analyser chacune des composantes M(G)s, en

décrivant ces catégories comme catégories de modules sur une algèbre

unitaire, et obtenir par ce moyen une description de leurs centres. Pour

cela, comme pour les composantes cuspidales, il nous faut exhiber un pe-

tit progénérateur de ces catégories. L’idée naturelle est d’obtenir celui-ci

par induction parabolique à partir du petit progénérateur d’une compo-

sante cuspidale D d’un Lévi M tels que (M,D) détermine la composante

connexe s. Nous avons vu que les foncteurs d’induction préservent le type

fini, ce qui montre que l’objet obtenu ainsi est petit. Un résultat tech-

nique nous permet de voir que cet objet ne dépend pas des choix faits de

M et D, et il en résulte assez facilement que c’est bien un générateur de

la catégorie. Il reste à montrer que c’est aussi un objet projectif. Comme
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iGP admet un adjoint à droite, un résultat général nous dit qu’il suffit

que cet adjoint soit un foncteur exact. Nous avons affirmé ci-dessus que

l’adjoint à droite de iGP est rG
P̄
, et donc est exact. La démonstration de

ce résultat, le second théorème d’adjonction de Bernstein, est délicate.

Elle passe par deux résultats intermédiaires, qui serviront encore par la

suite. Le premier est la version forte (sans hypothèse d’admissibilité) du

lemme de Jacquet, qui affirme que si K est un sous-groupe ouvert com-

pact de G admettant une décomposition d’Iwahori K = KN̄KMKN selon

les sous-groupes paraboliques standards, alors pour toute représentation

lisse (π, V ) de G, l’application naturelle de V K dans son module de Jac-

quet rGP (V ) réalise une surjection sur rGP (V )KM . De plus, on obtient une

section canonique de cette surjection. De ceci, on tire le second résultat,

qui est l’existence d’une dualité non dégénérée (1) M-équivariante entre

les espaces rGP (V ) et rG
P̄
(Ṽ ), pour toute représentation lisse (π, V ) de G,

et tout sous-groupe parabolique P = MN de G. La dualité de Cassel-

man est équivalente au second théorème d’adjonction, et l’on a donc des

progénérateur explicites des catégoriesM(G)s. A partir de là, on obtient

comme pour les composantes cuspidales, une description du centre de la

catégorieM(G)s comme algèbre de fonctions polynomiales sur la variété

s, le fait que les catégoriesM(G)s sont indécomposables, et la description

du centre de la catégorieM(G) toute entière comme algèbre de fonctions

polynomiales sur Ω(G).

Dans toute ce chapitre, G désigne un groupe réductif p-adique au sens

du chapitre précédent, dont on suit les notations.

VI.1. Les foncteurs iGP et rGP

VI.1.1. Propriétés d’adjonction. — Soit P = MN un sous-groupe

parabolique de G. Particularisons à la situation présente les résultats des

paragraphes III.2.9 et III.2.10. Comme M normalise N , on a d’après la

remarque III.2.9, un foncteur

jN : M(G)→M(M), (π, V ) 7→ (πN , VN).

(1)Dualité de Casselman, qui l’a établie dans le cas où π est admissible. Il est nécessaire

de s’affranchir de cette hypothèse pour obtenir le second théorème d’adjonction.
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Plus exactement, ce foncteur est la composition du foncteur d’oubli

FGP : M(G)→M(P ) et du foncteur jN : M(P )→M(M). Le fait que

l’on ait deux objets mathématiques différents notés de la même façon ne

devrait pas poser de problème ici.

Dans le sens opposé, si (τ, E) est une représentation lisse de M , on la

prolonge trivialement à P , c’est-à-dire τ(mn) = τ(m) pour tout m ∈ M

et tout n ∈ N (si φ : P → M est donnée par la composition de la

projection canonique P → P/N et de l’isomorphisme P/N ' M , cette

représentation de P est FMP (E) où FMP est le foncteur d’oubli associé à

φ, mais remarquons que d’après III.2.10, c’est aussiˇFMP (E)). En indui-

sant ensuite de P à G, on obtient ainsi une représentation de G. Nous

simplifierons les notations en écrivant simplement IndGP (τ, E) au lieu de

IndGP (FMP (τ, E)). Ceci définit un foncteur de M(M) dans M(G). Don-

nons les premières propriétés de ces foncteurs.

Théorème. — Le foncteur jN : (π, V ) 7→ (πN , VN) de M(G) dans
M(M) est est l’adjoint à gauche du foncteur d’induction IndGP . Pour
toute représentation lisse (τ, E) de M et toute représentation lisse (π, V )

de G, on a un isomorphisme naturel

HomM((πN , VN), (τ, E)) ' HomG((π, V ), IndGP (τ, E)).

Les foncteurs IndGP et jN sont exacts.

Démonstration. Comme nous l’avons remarqué ci-dessus, jN : M(G)→
M(M) est la composition du foncteur d’oubli FGP : M(G) →M(P ) et

du foncteur jN : M(P ) → M(M). Nous avons vu en III.2.10 que ce

dernier est l’adjoint à gauche deˇFMP ' F
M
P . Comme FGP est l’adjoint à

gauche de IndGP , on en déduit la première assertion. En résumé :

jN :M(G)
FG

P−→M(P )
jN−→M(M)

IndGP :M(M)
FM

P =̌FM
P−→ M(P )

IndG
P−→M(G)

sont adjoints par composition des foncteurs adjoints.

L’exactitude de jN : M(G) → M(M) provient de l’exactitude du

foncteur d’oubli FGP et de l’exactitude de jN : M(P ) → M(M) (co-

rollaire III.2.9). L’exactitude de IndGP : M(M) → M(G) provient de
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l’exactitude de IndGP : M(P ) → M(G) (proposition III.2.2), et du fait

que le foncteur d’oubli FMP étant isomorphe au pseudo foncteur d’oubli

ˇFMP , il admet un adjoint à droite et à gauche, et est donc exact.

Grâce aux propriétés des foncteurs adjoints (A.V), nous déduisons le :

Corollaire. — Le foncteur jN préserve les colimites et le foncteur IndGP
préserve les limites.

Remarque. — Il se trouve que IndGP admet aussi un adjoint à droite.

En effet, la variété G/P étant compacte, d’après le lemme III.2.3,

IndGP = IndGP ◦ F
M
P = indGP ◦ F

M
P .

Or le foncteur d’oubli FMP admet un adjoint à droite, le foncteur IMP .

D’autre part, indGP = PG
P ( • ⊗ δ−1

P\G) d’après le théorème III.2.6. Or PG
P

(resp. • ⊗ δ−1
P\G) admet le pseudo-foncteur d’oubli ˇFGP (resp. • ⊗ δP\G,

cf. remarque III.1.15, 3) comme adjoint à droite. Par conséquent, IndGP
préserve les colimites.

VI.1.2. Normalisation. — Soit P = MN un sous-groupe parabo-

lique de G. Nous normalisons le foncteur d’induction parabolique comme

dans la section IV.2.1, en tenant compte du lemme V.5.4, pour obtenir

un foncteur qui commute avec le foncteur π 7→ π̃ de la section III.1.6.

Nous posons donc, pour toute représentation lisse (τ, E) de M ,

(VI.1.2.1) iGP (τ, E) = IndGP (τ ⊗ δ−1/2
P , E)

De même, nous normalisons le foncteur jN de restriction parabolique

pour obtenir l’adjoint à gauche de iGP . Pour toute représentation lisse

(π, V ) de G, on pose

(VI.1.2.2) rGP (π, V ) = (πN ⊗ δ
1/2
P , VN).

Remarque. — Il semble que nos conventions diffèrent de celles géné-

ralement adoptées, qui remplacent δP par son inverse dans les formules

ci-dessus. Ceci vient de notre choix initial de la fonction modulaire en

II.3.7. On remarque les calculs du lemme V.5.4 font aussi apparaître ce

problème, et qu’à défaut d’être standard, nos conventions sont cohérentes.



200 CHAPITRE VI. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

Proposition. — Les foncteurs

iGP : M(M)→M(G), rGP : M(G)→M(M)

sont exacts . Le premier est l’adjoint à gauche du second.

Démonstration. Ceci résulte sans difficulté du théorème VI.1.1, puisque

les effets des normalisations se compensent (cf. remarque III.1.15, 3).

Les foncteur iGP et rGP seront respectivement appelé foncteur d’induction

et de restriction parabolique.

Corollaire. — Le foncteur iGP préserve les limites. En adaptant la re-
marque du paragraphe précédent, on voit facilement qu’il préserve aussi
les colimites. Le foncteur rGP préserve les colimites.

Remarques. — Comme δP est à valeurs dans R∗
+ sa restriction à tout

sous-groupe compact de P est triviale. Comme le radical unipotent N est

réunion de ses sous-groupes compacts ouverts, la restriction de δP à N

est nulle. La représentation iGP (τ, E) a donc pour espace l’ensemble des

fonctions f : G→ E telles que pour tous m ∈M , n ∈ N , g ∈ G,

(VI.1.2.3) f(mng) = δ
−1/2
P (m)τ(m) · f(g).

VI.1.3. Le foncteur rGP préserve le type fini

Proposition. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Soit
(π, V ) une représentation lisse de type fini de G. Alors (πN , VN) est de
type fini. Il en est de même de rGP (π, V ).

Démonstration. Soit {v1, . . . , vl} un ensemble de vecteurs de l engen-

drant V comme représentation de G. Choisissons un sous-groupe ouvert

compact K de G fixant tous les vi, pour i = 1, . . . , l. Comme P\G est

compact, P\G/K est fini. Soient {g1, . . . gn} un système de représen-

tants de ces doubles classes. Alors V est engendré comme P -module par

les vecteurs de la forme π(gj)·vi, i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , n. Comme N agit

trivialement sur VN , VN est engendré comme M-module par les images

des π(gj) ·vi dans VN . La normalisation n’y change rien, et l’on en déduit

la dernière assertion.
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VI.1.4. Transitivité de rGP et iGP .— Soient P = MN et Q = LU deux

sous-groupes paraboliques de G avec P ⊂ Q. Alors L∩P = M(L∩N) est

un sous-groupe parabolique de L, N = (N∩L)U et (L∩P )U = MN = P .

Lemme. — Soient P = MN ⊂ Q = LU deux sous-groupes paraboliques
de G. Alors iGP = iGQ ◦ i

L
P∩L et rGP = rLL∩P ◦ r

G
Q.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que nous commettons un abus

de langage, ce que nous écrivons comme des égalités de foncteurs n’étant

en fait que des isomorphismes naturels. On a

rLL∩P ◦ r
G
Q = ( · ⊗ δ1/2

P∩L) ◦ jN∩L ◦ F
L
P∩L ◦ ( · ⊗ δ1/2

Q ) ◦ jU ◦ F
G
Q .

Or, on voit facilement que

FLP∩L ◦ ( · ⊗ δ1/2
Q ) = ( · ⊗ δ1/2

Q ) ◦ FLP∩L,

FLP∩L ◦ jU = jU ◦ F
Q
(L∩P )U ,

jN∩L ◦ ( · ⊗ δ1/2
Q ) = ( · ⊗ δ1/2

Q ) ◦ jN∩L.

Cette dernière égalité provient du fait que δQ\G est trivial sur N ∩L. On

obtient donc

rLL∩P ◦ r
G
Q = ( · ⊗ δ1/2

P∩L) ◦ ( · ⊗ δ1/2
Q ) ◦ jN∩L ◦ jU ◦ F

Q
(P∩L)U ◦ F

G
Q

= ( · ⊗ δ1/2
P∩Lδ

1/2
Q ) ◦ jN ◦ F

G
P

= ( · ⊗ δ1/2
P\G) ◦ jN ◦ F

G
P

= rGP

On a utilisé la transitivité des foncteurs j (lemme III.2.9) et des foncteurs

d’oubli et les égalités

δP = δN , δQ = δU

de la section V.5.4. L’expression de ces dernières en termes de racines

montre que δN∩LδU = δN . On a donc montré la seconde assertion. La

première en découle par adjonction des foncteurs r et i et unicité de

l’adjoint (cf. A.V).
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VI.2. Représentations supercuspidales et admissibilité

VI.2.1. Représentations supercuspidales

Définition. — Une représentation lisse (π, V ) de G est dite supercuspi-

dale si pour tout sous-groupe parabolique propre P = MN de G, rGP (V )

est nul.

Remarques. — 1. Une représentation lisse (π, V ) de G est supercus-

pidale si pour tout sous-groupe parabolique standard P = MN de G,

rGP (V ) est nul.

— 2. Comme rGP est exact, tout sous-quotient d’une représentation su-

percuspidale est supercuspidal.

Le sous-groupe 0G a été défini en V.2.3.

Théorème. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) (π, V ) est supercuspidale,

b) Les coefficients matriciels de (π, V ) sont à support compact modulo
le centre Z(G),

c) la restriction de (π, V ) à 0G est compacte.

Démonstration. [b) ⇒ c)] Soient v ∈ V , λ ∈ Ṽ . On veut montrer que

la restriction du coefficient matriciel φv,λ à 0G est à support compact.

Notons C le support de φv,λ dans G et soient 0C = C ∩ 0G, 0C l’image

de 0C dans 0G/(0G∩Z(G)) et C̄ l’image de C dans G/Z(G). L’inclusion

naturelle 0G/(0G ∩ Z(G)) ↪→ G/Z(G) permet de voir 0G/(0G ∩ Z(G))

comme un sous-groupe fermé de G/Z(G). Comme par hypothèse C̄ est

compact,
0C = C̄ ∩ (0G/(0G ∩ Z(G)))

est compact.

Le théorème 2.6 de [30], affirme que si H est un sous-groupe compact

d’un groupe topologique G, et si G/H est compact, alors G est compact.

Soit K̄ un sous-groupe compact de 0G/(0G ∩ Z(G)), et K son image

inverse dans 0G. En vertu de ce résultat, et du fait que 0G ∩ Z(G) est
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compact (V.2.6), K est un sous-groupe compact. On peut recouvrir 0C

par un nombre fini de translaté de K̄, et l’on peut donc recouvrir 0C par

un nombre fini de translatés de K. Ceci montre que 0C est compact.

[c) ⇒ a)] Soit P = MN un sous-groupe parabolique propre de G, de

composante déployée A. En particulier, AG est strictement inclus dans

A. Sans perte de généralité, on peut supposer que P est standard. Soit

v ∈ V . On veut montrer que v ∈ V (N). Soit K un sous-groupe compact

ouvert de G admettant une décomposition d’Iwahori selon P ,

K = KN̄KMKN

(cf. V.5.2) et tel que v ∈ V K .

Soit t ∈ A++ ∩ 0G (un tel élément existe d’après V.3.23). Pour toute

racine α ∈ ∆(P ), |α(t)|F < 1, et donc, pour toute partie compacte C de

R∗
+, il existe m0 ∈ N tel que si |m| ≥ m0, |α(tm)|F n’est pas dans C. Il

s’ensuit que pour toute partie compacte de A ∩ 0G, il existe m0 ∈ N tel

que si |m| ≥ m0, t
m est en dehors de cette partie compacte. Comme la

restriction de (π, V ) à 0G est compacte par hypothèse, on a

π(eK)π(tm) · v = 0

pour m assez grand. Donc, pour m assez grand,

π(et−mKtm) · v = π(et−mKN tm)π(et−mKM tm)π(et−mKN̄ t
m) · v = 0.

Comme t ∈ A, il est central dans M et t−mKM t
m = KM ⊂ K. De même,

t−mKN̄ t
m ⊂ KN̄ ⊂ K, d’où

π(et−mKN tm) · v = 0.

Comme t−mKN t
m est un sous-groupe compact de N , on a v ∈ V (N)

d’après la proposition III.2.9.

[a)⇒ b)] Montrons que si (π, V ) n’est pas compacte modulo le centre,

alors il existe un parabolique P = MN tel que VN 6= 0. Par conjugai-

son, et par transitivité des foncteurs de restriction, on pourra chercher

un tel parabolique qui soit standard et maximal. Soit φv,λ un coefficient

matriciel dont le support n’est pas compact modulo le centre. La décom-

position de Cartan V.5.1) G = K0F∅C
+
∅ K0 montre qu’il existe un f ∈ F∅

et une suite d’éléments distincts tn ∈ C
+
∅ , n ∈ N tels que

Suppφv,λ ∩K0ftnK0 6= ∅,
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et tels que l’ensemble des tn n’est contenu dans aucune partie compacte

modulo le centre de G. Il existe alors une racine α ∈ ∆∅ telle que

{|α(tn)|F}n∈N ne soit contenu dans aucune partie compacte de R∗
+, et

donc, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que

(VI.2.1.1) lim
n→∞

|α(tn)|F = 0.

Considérons le sous-groupe parabolique standard maximal P = MN =

Pα = MαNα, associé à la partie ∆∅ \ {α} de ∆∅. Choisissons un sous-

groupe compact ouvert K de G, ouvert et distingué dans K0, admettant

une décomposition d’Iwahori selon P ,K = KN̄KMKN , et tel que v ∈ V K ,

λ ∈ Ṽ K . Comme [K0, K] est fini, on peut trouver k1, k2 dans K0 tels que

Supp φv,λ ∩ k1KftnKk2 6= ∅

pour une infinité de n. Pour chacun de ces n, choisissons k′n et k′′n dans

K tels que

φv,λ(k1k
′
nftnk

′′
nk2) 6= 0.

On a :

φv,λ(k1k
′
nftnk

′′
nk2) = λ(π(k1k

′
nk

−1
1 )π(k1ftnk2)π(k−1

2 k′′nk2) · v)

= λ(π(k1ftnk2) · v) = λ1(π(tn) · v1)

= (π(eKN
) · λ1)(π(tn) · v1)

= λ1(π(eKN
)π(tn) · v1)

= λ1(π(tn)π(et−1
n KN tn

) · v1) 6= 0.

La deuxième égalité vient du fait que K est distingué dans K0 et que

π(f) · v et λ sont fixés par K. On pose ensuite v1 = π(fk2) · v et λ1 =

π̃(k−1
1 ) · λ (on remarque que tn et f commutent). Comme λ1 est fixé par

K, et donc par KN , on arrive facilement au bout du calcul. On obtient

donc que π(et−1
n KN tn

)·v1 6= 0. Or (VI.2.1.1) entraine que N =
⋃
n t

−1
n KN tn

et donc v1 /∈ V (N). Ceci montre que VN est non nul.

Remarques. — 1. Si le centre de G est compact, une représentation est

compacte si et seulement si elle est supercuspidale.

— 2. Une autre condition équivalente pour qu’une représentation (π, V )

soit supercuspidale est que les fonctions fK,v définies en IV.1.3 soient à
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support compact modulo Z(G). Ceci se voit facilement en adaptant la

démonstration du théorème IV.1.3.

Corollaire. — Soit (π, V ) une représentation lisse irréductible de G.
Alors il existe un sous-groupe parabolique P = MN de G (que l’on peut
supposer standard) tel que rGP (π, V ) soit une représentation supercuspi-
dale de M . Par réciprocité de Frobénius, il existe une représentation su-
percuspidale irréductible de (τ, E) de M telle que (π, V ) soit une sous-
représentation de iGP (τ, E).

Démonstration. Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard de

G, minimal pour la propriété rGP (V ) 6= 0 (ceci existe car pour P =

G, rGP (V ) = V 6= 0). Rappelons (cf. V.3.13) que les sous-groupes pa-

raboliques standards de M sont les traces des paraboliques standards

P ′ = M ′N ′ de G tels que P ′ ⊂ P . D’après le lemme VI.1.4, on a

rMM∩P ′ ◦ rGP (V ) = rGP ′(V ). Par minimalité de P , on a rGP ′(V ) = 0, et

donc rGP (π, V ) est supercuspidale. De plus, le lemme VI.1.3 affirme que

rGP (π, V ) est de type fini, donc admet un quotient irréductible. Soit (τ, E)

un quotient irréductible de rGP (π, V ). Comme les foncteurs r sont exacts,

(τ, E) est supercuspidale et l’on a par la réciprocité de Frobénius :

0 6= HomM(rGP (π, V ), (τ, E)) = HomG((π, V ), iGP (τ, E)).

Nous notons M(G)sc la sous-catégorie pleine de M(G) dont les ob-

jets sont les représentations supercuspidales de G. Comme M(G)sc est

stable par passage aux sous-quotients, c’est une catégorie abélienne. Nous

notons Irr(G)sc l’ensemble des classes d’isomorphie de représentations

supercuspidales irréductibles de G.

VI.2.2. Admissibilité des représentations irréductibles. — Le

rapport établi entre représentations supercuspidales et représentations

compactes et les propriétés de l’induction parabolique permettent de

montrer le résultat suivant.
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Théorème. — Soit (π, V ) une représentation lisse irréductible de G.
Alors (π, V ) est admissible.

Démonstration. D’après la proposition IV.1.3, toute représentation com-

pacte de type fini est admissible. Or, une représentation supercuspidale

irréductible à une restriction à 0G qui est compacte, d’après le théorème

VI.2.1, et de type fini, car le quotient G/0GZ(G) est fini (proposition

V.2.6), et Z(G) agit par des scalaires sur une représentation irréductible

d’après le lemme de Schur III.1.8. Cette restriction est donc admissible.

Tout sous-groupe compact de G étant contenu dans 0G, l’admissibilité

d’une représentation ne dépend que de sa restriction à 0G. Il est donc

clair qu’une représentation supercuspidale irréductible est admissible. En

général, d’après le corollaire du paragraphe précédent, on peut plonger

(π, V ) dans une représentation de la forme iGP (τ, E), avec (τ, E) supercus-

pidale irréductible, et donc admissible. D’après le lemme III.2.3, iGP (τ, E)

est admissible, et donc (π, V ) aussi.

Corollaire. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G. Alors π est
irréductible (resp. supercuspidale irréductible) si et seulement si π̃ est
irréductible (resp. supercuspidale irréductible) .

Démonstration. Ceci découle du théorème et du corollaire III.1.7.

VI.2.3. Théorème d’admissibilité uniforme. — Le théorème du

paragraphe précédent montre que si K un sous-groupe compact ouvert

de G, pour toute représentation lisse irréductible (π, V ) de G, dimV K est

finie. Mais a priori, cette dimension peut devenir arbitrairement grande

lorsque (π, V ) varie. En fait, il n’en est rien, comme le montre le

Théorème. — Soit K un sous-groupe compact ouvert de G. Il existe une
constante positive c = c(G,K) telle que pour toute représentation lisse
irréductible (π, V ) de G, dim V K ≤ c.

Démonstration. On peut reformuler ce résultat en utilisant le théorème

III.1.5. Il est équivalent au fait que tous les modules simples de l’al-

gèbre H(G,K) sont de dimension bornée par une constante positive
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c = c(G,K). L’ingrédient principal de la démonstration est la décom-

position

H(G,K) = H0DCH0

du théorème V.5.3. Soit (ρ,W ) un H(G,K)-module simple. Le résultat

d’admissibilité VI.2.2, réinterprété comme ci-dessus, nous dit qu’un tel

module est de dimension finie, disons ici dimW = k. Par le théorème

de Burnside ([34], corollaire XVII.3.3) ρ : H(G,K) → End(W ) est sur-

jective. Comme ρ(C) ⊂ End(W ) est commutative et engendrée par les

az, où z parcourt une base du cône C+
∅ , de cardinal disons l, d’après le

lemme C.I, on a dim ρ(C) ≤ k2−21−l
. Posons h = dimH0 et d = dimD.

On a alors

k2 = dim End(W ) = dim ρ(H(G,K)) ≤ h2d dim ρ(C) ≤ h2dk2−21−l

,

d’où k ≤ (h2d)2l−1
. On peut donc prendre c = c(G,K) = (h2d)2l

.

Remarque. — Un résultat analogue est vrai pour les représentations

lisses irréductibles du groupe 0G. On le déduit du résultat pour G de la

manière suivante. D’abord, rappelons que tout sous-groupe compact K

de G est inclus dans 0G. Soit (σ,E) une représentation lisse irréductible

de 0G. Formons (π, V ) = ind G
0G(σ,E).

La réciprocité de Frobénius pour les induites compactes s’écrit alors

(cf. III.2.6.5 ) :

HomG((π, V ), (τ,W )) ' Hom0G((σ,E),Res G
0G(τ,W )).

Comme V = ind G
0G(E) = P G

0G (E) = H(G)⊗H(0G)E, il est clair que V est

une représentation de type fini. En effet, si v ∈ E, v 6= 0, et si K est un

sous-groupe ouvert compact de 0G fixant v, alors

H(G)⊗H(0G) E = H(G)⊗H(0G) H(0G) · v = H(G)⊗H(0G) v

= H(G)⊗H(0G) eK · v = H(G)(eK ⊗ v).

La représentation (π, V ) admet donc un quotient irréductible. En prenant

pour (τ,W ) ce quotient irréductible dans la formule de réciprocité de

Frobénius ci-dessus, on voit que sa restriction à 0G contient (σ,E), et

donc dimEK ≤ dimWK ≤ c(G,K).
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VI.2.4. Conséquences de l’admissibilité uniforme. — Soit K un

sous-groupe compact ouvert de G. Etant donnés une représentation su-

percuspidale irréductible (ρ,W ) de G et un vecteur v ∈W , la fonction

g 7→ fK,v(g) = ρ(eK)ρ(g−1) · v

à son support compact modulo Z(G) dans G. Grâce au théorème d’ad-

missibilité uniforme, nous allons établir le résultat suivant.

Proposition. — Etant donné un sous-groupe ouvert compact K de G,
il existe une partie ouverte compacte modulo le centre Ω dans G telle que
pour toute représentation supercuspidale irréductible (ρ,W ) de G, pour
tout v ∈WK, le support de g 7→ ρ(ag,K) · v soit inclus dans Ω.

Démonstration. Comme v ∈WK , on a ρ(ag,K) · v = ρ(eK)ρ(g)ρ(eK) · v =

ρ(eK)ρ(g) · v = fK,v(g
−1). Si K ′ ⊂ K est un autre sous-groupe ouvert

compact de G, comme eKeK ′ = eK ′eK = eK , on voit que Supp fK,v ⊂

(Supp fK ′,v)K. Donc il suffit de montrer le résultat pour certains sous-

groupes ouverts compacts K bien choisis. Nous supposons donc queK est

distingué dans K0 et admet une décomposition d’Iwahori le long des pa-

raboliques standards. Le théorème d’admissibilité uniforme montre qu’il

existe une constante N ∈ N telle que dimWK ≤ N . Soit z ∈ C+
∅ dont la

classe modulo la relation d’équivalence (V.3.22.1) est non triviale. Alors

la suite des puissances successives z, z2, z3, ... ne reste dans aucune partie

compacte modulo Z(G). En effet, d’après la décomposition de Cartan

V.5.1, toute partie compacte de G est contenue dans une réunion finie

disjointe de parties de la forme K0aK0 où les a ∈ C̃∅. Donc toute partie

compacte modulo Z(G) est contenue dans une réunion finie de parties

de la forme K0aK0Z(G). Comme le groupe abélien Z(G) admet comme

sous-groupe d’indice fini Z(G)anAG, où Z(G)an est un groupe abélien

compact contenu dans K0, on voit que toute partie compacte modulo

Z(G) est contenue dans une réunion finie de partie de la formeK0aAGK0,

a ∈ Z(G)C̃∅. Tel n’est pas le cas de la suite des zn.

Pour tout v ∈W , montrons que

ρ(azN ,K) · v = ρ(eK)ρ(zN )ρ(eK) · v = 0.
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Si WK = 0, alors ρ(eK) · v = 0 et l’assertion est valide. Supposons donc

que WK 6= 0 et soit v ∈WK non nul. Comme (ρ,W ) est supercuspidale,

la fonction

g 7→ ρ(eK)ρ(g) · v = fK,v(g
−1)

est a support compact modulo Z(G) dans G (cf. remarque VI.2.1). Il

existe donc un entier n0 tel que ρ(eK)ρ(zn0−1) · v 6= 0 et ρ(eK)ρ(zn0) · v =

0. On veut montrer que n0 ≤ N . Nous allons montrer que la famille

{ρ(eK)ρ(zj−1) · v}j=1,...n0 est libre dans WK , ce qui est évidemment suf-

fisant. Soient c1, . . . cn0 des scalaires tels que
n0∑

j=1

cjρ(eK)ρ(zj−1) · v = 0.

Comme ρ(eK)ρ(zj−1) · v = ρ(aK,zj) · v et que d’après le lemme V.5.3,

ρ(azj′ ,K)ρ(azj ,K) = ρ(azj+j′ ,K),

on obtient successivement cn0 = 0, cn0−1 = 0,. . . , c1 = 0.

Identifions C+
∅ /CAG

avec Nl (cf. (V.3.22.1)). Soit SN l’ensemble des

z ∈ C+
∅ dont la classe modulo CAG

s’écrit (a1, . . . al) dans l’identification

avec Nl, avec ai ≤ N pour tout i = 1, . . . , l. Soit z ∈ C+
∅ dont la classe

modulo CAG
n’est pas dans SN . Il existe alors une coordonnée ai > N .

Posons z̄i = (0, . . . 0, 1, 0 . . .) le i-ième vecteur de la base canonique de

Zl, identifié à un élément de C+
∅ /CAG

, et soit zi un relèvement dans C+
∅ .

Pour tout v ∈W , et tout f ∈ F∅, on a d’après le lemme V.5.3

ρ(afz,K) · v = ρ(afzz−N
i ,K)ρ(azN

i ,K
) · v = 0.

On utilise encore la décomposition de Cartan de G (V.5.1) : pour

tout g ∈ G, il existe k1, k2 ∈ K0, f ∈ F∅ et z ∈ C+
∅ tels que ag,K =

ak1fzk2,K . Comme K0 normalise K, ρ(ag,K) · v = 0 si et seulement si

ρ(afz,K) · ρ(k2) · v = 0. Donc le support de g 7→ ρ(ag,K) · v est contenu

dans ∐

f∈F∅,z∈C
+
∅
|z̄∈SN

K0fzK0

qui est une partie compacte modulo Z(G). Ceci termine la démonstration

de la proposition.
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VI.3. Décomposition de M(G) : la partie cuspidale

VI.3.1. Action de G sur Irr(0G). — Nous allons utiliser les résultats

du paragraphe IV.1.7 concernant les représentations compactes pour ob-

tenir des résultats analogues sur les représentations supercuspidales, en

exploitant le rapport entre représentations supercuspidales et représen-

tations compactes établi en VI.2.1.

Comme 0G est un sous-groupe distingué de G, G agit sur Irr(0G) par

(g, σ) 7→ σg (notations de l’exemple III.2.1).

Lemme. — (i) Les orbites de l’action de G sur Irr(0G) sont de cardinal
fini.

— (ii) Soient (π, V ) une représentation lisse de G, (σ,W ) une repré-
sentation lisse irréductible de 0G, et V (σ) la composante σ-isotypique de
la restriction de (π, V ) à 0G. On a alors, pour tout g ∈ G,

π(g) · V (σ) = V (σg).

Démonstration. (i) L’action se factorise par le groupe G/0GZ(G), qui est

fini. Les orbites sont donc de cardinal fini.

(ii) Rappelons que par définition V (σ) est l’image de

Hom0G((σ,W ), (π, V ))⊗W → V

par l’application canonique f ⊗ w 7→ f(w). De même V (σg) est l’image

de

Hom0G((σg,W ), (π, V ))⊗W → V.

Définissons, pour tout f ∈ Hom0G((σ,W ), (π, V )), f̃(w) = π(g) · f(w),

w ∈W . Vérifions que f̃ ∈ Hom0G((σg,W ), (π, V )) :

f̃((σg)(h) · w) = f̃(σ(g−1hg) · w) = π(g) · f(σ(g−1hg) · w)

= f(σ(g)σ(g−1hg) · w) = f(σ(hg) · w)

= π(h) · (π(g) · f(w)) = π(h) · f̃(w)

Il est clair que f 7→ f̃ réalise un isomorphisme

Hom0G((σ,W ), (π, V )) ' Hom0G((σg,W ), (π, V )).

Le résultat voulu en découle immédiatement.
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VI.3.2. Restriction à 0G. — Rappelons que nous avons noté X (G)

l’ensemble des caractères non ramifiés de G, c’est-à-dire les caractères

de G triviaux sur 0G. Nous avons vu en V.2.3 que X (G) possède une

structure de tore algébrique complexe.

Proposition. — Soit (π, V ), une représentation irréductible de G.

(i) Les éléments de Irr(0G) apparaissant dans la restriction de (π, V ) à
0G forment une seule G-orbite.

(ii) La restriction de (π, V ) à 0G est semi-simple et de longueur finie.

(iii) Soient (πi, Vi), i = 1, 2, des représentations irréductibles de G. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Res G
0G(π1, V1) = Res G

0G(π2, V2).

b) Il existe χ ∈ X (G) tel que π2 = π1 ⊗ χ.

c) Hom0G(Res G
0Gπ1,Res G

0Gπ2) 6= 0.

Démonstration. Fixons un ensemble Γ de représentants dans G des classes

deG/Z(G)0G : cet ensemble est fini (proposition V.2.6), et comme d’après

le lemme de Schur, Z(G) agit par des scalaires sur V , l’on en déduit que

Res G
0G(π, V ) est de type fini et donc possède un quotient irréductible

(σ,W ). Soit f ∈ Hom0G(Res G
0G(π, V ), (σ,W )) non nul. Alors, pour tout

γ ∈ Γ,

f ◦ π(γ) ∈ Hom0G(Res G
0G(π, V ), (σγ,W )).

Considérons

φ = ⊕γ∈Γf ◦ π(γ) ∈ Hom0G(Res G
0G(π, V ),⊕γ∈Γ(σγ ,W )).

Vérifions que ker φ est stable sous l’action de G. Soit v ∈ kerφ, c’est-

à-dire f ◦ π(γ)(v) = 0, pour tout γ ∈ Γ, et soit g ∈ G, que l’on écrit

g = γ′y, γ′ ∈ Γ, y ∈ 0GZ(G). Pour tout γ ∈ Γ, posons γγ′ = y′′γ′′, avec
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γ′′ ∈ Γ, y′′ ∈ 0GZ(G). On a alors

φ(π(g) · v) =
∑

γ∈Γ

f ◦ π(γ)(π(γ′)π(y) · v)

=
∑

γ∈Γ

f(π(γγ′yγ′−1γ−1) · (π(γγ′) · v))

=
∑

γ∈Γ

σ(γγ′yγ′−1γ−1)σ(y′′) · f((π(γ′′) · v)

= 0.

Comme φ est non nul, on en conclut par irréductibilité de V que kerφ =

{0}. Ainsi φ est injective et Res G
0G(π, V ) est isomorphe à une sous-représentation

de ⊕γ∈Γ(σγ,W ), qui est de longueur finie et semi-simple. On en déduit,

par exemple en utilisant le critère de semi-simplicité du lemme A.VII

(iii), qu’il en est de même de Res G
0G(π, V ). On obtient donc (ii).

Ecrivons maintenant :

Res G
0G(πi, Vi) =

⊕

σ∈Irr(0G)c

Vi(σ)

où Vi(σ) est la composante σ-isotypique dans Res G
0G(πi, Vi). L’identité

π(g) · V1(σ) = V1(σ
g) montre que l’ensemble des σ tels que V1(σ) 6= 0

forme exactement une G-orbite, car (π1, V1) est irréductible. En particu-

lier, cet ensemble est fini, d’après le lemme VI.3.1. Ceci montre (i).

Démontrons maintenant (iii). Comme tout caractère non ramifié de

G est par définition trivial sur 0G, b) implique a). Comme a) implique

trivialement c), il reste à montrer que c) implique b). Supposons que l’on

ait c). D’après (ii) et le lemme de Schur, Hom0G(V1, V2) est de dimension

finie. Munissons cet espace de l’action de G donnée par

g · f := π1(g) ◦ f ◦ π2(g)
−1, (f ∈ Hom0G(V1, V2)), (g ∈ G).

Si g ∈ 0G, g · f = f pour tout f ∈ Hom0G(V1, V2), donc cette action

de G se factorise par G/0G, qui est commutatif car 0G contient le sous-

groupe dérivé de G. Toute famille commutative d’opérateurs linéaires sur

un espace vectoriel complexe de dimension finie admettant un vecteur

propre commun, il existe f ∈ Hom0G(V1, V2) non nul et un caractère χ de

G/0G (c’est-à-dire un caractère non ramifié de G) tel que g · f = χ(g) f ,
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pour tout g ∈ G. Par construction, f ∈ HomG(π1 ⊗ χ, π2), et donc par

irréductibilité, π1 ⊗ χ = π2.

VI.3.3. Classes d’inertie de représentations supercuspidales

Soit (π, V ) une représentation supercuspidale irréductible de G. De

même que ci-dessus, introduisons la décomposition de Res G
0G(π, V ) en

composantes isotypiques :

V =
⊕

i=1,...,m

Vi(σi),

où les σi forment une orbite pour l’action de G dans Irr(0G)c. Remar-

quons que cette décomposition ne dépend en fait que de la classe d’inertie

[π]. Soit (ρ,W ) une représentation lisse de G. En tant que représentation

de 0G on a, d’après le théorème IV.1.5,

Res G
0G(ρ,W ) = ρ(eσ1) ·W ⊕ ρ(eσ2) ·W ⊕ · · · ⊕ ρ(eσm) ·W ⊕W ′

où W ′ est l’unique supplémentaire 0G-invariant de ρ(eσ1) · W ⊕ · · · ⊕

ρ(eσm) · W . Une autre caractérisation de W ′ est d’être l’unique sous-

représentation de 0G dont aucun facteur de composition n’est isomorphe

à l’un des σi.

Proposition. — Le sous-espace W ′ de V est G-invariant et pour tout
i = 1, . . . , m, pour tout g ∈ G,

ρ(g) ◦ ρ(eσi
) = ρ(eg·σi

) ◦ ρ(g).

Démonstration. Soit g ∈ G. Si (τ, E) est un sous-quotient irréductible

de (ρ,W ′), alors (τ g, E) est un sous-quotient irréductible de ρ(g) ·W ′, et

comme les σi forment une G-orbite dans Irr(0G)c, τ
g n’est équivalent à

aucun des σi. Il s’ensuit que τ(eσi
)ρ(g) ·W ′ = 0 pour tout i. Par l’unicité

de W ′, on a ρ(g) ·W ′ = W ′.

Soit w ∈W . Alors w s’écrit

w = w1 + . . . wm + w′, avec wi ∈ ρ(eσi
) ·W, i = 1, . . .m, w′ ∈W ′.

Fixons i, soit g ∈ G, et posons σj = σgi . Alors, comme

ρ(eσi
)(ρ(g)−1 · w) = ρ(g)−1 · wj ,
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on a :

ρ(g)ρ(eσi
)ρ(g)−1 · w = wj = ρ(eσj

) · w.

Ceci termine la démonstration de la proposition.

Posons ρ(e[π]) =
∑

i ρ(eσi
) : W → W . C’est un opérateur d’entre-

lacement de (ρ,W ) dans elle-même. Comme ρ(eσi
)ρ(eσj

) = 0 si i 6= j,

ρ(e[π]) est un idempotent, et l’on a donc une décomposition de W en

sous-représentations :

W = ρ(e[π]) ·W ⊕ (1− ρ(e[π])) ·W.

Si l’on note M(G)[π] (resp. (M(G) \ [π])) la sous-catégorie pleine

de M(G) dont les objets sont les représentations de G dont tous les

sous-quotients irréductibles sont dans [π] (resp. aucun sous-quotient ir-

réductible n’est dans [π]), on obtient une décomposition deM(G) en

(VI.3.3.1) M(G) =M(G)[π] × (M(G) \ [π]).

Remarques. — 1. Les classes d’inertie de représentations supercuspi-

dales ne sont rien d’autre que les orbites de l’action de X (G) sur Irr(G)sc
définie en V.2.7. Nous avons vu qu’elles sont munies d’une structure de

tore algébrique complexe. Si (π, V ) est une représentation irréductible

supercuspidale de G, la variété Irr(G)[π] est isomorphe au tore complexe

X (G)/X (G)(π), quotient du tore X (G) par son sous-groupe fini X (G)(π),

le stabilisateur de π. L’algèbre des fonctions sur la variété affine Irr(G)[π]

est donc l’algèbre des invariants C[G/0G]X (G)(π).

— 2. La restriction de G à 0G induit une bijection entre l’ensemble

[Irr(G)sc] des classes d’inertie de représentations supercuspidales irréduc-

tibles de G et l’ensemble des orbites sous l’action de G dans Irr(0G)c.
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VI.3.4. Décomposition deM(0G). — Revenons aux décompositions

deM(0G) et deM(0G)c obtenues au paragraphe IV.1.7. On a vu qu’étant

données des représentations compactes τ1, . . . , τr de 0G, on a une décom-

position

M(0G) =
∏

i

M(0G)τi × [M(0G) \ τ1, . . . , τr],

et que d’autre partM(0G)c se décompose en

M(0G)c =
∏

τ∈Irr(0G)c

M(G)τ .

Nous allons utiliser les conséquences du théorème VI.2.3 pour combiner

les deux en une décomposition plus fine de M(0G).

Théorème. — La catégorie M(0G) se décompose en

M(0G) =
∏

τ∈Irr(0G)c

M(0G)τ ×M(0G)nc

où M(0G)nc désigne la sous-catégorie pleine des représentations lisses
admissibles de 0G dont aucun sous-quotient n’est une représentation com-
pacte.

Démonstration. D’après la proposition IV.1.7, il suffit de vérifier la condi-

tion (KF) donnée dans cette proposition. Soit K un sous-groupe ouvert

compact de G, et soit (σ,E) une représentation irréductible compacte de
0G. Comme dans la remarque VI.2.3, choisissons une représentation irré-

ductible (π, V ) de G dont la restriction à 0G contient (σ,E). Elle est alors

supercuspidale. Soient v ∈ EK ⊂ V K et λ ∈ ẼK ⊂ Ṽ K grâce auxquels

nous formons le coefficient matriciel

g 7→ λ(π(g) · v) = λ(π(ag,K) · v).

D’après la proposition VI.2.4, ce coefficient matriciel est à support dans

une partie compacte Ω modulo Z(G). L’argument de la démonstration du

théorème VI.2.1, plus précisément l’implication [b) ⇒ c)] montre que la

restriction de ce coefficient matriciel à 0G est à support compact, disons

Ω1, et d’après le choix de v et λ, il est égal à g 7→ λ(σ(ag,K) · v). D’autre

part, ce coefficient matriciel est K-bi-invariant, donc dans D(Ω1, K). Or

cette algèbre est de dimension finie. Par orthogonalité des coefficients
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matriciels des représentations compactes irréductibles (corollaire IV.3.3),

on en déduit que le nombre de représentations irréductibles compactes

de 0G ayant des vecteurs non nuls fixés par K est fini.

Remarque. — Notons le corollaire suivant de cette démonstration et de

la remarque VI.3.3 : pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le

nombre de classes d’inertie de représentations supercuspidales irréduc-

tibles de G ayant des vecteurs non nuls fixés par K est fini.

VI.3.5. Décomposition de M(G). — Nous allons maintenant utili-

ser les résultats du paragraphe précédent pour en déduire une décompo-

sition analogue deM(G).

Théorème. — La catégorie M(G) se décompose en

M(G) =M(G)sc ×M(G)ind =
∏

[τ ]∈[Irr(G)sc]

M(G)[τ ] ×M(G)ind

où M(G)sc (resp. M(G)ind) désigne la sous-catégorie pleine des repré-
sentations lisses admissibles de G dont tous les sous-quotients sont des
représentations supercuspidales (resp. aucun sous-quotient n’est super-
cuspidal).

Démonstration. Soit (π, V ) une représentation lisse de G. Les résultats

du paragraphe précédent nous donnent une décomposition

Res G
0GV = Vc ⊕ Vnc

Par unicité de cette décomposition, les deux facteurs du membre de droite

sont stables sous l’action de G. D’après le théorème VI.2.1, une repré-

sentation de G est supercuspidale si sa restriction à 0G est compacte, et

donc Vc est dansM(G)sc et Vnc est dansM(G)ind.

Il reste à voir que M(G)sc se décompose à son tour en

M(G)sc =
∏

[τ ]∈[Irr(G)sc]

M(G)[τ ].
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Soit (π, V ) ∈M(G)sc. Ecrivons

Res G
0GV =

⊕

(σ)∈Irr(0G)c/G

V (σ)

où l’on somme sur les orbites de l’action de G dans Irr(0G)c et V (σ) dé-

signe le facteur direct de Res G
0GV dont les sous-quotients irréductibles

sont dans l’orbite de σ. Alors il est clair que V (σ) est G-stable et super-

cuspidale, et que deux sous-quotients irréductibles de V (σ) sont dans la

même classe d’inertie.

VI.3.6. Propriété d’injectivité et de projectivité des représen-

tations supercuspidales. — Nous avons vu en IV.1.6 que toute re-

présentation compacte est projective et injective dansM(G). Si 0G 6= G,

on aimerait avoir un résultat analogue pour les représentations supercus-

pidales dans M(G). Or, en général, une représentation supercuspidale,

même irréductible, n’est ni projective, ni injective dansM(G). Nous al-

lons néanmoins établir des résultats plus faibles qui nous serviront dans

la suite.

Lemme. — Soit (π, V ) une représentation lisse admissible de G et soit
(τ, E) une représentation supercuspidale irréductible de G. Supposons que
(π, V ) admette un sous-quotient isomorphe à (τ, E). Alors (τ, E) se réa-
lise comme quotient et comme sous-représentation de (π, V ). Autrement
dit les espaces

HomG(π, τ) et HomG(τ, π)

sont non triviaux.

Démonstration. D’après la décomposition (VI.3.5), on peut supposer que

(π, V ) est dans M(G)[τ ]. Tous les sous-quotients irréductibles de (π, V )

sont alors de la forme τ ⊗ω, pour un certain ω ∈ X (G). Soit K un sous-

groupe ouvert compact de G tel que EK 6= {0}. Comme K ⊂ 0G, tous

les sous-quotients de (π, V ) ont un sous-espace fixé par K non trivial.

Puisque (π, V ) est admissible, on voit qu’elle doit être de longueur finie.

On veut montrer que HomG(τ, π) 6= {0}. Considérons la restriction à
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0G de ces deux représentations. Comme ces restrictions sont toutes deux

compactes, donc semi-simples, on a

Hom0G(τ, π) 6= {0}.

et puisque (π, V ) est de longueur finie, dim Hom0G(τ, π) < +∞. Soit

Λ = Λ(G) = G/0G. Ce groupe agit sur S = Hom0G(τ, π) par

ḡ · φ = τ(g) ◦ φ ◦ π(g−1),

où g est un représentant dans G de la classe ḡ ∈ G/0G. On a alors

HomG(τ, π) = SΛ. Or, l’hypothèse que τ est un facteur de composition

de π se traduit par le fait qu’il existe V1 ⊂ V2, sous-représentations de

V , telles que V2/V1 ' E. Comme τ|0G est projective dans M(0G), on a

une suite exacte

0→ Hom0G(E, V1)→ Hom0G(E, V2)→ Hom0G(E, V2/V1)→ 0.

Le groupe Λ agit sur chacun des termes de cette suite, qui devient une

suite de Λ-modules. D’autre part l’inclusion V2 ↪→ V induit une injection

de Λ-modules

Hom0G(E, V2) ↪→ Hom0G(E, V ).

On voit donc que T = Hom0G(E, V2/V1) est un sous-quotient de S et que

TΛ = HomG(E, V2/V1) 6= {0}. Il s’agit donc de démontrer que si S est un

Λ-module de dimension finie (en tant qu’espace vectoriel sur C) admet-

tant un sous-quotient T tel que TΛ 6= {0}, alors SΛ 6= {0}. Rappelons que

Λ est un groupe abélien libre de type fini, donc isomorphe à Zl pour un

certain entier naturel l. Se donner une structure de Λ-module sur l’espace

vectoriel S revient donc a se donner l endomorphismes a1, . . . , al de S qui

commutent. Dire qu’il existe un sous-quotient T tel que TΛ 6= {0}, c’est

dire qu’il existe des sous-espaces S1 ⊂ S2 de S stables par a1, . . . , al tels

que les endomorphismes induits par a1, . . . , al sur T = S2/S1 soient tri-

viaux. On en déduit que 1 est valeur propre simultanée des a1, . . . , al. Au-

trement dit SΛ 6= {0}. La démonstration du fait que HomG(π, τ) 6= {0}

est similaire.
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VI.4. Le centre de M(G)[π]

Nous allons maintenant étudier plus précisément la catégorieM(G)[π],

en particulier son centre. La définition du centre d’une catégorie se trouve

en A.X.

VI.4.1. Progénérateur de M(G)[π]. — Dans toute cette section, on

fixe une représentation supercuspidale irréductible (π, V ) de G. Notre

but est de décrire la catégorieM(G)[π] comme une catégorie de modules

à droite sur un certain anneau unitaire. Nous allons pour ceci exhiber

un petit progénérateur (au sens de A.VIII.2) de M(G)[π]. Le théorème

A.VIII.2 assure alors qu’une telle description est possible. Comme le théo-

rème A.VIII.2 est donné sans démonstration, et que nous avons de toutes

façons besoin d’une version explicite propre à notre contexte, nous dé-

montrerons complètement tous les résultats.

Nous avons vu dans la proposition VI.3.2 que la restriction Res G
0G(π)

est une somme directe de représentations compactes irréductibles de 0G.

Soit (ρ,W ) l’une de ces représentations de 0G, et posons

(Π, VΠ) = ind G
0G(ρ,W ).

Remarquons que la classe de Π ne dépend pas du choix de (ρ,W ). Elle ne

dépend en fait que de [π]. Ceci découle du fait établi dans la proposition

VI.3.2 que toute les composantes irréductibles de la restriction de π à 0G

sont conjuguées.

Proposition. — La représentation Π est un progénérateur de M(G)[π].

Démonstration. Comme 0G est ouvert dans G, et unimodulaire, l’adjonc-

tion (III.2.6.5) nous donne, pour toute représentation lisse (τ, E) dans

M(G)[π], un isomorphisme naturel :

(VI.4.1.1) HomG(Π, τ) ' Hom0G(ρ,Res G
0Gτ).

Comme ρ est projective dans M(0G), d’après la proposition IV.1.6, et

que d’après la proposition VI.3.2 et le corollaire IV.1.6, la restriction

à 0G de toute représentation dans M(G)[π] est semi-simple, il s’ensuit

que Π est projectif. (C’est un résultat de nature générale : un adjoint
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à gauche d’un foncteur exact préserve les projectifs.) Montrons mainte-

nant que HomG(Π, τ) est non nul, pour tout (τ, E) ∈ M(G)[π]. Toute

composante irréductible de la restriction de τ à 0G est isomorphe à une

composante irréductible de la restriction de π à 0G. Comme celles-ci

sont toutes conjuguées sous G, et que τ est G-stable, on voit que la res-

triction de τ à 0G contient une composante irréductible isomorphe à ρ.

Donc, comme la restriction à 0G de toute représentation dans M(G)[π]

est semi-simple, Hom0G(ρ,Res G
0Gτ) est non nul. Ceci montre que Π est un

générateur d’après une remarque faite en A.VIII.2. De plus, Π est de type

fini. En effet, l’espace 0G\G est discret puisque 0G est ouvert dans G.

Choisissons un système de représentants (gi)i dans G de 0G\G. L’espace

VΠ = ind G
0G(W ) est alors engendré par les fonctions (fi,w)i,w caractérisées

par

(VI.4.1.2) fi,w(gi) = w et Supp fi,w ⊂
0Ggi.

Or on a Π(g−1
k gi) · fi,w = fk,w. L’espace ind G

0G(W ) est alors engendré

en tant que représentation de G par les fonctions fi0,w, où l’on a fixé

arbitrairement un indice i0. Il est commode de prendre i0 tel que 0Ggi0 =
0G, et bien sûr rien ne nous empêche de supposer que gi0 = 1G. Posons

alors fi0,w = fw. D’autre part, l’espace vectoriel engendré par les fw,

w ∈ W est stable sous l’action de 0G, et isomorphe à (ρ,W ). Comme

(ρ,W ) est de type fini, on en conclut que Π est de type fini et ceci achève

de démontrer la proposition.

Remarque. — Le progénérateur (Π, VΠ) n’est pas unique, d’autre choix

sont possibles. Nous en donnons ici un autre qui sera utile par la suite.

Posons

(Π1, VΠ1) = ind G
0G(Res G

0G(π, V )).

La démonstration du fait que c’est bien un progénérateur est similaire

à celle donnée pour (Π, VΠ). Pour montrer que Π1 est bien de type fini,

on utilise le fait que Res G
0G(π, V ) est de longueur finie. D’autre part,

le deuxième isomorphisme de Mackey III.2.11, dont les hypothèses sont

vérifiées grâce à la remarque finale de la section III.2.6, nous donne

Π1 ' (ind G
0GTriv)⊗ π,
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où Triv est la représentation triviale de 0G. Or ind G
0GTriv n’est rien

d’autre que l’algèbre de groupe C[Λ(G)], qui rappelons-le, est l’algèbre

des fonctions sur la variété X (G) des caractères non ramifiés de G (voir

V.2.3).

Posons R = EndG(Π) = HomG(Π,Π). Pour toute représentation lisse

(τ, E) de G, HomG(Π,τ) est un R-module à droite. Considérons mainte-

nant le foncteur

(VI.4.1.3) FΠ :M(G)[π] −→mod−R, (τ, E) 7→ HomG(Π, τ).

Comme VΠ est naturellement un R-module à gauche, pour tout R-

module à droite M , on peut former M ⊗R VΠ. Le groupe G agit sur

M ⊗R VΠ par g · (m ⊗ f) = m ⊗ Π(g) · f , où g ∈ G, m ∈ M , et

f ∈ VΠ. Remarquons que cette représentation de G est dans M(G)[π],

car M ⊗R VΠ est un quotient d’un produit de représentations isomorphes

à Π. Ceci définit un foncteur

(VI.4.1.4) GΠ : mod−R −→M(G)[π], M 7→M ⊗R VΠ.

Théorème. — Le foncteur FΠ établit une équivalence de catégories entre
M(G)[π] et mod−R, un quasi-inverse étant donné par GΠ.

Démonstration. Regardons tout d’abord la composition

F : M(G)[π] →M(G)[π], (τ, E) 7→ HomG(Π, τ)⊗R VΠ

Construisons une transformation naturelle entre F et le foncteur iden-

tique deM(G)[π] en posant :

evE : HomG(Π, τ)⊗R VΠ → E, α⊗ w 7→ α(w).

Nous laissons au lecteur la vérification (élémentaire mais fastidieuse) du

fait que ceci est bien une transformation naturelle. Montrons que cette

transformation naturelle est un isomorphisme. Remarquons pour cela que

F(VΠ) = HomG(Π,Π)⊗R VΠ = R⊗R VΠ

et que evΠ est le morphisme naturel R⊗RVΠ ' VΠ. D’autre part, le fonc-

teur FΠ est exact ((Π, VΠ) est projective) et commute avec les sommes
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directes ((Π, VΠ) est de type fini, donc petit au sens de la théorie des ca-

tégories). Le foncteur GΠ est exact à droite et commute avec les sommes

directes (c’est un adjoint à gauche, cf. III.1.15). Il s’ensuit que le foncteur

composé F possède aussi ces propriétés. Soit (τ, E) un objet deM(G)[π].

Comme Π est un progénérateur de cette catégorie, on peut réaliser (τ, E)

comme le quotient de deux modules qui sont des sommes directes (éven-

tuellement infinies) de modules isomorphes à VΠ (lemme A.VIII.2).

On dispose donc d’une suite exacte de la forme

⊕i∈IVΠ → ⊕i∈JVΠ → E → 0.

Comme F commute aux sommes directes et est exact à droite, on obtient

un diagramme commutatif

(VI.4.1.5)

⊕i∈IF(VΠ) −−−→ ⊕j∈JF(VΠ) −−−→ F(E) −−−→ 0y
y

yevE

⊕i∈IVΠ −−−→ ⊕j∈JVΠ −−−→ E −−−→ 0

Comme F(VΠ) ' VΠ, les deux flèches verticales de gauche sont des iso-

morphismes. Il en découle que evE est un isomorphisme, et donc que ev

est un isomorphisme naturel.

Soit maintenant G le foncteur

G : mod−R −→mod−R, M 7→ HomG(VΠ,M ⊗R VΠ).

Pour terminer la démonstration, nous devons montrer maintenant qu’il

existe un isomorphisme naturel de G vers l’identité de mod−R. Pour

tout module M dans mod−R, définissons un morphisme de R-modules

à droite

θM : M → HomG(VΠ,M ⊗R VΠ).

Posons, pour tout m ∈ M , et pour tout v dans VΠ, fm(v) = m ⊗ v

et définissons θM par θM(m) = fm. Il est clair que les θM définissent

une transformation naturelle de l’identité de mod−R vers G, et que de

plus θR réalise l’isomorphisme naturel entre R et HomG(VΠ,R ⊗R VΠ).

Comme pour F , on voit que G est exact à droite et commute avec les

sommes directes, et que pour tout module M , on peut trouver une suite



VI.4. LE CENTRE DE M(G)[π] 223

exacte de la forme

⊕i∈IR→ ⊕i∈JR →M → 0.

On peut alors utiliser le même argument que ci-dessus qui montre que

chaque θM est un isomorphisme.

VI.4.2. Une autre description de M(G)[π]. — Nous continuons

avec les notations de la section précédente. En particulier, (π, V ) est une

représentation supercuspidale irréductible de G, (ρ,W ) est une compo-

sante irréductible (compacte) de la restriction de (π, V ) à 0G et (Π, VΠ) =

ind G
0G(ρ,W ).

Il est bien connu, au moins dans le cadre des groupes finis, qu’une

algèbre d’opérateurs d’auto-entrelacement d’une représentation induite

est isomorphe à une certaine algèbre de convolution. Nous allons faire de

même ici et établir un isomorphisme entre R et une algèbre de convolu-

tion. Notons H(G, ρ) l’ensemble des fonctions φ : G → EndC(W ) véri-

fiant :

(i) φ(hgh′) = ρ(h)φ(g)ρ(h′), (g ∈ G), (h, h′ ∈ 0G)(VI.4.2.1)

(ii) Supp (φ) est une union finie de classes à gauche modulo 0G

Définissons sur H(G, ρ) le produit de convolution donné par

φ ∗ ψ(x) =
∑

ḡ∈G/0G

φ(g)ψ(g−1x).

(On somme sur un système de représentants, on vérifie que le résultat

ne dépend pas du choix de ceux-ci. L’associativité du produit de convo-

lution se vérifie par le calcul). L’élément neutre φe de cette algèbre est

caractérisé par φe(1G) = IdW et φe(g) = 0 si g /∈ 0G (c’est-à-dire que

φe = fi0,IdW
avec nos notations précédentes, si l’on a choisi gi0 = 1G

comme représentant de la classe 0G dans 0G\G).

Rappelons que nous avons défini en (VI.4.1.2), pour tout w ∈W , une

fonction fw dans VΠ = ind G
0G(W ) caractérisée par les propriétés fw(1G) =

w et Supp fw ⊂ 0G.
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Proposition. — Les applications :

R −→ H(G, ρ), α 7→ φα

où φα(g)(w) = α(fw)(g), (g ∈ G), (w ∈W ).

et

H(G, ρ) −→ R, φ 7→ αφ

où αφ(f)(x) =
∑

ḡ∈0G\G

φ(g)(f(g−1x)), (x ∈ G), (f ∈ VΠ).

sont des isomorphismes de C-algèbres inverses l’un de l’autre.

Démonstration. On peut vérifier que αφα = α et φαφ
= φ par un calcul

direct qui ne présente pas de difficultés, dès lors que l’on remarque que

toute fonction f ∈ VΠ peut se décomposer en

(VI.4.2.2) f =
∑

ḡ∈0G\G

r(g−1) · ff(g),

cette somme étant à support fini d’après la propriété du support de f .

Montrons que α 7→ φα est un morphisme d’algèbres. Soient α, β ∈ R. On

calcule, pour tout x ∈ G et tout w ∈W ,

φαβ(x)(w) = (αβ)(fw)(x) = α(β(fw))(x)

(VI.4.2.3)

= α


 ∑

ḡ∈0G\G

r(g−1) · fβ(fw)(g)


 (x) =

∑

ḡ∈0G\G

r(g−1) · α(fβ(fw)(g))(x)

=
∑

ḡ∈0G\G

α(fβ(fw)(g))(xg
−1)

On a utilisé dans ce calcul, outre la finitude des sommes, la décomposi-

tion (VI.4.2.2) de β(fw), et le fait que α commute à l’action de G par

translation à droite. On a d’autre part

((φα ∗ φβ)(x))(w) =
∑

ȳ∈0G\G

φα(y)(φβ(y
−1x)(w))(VI.4.2.4)

=
∑

ȳ∈G/0G

α(fφβ(y−1x)(w))(y) =
∑

ȳ∈G/0G

α(fβ(fw)(y−1x))(y)
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Un simple changement de variable dans cette somme montre qu’on a bien

égalité entre (VI.4.2.3) et (VI.4.2.4).

Posons A = H(G, ρ) pour alléger les notations. On peut interpréter

l’équivalence de catégories entreM(G)[π] et mod−R comme une équi-

valence entreM(G)[π] et mod−A, grâce à l’isomorphisme R ' A.

Soit (τ, E) une représentation dans M(G)[π]. L’algèbre R = EndG(Π)

agit (à droite) sur HomG(Π, τ). On obtient une structure de A-module à

droite sur HomG(Π, τ) par transport de structure, c’est-à-dire

s · φ = s ◦ αφ, (s ∈ HomG(Π, τ)), (φ ∈ A).

Il faut remarquer que ceci dépend de τ , et non pas seulement de Res G
0Gτ .

D’autre part, l’algèbre A agit à droite sur Hom0G(ρ,Res G
0Gτ) par

(ψ · φ)(w) =
∑

ḡ∈G/0G

τ(g)ψ(φ(g−1) · w),

pour tout ψ ∈ Hom0G(ρ,Res G
0Gτ), pour tout φ ∈ A , et pour tout w ∈W .

L’isomorphisme naturel d’adjonction (VI.4.1.1)

HomG(Π, τ) ' Hom0G(ρ,Res G
0Gτ)

est alors un morphisme de A-modules à droite. Ceci se vérifie sans pro-

blème en utilisant la forme explicite l’isomorphisme d’adjonction. Il est

réalisé par l’application

(VI.4.2.5) α 7→ ψα, ψα(w) = α(fw), (w ∈W )

où fw est la fonction dans ind G
0GW caractérisée par Supp fw = 0G et

fw(1G) = w. Comme le montre un calcul sans difficulté (en utilisant

(VI.4.2.2)), son inverse est

(VI.4.2.6) ψ 7→ αψ, αψ(f) =
∑

ḡ∈0G\G

τ(g)ψ(f(g−1)), (f ∈ indG0GW ).

Il en découle aisément que le foncteur

M(G)[π] →mod−A, τ 7→ Hom0G(ρ,Res G
0Gτ).

est une équivalence de catégories dont l’inverse est donné par

mod−A →M(G)[π], M 7→M ⊗A VΠ
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où l’on considère VΠ comme un A-module à gauche par transport de

structure.

D’autre part, dans le cas τ = Π, les isomorphismes (VI.4.2.5) et

(VI.4.2.6) donnent

R = HomG(Π,Π) ' Hom0G(ρ,Res G
0GΠ).

Regardons de plus près le membre de droite. Rappelons que l’espace
0G\G est discret, et fixons un système de représentants {gi}i. L’espace

VΠ est engendré par les fonctions fi,w définies en (VI.4.1.2). Notons (VΠ)i
le sous-espace de VΠ des fonctions a support dans 0Ggi. Alors il est clair

que

VΠ =
⊕

i

(VΠ)i,

et de plus, comme 0G est distingué dans G, chaque (VΠ)i est stable sous

l’action de 0G. En effet, pour tout g0 ∈ 0G, Π(g0) · fi,w est encore à

support dans 0Ggi. On calcule

Π(g0) · fi,w(gi) = fi,w(gig0) = fi,w((gig0g
−1
i )gi) = ρ(gig0g

−1
i ) · fi,w(gi)

= ρg
−1
i (g0) · w,

ce qui montre que

W → (VΠ)i, w 7→ fi,w

entrelace les représentations (W, ρg
−1
i ) et (Res G

0GΠ, (VΠ)i).

En tant qu’espace vectoriel, on voit donc que

Hom0G(ρ,Res G
0GΠ) = Hom0G(ρ,⊕i(VΠ)i)) =

⊕

i

Hom0G(ρ, ρg
−1
i ).

Si ρg
−1
i ' ρ alors Hom0G(ρ, ρg

−1
i ) est de dimension 1, nulle sinon.

Plaçons nous dans le cas où ρg
−1
i ' ρ. Un opérateur d’entrelacement

entre ρ et ρg
−1
i est un endomorphisme A de W tel que, pour tout g0 ∈ 0G

(VI.4.2.7) ρ(gig0g
−1
i ) ◦ A = A ◦ ρ(g0)

Si A est un tel opérateur, définissons la fonction

fi,A : G→ EndC(W ),

à support dans 0Ggi, et caractérisée par

fi,A(gi) = A et fi,A(g0gig1) = ρ(g0) ◦ A ◦ ρ(g1)



VI.4. LE CENTRE DE M(G)[π] 227

quelques soient g0, g1 ∈ 0G. La relation (VI.4.2.7) montre que fi,A est bien

définie. Réciproquement, une telle fonction fi,A définit un opérateur d’en-

trelacement A entre ρ et ρg
−1
i . Ce qui précède permet de voir apparaître

naturellement l’algèbre de convolution A = H(G, ρ), et l’isomorphisme

entre Hom0G(ρ,ResG0GΠ) et A = H(G, ρ).

VI.4.3. Structure de A. — Nous continuons avec les notations des

sections précédentes. Pour tout x ∈ G, notons Fx(ρ) l’espace des fonc-

tions φ de A dont le support est contenu dans 0Gx. Soit φ ∈ Fx(ρ). On

a alors :

φ(x)ρ(x−1gx) = φ(gx) = ρ(g)φ(x), (g ∈ 0G),

et donc on a pour tout x ∈ G un isomorphisme linéaire

φ 7→ φ(x), Fx(ρ) ' Hom0G(ρx, ρ).

On en déduit que dimFx(ρ) ≤ 1 pour tout x ∈ G et que dimFx(ρ) = 1

si et seulement si x est dans le stabilisateur N = NG(ρ) de ρ (c’est-à-dire

que N est l’ensemble des g ∈ G tels que ρg ' ρ, avec les notations de

III.2.4). En particulier, on a A = H(N, ρ).

Soient φ, ψ ∈ A avec Supp φ = 0Gx et Suppψ = 0Gy, x, y dans N . Un

calcul direct montre que

(VI.4.3.1) Suppφ ∗ ψ = 0Gxy et φ ∗ ψ(xy) = φ(x)ψ(y).

On en déduit que si φ est non nul, il est inversible dans A, son inverse

étant donné par un élément dont le support est dans 0Gx−1. D’autre part,

comme 0G\G est abélien (V.2.6), 0Gxy = 0Gyx, et donc si φ et ψ sont

comme ci-dessus,

φ ∗ ψ = c ψ ∗ φ pour un certain c ∈ C×.

Comme N contient 0GZ(G) et que ce dernier est d’indice fini dans

G (proposition V.2.6), 0G\N est un groupe abélien libre de même rang

que Λ(G) = 0G\G. Choisissons alors une base 0Gx1, . . .
0Gxn du réseau

0G\N et fixons des éléments φi, i = 1, . . . n non nuls tels que φi ∈ Fxi
(ρ).

Pour chaque couple (i, j) d’indices, on a un nombre complexe cij tel que

(VI.4.3.2) φi ∗ φj = cij φj ∗ φi.
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L’algèbreA est engendrée par les φi, i = 1, . . . n, et les relations (VI.4.3.2)

permettent d’écrire tout élément de A comme une combinaison linéaire

de monômes en les φi et leurs inverses. En d’autre termes, A est en tant

qu’algèbre une algèbre de polynômes de Laurent “tordue” à n variables.

Il est alors facile de voir que le groupe des inversibles A× est constitué

des monômes

(VI.4.3.3) c φe11 ∗ · · · ∗ φ
en
n , c ∈ C×, e1, . . . , en ∈ Z.

Lemme. — Pour tout A-module à droite M , notons

A → EndC(M), φ 7→ φM

le morphisme donnant la structure de A-module. Fixons un système de
représentants des classes d’isomorphismes de A-modules à droite simples,
et considérons le morphisme

A →
∏

EndC(M), (φ 7→ φM)

où le produit porte sur ce système de représentants. Alors ce morphisme
est injectif.

Démonstration. Le lemme de séparation B.III montre qu’un élément φ

du noyau de ce morphisme est nécessairement nilpotent. Il en découle

immédiatement que u = 1A + φ est inversible. De même, u′ = 1A − φ2

est inversible et u′ = 2u− u2. La forme des inversibles de A étant donné

par (VI.4.3.3), on en déduit que u doit être un scalaire. Ainsi φ est un

scalaire, et alors nécessairement φ = 0.

Corollaire. — (i) L’algèbre A est intègre donc sans élément nilpotent
non nul.

(ii) L’algèbre A est commutative si et seulement si la restriction de π
à 0G est sans multiplicité.

Démonstration. Le point (i) est immédiat, d’après le lemme. Soit m la

multiplicité de ρ dans Res G
0Gπ. L’équivalence de catégories M(G)[π] '

mod−A montre que les A-modules à droite simples sont isomorphes à

Hom0G(ρ,Res G
0G(π ⊗ ω))
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pour un certain caractère non ramifié ω de G. Bien sûr(2), Res G0G(π⊗ω)) =

Res G
0G(π) et donc chaque A-module à droite simple est de dimension m.

Si m = 1, le lemme montre qu’alors A est commutative. Réciproquement,

si A est commutative, chaque A-module à droite simple est de dimension

1.

VI.4.4. Le centre de A. — Nous continuons avec les mêmes notations

que dans les sections précédentes. Nous commençons par quelques re-

marques préliminaires. Nous avons déjà introduit la notation N = NG(ρ)

pour le stabilisateur dans G de ρ. L’espace W de la représentation ρ est

un sous-espace 0G-stable de V .

Posons

H = {g ∈ G | π(g) ·W = W}

et soit ρH la représentation de H sur W obtenue par restriction de π.

Comme ρH étend ρ, elle est irréductible. D’autre partH contient 0GZ(G),

et le groupe G/0GZ(G) est abélien, donc H est distingué dans G et

d’indice fini dans G. Pour tout g ∈ G, le sous-espace π(g) ·W est alors

stable sous l’action de 0G. Notons (π|π(g)·W , π(g) ·W ) cette représentation

de 0G. Ainsi par exemple, avec g = 1G, (π|W ,W ) = (ρ,W ). L’application

π(g) entrelace (ρg,W ) et (π|π(g)·W , π(g) ·W ). Il est alors clair que H ⊂ N .

De plus

(VI.4.4.1) V =
⊕

ḡ∈G/H

π(g) ·W,

ce qui montre que π ' indGH(ρH). Plus précisément, la décomposition

(VI.4.4.1) est une décomposition en sous-représentations irréductibles de

H , et π est isomorphe à l’induite de n’importe quelle de ces composantes.

Il s’ensuit que m, la multiplicité de ρ dans Res G
0Gπ est égale à [N : H ].

Introduisons maintenant un autre sous-groupe de G contenant 0G.

Rappelons pour cela quelques éléments de la dualité entre tore complexes

et réseaux. Si U est un tore complexe, le groupe de ses caractères algé-

briques X∗(U) est un réseau (un Z-module libre de rang la dimension de

U) et C[X∗(U)] est l’algèbre des fonctions polynomiales sur U. Si J est

(2)Attention, l’égalité qui suit est une égalité de 0G-modules, mais pas de A-modules



230 CHAPITRE VI. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

un sous-groupe fini de U, le quotient U/J est encore un tore complexe, et

X∗(U/J) s’identifie au sous-réseau L deX∗(U) des caractères triviaux sur

J . L’algèbre des fonctions polynomiales sur U/J est C[L] ' C[X∗(U)]J .

Appliquons ceci à X (G), qui d’après V.2.4 est un tore dont le groupe

des caractères algébriques est Λ(G) = G/0G et à son sous-groupe fini

(voir V.2.7)

X (G)(π) = {ω ∈ X (G) | π ⊗ ω ' π}.

Le groupe des caractères algébriques du tore X (G)/X (G)(π) est donc un

sous-réseau de Λ(G) = G/0G, que nous pouvons voir comme un sous-

groupe de G contenant 0G. Plus explicitement, il s’agit du groupe :

T =
⋂

ω∈X (G)(π)

kerω.

Si ω ∈ X (G)(π) alors la restriction de ω à Z(G) est triviale, d’où
0GZ(G) ⊂ T et donc T est d’indice fini dans G.

Remarque. — La dualité entre tores et réseaux montre que X (G)(π)

consiste exactement en les éléments de X (G) dont la restriction à T est

triviale. De plus l’algèbre des fonctions polynomiales sur X (G)/X (G)(π)

est alors C[T/0G] ' C[Λ(G)]X (G)(π). D’autre part, rappelons (remarques

VI.3.3) que le tore X (G)/X (G)(π) s’identifie à la variété Irr(G)[π]. L’al-

gèbre des fonctions polynomiales sur Irr(G)[π] s’identifie donc à C[T/0G].

Lemme. — On a T ⊂ H ⊂ N avec [N : H ] = [H : T ] = m. Soit ρT la
restriction de ρH à T . Alors, toute composante irréductible de ResGT (π)

dont la restriction à 0G contient ρ est isomorphe à ρT . Le morphisme de
restriction

(VI.4.4.2) HomT (ρT ,ResGT (π))→ Hom0G(ρ,Res G
0G(π))

est un isomorphisme.

Démonstration. Nous avons déjà vu que H ⊂ N avec [N : H ] = m.

Montrons que T ⊂ H : soit ω ∈ X (G). On a alors

π ⊗ ω ' (indGHρH)⊗ ω ' indGH(ρH ⊗ ω|H).
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Par conséquent, si ω|H est trivial, π ⊗ ω ' π, donc ω ∈ X (G)(π) et par

conséquent ω|T = 1. La dualité entre tore et réseaux montre qu’alors

T ⊂ H .

Soit (τ, E) une composante irréductible de la restriction de π à T dont

la restriction à 0G possède une composante ρ-isotypique non triviale.

Comme ρ est aussi égale à la restriction de ρT à 0G, ceci signifie que l’on

a

Hom0G(Res T
0GρT ,Res T

0Gτ) 6= {0}.

D’après la proposition VI.3.2 (iii) (plus précisément, il s’agit de constater

que la démonstration du point c) ⇒ b) s’adapte sans difficulté à notre

contexte), il existe un caractère η de T , trivial sur 0G tel que

τ ' ρT ⊗ η.

La représentation τ est contenue dans la restriction à T d’une composante

irréductible, disons τ̃ , de la restriction de π à H . On a

τ̃ ' ρH ⊗ η̃

pour un certain caractère non ramifié η̃ de H prolongeant η (on applique

encore le point c)⇒ b) de la proposition VI.3.2, (iii)). On en déduit que

π ' indGH(ρH⊗ η̃), puisque ρH⊗ η̃ est isomorphe à l’une des composantes

de la décomposition (VI.4.4.1). Prolongeons à nouveau η̃ en un caractère

non ramifié η̂ de G. Alors η̂|T = η et

π ' indGH(ρH ⊗ η̃) ' (indGHρH)⊗ η̂ = π ⊗ η̂.

Ceci montre que η̂ ∈ X (G)(π) donc η̂|T = 1. Par conséquent, η = 1 et

τ ' ρT .

Utilisons maintenant l’isomorphisme d’adjonction

(VI.4.4.3) HomT (ρT ,ResGT (π)) = HomG(indGT (ρT ), π).

Montrons que ce qui précède implique que le membre de gauche est de

dimension m. En effet, la restriction à 0G définit une application natu-

relle de HomT (ρT ,ResGT (π)) vers Hom0G(ρ,Res G
0Gπ), puisque les espaces

de ρ et de ρT sont les mêmes. Réciproquement, on vient de montrer que

tout morphisme de Hom0G(ρ,Res G
0G(π)) se prolonge de manière unique en

un morphisme T -équivariant. Les deux espaces sont donc isomorphes (en
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tant qu’espaces vectoriels), et ceci démontre (VI.4.4.2) et l’assertion. In-

téressons nous maintenant au membre de droite de l’isomorphisme d’ad-

jonction. On a, comme H/T est abélien, fini,

indHT (ρT ) '
⊕

ξ∈HomZ(H/T,C×)

ρH ⊗ ξ.

Chaque ξ ∈ HomZ(H/T,C×) se prolonge en un caractère non ramifié ξ̂

de G trivial sur T , et par conséquent dans X (G)(π). Il s’ensuit que

indGT (ρT ) ' indGH(indHT (ρT )) ' indGH(⊕ξρH ⊗ ξ)

'
⊕

ξ

indGH(ρH ⊗ ξ) =
⊕

ξ

indGH(ρH)⊗ ξ̂

= [H : T ] π.

Le membre de droite de (VI.4.4.3) est donc de dimension [H : T ], et donc

[H : T ] = m.

Nous allons maintenant décrire le centre Z de l’algèbre A.

Théorème. — Le centre de A = H(N, ρ) est Z = H(T, ρ). En particu-
lier, A est un Z-module libre de rang m2.

Démonstration. Soit φ ∈ A. Ecrivons le support de φ comme une union

disjointe de classes à droite 0Ggi, i = 1, . . . r et φ comme une somme

φ = φ1 + · · ·+ φr où Supp φi = 0Ggi. Nous avons décrit dans la section

VI.4.3 l’algèbre A comme une algèbre de polynômes de Laurent tordue.

La décomposition de φ ci-dessus correspond à une décomposition d’un

polynôme en monômes. Il est alors clair que φ est dans Z si et seulement

si chaque φi est dans Z. On peut donc supposer que le support de φ est

constitué d’une seule classe 0Gg.

Supposons que φ ∈ Z et montrons que φ ∈ H(T, ρ), c’est-à-dire que g ∈

T . Pour tout ω ∈ X (G), φ agit sur le A-module simple Hom0G(ρ, π ⊗ ω)

par un certain scalaire, que nous allons noter λω(φ). L’inclusion ι : W →

V définit un élément de Hom0G(ρ, π⊗ω). On a alors, d’après la définition

de l’action de A sur Hom0G(ρ, π ⊗ ω),

(VI.4.4.4) λω(φ)w = (ι · φ)(w) = π(g−1)ω(g−1)(φ(g)w), (w ∈W ).
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En particulier, si ω est trivial, λtriv(φ)π(g) = φ(g). Comme φ est inver-

sible, λtriv(φ) 6= 0 et donc g ∈ H . Supposons maintenant que π⊗ ω ' π.

Alors λω(φ) = λtriv(φ) et ceci entraîne que ω(g) = 1, pour tout ω ∈

X (G)(π), d’où g ∈ T .

Notre but est maintenant de montrer la réciproque, c’est-à-dire que si

g ∈ T , alors φ ∈ Z. Soit n un élément de N . D’après le lemme précédent,

ρnT ' ρT . Soit Tn un opérateur d’entrelacement entre ρT et ρnT et Fn =

π(n)Tn. On a alors pour tout w ∈W et tout h ∈ 0G :

Fn ◦ ρ(h)(w) = π(n) ◦ Tn ◦ ρ(h)(w) = π(n) ◦ ρ(n−1hn) ◦ Tn(w)

= π(hn) ◦ Tn(w) = π(h) ◦ Fn(w)(VI.4.4.5)

et donc Fn est dans Hom0G(ρ, π). On peut montrer facilement grâce à

(VI.4.4.1) que lorsque n varie dans un système de représentants T de

N/H , l’ensemble des Fn ainsi obtenus est une base de Hom0G(W,V ).

Pour g ∈ T , φ(g) est égal, à un facteur scalaire non nul près, à ρT (g). On

peut renormaliser φ pour avoir φ(g) = ρT (g), ce que l’on suppose dans la

suite. On a, pour tout w ∈ W , pour tout n ∈ T , et tout ω ∈ X (G), par

définition de l’action à droite de A sur Hom0G(ρ, π ⊗ ω),

(Fn · φ)(w) = ω(g−1)π(g−1) ◦ Fn(φ(g) · w)(VI.4.4.6)

= ω(g−1)π(g−1) ◦ π(n) ◦ Tn(ρT (g) · w)

= ω(g−1)π(g−1) ◦ π(n) ◦ ρT (n−1gn)Tn(w)

= ω(g−1)π(n) ◦ Tn(w) = ω(g−1)Fn(w)

et donc φ agit sur Hom0G(ρ, π ⊗ ω) par multiplication par ω(g−1). En

particulier, φ agit par multiplication par un scalaire sur tout A-module

à droite simple. On en déduit que φ ∈ Z. En effet, l’image de φ par

l’injection du lemme VI.4.3 est centrale. On sait que [N : T ] = m2.

Choisissons un système de représentants n1, . . . , nm2 des classes à droite

de T dans N et pour chaque i, 1 ≤ i ≤ m2, une fonction non nulle φi dans

A = H(N, ρ) de support 0Gni. On vérifie facilement grâce aux propriétés

des supports (VI.4.3.1) que (φi)1≤i≤m2 est une base de A sur son centre

H(T, ρ).

Nous pouvons tirer une autre conséquence importante des résultats

ci-dessus :
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Corollaire. — La C-algèbre A est noethérienne.

Démonstration. En effet, Z est isomorphe à une algèbre de polynômes

de Laurent à plusieurs variables, donc noethérienne ([23], 3.6.2). D’autre

part, A est un module de type fini sur Z. On conclut grâce à ([23], 3.6.1).

La catégorie M(G)[π] est donc équivalente à la catégorie des modules à

droite sur une algèbre noethérienne.

Proposition. — Pour tout g ∈ T , notons ψg l’élément de Z dont le sup-
port est 0Gg−1 normalisée comme ci-dessus, c’est-à-dire que ψg(g−1) =

ρT (g−1). Alors l’application g 7→ ψg induit un isomorphisme C[T/0G] '

Z. Ceci montre que Z est isomorphe à l’algèbre des fonctions de la va-
riété Irr(G)[π].

Démonstration. Le fait que g 7→ ψg induise un isomorphisme C[T/0G] '

Z résulte facilement de (VI.4.3.2). Nous avions remarqué en VI.4.4 que

l’algèbre des fonctions sur Irr(G)[π] est C[T/0G]. La dernière assertion

en découle.

Pour conclure cette section, récapitulons les résultats obtenus sur le

centre deM(G)[π]. L’équivalence de catégories entreM(G)[π] et A−mod

montre que le centre de M(G)[π] est isomorphe à Z, le centre de A.

D’autre part, Z est isomorphe à l’algèbre des fonctions polynomiales

sur la variété Irr(G)[π]. On obtient donc une description du centre de

M(G)[π] comme algèbre des fonctions polynomiales sur Irr(G)[π]. Les

isomorphismes ci-dessus ne sont pas canoniques : Irr(G)[π] est décrit

comme espace homogène pour X (G), et ceci dépend du choix d’un point

de base (ici π) dans la classe d’inertie [π]. D’autre part, nous avons choisi

un progénérateur particulier de M(G)[π], dont dépend la définition de

l’algèbre R, et donc celle de A. Dans la section suivante, nous verrons

comment rendre cette description indépendante des choix.
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VI.4.5. Le centre deM(G)[π] : conclusion. — Soit M un A-module

à droite simple. Le centre Z de A agit par un caractère λM : Z → C.

Posons IM = kerλM , de sorte que IMA soit contenu dans l’annulateur

de M . Le morphisme de structure

φM : A → EndC(M)

induit un morphisme d’algèbres, surjectif d’après le théorème de Burnside

([34], corollaire XVII.3.3) :

φ̃M : IMA\A → EndC(M).

Remarquons que IMA\A est de dimension m2 sur C car A est libre sur Z

de rang m2, et IM\Z ' C. Comme EndC(M) est aussi de dimension m2,

on en déduit que φ̃M est un isomorphisme d’algèbres. De plus EndC(M)

est isomorphe en tant que EndC(M)-module à droite à une somme de m

copies de M . On en déduit qu’il en est de même de IMA\A. Il s’ensuit

que M est déterminé entièrement par l’action de Z, où plus précisément

par l’idéal IM de Z. Réciproquement, pour tout idéal maximal I de Z,

le A-module à droite de type fini IA\A admet un quotient simple M ,

I = IM et IA\A ' mM . En résumé, si MI désigne l’unique facteur de

composition simple du A-module à droite semi-simple IA\A, alors

I 7→MI , SpecMax(Z)→ Irr(A).

définit une bijection entre l’ensemble des idéaux maximaux de Z et l’en-

semble des classes d’isomorphismes de A-modules à droite simples. Ceci

munit Irr(A) d’une structure de variété algébrique affine sur C, d’algèbre

de fonctions Z.

L’équivalence de catégories entre mod−A etM(G)[π] induit donc un

isomorphisme d’algèbres entre Z et le centre Z[π] de la catégorieM(G)[π],

que nous notons φ 7→ zφ. Cette équivalence induit aussi une bijection

entre Irr(A) et Irr(G)[π].

Pour tout I ∈ SpecMax(Z), le module IA\A dans mod−A corres-

pond au module

(IA\A)⊗A Π ' Π/IΠ.

Il existe une unique représentation irréductible (à isomorphisme près) πI
dansM(G)[π] telle que Π/IΠ ' mπI . Notons λI le morphisme d’algèbres
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de Z dans C tel que ker λI = I. Soit φ ∈ Z. Alors φ agit sur MI par

multiplication par λI(φ). On en déduit que zφ agit sur πI par ce même

scalaire λI(φ).

Proposition. — Soient z ∈ Z[π] et soit τ ∈ Irr(G)[π]. Interprétons z
comme un élément de l’algèbre des fonctions de la variété algébrique af-
fine Irr(G)[π]. Alors l’évaluation de z au point τ est le scalaire z(τ) par
lequel z agit sur τ .

Démonstration. Soient ω ∈ X (G) et x ∈ T . Il suffit de démontrer l’as-

sertion dans le cas où z = zψx , ψx étant l’élément de Z défini dans la

proposition VI.4.4. D’après (VI.4.4.4), la fonction ψx agit sur le module

à droite simple Hom0G(ρ, π⊗ω) par le scalaire ω(x). Ainsi, l’élément zψx

agit par le scalaire ω(x) sur π ⊗ ω.

Notons une autre conséquence de tout ceci :

Corollaire. — La catégorie M(G)[π] est indécomposable.

Démonstration. Lorsqu’un catégorie abélienne se scinde en une somme

directe de deux catégories, les projections sur l’un et l’autre des facteurs

sont des idempotents dans le centre de la catégorie. Comme Z est un

anneau intègre (d’après le lemme VI.4.3), il ne contient aucun élément

idempotent non trivial.

VI.5. Représentation induites

On fixe dans tout ce qui suit un sous-groupe parabolique minimal

P∅ = M∅N∅ de G. On adopte les notations du chapitre V, en particulier

WG = W (A∅) = NG(A∅)/ZG(A∅) = NG(A∅)/M∅.

VI.5.1. Le lemme géométrique. — Dans cette section, nous allons

montrer le résultat suivant :
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Théorème. — Soient P = MN et Q = LU des sous-groupes parabo-
liques de G et soit (τ, E) une représentation lisse de M(M). La repré-
sentation

rGQ i
G
P (τ, E)

de L admet une filtration dont les composantes du gradué associé sont
isomorphes à

(iLL∩w−1·P ◦ w ◦ r
M
w·Q∩M)(τ, E),

où w décrit la partie WQ,P de G définie en V.4.7.

Remarques. — 1. L’ensemble WQ,P est un système de représentants

dans G des doubles classes P\G/Q. D’après les propriétés de WQ,P éta-

blies en V.4.7 L ∩ w−1 · P est un sous-groupe parabolique de L de dé-

composition de Lévi

L ∩ w−1 · P = (L ∩ w−1 ·M)(L ∩ w−1 ·N),

et w ·Q ∩M est un sous-groupe parabolique de M de décomposition de

Lévi

w ·Q ∩M = (w · L ∩M)(w · U ∩M).

— 2. On a noté simplement w le foncteur d’oubli

σ 7→ wσ, M(w · L ∩M)→M(L ∩ w−1 ·M)

associé à l’isomorphisme L∩w−1 ·M → w·L∩M induit par la conjugaison

par w (cf. l’exemple III.2.1). Nous attirons l’attention du lecteur sur le

fait que de nombreux auteurs préfèrent le noter w−1.

Nous allons d’abord formuler ce résultat de manière plus précise. Consi-

dérons l’espace quotient t.d. X = P\G muni de l’action de G par trans-

lation à droite :

G×X → X, (g, Ph) 7→ Phg−1.

Le sous-groupe parabolique Q agit sur X avec un nombre fini d’orbites

Z1, . . . , Zk (corollaire V.4.3). D’après la proposition II.3.3, ces orbites

sont toutes localement fermées dans X. De plus, on peut supposer que

cette numérotation des orbites est telle que les ensembles

Y1 = Z1, Y2 = Z1 ∪ Z2, . . . , Yk = Z1 ∪ Z2 ∪ . . . ∪ Zk = X
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sont des ouverts de X. On supposera que tel est le cas dans la suite.

Fixons une Q-orbite Z dans X, et un point Pz de cette orbite, avec

z ∈ WQ,P . Notons pour abréger ι l’automorphisme Int(z) de G. Posons

M ′ = M ∩ ι(L), L′ = L∩ ι−1(M), N ′ = M ∩ ι(U), U ′ = L∩ ι−1(N).

Alors P ′ = M ′N ′ est un sous-groupe parabolique de M , Q′ = L′U ′ est un

sous-groupe parabolique de L et M ′ = ι(L′). Posons aussi U ′′ = ι−1(N ′),

de sorte que Q′′ = L′U ′′ soit un sous-groupe parabolique de ι−1(M). Nous

avons à notre disposition les foncteurs

rMP ′ : M(M)→M(M ′), iLQ′ : M(L′)→M(L).

Définissons alors le foncteur ΦZ par

ΦZ : M(M)→M(L), ΦZ = iLQ′ ◦ ι ◦ rMP ′ .

Nous notons ici encore ι le foncteur d’oubli associé à l’isomorphisme

ι : L′ → M ′. c’est-à-dire le foncteur qui a toute représentation (σ,E)

de M(M ′) associe la représentation (ισ,E) de L′ avec les notations de

l’exemple III.2.1.

On peut maintenant reformuler le théorème de la manière (plus précise)

suivante. Les notations sont les mêmes que ci-dessus.

Théorème. — (reformulation) Le foncteur

F = rGQ i
G
P : M(M)→M(L)

admet une filtration par des sous-foncteurs

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fk = F

telle que Fi/Fi−1 ' ΦZi
, i = 1, . . . , k.

Précisons qu’un sous-foncteur d’un foncteur F d’une catégorie C à

valeurs dans une catégorie de modules D est un foncteur G de C dans D

tel que pour tout objet X de C, G(X) est un sous-module de F (X).

Démonstration. Soit Y une partie ouverte Q-invariante de X. Pour toute

représentation lisse (σ,E) de M , réalisons comme en III.2.2 l’espace de

la représentation induite iGP (σ,E) comme un espace de fonctions sur G,
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et considérons le sous-espace iY (E) de iGP (E) constitué des fonctions f à

support dans PY où

PY = {g ∈ G |Pg ∈ Y }.

Remarquons au passage que PY est une partie ouverte de G, en tant

qu’image réciproque d’une partie ouverte par une application continue,

en l’occurrence la projection canonique de G dans X. Il est clair que

iY (E) est stable sous l’action de Q obtenue sur iGP (E) par restriction de

l’action de G. On peut donc appliquer à iY (E) le foncteur rU = jU⊗δ
1/2
U ,

et former

FY (E) = rU(iY (E)).

Comme le foncteur rU est exact, rU(iY (E)) est une sous-représentation

de F (E) = rU(iGP (E)). Autrement dit, FY est un sous-foncteur de F .

Proposition. — Soient Y et Y ′ deux parties ouvertes Q-invariantes de
X. On a alors, avec les notations évidentes

FY ∩Y ′ = FY ∩ FY ′ , FY ∪Y ′ = FY + FY ′ , F∅ = 0, FX = F.

Démonstration. Comme d’après la proposition VI.1.2, le foncteur rU est

exact, il suffit de montrer que

iY ∩Y ′ = iY ∩ iY ′ , iY ∪Y ′ = iY + iY ′ , i∅ = 0, iX = iGP .

Les deux dernières égalités sont triviales. De plus, on a

P (Y ∪ Y ′) = PY ∪ PY ′, P (Y ∩ Y ′) = PY ∩ PY ′.

Ceci montre que iY ∩Y ′ = iY ∩ iY ′ et iY + iY ′ ⊂ iY ∪Y ′. Il reste à montrer

que iY ∪Y ′ ⊂ iY + iY ′ . Soit f dans iY ∪Y ′ . Soit W une partie compacte

de G tel que Supp f ⊂ PW , et soit W̄ l’image de W dans P\G. On a

donc W̄ ⊂ Y ∪ Y ′. Or il existe deux fonctions g1 et g2 respectivement

dans C∞(Y ) et C∞(Y ′) telles que g1 + g2 ≡ 1 sur W̄ . On a alors f =

f(g1 ◦ p) + f(g2 ◦ p), avec f(g1 ◦ p) ∈ iY et f(g2 ◦ p) ∈ iY ′ . Construisons

ces fonctions g1 et g2. Recouvrons W̄ par des ouverts (Ux)x∈W̄ tel que

x ∈ Ux ⊂ Y si x ∈ Y et x ∈ Ux ⊂ Y ′ si x ∈ Y ′. Extrayons de ce

recouvrement de W̄ par les (Ux)x∈W̄ , un recouvrement fini subordonné

par des ouverts compacts disjoints (Ui) (cf. lemme II.1.1). Prenons pour

g1 la somme des fonctions caractéristiques des ouverts Ui ⊂ Y et pour
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g2 la somme des fonctions caractéristiques des ouverts Ui ⊂ Y ′ moins

la somme des fonctions caractéristiques des ouverts Ui ⊂ Y ∩ Y ′. Ces

fonctions ont alors les propriétés voulues.

Grâce à cette proposition, nous pouvons étendre la définition du fonc-

teur FY au cas où Y est seulement une partie localement fermée Q-

invariante de X de la manière suivante : écrivons

Y = T ∩ V

où T est fermé dans X et V est ouvert. En remplaçant T par
⋂
g∈Q g · T

et V par
⋃
g∈Q g · V , on voit que l’on peut supposer T et V invariants

sous l’action de Q. Posons Y1 = (X \ T ) ∩ V . On a Y ∩ Y1 = ∅, Y ∪ Y1

est ouvert dans X, et Y1 est Q-invariante. Posons alors FY = FY ∪Y1/FY1 .

La proposition montre que les foncteurs ainsi construits pour différents

choix de Y1 sont naturellement isomorphes.

D’autre part, le foncteur FY peut-être décrit comme la composition

(VI.5.1.1) FY = rU ◦ iY = rU ◦ Γc ◦ R
X,G
Y,Q ◦ I

G
P ◦ δ

−1/2
N ◦ FMP

où

IGP :M(P ) −→ C∞X,G −Mod,

RX,G
Y,Q : C∞X,G −Mod −→ C∞Y,Q −Mod

Γc : C∞Y,Q −Mod −→M(Q)

sont les foncteurs définis en III.3.2. En effet, que FY soit égal à cette

composition est clair si Y est une partie ouverte Q-invariante de X, et

le cas d’une partie localement fermée découle alors de la proposition ci-

dessus et de la proposition II.2.

Avec les notations du théorème, nous voyons maintenant que le fonc-

teur F admet une filtration

0 = F0 ⊂ FY1 ⊂ FY2 ⊂ . . . ⊂ FYk
= F

et que pour tout i = 1, . . . , k, Fi/Fi−1 = FZi
. Il s’agit donc de montrer que

pour toute Q-orbite Z dans X, on a un isomorphisme naturel ΦZ ' FZ .

Posons P̂ = ι−1(P ), M̂ = ι−1(M), N̂ = ι−1(N). Exprimons les fonc-

teurs ΦZ et FZ en termes de foncteurs similaires définis en remplaçant
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P,M,N par P̂ , M̂ , N̂ . L’automorphisme ι de G induit des équivalences

de catégories (que l’on notera toutes encore ι)

ι : M(G)→M(G), M(M)→M(M̂), M(M ′)→M(L′).

Il est clair que l’on a

ι−1 ◦ rM̂Q′′ ◦ ι = rMP ′ ,

d’où,

ΦZ = iLQ′ ◦ ι ◦ rMP ′ = iLQ′ ◦ ι ◦ ι−1 ◦ rM̂Q′′ ◦ ι = iGQ′ ◦ rM̂Q′′ ◦ ι.

Posons Ẑ = P̂Q ∈ P̂\G/Q et définissons le foncteur ΦẐ = iGQ′ ◦ rM̂Q′′ :

M(M)→M(L). On a alors

Φ = ΦẐ ◦ ι.

De même, ι induit un homéomorphisme

ι : P̂\G→ P\G, P̂g 7→ P · zg.

Appelons encore ι−1 le foncteur d’image inverse

ι−1 : C∞P\G −Mod −→ C∞
P̂\G
−Mod

pour cet homéomorphisme. Remarquons que l’orbite PzQ a pour image

réciproque la partie P̂Q de P̂\G.

Il est clair qu’avec ces notations, on a ι−1 ◦ IGP ◦ ι = IG
P̂

, d’où

FZ = rU ◦ Γc ◦ R
X,G
Z,Q ◦ ι

−1 ◦ IG
P̂
◦ ι ◦ δ−1/2

N ◦ FMP .

D’autre part, on a aussi évidemment ι◦FMP = F M̂
P̂
◦ι et ι◦δ−1/2

N = δ
−1/2

N̂
◦ι

d’où finalement :

FZ = rU ◦ Γc ◦ R
X,G
Z,Q ◦ ι

−1 ◦ IG
P̂
◦ δ−1/2

N̂
◦ F M̂

P̂
◦ ι.

Notons FẐ = rU ◦ Γc ◦ R
X,G
Z,Q ◦ ι

−1 ◦ IG
P̂
◦ δ−1/2

N̂
◦ F M̂

P̂
, de sorte que

FZ = FẐ ◦ ι. Posons aussi IẐ = Γc ◦ R
X,G
Z,Q ◦ ι

−1 ◦ IG
P̂

, de sorte que

FẐ = rU ◦ IẐ ◦ δ
−1/2

N̂
◦ F M̂

P̂
. L’on s’est ainsi ramené à montrer que FẐ

est naturellement isomorphe à ΦẐ . Pour cela, nous allons analyser le

diagramme de foncteurs suivant.
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L

M̂ ∩Q
ε1 // M̂ ∩Q
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P̂∩Q
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N̂∩Q
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r
M̂∩U

��;
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L ∩ P̂
ε2 // L ∩ P̂

IndL
L∩P̂
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L∩P̂

⊗δ
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Les catégories de départ et d’arrivée des foncteurs sont représentées par

les sommets de ce graphe. Le sommet indicé par un groupe H représente

la catégorie des représentations lissesM(H). Les flèches représentent les

foncteurs. Celles en pointillés n’interviennent pas directement dans ce qui

suit et doivent être considérées comme décoratives. Le foncteur FẐ est

obtenu en suivant le chemin “du haut” menant de M à L, et le foncteur

ΦẐ est obtenu en suivant le chemin “du bas”, à ceci près que nous avons

introduit une torsion par les caractères ε1 = δ
−1/2

N̂
δ
1/2

N̂∩Q
de M̂ ∩ Q et

ε2 = δ
−1/2
U δ

1/2

U∩P̂
de P̂ ∩L . Pour montrer que ces foncteurs sont naturelle-

ment isomorphes, nous allons montrer que chaque petit sous-diagramme

à quatre (ou trois pour celui du haut) sommets est commutatif à isomor-

phisme naturel près, puis que les effets de ε1 et ε2 se compensent. Ceci

est évidemment suffisant. Nous expliquerons les notations non encore in-

troduites de ce diagramme au cours de la démonstration.

Commençons par le diagramme

P̂ = M̂N̂
F P̂

P̂∩Q

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUU

M̂

FM̂
P̂

⊗δ
−1/2

N̂

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

FM̂
M̂∩Q

""EE
EE

EE
EE

E P̂ ∩Q

M̂ ∩Q
ε1 // M̂ ∩Q

FM̂∩Q

P̂∩Q
⊗δ

−1/2

N̂∩Q
::uuuuuuuuu

On a, grâce aux propriétés des représentants choisis (cf. V.4.7),

P̂ ∩Q = (M̂ ∩ L)(N̂ ∩ L)(M̂ ∩ U)(L̂ ∩Q).

Comme les groupes N̂ , U sont réunions de leur sous-groupes ouverts com-

pacts, tous les caractères modulaires intervenant dans ce diagramme sont

triviaux sur ces groupes. Il suffit donc de voir comment agit un élément

l de M̂ ∩L sur les représentations obtenues à partir d’une représentation

lisse (σ,E) de M̂ , d’une part en suivant le chemin du haut, et d’autre

part celui du bas. Pour la première, l agit par δ
−1/2

N̂
(l)σ(l) et pour la

seconde par ε1(l)δ
−1/2

N̂∩Q
σ(l). Or

ε1δ
−1/2

N̂∩Q
= δ

−1/2

N̂
δ
1/2

N̂∩Q
δ
−1/2

N̂∩Q
= δ

−1/2

N̂
,
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ce qui prouve la commutativité du diagramme.

Considérons maintenant le diagramme

P̂ ∩Q
r
P̂∩U

$$HHHHHHHHH

M̂ ∩Q

FM̂∩Q

P̂∩Q
⊗δ

−1/2

N̂∩Q
::uuuuuuuuu

r
M̂∩U $$JJJJJJJJJ

L ∩ P̂

M̂ ∩ L
FM̂∩L

L∩P̂
⊗δ

−1/2

N̂∩L

::uuuuuuuuu

Le foncteur rP̂∩U est le foncteur jP̂∩U tordu par le caractère δ
1/2

P̂∩U
et le

foncteur rM̂∩U est le foncteur jM̂∩U tordu par le caractère δ
1/2

M̂∩U
. Soit

(σ,E) une représentation lisse de M̂ ∩Q. Vérifions tout d’abord que les

représentations π1 et π2 de L ∩ P̂ obtenues respectivement en suivant le

chemin du haut et celui du bas dans le diagramme agissent bien dans le

même espace. L’espace de π1 est E quotienté par l’espace engendré par

les vecteurs de la forme

σ(u)δ
−1/2

N̂∩Q
(u) · v − v, (v ∈ E), (u ∈ P̂ ∩ U).

Mais comme P̂ ∩ U = (M̂ ∩ U)(N̂ ∩ U) et que N̂ ∩ U agit trivialement,

cet espace est en fait l’espace engendré par les vecteurs de la forme

σ(u)δ
−1/2

N̂∩Q
(u) · v − v, (v ∈ E), (u ∈ M̂ ∩ U).

D’autre part, M̂ ∩U étant réunion de ses sous-groupe ouverts compacts,

δ
−1/2

N̂∩Q
(u) = 1 pour tout u ∈ M̂ ∩ U . Finalement, l’espace de π1 est le

quotient de E par l’espace engendré par les vecteurs de la forme

σ(u) · v − v, (v ∈ E), (u ∈ M̂ ∩ U),

et ceci est aussi l’espace de π2. Il s’agit maintenant de calculer dans les

deux cas le caractère tordant l’action induite par σ sur ce quotient. Pour

π1, c’est δ
−1/2

N̂∩Q
δ
1/2

P̂∩U
et pour π2 c’est δ

−1/2

N̂∩L
δ
1/2

M̂∩U
. Comme δN̂∩Q = δN̂∩UδN̂∩L

et δ
1/2

P̂∩U
= δ

1/2

M̂∩U
δ
−1/2

N̂∩U
, on voit que l’on a bien π1 = π2.

Passons maintenant à
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(VI.5.1.2) Q = LU
rU

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSS

P̂ ∩Q

indQ

P̂∩Q

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjj

r
P̂∩U

$$II
III

III
I

L

L ∩ P̂
ε2 // L ∩ P̂

IndL
L∩P̂

=={{{{{{{{{

Nous allons nous placer dans un contexte un peu plus général, qui par

spécialisation entraînera la commutativité d’une version sans les twists

du diagramme ci-dessus. On adopte localement de nouvelles notations :

Soient J un groupe t.d., H un sous-groupe fermé et N un sous-groupe

fermé distingué réunion de ses sous-groupes ouverts compacts (donc en

particulier N est unimodulaire) et supposons que HN soit fermé. Soit

(σ,E) une représentation lisse de H . Considérons la représentation

(jH∩N , EH∩N) de L′ = H/H ∩N ' HN/N ⊂ J/N.

Nous affirmons qu’on a alors un isomorphisme naturel

(VI.5.1.3) jN ◦ indJH(σ,E) ' ind
J/N
HN/N (jH∩N (σ,E)⊗ δ−1),

où δ est le caractère modulaire de H sur H ∩N\N .

Nous allons maintenant prouver (VI.5.1.3) en donnant la forme expli-

cite de l’isomorphisme naturel.

Pour tout v ∈ E, notons v̄ son image dans jH∩N (E). Comme toute

fonction f ∈ indJH(E) est à support compact modulo H , pour tout j ∈ J ,

la fonction (r(j) · f)|N est à support compact modulo H ∩ N . De plus,

quels que soient h ∈ H ∩N , n ∈ N et j ∈ J , on a

f(hnj) = σ(h) · f(nj) = f(nj),

et donc (r(j) · f)|N ∈ D(H,H ∩ N, δH∩N\N = 1). Ainsi, ayant fixé une

mesure invariante sur H ∩N\N au sens de la section II.3.9 l’intégrale

f̄(j) :=

∫

H∩N\N

f(nj) dνH∩N\N (n)

est bien définie.
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On a pour tout u ∈ N , pour tout j ∈ J , en utilisant l’invariance à
droite de la mesure νH∩N\N ,

f̄(uj) =

∫

H∩N\N
f(nuj) dνH∩N\N (n) =

∫

H∩N\N
f(nj) dνH∩N\N (n) = f̄(j).

On peut ainsi considérer f̄ comme une fonction sur N\J = J/N (N est

distingué).

Pour tout h ∈ H , pour tout j ∈ J ,

f̄(hj) =

∫

H∩N\N
f(nhj) dνH∩N\N (n) =

∫

H∩N\N
f(h(h−1nh)j) dνH∩N\N (n)

=

∫

H∩N\N
δ−1(h)σ(h) · f(nj) dνH∩N\N (n) = δ−1(h)σH∩N (h) · f̄(j).

La fonction f̄ est clairement à support compact modulo HN dans J . Il

découle de ce qui précède que f 7→ f̄ définit une application de indJH(σ,E)

dans ind
J/N
HN/N (jH∩N (σ,E)⊗ δ−1). C’est clairement un J-morphisme, et il

se factorise en un J/N -morphisme

(VI.5.1.4) jN(indJH(σ,E))→ ind
J/N
HN/N (jH∩N (σ,E)⊗ δ−1) jN(f) 7→ f̄ .

Montrons maintenant la surjectivité de f 7→ f̄ . Rappelons que

ind
J/N
HN/N (jH∩N (E)⊗ δ−1)

est l’ensemble des fonctions

φ : J/N → jH∩N (E)

lisses à support compact modulo HN/N dans J/N telles que, si x̄ désigne

l’image de x ∈ J dans J/N ,

φ(h̄n̄j̄) = δ−1(h)σH∩N (h̄n̄)φ(j̄), (j̄ ∈ J/N), (h̄n̄ ∈ HN/N)

que l’on peut donc identifier à l’ensemble des fonctions

φ : J → jH∩N (E)

lisses à support compact modulo HN dans J telles que

φ(hnj) = δ−1(h)σH∩N (h̄)φ(j), (j ∈ J), (h ∈ H), (n ∈ N).
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De telles fonctions sont obtenues de la manière suivante : fixons un

élément v de E et un élément x de J . Alors il existe un sous-groupe

ouvert compact K0 de J tel que la formule

(VI.5.1.5) φ(hnxk) = δ−1(h)σH∩N(h) · v̄, (h ∈ H), (n ∈ N), (k ∈ K0)

définisse bien une fonction φ de ind
J/N
HN/N (jH∩N (E)⊗ δ−1) à support dans

l’ouvert HNxK0. Pour cela, il faut s’assurer que si

(VI.5.1.6)

h1n1xk1 = h2n2xk2, (h1, h2 ∈ H), (n1, n2 ∈ N), (k1, k2 ∈ K0)

alors

(VI.5.1.7) δ−1(h1)σH∩N(h1) · v̄ = δ−1(h2)σH∩N(h2) · v̄

Or (VI.5.1.6) équivaut à

h−1
2 h1 = n2xk2k

−1
1 x−1n−1

1

= xk2k
−1
1 x−1((xk2k

−1
1 x−1)−1n2(xk2k

−1
1 x−1))n−1

1 .(VI.5.1.8)

Donc h = h−1
2 h1 s’écrit h = xkx−1n pour un certain k in K0 et un certain

n ∈ N .

Comme v est fixé par un certain sous-groupe ouvert compact de H , il

existe un sous-groupe ouvert K de J tel que xKx−1∩H fixe v. Projetons

xKx−1 ∩H dans H/H ∩ N . L’image inverse de cette partie dans H est

(xKx−1 ∩H)(H ∩N). Prenons alors K0 ⊂ K de sorte que

(xK0x
−1)N ∩H ⊂ (xKx−1 ∩H)(H ∩N).

Alors d’après (VI.5.1.8),

h = h−1
2 h1 = xkx−1n ∈ (xKx−1 ∩H)(H ∩N)

vérifie

σH∩N (h) · v̄ = v̄.

D’autre part le caractère modulaire δ est trivial sur les sous-groupes

ouvert compacts deH et surH∩N , donc δ(h) = 1. Ceci montre (VI.5.1.7)

pour un tel choix de K0.

L’espace ind
J/N
HN/N(jH∩N (E) ⊗ δ−1) est engendré par les fonctions φ

construites de la sorte. Il suffit donc de trouver f ∈ indJH(E) telle que
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f̄ = φ pour φ, x, v, K0 comme en (VI.5.1.5). Prenons f à support dans

HxK0 telle que

f(hxk) = σ(h) · v, (h ∈ H), (k ∈ K0).

Ceci est bien défini, car si h1xk1 = h2xk2,

h−1
2 h1 = xk2k

−1
1 x−1 ∈ xK0x

−1 ∩H ⊂ xKx−1 ∩H

fixe v. Il est alors clair que

(VI.5.1.9) f̄(j) =

∫

H∩N\N

f(nj) dνH∩N\N(n)

n’est non nulle que si j ∈ NHxK0 = HNxK0. Il suffit donc de vérifier

que f̄(x) = φ(x) = v̄. Or

(VI.5.1.10) f̄(x) =

∫

H∩N\N

f(nx) dνH∩N\N(n)

et si nx = hxk, avec h ∈ H , k ∈ K, on a

h = nxkx−1 ∈ (xK0x
−1)N ∩H ⊂ (xKx−1 ∩H)(N ∩H)

et ainsi f(nx) = f(hxk) = σ(h) · v = v̄, donc

f̄(x) = c v̄,

où c est la mesure d’un certain ouvert compact dans H ∩ N\N pour la

mesure νH∩N\N . On trouve donc que f̄ est égal à un multiple scalaire non

nul de φ, ce qui suffit évidemment.

Montrons maintenant l’injectivité de (VI.5.1.4). Pour cela, montrons

tout d’abord l’assertion suivante :

- Si N0 est un sous-groupe compact de N et si K est un sous-groupe

compact de J , alors il existe un sous-groupe compact N1 de N contenant

N0 normalisé par K.

En effet, l’ensemble
⋃
k∈K kN0k

−1 est compact puisque K et N0 le sont,

il est donc contenu dans un sous-groupe compact ouvert N2 de N par

hypothèse sur N . Le groupe N1 =
⋂
k∈K kN2k

−1 contient N0, et est donc

ouvert. Il est aussi clairement compact et stable par conjugaison sous K.
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D’après la proposition III.2.9, un élément f ∈ indJH(E) est d’image

nulle dans jN(indJH(σ,E)) si et seulement s’il existe un sous-groupe ouvert

compact N0 de N tel que f soit annulé par eN0 , c’est-à-dire

(VI.5.1.11)

∫

N0

f(jn) dn = 0 (j ∈ J).

On en déduit que f ∈ indJH(E) est d’image nulle dans jN(indJH(σ,E)) si

et seulement si pour tout j ∈ J , il existe un sous-groupe ouvert compact

Nj de N tel que

(VI.5.1.12)

∫

Nj

f(nj) dn = 0.

En effet, cette condition est nécessaire, puisque Nj = jN0j
−1 convient.

Montrons qu’elle est suffisante. Si Nj vérifie (VI.5.1.12), et si K est un

sous-groupe ouvert compact de J tel queK fixe f , alors d’après l’assertion

démontrée ci-dessus, pour tout j ∈ J , on peut trouver un sous-groupe

ouvert compact N ′
j de N contenant Nj et tel que K normalise j−1N ′

jj.

Comme eN ′
j
eNj

= eN ′
j
, on a, pour tout k ∈ K,

0 = eN ′
j
eNj
· f = eN ′

j
· f =

∫

N ′
j

f(nj) dn =

∫

j−1N ′
jj

f((jnj−1)j) dn

=

∫

j−1N ′
jj

f((jnk) dn =

∫

j−1N ′
jj

f((jk(k−1nk)) dn

=

∫

j−1N ′
jj

f(jkn) dn.

Comme f est à support compact modulo H , il existe une partie com-

pacte X de J telle que Supp (f) ∈ HX, et X est recouvert par un nombre

fini de parties de la forme jlK, jl ∈ J , l = 1, . . . , m. D’après l’hypothèse

sur N , il existe un sous-groupe ouvert compact N0 de N tel que
⋂

j=1,...,l

j−1
l N ′

jl
jl ⊂ N0.

On a alors ∫

N0

f(xn) dn = 0 (x ∈ X).
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Si l’on pose

fN0(j) = (eN0 · f)(j) =

∫

N0

f(xn) dn (j ∈ J),

on voit que fN0 est à support dans HXN0. Mais par construction de N0,

pour tout x ∈ X, tout h ∈ H et tout n1 ∈ N0,∫

N0

f(hxn1n) dn = σ(h) ·

∫

N0

f(xn1n) dn = 0

et donc fN0 = 0. Ainsi (VI.5.1.12) implique (VI.5.1.11).

Supposons maintenant f̄ = 0, en particulier f̄(1) = 0, c’est-à-dire
∫

H∩N\N

f(n) dνH∩N\N (n) = 0.

Comme f est à support compact modulo H , f|N est à support compact

modulo H ∩N . Choisissons maintenant un sous-groupe ouvert compact

N0 de N suffisamment grand, de sorte que le support de f|N soit inclus

dans (H ∩N)N0. On a alors
∫

N0

f(n) dn =

∫

N0∩H\N0

∫

N0∩H

f(n1n2) dn1 dn2

=

∫

N0∩H\N0

∫

N0∩H

f(n2) dn1 dn2

= Vol(N0 ∩H)

∫

N0∩H\N0

f(n2) dνN0∩H\N0
(n2)

=

∫

H∩N\N

f(n) dνH∩N\N(n) = 0

On a ainsi obtenu que
∫
N0
f(n) dn est d’image nulle dans jH∩N(E), et

donc il existe un sous-groupe ouvert compact N1 de H ∩N tel que

eN1 ·

∫

N0

f(n) dn = 0.

Prenons alors un sous-groupe ouvert compact N ′
0 dans N contenant

N1N0. On a
∫
N ′

0
f(n) dn = 0.

Cet argument s’applique aussi à r(j) ·f pour tout j ∈ J , ce qui montre

que pour tout j ∈ J , il existe un sous-groupe ouvert compact N ′
j de N
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tel que ∫

N ′
j

f(nj) dn = 0.

La condition (VI.5.1.12) est donc vérifiée, et ainsi jN(f) = 0, ce qui

montre l’injectivité de (VI.5.1.4).

Revenons au diagramme (VI.5.1.2) en appliquant ce qui précède à J =

Q, H = P̂ ∩ Q, N = U , J/N = Q/U ' L, L′ = H/H ∩ N ' HN/N =

P̂ ∩Q/P̂ ∩U ' P̂ ∩L. Les effets des caractères modulaires se compensent

car δ
1/2

P̂∩U
⊗ ε2 = δ−1δ

1/2
U . L’isomorphisme naturel entre rU ◦ indQ

P̂∩Q
(E) et

indL
L∩P̂

(rP̂∩U(E)⊗ ε2) est obtenu, par passage au quotient, de

f 7→ f̄ , indQ
P̂∩Q

(E)→ indL
L∩P̂

(rP̂∩U(E)⊗ ε2)

(VI.5.1.13) f̄(l) = δU(l)1/2

∫

P̂∩U\U

f(ul) dνP̂∩U\U(u).

Vérifions maintenant la commutativité de

P̂ = M̂N̂
F P̂

P̂∩Q

%%KKKKKKKKKK

I
Ẑ // Q = LU

P̂ ∩Q

indQ

P̂∩Q

99ssssssssss

Or IẐ = Γc ◦ R
X,G
Z,Q ◦ ι

−1 ◦ IG
P̂

et indQ
P̂∩Q

= Γc ◦ I
Q

P̂∩Q
. Remarquons que le

stabilisateur dans Q de l’orbite Z = PzQ n’est autre que P̂ ∩Q, de sorte
que (P̂ ∩Q)\Q ' Z. Il s’agit donc de montrer que

M(P̂ )
IG

P̂ //

F P̂

P̂∩Q

��

C∞
P̂\G,G

−Mod ι // C∞
P\G,G

−Mod
RX,G

Z,Q // C∞Z,Q

��

M(P̂ ∩Q)
IQ

P̂∩Q
// C∞

(P̂∩Q)\Q,Q
−Mod

commute.

Prenons une représentation (σ,E) dansM(P̂ ). Le faisceau qui lui cor-

respond dans C∞
P̂\G,G

−Mod par l’équivalence de catégories du III.3.2 a
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donc pour fibre E au-dessus de P̂ ∈ P̂\G. Soit X la variété des sous-

groupes paraboliques conjugués à P̂ (ou P ). On a

P̂\G ' X ' P\G.

Ces isomorphismes sont obtenus en choisissant respectivement P̂ = Pz

(attention, ceci est une égalité de points dans X, l’égalité de sous-groupes

paraboliques de G qui lui correspond est P̂ = z−1Pz) et P comme point

de base dansX, l’isomorphisme entre le terme de gauche et celui de droite

étant réalisé par ι. Le faisceau qui correspond à (σ,E) dans C∞
P̂\G,G

−Mod

a donc pour fibre E au-dessus de Pz. Sa restriction à Z = PzQ de

même, donc en identifiant Z et (P̂ ∩ Q\Q), on obtient un faisceau sur

C∞
P̂∩Q\Q,Q

−Mod, de fibre E au-dessus du point de base P̂ ∩Q. L’action de

Q étant transitive, cette fibre caractérise le faisceau. D’autre part, il est

maintenant clair que c’est aussi la fibre au dessus de ce point du faisceau

IP̂∩Q ◦ F
P̂
P̂∩Q

(σ,E). Ceci montre la commutativité du diagramme.

Il reste à se débarrasser des caractères ε1 et ε2. Comme ces caractères

sont triviaux respectivement sur M̂∩U et N̂∩L on a ε1◦rM̂∩U = rM̂∩U ◦ε1
et ε2 ◦ FL∩M̂L∩P̂

= FL∩M̂
L∩P̂

◦ ε2. Il s’agit donc de voir que le caractère

ε = ε1ε2 = δ
−1/2

N̂
δ
1/2

N̂∩Q
δ
−1/2
U δ

1/2

U∩P̂

est trivial sur M ′ = M̂∩L. On peut supposer, en se ramenant à ce cas par

conjugaison, que les sous-groupes paraboliques P et Q sont standards.

Ecrivons la décomposition de Cartan de M ′ sous la forme M ′ = K ′
0A∅K

′
0.

Comme le caractère ε à valeur dans R∗
+ est trivial sur les sous-groupes

compacts de M ′, donc sur K ′
0, il suffit de vérifier que ε est trivial sur A∅.

On reprend les notations de V.4. Pour toute partie unipotente S de

Σ∅, on a

δU(S)(a) =
∏

γ∈S

|γ(a)mγ+2m2γ |, (a ∈ A∅).

Notons ceci simplement δS. On a alors

ε2 = δ−1

N̂
δN̂∩Qδ

−1
U δÛ∩P̂
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Or,

N̂ \ (N̂ ∩ Q) = N̂ ∩ (Σ∅ \ Q) = N̂ ∩ (−U)

U \ (U ∩ P̂) = Û ∩ (Σ∅ \ P̂) = U ∩ (−N̂ ),

d’où

ε2 = δ−1

N̂∩(−U)
δ−1

U∩(−N̂ )
= 1.

Comme ε est à valeurs dans R∗
+, on en déduit que ε = 1.

Il sera utile par la suite d’avoir une forme un peu plus explicite de

l’isomorphisme naturel du théorème VI.5.1. Reprenons les notations du

début de cette section : P = MN et Q = LU sont deux sous-groupes

paraboliques de G, Z est une orbite de Q dans P\G, et Y , Y ′ sont deux

parties ouvertes de P\G, union de Q-orbites, telles que Y est l’union

disjointe de Y ′ et de Z. Soit (σ,E) une représentation lisse de G. Le

foncteur FZ est un quotient du foncteur iY : on quotiente d’abord par

le sous-foncteur iY ′, puis on applique le foncteur rU qui est lui aussi un

passage au quotient. L’isomorphisme naturel entre

FZ(σ,E) = rU(iY (σ,E))/rU(iY ′(σ,E))

et

ΦZ = iLL∩ι−1(P ) ◦ ι ◦ r
M
M∩ι(Q)

est induit par l’application

f 7→ f̄ , iY (E)→ iLL∩ι−1(P ) ◦ ι ◦ r
M
M∩ι(Q)(E)

où

(VI.5.1.14) f̄(l) = δU (l)1/2

∫

U∩ι−1(P )\U

jM∩ι(U)(f(ι(ul))) dνU∩ι−1(P )(u).

Ceci s’obtient à partir de (VI.5.1.13) et des autres isomorphismes naturels

du diagramme.
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VI.5.2. Données cuspidales. — Nous allons déduire du lemme géo-

métrique VI.5.1 des renseignements sur les suites de Jordan-Hölder des

représentations induites à partir de représentations supercuspidales. Plus

précisément, soient P = MN un sous-groupe parabolique de G, et (ρ,W )

une représentation supercuspidale irréductible de M . On veut étudier

l’induite π = iGPρ.

Définition. — Une donnée cuspidale est un couple (M, (ρ,W )) où M

est un facteur de Lévi d’un parabolique P = MN de G et (ρ,W ) est une

représentation irréductible supercuspidale de M .

On dit que deux données cuspidales (M1, (ρ1,W1)) et (M2, (ρ2,W2))

sont associées s’il existe g ∈ G tel que

gM1g
−1 = M2 et ρ2 ' ρg1

Ceci définit une relation d’équivalence sur l’ensemble des données cus-

pidales. On note (M, (ρ,W ))G la classe de (M, (ρ,W )) et Ω(G) l’ensemble

des classes d’équivalence.

Rappelons que d’après le corollaire VI.2.1, pour toute représentation

lisse irréductible (π, V ) de G, on peut trouver un sous-groupe parabolique

P = MN de G et une représentation irréductible supercuspidale (τ, E)

de M tels que

(VI.5.2.1) HomM(rGP (π, V ), (τ, E)) 6= {0}.

De manière équivalente, par la réciprocité de Frobénius

(VI.5.2.2) HomG((π, V ), iGP (τ, E)) 6= {0}.

Le résultat qui suit “sépare” les représentations induites et les repré-

sentations supercuspidales :

Lemme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique propre de G et
soit (ρ,W ) une représentation admissible lisse de M . Posons (π, V ) =

iGP (ρ,W ). Alors aucun sous-quotient irréductible de (π, V ) n’est supercus-
pidal.
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Démonstration. Comme (ρ,W ) est admissible, iGP (ρ,W ) aussi (lemme

III.2.3). D’après le lemme VI.3.6, s’il existe un sous-quotient de (π, V )

isomorphe à une représentation supercuspidale irréductible (τ, E) de G,

on a

HomG((τ, E), (π, V )) 6= {0}

Or,

HomG((τ, E), (π, V )) = HomG((τ, E), iGP (ρ,W ))

= HomM(rGP (τ, E), (ρ,W )),

et comme (τ, E) est supercuspidale, rGP (τ, E) = {0}. On aboutit à une

contradiction.

VI.5.3. Conséquences du lemme géométrique. — Le lecteur se

reportera à la section V.4 pour certaines notations concernant les groupes

de Weyl. On tire facilement du lemme géométrique VI.5.1 les résultats

suivants :

Proposition. — Soient P = MN et Q = LU des sous-groupe parabo-
liques de G, (ρ,W ) une représentation supercuspidale de M et posons
τ = rGQi

G
P ρ. Alors

(i) si L n’admet aucun sous-groupe de Lévi conjugué à M dans G,
alors τ = 0,

(ii) si M n’est pas conjugué à L dans G, alors τ n’a aucun sous-
quotient supercuspidal,

(iii) supposons M et L semi-standards et conjugués, alors τ admet une
filtration par des sous-représentations dont les quotients successifs sont
de la forme wρ, w ∈W (L,M)/WL. En particulier τ est supercuspidale.

Démonstration. (i) Comme ρ est supercuspidale, rMP ′(ρ) = 0 pour tout

sous-groupe parabolique propre P ′ = M ′N ′ de M . Donc, τ est nulle sauf

si P ′ = M ′ = M avec M ′ = M ∩ w · L, pour un certain w ∈ WQ,P . Le

groupe M est alors un sous-groupe de Lévi de w · L.

(ii) C’est une conséquence immédiate de (i) du lemme VI.5.2.

(iii) Ceci découle du lemme V.4.6, (iii).
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VI.5.4. Suites de Jordan-Hölder des induites de supercuspi-

dales. — Soit M un sous-groupe de Lévi standard de G. Rappelons

que

W (∗,M) =
⋃

L

W (L,M), l(M) = |WM\W (∗,M)|

où la somme porte sur l’ensemble des sous-groupes de Lévi standards

de G (voir V.4.3 et V.4.4 pour les notations). Si M est un sous-groupe

de Lévi non standard, l(M) = l(M ′) où M ′ est un sous-groupe de Lévi

standard de G conjugué à M .

Théorème. — Soient P = MN un sous-groupe parabolique de G, (ρ,W )

une représentation supercuspidale irréductible de M et (π, V ) = iGP (ρ,W ).
Alors la représentation π est de longueur finie, plus petite que l(M).
D’autre part si P ′ = M ′N ′ est un autre sous-groupe parabolique de G

si (ρ′,W ′) est une représentation supercuspidale irréductible de M ′, et si
l’on pose π′ = iGP ′ρ′ alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe g ∈ G tel que gMg−1 = M ′ et ρg = ρ′, ie. les données
cuspidales (M, (ρ,W )) et (M ′, (ρ′,W ′)) sont associées,

(ii) HomG(π, π′) 6= 0,

(iii) les suites de Jordan-Hölder de π′ et de π sont équivalentes,

(iv) les suites de Jordan-Hölder de π′ et de π ont au moins un élément
commun.

Enfin si l’on suppose P et P ′ semi-standards, et que l’on pose

W (ρ, ρ′) = {w ∈WG |w ·M = M ′, wρ′ = ρ},

alors dim HomG(π, π′) ≤ |WM\W (ρ, ρ′)|.

Démonstration. On peut, par conjugaison, supposer P et P ′ standards, ce

que nous ferons dans la suite de la démonstration. Soit (π0, V0) un sous-

quotient irréductible de (π, V ). Le corollaire VI.2.1 affirme qu’il existe

un sous-groupe parabolique Q = LU de G tel que rGQπ0 est supercus-

pidale, non nulle. La proposition VI.5.3 (ii) montre qu’alors M et L

sont conjugués. De plus, il existe une sous-représentation supercuspidale

irréductible (ρ0,W0) de rGQ(π0, V0) telle que (L, (ρ0,W0)) et (M, (ρ,W ))

définissent des données cuspidales associées. En effet, le foncteur rGQ étant
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exact, (ρ0,W0) est un sous-quotient de rGQπ = rGQi
G
P ρ et l’assertion découle

alors de la proposition VI.5.3, (iii).

Définissons une fonction deM(G) à valeurs dans N ∪ {+∞} par

l′(τ, E) =
∑

L∼M,Q=LU

l(rGQτ)

où la somme porte sur les sous-groupes de Lévi standards de G conjugués

à M , Q = LU est le sous-groupe parabolique standard de facteur de Lévi

L, et l est la fonction sur M(G) à valeurs dans N ∪ {+∞} donnant la

longueur d’une représentation. Comme les foncteurs rGQ sont exacts, l′

est additive, c’est-à-dire que si (τ1, E1) est une sous-représentation de

(τ, E), alors l′(E) = l′(E1) + l′(E/E1). D’après ce qui précède, on voit

que 1 = l(π0) ≤ l′(π0). Par additivité, et récurrence sur la longueur, on

voit que l(π, V ) ≤ l′(π, V ). Or

l′(π, V ) =
∑

L∼M,Q=LU

|WM\W (L,M)| = |WM\W (∗,M)| = l(M)

d’après VI.5.3, (iii). On en déduit la première assertion du théorème.

Ceci permet de parler de suite de Jordan-Hölder (cf. A.VI.3, 10) et en

particulier, assure l’existence de sous-représentations irréductibles.

Il est clair que (ii)⇒ (iv) et que (iii)⇒ (iv). Montrons que (iv)⇒ (i).

Soit (π0, V0) un sous-quotient irréductible commun à (π, V ) et (π′, V ′).

On a vu ci-dessus comment attacher à (π0, V0) une donnée cuspidale

(L, (ρ0,W0)), qui est alors associée à (M, (ρ,W )). Le même raisonne-

ment s’applique à (M ′, (ρ′,W ′)). Ceci montre que les données cuspidales

(M, (ρ,W )) et (M ′, (ρ′,W ′)) sont associées.

Montrons (i) ⇒ (ii). D’après l’adjonction des foncteurs iGQ et rGQ, on

a :

(VI.5.4.1) HomG(π, π′) ' HomL(rGQi
G
P ρ, ρ

′).

Or d’après la proposition VI.5.3 (iii), ρ′ est un facteur de composition

de rGQi
G
Pρ. D’après le lemme VI.3.6, ρ′ apparaît comme quotient de rGQi

G
Pρ

et donc (VI.5.4.1) est non nul.
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De plus (VI.5.4.1) montre que l’on a aussi, toujours en utilisant la

proposition VI.5.3 (iii)

dim HomG(π, π′) = dim HomL(r
G
Qi

G
Pρ, ρ

′) ≤ |WM\W (ρ, ρ′)|,

ce qui prouve la dernière assertion du théorème.

Il reste à montrer (i) ⇒ (iii). On suppose dans un premier temps

que M soit un sous-groupe de Lévi maximal, c’est-à-dire l(M) = 2 (voir

V.4.8). Puisque l’on a montré que (i)⇒ (ii), considérons des opérateurs

d’entrelacement non nuls A : V → V ′ et A′ : V ′ → V . On a alors

l′(π) = l′(π′) = 2 et donc l(π) = 1 ou 2 (idem pour l(π′)). Supposons

l(π) = 1, c’est-à-dire π irréductible. Alors A est injectif, et comme

l′(V ′/A(V )) = l′(V ′)− l′(A(V )) = l′(V ′)− l′(V ) = 0

on obtient V ′ = A(V ) et π′ est irréductible. Ceci termine la démons-

tration dans ce cas, et par symétrie, dans le cas où π′ est irréductible.

Supposons donc que l(π) = l(π′) = 2 et soient (π0, V0) , (π′
0, V

′
0) des sous-

représentations irréductibles respectivement de (π, V ) et (π′, V ′). On a

alors l′(V/V0) = l′(V ′/V ′
0) = l(V/V0) = l(V ′/V ′

0) = 1. Le cas où M = L

et ρ ' ρ′ étant trivial, on suppose aussi que l’on ne se trouve pas dans

ce cas. Comme

HomG(π0, π) = HomM(rGP π0, ρ) 6= {0}

et que l′(π0) = 1, on a

HomG(π0, π
′) = HomM(rGQπ0, ρ

′) = {0}

et donc A(V0) = 0. De même A′(V ′
0) = 0. Il s’ensuit que V0 est l’unique

sous-représentation irréductible de V (sinon on aurait A = 0) et de même

V ′
0 est l’unique sous-représentation irréductible de V ′. Il en découle que

V/V0 ' V ′
0 , V

′/V ′
0 ' V0, et les facteurs de composition de V et V ′ sont

donc V0 et V ′
0 . Ceci termine la démonstration dans le cas l(M) = 2.

Soit w ∈ W (L,M). On dit que w est élémentaire s’il existe un sous-

groupe parabolique standard T = SV de G contenant P et Q, tel que

w ∈ WS et tel que l(M) = 2 en tant que sous-groupe de Lévi standard

de S. Comme rGQ = rSQ∩S ◦ r
G
T et iGP = iGT ◦ i

G
P∩S, on en déduit (iii) dans

le cas où w est élémentaire et ρ = wρ′.
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On peut conclure la démonstration grâce au lemme suivant [4], lemme

2.17.

Lemme. — Soient M et L des sous-groupes de Lévi standards de G et
w ∈W (L,M). Alors il existe une suite de sous-groupes de Lévi standards
de G

L = L0, L1, . . . Lm = M

et pour chaque i = 1, . . . , m, wi ∈ W (Li−1, Li) élémentaire, tels que
w = wlwl−1 . . . w1.

Ceci termine la démonstration du théorème.

Corollaire. — Soit (ρ,W ) une représentation irréductible supercuspi-
dale d’un sous-groupe de Lévi M de G.

(i) Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques de G de facteur de
Lévi M . Alors les suites de Jordan-Hölder de iGPρ et iGQρ sont équivalentes.

(ii) Il existe toujours un opérateur d’entrelacement non nul entre iGPρ
et iGQρ.

(iii) Soient P ∈ P(M) et (π, V ) un sous-quotient irréductible de iGP ρ.
Alors il existe Q ∈ P(M) tel que (π, V ) soit une sous-représentation de
iGQ(ρ,W ).

Démonstration. Seul le troisième point mérite une petite explication. On

sait d’après le corollaire VI.2.1 qu’il existe un sous-groupe parabolique

Q′ = L′U ′ de G et une représentation supercuspidale irréductible (τ, E)

de L′ telle que (π, V ) soit une sous-représentation de iGQ′(τ, E). D’après

le théorème, les données cuspidales (L′, (τ, E)) et (M, (ρ,W )) sont asso-

ciées, c’est-à-dire qu’il existe g ∈ G tel que g · L′ = M et τ g = ρ. On

prend alors Q = g ·Q′.

VI.6. Théorèmes de finitude

Dans cette section, nous montrons que les foncteurs iGP et rGP pré-

servent certaines propriétés des représentations. Nous savons déjà d’après

le lemme III.2.3 que iGP préserve l’admissibilité et d’après la proposition
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VI.1.3 que rGP préserve le type fini. Nous allons montrer que rGP préserve

l’admissibilité et la longueur finie et que iGP préserve la longueur finie.

Nous montrerons plus tard (VI.7.5) que iGP préserve le type fini.

VI.6.1. Lemme de Jacquet. — Le “lemme de Jacquet” (ici promu au

rang de théorème) est démontré sous une hypothèse d’admissibilité. Cette

hypothèse sera levée plus tard (voir section VI.9.1), et la démonstration

sera considérablement plus difficile. La version faible démontrée ici suffit

pour obtenir comme corollaire le fait que les foncteurs rGP préservent

l’admissibilité. La notion de décomposition d’Iwahori d’un sous-groupe

ouvert compact et les notations afférentes ont été introduites en V.5.2.

Théorème. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, de com-
posante déployée A, et soit (π, V ) une représentation lisse admissible de
G. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G admettant une décom-
position d’Iwahori selon P . Alors l’application de projection V → VN
envoie surjectivement V K sur (VN)KM .

Démonstration. Notons j : V → VN l’application de projection pour la

structure de P -module. Si v ∈ V K , alors pour tout k ∈ KM on a :

πN(k)j(v) = j(π(k) · v) = j(v)

et donc l’image de V K par j est bien dans (VN)KM . On choisit alors

t ∈ C++
A . L’ensemble {t−mKN̄ t

m|m ∈ N} forme une base de voisinages

de l’élément neutre dans N̄ (Théorème V.5.2). Soit v ∈ V K . Comme

t−1KN̄ t ⊂ KN̄ , t−1KM t = KM ,

on a :

π(eKN̄
)π(t) · v = π(eKM

)π(t) · v = π(t) · v,

et donc :

j(at,K · v) = j(eK ∗ δt ∗ eK · v) = j(π(eK)π(t) · v)(VI.6.1.1)

= j(π(eKN
∗ eKM

∗ eKN̄
)π(t) · v)

= j(π(eKN
)π(t) · v) = πN (eKN

)πN (t) · j(v)

= πN (t) · j(v).
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La dernière égalité provient du fait que N , et donc KN , agit trivialement

sur VN . Ceci montre que πN(t) · j(V K) ⊂ j(V K). En fait, il y a égalité,

car πN(t) est inversible sur VN et j(V K) est de dimension finie. Il s’ensuit

que πN(tm) · j(V K) = j(V K), pour tout m ∈ Z. Soit v̄ ∈ (VN)KM , soit

v′ un relèvement quelconque de v̄ dans V , et soit v = π(eKM
) · v′. On a

v ∈ V KM et j(v) = v̄. Fixons m ∈ N tel que v soit fixé par t−mKN̄ t
m, de

telle sorte que KN̄ fixe π(tm) · v. Comme précédemment, on a

j(π(eK)π(tm) · v) = πN (eKN
)πN (tm) · j(v) = πN (tm) · v̄,

et donc v̄ ∈ πN (t−m)j(V K) = j(V K).

Corollaire. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, et soit
(π, V ) une représentation lisse admissible de G. Alors la représentation
(πN , VN) de M est admissible. Il en est de même de rGP (π, V ).

Démonstration. Ceci provient du théorème et fait qu’il existe une base de

voisinages de l’unité dans G constituée de sous-groupes compacts ouverts

admettant une décomposition d’Iwahori selon P .

Nous allons maintenant construire une section sKP du morphisme sur-

jectif j : V K → V KM
N . Pour tout v ∈ V K ∩ ker j = V K ∩ V (N), il existe

d’après la proposition III.2.9, un sous-groupe compact ouvert Γ de N tel

que eΓ ·v = 0. Comme V K est de dimension finie, on peut même choisir Γ

de telle sorte que eΓ ·v = 0 pour tout v ∈ V K ∩ker j. D’après le théorème

V.5.2 (iv), il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈ C+
A (ε), Γ ⊂ t−1KN t. Pour

un tel t, et pour tout v ∈ V K ∩ ker j on a :

at,K ·v = eK∗δt∗eK ·v = eKN̄
∗eKM

∗eKN
∗δt·v = eKN̄

∗eKM
∗δt∗et−1KN t·v = 0.

Ceci montre que pour un tel t :

(VI.6.1.2) V K ∩ ker j = V K ∩ V (N) ⊂ ker π(at,K).

Montrons maintenant que j induit un isomorphisme de Im π(at,K) ⊂

V K sur V KM
N . Montrons d’abord l’injectivité. Supposons que v ∈ V K soit

tel que j(at,K · v) = 0. D’après (VI.6.1.1), on a πN (t) · j(v) = 0, d’où

j(v) = 0 car πN(t) est inversible, et l’on conclut d’après (VI.6.1.2) que

at,K · v = 0. Montrons maintenant la surjectivité. Soit v̄ ∈ V KM
N . Comme
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t est dans le centre de M , on a πN(t−1) · v̄ ∈ V KM
N . D’après le lemme de

Jacquet, il existe v ∈ V K tel que j(v) = πN (t−1) · v̄. Posons v′ = at,K ·v ∈
Im π(at,K). D’après (VI.6.1.1), j(v′) = j(at,K · v) = πN(t) · j(v) = v̄.

On déduit de ce qui précède que :

dimV K = dim ker j|V K + dimV KM
N = dim ker π(at,K) + dim Im π(at,K),

et dim Im π(at,K) = dimV KM
N , d’où ker j|V K = ker π(at,K) et

V K = ker π(at,K)⊕ Im π(at,K).

Posons V K
0 = ker π(at,K), V K

∗ = Im π(at,K).

Proposition. — La décomposition V K = V K
0 ⊕V

K
∗ obtenue ci-dessus ne

dépend pas du choix de t ∈ C+
A (ε). On obtient en inversant la restriction

de j à V K
∗ une section, ne dépendant que de P et K,

sKP : V KM
N → V K

∗ ⊂ V K .

Démonstration. Soit t′ un autre élément satisfaisant les mêmes hypo-

thèses que t. Alors tt′ vérifie encore ces hypothèses, et comme d’après le

lemme V.5.3, at,Kat′,K = att′,K = at′,Kat,K , on voit que

Im att′,K ⊂ Im at,K ,

Im att′,K ⊂ Im at′,K,

ker at,K ⊂ ker att′,K ,

ker at′,K ⊂ ker att′,K

Par égalité des dimensions, on voit que toutes ces inclusions sont en fait

des égalités.

VI.6.2. Induction et longueur finie. — Nous allons maintenant

montrer que le foncteur d’induction iGP préserve les modules de longueur

finie. La démonstration utilise de manière cruciale le théorème VI.5.4, qui

découle du lemme géométrique d’induction-restriction. Ceci sera utilisé

dans la démonstration de la proposition VI.7.1.

Lemme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G et soit (τ, E)

une représentation irréductible de M . Alors iGP (τ, E) de G est de longueur
finie.
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Démonstration. Supposons que (τ, E) soit une représentation supercus-

pidale de M . Alors iGP (τ, E) est de longueur finie d’après le théorème

VI.5.4. Le cas général s’en déduit car (τ, E) est une sous-représentation

d’une représentation de la forme iMP ′(ρ,W ), où (ρ,W ) est une représen-

tation supercuspidale irréductible d’un facteur de Lévi M ′ de M (co-

rollaire VI.2.1), le foncteur iGP est exact et donc iGP (τ, E) est une sous-

représentation de iGP ′ = iGP i
M
P ′(ρ,W ) qui est de longueur finie d’après ce

qui précède.

VI.6.3. Un théorème de Howe. — Nous voulons maintenant mon-

trer le résultat suivant :

Théorème. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G. Alors (π, V )

est de longueur finie si et seulement si elle est de type fini et admissible.

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin de préparation.

Lemme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard de G et
K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans K0. Si
(π, V ) est engendré par V K , alors VN est engendré par V K∩M

N .

Démonstration. Comme G = K0P et que K est distingué dans K0, il

est clair que V est engendré comme espace vectoriel par les vecteurs de

la forme π(p) · v, où v ∈ V K et p ∈ P . De cela, on déduit que VN est

engendré par les vecteurs de la forme jN (π(p) · v), v ∈ V K et p ∈ P , où

jN est la projection de V sur VN . Ecrivons p = mn, m ∈ M , n ∈ N .

Alors

jN (π(p) · v) = πN (m) · jN (v).

Comme jN (v) ∈ V K∩M
N , le lemme est démontré.

Proposition. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus
et distingué dans K0 et soit (π, V ) une représentation lisse de G. Si
V K engendre V , alors tout sous-quotient supercuspidal de V contient des
vecteurs fixés par K.
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Démonstration. Soit (τ, E) une représentation irréductible supercuspi-

dale de G. On utilise (VI.3.3.1) pour décomposer V en somme directe de

sous-représentations V = V (τ)⊕W , où V (τ) est une représentation dont

tous les sous-quotients irréductibles sont dans la classe d’inertie [τ ], et où

aucun sous-quotient irréductible de W n’est dans [τ ]. Comme V est en-

gendré par V K , il en est de même de V (τ). Considérons la restriction de

(τ, E) à 0G. C’est une somme directe finie de représentations compactes

irréductibles de 0G. Appelons celles-ci (τi, Ei). La restriction de V (τ) à
0G est donc une somme directe de représentations isomorphes à l’une des

(τi, Ei). Comme V (τ) est engendré par V (τ)K , si V (τ) 6= {0}, nécessai-

rement l’un des Ei contient un vecteur fixé par K. Comme K ⊂ 0G, ceci

montre qu’alors E contient un vecteur fixé par K.

Soit maintenant (ρ,W ) un sous-quotient supercuspidal de (π, V ). Alors

tout sous-quotient irréductible (τ, E) de (ρ,W ) est aussi un sous-quotient

irréductible de (π, V ), et d’après ce qui vient d’être établi, il contient un

vecteur fixé par K. Comme le foncteur V 7→ V K est exact (proposition

III.1.5), on en déduit que (ρ,W ) contient un vecteur fixé par K.

Corollaire. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et
distingué dans K0 et admettant une décomposition d’Iwahori selon les
sous-groupes paraboliques standards. Soit (π, V ) une représentation lisse
admissible de G telle V K engendre V . Alors tout sous-quotient de V est
engendré par ses vecteurs fixés par K.

Démonstration. Soit (π′, V ′) un sous-quotient de (π, V ). Si la représen-

tation (π′, V ′) est supercuspidale, la proposition montre que V K 6= {0}.

Sinon, on peut trouver un sous-groupe parabolique standard P = MN

tel que V ′
N est supercuspidale (corollaire VI.2.1). D’après le lemme, VN

est engendré par ses vecteurs fixes sous K ∩M . Comme V ′
N est un sous-

quotient de VN , on déduit de la proposition que V ′
N contient des vecteurs

fixes sous K ∩M . D’après le Lemme de Jacquet (VI.6.1), la projection

jN : V ′ → V ′
N envoie surjectivement (V ′)K sur (V ′

N)K∩M . Il s’ensuit que

(V ′)K est non nul. Il reste à montrer que (V ′)K engendre V ′. Soit W le

sous-module de V ′ engendré par (V ′)K . On veut montrer que W = V ′.

CommeWK = (V ′)K , et que le foncteur jK est exact (proposition III.1.5),
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aucun sous-quotient de V ′/W ne contient un vecteur non nul fixe par K.

Comme tout sous-quotient de V ′/W est aussi un sous-quotient de V , ce

qui précède implique que V ′ = W .

Démonstration du théorème. Supposons V engendré par v1, . . . , vm et ad-

missible. Il existe un sous-groupe ouvert K compact de G, inclus et dis-

tingué dans K0 et admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-

groupes paraboliques standards tel que vi ∈ V K pour tout i = 1, . . . , m.

Donc V est engendré par V K . Comme V est admissible dimV K est finie.

Si

{0} ( V1 ( V2 ( · · · ( Vs = V

est une filtration par des sous-modules, d’après le corollaire ci-dessus,

{0} ( V K
1 ( V K

2 ( · · · ( V K
s = V K ,

et donc la longueur de V est au plus dimV K .

Réciproquement, si (π, V ) est de longueur finie, un raisonnement par

récurrence sur la longueur montre facilement que (π, V ) est admissible.

En effet, si (π, V ) est irréductible, l’assertion est le théorème VI.2.2. Pour

une longueur n ≥ 2, on utilise l’exactitude du foncteur V 7→ V K et

l’hypothèse de récurrence. D’autre part, il est facile de voir (par exemple

par récurrence) qu’une représentation de longueur finie est de type fini.

VI.6.4. rGP préserve les représentations de longueur finie. —

C’est une conséquence du théorème de Howe VI.6.3, du théorème VI.1.3

et du corollaire VI.6.1

VI.7. Décomposition de Bernstein

VI.7.1. Structure de variété de Ω(G). — Nous commençons par

reformuler légèrement une partie du théorème VI.5.4.
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Lemme. — Soient Pi = MiNi, i = 1, 2, des sous-groupes paraboliques
de G, (Mi, (ρi,Wi)) des données cuspidales et (π, V ) une représentation
lisse irréductible de G, telle que (ρi,Wi) soit un facteur de composition de
rGPi

(π, V ). Alors les données cuspidales (ρ1,W1) et (ρ2,W2) sont associées.

Démonstration. Tout d’abord, rGPi
(π, V ) est de longueur finie d’après

VI.6.4 et admissible d’après le corollaire VI.6.1. D’après le lemme VI.3.6,

pour chaque i, (ρi,Wi) est un quotient de rGPi
(π, V ), et la réciprocité de

Frobénius donne

{0} 6= HomMi
(rGPi

(π, V ), (ρi,Wi)) ' HomG((π, V ), iGPi
(ρi,Wi)).

Tous les iGPi
(ρi,Wi) ont donc un facteur de composition en commun, et

l’on peut alors conclure grâce au théorème VI.5.4.

Ce lemme permet de définir une application

Sc : Irr(G)→ Ω(G)(VI.7.1.1)

(π, V ) 7→ (M, (ρ,W ))G.

où (M, (ρ,W )) est une donnée cuspidale pour laquelle il existe P ∈
P(M), de sorte que (ρ,W ) soit facteur de composition de rGP (π, V )(Sc

pour “support cuspidal”).

Proposition. — L’application Sc est une surjection à fibres finies.

Démonstration. Le fait que Sc soit une surjection est une reformulation

du corollaire VI.2.1. Soient P ∈ P(M) et (M, (ρ,W )) une donnée cuspi-

dale. On veut montrer qu’il n’existe qu’un nombre fini de représentations

(π, V ) dans Irr(G) telles que (ρ,W ) soit un facteur de composition de

rGP (π, V ). Comme rGP (π, V ) est admissible (théorème VI.6.1), on peut

d’après le lemme VI.3.6, réaliser (ρ,W ) comme un quotient de rGP (π, V ),

et donc

HomM((rGP (π, V ), (ρ,W )) = HomG((π, V ), iGP (ρ,W )) 6= {0}.

Or iGP (ρ,W ) est de longueur finie, d’après le lemme VI.6.2.

On définit une relation d’équivalence plus faible que le fait d’être as-

sociées sur l’ensemble des données cuspidales. On dit que deux données
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cuspidales (M1, (ρ1,W1)) et (M2, (ρ2,W2)) définissent le même support

d’inertie s’il existe g ∈ G et un caractère non ramifié ω de M2 tels que

gM1g
−1 = M2 et ρ2 ' ρg1 ⊗ ω

On note [M, (ρ,W )]G la classe de (M, (ρ,W )) pour cette relation d’équi-

valence, et B(G) l’ensemble des classes d’équivalence.

Exemple. — Les classes d’inertie de représentations supercuspidales de

G définissent des supports d’inertie. Avec les notations de VI.3.3, si (π, V )

est une représentation supercuspidale de G, on a [π] = [G, (π, V )]G =

Irr(G)π. On a vu que cet ensemble est muni d’une structure de variété

algébrique affine. Nous allons étendre ceci aux autres supports d’inertie.

Théorème. — L’ensemble des données cuspidales Ω(G) est muni d’une
structure de variété algébrique, dont les composantes connexes, indexées
par B(G), sont des quotients de tores complexes par l’action de groupes
finis.

Démonstration. La première étape de la démonstration consiste à remar-

quer que pour tout facteur de Lévi M de G, l’ensemble Irr(M)sc est une

variété algébrique. En effet, c’est l’union disjointe de ses classes d’iner-

tie, dont on sait qu’elles admettent une structure de variété algébrique

étudiée en détail en VI.4.5. Ecrivons ceci

Irr(M)sc =
∐

i

Di, Di = [ρi],

d’algèbre de fonctions
∏

iZ[ρi]. Le groupe W (A) = NG(M)/M agit na-

turellement sur cette variété.

Le quotient de Irr(M)sc par l’action de W (A) est obtenu tout d’abord

en identifiant deux classes d’inertie D1 et D2 (c’est à dire deux compo-

santes connexes) de Irr(M)sc lorsqu’il existe w ∈W (A) tel que w ·D1 =

D2. Soit D une classe d’inertie de Irr(M)sc, et soit W (D) le stabilisateur

de D dans W (A). Soit (ρ,W ) une représentation supercuspidale de M

dans la classe d’inertie D. Décrivons maintenant la structure de variété

de la composante connexe de Ω(G) contenant (M, (ρ,W ))G : c’est le quo-

tient de la variété D (un tore complexe) par l’action de W (D). C’est donc
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encore une variété algébrique. Remarquons que dans cette description, le

choix de D n’est pas unique. Considérons maintenant un système de re-

présentants M1, . . . ,Mr des classes de conjugaison des sous-groupes de

Lévi de G. Posons Wi = NG(Mi)/Mi, i = 1, . . . r. Il est évident d’après

les définitions que

Ω(G) =
r∐

i=1

Irr(Mi)sc/Wi.

On peut paramétrer les composantes connexes de Ω(G) d’une autre

manière. Considérons la projection canonique de Ω(G) dans B(G). Il est

alors clair d’après ce qui précède que les composantes connexes de Ω(G)

sont les fibres de cette projection.

Définissons l’application

Si : Irr(G)→ B(G)

obtenue en composant Sc avec la projection de Ω(G) dans B(G) (Si

pour “support d’inertie”). Les fibres de cette application fournissent une

partition de Irr(G). Notons Irr(G)s la fibre au-dessus d’un élément s de

B(G). Si Ω est la composante connexe de Ω(G) correspondant à s, on

note aussi Irr(G)s = Irr(G)Ω.

VI.7.2. Le théorème de décomposition de Bernstein. — Nous

allons maintenant montrer que la décomposition Irr(G) =
∐

Irr(G)Ω du

paragraphe précédent induit une décomposition de la catégorieM(G).

Si Ω est une composante connexe de Ω(G) et si (π, V ) est une repré-

sentation lisse, on note V (Ω) la sous-représentation maximale de V telle

que tous les sous-quotients irréductibles de V (Ω) soient dans Irr(G)Ω.

On dit que (π, V ) est scindée selon Ω(G) si V =
⊕

Ω V (Ω).

Théorème. — Toute représentation (π, V ) dansM(G) est scindée selon
Ω(G). La catégorie M(G) se décompose en un produit de catégories :

M(G) =
∏

Ω

M(G)Ω.
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oùM(G)Ω est la sous-catégorie pleine deM(G) des représentations dont
tous les sous-quotients irréductibles sont dans Irr(G)Ω.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Lemme. — Si V ′ est une sous-représentation de V , et que V est scindée
selon Ω(G), alors V ′ est scindée selon Ω(G).

Démonstration. C’est un cas particulier du lemme A.IX

La démonstration du théorème consiste maintenant à montrer que

toute représentation de M(G) se plonge dans une représentation scin-

dée selon Ω(G). On peut alors utiliser le lemme pour conclure.

Définissons Cusp(G) comme le produit sur les sous-groupes parabo-

liques standards P = MN de G des catégories M(M)sc. Définissons

alors les foncteurs

I : Cusp(G)→M(G), (ρM ,WM)P 7→
⊕

P

iGP (ρM ,WM).

et

R : M(G)→ Cusp(G), (π, V ) 7→ (rGP (π, V )sc)P

où par rGP (π, V )sc on entend la partie cuspidale de la représentation

rGP (π, V ).

Lemme. — (i) Le foncteur R est l’adjoint à gauche du foncteur I.

(ii) R est exact, fidèle, et préserve les représentations de type fini. Le
foncteur I est exact et fidèle.

(iii) Pour toute représentation (π, V ) dansM(G), le morphisme d’ad-
jonction αV : (π, V )→ IR(π, V ) est une injection.
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Démonstration. Calculons, pour tout objet (ρM ,WM)P de Cusp(G), et

toute représentation (π, V ) deM(G),

HomCusp(G)(R(π, V ), (ρM ,WM)P ) '
∏

P

HomM(rGP (π, V )sc, (ρM ,WM))

'
∏

P

HomM(rGP (π, V ), (ρM ,WM)) '
∏

P

HomG((π, V ), iGP (ρM ,WM))

' HomG((π, V ),⊕P i
G
P (ρM ,WM)) 'HomG((π, V ), I((ρM ,WM)P ))

On a utilisé l’adjonction des foncteurs iGP et rGP pour tout sous-groupe

parabolique P de G, et le fait qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-

groupes paraboliques standards. Comme tout ces isomorphismes sont

naturels, ceci montre (i). De même, l’exactitude de R et I découle de

l’exactitude des foncteurs iGP et rGP , et du fait que la projectionM(M)→

M(M)sc définit aussi un foncteur exact.

Pour montrer que R est fidèle, il suffit de montrer que si (π, V ) dans

M(G), alors R(π, V ) 6= 0 (voir A.VI.2, 9). Prenons P minimal parmi les

sous-groupes paraboliques standards de G tel que rGP (π, V ) 6= 0. Alors

rGP (π, V ) est cuspidal (l’argument a été utilisé dans la démonstration du

corollaire VI.2.1), et donc R(π, V ) 6= 0. La démonstration du fait que

I est fidèle est similaire. En effet, chaque foncteur iGP est fidèle, puisque

clairement, si (ρ,W ) est une représentation non nulle de M , iGP (ρ, V ) est

non nulle. Si (π, V ) est une représentation de type fini de M(G), nous

avons vu que rGP (π,W ) est de type fini (proposition VI.1.3). L’assertion

sur R s’en déduit.

Montrons (iii). Notons V ′ le noyau de αV et i l’inclusion de V ′ dans

V . Comme le morphisme d’adjonction est naturel, on a un diagramme

commutatif :

V ′ i
−−−→ V

αV ′

y αV

y

IR(V ′)
IR(i)
−−−→ IR(V )

Comme 0 = αV ◦ i = IR(i) ◦ αV ′ , et que par exactitude des foncteurs I

et R, IR(i) est un monomorphisme, on a αV ′ = 0. Or le morphisme αV ′

correspond par l’isomorphisme d’adjonction à l’identité de R(V ′). Ceci

montre que R(V ′) = 0, et donc que V ′ = 0, le foncteur R étant fidèle.
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Ce lemme montre que pour toute représentation (π, V ) dans M(G),

on peut plonger (π, V ) dans une représentation de la forme
⊕

P

iGP (ρM ,WM),

où la somme porte sur les sous-groupes paraboliques standards P = MN

de G et (ρM ,WM) est une représentation supercuspidale du Lévi M . Pour

finir la démonstration du théorème, il s’agit donc de montrer que les re-

présentations iGP (ρM ,WM) sont scindées selon Ω(G). On ne travaille dé-

sormais qu’avec un seul indice M , et l’on allège les notations en posant

(ρ,W ) = (ρM ,WM). Comme (ρ,W ) est supercuspidale, on peut l’écrire

W =
⊕

DWD, où D décrit les classes d’inerties de représentations super-

cuspidales de M . Or,

(VI.7.2.1) iGP (⊕DWD) '
⊕

D

iGP (WD).

Remarquons que si l’on restreint la somme à un nombre fini d’indices,

l’isomorphisme est évident. Ceci montre en particulier que le membre de

droite s’injecte dans celui de gauche. Réalisons le membre de gauche de

la manière usuelle comme un espace fonctionnel sur lequel G agit par

translation à droite. Soit f une fonction dans cet espace. Alors f est

fixée par un certain sous-groupe ouvert compact K de G, et donc f est

complètement déterminée par ses valeurs sur un système de représentants

des doubles classes P\G/K. Comme cet ensemble est fini, il s’ensuit que

l’image de f est contenue dans une somme finie de sous-espaces WD. Ceci

montre que l’injection du membre de droite dans le membre de gauche

est aussi une surjection, donc un isomorphisme.

Il reste à voir que iGP (WD) est scindée selon Ω(G), mais ceci est tautolo-

gique. En effet, soit Ω la composante de Ω(G) qui est un quotient de la va-

riété D. Si (σ,E) est un facteur de composition de iGP (WD), alors rGP (σ,E)

est un sous-quotient de rGP i
G
P (WD) par exactitude du foncteur rGP . D’après

le lemme VI.5.3 (iii) et (V.4.3.3), rGP i
G
P (WD) admet une filtration dont les

quotients successifs sont de la forme w(WD), w ∈ W (A) = NG(M)/M .

Tout sous-quotient irréductible de rGQ(σ,E) est donc sous-quotient d’un
w(WD), w ∈ W (A) = NG(M)/M , ce qui signifie que le support cuspidal

de (σ,E) est dans Ω.



272 CHAPITRE VI. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

Les composantes connexes de Ω(G) étant paramétrées par les classes

d’inerties de données cuspidales, on peut reformuler la première assertion

du théorème en disant que toute représentation (π, V ) deM(G) se scinde

en une somme directe

(VI.7.2.2) V =
⊕

s∈B(G)

Vs,

où chaque Vs est une représentation de lisse G dont tous les sous-quotients

irréductibles s’envoient sur s par l’application Sc. Si s et t sont des

éléments distincts de B(G), on en déduit que quels que soient (π, V )

et (ρ,W ) dans M(G), HomG(Vs,Wt) = 0. Ceci montre que tout G-

morphisme de V dans W doit envoyer Vs dans Ws, et donc on a un

isomorphisme naturel

HomG(V,W ) =
⊕

s∈B(G)

HomG(Vs,Ws).

La décomposition (VI.7.2.2) des objets de M(G) est préservée par les

morphismes, ce qui montre que l’on a une décomposition de catégories

(VI.7.2.3) M(G) =
∏

s∈B(G)

M(G)s.

Ceci termine la démonstration du théorème de décomposition de Bern-

stein.

Soit Ω une composante connexe de Ω(G). De la démonstration qui pré-

cède, nous pouvons tirer d’autres caractérisations des représentations de

la sous-catégorieM(G)Ω deM(G). Remarquons au passage que comme

M(G)Ω est stable par passage aux sous-quotients, c’est une catégorie

abélienne. Fixons un sous-groupe de Lévi (standard) M de G et D = [ρ]

une classe d’inertie de représentations irréductibles supercuspidales de

M tels que (M, ρ)G ∈ Ω. Soit P le sous-groupe parabolique standard de

G contenant M .

Proposition. — Une représentation (π, V ) est dansM(G)Ω si et seule-
ment si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) (π, V ) se plonge dans une somme de représentations de la forme
iGP (τ, E), avec (τ, E) ∈M(M)D.
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(ii) (π, V ) est sous-quotient d’une somme de représentations comme
en (i).

(iii) rGP (π, V ) est dans la somme des catégories M(M)D′ où D′ est
conjuguée à D sous G.

(iv) Quels que soient le sous-groupe parabolique Q = LU standard de
G et la classe d’inertie D′ de représentations irréductibles supercuspidales
de L, tels que (M,D) et (L,D′) ne soient pas conjuguées, la composante
dans M(L)D′ de rGQ(π, V ) est nulle.

Démonstration. Comme nous l’avons dit, à part (ii), ceci est une reformu-

lation de la démonstration du théorème. En effet, la décomposition d’une

représentation (π, V ) ∈ M(G) a été obtenue de la manière suivante : on

a construit un plongement

(π, V )→ IR(π, V ),

où R(π, V ) est la somme sur les sous-groupes paraboliques standards

Q = LU des composantes supercuspidales de rGQ(π, V ). Chacune de ces

composantes, se décompose à son tour en une somme directe de compo-

santes selon les classes d’inerties de représentations supercuspidales D′

de L. On a donc R(π, V ) de la forme

R(π, V ) =
⊕

Q

⊕

D′

(τQ,D′, EQ,D′)

où (τQ,D′, EQ,D′) ∈ M(L)D′. De ceci on tire que (π, V ) est une sous-

représentation de
⊕

Q

iGQ(⊕D′(τQ,D′, EQ,D′)) =
⊕

Q

⊕

D′

iGQ(τQ,D′, EQ,D′)

(l’égalité entre les deux membres a été vue en VI.7.2.1). On regroupe

alors les couples (Q,D′) conjugués sous G, c’est-à-dire ceux définissant

la même composante connexe Ω de Ω(G). On obtient ainsi un plongement

(π, V ) ↪→
⊕

Ω


 ⊕

(Q,D′)|[L,D′]G=Ω

iGQ(τQ,D′, EQ,D′)


 .

Le membre de droite est une représentation scindée selon Ω(G), la dé-

composition apparaissant explicitement. La décomposition de (π, V ) est
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obtenue en prenant la somme des intersections de V avec les facteurs du

membre de droite. Un facteur
⊕

(Q,D′)|[L,D′]G=Ω

iGQ(τQ,D′, EQ,D′)

peut se réécrire iGP (τ, E) avec (τ, E) ∈M(M)D car les données (M,D) et

(L,D′) sont conjuguées sous G. Cette discussion montre que (π, V ) est

dans une seule composanteM(G)Ω si et seulement si (i), (iii) ou (iv) est

vérifiée.

Montrons l’équivalence avec (ii). Il est clair que (i)⇒ (ii). Supposons

que (π, V ) vérifie (ii). Comme le foncteur rGP est exact, rGP (π, V ) est sous-

quotient d’une représentation de la forme rGP (⊕iGP (τ, E)), où les (τ, E)

sont dans M(M)D. On utilise alors la proposition VI.5.3 pour conclure

que (π, V ) vérifie (iii).

VI.7.3. Décomposition de Bernstein, induction et restriction

Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Une donnée cuspidale

(L, (σ,E)) de M est aussi une donnée cuspidale pour G, puisqu’un sous-

groupe de Lévi de M est aussi un sous-groupe de Lévi de G, et l’on a

donc une application :

iMG : Ω(M)→ Ω(G), (L, (σ,E))M 7→ (L, (σ,E))G

Cette application en induit une autre, notée de la même façon, entre

ensembles de supports d’inertie :

iMG : B(M)→ B(G), [L, (σ,E)]M 7→ [L, (σ,E)]G

Proposition. — Soit s ∈ B(M) et soit (ρ,W ) dans M(M)s. Alors
iGP (ρ,W ) est dansM(G)iMG(s). Soit t ∈ B(G) et soit (π, V ) dansM(G)t.
Alors rGP (π, V ) est dans

∏
s∈i−1

MG(t)M(M)s.

Démonstration. Ceci découle directement des caractérisations des repré-

sentations de M(M)s et M(G)iMG(s) obtenues dans la section précé-

dente.
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VI.7.4. Idempotents centraux. — Le théorème de décomposition

permet d’écrire la catégorieM(G) comme un produit de catégories plus

petites, paramétrées par les composantes connexes de la variété algé-

brique Ω(G). Pour toute composante connexe Ω de Ω(G), la projection

eΩ : M(G)→M(G)Ω

définit un idempotent du centre de la catégorieM(G) et

IdM(G) =
∑

Ω

eΩ.

Si le support d’inertie de Ω est s ∈ B(G), on note aussi es = eΩ.

L’algèbre de Hecke H(G) se décompose donc en

H(G) =
⊕

s∈B(G)

es ∗ H(G) ∗ es.

Chaque es∗H(G)∗ es est un idéal bilatère de H(G). La catégorieM(G)s

est équivalente à la catégorieM(es∗H(G)∗es) des es∗H(G)∗es-modules

non dégénérés.

Remarque. — L’idempotent es n’est pas un élément de l’algèbre de

Hecke H(G), mais de son complété (cf. I.1.3) H(G).

Il reste à décrire le centre de chaque catégorie M(G)Ω. Lorsque l’on

prend une composante connexe Ω de Ω(G) donnée par une classe d’iner-

tie de représentations supercuspidales de G, on a pu décrire la catégo-

rie correspondante comme une catégorie de modules unitaires sur une

algèbre unitaire, et décrire le centre de cette catégorie (c’est-à-dire le

centre de l’algèbre unitaire en question), comme l’algèbre des fonctions

sur Ω. Il s’agit maintenant d’obtenir des résultats semblables pour une

composante connexe Ω quelconque. La première étape consiste à trouver

pour ces catégories un progénérateur. Supposons que Ω soit donnée par

un sous-groupe de Lévi M et une classe d’inertie D de représentations

supercuspidales de M . L’idée naïve est d’obtenir ce progénérateur en in-

duisant de M à G le progénérateur deM(M)D. La difficulté qui apparaît

dans cette approche est de montrer que l’on obtient bien ainsi un objet

projectif de type fini. La démonstration de ce fait est délicate, et utilise la
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généralisation du lemme de Jacquet aux représentations non admissibles,

ainsi que les propriétés de noethérianité de la catégorieM(G).

VI.7.5. Noethérianité de M(G). — Dans cette section, nous mon-

trons le résultat suivant qui complète ceux obtenus en VI.6 : soit P =

MN un sous-groupe parabolique de G, alors le foncteur iGP préserve les re-

présentations de type fini. Ceci passe par des propriétés de noethérianité

de la catégorieM(G) provenant du théorème de décomposition VI.7.2.

Dans une catégorie abélienne, un objet est noethérien si toute suite

croissante de sous-objets est stationnaire (cf. Annexe A.I.2). Une caté-

gorie abélienne telle que tout objet de type fini est noethérien sera dite

noethérienne. Par exemple, la catégorie A −mod, où A est un anneau

noethérien, est noethérienne. Il est clair qu’un produit quelconque de

catégories noethériennes est noethérienne.

Proposition. — La catégorie M(G) est noethérienne.

Démonstration. Il suffit de montrer que chacune des catégories M(G)s

de la décomposition VI.7.2 est noethérienne. Pour les composantes su-

percuspidales, c’est-à-dire les composantes s = [G, (ρ,W )]G où (ρ,W ) est

donc une représentation supercuspidale irréductible de G, on a vu dans le

corollaire VI.4.4 que la catégorie M(G)s =M(G)[ρ] est équivalente à la

catégorie des modules à droite sur une certaine C-algèbre noethérienne.

C’est donc une catégorie noethérienne.

Reprenons le foncteur R : M(G) → Cusp(G) de la section VI.7.2.

Comme chaque catégorie M(M)sc qui compose Cusp(G) se décompose

d’après VI.3.5 en un produit M(M)sc =
∏

DM(M)D où D décrit les

classes d’inertie de représentations supercuspidales de M , on peut voir

R comme un foncteur R : M(G) →
∏

(M,D)M(M)D où M décrit un

système de représentants des classes de conjugaisons de sous-groupes de

Lévi de G et D les classes d’inertie de représentations supercuspidales

de M . Comme chaque catégorieM(M)D est noethérienne d’après ce qui

précède, il en est de même de leur produit. Supposons que (π, V ) soit

une représentation de type fini de G et soit

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn ⊂ · · ·
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une suite de sous-représentations de V . Comme R est fidèle et exact

(VI.7.2), si cette suite n’est pas stationnaire,

R(V1) ⊂ R(V2) ⊂ · · · ⊂ R(Vn) ⊂ · · ·

ne l’est pas non plus. Mais comme on sait d’autre part que R(V ) est de

type fini, ceci ne peut pas se produire puisque Cusp(G) est noethérienne.

Théorème. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Alors le
foncteur iGP préserve les représentations de type fini.

Démonstration. Soit (ρ,W ) dansM(M) une représentation de type fini.

D’après la proposition ci-dessus, (ρ,W ) est noethérienne. Nous allons

montrer que la représentation iGP (ρ,W ) est noethérienne. Ceci implique

bien entendu que iGP (ρ,W ) est de type fini.

Supposons dans un premier temps que (ρ,W ) est supercuspidale. Alors

la proposition VI.5.3 montre que rGP ◦i
G
P (ρ,W ) possède une filtration dont

les quotients successifs sont les w · (ρ,W ), w ∈ W (M)/WM , qui sont

des représentations supercuspidales de type fini donc noethériennes. Il

s’ensuit que rGP ◦ i
G
P (ρ,W ) est noethérienne, et comme rGP est exact, et

dans ce cas(3), n’annule aucun sous-quotient irréductible de iGP (ρ,W ), on

déduit par un argument donné dans la démonstration de la proposition

ci-dessus que iGP (ρ,W ) est noethérienne.

Dans le cas général, on peut bien sûr sans perte de généralité supposer

que P est un sous-groupe parabolique standard de G. Le lemme VI.7.2

exhibe un plongement

(ρ,W ) ↪→ IR(ρ,W ) =
⊕

L

iMP ′(ρM ′)

où la somme porte sur les sous-groupes paraboliques standards P ′ =

M ′N ′ de M et les ρM ′ sont des représentations supercuspidales. On ob-

tient donc par l’exactitude du foncteur iGP et la propriété de transitivité

(3)en effet, rG
P coïncide avec le foncteur fidèle R sur iGP (ρ, W )
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VI.1.4 un plongement

iGP (ρ,W ) ↪→ IR(ρ,W ) = iGP (⊕Li
M
P ′ρM ′) =

⊕

L

iGP ′(ρM ′).

Chaque facteur du membre de droite est noethérien, d’après ce qui pré-

cède, et l’on en déduit facilement que iGP (ρ,W ) aussi.

VI.8. Familles algébriques de représentations

VI.8.1. (G,B)-modules. — Soit B une C-algèbre commutative noe-

thérienne réduite (ie. sans éléments nilpotents). Nous renvoyons le lecteur

à [7] pour la notion de module plat.

Définition. — Un (G,B)-module est un C-espace vectoriel V muni

d’une représentation lisse (π, V ) de G et d’une structure de B-module

plat, où les deux actions commutent. Notons M(G,B) la catégorie des

(G,B)-modules. Si K est un sous-groupe compact ouvert de G, l’espace

V K est encore un B-module. Un (G,B)-module V est admissible si pour

tout sous-groupe compact ouvert K de G, V K est de type fini sur B.

Proposition. — Soit V un C-espace vectoriel V muni d’une représenta-
tion lisse (π, V ) de G et d’une structure de B-module, où les deux actions
commutent. Alors V est un (G,B)-module admissible si et seulement si
pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, V K est un B-module pro-
jectif de type fini.

Démonstration. D’après le corollaire A.X.5 et la proposition 5, A.X.4

de [11], il y a équivalence entre modules plats de présentation finie et

modules projectifs de type fini. Comme B est noethérienne, un module

de type fini est de présentation finie ([11], proposition 5 de A.X.4), donc

un B-module de type fini est plat si et seulement s’il est projectif. D’autre

part, pour tout B-module E, le morphisme naturel

E ⊗B V
K → (E ⊗B V )K
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est un isomorphisme dont l’inverse est donné par

e⊗ v 7→ e⊗ eK · v.

Enfin, le foncteur jK : V 7→ V K est exact, donc si V est un B-module

plat, c’est-à-dire si le foncteur • ⊗B V est exact, alors le foncteur

jK(• ⊗B V ) ' • ⊗B V
K

est exact, ce qui entraîne que V K est plat. Ceci montre que si V est un

(G,B)-module admissible, alors V K est un module projectif de type fini.

Réciproquement, si le foncteur

• ⊗B V
K

est exact pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, alors pour toute

suite exacte courte de (G,B)-modules

0→ E1 → E2 → E3 → 0,

on a encore une suite exacte

0→ E1 ⊗B V
K → E2 ⊗B V

K → E3 ⊗B V
K → 0.

En prenant K de plus en plus petit, on obtient, comme les représentations

Ei de G sont lisses

0→ E1 ⊗B V → E2 ⊗B V → E3 ⊗B V → 0,

ce qui montre que V est plat.

Remarque. — A la fin de la démonstration, nous avons utilisé l’argu-

ment suivant, qui nous sera encore utile : si V est un C-espace vectoriel

V muni d’une représentation lisse (π, V ) de G et d’une structure de B-

module, où les deux actions commutent, alors V est plat en tant que

B-module si et seulement si tous les V K le sont, lorsque K décrit l’en-

semble des sous-groupes ouverts compacts de G.

Une C-algèbre commutative noethérienne réduite B est l’algèbre des

fonctions polynomiales d’une variété algébrique affine S (S s’identifie

au spectre maximal SpecMax(B) de B). Rappelons que par définition le

spectre maximal de B est l’ensemble des morphismes d’algèbres unitaires
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χ : B → C. Si χ ∈ S, on note Ψχ ∈ SpecMax(B) le morphisme d’algèbre

correspondant, et Iχ son noyau (un idéal maximal de B) on définit

Vχ = V ⊗B B/Iχ

la spécialisation de V en χ. Cela reste une représentation lisse du groupe

G. On peut voir le (G,B)-module (π, V ) comme une famille algébrique

(indexée par S ' SpecMax(B)) de représentations lisses de G. On note

spχ le morphisme canonique de V dans Vχ. Comme B/Iχ ' C en tant

qu’espace vectoriel, on note aussi CΨχ le B-module C muni de l’action

b · z = Ψχ(b)z, (b ∈ B, z ∈ C).

Ainsi Vχ = V ⊗B CΨχ .

Lemme. — Si V est un (G,B)-module admissible, alors pour tout χ ∈
S, Vχ est une représentation admissible de G.

Démonstration. Si V K est engendré par v1, . . . , vr en tant que B-module,

alors (V ⊗B Cχ)
K = V K⊗B Cχ est engendré par v1⊗1, . . . , vr⊗1 comme

C-espace vectoriel.

Exemple. — Soit (π, V ) une représentation lisse de G. Notons B =

C[Λ(G)] l’algèbre des polynômes sur la variété des caractères non ramifiés

X (G) de G. Rappelons que l’évaluation en les points g de G définit un

morphisme

χun : G→ B×.

(Pour tout ceci voir V.2.4.)

Posons, pour tous v ∈ V , b ∈ B, g ∈ G

VB = V ⊗C B, πB(g)(v ⊗ b) = π(g) · v ⊗ χun(g)b.

Vérifions que c’est un (G,B)-module, B agissant par multiplication sur

le second facteur. D’une part, l’action de G et celle de B commutent :

quels que soient v ∈ V, b, b′ ∈ B, g ∈ G,

b′ · (πB(g) · (v ⊗ b)) = b′ · (π(g) · v ⊗ χun(g)b) = π(g) · v ⊗ b′χun(g)b,

et

πB(g) · (b′ · (v ⊗ b)) = πB(g) · (v ⊗ b′b) = π(g) · v ⊗ χun(g)b
′b.
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D’autre part V ⊗C B est un B-module libre, donc plat.

Si g est dans 0G, χun(g) = 1, donc l’action de g sur B est triviale. Ceci

est vrai en particulier pour tout élément d’un sous-groupe compact K

de G. Il s’ensuit que V K
B = V K ⊗C B, et donc VB est un (G,B)-module

admissible dès que V est admissible.

Si χ ∈ X (G), la spécialisation de πB en χ est isomorphe à π ⊗ χ :

VB ⊗B B/Iχ = (V ⊗ B)⊗B CΨχ = V ⊗Cχ,

où Cχ est C vu comme espace de la représentation χ de G. En effet

l’action de G est donnée par

g · (v ⊗ b⊗ z) = πB(g) · (v ⊗ b)⊗ z = π(g) · v ⊗ χun(g)b⊗ z

= π(g) · v ⊗ b⊗Ψχ(χun(g))z = π(g) · v ⊗ b⊗ χ(g)z

= (π ⊗ χ)(g) · v ⊗ b⊗ z.

On a utilisé (V.2.4.1) pour l’avant dernière égalité.

VI.8.2. (G,B)-modules et induction. — Si P = MN est un sous-

groupe parabolique de G, et si (σ,E) est un (M,B)-module, alors iGP (E)

est muni d’une structure de B-module (on fait agir B sur l’espace d’ar-

rivée E des fonctions dans iGP (E)). Il est évident que l’action du groupe,

par translation à droite des fonctions, commute à cette action de B. Pour

montrer que iGP (σ,E) est un (G,B)-module, il reste à montrer que c’est

un B-module plat. On utilise pour cela la remarque VI.8.1 : il suffit de

montrer que pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, iGP (E)K est

un B-module plat. Or nous avons décrit iGP (E)K en III.2.2. Soit Ω un sys-

tème de représentants dans G des doubles classes P\G/K, et pour tout

g ∈ Ω, soit Kg
M la projection de P ∩ gKg−1 sur M ' P/N . Rappelons

que comme P\G est compact, Ω est un ensemble fini. On a alors

(VI.8.2.1) iGP (E)K '
⊕

g∈Ω

EKg
M

et cet isomorphisme est un isomorphisme de B-modules. Comme E est

un B-module plat, tous les EKg
M sont plats, ce qui montre que iGP (E)K
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est plat. Ceci nous montre que nous avons un foncteur

iGP : M(M,B)→M(G,B).

Il est alors facile de généraliser le lemme III.2.3 :

Lemme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Alors le
foncteur

iGP : M(M,B)→M(G,B)

envoie les modules admissibles sur des modules admissibles.

Soit C une autre C-algèbre commutative noethérienne réduite, et sup-

posons que C soit un B-module. Les considérations de la section I.2.3,

appliquées ici au cas de B et C qui sont commutatives et unitaires, nous

donnent d’une part un pseudo foncteur d’oubli (isomorphe au foncteur

d’oubli dans ce cas)

M(C) −→M(B), E 7→ HomC(C,E) ' E

et son adjoint à gauche

M(B) −→M(C), W 7→ C ⊗B W,

que l’on appelle dans ce cadre foncteur de changement de base de B à

C. Si V est un B-module plat, alors pour tout C-module E,

E ⊗C (C ⊗B V ) ' (E ⊗C C)⊗B V.

Comme le foncteur d’oubli de C à B est trivialement exact, on voit que

C ⊗B V est un C-module plat. Ceci montre que l’on a un foncteur de

changement de base

M(G,B) −→M(G,C), V 7→ V ⊗B C.

Proposition. — Le changement de base commute à l’induction. Plus
précisément, si E est un (B,M)-module, alors iGP (E) ⊗B C est naturel-
lement isomorphe (comme (G,C)-module) à iGP (E ⊗B C).

Démonstration. Démontrons d’abord que pour tout sous-groupe ouvert

compact K de G,

(iGP (E)⊗B C)K et iGP (E ⊗B C)K
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sont naturellement isomorphes comme espaces vectoriels. On utilise la

description des K-invariants d’une induite parabolique rappelée ci-dessus

(VI.8.2.1) :

(iGP (E)⊗B C)K ' iGP (E)K ⊗B C '
⊕

g∈Ω

EKg
M ⊗B C

et d’autre part

iGP (E ⊗B C)K '
⊕

g∈Ω

(E ⊗B C)K
g
M '

⊕

g∈Ω

EKg
M ⊗B C.

Tous les isomorphismes apparaissant dans les deux équations ci-dessus

sont naturels, et en passant à la limite lorsque K devient de plus en plus

petit, on obtient iGP (E) ⊗B C ' iGP (E ⊗B C). Donnons maintenant une

formule pour cet isomorphisme :

iGP (E)⊗B C → iGP (E ⊗B C), f ⊗ c 7→ f̃(VI.8.2.2)

où la fonction f̃ : G→ E ⊗B C est donnée par

f̃(g) = f(g)⊗ c.

Il est clair sur que (VI.8.2.2) est un isomorphisme de (G,C)-modules.

On peut appliquer ceci dans le cas particulier de la spécialisation :

Corollaire. — La spécialisation commute à l’induction. Plus précisé-
ment, si E est un (B,M)-module, alors pour tout χ ∈ S, spχ(i

G
P (E)) est

naturellement isomorphe à iGP (spχ(E)) = iGP (Eχ), l’isomorphisme étant
induit par f 7→ f̃ , f ∈ iGP (E), où

f̃(g) = spχ(f(g)).

VI.8.3. (G,B)-modules et restriction. — Si P = MN est un sous-

groupe parabolique deG, et si (π, V ) est un (G,B)-module, alors rGP (π, V )

est muni d’une structure de B-module. Il est évident que l’action de M

sur rGP (V ) commute à cette action de B. Montrons que rGP (V ) est un B-

module plat. Soit E un B-module quelconque. Comme, en tant qu’espace

vectoriel

rGP (V ) = VN = V/V (N) = V ⊗H(N) C
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où C est le H(N)-module trivial, on a

E ⊗B r
G
P (V ) = E ⊗B (V ⊗H(N) C) ' (E ⊗B V )⊗H(N) C.

Or V est un B-module plat, donc le foncteur • ⊗B V est exact. D’autre

part le foncteur de restriction •⊗H(N) C est aussi exact. Ceci montre que

rGP (V ) est un B-module plat. Ainsi nous obtenons un foncteur

rGP : M(G,B) −→M(M,B)

La proposition VI.1.3 se généralise alors aux (G,B)-modules :

Proposition. — Le foncteur rGP : M(G,B) −→M(M,B) préserve les
B-modules de type fini.

Là encore, le point crucial est la compacité de P\G, et donc la finitude

de P\G/K pour tout sous-groupe ouvert compact K de G.

VI.8.4. Utilisation de la platitude. — Comme dans les sections

précédentes, B est une C-algèbre commutative noethérienne réduite, et

S la variété algébrique affine qui lui correspond. Dans les applications,

nous aurons besoin de nous ramener au cas où, lorsque (π, V ) est un

(G,B)-module admissible, et K est un sous-groupe groupe ouvert com-

pact quelconque de G, le B-module V K est libre de type fini (ce qui est

bien sûr une condition plus forte que projectif de type fini, tout module

projectif étant facteur direct d’un module libre). Or un module projectif

de type fini est localement libre . Plus précisément, si f ∈ B est non nul,

notons Tf la partie multiplicative de B constituées des puissances de f ,

Bf le localisé de B en Tf , pour tout module M , Mf le localisé de M

(voir A.III.1, exemple 3 et 4) et Sf l’ouvert de Zariski de S des idéaux

maximaux ne contenant pas f .

Théorème. — Un B-module M est projectif de type fini si et seulement
s’il existe des éléments (fi)i=1,...,r de B engendrant B sur lui-même, tels
que pour tout i = 1, . . . , r la localisation Mfi

soit un Bfi
-module libre de

type fini.
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Démonstration. Voir [7], chapitre II, §5, Théorème 1.

Nous allons maintenant voir des applications de ce résultat. Soit (π, V )

un (G,B)-module admissible, et soit φ un morphisme de (G,B)-module

de V dans lui-même, et pour tout sous-groupe ouvert compact K de G,

soit

φK : V K → V K

le morphisme de B-modules induit. Comme V K est projectif de type fini,

on trouve une famille finie (fi)i=1,...,r d’élément de B engendrant B sur

lui-même, tels que pour tout i = 1, . . . , r la localisation V K
fi

soit un Bfi

module libre de type fini. Soit f l’un des fi et pour tout point x dans Sf ,

notons

spx(φ) : spx(V )→ spx(V )

spx(φK) : spx(V
K)→ spx(V

K)

les morphismes obtenus par spécialisation.

Remarquons au passage que l’on a bien sûr spx(V
K
f ) = spx(V

K).

Proposition. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, et soit
(ρ,W ) une représentation irréductible de M . Pour tout ψ dans X (M),
posons πψ = iGP (ρ ⊗ ψ). Si πψ0 est irréductible pour un certain ψ0 dans
X (M), alors πψ est irréductible pour tout ψ dans un ouvert de Zariski de
la variété algébrique X (M).

Démonstration. Posons B = C[Λ(M)]. C’est l’algèbre des fonctions de la

variété algébrique X (M). Considérons le (M,B)-module

(ρB,WB) = (ρ⊗ χun,W ⊗C B)

de l’exemple VI.8.1, et le (G,B)-module induit (cf. VI.8.2)

(πB, VB) = iGP (ρB,WB).

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. L’espace V K
B est un B-

module, mais possède aussi une structure de module pour l’algèbre de

Hecke H(G,K), héritée de l’action deH(G). Les actions de B etH(G,K)

sur V K
B commutent.
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Spécialisons maintenant en ψ ∈ X (M). On a, d’après le corollaire

VI.8.2

spψ(πB, VB) = spψ(iGP (ρB,WB)) = iGP (ρ⊗ ψ).

Notons Vψ l’espace de cette représentation. On a alors

V K
ψ = iGP (ρ⊗ ψ)K ' spψ(VB)K = spψ(V

K
B ).

Pour tout h ∈ H(G,K), notons πB(h) l’action de h sur V K
B et πψ(h)

l’action de h sur spψ(V K
B ). Ceci définit des morphismes

πKB : H(G,K)→ EndB(V K
B ),

πKψ : H(G,K)→ End(V K
ψ ).

D’après le théorème III.1.5, on voit que si iGP (ρ ⊗ ψ) est irréductible

si et seulement si pour tout sous-groupe ouvert compact K de G suffi-

samment petit, V K
ψ est un H(G,K)-module irréductible. D’après le théo-

rème de Burnside (voir [28] 3.1.3) tel est le cas exactement lorsque πKψ
est surjective. Le théorème III.1.5 montre même en fait que iGP (ρ ⊗ ψ)

est irréductible s’il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que

V K
ψ soit un H(G,K)-module non nul et irréductible.

Supposons que πKψ0
soit surjective, pour un tel K, de sorte que V K

ψ0

soit un H(G,K)-module irréductible, et constatons que la description

des K-invariants (VI.8.2.1) dans la représentation induite Vψ montre que

le fait que V K
ψ soit non nul est indépendant de ψ (ce qui dépend de ψ

bien sûr est la structure de H(G,K)-module de V K
ψ ). Il s’agit de montrer

que πKψ est surjective pour tout ψ dans un ouvert de Zariski de la variété

algébrique X (M).

Reprenons la discussion précédant l’énoncé de la proposition (donc ici

S = X (M)). Ce ψ0 est dans l’un des ouverts principaux Sf , où le localisé

V K
B,f est libre sur Bf . Notons encore

πB : H(G,K)→ EndBf
(V K

B,f),

et choisissons une base B de EndBf
(V K

B,f) sur Bf . Spécialisons en ψ ∈ Sf :

Bψ = spψ(B) est une base du C-espace vectoriel

spψ(EndBf
(V K

B,f)) = End(V K
ψ ).
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Choisissons une famille libre F de H(G,K) telle que l’image de F par

πψ0 soit exactement la base Bψ0 . Appelons F le sous-espace de H(G,K)

engendré par F , et notons M = (mij)ij la matrice de la restriction de πB
à F : c’est une matrice à coefficients dans Bf , et Ψψ(mij) est une matrice

à coefficients complexes, à savoir la matrice de la restriction de πψ à F

dans les bases F et Bψ. Le déterminant de cette matrice est un polynôme

en les mij , qui vaut 1 en ψ0. Il est donc non nul sur un ouvert de Zariski

de Sf . Sur cet ouvert, πψ est donc surjective.

VI.8.5. Irréductibilité générique des induites. — En utilisant le

lemme géométrique et la proposition VI.8.4 nous allons montrer le théo-

rème suivant.

Théorème. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, et soit
(ρ,W ) une représentation supercuspidale irréductible de M . Pour tout ψ
dans X (M), posons πψ = iGP (ρ ⊗ ψ). Alors πψ est irréductible pour tout
ψ dans un ouvert de Zariski de la variété algébrique X (M).

Démonstration. D’après la proposition VI.8.4, il suffit de montrer que πψ0

est irréductible pour un certain ψ0 dans X (M).

Soit A la composante déployée de M . Soit χ le caractère central de

ρ. La restriction du caractère |χ| de Z(M) à A est à valeurs dans R∗
+,

et donc est trivial sur 0A. Il définit donc un caractère de Λ(A) = A/0A.

Comme ce réseau s’injecte avec un indice fini dans Λ(M) (cf. V.2.6), on

peut prolonger |χ| en un caractère ψ ∈ X (M). On obtient |ψ−1χ| = 1

sur A, et donc|ψ−1χ| = 1 se factorise en un caractère du groupe com-

pact Z(M)/A et comme tout caractère d’un groupe compact est unitaire,

|ψ−1χ| = 1 sur Z(M). Comme ρ ⊗ ψ−1 est supercuspidale à caractère

central unitaire, elle est unitaire. En effet, une représentation supercus-

pidale est compacte modulo le centre d’après le théorème VI.2.1, donc

essentiellement de carré intégrable modulo le centre, et l’on peut alors

conclure par le lemme IV.3.2. Quitte à translater par un tel caractère

ψ−1, on peut donc supposer, dans l’énoncé du théorème, que ρ est uni-

taire. De plus, pour tout ψ ∈ X (M) unitaire, ρ⊗ ψ est alors unitaire, et
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donc aussi iGP (ρ⊗ψ,W ). En particulier, cette dernière représentation est

complètement réductible.

La représentation rGP i
G
P (ρ⊗ψ,W ) admet d’après VI.5.3 (iii) une filtra-

tion dont les quotients sont de la forme w · (ρ⊗ψ) pour w ∈W (M)/WM .

Nous allons montrer que pour tout ψ en dehors d’un fermé de Zariski

de la variété réelle Im (X (M)), les caractères centraux de ρ ⊗ ψ et de

w · (ρ⊗ψ) sont différents. Comme ci-dessus, notons χ le caractère central

de ρ. Le caractère central de ρ⊗ψ est donc χψ|Z(M) et celui de w · (ρ⊗ψ)

est w · (χψ|Z(M)). Comme le réseau Λ(A) s’injecte avec un indice fini dans

Λ(M), il suffit de montrer que χα est différent de w · (χα) pour tout α

en dehors d’un fermé de Zariski de X (A). Mais ceci découle du fait que

W (M)/WM 'W (A) (V.4.3.3) qui agit fidèlement sur a∗ (V.3.8) et de la

description de Im (X (M)) en V.3.18. Nous allons conclure grâce au

Lemme. — Soit (π, V ) une représentation de G admettant une filtration

{0} = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V

dont les quotients successifs V ′
i = Vi/Vi−1 ont des caractères centraux

distincts. Alors

V '
n⊕

i=1

V ′
i .

Démonstration. Il est clair que le résultat est vrai pour les représentations

restreintes à Z(G). Mais comme G et Z(G) commutent, l’action de G

préserve la décomposition en caractères distincts de Z(G).

On déduit de ce qui précède que rGP i
G
P (ρ⊗ ψ,W ) se décompose en une

somme directe de modules de la forme w · (ρ⊗ψ), w ∈W (M)/WM dont

les caractères centraux sont deux à deux distincts, pour tout ψ en dehors

d’un fermé de Zariski de Im (X (M)). On a alors en utilisant la réciprocité

de Frobénius

HomG(πψ, πψ) = HomM(rGP (πψ), ρψ)

=
⊕

w∈W (M)/WM

HomM(w · (ρψ), ρψ) = HomM(ρψ, ρψ)
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qui est clairement de dimension 1 puisque ρψ est irréductible. On en

déduit que πψ est irréductible. Ceci termine la démonstration du théo-

rème.

VI.8.6. Une autre application. — On se replace dans la situation

de VI.8.4, avant l’énoncé de la proposition. Dans ce contexte, soit Ξ un

ensemble de points Zariski dense dans S (comme B est réduite, les x ∈ Ξ

séparent les éléments de B).

Fixons une base de V K
f et soit (mkl)k,l la matrice de l’endomorphisme

φK,f : V K
f → V K

f

dans cette base. Comme Ξ est Zariski dense dans S, son intersection avec

l’ouvert Sf est encore Zariski dense, et pour tout x ∈ Sf ∩ Ξ, la matrice

(Ψx(mk,l))k,l est une matrice à coefficients complexes. C’est la matrice de

spx(φK)

Proposition. — Supposons que pour tout x ∈ Ξ, la spécialisation en x

de V soit irréductible. Alors φ est l’action d’un élément b ∈ B.

Démonstration. D’après le lemme de Schur, pour tout x ∈ Ξ, spx(φ) est

un opérateur scalaire, donc il en est de même de spx(φK). Ainsi la matrice

(Ψx(mk,l))k,l vérifie-t-elle Ψx(mk,l) = 0 si k 6= l et Ψx(mk,k) = Ψx(ml,l)

pour tous k, l. Comme Ξ est Zariski dense, on en déduit que (mkl)k,l est

scalaire. On voit donc que φK,f est un donné par l’action d’un b ∈ Bf .

Ceci valant pour tout sous-groupe ouvert compact K de G et pour tous

les fi, on en déduit que φ est donné par l’action d’un b ∈ B.

Exemple. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, et soit

(ρ,W ) une représentation supercuspidale irréductible de M . On reprend

les notations de la démonstration de la proposition VI.8.4. Soit

φ : VB → VB

un morphisme de (G,B)-modules. Grâce au théorème d’irréductibilité

générique, les hypothèses de la proposition ci-dessus sont satisfaites, et

l’on en conclut qu’il existe un b ∈ B tel que φ est l’action de b.
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Considérons maintenant le cas M = P = G. Soit z un élément du

centre de la catégorie M(G)[ρ]. C’est par définition une transformation

naturelle du foncteur identique qui donne en particulier un endomor-

phisme G-équivariant de WB = W ⊗B. On obtient donc que l’action de

z dans WB = W ⊗ B est donnée par l’action d’un élément b ∈ B et l’on

retrouve ainsi les résultats de VI.4.5.

VI.9. Le second théorème d’adjonction

VI.9.1. Lemme de Jacquet généralisé. — L’énoncé du théorème

qui suit ne diffère du théorème VI.6.1 que part le fait que l’on fait plus

d’hypothèse d’admissibilité sur la représentation. La démonstration en

devient beaucoup plus délicate

Théorème. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, de com-
posante déployée A, et soit (π, V ) une représentation lisse de G. Soit
K un sous-groupe ouvert compact de G admettant une décomposition
d’Iwahori selon P . Alors l’application de projection j : V → VN envoie
surjectivement V K sur (VN)KM .

Démonstration. On reprend les points de la démonstration du théo-

rème VI.6.1 qui n’utilisent pas l’hypothèse d’admissibilité de (π, V ). Tout

d’abord on vérifie que l’image de V K par j est bien dans (VN)KM . On

choisit alors t ∈ C++
A . L’ensemble {t−mKN̄ t

m|m ∈ N} forme une base de

voisinages de l’identité dans N̄ , et la réunion des t−mKN t
m, m ∈ N est

égale à N (Théorème V.5.2).

Soit v ∈ V K , et soit m ∈ N. On a encore, comme en VI.6.1

(VI.9.1.1) j(π(eK)π(tm) · v) = πN(tm) · j(v).

Ceci montre que

(VI.9.1.2) πN (tm) · j(V K) ⊂ j(V K)

Bien que πN(tm) soit inversible sur j(V ) = VN , sans l’hypothèse d’ad-

missibilité, l’inclusion ci-dessus peut être stricte.
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Soit v̄ ∈ V KM
N , toujours sans utiliser l’hypothèse d’admissibilité, on a

montré qu’il existe m ∈ N tel que

(VI.9.1.3) πN (tm) · v̄ ∈ j(V K),

c’est-à-dire que l’on a

(VI.9.1.4)
⋃

m∈N

π(t−m) · j(V K) = V KM
N .

Considérons la distribution at,K = eK ∗ δt ∗ eK ∈ H(G,K), et notons

A l’endomorphisme de V K donné par l’action de at,K .

Lemme. — On a

V (N) ∩ V K =

(
⋃

i∈N

ker π(ati,K)

)
∩ V K =

⋃

i∈N

kerAi.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’après le lemme V.5.3,

on a ati,K = (at,K)i. Posons Ni = t−iKN t
i et rappelons que

⋃
i∈N

Ni = N .

D’après la proposition III.2.9 , on a alors V (N) =
⋃
i∈N

ker eNi
, d’où

V (N) ∩ V K =

(
⋃

i∈N

ker eNi

)
∩ V K =

⋃

i∈N

ker eNi |V K .

Or ati,K = eK ∗ δti ∗ eK = eKN
∗ eKM

∗ eKN̄
∗ δti ∗ eK

= eKN
∗ eKM

∗ δti ∗ et−iKN̄ t
i ∗ eK = eKN

∗ δti ∗ et−iKM ti ∗ eK

= δti ∗ et−iKN ti ∗ eK = δti ∗ eNi
∗ eK .(VI.9.1.5)

On en déduit que la restriction à V K de ati,K coïncide avec la restriction

de δti ∗ eNi
. Comme δti est inversible, ker πK(ati,K) = kerAi = ker eNi |V K .

Nous avons maintenant besoin de la notion de localisé d’un espace

vectoriel en un endomorphisme de cet espace et d’endomorphisme finale-

ment stable. Les définitions et les résultats utilisés sont développés dans

les annexes, en A.I, exemple 5 et C.II.
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Lemme. — Le localisé de V K en A est naturellement isomorphe à

(V KM
N , πN(t)),

le morphisme canonique ι : (V K , A)→ (V KM
N , πN(t)) étant donné par j.

Démonstration. Reprenons les résultats du lemme A.III.1 qui décrivent

le localisé. Le localisé de V K en A est d’après ce lemme, (naturellement)

isomorphe au localisé de V K/(∪n∈N kerAi) en A′, où A′ est l’endomor-

phisme induit par A. D’après le lemme ci-dessus

V K/(∪n∈N kerAi) = V K/(V (N) ∩ V K) ' j(V K)

et l’endomorphisme A′ est donné par πN (t) (ceci résulte de (VI.9.1.1). Il

reste maintenant à voir que (V KM
N , πN (t)) est bien ce localisé. D’après le

lemme A.III.1, il suffit de vérifier que πN (t) est inversible sur (VN)KM et

que

(VI.9.1.6) V KM
N =

⋃

i∈N

πN (t)−ij(V K).

Tout d’abord, comme π(eKM
)π(t) = π(t)π(et−1KM t) = π(t)π(eKM

), on a

πN(eKM
)πN(t) = πN (t)πN (eKM

) et donc πN (t) définit bien un endomor-

phisme de V KM
N = V KM

N , et de même pour πN(t−1). L’égalité (VI.9.1.6)

est une reformulation de (VI.9.1.4).

Proposition. — Le morphisme A est finalement stable. Plus précisé-
ment, il existe une constante b = b(G,K) ne dépendant que de G et K
telle que pour toute représentation lisse (π, V ), Ab est un endomorphisme
stable de V K . Posons V K

0 = kerAb, V K
∗ = ImAb. On a alors

V K = V K
0 ⊕ V

K
∗ .

Le localisé de V K en A est alors aussi (naturellement) isomorphe à
(V K

∗ , A|VK
∗

), le morphisme canonique ι étant donné par la projection
sur V K

∗ parallèlement à V K
0 . De plus la constante b peut être choisie

plus petite que la constante c(G,K) du théorème d’admissibilité uniforme
VI.2.3.

Avant de passer à la démonstration de cette proposition, qui occupera

plusieurs paragraphes, finissons la démonstration du théorème. On déduit
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des deux lemmes et de la proposition que j réalise un isomorphisme

(naturel) de V K
∗ dans V KM

N et que le noyau de j sur V K est V K
0 . Nous

avons fait plus que simplement montrer la surjectivité dans l’énoncé du

théorème, car la démonstration fournit une section de j : V K → V KM
N ,

en l’occurrence le sous-espace V K
∗ .

Remarques. — 1. La décomposition V K = V K
0 ⊕V

K
∗ ne dépend pas du

choix de t dans C++
A . Si (π, V ) est admissible, on retrouve la décomposi-

tion de la proposition VI.6.1.

— 2. Il existe des sous-groupes ouverts compacts C de N et C̄ de N̄

tels que pour tout (π, V ) ∈M(G),

V K
0 = V K ∩ ker eC , V K

∗ = eK ∗ eC̄ · V

— 3. Il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈ A+(ε),

V K
0 = ker π(at,K), V K

∗ = Im π(at,K).

Démonstration. Le premier point est la généralisation de la proposition

VI.6.1. Il se démontre de la même manière en utilisant le fait que pour

tout autre élément s de C++
A , d’après le corollaire V.5.3, on a pour tout

n dans Z,

asn,Katn,K = a(st)n,K .

Il découle aussi du second point.

Pour le second point, il suffit de choisir C tel que t−bKN t
b ⊂ C et

tbKN̄ t
−b ⊂ C̄. On a alors d’après (VI.9.1.5), pour tout v ∈ V K

0 =

ker π(atb,K),

0 = π(atb,K) · v = eK ∗ δtb ∗ eK · v = δtb ∗ eNb
· v.

Comme l’action de δtb est inversible, on voit que v ∈ ker eNb
, et comme

Nb ⊂ C, on a eC = eC ∗ eNb
, et donc v ∈ ker eC ∩ V K . Réciproquement,

si v ∈ ker eC , alors v ∈ V (N) (proposition III.2.9).

Pour montrer V K
∗ = eK ∗ eC̄ · V , on utilise l’égalité

atb,K = eK ∗ eN̄b
∗ δtb ,
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où N̄b = tbK̄N t
−b, qui se montre comme (VI.9.1.5). Comme N̄b ⊂ C̄ par

hypothèse, on a eN̄b
∗ eC̄ = eC̄ , et l’on obtient

V K
∗ = atb,K · V = eK ∗ eN̄b

∗ δtb · V = eK ∗ eN̄b
· V ⊃ eK ∗ eC̄ · V.

Réciproquement, comme Ab est stable, V K
∗ = π(atbm,K) · V K pour tout

m ∈ N∗, et pour m assez grand

C̄ ⊂ N̄bm = tbmK̄N t
−bm,

ce qui donne l’inclusion dans l’autre sens.

Le troisième point résulte assez facilement du deuxième. En effet, on

sait (théorème V.5.2) qu’il existe ε > 0 tel que, C et C̄ étant comme

ci-dessus

C ⊂ t−1KN t, C̄ ⊂ tKN̄ t
−1.

On a alors comme ci-dessus, pour tout v ∈ V K ,

π(at,K · v = δt ∗ et−1KN t · v,

et l’on en déduit que ker π(at,K)|V K = ker π(et−1KN t)|V K ⊂ V K ∩V (N) =

V K
0 (voir la démonstration du lemme ci-dessus). Comme C ⊂ t−1KN t,

et−1KN t = et−1KN t∗eC , tout v ∈ V K
0 = V K∩ker eC est dans ker π(et−1KN t)|VK ,

donc dans ker π(at,K)|VK . De même

V K
∗ = eK ∗ eC̄ · V ⊃ eK ∗ eC̄ ∗ etKN̄ t

−1 · V = eK ∗ etKN̄ t
−1 · V = π(at,K) · V.

La réciproque vient de

V K
∗ = π(atb,K) · V ⊂ π(at,K) · V.

Les paragraphes suivants sont consacrés à la démonstration de la pro-

position.
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VI.9.2. Un cas particulier. — Soit D une classe d’inertie de repré-

sentations irréductibles supercuspidales d’un sous-groupe de Lévi L de G,

et (ρ,W ) une représentation supercuspidale dans cette classe d’inertie.

Rappelons que nous avons introduit dans la remarque VI.4.1 un progé-

nérateur (Π1, VΠ1) = ind L
0L(Res L

0L(ρ,W )) de M(L)D. D’autre part, il a

été remarqué que

VΠ1 ' ind L
0L(Triv)⊗ V ' F ⊗ V = WF ,

où F est l’algèbre des fonctions régulières sur X (L). En effet, ind L
0L(Triv)

est isomorphe à C[Λ(L)], l’algèbre du groupe Λ(L) = L/0L. Notons sim-

plement (Π1, VΠ1) = (Π1, V1) pour alléger les notations. Clairement, V1

est un (L, F )-module admissible (un cas particulier de l’exemple VI.8.1).

D’après le lemme VI.8.2, si Q est un sous-groupe parabolique de facteur

de Lévi L, alors

(Π, Vπ) = iGQ(Π1, V1)

est un (G,F )-module admissible.

Le corollaire VI.8.2 affirme que la spécialisation de VΠ en χ ∈ X (L)

est

(VI.9.2.1)

spχ(Π, VΠ) = spχ(i
G
Q(Π1, V1)) = iGQ(spχ(Π1, V1)) = iGQ(ρ⊗ χ,W ).

Nous allons maintenant démontrer le lemme de Jacquet dans le cas par-

ticulier de la représentation (Π, VΠ) = iGQ(Π1, V1). Fixons un sous-groupe

parabolique P = MN et un sous-groupe ouvert compact K comme dans

l’énoncé du lemme de Jacquet de la section précédente, dont on reprend

d’ailleurs toutes les notations. Comme Π1 est supercuspidale, d’après la

proposition VI.5.3, rGP i
G
Q(Π1, V1) admet une filtration dont les quotients

sont de la forme iMw·L(
wΠ1) si L est conjugué à un sous-groupe de Lévi de

M , nuls sinon. Il s’ensuit que rGP i
G
Q(Π1, V1) est un (M,F )-module admis-

sible. Grâce au second lemme de la section VI.9.1, on voit que l’endomor-

phisme A de V K
Π = (iGQV1)

K vérifie les hypothèses de la proposition C.II.

On en déduit qu’il est finalement stable, c’est-à-dire qu’il existe b ∈ N tel

que

(VI.9.2.2) V K
Π = (VΠ)K0 ⊕ (VΠ)K∗
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avec Ab((VΠ)K0 ) = 0 et Ab inversible sur (VΠ)K∗ . Nous voulons maintenant

montrer que l’on peut prendre b ≤ c(G,K), la constante d’admissibilité

uniforme du théorème VI.2.3. Pour cela, d’après le lemme C.II, (iv), il

suffit de voir que Ac annule (VΠ)K0 .

D’après le théorème VI.8.5, la représentation spχ(Π, VΠ) = iGQ(ρ⊗ χ),

χ ∈ X (L), est irréductible pour tout χ en dehors d’un fermé de Zariski

de X (L). En particulier, pour tout ces χ,

(VI.9.2.3) dim spχ(VΠ)K = dim(iGQ(W ⊗ Cχ))
K ≤ c = c(G,K),

où c(G,K) est la constante d’admissibilité uniforme VI.2.3.

Le F -module V K
Π est aussi un H(G,K)-module. Les actions de F et

H(G,K) commutent, et la décomposition (VI.9.2.2) est une somme di-

recte de F -modules. Pour tout h ∈ H(G,K), on note Π(h) l’action de h

sur V K
Π et Πχ(h) l’action de h sur spχ(VΠ)K . La situation est similaire à

celle rencontrée en VI.8.4. L’image par spχ de (VΠ)K0 ⊂ (VΠ)K est annulé

par l’opérateur Πχ(A
c), pour tout χ tel que (VI.9.2.3) soit vérifié.

On utilise la même technique qu’en VI.8.4. On se place sur l’un des

ouverts principaux Sf de X (L), où le localisé V K
Π,f est libre sur Ff . Notons

encore Π(h) l’action d’un élément h ∈ H(G,K) sur V K
Π,f . On déduit de

(VI.9.2.2) que

V K
Π,f = (VΠ,f)

K
0 ⊕ (VΠ,f)

K
∗

et choisissons une base B de V K
Π,f sur Ff , union des bases B0 et B1 de

(VΠ,f)
K
0 et (VΠ,f)

K
∗ respectivement. Spécialisons en χ ∈ Sf : Bχ = spχ(B)

est une base du C-espace vectoriel iGQ(W ⊗ Cχ)
K . La matrice de π(Ac)

dans la base B est à coefficients dans Ff , et son image par Ψχ est la

matrice (à coefficients complexes) de Πχ(A
c). Comme Πχ(A

c) annule B0

pour tout χ dans un ouvert de Zariski de Sf , et que F est réduite, on

en déduit (par un argument déjà utilisé dans VI.8.6) que Π(Ac) annule

B et donc (VΠ,f)
K
0 . Comme ceci vaut pour tout les ouverts principaux

Sf du théorème VI.8.4, on obtient que Π(Ac) annule (VΠ)K0 , et donc que

b ≤ c(G,K).

Ceci termine la démonstration du lemme de Jacquet dans le cas par-

ticulier de la représentation iGQ(Π1, V1).
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VI.9.3. Fin de la démonstration du lemme de Jacquet. — Nous

allons maintenant étendre le résultat de la proposition VI.9.1 à toutes

les représentations lisses de G. Nous commençons par les représentations

induites. Soit Q = LU un sous-groupe parabolique de G, D une classe

d’inertie de représentations irréductibles supercuspidales de L, et (ρ,W )

une représentation de M(L)D. Nous voulons montrer que iGQ(ρ,W ) vé-

rifie la proposition VI.9.1. Dans la section précédente, nous avons établi

celle-ci pour la représentation iGQ(Π1, V1), où (Π1, V1) est un petit progé-

nérateur deMD(L). D’après le lemme A.VIII.2, la représentation (ρ,W )

est quotient de deux représentations qui sont des produits directs de

représentations isomorphes à (Π1, V1), c’est-à-dire que l’on a une suite

exacte de la forme
∏

α

V1 →
∏

β

V1 →W → 0.

Comme les foncteurs iGQ et jK sont exacts et préservent les produits (co-

rollaire VI.1.2), on obtient une suite exacte
∏

α

(iGQV1)
K →

∏

β

(iGQV1)
K → (iGQW )K → 0.

Comme Ab est stable sur (iGQV1)
K , l’endomorphisme induit par atb,K sur

(
∏

α i
G
QV1)

K est stable (idem pour le second produit), pour la même

constante b ∈ N que précédemment. Le résultat pour (iGQW )K s’en déduit

immédiatement (lemme C.II, (ii)). Ceci établit le lemme de Jacquet pour

iGQ(ρ,W ).

Passons maintenant à une représentation quelconque (π, V ) deM(G).

Le théorème de décomposition VI.7.2 permet d’écrire

V =
⊕

s∈B(G)

Vs,

et l’on se ramène donc à montrer la proposition pour chaque composante

Vs. Pour les composantes supercuspidales, ceci est trivial par définition.

Il reste les composantes induites. D’après le lemme VI.7.2, (iii), chaque

Vs se plonge dans une somme directe finie de représentations induites de

la forme ⊕

i∈I

iGQ(ρi,Wi).
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Considérons le conoyau C de cette injection. De la même manière, C

s’injecte dans une somme de la même forme. On en déduit une suite

exacte de la forme

0→ Vs→
⊕

i∈I

iGQ(ρi,Wi)→
⊕

i∈J

iGQ(ρj,Wj)

qui réalise Vs comme le noyau d’un G-morphisme entre deux représenta-

tions pour lesquelles la proposition est établie. On utilise alors l’exacti-

tude du foncteur jK , le fait qu’il préserve les sommes directes finies pour

obtenir une suite exacte

0→ V K
s
→
⊕

i∈I

iGQ(ρi,Wi)
K →

⊕

i∈J

iGQ(ρj ,Wj)
K .

Le lemme C.II (iii) nous permet de conclure.

VI.9.4. Une conséquence. — Une première conséquence du lemme

de Jacquet généralisé est que le corollaire VI.6.3 est maintenant valide

sans l’hypothèse d’admissibilité. Redonnons l’énoncé :

Corollaire. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et
distingué dans K0 et admettant une décomposition d’Iwahori selon les
sous-groupes paraboliques standards. Soit (π, V ) une représentation lisse
de G telle V K engendre V . Alors tout sous-quotient de V est engendré
par ses vecteurs fixés par K.

On en déduit, en vertu du théorème I.3.2 :

Proposition. — Soit K est un sous-groupe ouvert compact de G, inclus
et distingué dans K0 et admettant une décomposition d’Iwahori selon
les sous-groupes paraboliques standards. Alors la sous-catégorie pleine de
M(G) des représentations engendrées par leurs vecteurs K-invariants
est équivalente à la catégorie des modules unitaires sur l’algèbre de Hecke
H(G,K).
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VI.9.5. Une autre conséquence. — Plaçons-nous dans les hypo-

thèses de la section VI.8.3. Le foncteur de restriction

rGP :M(G,B) −→M(M,B)

préserve la B-admissibilité. L’argument est le même que celle du corol-

laire VI.6.1.

VI.9.6. Le second théorème d’adjonction de Bernstein. — Soit

P = MN un sous-groupe parabolique de G. Le foncteur rGP est l’adjoint

à gauche du foncteur iGP , mais ce dernier admet aussi un adjoint à droite.

Ce fait n’est pas particulièrement profond, car le foncteur iGP est la com-

position du foncteur d’oubli de M à P , qui admet un adjoint à droite,

d’un foncteur de normalisation qui ne joue aucun rôle, et du foncteur

d’induction parabolique IndGP , qui, comme G/P est compact, s’identifie

au foncteur d’induction compacte indGP et admet donc un adjoint à droite

(cf. III.2.6).

Ce qui est en revanche beaucoup plus profond est la détermination

explicite de cet adjoint à droite. Soit P̄ = MN̄ le parabolique opposé à

P .

Théorème. — le foncteur rG
P̄

est l’adjoint à droite du foncteur iGP . C’est-
à-dire que pour toute représentation (π, V ) dans M(G) et pour toute
représentation (τ, E) dans M(M), on a un isomorphisme naturel

(VI.9.6.1) HomG(iGP (τ, E), (π, V )) ' HomM((τ, E), rGP̄ (π, V )).

Ce résultat est connu sous le nom de second théorème d’adjonction de

Bernstein. Nous allons voir qu’il découle du lemme de Jacquet. Montrons

tout d’abord qu’il est équivalent à l’énoncé suivant

Théorème. — Pour toute représentation lisse (π, V ) de M ,

(VI.9.6.2) rGP̄ π̃ = (rGP π)̃ .



300 CHAPITRE VI. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

Démonstration. On a, pour toute représentation lisse (τ, E) deM et toute

représentation lisse (π, V ) de G,

HomG(iGP τ, π̃) ' HomG(π, (iGP τ )̃ )

' HomG(π, iGP τ̃)

' HomM(rGP (π), τ̃)

' HomM(τ, (rGP (π)̃ ),(VI.9.6.3)

La première égalité est le lemme I.4.2.1. La seconde est le fait que l’in-

duction normalisée commute avec la dualité. La troisième est l’adjonction

des foncteurs iGP et rGP et la dernière est à nouveau le lemme I.4.2.1. Si

l’on suppose que rG
P̄
π̃ = (rGPπ)̃ , on obtient alors (VI.9.6.1) avec π̃ au lieu

de π. Pour obtenir (VI.9.6.1) avec π qui n’est pas de la forme σ̃, nous

raisonnons de la façon suivante. La représentation π s’injecte dans ˜̃π, et

le conoyau π1 de cette injection s’injecte dans ˜̃π1. On obtient ainsi une

suite exacte

0 ↪→ π ↪→ ˜̃π ↪→ ˜̃π1.

Ce qui nous donne par exactitude à gauche des foncteurs HomG(X, •) et

rG
P̄
, un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes et les flèches

verticales les isomorphismes (VI.9.6.1) établis ci-dessus pour ˜̃π et ˜̃π1 :

0 −−−→ HomG(iGP τ, π) −−−→ HomG(iGP τ, ˜̃π) −−−→ HomG(iGP τ, ˜̃π1)y
y

0 −−−→ HomM(τ, rG
P̄
π) −−−→ HomM(τ, rG

P̄
˜̃π) −−−→ HomM(τ, rG

P̄
˜̃π1).

On en déduit facilement que HomG(iGP τ, π) et HomM(τ, rG
P̄
π) sont iso-

morphes et que cet isomorphisme est naturel.

Réciproquement, si l’on suppose que le second théorème d’adjonction

est établi, alors on obtient

HomM(τ, rGP̄ (π̃)) ' HomG(iGP (τ), π̃) ' HomM(τ, (rGP (π))̃ ),

le second isomorphisme étant (VI.9.6.3). Comme ceci est vrai pour tout

τ ∈M(M), le principe A.III.3 nous donne l’existence d’un isomorphisme

naturel rG
P̄
π̃ ' (rGP π)̃ .



VI.9. LE SECOND THÉORÈME D’ADJONCTION 301

Démontrons maintenant ce théorème. Nous le reformulons sous la forme

suivante :

Proposition. — Il existe une dualité M-équivariante

〈. , .〉P : rGP (V )× rGP̄ (Ṽ )

vérifiant, pour tout v ∈ V , pour tout λ ∈ ṽ, pour tout t ∈ C++
A , pour tout

m ∈ N assez grand,

(VI.9.6.4) 〈rGP (π)(tm).v̄, λ̄〉P = δ
1/2
P (tm)λ(π(tm) · v),

où v̄ = jN(v), λ̄ = jN̄(λ).

Cette dualité induit un isomorphisme rG
P̄
(Ṽ ) ' rGP (V )̃ .

Pour tout v ∈ V , pour tout λ ∈ ṽ, il existe ε > 0 tel que pour tout
t ∈ C+

A (ε),

(VI.9.6.5) 〈rGP (π)(t).v̄, λ̄〉P = δ
1/2
P (t)λ(π(t) · v).

Démonstration. Il s’agit d’abord de trouver une dualité entre rGP π et rG
P̄
π̃.

Les espaces respectifs de ces représentations sont VN et ṼN̄ . Soit un sous-

groupe ouvert compact K de G admettant une décomposition d’Iwahori

selon P . Nous avons, dans la démonstration du lemme de Jacquet, établi

une décomposition V K = V K
0 ⊕ V

K
∗ de telle sorte que V K

∗ ' V KM
N , et de

la même manière, nous disposons d’une décomposition Ṽ K = Ṽ K
0 ⊕ Ṽ

K
∗

avec Ṽ K
∗ ' Ṽ KM

N̄
. Remarquons que V K

∗ est orthogonal à Ṽ K
0 et que V K

0

est orthogonal à Ṽ K
∗ . En effet, soient v ∈ V K

∗ , λ ∈ Ṽ K
0 , et écrivons

v = atm,K · v′, avec les notations de la section VI.9.1, où m est un entier

suffisamment grand. On a alors

λ(v) = λ(atm,K · v
′) = ((atm,K )̌ · λ)(v′) = (at−m,K · λ)(v′).

Ici, l’élément t est dans C++
A , partie définie relativement au sous-groupe

parabolique P , et plus précisément à son radical unipotent N . La partie

qui correspond au sous-groupe parabolique P̄ = MN̄ est

C−−
A := {a−1| a ∈ C++

A }.

Le sous-espace Ṽ K
0 de Ṽ K est donc le noyau de at−m,K , pour m suffi-

samment grand. On a donc at−m,K · λ = 0, ce qui montre que V K
∗ est

orthogonal à Ṽ K
0 . L’autre assertion se démontre de la même manière.
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La restriction de j à V K
∗ est un isomorphisme sur V KM

N . Notons sKP son

inverse. De même, notons sK
P̄

l’isomorphisme de ṼN̄ sur Ṽ K
∗ inverse de j.

Soient v̄ ∈ V KM
N et λ̄ ∈ Ṽ KM

N̄
, et notons v = skP (v̄) et λ = sK

P̄
(λ̄). Posons

〈v̄, λ̄〉 = 〈v, λ〉,

où le second crochet de dualité est la dualité naturelle entre V et Ṽ . Il

est clair que ceci définit bien une dualité entre V KM
N et Ṽ KM

N̄
. En effet, on

a d’après le lemme III.1.6 (Ṽ )K = (V ∗)K = (V K)∗ et donc ceci découle

du fait que V K
0 est orthogonal à Ṽ K

∗ et que V K
∗ est orthogonal à Ṽ K

0 .

Ceci montre aussi que (Ṽ )KM

N̄
est bien tout le dual de V KM

N , c’est-à-dire

que (V KM
N )∗ = Ṽ KM

N̄
.

Lorsque K décrit la famille des sous-groupes ouverts compacts de G

admettant une décomposition d’Iwahori selon P , la famille des KM décrit

une base de voisinage de l’identité dans M . On a donc VN =
⋃
K V

KM
N

et ṼN̄ =
⋃
K Ṽ

KM

N̄
. Nous devons vérifier que les dualités définies plus

haut sont compatibles, et peuvent ainsi s’étendre en une dualité entre

VN et (Ṽ )N̄ . Pour cela, il suffit de regarder ce qui se passe pour deux

sous-groupes ouverts compacts K ′ ⊂ K de G. On a bien sûr dans ce cas

V K ⊂ V K ′

. Soit v ∈ V K ′

0 ∩ V K . On a donc pour m suffisamment grand,

atm,K ·v = eK ∗δtm ∗eK ·v = eK ∗eK ′ ∗δtm ∗eK ′ ∗eK ·v = eK ∗atm,K ′ ·v = 0.

Ceci montre que V K ′

0 ∩ V K ⊂ V K
0 . De même, si v ∈ V K

∗ , écrivons v =

atm,K · v′ pour un certain v′ ∈ V K . On a alors

v = eK ∗ δtm ∗ eK · v
′ = eK ∗ eK ′ ∗ δtm ∗ eK ′ ∗ eK · v

′ = eK ∗ atm,K ′ · v′,

d’où V K
∗ ⊂ eK ·V K ′

∗ . On veut montrer que ces inclusions sont des égalités.

Soit n un entier plus grand que b, la constante de la proposition VI.9.1.

En supposant que n soit assez grand, de telle sorte que t−nKN̄ t
n ⊂ K ′ et

tnKN t
−n ⊂ K ′ et en calculant comme dans la démonstration du lemme

V.5.3, on obtient

atn,K ∗ atn,K ′ = eK ∗ at2n,K ′, atn,K ′ ∗ atn,K = at2n,K ′ ∗ eK

ce qui montre facilement que l’on a

V K ′

0 ∩ V K = V K
0 , V K

∗ = eK · V
K ′

∗ .
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Montrons que sur V KM
N ,

(VI.9.6.6) eK ◦ s
K ′

P ◦ i = sKP ,

où i est l’inclusion de V KM
N dans V

K ′
M

N . Soit donc v̄ ∈ V KM
N , et écrivons

v̄ = jN (π(atn,K) · v)

pour un certain v ∈ V K , de sorte que

sKP (v̄) = π(atn,K) · v.

On a d’après (VI.9.1.1),

jN (π(atn,K) · v) = πN(tn)jN (v) = jN(π(atn,K ′) · v)

d’où

eK ◦ s
K ′

P (v̄) = eK ◦ s
K ′

P (jN(π(atn,K ′) · v)) = eK · (π(atn,K ′) · v)

= π(eK ∗ atn,K ′ ∗ eK) · v = π(atn,K) · v = sKP (v̄).

Ceci montre (VI.9.6.6).

Nous allons aussi utiliser que pour tout v̄ ∈ V KM
N

(VI.9.6.7) (1− eK)sK
′

P (v̄) ∈ V K ′

0 = V K ′

∩ ker jN .

En effet, d’après (VI.9.6.6),

(1− eK)sK
′

P (v̄) = sK
′

P (v̄)− eKs
K ′

P (v̄) = sK
′

P (v̄)− sKP (v̄).

Or,

jN(sK
′

P (v̄)− sKP (v̄)) = v̄ − v̄ = 0,

ce qui démontre l’assertion.

Nous pouvons maintenant calculer :

〈sKP (v̄), sKP̄ (λ̄)〉 − 〈sK
′

P (v̄), sK
′

P̄ (λ̄)〉

=〈eK · s
K ′

P (v̄), eK · s
K ′

P̄ (λ̄)〉 − 〈sK
′

P (v̄), sK
′

P̄ (λ̄)〉

=〈sK
′

P (v̄), eK · s
K ′

P̄ (λ̄)− sK
′

P̄ (λ̄)〉+ 〈eK · s
K ′

P (v̄)− sK
′

P (v̄), eK · s
K ′

P̄ (λ̄)〉

=〈sK
′

P (v̄), (eK − 1) · sK
′

P̄ (λ̄)〉+ 〈(eK − 1) · sK
′

P (v̄), eK · s
K ′

P̄ (λ̄)〉

Or 〈(eK − 1) · sK
′

P (v̄), eK · sK
′

P̄
(λ̄)〉 = 〈eK ∗ (eK − 1) · sK

′

P (v̄), sK
′

P̄
(λ̄)〉 = 0

et 〈sK
′

P (v̄), (eK − 1) · sK
′

P̄
(λ̄)〉 = 0 d’après (VI.9.6.7) et l’orthogonalité de

Ṽ K ′

0 et V K ′

∗ .
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Ceci montre que la dualité 〈. , .〉P est en fait définie indépendamment

du choix de K.

Vérifions maintenant que cette dualité est M-équivariante. Soient v̄ ∈

VN et λ̄ ∈ ṼN̄ , et m ∈ M . Montrons que

〈πN(m) · v̄, π̃N̄(m) · λ̄〉P = 〈v̄, λ̄〉P .

Choisissons un sous-groupe ouvert compact comme ci-dessus tel que KM

fixe v̄ et λ̄ et soient v ∈ V K
∗ , λ ∈ Ṽ K

∗ relevant respectivement v̄ ∈ VN et λ̄,

de sorte que 〈v̄, λ̄〉P = 〈v, λ〉. Comme πN(m) · v̄ = π(m) · v, π̃N̄(m) · λ̄ =

π̃(m) · λ, on voit que l’on aura l’égalité voulue si π(m) · v ∈ V K ′

∗ , et

π̃(m) · λ ∈ Ṽ K ′

∗ , pour un autre sous-groupe compact ouvert K ′ de G

vérifiant les mêmes conditions que K, puisque l’on a montré que la dualité

ne dépend pas du choix de K. En effet, on a alors

〈πN (m) · v̄, π̃N̄ · λ̄〉P = 〈π(m) · v, π̃(m) · λ〉 = 〈v, λ〉P .

Or on a aussi, en prenant K ′ = mKm−1, et en utilisant le fait que t est

central dans M ,

δm ∗ aK,t = δm ∗ eK ∗ δt ∗ eK = eK ′ ∗ δm ∗ δt ∗ eK = eK ′ ∗ δt ∗ δm ∗ eK

= eK ′ ∗ δt ∗ eK ′ ∗ δm = aK ′,t ∗ δm.

Ceci entraîne facilement que π(m) · v ∈ V K ′

∗ , et π̃(m) · λ ∈ Ṽ K ′

∗ . On en

déduit immédiatement que

〈rGP (π)(m) · v̄, rGP̄ (π̃)(m) · λ̄〉P = 〈v̄, λ̄〉P .

En effet, les normalisations par δ
1/2
P (m) et δ

1/2

P̄
(m) se compensent (lemme

V.5.4).
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Il reste à vérifier (VI.9.6.4) et (VI.9.6.5). Fixons un sous-groupe ouvert

compact K de G admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-

groupes paraboliques standards et fixant v et λ. On a alors

δ
1/2
P (tm)λ(π(tm) · v) = δ

1/2
P (tm)(eK · λ)(π(tm) · eK · v)

= δ
1/2
P (tm)λ(atm,K · v)

= δ
1/2
P (tm)〈atm,K · v, λ〉

= δ
1/2
P (tm)〈atm,K · v, s

K
P̄ (jN̄(λ))〉

= δ
1/2
P (tm)〈sKP (jN(atm,K · v)), s

K
P̄ (jN̄ (λ))〉

Pour les deux dernières égalités, on utilise le fait que pour m assez grand,

atm,K · v ∈ V K
∗ , l’orthogonalité de Ṽ K

0 et V K
∗ (resp. de V K

0 et Ṽ K
∗ ) et le

fait que sKP soit une section de jN sur V K (resp. sK
P̄

une section de jN̄ sur

Ṽ K). D’après la définition de la dualité 〈. , .〉P , on obtient

δ
1/2
P (tm)λ(π(tm) · v) = δ

1/2
P (tm)〈jN(atm,K · v), jN̄(λ)〉P

= 〈δ1/2
P (tm)πN(tm) · v̄, λ̄)〉P

= 〈rGP (π)(tm) · v̄, λ̄)〉P

On a utilisé (VI.9.1.1), une égalité démontrée en (VI.6.1). La démonstra-

tion de (VI.9.6.5) est identique, en utilisant le fait (remarque 3, VI.9.1)

que pour t ∈ C+
A (ε), V K = V K

0 ⊕ V
K
∗ = ker at,K ⊕ Im at,K . Ceci termine

la démonstration de la proposition.

VI.9.7. Seconde adjonction et complétion. — Nous donnons ici

une interprétation du second théorème d’adjonction en terme de complé-

tion de modules (cf. section I.1.4).

Théorème. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G et soit
P̄ = MN̄ le sous-groupe parabolique opposé. Alors, pour toute représen-
tation (π, V ) de M(G), on a un isomorphisme naturel

φ : (V̄ )N ' VN̄ .

Pour tout v ∈ (V̄ )N , φ(v) est caractérisé par la propriété suivante :

— pour tout sous-groupe ouvert compact K de G admettant une dé-
composition d’Iwahori selon P , φ(eK · v) = eKM

· φ(v).
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Démonstration. Par définition, le module VN̄ est la limite projective des

e · VN̄ , où e décrit l’ensemble des idempotents de H(M). Comme les

eKM
forment un système filtrant d’idempotents de H(M) lorsque K dé-

crit l’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G admettant une

décomposition d’Iwahori selon P , on a

VN̄ = lim←−
K

eKM
· VN̄ = lim←−

K

V KM

N̄
.

Dans la section précédente (il faut inverser les rôles de P̄ et P ), nous

avons exhibé un sous-espace V K
∗ de VK tel que jN̄ réalise un isomorphisme

V KM

N̄
' V K

∗ . On obtient ainsi

VN̄ = lim←−
K

V KM

N̄
' lim←−

K

V K
∗ ⊂ lim←−

K

V K = V̄ .

Ceci nous donne une identification de VN̄ avec l’espace :

V∗ := {v ∈ V̄ | eK · v ∈ V
K
∗ , (∀K)}.

D’après la seconde remarque de VI.9.1, pour tout sous-groupe ouvert

compact C de N suffisamment gros, on a V K
∗ = eKeC · V . On en déduit

que v ∈ V∗ si et seulement pour tout K comme ci-dessus et pour tout

sous-groupe ouvert compact C de N suffisamment gros (dépendant ex-

plicitement de K, voir la remarque VI.9.1), eK · v ∈ eKeC · V . Ceci est

encore équivalent à :

- Pour tout sous-groupe ouvert compact C de N , pour tout K comme

ci-dessus suffisamment petit (dépendant explicitement de C et normalisé

par C (ceci fournit encore un système filtrants d’idempotents), eK · v ∈

eKeC · V = eCeK · V .

Ainsi : v ∈ V∗ si et seulement pour tout sous-groupe ouvert compact

C de N , v ∈ eC · V̄ , et comme N est union de ses sous-groupes compacts,

on obtient V∗ ' V̄ N .

Nous avons obtenu ce théorème comme conséquence du lemme de Jac-

quet VI.9.1. Soit (π, V ) ∈ M(G). En appliquant le résultat à (π̃, Ṽ ), on

obtient un isomorphisme

φ : Ṽ
N

→ ṼN̄ .
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Or Ṽ
N

' (V ∗)N ' (VN)∗ (cf. I.4.3), et donc ṼN̄ s’identifie à la partie

lisse de (VN)∗ (cf. I.1.5), qui par définition est ṼN . On retrouve donc

l’isomorphisme canonique :

rGP̄ π̃ ' (rGP π)̃ .

La démonstration donnée ici est bien sûr essentiellement équivalente à

celle donnée en VI.9.6, mais le formalisme des complétions de modules

permet une rédaction plus rapide. Il permet aussi d’obtenir le théorème de

seconde adjonction de manière un peu plus élégante. En effet, pour toute

représentation (τ, E) dans M(M) et pour toute représentation (π, V )

dans M(G), on a, en écrivant le signe d’égalité pour des isomorphismes

naturels :

HomG(iGP (E), V ) = HomG(indGP (FMP (δ
−1/2
P ⊗ E)), V )

= HomG(PG
P (FMP (δ

1/2
P ⊗ E)), V )

= HomP (FMP (δ
1/2
P ⊗ E),̌ FGP (V ))

= HomP (FMP (δ
1/2
P ⊗ E),HomG(H(G), V )H(P ))

= HomP (FMP (δ
1/2
P ⊗ E), V̄H(P )) = HomP (FMP (δ

1/2
P ⊗ E), V̄ )

= HomM(δ
1/2
P ⊗ E, V̄

N ) = HomM(E, δ
−1/2
P ⊗ V̄ N)

= HomM(E, δ
−1/2
P ⊗ VN̄) = HomM(E, δ

1/2

P̄
⊗ VN̄ )

= HomM(E, rGP̄ V )

Nous avons utilisé successivement l’identité entre foncteur d’induction

compacte et foncteur P (III.2.6), l’adjonction de P et du pseudo fonc-

teur d’oubli et l’expression du pseudo foncteur d’oubli en terme de com-

plété (I.2.3), le fait qu’un morphisme d’un module non dégénéré dans

un module quelconque est toujours à valeurs dans la partie non dégé-

nérée, l’adjonction entre foncteur d’oubli FMP et le foncteur qui consiste

à prendre les N -invariants (qui se vérifie facilement), et enfin l’isomor-

phisme V̄ N ' VN̄ démontré ci-dessus.

VI.10. Le centre de M(G)Ω
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VI.10.1. Un progénérateur de M(G)Ω. — Soit Ω une composante

connexe de Ω(G) et soit (M, (ρ,W )) une donnée cuspidale dont la classe

est dans Ω. On peut supposer que M est un sous-groupe de Lévi stan-

dard de G, facteur de Lévi du sous-groupe parabolique standard P =

MN . Soit D la classe d’inertie dans M de (ρ,W ), c’est-à-dire D =

[M, (ρ,W )]M . Notre but est de trouver un petit progénérateur de la caté-

gorieM(G)Ω. Soit ΠD le progénérateur de la catégorieM(M)D construit

en VI.4.1. Un candidat naturel est ΠΩ = iGP (ΠD). La première étape

consiste à voir que ΠΩ est indépendant des choix faits. Pour cela, nous

allons utiliser un résultat qui ne sera démontré qu’en VII.1.3 (où le lecteur

est aussi invité à se référer pour certaines notations).

Lemme. — On suppose M maximal (voir VII.1.3), et soit w l’élément
non trivial deW(M, ∗). On pose M ′ = w·M et ρ′ = w·ρ, D′ = [M ′, ρ′]M ′.
Alors

iGP (ΠD) ' iGP ′(ΠD′).

Il est important de remarquer que l’isomorphisme ci-dessus n’est pas

canonique. D’autre part, l’assertion serait évidente avec w · P à la place

de P ′. Or ici, w · P = P̄ .

Démonstration. Si w · (M,D) = (M,D), ceci est trivial. Dans le cas

contraire, nous sommes alors dans les hypothèses du corollaire VII.1.3.

L’équivalence de catégories de ce corollaire montre qu’il s’agit de vérifier

que rDi
G
P ′(ΠD′) = ΠD, mais ceci est immédiat d’après le lemme géomé-

trique VI.5.3.

On peut maintenant s’affranchir de l’hypothèse de maximalité de M .

Proposition. — Soit (M,D) comme ci-dessus, et soit w ∈ W(M, ∗).
Posons M ′ = w ·M , D′ = w ·D. Alors

iGP (ΠD) ' iGP ′(ΠD′).

Démonstration. On utilise le fait que w peut s’écrire comme produit de

transformations élémentaires (lemme VI.5.4). Ceci nous ramène au cas

où w est lui-même élémentaire. Il existe alors un sous-groupe de Lévi L

de G contenant M comme sous-groupe de Lévi maximal. Soit Q = LU le
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sous-groupe parabolique standard de facteur de Lévi L. D’après le lemme

ci-dessus

iLP∩L(ΠD) ' iLP ′∩L(ΠD′).

On en déduit

iGP (ΠD) = iGQi
L
P∩L(ΠD) ' iGQi

L
P ′∩L(ΠD′) = iGP ′(ΠD′).

La conséquence de ceci est que la (classe d’isomorphie de la) représen-

tation ΠΩ est en fait indépendante de la donnée (M,D) choisie pour la

construire. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat voulu :

Théorème. — La représentation ΠΩ est un progénérateur de type fini
de M(G)Ω.

Démonstration. Le second théorème d’adjonction de Bernstein affirme

que iGP est adjoint à droite du foncteur rG
P̄
. Celui-ci étant exact, on en

déduit immédiatement que iGP préserve les projectifs. Ceci montre que

ΠΩ est projectif. On a aussi démontré en VI.7.5 que iGP préserve les re-

présentations de type fini. On voit donc que ΠΩ est de type fini. Or un

objet projectif de type fini est petit au sens de la théorie des catégories

(A.VIII.2). Il reste à montrer que ΠΩ est un générateur de M(G)Ω, et

pour ceci, il suffit de voir que toute représentation irréductible (π, V ) de

M(G)Ω est un quotient de ΠΩ. Soit M ′ un sous-groupe de Lévi standard

de G tel que rG
P̄ ′(π) soit supercuspidal. Le foncteur iGP ′ est l’adjoint à

gauche de rG
P̄ ′, et nous disposons du morphisme d’adjonction associé à

l’identité de rG
P̄ ′(π) :

βπ : iGP ′rGP̄ ′(π)→ π.

Comme π est irréductible, ce morphisme est surjectif (car non nul) et par

exactitude du foncteur iGP ′ il existe un facteur de composition ρ′ de rG
P̄ ′(π)

tel que iGP ′(ρ′) s’envoie surjectivement sur π. Soit D′ la classe d’inertie de

ρ′. Par définition, Ω est aussi la composante connexe de Ω(G) associée à

(M ′, D′). Comme ρ′ ∈ D′, et que ΠD′ est un progénérateur deM(M ′)D′ ,

il existe un morphisme surjectif ΠD′ → ρ′. Le foncteur iGP ′ étant exact,

le morphisme image iGP ′(ΠD′)→ iGP ′ρ′ reste surjectif, et par composition,
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nous obtenons le morphisme surjectif iGP ′(ΠD′)→ π voulu. La proposition

ci-dessus permet de conclure.

VI.10.2. L’équivalenceM(G)Ω 'mod−RΩ. — Nous reprenons les

notations de la section précédente. Posons

RΩ = EndG(ΠΩ).

Exactement comme en VI.4.1, on introduit les foncteurs

FΠΩ
: M(G)Ω →mod−RΩ, (π, V ) 7→ HomG(ΠΩ, π),

GΠΩ
: mod−RΩ →M(G)Ω, M 7→ M ⊗RΩ

ΠΩ.

La démonstration du théorème VI.4.1 peut être recopiée mot pour mot

et l’on obtient :

Théorème. — Les foncteurs sont quasi-inverses et réalisent une équiva-
lence de catégories entre M(G)Ω et mod−RΩ.

VI.10.3. Le centre de M(G)Ω. — Les notations sont celles des sec-

tions précédentes. Posons RD = EndM(ΠD). Pour tout φ ∈ RD, iGP (φ)

est dans

EndG(iGP (ΠD)) = EndG(ΠΩ) = RΩ.

Ceci définit par fonctorialité un morphisme d’algèbres

iGP : RD →RΩ.

Ce morphisme d’algèbres est injectif, puisque le foncteur iGP est fidèle. On

peut donc identifier RD à une sous-algèbre de RΩ. En particulier RΩ est

un RD-bimodule.

La structure de RD-bimodule de RΩ donne un foncteur d’induction :

(VI.10.3.1) mod−RD −→mod−RΩ, M 7→M ⊗RD
RΩ.

Nous allons maintenant montrer que ce foncteur, au travers des équiva-

lences de catégories

(VI.10.3.2) mod−RD 'M(M)D et mod−RΩ 'M(G)Ω,

est isomorphe au foncteur d’induction iGP .
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Soit (π, V ) dans M(G)Ω. D’après le second théorème d’adjonction de

Bernstein, on a un isomorphisme naturel

HomG(ΠΩ, π) = HomG(iGP (ΠD), π) ' HomM(ΠD, r
G
P̄ (π))

Le membre de gauche est un RD-module à droite via l’injection de RD

dans RΩ et le membre de droite aussi. La naturalité de l’isomorphisme

d’adjonction entraîne que cet isomorphisme est un isomorphisme de RD-

modules à droite. En d’autres termes, le foncteur d’oubli

mod−RΩ →mod−RD

induit par RD ↪→ RΩ correspond via les équivalences de catégories

(VI.10.3.2) au foncteur rG
P̄
. Or le foncteur d’induction (VI.10.3.1) est

l’adjoint à gauche du foncteur d’oubli, et iGP est l’adjoint à gauche de rG
P̄
.

Par unicité à isomorphisme près de l’adjoint, ceci montre l’assertion.

Notons W (D) le sous-groupe de W (AM) = NG(M)/M stabilisant la

classe d’inertie supercuspidale D.

Lemme. — Le RD-module à droite RΩ est libre de rang |W (D)|. Il est
donc libre de rang fini sur le centre ZD de RD.

Démonstration. D’après le théorème de seconde adjonction de Bernstein,

on a un isomorphisme naturel

RΩ = HomG(iGP (ΠD), iGP (ΠD)) ' HomM(ΠD, r
G
P̄ i

G
P (ΠD)).

En notant rD la composition du foncteur rG
P̄

avec la projection sur la

composanteM(M)D deM(M), on obtient un isomorphisme naturel

(VI.10.3.3) RΩ ' HomM(ΠD, rDi
G
P (ΠD)).

Nous avons vu ci-dessus que (VI.10.3.3) est un isomorphisme de RD-

modules à droite.

D’après l’équation (V.4.3.3), la proposition VI.5.3 (iii), et la définition

deW (D), il existe une filtration de rDi
G
P (ΠD) dont les quotients successifs

sont les w·ΠD, w ∈W (D). Comme tous ces w·ΠD sont projectifs, puisque

ΠD l’est, cette filtration se scinde en une somme directe

rDi
G
P (ΠD) =

⊕

w∈W (D)

w · ΠD.
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Or, si w ∈ W (D), w · ΠD ' ΠD.

On obtient ainsi

RΩ ' HomM(ΠD,
⊕

w∈W (D)

ΠD) =
∏

w∈W (D)

HomM(ΠD,ΠD) = R|W (D)|
D .

Remarquons que cet isomorphisme est un isomorphisme de RD-modules

à droite, mais que la structure à gauche, elle, est perdue. La deuxième

assertion découle du théorème VI.4.4

Notons ZD et ZΩ respectivement le centre de RD et RΩ. Reprenons

les résultats des sections VI.4.4 et VI.4.5. Pour tout idéal maximal I

de ZD, ΠD/IΠD est isomorphe à mσI , pour un unique objet (à isomor-

phisme près) irréductible σI ∈M(M)D (l’entier m est une certaine mul-

tiplicité définie en VI.4.5). D’autre part I 7→ σI est une bijection entre

SpecMax(ZD) et Irr(M)D, munissant ainsi Irr(M)D d’une structure de

variété affine complexe dont l’algèbre des polynômes est ZD. L’équiva-

lence de catégories VI.10.3.2 envoie RD/IRD sur

RD/IRD ⊗RD
ΠD ' ΠD/IΠD

et donc, puisque iGP correspond au foncteur d’induction (VI.10.3.1), la

représentation iGP (ΠD/IΠD) correspond au RΩ-module à droite

RD/IRD ⊗RD
RΩ ' RΩ/IRΩ.

Soit z ∈ ZΩ. Supposons que iGP (σI) soit irréductible, de sorte que z

agisse dessus par un certain scalaire. Comme

iGP (ΠD/IΠD) ' iGP (mσI) ' miGP (σI),

on voit que z agit par ce même scalaire sur iGP (ΠD/IΠD). Par ce qui

précède, z agit par ce même scalaire sur RΩ/IRΩ. D’après le lemme ci-

dessus, RΩ est un module libre de type fini sur ZD. Fixons une base

de RΩ sur ZD. Alors l’action de z sur RΩ s’exprime dans cette base

par une certaine matrice (zij). La base choisie nous donne pour tout

idéal maximal I de ZD, une base sur C de RΩ/IRΩ et l’action de z sur

RΩ/IRΩ s’exprime dans cette base par une certaine matrice (z̄ij), où

z̄ij = ΨI(zij), ΨI étant l’unique élément de HomC−alg(ZD,C) de noyau I.
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Rappelons que d’après le théorème VI.8.5, iGP (σI) est irréductible pour

tout I dans un ouvert de Zariski dense de SpecMax(ZD). Pour ces I, la

matrice (z̄ij) est scalaire, et il s’ensuit que la matrice (zij) est scalaire.

Ceci montre que z ∈ ZD. Nous avons donc obtenu

Lemme. — Le centre ZΩ de RΩ est inclus dans le centre ZD de RD.

En fait, on obtient même un peu mieux à peu de frais. Le groupeW (D)

agit sur la variété Irr(G)D et donc sur son algèbre de polynômes ZD. En

effet, si σ ∈ D, on a vu ci-dessus que z ∈ ZΩ agit sur iGPσ exactement

par le même scalaire que son action sur σ. Le corollaire VI.5.4 affirme

que les facteurs de composition de iGPσ sont les mêmes que ceux de iGP ′σ

pour tout autre sous-groupe parabolique P ′ de G admettant M comme

facteur de Lévi. Ceci est vrai en particulier pour P ′ = w ·P , w ∈W (D).

Il s’ensuit que z agit sur iGP (w · σ) par le même scalaire que celui par

lequel il agit sur iGP (σ). On a donc

ZΩ ⊂ Z
W (D)
D .

Il s’agit maintenant de voir que l’inclusion ci-dessus est en fait une

égalité. CommeRΩ est unRD-bimodule, le centre ZΩ deRΩ se caractérise

en utilisant seulement cette structure :

ZΩ ' CRD
(RΩ) = {r ∈ RD | ar = ra, (∀a ∈ RΩ)}.

Regardons de plus près la structure de RD-module à gauche de RΩ '

HomM(ΠD, rDi
G
P (ΠD)). L’action sur HomM(ΠD, rDi

G
P (ΠD)) provient de

celle sur rDi
G
P (ΠD) obtenue par fonctorialité.

Reprenons la filtration de rDi
G
PΠD dont les quotients successifs sont

les w · ΠD, w ∈ W (D). Comme tous ces w · ΠD sont projectifs, cette

filtration en induit une sur l’espace HomM(ΠD, rDi
G
P (ΠD)), compatible

avec la structure de RD-bimodule dont les quotients sont isomorphes à

HomM(ΠD, w · ΠD). Cet espace admet une structure naturelle de RD-

module à gauche, obtenue de l’action, tordue par w, de RD sur w · ΠD.

Nous allons utiliser le lemme suivant :
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Lemme. — Soit A un anneau, et C la catégorie des A-bimodules. Pour
tout M ∈ C, on note

CA(M) = {a ∈ A |ma = am, (∀m ∈ M)}.

Supposons que M ∈ C admette une filtration

0 = Mn+1 ⊂Mn ⊂ Mn−1 ⊂ · · · ⊂M1 ⊂M0 = M

dont les quotient successifs Qi = Mi/Mi+1, i = 0, . . . n, vérifient

HomC(Qi, Qj) = 0 (i 6= j).

Alors CA(M) =
⋂n
i=0 CA(Qi).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n, le cas n = 0 étant

trivial. On peut donc supposer que CA(M1) =
⋂n
i=1 CA(Qi). De la suite

exacte courte

0→ M1 →M → Q0 → 0

on tire facilement que CA(M) ⊂ CA(M1) ∩ CA(Q0). Réciproquement, si

β ∈ CA(M1) ∩ CA(Q0), alors on peut définir

Q0 = M/M1 →M1, m 7→ βm−mβ,

un élément de HomC(Q0,M1). Or notre hypothèse entraîne que ce mor-

phisme est nul.

Il s’agit maintenant d’appliquer ceci, ce que l’on fait en observant que

si w 6= w′ dans W (D), alors

Hommod−RD−mod(HomM(ΠD, w · ΠD),HomM(ΠD, w
′ · ΠD)) = {0},

ce qui est clair. On obtient alors

ZΩ =
⋂

w∈W (D)

CRD
(HomM(ΠD, w · ΠD)) = Z

W (D)
D .

De ceci, il est maintenant aisé de déduire le

Théorème. — Soit Ω une composante connexe de la variété Ω(G). Alors
le centre de la catégorie M(G)Ω est isomorphe à l’algèbre des fonctions
polynomiales sur la variété Ω. De même, le centre Z(G) de la catégorie
M(G), produit des ZΩ, s’identifie à l’algèbre des fonctions polynomiales
sur Ω(G).
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Démonstration. Notons O(Ω) l’algèbre des fonctions polynomiales sur Ω.

Avec les notations qui précèdent, la variété Ω est le quotient de la variété

D sous l’action du groupe W (D). Or l’algèbre des fonctions polynomiales

sur D est isomorphe à ZD, et donc O(Ω) ' Z
W (D)
D . Or Z

W (D)
D ' ZΩ.

L’assertion sur le centre deM(G) s’en déduit immédiatement.

Corollaire. — Le centre ZΩ de la catégorie M(G)Ω est une C-algèbre
noethérienne (c’est l’algèbre des fonctions régulières du quotient d’un tore
algébrique complexe par l’action d’un groupe fini).

Remarques. — 1. Il peut être utile de donner de manière explicite ce

qui n’apparaît que de façon implicite ci-dessus : la valeur en un point

(M, (ρ,W ))G de Ω(G) de la fonction z ∈ Z(G) est le scalaire par lequel z

agit sur iGP (ρ,W ), où P est un sous-groupe parabolique de G de facteur

de Lévi M .

— 2. Les idempotents centraux eΩ de VI.7.4 sont les fonctions carac-

téristiques des composantes connexes Ω de ω(G).

—3. Le corollaire VI.4.5 se généralise : les catégories M(G)Ω sont in-

décomposables.

VI.10.4. Homomorphismes de Harish-Chandra. — La termino-

logie employée provient de l’analogie suivante avec la théorie des groupes

réductifs réels [29] :

- centre deM(G) ↔ centre de l’algèbre enveloppante.

- Support cuspidal des représentations ↔ caractère infinitésimal.

Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Rappelons l’appli-

cation définie en VI.7.3, dont on voit maintenant facilement qu’elle est

morphisme fini de variétés algébriques :

iMG : Ω(M)→ Ω(G)

Ceci induit un morphisme entre algèbres de fonctions polynomiales :

i∗MG : Z(G)→ Z(M)
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appelé homomorphisme de Harish-Chandra. Puisque le morphisme iMG

est fini, Z(M) est un Z(G)-module de type fini. Les résultats de VI.7.3

et la remarque 1 de la section précédente montrent que :

Proposition. — Soit z ∈ Z(G) et posons zM = i∗MG(z). Alors, pour
toute représentation (σ,E) deM(M), iGP (zM) est un endomorphisme G-
équivariant de iGP (σ,E) qui coïncide avec l’endomorphisme défini par z,
vu comme élément du centre de la catégorie. Pour toute représentation
(π, V ) deM(G), rGP (z) est un endomorphismeM-équivariant de rGP (π, V )

qui coïncide avec celui défini par zM .

VI.10.5. Centre de Bernstein et sous-groupes ouverts compacts.

— Le résultat suivant est implicite dans la démonstration du théorème

de décomposition VI.7.2.

Théorème. — Soit (π, V ) une représentation dans M(G), et écrivons

V =
⊕

s∈B(G)

Vs

sa décomposition de Bernstein. Soit K un sous-groupe compact ouvert de
G. Alors V K

s
= 0 sauf pour un nombre fini de composantes Vs.

Plus précisément, pour un tel K, notons Irr(G)K l’ensemble des classes
d’équivalence de représentations admissibles irréductibles de G admettant
des vecteurs fixés par K non nuls, et Ω(G)K l’ensemble de leurs supports
cuspidaux. Alors Ω(G)K est un nombre fini de composantes connexes de
Ω(G) (que l’on note B(G)K).

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que le nombre de classes d’iner-

tie de représentations irréductibles supercuspidales de G admettant des

vecteurs fixés par K non nuls est fini (remarque VI.3.4) et que ce fait est

crucial dans la démonstration du théorème de décomposition. Soit main-

tenant s = [M, (ρ,W )]G ∈ B(G) et soit D la classe d’inertie de (ρ,W )

dans M . Pour tout ψ ∈ X (M), on peut identifier iGP (ρψ,W )K a un espace

ne dépendant pas de ψ. En effet, d’après le lemme III.2.2,

iGP (ρψ, V )K =
⊕

ḡ∈P\G/K

W p(Kg),
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où Kg = P ∩ gKg−1 et p désigne la projection de P sur P/N ' M .

Rappelons que P\G/K est fini (lemme III.2.3). Pour tout support cus-

pidal θ = (M, (ρψ,W ))G, la fibre Sc−1(θ) ⊂ Irr(G) est l’ensemble des

facteurs de composition de iGP (ρψ,W ), et donc θ ∈ Ω(G)K si et seule-

ment si
⊕

ḡ∈P\G/KW
p(Kg) 6= {0}. Donc, soit s est contenu dans Ω(G)K ,

soit s n’intersecte pas Ω(G)K , c’est-à-dire que Ω(G)K est une union de

composantes connexes de Ω(G). De plus s ∈ B(G)K si et seulement si

D ∈ B(M)p(Kg) pour un certain ḡ ∈ P\G/K. Ceci nous ramène au cas

des représentations supercuspidales traité dans la remarque VI.3.4.

Proposition. — Soit K est un sous-groupe ouvert compact de G, inclus
et distingué dans K0 et admettant une décomposition d’Iwahori selon les
sous-groupes paraboliques standards.

(i) La sous-catégorieM(G)K deM(G) des représentations engendrées
par leur vecteurs K-invariants est stable par passage aux sous-quotients
et

M(G)K '
∏

s∈B(G)K

M(G)s.

(ii) Le foncteur V 7→ V K réalise une équivalence de catégories de
M(G)K avec M(H(G,K)), dont l’inverse est

M 7→ H(G)⊗H(G,K) M.

(iii) Pour tout (π, V ) ∈ M(G), (π, V ) ∈ M(G)K si et seulement si
(π̃, Ṽ ) ∈M(G)K.

(iv) l’algèbre H(G,K) est noethérienne.

Démonstration. La première assertion de (i) est établie dans la proposi-

tion VI.9.4. De ce qui précède, on déduit la décomposition deM(G)K .

(ii) découle du théorème I.3.1.

(iii) Soit (π, V ) ∈ M(G). Décomposons Ṽ en Ṽ = W1 + W2, où W1

est la sous-représentation engendrée par Ṽ K , donc dans

M(G)K '
∏

s∈B(G)K

M(G)s
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et W2 est dans
∏

s/∈B(G)K
M(G)s. On a alors WK

2 = π̃(eK)W2 = 0. On

veut montrer que W2 est nul. Supposons que w ∈W2 soit non nul. Alors

il existe v ∈ V tel que w(v) 6= 0, et comme V est engendré par V K , il

existe g1, . . . gl ∈ G, v1, . . . , vl ∈ V K tels que v =
∑

i π(gi) · vi. On a alors

0 6= w(v) =
∑

i

(π̃(g−1
i ) · w)(vi)

et donc l’un des facteurs (π̃(g−1
i ) · w)(vi) est non nul. Or

0 6= (π̃(g−1
i ) · w)(vi) = (π̃(g−1

i ) · w)(π(eK) · vi) = (π̃(eK)π̃(g−1
i ) · w)(vi),

et l’on obtient une contradiction puisque (π̃(eK)π̃(g−1
i ) · w) ∈ WK = 0.

Réciproquement, si (π̃, Ṽ ) ∈M(G)K , V ↪→
˜̃
V est dansM(G)K .

(iv) On a vu que chaque composanteM(G)s est une catégorie noethé-

rienne, donc il en est de même deM(G)K , et donc deM(H(G,K)). Or

l’algèbre H(G,K) est de type fini sur elle-même, donc noethérienne.

Le problème inverse, consistant à réaliser pour tout s ∈ B(G) la ca-

tégorie M(G)s comme une catégorie de la forme M(H), où H est une

algèbre de Hecke de la forme H = H(G,K) (en fait des algèbres de Hecke

un peu plus générales sont admises) s’appelle la théorie des types. Nous

renvoyons le lecteur intéressé à [15].

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans

K0 et admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes pa-

raboliques standards et soit P = MN un sous-groupe parabolique stan-

dard. Alors KM = K ∩M possède les mêmes propriétés que K relative-

ment au groupe M . Reprenons les notations de la section VI.7.3.

Corollaire. — La partie B(M)KM
de B(M) est l’image inverse par iMG

de la partie B(G)K.

Démonstration. Soit s = [M, (σ,E)]G ∈ B(G). Montrons que s ∈ B(G)K
si et seulement si t = [M,σ]L ∈ B(M)KM

. Supposons t = [M,σ]L ∈

B(M)KM
, c’est-à-dire que E admet des vecteurs fixes par KM non nul.

Considérons la représentation π = iGP (σ), d’espace V . Comme d’après le

lemme de Jacquet, V K se surjecte sur V KM
N qui contient un sous-quotient

isomorphe à EKM d’après le lemme géométrique, on a V K 6= 0. Donc il
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existe une représentation irréductible dans M(G)s dans M(G)K , ce qui

montre d’après ce qui précède queM(G)s ⊂M(G)K , et donc s ∈ B(G)K .

Réciproquement, si s ∈ B(G)K , d’après la démonstration du théorème,

Ep(Kg) 6= 0 pour un certain g ∈ G. Ecrivons g = pk, avec k ∈ K0 et

p ∈ P . Alors, comme K est supposé distingué dans K0,

Kg = gKg−1 ∩ P = pkKk−1p−1 ∩ P = p(K ∩ P )p−1

et tous les p(Kg) sont conjugués (à KM) dans M . Donc EKM 6= 0.

Démontrons maintenant le corollaire. Soit t ∈ B(M) et montrons que

t ∈ B(M)KM
si et seulement si iMG(t) ∈ B(G)K . On a t = [L, σ]M pour un

certain sous-groupe de Lévi standard L inclus dans M . Si t ∈ B(M)KM
,

alors σ admet un vecteur non nul fixé parKL = K∩L, et iMG(t) = [L, σ]G
admet un vecteur non nul fixé par K, donc iMG(t) ∈ B(G)K . Récipro-

quement, si iMG(t) ∈ B(G)K , alors σ admet un vecteur non nul fixé par

KL = K ∩ L et donc t ∈ B(M)KM
.

VI.10.6. Représentations de type fini. — Pour toute représenta-

tion (π, V ) de M(G), notons Vs la composante de V dans la catégorie

M(G)s, s ∈ B(G) (cf. VI.7.2.2).

Lemme. — Soit (τ, E) une représentation de type fini dansM(G). Alors
Es est nul sauf pour un nombre fini de s ∈ B(G).

Démonstration. Chaque générateur de (τ, E) n’a de composantes que

dans un nombre fini de Es.

Théorème. — Soit (τ, E) une représentation lisse de type fini de G.
Alors (τ, E) est Z(G)-admissible, c’est-à-dire que pour tout sous-groupe
ouvert compact K de G, EK est un Z(G)-module de type fini.

Démonstration. On se ramène avec le lemme au cas où (τ, E) est dans une

catégorieM(G)s, pour un certain s ∈ B(G). Comme Z(G) agit alors sur

(τ, E) via son quotient Zs, il s’agit de montrer que EK est un Zs-module

de type fini

Commençons par le cas où s ∈ B(G) est le support d’inertie d’une re-

présentation supercuspidale irréductible (π, V ) de G. On reprend alors les
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notations des sections VI.4.1 et VI.4.5. Soit (Π, VΠ) un progénérateur de

la catégorieM(G)[π], par exemple celui construit dans la remarque VI.4.1

(noté là-bas (Π1, VΠ1)). On sait que (τ, E) ∈ M(G)[π] est isomorphe à

un quotient d’une somme de copies de (Π, VΠ), plus exactement (τ, E)

s’inscrit dans une suite exacte de G-modules de la forme
⊕

i∈I

VΠ →
⊕

j∈J

VΠ → E → 0

Si (τ, E) est de type fini, on peut alors prendre J fini. Il suffit donc de

montrer que V K
Π est un Z[π]-module de type fini. Rappelons que

(Π, VΠ) = ind G
0G(Res G

0G(π, V )) ' V ⊗ F,

où F = C[Λ(G)] est l’algèbre des fonctions polynomiales sur la variété

X (G). Comme π est supercuspidale irréductible, elle est admissible. Il

reste donc à montrer que F est un Z[π]-module de type fini. Or ceci est

évident, vu la description de Z[π] comme algèbre des fonctions polyno-

miales sur

Irr(G)[π] ' X (G)/X (G)(π).

Voyons maintenant le cas général. Soit (M, (ρ,W )) une donnée cus-

pidale telle que s = [M, (ρ,W )]G, où M est un sous-groupe de Lévi de

G. Soit P un sous-groupe parabolique de G de facteur de Lévi M . Soit

(Πs, Vs) le progénérateur de la catégorieM(G)s construit en VI.10.1 (noté

là-bas (ΠΩ, VΩ)). Le même raisonnement que ci-dessus montre qu’il suffit

de voir que V K
s

est un Zs-module de type fini. Or

(Πs, Vs) = iGP (Π, VΠ)

où (Π, VΠ) est le progénérateur de la catégorieM(M)[ρ] construit comme

ci-dessus. D’après ce qui précède, (Π, VΠ) est Z[ρ]-admissible, où Z[ρ] est

le centre de la catégorie M(M)[ρ]. Comme dans la section VI.8.1, il est

facile de voir que l’induction parabolique préserve la Z[ρ]-admissibilité.

De plus, Z[ρ] est un Zs-module de type fini (voir VI.10.3), et donc Vs est

Zs-admissible.
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Corollaire. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Alors l’al-
gèbre de Hecke H(G,K) est un module de type fini sur Z(G). En parti-
culier, H(G,K) est un module de type fini sur son centre, qui contient
eK ∗ Z(G) ∗ eK .

Démonstration. Prenons pour représentation de G l’espace D(G/K) des

fonctions localement constantes à support compact sur G/K (que l’on

peut aussi voir comme l’espace des fonctions sur G invariantes à droite

par K et à support compact. C’est une représentation monogène engen-

drée par la fonction caractéristique de K. Le groupe G agit à gauche, et

D(G/K)K ' D(G,K) ' H(G,K) en tant que Z(G)-module.

Proposition. — Pour qu’une représentation (τ, E) de G soit de type
fini, il faut et il suffit qu’elle soit Z(G)-admissible et n’ait de composantes
non nulles que dans un nombre fini de M(G)s.

Démonstration. La condition est nécessaire d’après le lemme et le théo-

rème ci-dessus. Elle est suffisante, car si

E =
⊕

s∈F

Es

où F est un sous-ensemble fini de B(G), on choisit alors un sous-groupe

ouvert compact K de G vérifiant les conditions du corollaire VI.10.5 tel

que

F ⊂ B(G)K

et donc (τ, E) est engendré par EK où EK est Z(G)-fini, et donc a fortiori

H(G,K)-fini, d’après le corollaire.

Variante. — On peut reformuler et démontrer le théorème et la propo-
sition ci-dessus pour les (G,B)-modules : Un (G,B)-module (τ, E) est de
type fini si et seulement s’il est B ⊗C Z(G)-admissible et n’a de compo-
santes non nulles que dans un nombre fini de M(G)s. On en déduit que
les foncteurs d’induction iGP préservent les B-modules de type fini.
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VI.11. Notes sur le Chapitre VI

Les généralités sur les foncteurs d’induction et de restriction se trouvent

à de nombreux endroits de la littérature. Il en est de même des résultats

principaux sur les représentations supercuspidales ([3], [4], [18]). L’at-

tribution des résultats est parfois délicate. Ainsi, les diverses caractérisa-

tions des représentations supercuspidales (théorème VI.2.1), semble dues

à H. Jacquet pour G = GL(n,F) et à Harish-Chandra en général, et la

dénomination de théorème d’Harish-Chandra semble s’est imposée (peut-

être aussi parce que d’autres résultats importants portent le nom de Jac-

quet). Je me suis aussi servi de [21] pour la rédaction de la démonstration

ce théorème. Les théorèmes d’admissibilité et d’admissibilité uniforme,

ainsi que la proposition VI.2.4 sont dûs à Bernstein ([3]). Là encore,

les notes de S. DeBacker [21] m’ont été utiles. L’étude de la catégorie

M(G)[π] et la détermination de son centre est basée sur les notes [36].

Le lemme géométrique est dû indépendamment à Bernstein-Zelevinskii

[4] et Casselman [18], la démonstration suit [4] pour une bonne part,

mais aussi [18] à un point crucial, ce qui permet d’avoir une formule in-

tégrale explicite (VI.5.1.14). Les conséquences du lemme géométrique sur

les suites de compositions des induites paraboliques de supercuspidales

VI.5.3 et VI.5.4 sont obtenues dans [4]. L’irréductibilité générique des

induites VI.8.5 est tirée de [1]. La démonstration du lemme de Jacquet

VI.6.1 rédigée ici emprunte à plusieurs sources, en particulier [3], [1],

[21]. Le théorème de Howe est tiré de [3]. La démonstration du théorème

de décomposition de Bernstein suit les notes [36] pour l’essentiel, notes

elles-mêmes inspirées de [1] auquel je me suis reporté de temps à autre.

Le second théorème d’adjonction est établi, pour les grandes lignes de la

démonstration, dans [1] (voir aussi [2] et [20]). J’ai essayé de la rendre

plus accessible en ajoutant quelques détails. Il reste néanmoins que c’est

une démonstration difficile et subtile, dont le point crucial est le lemme

de stabilisation C.II utilisé en VI.8.1. Le second théorème d’adjonction

est équivalent à une forme forte de la dualité de Casselman, valable sans

hypothèse d’admissibilité ([1] et [2])

Les résultats sur le centre de Bernstein sont exposés ici en suivant les

idées de [1] et [2], reprises et détaillées dans les notes [36]. La démarche,
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comme nous l’avons expliquée, est quelque peu différente de celle sui-

vie dans la rédaction antérieure [22], mais les corollaires importants du

résultat principal sont tirés de [22].





CHAPITRE VII

CLASSIFICATION DE LANGLANDS

Le but de ce chapitre est d’énoncer et de démontrer le théorème de

classification de Langlands, qui réduit le problème de la détermination de

Irr(G), c’est-à-dire des classes d’isomorphisme de représentations lisses

irréductibles d’un groupe réductif p-adique G, au problème de la déter-

mination des classes de représentations irréductibles tempérées. La défi-

nition de représentation tempérée donnée ici est uniquement en termes

d’exposants normalisés, définis dans la première section. Le critère de

Casselman donne une condition nécessaire et suffisante sur les exposants

normalisés d’une représentation pour que celle-ci soit de carré intégrable

modulo le centre : ceux-ci doivent être dans certains cônes ouverts. La

définition d’une représentation tempérée est alors que tous ces exposants

normalisés sont dans les adhérences de ces cônes ouverts. Une repré-

sentation tempérée n’est donc pas loin d’être une représentation de carré

intégrable modulo le centre, et d’ailleurs, nous montrons qu’une représen-

tation tempérée irréductible apparaît comme sous-représentation d’une

induite parabolique d’une représentation de carré intégrable modulo le

centre. En particulier, étant dans l’induite parabolique d’une unitaire,

elle est unitaire. Nous montrons d’autre part que l’induction parabolique

préserve la classe des représentations tempérées. Ce n’est pas le cas de la

restriction parabolique, mais on peut définir une notion de restriction pa-

rabolique tempérée, qui préserve la classe des représentations tempérées,

et même obtenir une version tempérée de la réciprocité de Frobénius et

du lemme géométrique.
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Nous étudions ensuite les opérateurs d’entrelacement entre représenta-

tions de la forme iGP (ρ,W ) et iGQ(ρ,W ), où P et Q sont deux sous-groupes

paraboliques de même facteur de Lévi M et (ρ,W ) est une représentation

lisse de M . Lorsque (ρ,W ) satisfait à un certain critère (PQ-régularité),

on exhibe un opérateur d’entrelacement canonique entre ces représen-

tations. Les propriétés de transitivité de ces opérateurs d’entrelacement

sont étudiées en détails. Un triplet de Langlands est la donnée d’un sous-

groupe parabolique P = MN de G, d’une représentation irréductible

tempérée (σ,E) de M et d’un caractère non ramifié ψ de M vérifiant une

certaine condition de positivité. On montre alors que la représentation

σ⊗ψ est PP̄ -régulière, et donc qu’il existe un opérateur d’entrelacement

entre iGP (σ,E) et iG
P̄
(σ,E). Une étude plus fine montre que l’espace de tels

opérateurs est de dimension 1, et que iGP (σ,E) (resp. iG
P̄
(σ,E)) admet un

unique quotient irréductible (resp. sous-représentation). On appelle ce

quotient le quotient de Langlands du triplet. Le théorème de classifica-

tion affirme que toute représentation irréductible de G apparaît comme

quotient de Langlands, et ce de manière essentiellement unique.

VII.1. Critère de Casselman et applications

VII.1.1. Exposants. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique

de G de composante déployée A. Soit (π, V ) une représentation lisse

admissible de G. La représentation rGP (π, V ) est alors admissible d’après

le corollaire VI.6.1. Pour tout sous-groupe compact ouvert KM de M , et

pour tout t ∈ A, comme tKM t
−1 = KM , on peut écrire

(rGP V )KM =
⊕

χ

(rGP V )KM
χ

où χ parcourt l’ensemble des caractères lisses de A et (rGP V )Kχ est le

sous-espace caractéristique de (rGPV )KM pour le caractère χ, c’est-à-dire

(rGP V )KM
χ = {v ∈ (rGPV )KM | ∃d ∈ N, ∀t ∈ A, (rGP (π)(t)−χ(t)IdV )d·v = 0}.



VII.1. CRITÈRE DE CASSELMAN ET APPLICATIONS 327

Si K ′
M est un autre sous-groupe ouvert compact de M , K ′

M ⊂ KM ,

alors (rGP V )KM
χ ⊂ (rGPV )

K ′
M

χ . On peut donc poser

(rGPV )χ =
⋃

KM

(rGP V )KM
χ

où KM parcourt les sous-groupes ouverts compacts de M . Si cet espace

est non trivial, on dit que χ est un exposant normalisé de π pour le sous-

groupe parabolique P = MN . On note Exp(A, rGP V ) l’ensemble de ces

exposants. On obtient alors

(VII.1.1.1) (rGPV ) =
⊕

χ∈Exp(A,rG
P V )

(rGP V )χ.

Si (π, V ) est de longueur finie, il en est de même de rGP (π, V ) (cf. VI.6.4),

et l’ensemble Exp(A, rGP V ) est fini, d’après le lemme de Schur.

Remarque. — Si on prend P = G, on obtient une décomposition :

V =
⊕

χ

Vχ

qui est une version un peu plus faible de la décomposition de la proposi-

tion III.1.10 (puisque AG ⊂ Z(G)).

Rappelons que l’induction et la restriction paraboliques préservent

l’admissibilité. Nous allons comparer les décompositions d’une représen-

tation et celle de son induite ou de sa restriction.

Lemme. — (i) Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G et (ρ,W )

une représentation admissible de M . Soit

W =
⊕

ψ∈Exp(AM ,W )

Wψ, iGPW =
⊕

χ∈Exp(AG,i
G
PW )

(iGPW )χ

les décompositions respectives en sous-espaces caractéristiques de W et
de iGPW pour les actions de AM et de AG respectivement. Si

(iGPW )χ 6= {0},

alors χ est la restriction de AM à AG d’un caractère ψ tel que Wψ 6= {0}.
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— (ii) Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G et (π, V ) une
représentation admissible de G. Soit

V =
⊕

ψ∈Exp(AG,V )

Vψ, rGPW =
⊕

χ∈Exp(AM ,rG
P V )

(rGPW )χ

les décompositions respectives en sous-espaces caractéristiques de V et de
rGP V pour les actions de AG et de AM respectivement. Alors la restriction
d’un caractère χ de AM apparaissant dans la deuxième décomposition à
AG est un caractère ψ apparaissant dans la première décomposition.

Démonstration. (i) Pour tout f ∈ iGPW , notons simplement par g · f

l’action (par translation à droite) d’un élément g de G sur f . Supposons

que f soit un vecteur propre non nul pour l’action de tout a ∈ AG pour

la valeur propre χ(a). On a alors, pour tout x ∈ G,

χ(a)f(x) = (a · f)(x) = f(xa) = f(ax) = ρ(a) · f(x).

Prenons x ∈ G tel que w = f(x) 6= 0. Alors w est un vecteur propre

de ρ(a) pour la valeur propre χ(a). Ceci montre que χ est la restric-

tion à AG d’un caractère ψ de AM intervenant non trivialement dans la

décomposition de W .

(ii) C’est évident d’après la définition de rGP V , dès lors que l’on re-

marque que pour tout a ∈ AG, δP (a) = 1.

VII.1.2. Critère de Casselman. — Dans cette section, nous établis-

sons un critère montrant qu’une représentation est de carré intégrable

modulo le centre.

Théorème. — Soit (π, V ) une représentation lisse admissible de G ad-
mettant un caractère central unitaire. Alors π est de carré intégrable
modulo le centre si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique
P = MN de G, et pour tout exposant normalisé χ de π pour le sous-
groupe parabolique P = MN , <(χ) ∈ +[a∗

M ]GP .

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur à la section IV.3 pour les dé-

finitions et notations concernant les représentations de carré intégrable

modulo le centre et à V.3.11 et V.3.18 pour les définitions de <(χ) et
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+[a∗
M ]GP . Nous allons adapter légèrement les définitions des représenta-

tions de carré intégrable au contexte des groupes réductifs p-adiques.

En effet, le quotient Z(G)/AG est compact, et comme AG = CAG
0AG,

avec 0AG compact, on a même Z(G)/CAG
compact (voir V.2.5). On fixe

donc un caractère unitaire χ de CAG
et une mesure G-invariante dg∗ sur

G/CAG
et l’on définit l’espace L2(G,χ, dg∗) comme en IV.3.1 et les re-

présentations de carré intégrable modulo le centre comme en IV.3.2, CAG

remplaçant Z(G). Comme Z(G)/CAG
est compact, il est facile de voir

cette que nouvelle définition est équivalente à l’ancienne.

Soit (π, V ) comme dans l’énoncé du théorème et soient v ∈ V , λ ∈ Ṽ .

On cherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que

(VII.1.2.1)

∫

G/CAG

|φv,λ(g)|
2 dg∗

converge. Soit K ⊂ K0 un sous-groupe ouvert compact de G, distingué

dans K0, admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes

paraboliques standards de G et fixant v et λ. Soient k1, . . . , kr un système

de représentants des classes de K dans K0. La décomposition de Cartan

V.5.1 de G nous donne :

G =

r∐

i,j=1

KkiF∅C
+
∅ kjK.

Fixons maintenant aussi un système de représentants S des classes d’équi-

valences dans C+
∅ pour la relation (V.3.22.1), de sorte que l’on peut encore

rendre la décomposition de Cartan plus fine,

G =

r∐

i,j=1

∐

z∈S

KkiF∅zCAG
kjK,

et en déduire que

G/CAG
=

r∐

i,j=1

∐

z∈S

KkiF∅zkjK.
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Ceci permet d’écrire (VII.1.2.1) sous la forme

r∑

i,j=1

∑

f∈F∅

∑

z∈S

|φv,λ(kifzkj)|
2µG(KfzK)

=

r∑

i,j=1

∑

f∈F∅

∑

z∈S

|φkj ·v,k
−1
i ·λ(fz)|

2µG(KfzK).

On obtient donc une somme finie de séries à termes positifs, toutes de la

forme (en remplaçant kj · v et k−1
i ·λ simplement par v et λ, et en notant

que kj · v et k−1
i · λ) sont encore fixés par K)

(VII.1.2.2)
∑

f∈F∅

∑

z∈S

|φv,λ(fz)|
2µG(KfzK).

Regardons de plus près le terme général de cette série. Rappelons (voir

(V.3.22.1)) que S ' Nd. Plus précisément, une base du cône S est donnée

par des éléments tα, α ∈ ∆∅ tels que |α(tα)|F < 1 et |β(tα)|F = 1 si β 6= α.

Fixons un entier n strictement positif, et, pour tout sous-groupe para-

bolique standard P = MN , notons

SM(n) = {z =
∏

α∈∆∅

tiαα |∀α ∈ ∆∅ \∆M
∅ , iα > n, ∀α ∈ ∆M

∅ , 0 ≤ iα ≤ n.}

Il est alors clair que

S =
∐

P=MN standard

SM(n).

Remarquons que tout élément t de SM(n) s’écrit z = z1t
′ avec z1 dans

l’ensemble fini SM(n)1 des
∏

α∈∆M
∅

tiαα , 0 ≤ iα ≤ n et t′ dans l’ensemble

S ′
M(n) = {z′ =

∏

α∈∆∅\∆
M
∅

tiαα , iα > n}.

Fixons maintenant un sous-groupe parabolique standard P = MN ,

et décomposons K selon le sous-groupe parabolique P = MN , avec les

notations habituelles :

K = KNKMKN̄ .
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Soient f ∈ F∅ et z ∈ SM(N) et posons pour simplifier m = fz. Comme

m = fz ∈M+
∅ ⊂M+, on a

m−1KN̄m ⊂ KN̄ ⊂ K, m−1KMm = KM ⊂ K,

et

m−1KNm = Km−1Nm ⊃ KN .

D’où

KmK = KNKMKN̄mK = m(m−1KNm)(m−1KMm)(m−1KN̄m)K

= mKm−1NmK.

Ceci entraîne que

µG(KmK) = µG(mKm−1NmK) = µG(Km−1NmK) = µG(Km−1NmKMKN̄ )

= [Km−1Nm : KN ]µG(KNKMKN̄ ) = [Km−1Nm : KN ]µG(K).

Les calculs de fonctions modulaires effectués en V.5.4 pour un élément

a de la composante déployée A de M marchent plus généralement pour

un élément m de M , et donnent, pour m comme ci-dessus

[Km−1Nm : KN ] = δP (m),

si bien que l’on a en définitive

µG(KmK) = δP (m)µG(K).

La série (VII.1.2.2) peut alors s’écrire sous la forme
∑

P standard

∑

f∈F∅,z∈SM (n)

|φf ·v,λ(z)|
2δP (fz)µG(K).

Le nombre de sous-groupes paraboliques standards de G étant fini, ainsi

que F∅, le problème de la convergence des séries (VII.1.2.2), pour tous

λ, v, se ramène au problème de la convergence des séries de la forme :
∑

z∈SM (n)

|φv,λ(z)|
2δP (z).

On utilise maintenant le décomposition de SM(n) en

SM(n) = SM(n)1 S
′
M(n),
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et le fait que SM(n)1 est fini pour se ramener comme ci-dessus au pro-

blème de la convergence des séries de la forme :
∑

z∈S′
M (n)

|φv,λ(z)|
2δP (z).

Nos éléments v et λ de départ on été remplacés par un nombre finis

d’éléments ne dépendant pas du choix de K. Quitte à remplacer celui-

ci par un sous-groupe ouvert compact plus petit satisfaisant les mêmes

hypothèses, on peut toujours supposer que v et λ sont fixés par K.

Comme (π, V ) est admissible, on peut choisir ε > 0 (dépendant de v

et λ) tel que (VI.9.6.5) soit vérifié pour tout z ∈ C+
A (ε). On choisit alors

n assez grand, de sorte que S ′
M(n) ⊂ A+

M(ε). On a alors
∑

z∈S′
M (n)

|φv,λ(z)|
2δP (z)

=
∑

z∈S′
M (n)

|δP (z)1/2λ(π(z) · v)|2

=
∑

z∈S′
M (n)

|〈rGP (π)(z) · jN (v), jN̄(λ)〉P |
2,

on est ramené à l’étude des séries
∑

z∈S′
M (n)

|〈rGP (π)(z) · jN (v), jN̄(λ)〉P |
2.

Identifions le sous-groupe SM engendré par S ′
M(n) dans AM à Zd, où

d = |∆∅ \∆M
∅ |. Les exposants normalisés de (π, V ) pour le sous-groupe

parabolique P , restreints à ce sous-groupe, s’identifient donc à des ca-

ractères de Zd. Vu ainsi, un tel exposant normalisé χ est donné par un

d-uplets (z1, . . . , zd) de nombres complexes non nuls (voir C.III). De ma-

nière plus explicite, une base de SM est donnée par les tαi
, i = 1, . . . , d,

où

{αi}i=1,...,d = ∆∅ \∆M
∅ ,

et zi = χ(tαi
).

D’après le choix de K, on a jN(v) ∈ V KM
N et jN̄ (λ) ∈ Ṽ KM

N̄
. La propo-

sition C.III nous donne l’existence de polynômes Qχ (vu comme fonction
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sur SM) tels que

〈rGP (π)(z) · jN(v), jN̄(λ)〉P =
∑

χ

Qχ(z)χ(z),

la somme (finie) portant sur les exposants normalisés de (π, V ) pour le

sous-groupe parabolique P .

Il est alors facile de voir que la série :
∑

z∈S′
M (n)

|〈rGP (π)(z) · jN(v), jN̄(λ)〉P |
2 =

∑

z∈S′
M (n)

|
∑

χ

Qχ(z)χ(z)|2

converge si pour tout exposant normalisé χ, |χ(tαi
)| < 1, pour tout

i = 1 . . . d. Réciproquement, si l’un des exposants normalisés ne vérifie

pas la condition, disons χ ∈ Exp(A, rGPV ), pour un certain parabolique

standard P , alors, en prenant v tel que jN (v) soit dans le sous-espace

propre correspondant, et λ ∈ Ṽ tel que 〈jN (v), jN̄(λ)〉P 6= 0 on obtient
∑

z∈S′
M (n)

|〈rGP (π)(z) · jN (v), jN̄(λ)〉P |
2 =

∑

z∈S′
M(n)

c|χ(z)|2 = +∞

c étant une constante positive non nulle. En utilisant V.3.19, on retrouve

la condition de l’énoncé. Ceci termine la démonstration du théorème.

VII.1.3. Une application. — Rappelons qu’un sous-groupe de Lévi

M de G est dit maximal s’il existe un sous-groupe parabolique propre

maximal P de G dont M soit un facteur de Lévi. Supposons que M

soit un sous-groupe de Lévi standard maximal de G (cette condition est

équivalente à l(M) = 2, cf. V.4.8). Le groupe

W(M, ∗) := {g ∈ G | gMg−1 sous-groupe de Lévi standard de G}/M

possède alors deux éléments, disons W(M, ∗) = {1, w}. Remarquons

qu’avec les notations de V.4.4, on a W(M, ∗) 'W (M, ∗)/WM .

Si l’on pose M ′ = w ·M , et si P ′ est le sous-groupe parabolique stan-

dard de G admettant M ′ comme facteur de Lévi, alors w · P = P ′, le

sous-groupe parabolique opposé à P ′. Nous allons donner des conditions

nécessaires de réductibilité des induites supercuspidales de P à G.
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Théorème. — Soit P = MN comme ci-dessus et soit (ρ,W ) une repré-
sentation supercuspidale irréductible de M . Posons ρ′ = ρw ∈ M(M ′)sc.
Supposons que (π, V ) = iGP (ρ,W ) soit réductible. Alors M = M ′ et
ρ′ = ρψ pour un certain caractère non ramifié ψ de M à valeurs dans
R∗

+.

Démonstration. On peut supposer que π est de caractère central unitaire.

En effet, si tel n’est pas le cas, un argument de la démonstration du théo-

rème VI.8.5 nous dit qu’il existe un caractère non ramifié χ de G tel que

le caractère central de πχ = π ⊗ χ soit unitaire. D’après l’isomorphisme

de Mackey III.2.11, on a πχ = iGP (ρ)⊗χ ' iGP (ρ⊗χ|M). La représentation

π est donc réductible si et seulement πχ l’est, et la conclusion sur ρ se

déduit de celle sur ρ⊗ χ|M .

Nous supposons d’abord que que M 6= M ′. Posons r(π) = {rGQ(π)},

où Q décrit les sous-groupes paraboliques standards de G. D’après la

proposition VI.5.3, les seules contributions proviennent des sous-groupes

paraboliques P et P ′, plus précisément

rGP (π) = rGP i
G
P (ρ) = ρ, rGP ′(π) = rGP ′iGP (ρ) = ρ′.

Le théorème VI.5.4 affirme que π est de longueur au plus 2, donc exacte-

ment 2, puisque π est supposée réductible. Posons (π′, V ′) = iGP ′(ρ′,W ′).

Une analyse similaire s’applique à π′. Par adjonction on a

(VII.1.3.1) HomG(π, π′) = HomM ′(rGP ′iGP (ρ), ρ′) = HomM ′(ρ′, ρ′),

et la dimension de cet espace est 1 car ρ′ est irréductible. De même

HomG(π′, π) est de dimension 1. On a vu que l(π) = 2, donc il existe des

représentations irréductibles π1 et π2 de G et une suite exacte

(VII.1.3.2) 0→ π1 → π → π2 → 0.

Les facteurs de composition de π′ et de π sont les mêmes (théorème

VI.5.4), mais HomG(π′, π) étant de dimension 1, π et π′ ne sont pas

complètement réductibles.

Le foncteur rGP étant exact, on obtient une suite exacte

0→ rGP (π1)→ rGP (π) = ρ→ rGP (π2)→ 0.
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Comme ρ est irréductible, soit rGP (π1) = ρ et rGP (π2) = 0, soit c’est le

contraire. Mais comme HomG(π1, π) 6= 0, on a par adjonction

HomG(rGP , π1, ρ) 6= 0

et donc rGP (π1) 6= 0, d’où rGP (π1) = ρ et rGP (π2) = 0.

Le même argument avec le foncteur rGP ′ montre que soit rGP ′(π1) = ρ′ et

rGP ′(π2) = 0, soit c’est le contraire. Le foncteur R du lemme VI.7.2 étant

fidèle, on voit que l’on ne peut avoir simultanément rGP (π1) = rGP ′(π1) = 0

et idem avec π2. Donc, rGP (π1) = ρ, rGP (π2) = 0, rGP ′(π1) = 0 et rGP ′(π2) =

ρ′.

Comme M est maximal, AM/AG est de dimension 1. La restriction à

AM du caractère central χ de ρ vérifie donc l’une de ces trois possibilités,

mutuellement exclusives :

• |χ(a)| = 1 pour tout a ∈ AM ,

• |χ(a)| > 1 pour tout a ∈ A++
M ,

• |χ(a)| < 1 pour tout a ∈ A++
M .

Dans le premier cas, le caractère central de ρ est unitaire, et comme ρ

est supercuspidale, ρ est alors unitaire. Dans ce cas, π = iGP (ρ) est encore

unitaire, donc complètement réductible, ce qui est exclu.

Dans le second cas, on remplace ρ par sa contragrédiente pour se rame-

ner au troisième cas, traité ci-dessous. La conclusion du théorème pour

ρ̃ entraine le résultat pour ρ de manière évidente.

Dans le troisième cas, le critère de Casselman s’applique à la représen-

tation π1, puisque rGQπ1 = 0 pour tout sous-groupe parabolique standard

Q 6= P , et que rGP π1 = ρ et que plus, nous avons pris garde de supposer

que le caractère central de π, donc celui de π1, est unitaire. La repré-

sentation π1 est de carré intégrable modulo le centre, donc en particulier

unitaire. Si l’on note par π̄1 la représentation conjuguée de π1, on a alors

π̄1 = π̃1, d’où, en utilisant (VI.9.6.2) :

rG
P̄
(π1) = rGP̄ (π̄1) = rGP̄ (π̃1) = rGP (π1)̃ = ρ̃.

On a vu ci-dessus que rGP ′π1 = 0. Or rG
P̄

s’obtient de rGP ′ par composition

avec w. On en déduit que rG
P̄
π1 = 0, et donc que ρ = 0, ce qui est absurde.
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Nous sommes parvenu à montrer que l’hypothèse M 6= M ′ aboutit

toujours à une contradiction. On a donc M = M ′, et dans ce cas, P = P ′,

w ·P = P̄ , et rGP i
G
Pρ a pour facteurs de composition ρ et ρ′ (c’est toujours

la proposition VI.5.3). On suppose ρ 6= ρ′, sans quoi la conclusion du

théorème est évidente. Comme ρ et ρ′ sont supercuspidales, d’après le

lemme VI.3.6, on a même

rGP i
G
Pρ = ρ⊕ ρ′,

et donc

HomG(π, π′) = HomM ′(rGP i
G
P (ρ), ρ′) = HomM ′(ρ⊕ ρ′, ρ′),

qui est de dimension 1. On reprend les raisonnements précédents. Les

représentations π et π′ sont de longueur 2 et l’on écrit la suite exacte

comme en (VII.1.3.2). L’exactitude du foncteur de Jacquet nous donne

comme précédemment rGP π1 = ρ, rGPπ2 = ρ′.

Comme ci-dessus, on se ramène au cas où par le critère de Casselman,

on montre que π1 est de carré intégrable modulo le centre. On a donc

πh1 = π1, ou encore π̃1 = π̄1.

Comme w · P = P̄ ,

w(rGP̄ (π1)) = rGP (π1) = ρ,

et l’on obtient, en utilisant (VI.9.6.2) :

ρ′ = ρw = rGP̄ (π1) = rGP̄ ( ˜̃π1) = (rGP (π̃1))̃ = (rGP (π̄1))̃ = ˜̄ρ = ρh.

De la même façon que dans la démonstration du théorème VI.8.5, on

peut écrire ρ sous la forme ρ = ψρ0 où ρ0 est supercuspidale unitaire, et

ψ est un caractère de M à valeurs réelles. On a donc

ρ′ = ρh = (ψρ0)
h = ψ−1ρ0,

d’où ρ′ = ψ−2ρ.

Corollaire. — Soit P = MN , avec M sous-groupe de Lévi maximal de
G. Posons W(M, ∗) = {1, w} et soit D une classe d’inertie de repré-
sentations supercuspidales de M telle que w · D 6= D (c’est le cas par
exemple si w ·M 6= M). Soit Ω la composante connexe de Ω(G) associée
à (M,D). Alors
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(i) iGP envoie les représentations de D (c’est-à-dire les représenta-
tions irréductibles de M(M)D) dans les représentations irréductibles de
M(G)Ω.

(ii) Soit rD la projection surM(M)D de rGP . Alors rD est un foncteur
fidèle de M(G)Ω vers M(M)D.

(iii) Pour toute représentation (π, V ) dansM(G)Ω, le morphisme na-
turel π → iGP rD(π) est un isomorphisme. Le foncteur

rD : M(G)Ω →M(M)D

est une équivalence de catégories dont l’inverse est iGP .

Démonstration. Le premier point découle immédiatement du théorème.

Posons w ·M = M ′, w · D = D′ et soit P ′ le sous-groupe parabolique

standard de facteur de Lévi M ′. On a dans ces conditions w ·P = P̄ ′. Le

foncteur rD′ est la composée de rGP ′ et de la projection surM(M ′)D′. Par

définition de Ω, rD(π) et rD′(π) ne peuvent être tous deux nuls. Comme

w envoie rGP sur rG
P̄ ′, on voit en utilisant le théorème VI.9.6.2 que rD(π)

et rD′(π) sont tous deux non nuls. On en déduit (cf. A.VIII.2) que rD est

fidèle.

Le foncteur iGP : M(M)D → M(G)Ω est l’adjoint à droite de rD :

M(G)Ω →M(M)D. Le morphisme d’adjonction (voir A.V)

απ : π → iGP rD(π)

est injectif d’après le lemme VI.7.2 (iii). D’autre part, le lemme géomé-

trique VI.5.3 montre que le morphisme d’adjonction

βτ : rDi
G
P τ → τ,

τ ∈ M(M)D, est un isomorphisme. En appliquant le foncteur exact rD
à α, on obtient une injection :

rD(απ) : rD(π)→ rDi
G
P rD(π).

En composant ceci avec βrD(π) on obtient

rD(π)
rD(απ)
−→ rDi

G
P rD(π)

βrD(π)

−→ rD(π)

qui est l’identité de rD(π) d’après les propriétés des morphismes d’adjonc-

tion (cf. Annexe A.V). Ceci implique que rD(απ) est un isomorphisme. On
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en déduit, rD étant exact et fidèle, que απ est un isomorphisme (naturel).

Les morphismes d’adjonctions α et β sont donc respectivement des iso-

morphismes naturels entre l’identité deM(G)Ω et iGP ◦ rD et entre rD ◦ iGP
et l’identité deM(M)D. Ceci montre l’équivalence de catégories.

VII.2. Représentations tempérées

Nous développons dans cette section la théorie algébrique des représen-

tations tempérées. Pour les aspects analytiques (comportement asympto-

tique du caractère et des coefficients matriciels), nous renvoyons le lecteur

à [43].

VII.2.1. Définition par les exposants normalisés

Définition. — Une représentation (π, V ) deM(G) est dite tempérée si

elle est admissible, et si pour tout sous-groupe parabolique P = MN ,

tout exposant normalisé χ de π relativement à P vérifie <(χ) ∈ +[a∗
M ]

G

P .

Remarques. — 1. Si (π, V ) est tempérée tout exposant normalisé χ de

π relativement à G est unitaire (ie. <(χ) = 0). En particulier, si (π, V )

est tempérée et admet un caractère central, il est unitaire.

— 2. Si (π, V ) est irréductible et de carré intégrable modulo le centre,

alors d’après le critère de Casselman VII.1.2, π est tempérée.

— 3. Comme tout sous-groupe parabolique de G est conjugué à un

sous-groupe parabolique standard, pour que (π, V ) soit tempérée, il suffit

que la condition <(χ) ∈ +[a∗
M ]

G

P soit vérifiée pour tout exposant normalisé

χ de π relativement à tout sous-groupe parabolique standard P de G.

Notre but immédiat est de voir comment les représentations tempérées

se comportent par rapport aux foncteurs d’induction iGP et de restriction

rGP .
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VII.2.2. Représentations tempérées et induction. — Les fonc-

teurs d’induction parabolique préservent les représentations tempérées :

Lemme. — Soient P = MN un sous-groupe parabolique de G et (σ,E)

une représentation tempérée de M . Alors iGP (σ,E) est tempérée.

Démonstration. Il suffit de le vérifier pour les sous-groupes paraboliques

P standards. Soit Q = LU un sous-groupe parabolique standard de G.

Soit χ un exposant normalisé de iGP (σ,E) relativement à Q. On veut

montrer que <(χ) ∈ +[a∗
L]
G

Q.

D’après le lemme géométrique VI.5.1, (rGQi
G
P (σ,E))χ admet une filtra-

tion dont le gradué associé admet pour composantes les représentations

(iLL∩w−1·P ◦ w ◦ r
M
w·Q∩M(σ,E))χ,

où w décrit l’ensemble WL,M défini en (V.4.6.1). Comme σ est tempérée,

tout exposant normalisé ψ relativement à w ·Q ∩M vérifie

<(ψ) ∈ +[a∗
w·L∩M ]

M

w·Q∩M ,

c’est-à-dire que l’on peut écrire

<(ψ) =
∑

α∈∆M (w·Q∩M)

cαα

où les cα sont ≥ 0.

On a

a∗
∅ = a∗

w·L∩M ⊕ (aw·L∩M∅ )∗

et les α ∈ ∆M(w · Q ∩M) sont des éléments de a∗
w·L∩M que l’on peut

donc voir comme éléments de a∗
∅. Un tel α ∈ ∆M(w · Q ∩M) peut alors

s’écrire

α = β + µ

où β ∈ ∆M
∅ \∆w·L∩M

∅ et µ ∈ (aw·L∩M∅ )∗.

Ceci permet d’écrire <(ψ) sous la forme

<(ψ) =
∑

α∈∆M
∅

\∆w·L∩M
∅

cαα + µ

avec µ ∈ (aw·L∩M∅ )∗.
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Alors

<(w−1 · ψ) =
∑

α∈∆M
∅

\∆M∩w·L
∅

cα w
−1 · α + w−1 · µ

avec w−1 · µ ∈ (aL∩w
−1·M

∅ )∗. Comme

a∗
∅ = a∗

L∩w−1·M ⊕ (aL∩w
−1·M

∅ )∗ = a∗
L ⊕ (aLL∩w−1·M)∗ ⊕ (aL∩w

−1·M
∅ )∗,

on a (w−1 · µ)|aL
= 0.

Le choix du système de représentants WL,M est maintenant crucial,

car par (V.4.6.1), si α ∈ ∆M
∅ , alors w−1 · α ∈ Σ+

∅ . Ceci montre que

<(w−1 · ψ)− w−1 · µ ∈ +[a∗
∅]
G

P∅
.

D’après le lemme VII.1.1, tout caractère χ1 de AL tel que

(iLL∩w−1·P ◦ w ◦ r
M
w·Q∩Mσ)χ1 6= 0

est la restriction à AL d’un caractère ψ1 de AL∩w−1·M tel que

(w ◦ rMw·Q∩Mσ)ψ1 6= 0.

Un tel caractère ψ1 est de la forme w−1 ·ψ avec ψ comme ci-dessus. Ceci

montre que <(ψ1) est la restriction à aL d’un élément de +[a∗
∅]
G

P∅
. Un tel

élément est dans +[a∗
L]
G

Q.

VII.2.3. Représentations tempérées et restriction. — Passons

maintenant à l’étude du comportement des représentations tempérées

sous l’action du foncteur rGP .

Lemme. — Soit (π, V ) une représentation tempérée de G. Soient P =

MN un sous-groupe parabolique standard de G. Décomposons le module
de Jacquet rGP V en une somme directe de représentations de M ,

rGP V = (rGP V )0 ⊕ (rGP V )+

où
(rGP V )0 =

⊕

χ∈Exp(AM ,rG
P V )|<(χ)=0

(rGP V )χ,

(rGP V )+ =
⊕

χ∈Exp(AM ,rG
P V )|<(χ)6=0

(rGP V )χ
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La représentation (rGPπ)0 est alors une représentation temperée de M .

Démonstration. Fixons χ ∈ Exp(AM , r
G
P V ) tel que <(χ) = 0. Un sous-

groupe parabolique standard de M est l’intersection avec M d’un sous-

groupe parabolique standard de G, disons Q = LU , contenu dans P . La

transitivité des foncteurs de restriction (voir VI.1.4) nous montre que tout

exposant normalisé χQ relativement à M ∩Q de (rGPπ)χ est un exposant

normalisé de π relativement à Q. Comme π est tempérée, on a,

(VII.2.3.1) <(χQ) ∈ +[a∗
L]
G

Q.

Rappelons la décomposition V.3.13 :

a∗
L = a∗

M ⊕ (aML )∗

D’après le lemme VII.1.1 (ii), la restriction de χQ à AM est égale à χ. La

projection de <(χQ) dans a∗
M est donc égale à <(χ) = 0. On en déduit

que <(χQ) ∈ (aML )∗, d’où

<(χQ) ∈ (aML )∗ ∩ +[a∗
L]
G

Q ⊂
+[a∗

L]
M

Q∩M .

VII.2.4. Réciprocité de Frobénius pour les représentations tem-

pérées. — Nous obtenons la version suivante de la réciprocité de Fro-

bénius pour les représentations tempérées :

Proposition. — Soient P = MN un sous-groupe parabolique de G.
Pour toute représentation (σ,E) tempérée de M et pour toute représen-
tation tempérée (π, V ) de G, on a un isomorphisme naturel

HomG(V, iGPE) ' HomM(rGP (V )0, E)

Démonstration. Ce résultat est la conjonction de la réciprocité de Frobé-

nius VI.1.1 et du lemme III.1.10.

Lemme. — Soit (π, V ) une représentation admissible tempérée de G

admettant un caractère central. Alors π est de carré intégrable modulo
le centre si et seulement si pour tout sous-groupe parabolique standard
propre P = MN , (rGP π)0 = {0}.
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Démonstration. Ceci découle des définitions, du fait que le caractère cen-

tral est unitaire (remarque 1, VII.2.1) et du critère de Casselman.

VII.2.5. Lemme géométrique pour les représentations tempé-

rées. — Nous allons maintenant établir une version du lemme géomé-

trique pour les représentations tempérées.

Proposition. — Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes parabo-
liques de G et (ρ,W ) une représentation tempérée de M . Alors rGQ(iGP (ρ,W ))0

admet une filtration dont les composantes du gradué associé sont les

iLL∩w−1·P ◦ w ◦ (rMw·Q∩MW )0,

où w décrit l’ensemble WQ,P défini en V.4.7 paramétrant les orbites de
Q sur X = P\G.

Démonstration. Le seul changement par rapport au théorème VI.5.1 est

que l’on prend la partie tempérée (rMw·Q∩MW )0 de rMw·Q∩MW dans la for-

mule. On peut supposer P et Q standard, et dans ce cas WQ,P est l’en-

semble noté WL,M en V.4.6. Il est clair que si w ∈WL,M et si

χ ∈ Exp(AL, i
L
L∩w−1·P ◦ w ◦ (rMw·Q∩MW )0)

alors <(χ) = 0, puisque la représentation iL∩w−1·P ◦ w ◦ (rMw·Q∩MW )0

est tempérée, donc χ est unitaire (Remarque VII.2.1). Réciproquement,

montrons que si w ∈WL,M et si

χ ∈ Exp(AL, iL∩w−1·P ◦ w ◦ (rMw·Q∩MW )+),

on a <(χ) 6= 0. Fixons de tels w, χ. Comme dans la démonstration du

lemme VII.2.2 il existe χ′ ∈ Exp(Aw·L∩M , r
M
w·Q∩MW ) avec <(χ′) 6= 0 tel

que <(χ) soit la restriction de <(w−1 ·χ′) à aL. On écrit, comme dans la

démonstration du lemme VII.2.2,

<(χ′) =
∑

α∈∆M
∅

\∆w·L∩M
∅

cαα + µ

avec µ ∈ (aw·L∩M∅ )∗. Comme <(χ′) 6= 0, l’un des cα est > 0.
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On a alors

<(w−1 · χ′) =
∑

α∈∆M
∅

\∆w·L∩M
∅

cα w
−1 · α + w−1 · µ

avec w−1 · µ ∈ (aL∩w
−1·M

∅ )∗ et donc (w−1 · µ)|aL
= 0.

Il s’agit donc de montrer que si α ∈ ∆M
∅ \∆

w·L∩M
∅ , alors (w−1·α)|aL

6= 0.

Or, par définition, il existe un sous-espace non nul gα de l’algèbre de Lie

de w · U ∩ M dans lequel A∅ agit par la racine α. Alors A∅ agit dans

w−1 · gα, un sous-espace de l’algèbre de Lie de U ∩w−1 ·M , par w−1 · α.

Comme 0 n’est pas valeur propre de l’action de AL dans l’algèbre de Lie

de U , on a bien (w−1 · α)|aL
6= 0.

VII.2.6. Représentations tempérées irréductibles. — Le résultat

suivant nous dit que les représentations tempérées sont obtenues comme

sous-représentations d’induites de séries discrètes.

Théorème. — Soit (π, V ) une représentation lisse irréductible de G.
Alors (π, V ) est tempérée si et seulement s’il existe un sous-groupe pa-
rabolique standard P = MN de G et une représentation irréductible de
carré intégrable modulo le centre (σ,E) de M tels que (π, V ) est une
sous-représentation de iGP (σ,E).

Si (P1 = M1N1, (σ1, E1)) et (P2 = M2N2, (σ2, E2)) sont deux couples
vérifiant cette propriété, alors il existe g ∈ G tel que gM1g

−1 = M2 et
σg1 ' σ2.

Démonstration. La remarque 2, VII.2.1 affirme que (σ,E) est une repré-

sentation tempérée de M , et nous avons vu que l’induction normalisée

préserve les représentations tempérées. Ceci montre que la condition est

suffisante. Pour montrer qu’elle est nécessaire, choisissons un sous-groupe

parabolique standard P = MN de G, minimal pour la propriété que

(rGP V )0 6= 0. Comme cette propriété est vérifiée pour P = G, l’existence

d’un tel sous-groupe parabolique est assuré. Comme π est irréductible,

rGP (π, V )0 est de type fini (VI.1.3) et donc admet un quotient irréductible

(σ,E), grâce à A.VI.3. D’après le lemme VII.2.4 et la minimalité de P ,
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on voit que (σ,E) est de carré intégrable modulo le centre. Par récipro-

cité de Frobénius, HomG(V, iGPE) 6= {0}. Comme (π, V ) est irréductible,

elle apparaît comme sous-représentation de iGP (σ,E). Ceci termine la dé-

monstration du premier point.

Pour le deuxième point, on remarque tout d’abord qu’une représen-

tation de carré intégrable modulo le centre (σ,E) est unitaire, et donc

que son induite normalisée iGP (σ,E) l’est aussi. Si de plus (σ,E) est ir-

réductible, iGP (σ,E) est de longueur finie, donc est semi-simple, et tout

sous-quotient est aussi une sous-représentation et un quotient.

On a HomG(V, iGP2
E2) 6= 0 et donc par réciprocité de Frobénius pour

les représentations tempérées,

HomM((rGP2
V )0, E2) 6= 0.

Comme V est quotient de iGP1
E1, par exactitude du foncteur rGP2

, (rGP2
V )0

est quotient de

(rGP2
iGP1
E1)

0

donc HomM2((r
G
P2
iGP1
E1)

0, E2) 6= 0. D’après la proposition VII.2.5, il existe

w ∈WM2,M1 tel que

HomM2(i
M2

M2∩w−1P1
◦ w ◦ (rM1

M1∩w·P2
E1)

0, E2) 6= 0.

Fixons un tel w. En particulier (rM1
M1∩w·P2

E1)
0 6= 0 et donc d’après le

lemme VII.2.4 M1 ∩ w · P2 = M1, c’est-à-dire M1 ⊂ w · P2. On a alors

HomM2(i
M2

M2∩w−1P1
◦ w ◦ E1, E2) 6= 0,

ce qui donne, puisque les représentations apparaissant sont semi-simples

HomM2(E2, i
M2

M2∩w−1P1
◦ w ◦ E1) 6= 0.

Par réciprocité de Frobénius, on obtient

HomG((rGM2∩w−1·P1
σ2)

0, σw1 ) 6= 0.

En particulier (rGM2∩w−1·P1
E2)

0 6= 0, ce qui montre que M2∩w−1 ·P1 = M2,

c’est-à-dire M2 ⊂ w−1 · P1. On en déduit M2 = w−1 ·M1 et

HomM2(σ2, σ
w
1 ) 6= 0,

d’où σ2 ' σw1 .
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Corollaire. — Une représentation irréductible tempérée est unitaire.

Démonstration. Ceci découle du théorème car une représentation irréduc-

tible de carré intégrable est unitaire (IV.3.2) et l’induction parabolique

préserve l’unitarité.

Remarque. — Sans l’hypothèse d’irréductibilité dans le corollaire pré-

cédent, la conclusion de celui-ci peut être fausse.

VII.3. Opérateurs d’entrelacement de représentations induites

VII.3.1. Ordre de Bruhat. — Soient P et Q deux sous-groupes pa-

raboliques de G de même facteur de Lévi M . Soit (ρ,W ) une représen-

tation lisse de M . Le but de cette section est de construire un opérateur

d’entrelacement canonique entre iGPρ et iGQρ, c’est-à-dire un élément de

HomG(iGP ρ, i
G
Qρ). Comme par réciprocité de Frobénius

HomG(iGP ρ, i
G
Qρ) ' HomM(rGQi

G
Pρ, ρ),

cherchons à exhiber un élément de HomM(rGQi
G
Pρ, ρ).

On suppose que le facteur de Lévi M est standard, et donc que les

sous-groupes paraboliques P et Q sont semi-standards. Cette restriction

n’est aucunement essentielle, mais de pure commodité, nous permettant

d’utiliser des notations déjà introduites. Le lecteur n’aura aucun mal à

adapter les démonstrations au cas général, ou à déduire les résultats du

cas particulier, par conjugaison.

Rappelons que le lemme géométrique VI.5.1 donne une filtration du

foncteur rGQ ◦ i
G
P :

0 = F0 ⊂ F1 . . . ⊂ Fk = rGQ ◦ i
G
P : M(M)→M(M)

telle que :

Fi/Fi−1 ' iM
M∩w−1

i ·P
◦ wi ◦ r

M
M∩wi·Q

,

où les wi sont des représentants des doubles classes w̄i ∈ P\G/Q, nu-

mérotés selon un ordre total spécifié en VI.5.1. Il est commode dans

ce contexte de paramétrer P\G/Q non par le système de représentants
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WQ,P de V.4.7, qui dépend de P et Q, mais simplement par l’ensemble

des doubles classes WM\WG/WM (voir V.4.5) qui n’en dépend pas. En

revanche, nous munissons cet ensemble d’un ordre qui dépend de P et

Q :

Définition. — (Ordre de Bruhat) On munit WM\WG/WM de l’ordre

partiel

w̄ ≤PQ w̄
′ si Pw̄Q ⊂ Pw̄′Q.

Lorsque P et Q sont clairement indiqués par le contexte, on écrit ≤ au

lieu de ≤PQ.

On note 1̄ ∈ WM\WG/WM la double classe de l’élément neutre de WG.

On choisit alors un ordre total � sur WM\WG/WM qui raffine l’ordre

de Bruhat défini ci-dessus. Ainsi, si P = Q, 1̄ est le plus petit élément

pour l’ordre �. Au contraire, si Q = P̄ , c’est le plus grand. Rappelons

qu’en VI.5.1, nous avions muni l’ensemble des orbites de Q dans P\G
d’un ordre total

Z1 < Z2 · · · < Zm

de telle sorte que pour tout i = 1, . . . , m,
⋃
j≤iZj soit ouvert dans P\G.

Cet ordre peut être choisi de telle sorte qu’il soit inverse de l’ordre � sur

WM\WG/WM ' P\G/Q.

VII.3.2. Filtrations. — Posons, pour toute représentation lisse (ρ,W )

de M , et tout élément w̄ ∈WM\WG/WM ,

F̃�w̄
PQ (W ) := {f ∈ iGP (W ), Supp(f) ∩

(
⋃

w̄′�w̄

Pw̄′Q

)
= ∅}

et de même définissons F̃≺w̄
PQ (W ) avec ≺ à la place de �. Posons aussi

F̃<w̄
PQ (W ) := {f ∈ iGP (W ), Supp(f) ∩ Pw̄Q ⊂ Pw̄Q}.

et

F̃≤w̄
PQ (W ) := {f ∈ iGP (W ), Supp(f) ∩ Pw̄Q = ∅}.

Remarquons que l’on a alors toujours :

F̃�w̄
PQ (W ) ⊂ F̃≺w̄

PQ (W ), F̃≺w̄
PQ (W ) ⊂ F̃<w̄

PQ (W ), F̃≤w̄
PQ (W ) ⊂ F̃<w̄

PQ (W ).
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Tous les sous-espaces de iGP (W ) définis ci-dessus sont stables sous l’ac-

tion de Q. Notons

F�w̄
PQ (W ), F≺w̄

PQ (W ), F<w̄
PQ (W ), F<w̄

PQ (W ),

les images respectives de

F̃�w̄
PQ (W ), F̃≺w̄

PQ (W ), F̃≤w̄
PQ (W ), F̃<w̄

PQ (W )

dans rGQi
G
P (W ).

Les foncteurs F�w̄
PQ , F

≺w̄
PQ , F

≺w̄
PQ , F

<w̄
PQ , F

<w̄
PQ sont des sous-foncteurs de

rGQ ◦ i
G
P , il est clair que F≺w̄

PQ/F
�w̄
PQ ' F<w̄

PQ /F
≤w̄
PQ et lemme géométrique

se reformule en

F≺w̄
PQ/F

�w̄
PQ ' iMM∩w−1·P ◦ w ◦ r

M
w·Q∩M .

Pour l’élément 1̄, ceci donne

F≺1̄
PQ/F

�1̄
PQ ' F<1̄

PQ/F
≤1̄
PQ ' IdM(M),

le membre de droite étant le foncteur identité de la catégorieM(M).

Autrement dit, si (ρ,W ) est une représentation lisse de M , ρ apparaît

comme sous-quotient dans rGQ ◦ i
G
P (ρ). Nous allons montrer que sous cer-

taines conditions, ce sous-quotient apparaît comme quotient de rGQ◦i
G
P (ρ),

fournissant ainsi un élément non nul de

HomM(rGQ ◦ i
G
P (ρ), ρ).

VII.3.3. PQ-régularité. — Soit (σ,E) une représentation lisse de M .

Restreignons cette représentation à la composante déployée AM de M ,

et étendons-la ensuite à l’algèbre du groupe C[AM ]. Ceci nous donne un

morphisme d’algèbres

σ|C[AM ] : C[AM ]→ EndC(E)

Définissons alors les idéaux suivants de C[AM ] :
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Iσ = ker σ|C[AM ]

IPQσ = ker
[
rGQ ◦ i

G
P /F

<1̄
PQ(E)

]
|C[AM ]

IQ,w̄σ = ker
[
w ◦ rMM∩w·Q(E)

]
|C[AM ]

, w̄ ∈WM\WG/WM

De même, lorsque χ est un caractère de AM , on note encore χ son

prolongement en un morphisme d’algèbres de C[AM ] dans C.

Lemme. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Iσ + IPQσ = C[AM ]

(ii) Iσ +
⋂
w̄<1̄ I

Q,w̄
σ = C[AM ]

De plus, (i) ou (ii) impliquent :

(iii) ∀w̄ < 1̄, Exp(AM , σ) ∩ Exp(AM , w ◦ rMM∩w·Q(σ)) = ∅. Récipro-
quement, (iii) implique (i) et (ii) si (σ,E) est de longueur finie.

Lorsque l’une des deux premières conditions est réalisée, on dit que σ
est PQ-régulière.

Démonstration. On choisit l’ordre total � sur WM\WG/WM plus fin que

l’ordre de Bruhat ≤PQ de sorte que {w̄ < 1̄} = {w̄ ≺ 1̄}. La représenta-

tion (rGQ ◦ i
G
P/F

<1̄
PQ)(E) admet une filtration dont les sous-quotients sont

isomorphes aux

iMM∩w−1·P ◦ w ◦ r
M
M∩w·Q(σ), (w̄ < 1̄).

Comme les foncteurs d’induction paraboliques sont fidèles, on a

ker
[
iMM∩w−1·P ◦ w ◦ r

M
M∩w·Q(σ)

]
|C[AM ]

= ker
[
w ◦ rMM∩w·Q(σ)

]
|C[AM ]

.

Comme le nombre des w̄ < 1̄ est majoré par |WG|, on a
(
⋂

w̄<1̄

IQ,w̄σ

)|WG|

⊂ IPQσ ⊂
⋂

w̄<1̄

IQ,w̄σ .

La seconde inclusion montre que (i) implique (ii). Pour la réciproque,

il suffit de voir que si I et J sont deux idéaux d’un anneau commutatif

unitaire A tels que I +J = A, alors In +Jm = A, pour tous les entiers n

et m strictement positifs. On peut écrire 1A = i+ j, avec i ∈ I et j ∈ J ,
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et donc 1A = (1A)n+m = (i+ j)n+m qui est dans In + Jm par la formule

du binôme, ce qui montre l’assertion.

Supposons maintenant que (σ,E) soit de longueur finie. D’après la dé-

finition des exposants normalisés, et le fait qu’ils apparaissent en nombre

fini, il existe un entier d tel que :

 ⋂

χ∈Exp(AM,E)

kerχ



d

⊂ Iσ ⊂
⋂

χ∈Exp(AM,E)

kerχ

et

 ⋂

χ∈∪w̄<1̄Exp(AM ,w◦rM
M∩w·Q

(E))

kerχ




d

⊂ IPQ
σ ⊂

⋂

χ∈∪w̄<1̄Exp(AM ,w◦rM
M∩w·Q

(E))

kerχ

Remarquons que les deux inclusions de droite ne supposent pas que

(σ,E) soit de longueur finie.

Si (iii) n’est pas vérifié à cause d’un χ0, alors

Iσ ⊂
⋂

χ∈Exp(AM ,E)

kerχ ⊂ kerχ0,

IPQσ ⊂
⋂

χ∈∪w̄<1̄Exp(AM ,w◦rM
M∩w·Q(E))

kerχ ⊂ kerχ0

et donc

Iσ + IPQσ ⊂ kerχ0 6= C[AM ],

ce qui montre que (i) n’est pas vérifié.

Réciproquement, supposons (iii), et supposons que

 ⋂

χ∈Exp(AM ,E)

kerχ


+


 ⋂

χ∈∪w̄<1̄Exp(AM ,w◦rM
M∩w·Q(E))

kerχ


 6= C[AM ].

Alors il existe un idéal maximal M (propre) de C[AM ] contenant le

membre de gauche, c’est-à-dire que

 ⋂

χ∈Exp(AM ,E)

kerχ


 ⊂M,


 ⋂

χ∈∪w̄<1̄Exp(AM ,w◦rM
M∩w·Q(E))

kerχ


 ⊂M.
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Comme les ensembles d’exposants sont finis, et que chaque kerχ est un

idéal maximal de C[AM ], on voit que M est égal à kerχ0 pour un certain

χ0 à la fois dans Exp(AM , E) et dans ∪w̄<1̄Exp(AM , w ◦ rMM∩w·Q(E)), ce

qui est impossible d’après (iii). On a donc

 ⋂

χ∈Exp(AM ,E)

kerχ


+


 ⋂

χ∈∪w̄<1̄Exp(AM ,w◦rM
M∩w·Q(E))

kerχ


 = C[AM ],

d’où d’après un argument donné ci-dessus,


 ⋂

χ∈Exp(AM,E)

kerχ



d

+


 ⋂

χ∈∪w̄<1̄Exp(AM ,w◦rM
M∩w·Q(E))

kerχ



d

= C[AM ]

et donc Iσ + IPQσ = C[AM ].

VII.3.4. Opérateurs d’entrelacement. — Considérons l’inclusion

E ' F<1̄
PQ/F

≤1̄
PQ(E)

iσ
↪→ (rGQ ◦ i

G
P /F

≤1̄
PQ)(E).

Si la représentation (σ,E) est PQ-régulière, comme tous les autres sous-

quotients (autres que σ) du membre de droite ont par hypothèse des

exposants qui ne sont pas ceux de σ, la théorie des représentations du

groupe AM montre que cette inclusion iσ admet une rétraction rσ. Plus

explicitement, cette rétraction est donnée par l’action d’un élément εσ ∈

IPQσ tel que 1C[AM ] ∈ εσ + Iσ. En particulier, elle commute avec l’action

de M . La composition

KQ|P (σ) : rGQ ◦ i
G
P (E)→ (rGQ ◦ i

G
P/F

≤1̄
PQ)(E)

rσ
↪→ E

est un élément non nul dans

HomM(rGQ ◦ i
G
P (σ), σ)

qui par réciprocité de Frobénius donne un opérateur d’entrelacement non

nul

JQ|P (σ) ∈ HomG(iGP (σ), iGQ(σ)).
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Il est utile de donner une forme plus explicite de l’opérateur KQ|P .

Rappelons que l’isomorphisme naturel

F<1̄
PQ/F

≤1̄
PQ(E) ' E

est obtenu par passage au quotient à partir du morphisme

F̃<1̄
PQ → E

f 7→

∫

U∩N\U

f(u) dνU∩N\U(u) =

∫

U∩N̄

f(u) du

Ceci est en effet un cas particulier de la formule (VI.5.1.14), et l’égalité

entre les deux intégrales provient de la décomposition

U = (U ∩N)(U ∩ N̄).

On constate directement sur cette formule que ces intégrales sont conver-

gentes, puisque par définition de F̃<1̄
PQ, Supp(f)∩PQ est compact modulo

P , donc Supp(f|U) est compact modulo P ∩ U = N ∩ U .

Proposition. — Soient P = MN et Q = MU deux sous-groupes para-
boliques semi-standards de G et (σ,E) une représentation lisse de M que
l’on suppose PQ-régulière. Alors l’opérateur d’entrelacement JQ|P (σ) est
l’unique élément de HomG(iGP (σ), iGQ(σ)) vérifiant

(∀f ∈ F̃<1̄
PQ(E)), JQ|P (σ)(f)(1G) =

∫

N̄∩U

f(u) du.

Démonstration. La remarque précédant la proposition montre que cette

intégrale est convergente. La réciprocité de Frobénius associe à tout opé-

rateur J ∈ HomG(iGP (σ), iGQ(σ)) l’unique l’opérateur K ∈ HomM(rGQ ◦
iGP (σ), σ)) tel que

(∀f ∈ iGP (E)), J(f)(1G) = K(f̄)

où f̄ est l’image de f dans rGQ ◦ i
G
P (E) (voir la démonstration du théorème

de réciprocité de Frobénius en III.2.5). Il s’agit donc de montrer que

KQ|P (σ) est l’unique élément de HomM(rGQ ◦ i
G
P (σ), σ)) tel que

(∀f ∈ F̃<1̄
PQ(E)), KQ|P (σ)(f̄) =

∫

N̄∩U

f(u) du,

mais ceci est effectivement la formule qui donne KQ|P (σ).
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VII.3.5. Propriétés des opérateurs d’entrelacement. — Quels

que soient les sous-groupes paraboliques semi-standards P et Q de G

ayant même facteur de levi M , posons :

d(P,Q) = |Σ(P ) ∩ Σ(Q̄)|

Il est bien connu que d(P,Q) est la longueur de l’élément w du groupe

de Weyl W (AM) tel que w · P = Q.

Proposition. — Soit M un sous-groupe de Lévi semi-standard de G et
soit (σ,E) une représentation lisse de M . Soient P1, P2, P3 trois sous-
groupes paraboliques semi-standards de G de facteurs de Lévi M .

(i) Supposons que

d(P1, P2) + d(P2, P3) = d(P1, P3), d(P1, P2) = 1.

Si σ est P1P3-régulière, alors elle est P2P3-régulière et P1P2-régulière. De
plus

JP3|P2(σ) ◦ JP2|P1(σ) = JP3|P1(σ).

(ii) Si Q = LU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G

contenant P1 et P2, et si σ est P1P2-régulière, alors avec les identifications
naturelles et les notations évidentes σ est (P1 ∩ L)(P2 ∩ L)-régulière et

JGP2|P1
(σ) = iGQ(JL(P2∩L)|(P1∩L)(σ)).

(iii) Si L est un sous-groupe de Lévi standard de G contenant M tel
que P1∩L = P2∩L et tel que Q1 = P1L = LU1, Q2 = P2L = LU2 sont des
sous-groupes paraboliques (de radical unipotent respectivement U1 et U2)
de G et si iLP1∩L(σ) est (P1L)(P2L)-régulière, alors σ est P1P2-régulière
et de plus, avec les identifications naturelles et les notations évidentes

JP2|P1
(σ) = JQ2|Q1

(iLP1∩L(σ)).

Démonstration. Commençons par démontrer les assertions concernant la

régularité des représentations. Notre hypothèse dans (i) est que

Iσ +
⋂

w̄<P1P3
1̄

IP3,w̄
σ = C[AM ].
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Nous voulons montrer que

(VII.3.5.1) Iσ +
⋂

w̄<P1P2
1̄

IP2,w̄
σ = C[AM ] et Iσ +

⋂

w̄<P2P3
1̄

IP3,w̄
σ = C[AM ].

Par définition, w̄ <P2P3 1̄ implique que(1) : P2wP3 ⊂ P2P3, donc

P1wP3 ⊂ P1P2wP3 ⊂ P1P2P3 ⊂ P1P2P3 = P1P3,

la dernière égalité étant conséquence de d(P1, P2)+d(P2, P3) = d(P1, P3).

Ceci montre que w̄ <P2P3 1̄ implique w̄ <P1P3 1̄, ce qui suffit à montrer

la seconde assertion de (VII.3.5.1).

De même que ci-dessus, on voit que w̄ <P1P2 1̄ implique w̄ <P1P3 1̄. Il

reste à comparer les IP3,w̄
σ et les IP2,w̄

σ , et pour ceci, nous devons comparer

les représentations rMM∩w·P3
(σ) et rMM∩w·P2

(σ) pour un élément w̄ <P1P2

1̄ de WM\WG/WM . Comme nous avons supposé que d(P1, P2) = 1,

Σ(P1) ∩ Σ(P̄2) est un singleton, disons une racine α. Soit Nα le sous-

groupe radiciel correspondant, et soit U le sous-groupe unipotent engen-

dré par tous les sous-groupes radiciels Uβ, β ∈ Σ(P1) ∩ Σ(P2). Soit L le

sous-groupe de Lévi de G engendré par M , Nα et N−α. On a alors

N1 = UNα, N2 = UN−α, L ∩ P1 = MNα, L ∩ P2 = MN−α.

De plus, Q = LU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G

contenant P1 et P2, et comme d(P1, P2) + d(P2, P3) = d(P1, P3), on a

P3 ∩ L = P2 ∩ L. De ceci, on tire facilement que (2) :

P1P2 = MNαN−αU = LU = Q.

Il s’ensuit que si w̄ <P1P2 1̄ alors

P1wP2 ⊂ P1P2 = Q = LU,

d’où

MNαwMN−α = (P1 ∩ L)w(P2 ∩ L) ⊂ L,

(1)Le lecteur prendra garde a ne pas confondre la notation pour l’adhérence et celle

pour les paraboliques opposés. Dans les formules qui suivent, il s’agit de la première.
(2)Le lecteur prendra garde a ne pas confondre la notation pour l’adhérence et celle

pour les paraboliques opposés. Dans les formules qui suivent, il s’agit de la première.
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ce qui entrain, d’après la décomposition de Bruhat de L, que w̄ ∈WM\WL/WM ,

et l’on en déduit

M ∩ w · P3 = M ∩ w · (P3 ∩ L) = M ∩ w · (P2 ∩ L) = M ∩ w · P2.

Alors IP3,w̄
σ = IP2,w̄

σ , ce qui implique la première égalité dans (VII.3.5.1).

Dans (ii), l’hypothèse est que

Iσ +
⋂

w̄<P1P2
1̄

IP2,w̄
σ = C[AM ]

et nous voulons montrer que

Iσ +
⋂

w̄<(P1∩L)(P2∩L)1̄

I(P2∩L),w̄
σ = C[AM ].

On considère WM\WL/WM comme un sous-ensemble de WM\WG/WM .

Pour tout w̄ ∈WM\WL/WM , l’on remarque que

M ∩ w · P2 = M ∩ w · (P2 ∩ L)

de sorte que IP2,w̄
σ = I

(P2∩L),w̄
σ . D’autre part, si

(P1 ∩ L)w̄(P2 ∩ L) ⊂ (P1 ∩ L) (P2 ∩ L),

alors

P1w̄P2 = P1(P1 ∩ L)w̄(P2 ∩ L)P2 ⊂ P1(P1 ∩ L) (P2 ∩ L)P2 ⊂ P1P2,

et donc w̄ <(P1∩L)(P2∩L) 1̄ implique que w̄ <P1P2 1̄. La conclusion voulue

découle de ces deux faits.

Dans (iii), l’hypothèse est maintenant que

IiLP1∩L(σ) +
⋂

w̄<(P1L)(P2L)1̄

I
(P2L),w̄

iLP1∩L(σ)
= C[AL]

et nous voulons montrer que

Iσ +
⋂

w̄<P1P2
1̄

IP2,w̄
σ = C[AM ].

Remarquons que si w̄ ∈WM\WG/WM , avec w̄ <P1P2 1̄, alors

Q1w̄Q2 = (P1L)w̄(P2L) = LP1w̄P2L ⊂ LP1P2L ⊂ (LP1)(LP2) = Q1Q2

et donc w <(P1L)(P2L) 1̄.
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Nous avons besoin de comparer les I
(P2L),w̄

iLP1∩L(σ)
et les IP2,w̄

σ . Fixons un w̄ ∈

WM\WG/WM , et appliquons le lemme géométrique à la représentation

w ◦ (rLL∩w·(P2L) ◦ i
L
P1∩L(σ)). Cette représentation admet une filtration dont

les sous-quotients sont de la forme

w ◦ (iL∩w·LL∩w·L∩v·P1
◦ v ◦ rMM∩(vw)·(P2L)(σ)),

où v̄ décrit l’ensemble WM\WL/WL∩w−1·L. L’annulateur d’une telle re-

présentation dans C[AM ] est le même que celui de la représentation

w ◦ v ◦ (rMM∩(vw)·(P2L)(σ)) = (vw) ◦ (rMM∩(vw)·(P2L)(σ))

car le foncteur d’induction parabolique est fidèle. Cet annulateur est

contenu dans celui de (vw)◦ (rMM∩(vw)·P2
(σ)), égal par définition à IP2,vw

σ ∩

C[AL]. Ceci montre que

I
(P2L),w̄

iLP1∩L(σ)
⊂
⋂

w̄′ 7→w̄

(IP2,w′

σ ∩ C[AL])

où les w′ décrivent la fibre au dessus de w̄ de la projection

WM\WG/WM →WL\WG/WL.

On en déduit que

Iσ ∩ C[AL] +
⋂

w̄<P1P2
1̄

(IP2,w̄
σ ∩C[AL]) = C[AL],

ce qui implique l’égalité voulue.

Nous allons maintenant démontrer les égalités entre opérateurs d’en-

trelacement de la proposition. Reprenons le point (i). L’hypothèse que

d(P1, P3) = d(P1, P2) + d(P2, P3) peut se traduire par

N̄1 ∩N3 = (N̄1 ∩N2)(N̄2 ∩N3).

D’autre part, on a la caractérisation suivante de F̃<1
P1P3

(E) :

F̃<1
P1P3

(E) = {f ∈ iGP1
(E) | Suppf ∩ (N̄1 ∩N3) est compact },

car l’application naturelle

(N̄1 ∩N3)→ P1\P1P3

est un homéomorphisme. Il s’ensuit que si f ∈ F̃<1
P1P3

(E), on a
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• Pour tout u ∈ N̄2 ∩ N3, la fonction r(u) · f ∈ iGP1
(E) a un support

compact sur N̄1 ∩N2, et donc est dans F̃<1
P1P2

(E).

• Pour tout u ∈ N̄2 ∩N3, on a

JP2|P1(σ)(f)(u) = JP2|P1(σ)(r(u) · f)(1G) =

∫

N̄1∩N2

f(vu) dv.

Ceci montre que la fonction JP2|P1(σ)(f) ∈ iGP2
(E) est à support compact

sur N̄2 ∩N3, et donc est dans F̃<1
P2P3

(E).

Il découle de ces deux points que

JP3|P2(σ) ◦ JP2|P1(σ)(f)(1G) =

∫

N̄2∩N3

∫

N̄1∩N2

f(vu) dv du

=

∫

N̄1∩N3

f(u) du = JP3|P1(σ)(f)(1G)

D’après la proposition VII.3.1, cette égalité est en fait valide pour toute

f ∈ iGP1
(E), et ceci démontre donc que

JP3|P2
(σ) ◦ JP2|P1

(σ) = JP3|P1
(σ).

Passons maintenant au point (ii). Fixons d’abord, pour i = 1, 2, un

isomorphisme naturel entre iGPi
(E) et iGQ ◦ i

L
Pi∩L

(E) :

f 7→ f̃

où

f̃(g) = fg : l ∈ L 7→ δU(l)1/2f(lg).

On vérifie facilement que pour tout g ∈ G, fg ∈ iLPi∩L
(E) (noter que

U ⊂ Ni), que f̃ ∈ iGQ ◦ i
L
Pi∩L

(E) et que l’isomorphisme inverse est donné

par

f̃ 7→ [g 7→ f̃(g)(1L)].

Si f ∈ iGP1
(E), on a pour tout g ∈ G, par définition de l’opérateur

induit iGQ(JP2∩L|P1∩L(σ)),

iGQ(JP2∩L|P1∩L(σ))(f̃) = JP2∩L|P1∩L(σ) ◦ f̃ .

D’où

(VII.3.5.2)((
iGQ(JP2∩L|P1∩L(σ))(f̃)

)
(g)
)

(1L) =
(
JP2∩L|P1∩L(σ)(f̃(g))

)
(1L).
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Soit f ∈ F̃<1
P1P2

(E). Comme Supp(f)∩ (N̄1∩N2) est compact, il en est de

même de Supp(f̃(1G)∩((N̄1∩L)∩(N2∩L)) puisque ((N̄1∩L)∩(N2∩L)) =

N̄1 ∩ N2. La caractérisation des espaces F̃<1 utilisée ci-dessus montre

qu’alors f(1G) ∈ F̃<1
(P1∩L)(P2∩L)(E) et l’on peut alors évaluer l’expression

(VII.3.5.2) en g = 1G.

(
JP2∩L|P1∩L(σ)(f̃(1G))

)
(1L) =

∫

N̄1∩N2

f(u) du = JP2|P1(σ)(f)(1G).

Ceci suffit à montrer que iGQ(JP2∩L|P1∩L(σ)) = JP2|P1
(σ), d’après la pro-

position VII.3.1.

Enfin, terminons de démontrer (iii). On a Ni = (Ni ∩ L)(Ni ∩ Ui),

i = 1, 2, ce qui entraîne que l’inclusion naturelle Ū1∩U2 dans N̄1∩N2 est

un homéomorphisme. De plus, on voit que Ū1 = U2. Identifions iGP1
(E) et

iGP1L
◦ iLP1∩L(E) comme dans la démonstration de (ii).

Si f̃ ∈ iGP1L
◦ iLP1∩L(E), la fonction f ∈ iGP1

(E) qui lui correspond vérifie

δ
1/2
U1

(l)f(lg) = f̃(g)(l), (l ∈ L), (g ∈ G).

En particulier, pour tout l ∈ L, Supp(r(l) · f) ⊂ Supp(f̃) et donc pour

tout l ∈ L, r(l) ·f ∈ F̃<1̄
P1P2

(E) dès que f̃ ∈ F̃<1̄
(P1L)(P2L)(i

L
P1∩L(E)). On peut

alors calculer, en remarquant que δU2 = δŪ1
= δ−1

U1
,

˜JP2|P1(σ)(f)(1G)(l) = δ
1/2
U2

(l)JP2|P1(σ)(f)(l)

= δ
1/2
U2

(l)JP2|P1
(σ)(r(l) · f)(1G) = δ

1/2
U2

(l)

∫

N̄1∩N2

f(ul) du

= δ
1/2
U2

(l)

∫

Ū1∩U2

f(ul) du = δ
1/2
U2

(l)δ
−1/2
U1

(l)

∫

Ū1∩U2

f̃(u)(l) du

= JP2L|P1L(iLP1∩L(σ))(f̃)(1G)(l).

Encore une fois, la conclusion découle de la proposition VII.3.1.

VII.4. Classification de Langlands

VII.4.1. Triplets de Langlands. — Les triplets de Langlands donnent

une paramétrisation de Irr(G).
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Définition. — On appelle triplet de Langlands la donnée :

- d’un sous-groupe parabolique standard P = MN ,

- d’une représentation tempérée irréductible (σ,E) de M ,

- d’un caractère non ramifié ψ ∈ X (M) tel que <(ψ) ∈ G
P [a∗

M ]+

Lemme. — Si (P = MN, (σ,E), ψ) est un triplet de Langlands, alors la
représentation σ⊗ψ est PP̄ -régulière. En particulier, il existe un opéra-
teur d’entrelacement non nul, unique à un facteur scalaire près :

JP̄ |P (σψ) : iGP (σ ⊗ ψ)→ iGP̄ (σ ⊗ ψ).

Démonstration. D’après le lemme VII.3.1, il s’agit de voir que si w̄ <P P̄ 1̄,

w̄ ∈WM\WG/WM , alors

Exp(AM , σ ⊗ ψ) ∩ Exp(AM , w ◦ r
M
M∩w·P̄ (σ ⊗ ψ)) = ∅.

Or, les éléments de Exp(AM , w ◦ rMM∩w·P̄
(σ ⊗ ψ)) sont de la forme

(w−1 · χ)|AM
(w−1 · ψ)|AM

.

Regardons de plus près ces deux termes. D’une part

χ ∈ Exp(AM∩w·M , r
M
M∩w·P̄ (σ)).

Comme σ est tempérée, on a

<(χ) ∈ +[a∗
M∩w·M ]

M

M∩w·P̄ .

La démonstration du lemme VII.2.2 montre alors que que

(VII.4.1.1) <(w−1 · χ|AM
) ∈ +[a∗

M ]
G

P̄ = −[a∗
M ]

G

P .

D’autre part, ψ ∈ X (M), donc w−1 · ψ ∈ X (w−1 ·M). Comme

AM ⊂ AM∩w−1·M ⊂ A∅ ⊂M ∩ w−1 ·M ⊂ w−1 ·M,

(w−1 · ψ)|AM
∈ X (AM), et <((w−1 · ψ)|AM

) est obtenu de la manière

suivante à partir de µ := <(ψ) ∈ a∗
M : on considère µ comme un élément

de a∗
M∩w·M = a∗

M ⊕ (aMM∩w·M)∗, et donc

w−1 · µ = <(w−1 · ψ) ∈ a∗
M∩w−1·M = a∗

M ⊕ (aMM∩w−1·M)∗.

On projette alors w−1 · µ sur a∗
M , c’est-à-dire que

<((w−1 · ψ)|AM
) = (w−1 · µ)|aM

.
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Si w̄ 6= 1̄, montrons que l’on a

(VII.4.1.2) <(w−1 · ψ|AM
) ∈ <(ψ) + (−[a∗M ]

G

P \ {0}).

Pour cela, montrons tout d’abord que

(VII.4.1.3) (∀µ ∈ G
P∅

[a∗
∅]

+
), (∀w ∈WG), µ− w−1 · µ ∈ +[a∗∅]

G

P∅
.

On raisonne par récurrence sur la longueur de w. Notons α1, . . . αl les

éléments de ∆∅, et β1, . . . , βl la base duale. On veut établir que pour tout

i = 1, . . . , l,

〈µ− w−1 · µ, βi〉 ≥ 0.

Or,

〈µ− w−1 · µ, βi〉 = 〈µ, βi − w · βi〉.

Si l(w) = 1, w = sαj
pour une certaine racine αj ∈ ∆∅ et dans ce cas,

〈µ, βi − w · βi〉 = 〈µ, βi − sαj
· βi〉 =

{
〈µ, αi〉 si i = j

0 si i 6= j
.

Cette quantité est donc positive ou nulle.

Si l(w) > 1, on écrit w = w′sαj
avec l(w′) = l(w)− 1, et on a alors

〈µ, βi − w · βi〉 = 〈µ, βi − w
′sαj
· βi〉

=〈µ, βi − w
′ · βi〉+ 〈µ, w

′ · βi − w
′sαj
· βi〉

= 〈µ, βi − w
′ · βi〉+ 〈w

′−1
· µ, βi − sαj

· βi〉

= 〈µ− w′−1 · µ, βi〉+ 〈w
′−1 · µ, βi − sαj

· βi〉.

Par hypothèse de récurrence, le premier terme est ≥ 0. Pour le second,

si i 6= j, on obtient 0, et si i = j, on obtient

〈w′−1
· µ, αi〉 = 〈µ, w′ · αi〉.

Mais ceci est ≥ 0 car l(w′) = l(w′sαi
)− 1 équivaut à

w′ · αi ∈
+[a∗∅]

G

P∅
.

Ceci finit de démontrer (VII.4.1.3). Déduisons-en (VII.4.1.2), en posant

<(ψ) = µ. Par hypothèse, µ = <(ψ) ∈ G
P [a∗

M ]+, et donc µ ∈ G
P∅

[a∗
∅]

+
, et

d’après ce qui précède

µ− w−1 · µ ∈ +[a∗
∅]
G

P∅
.
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On en déduit que

µ− (w−1 · µ)|a∗M ∈
+[a∗

M ]
G

P .

car la projection de a∗
∅ sur a∗

M envoie +[a∗
∅]
G

P∅
sur +[a∗

M ]
G

P . Il reste à montrer

que µ−w−1 ·µ 6= 0 pour w̄ 6= 1̄ ∈WM\WG/WM . Supposons le contraire :

w−1 ·µ = µ. Choisissons l’ensemble WM,M défini en V.4.6 comme système

de représentants des doubles classes WM\WG/WM . Alors w(M∩P∅) ⊂ P∅

et donc si α ∈ ∆M(M ∩P∅) = ∆M
∅ , on a w ·α ∈ +[a∗

∅]
G

P∅
. Si α ∈ ∆G

∅ \∆
M
∅ ,

on a

〈µ, w · α〉 = 〈w−1 · µ, α〉 = 〈µ, α〉 > 0

D’après le lemme V.3.15, on obtient alors

w · α ∈ +[a∗
∅]
G

P∅
.

Finalement, nous avons montré que pour tout α ∈ ∆G
∅ , w · α ∈ +[a∗

∅]
G

P∅
,

ce qui implique que l(w) = 0. Ceci contredit l’hypothèse w 6= 1.

Nous pouvons maintenant finir la démonstration du lemme. D’après

(VII.4.1.1) et (VII.4.1.2),

<(w−1 · χ|AM
) + <(w−1 · ψ|AM

) ∈ <(ψ) + (−[a∗
M ]

G

P \ {0}).

Or un élément de Exp(AM , σ⊗ψ) s’écrit χ1ψ, avec χ1 ∈ Exp(AM , σ). La

représentation σ étant tempérée, <(χ1) = 0, donc

<(χ1ψ) = <(ψ) ∈ G
P [a∗

M ]+.

Ceci montre que si w̄ 6= 1̄,

Exp(AM , σ ⊗ ψ) ∩ Exp(AM , w ◦ r
M
M∩w·P̄ (σ ⊗ ψ)) = ∅.

Comme 1̄ est l’élément maximal pour l’ordre de Bruhat ≤P̄ P , on voit

qu’alors, par réciprocité de Frobénius, HomG(iGP (σ ⊗ ψ), iG
P̄
(σ ⊗ ψ)) est

de dimension 1, engendré par JP̄ |P (σψ).

VII.4.2. Le théorème de classification. — Nous pouvons mainte-

nant démontrer le théorème principal de ce chapitre.

Théorème. — (i) Soit (P = MN, (σ,E), ψ) un triplet de Langlands.
Alors la représentation iGP (σ,E) admet un unique quotient irréductible.
On le note J(P, σ, ψ).
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(ii) Si J(P1, σ1, ψ1) = J(P2, σ2, ψ2), alors M1 = M2, <(ψ2ψ
−1
1 ) = 0 et

σ1ψ1 ' σ2ψ2.

(iii) Soit (π, V ) ∈ Irr(G). Alors il existe un triplet de Langlands (P =

MN, (σ,E), ψ) tel que (π, V ) ' J(P, σ, ψ).

Démonstration. (i) On a vu que σ ⊗ ψ est PP̄ -régulière et que

HomG(iGP (σ ⊗ ψ), iGP̄ (σ ⊗ ψ))

est de dimension 1, engendré par JP̄ |P (σψ). Soit (π, V ) un quotient irré-

ductible de iGP (σ ⊗ ψ). D’après le second théorème d’adjonction,

HomG(iGP (σ ⊗ ψ), π) ' HomM(σ ⊗ ψ, rGP̄ (π))

et l’on obtient ainsi un morphisme non nul

σ ⊗ ψ → rGP̄ (π)

qui est injectif puisque σ ⊗ ψ est irréductible. Comme σ ⊗ ψ est PP̄ -

régulière, ce plongement admet une rétraction

rσψ : rGP̄ (π)→ σ ⊗ ψ

et par réciprocité de Frobénius, on obtient un morphisme non nul dans

HomG(π, iGP̄ (σ ⊗ ψ)).

Si (π, V ) est irréductible, ce morphisme est une injection. La composition

iGP (σ ⊗ ψ)→ π → iGP̄ (σ ⊗ ψ)

est un élément non nul de HomG(iGP (σ⊗ψ), iG
P̄
(σ⊗ψ)), et est donc égal à

JP̄ |P (σψ) à un facteur scalaire près. Ceci montre que (π, V ) est l’unique

quotient irréductible de iGP (σ ⊗ ψ).

De plus, on voit d’après ce qui précède que (π, V ) est caractérisé en

tant que sous-quotient de iGP (σ ⊗ ψ) par la propriété

<(ψ) ∈ <(Exp(AM , r
G
P̄ (π))).

Démontrons maintenant (iii). Soit (π, V ) ∈ Irr(G). Considérons l’en-

semble

<(Exp(V )) :=
⋃

M

<(Exp(AM , r
G
P̄ (π))),

où M décrit les sous-groupes de Lévi standards de G.
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Soit µ ∈ <(Exp(V )), disons µ ∈ <(Exp(AM , r
G
P̄
(π))) pour un certain

sous-groupe parabolique standard P = MN de G, et soit

µ = µ+ + µ− + µG

le décomposition de µ donnée par le lemme combinatoire de Langlands

V.3.16, avec µ+ ∈ G
Q[(aGL)∗]+ et µ− ∈ pLM(−[a∗

M ]GP ) où Q = LU est un

certain sous-groupe parabolique standard de G contenant M .

Choisissons µ tel que la norme de µ+ soit maximale. Comme µ−
|AL

est

trivial, on a grâce au lemme VII.1.1 et à la transitivité des foncteurs de

restriction parabolique,

µ|AL
= µ+ + µG ∈ <(Exp(AL, r

G
Q̄(V ))).

On peut donc trouver un sous-quotient irréductible (ρ,W ) de rG
Q̄
(π, V )

dont le caractère central χρ vérifie

<(χρ) = µ+ + µG.

En décomposant rG
Q̄
(V ) selon le caractère central, on peut même supposer

que (ρ,W ) est une sous-représentation de rG
Q̄
(π, V ).

Soit ψ ∈ X (L) tel que <(ψ) = µ+ + µG. Posons alors σ = ρ ⊗ ψ−1.

Montrons que σ est tempérée. Pour cela, considérons un sous-groupe

parabolique standard P1 = M1N1 de G contenu dans Q et regardons de

plus près les exposants de

rLP̄1∩L
(σ) = rLP̄1∩L

(ρ⊗ ψ−1).

Soit λ la partie réelle d’un tel exposant. On voit que λ ∈ (aLM1
)∗ car en

effet <(χρψ
−1) = 0 et donc par le (ii) du lemme VII.1.1, λ|aL

= 0. On en

déduit que λ et µ+ sont orthogonaux, et donc

|λ|2 + |µ+|2 = |λ+ µ+|2 = |(λ+ µ+)+|2 + |(λ+ µ+)−|2.

Comme ρ ↪→ rG
Q̄
(π), on a

rLP̄1∩L
(ρ) ↪→ rLP̄1∩L

◦ rGQ̄(π) = rGP̄1
(π),

et l’on voit qu’alors λ+ <(ψ) = λ+ µ+ + µG ∈ <(Exp(AM , r
G
P̄
(V ))). Le

choix de µ implique que

|µ+| ≥ |(λ+ µ+)+|
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d’où

|(λ+ µ+)−| ≥ |λ|.

D’autre part, comme

G
P∅

[a∗
∅]

+
⊂ −µ+ + G

P∅
[a∗

∅]
+
,

on a

|(λ+ µ+)−| = Dist(λ+ µ+, GP∅
[a∗

∅]
+
) ≤ Dist(λ, GP∅

[a∗
∅]

+
) = |λ−|.

Finalement, on obtient

|λ−| ≤ |λ| ≤ |(λ+ µ+)−| ≤ |λ−|,

d’où λ = λ− ∈ −[a∗
M1

]GP1
= +[a∗

M1
]G
P̄1

. En changeant ∆L
∅ en son opposé,

pour que les P̄1 ∩ L soient les sous-groupes paraboliques standards de

L, voit que σ vérifie les conditions voulues pour être tempérée. De plus,

<(ψ) = µ+ + µG ∈ G
P [a∗

M ]+.

On a donc ρ = σ ⊗ ψ ↪→ rG
Q̄
(π), d’où nous obtenons par le second

théorème d’adjonction un morphisme non nul dans HomG(iGQ(σ⊗ψ), π),

ce qui montre que π est un quotient de iGQ(σ ⊗ ψ). Ainsi J(Q, σ, ψ) = π.

Il reste à démontrer (ii), c’est-à-dire l’unicité. Supposons que deux

triplets de Langlands (Pi = MiNi, (σi, Ei), ψi), i = 1, 2 donnent le même

quotient de Langlands (π, V ) :

(VII.4.2.1)

iGP1
(σ1ψ1) −−−→ π −−−→ iG

P̄1
(σ1ψ1)y

iGP2
(σ2ψ2) −−−→ π −−−→ iG

P̄2
(σ2ψ2).

La flèche verticale étant l’identité de (π, V ). On en déduit un morphisme

non nul dans HomG(iGP1
(σ1ψ1), i

G
P̄2

(σ2ψ2)), et par réciprocité de Frobénius,

morphisme non nul dans HomM2(r
G
P̄2
◦ iGP1

(σ1ψ1), σ2ψ2).

Grâce au lemme géométrique, il existe w̄ ∈WM1\WG/WM2 tel que

HomM2(i
M2

M2∩w−1·P1
◦ w ◦ rM1

M1∩w·P̄2
(σ1ψ1), σ2ψ2) 6= {0},

d’où, par le second théorème d’adjonction,

HomM2∩w−1·M1
(w ◦ rM1

M1∩w·P̄2
(σ1ψ1), r

M2

M2∩w−1·P̄1
(σ2ψ2)) 6= {0},



364 CHAPITRE VII. CLASSIFICATION DE LANGLANDS

Posons µi = <(ψi) ∈ G
Pi

[a∗
Mi

]+. Ce qui précède montre qu’il existe

λ1 ∈ Exp(AM1∩w·M̄2
, rM1

M1∩w·P̄2
(σ1))

et λ2 ∈ Exp(AM2∩w−1·M1
, rM2

M2∩w−1·P̄1
(σ1)) tels que

w−1 · (λ1 + µ1) = λ2 + µ2

Comme σ1 et σ2 sont tempérées,

λ1 ∈
+[a∗

M1∩w·M2
]
M1

M1∩w·P̄2
⊂ +[a∗

M1∩w·M2
]
G

R̄1
= −[a∗

M1∩w·M2
]
G

R1

λ2 ∈
+[a∗

M2∩w−1·M1
]
M2

M2∩w−1·P̄1
⊂ +[a∗

M2∩w−1·M1
]
G

R̄2
= −[a∗

M2∩w−1·M1
]
G

R2
,

où R1 (resp. R2) est le sous-groupe parabolique standard de G de facteur

de Lévi M1∩w ·M2 (resp. M2∩w−1 ·M1). Rappelons (Lemme V.4.6) que

M1 ∩w · P2 (resp. M2 ∩w−1 · P1 est le sous-groupe parabolique standard

dansM1 (resp. de M2) de facteur de Lévi M1∩w·M2 (resp. M2∩w−1·M1),

de sorte que

M1 ∩ w · P2 ⊂ R1, M2 ∩ w
−1 · P1 ⊂ R2.

On a aussi

w−1 · λ1 ∈
+[a∗

M2∩w−1·M1
]
w−1·M1

w−1·M1∩P̄2
⊂ +[a∗

M2∩w−1·M1
]
G

R̄2
= −[a∗

M2∩w−1·M1
]
G

R2
,

Remarquons que

µ1 ∈
G
P1

[a∗
M1

]+ ⊂ G
R1

[a∗
M1∩w·M2

]+, µ2 ∈
G
P2

[a∗
M2

]+ ⊂ G
R2

[a∗
M2∩w−1·M1

]+.

Et enfin

w−1 · µ1 ∈
G
w−1·P1

[a∗
w−1·M1

]+ ⊂ G
R2

[a∗
M2∩w−1·M1

]+.

Posons

µ = λ2 + µ2 = w−1 · λ1 + w−1 · µ1.

L’existence et l’unicité dans l’énoncé du lemme combinatoire de Lan-

glands V.3.16 nous donne alors

µ− = λ2 = w−1 · λ1,

µ+ = µ+
2 = (w−1 · µ1)

+

µG = (µ2)G = (w−1 · µ1)G.

Montrons maintenant que ceci implique que w = 1, par un argument

déjà utilisé dans la démonstration du lemme VII.4.1. En effet, le choix du
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système de représentants WM2,M1 donne que w(M2 ∩P∅) ⊂ P∅ et donc si

α ∈ ∆M2(M2∩P∅) = ∆M2

∅ , on a w ·α ∈ +[a∗
∅]
G

P∅
. Si α ∈ ∆G

∅ \∆
M2(M2∩P∅),

on a

〈µ, w · α〉 = 〈w−1 · µ, α〉 = 〈µ, α〉 > 0

D’après le lemme V.3.15, on obtient alors

w · α ∈ +[a∗
∅]
G

P∅
.

Finalement, nous avons montré que pour tout α ∈ ∆G
∅ , w · α ∈ +[a∗

∅]
G

P∅
,

ce qui implique que l(w) = 0.

Ainsi µ1 = µ2. Comme µ1 ∈ G
P1

[a∗
M1

]+, on peut écrire

µ1 =
∑

α∈∆(P1)

cα α, cα > 0

et de même pour µ2. Ceci montre que M1 = M2. Le morphisme non nul

dans

HomM2∩w−1·M1
(w ◦ rM1

M1∩w·P̄2
(σ1ψ1), r

M2

M2∩w−1·P1
(σ2ψ2))

est en fait un morphisme non nul dans

HomM1(σ1ψ1, σ2ψ2)

qui est nécessairement un isomorphisme puisque σ1ψ1 et σ2ψ2 sont irré-

ductibles.

VII.5. Notes sur le chapitre VII

La démonstration du critère de Casselman rédigée ici emprunte à [1],

[18] et surtout [21]. L’application VII.1.3 est tirée de [1], rappelons que

c’est un point crucial pour montrer que les petits progénérateurs des

composantes de la décomposition de Bernstein exhibés en VI.10.1 sont

bien générateurs. La section sur les représentations tempérées est tirée de

[43], celle sur les opérateurs d’entrelacement de [20]. La rédaction de la

classification de Langlands suit aussi celle de [20]. Le lecteur peut aussi

se reporter à [38] pour une autre rédaction.





ANNEXE A

ELÉMENTS DE THÉORIE DES
CATÉGORIES

A.I. Catégories et foncteurs

Nous supposons que le lecteur possède quelques rudiments de théorie

des catégories, c’est-à-dire au moins les définitions et la terminologie de

base (objet, morphismes, foncteurs, sous-catégorie...), telles qu’on peut

les trouver dans tout bon livre sur le sujet, par exemple [25] ou [35].

Pour une introduction (en français) à la fois concise et rigoureuse de ce

sujet, couvrant tous les aspects dont nous avons besoin dans ce livre, nous

renvoyons au chapitre II de [23]. Outre des énoncés généraux que, pour

la commodité du lecteur, nous rappelons - et parfois démontrons -, nous

développons un certain nombre d’exemples hétéroclites, parce qu’ils sont

apparus dans le corps du livre. Nous n’entrerons pas dans les questions

de fondements logiques de la théorie des catégories, que nous utilisons

d’un point de vue naïf, en espérant que tout ce que nous disons peut être

rendu rigoureux par les procédés standards (univers de Grothendieck...).

Soit C une catégorie. On écrit simplement X ∈ C pour dire queX est un

objet de C et f : X → Y (ou X
f
→ Y ), pour dire que f est un morphisme

de X dans Y . On note HomC(X, Y ) l’ensemble des morphismes de X

dans Y et IdX l’identité de X.

Les notations pour les foncteurs sont usuelles. Si F est un foncteur

de la catégorie A dans la catégorie B, si X, Y sont des objets de A

et si f est un morphisme de X dans Y , on note respectivement F (X),

F (Y ) et F (f) leurs images par le foncteur F . Souvent, dans la littérature
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mathématique, les foncteurs ne sont explicitement définis que sur les

objets. Leur effet sur les morphismes est en général évident, et il fait

partie de la tâche du lecteur de l’expliciter.

A.I.1. Morphismes remarquables. — Nous commençons par intro-

duire quelques définitions concernant les morphismes. Un morphisme

X
f
→ Y est un isomorphisme, s’il existe un morphisme Y

g
→ X tel que

gf = IdX et fg = IdY . C’est un monomorphisme si les seules paires de

morphismes Z
h1→ X et Z

h2→ X telles que

Z
h1→ X

f
→ Y = Z

h2→ X
f
→ Y

sont celles telles que h1 = h2. C’est un épimorphisme si les seules paires

de morphismes Y
h1→ Z et Y

h2→ Z telles que

X
f
→ Y

h1→ Z = X
f
→ Y

h2→ Z

sont celles telles que h1 = h2.

Un isomorphisme est a la fois un épimorphisme et un monomorphisme,

mais la réciproque est fausse en général. Elle est vraie dans les catégories

abéliennes.

A.I.2. Sous-objets, objets quotients. — Introduisons maintenant

les notions de sous-objets et d’objets quotients d’un objet X dans une

catégorie C. Considérons le préordre ≤ sur les monomorphismes Y
f
→ X :

Y1
f1→ X ≤ Y2

f2→ X

s’il existe un morphisme Y1
i
→ Y2 tel que

Y1
i
→ Y2

f2→ X = Y1
f1→ X.

Remarquons qu’alors i est un monomorphisme. On dit que f1 et f2 sont

équivalents si f1 ≤ f2 et f2 ≤ f1. Un sous-objet de X est une classe

d’équivalence de monomorphismes dans X pour cette relation d’équiva-

lence. On note SX la collection des sous-objets de X. Il est clair que

≤ induit une relation d’ordre sur SX . Dualement, on définit les objets
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quotients de X : on munit la collection des épimorphismes X
f
→ Y du

préordre ≤ donné par

X
f1→ Y1 ≤ X

f2→ Y2

s’il existe un morphisme Y2 → Y1 tel que

X
f2
→ Y2 → Y1 = X → Y1.

On dit que f1 et f2 sont équivalents si f1 ≤ f2 et f2 ≤ f1. Un quotient

de X est une classe d’équivalence d’épimorphismes et ≤ induit un ordre

sur la collection QX des quotients de X.

Si C et D sont deux sous-objets de X, on appelle intersection de C

et D, et l’on note C ∩ D, un plus grand minorant de C et D dans SX .

De même, on appelle union de C et D, et l’on note C ∪ D un plus pe-

tit majorant de C et D dans SX . Bien sûr, de tels objets n’existent pas

nécessairement mais s’ils existent, ils sont uniques. On peut aussi de ma-

nière évidente étendre ces notions en définissant l’intersection et l’union

d’une famille quelconque de sous-objets de X. On dira que la catégorie C

admet des intersections (resp. unions) quelconques (resp. finies), si pour

tout objet X de C et toute famille (resp. famille finie) de sous-objets de

X, l’intersection (resp. l’union) de cette famille existe.

Bien souvent, au lieu de dire : (la classe de) Y
f
→ X est un sous-objet

de X, on dit par abus de langage : Y est un sous-objet de X, et l’on note

Y ⊆ X.

A.I.3. Objets noethériens, de type fini. — Soit X un objet de C.

Soient U une partie de SX et A un sous-objet de X dans U . On dit que

X est maximal dans U , si pour tout sous-objet B de X dans U tel que

A ⊆ B, on a B = A. On dit queX est noethérien si pour toute partie U de

SX non vide, il existe un élément maximal dans U . On peut aussi définir

la notion d’objet noethérien grâce à une condition de maximalité des

chaînes. Une chaîne dans SX est une partie de SX totalement ordonnée.

Il est alors facile de vérifier que l’objet X est noethérien si et seulement

si toute chaîne dans SX contient un élément maximal ([23], proposition

1.6.1). En pratique, il suffit de considérer des chaînes bien ordonnées,

c’est-à-dire des suites croissantes de sous-objets.
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Une autre notion très proche est celle d’objet de type fini dans une ca-

tégorie. On suppose ici que la catégorie C admet des unions quelconques.

On dit qu’un objet X de C est de type fini si pour toute chaîne de sous-

objets propres (Ai) de X,
⋃
iAi est encore un sous-objet propre de X

(propre signifie non isomorphe à X). On peut caractériser les objets de

type fini par une propriété de compacité. L’objet X de C est de type fini

si pour toute famille de sous-objets (Ai) de X telle que
⋃
iAi = A, il

existe un nombre fini de sous-objets Ai1 , . . . , Ain tels que
⋃n
j=1Aij = A

(voir [35] 4.10, Theorem 1).

Il est clair d’après les définitions qu’un sous-objet d’un objet noethérien

est de type fini. En effet, considérons une chaîne de sous-objets propres

(Ai)i d’un sous-objet Y d’un objet noethérien X. Alors d’après la pro-

priété de noethérianité, cette chaîne admet un élément maximal, disons

B, et il est clair que cet objet maximal est un plus petit majorant de la

famille (Ai)i, c’est-à-dire B =
⋃
iAi ⊂ Y . On voit donc que B =

⋃
iAi

est un sous-objet propre de Y , ce qui montre que Y est de type fini.

Réciproquement, si tout sous-objet de X est de type fini, alors X est

noethérien. En effet, soit Bi une suite croissante de sous-objets et posons

B =
⋃
iBi. Comme B est de type fini, il existe i1 ≤ . . . ≤ ir tels que

B =
⋃r
j=1Bij = Bir , ce qui montre que la suite croissante des Bi est

stationnaire.

Une catégorie où tout objet de type fini est noethérien sera dite noe-

thérienne .

Exemple. — Un module M sur un anneau unitaire A est un objet de

type fini dans la catégorie M(A) si et seulement si M est de type fini

sur A au sens algébrique ([23], lemme 3.6.1). La catégorie M(A) est

noethérienne si et seulement si l’anneau A est noethérien.

A.I.4. Objet initial, final, nul. — Définissons maintenant les notions

d’objet initial, final ou nul. Un objet X dans une catégorie C est dit initial

(resp. final) si pour tout objet Y de C, HomC(X, Y ) (resp. HomC(Y,X))

est un singleton. Un objet nul est un objet à la fois initial et final. Les

objets initiaux, finaux ou nuls sont uniques à isomorphisme près. Si C
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admet un objet nul 0C, tous les ensembles HomC(X, Y ) possèdent un

objet distingué, à savoir la composition

X → 0C → Y

que l’on notera simplement 0. On peut dans ces conditions définir le

noyau d’un morphisme X
f
→ Y . C’est un morphisme K → X tel que

K → X
f
→ Y = K

0
→ Y

et tel que pour tout morphisme L→ X ayant la même propriété, à savoir

L→ X
f
→ Y = L

0
→ Y,

il existe un unique morphisme L→ K tel que

L→ K → X = L→ X.

La notion de conoyau est duale : le conoyau d’un morphisme X
f
→ Y est

un morphisme Y → K tel que

X
f
→ Y → K = Y

0
→ K

et tel que pour tout morphisme Y → L ayant la même propriété, à savoir

X
f
→ Y → L = Y

0
→ L,

il existe un unique morphisme K → L tel que

Y → K → L = Y → L.

On note ker f et cokerf respectivement le noyau et le conoyau de f

(lorsqu’ils existent).

A.I.5. Catégorie produit, catégorie opposée. — Soient A et B
deux catégories. On forme la catégorie A × B dont les objets sont les

couples (X, Y ), X ∈ A, Y ∈ B, et les morphismes entre (X, Y ) et

(X ′, Y ′) les couples de morphismes (f, g) ∈ HomA(X,X ′)×HomB(Y, Y ′).

On forme aussi la catégorie Aop dont les objets sont les mêmes que A, et

pour tout couple (X,X ′) d’objets, HomAop(X,X ′) = HomA(X ′, X). Le

recours à la catégorie opposée nous permet de nous passer de la notion

de foncteur contravariant, en conséquence, tous les foncteurs considé-

rés seront toujours covariants sauf mention explicite du contraire. Un
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autre apport conceptuel de l’introduction des catégories opposées est la

notion de dualité. Comme nous l’avons vu dans les diverses définitions

données ci-dessus, celles-ci vont souvent par paires, l’une étant obtenue

à partir de l’autre “en inversant le sens des flèches”, c’est-à-dire en tra-

vaillant dans les catégories opposées. Sont ainsi duales les paires mono-

morphisme/épimorphisme, sous-objet/objet quotient, objet initial/objet

final, noyau/conoyau. Nous verrons de nombreuses autres instances de ce

principe dans la suite. En pratique, tout énoncé en théorie des catégories

admet un énoncé dual, dont la démonstration s’obtient en inversant le

sens des flèches.

A.II. Transformation naturelle, équivalence de catégories

A.II.1. Transformations naturelles. — Soient A et B deux caté-

gories, et F,G deux foncteurs de A dans B. On appelle transformation

naturelle θ de F vers G la donnée pour tout objetX deA d’un morphisme

θX : F (X)→ G(X)

telle que pour tout morphisme f : X → Y dans A, le diagramme

F (X)
F (f)
−−−→ F (Y )yθX

yθY

G(X)
G(f)
−−−→ G(Y )

commute.

Pour tout couple de catégories (A,B), on peut former une catégo-

rie FA,B dont les objets sont les foncteurs de A vers B, et les mor-

phismes les transformations naturelles entre ces foncteurs. On note donc

Hom(F,G) l’ensemble des transformations naturelles de F vers G et

IdF la transformation naturelle triviale du foncteur F vers lui-même.

Un isomorphisme naturel entre F et G est une transformation naturelle

θ ∈ Hom(F,G) admettant un inverse, c’est-à-dire une transformation

naturelle φ ∈ Hom(G,F ) telle que θφ = IdG, φθ = IdF .
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Toute catégorie A est muni d’un foncteur identité, que nous notons

IdA :

IdA : A → A, X 7→ X, f 7→ f,

pour tout objet X et tout morphisme f de A.

A.II.2. Equivalences de catégories. — L’une des idées importantes

à l’origine de la théorie des catégories est que, dans bien des cas, on

s’intéresse plus aux classes d’isomorphisme d’objets d’une catégorie don-

née qu’aux objets eux-mêmes. Ceci est particulièrement vrai en théorie

des représentations par exemple, où les problèmes de classification de

représentations irréductibles sont toujours “à isomorphisme près”. Heu-

ristiquement, si l’on part d’une catégorie C, imaginons que l’on forme la

sous-catégorie C̄ dont les objets sont donnés par un choix de représentants

des classes d’isomorphismes d’objets de C, les morphismes entre deux re-

présentants étant tous les morphismes entre ces objets dans C (autrement

dit, c’est une sous-catégorie pleine). On aimerait une définition d’équi-

valence de catégories qui rende C et C̄ équivalentes. Exiger l’existence de

foncteurs F : C → C̄ et G : C̄ → C inverses l’un de l’autre, c’est-à-dire

tels que FG = IdC̄ , GF = IdC comme définition de l’équivalence est une

containte trop forte pour obtenir ceci. La définition adéquate est

Définition. — Soit F : A → B un foncteur entre deux catégories A et

B. On dit que F est une équivalence de catégories s’il existe un foncteur

G : B → A tel que FG soit naturellement isomorphe à IdA, et GF

naturellement isomorphe à IdB. Les catégories A et B sont alors dites

équivalentes et les foncteurs F et G sont dits quasi-inverses.

Exemple. — Soit Vectn

k
la catégorie des espaces vectoriels de dimen-

sion n sur le corps k dont les morphismes sont les applications linéaires.

Soit V n
k la catégorie dont l’unique objet est l’espace vectoriel kn et les

morphismes les endomorphismes de kn. Comme foncteur F , on prend

l’inclusion de V n
k dans Vectn

k
. C’est une équivalence de catégories.

Cet exemple illustre bien l’idée exprimée ci-dessus, puisque tous les

objets de Vectn

k
sont isomorphes à kn. Remarquons que la construction

d’un quasi-inverse G nécessite le choix d’un tel isomorphisme pour tout
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objet (autrement dit le choix d’une base). Il n’y a donc pas unicité du

quasi-inverse, et sa construction utilise l’axiome du choix.

Le foncteur F : A → B est dit plein (resp. fidèle) si pour tout couple

d’objets (X, Y ) dans A, F réalise une surjection (resp. une injection)

entre HomA(X, Y ) et HomB(F (X), F (Y )). Un foncteur plein et fidèle est

dit pleinement fidèle. Une sous-catégorie A d’une catégorie B est dite

pleine si le foncteur d’inclusion A → B est pleinement fidèle.

On utilise souvent le critère suivant pour montrer qu’un foncteur est

une équivalence de catégories ([26], Theorem 1.13 ou [23], théorème

2.3.5).

Théorème. — Un foncteur F : A → B est une équivalence de catégories
s’il est pleinement fidèle et si tout objet de B est isomorphe à un objet
de la forme F (X), où X ∈ A.

A.III. Problèmes universels et foncteurs représentables

Nous introduisons maintenant la notion de problème universel et de

solution d’un tel problème. Certains exemples choisis pour illustrer cette

notion sont apparus dans le texte, comme par exemple le localisé d’un

espace vectoriel par rapport à un endomorphisme. On en profite pour

établir un lemme et son corollaire, utilisé en VI.9.1.

A.III.1. Problèmes universels

Définition. — Soit F : A → B un foncteur et soit Y un objet de B. On

dit que l’objet X de A et le morphisme i : Y → F (X) sont solutions du

problème universel à droite posé par F et Y si pour tout objet Z de A et

tout morphisme f : Y → F (Z), il existe un unique morphisme g : X → Z

vérifiant F (g) ◦ i = f . De même on dit que X ∈ A et j : F (X) → Y

sont solutions du problème universel à gauche posé par F et Y si pour

tout objet Z de A et tout morphisme f : F (Z)→ Y , il existe un unique

morphisme g : Z → X vérifiant j ◦ F (g) = f .
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Remarque. — Si deux couples (X, i) et (X ′, i′) sont solutions du pro-

blème universel (à droite) posé par F et Y , alorsX etX ′ sont isomorphes,

à un unique isomorphisme près, comme on le voit en prenant comme mor-

phisme f successivement les morphismes i et i′. On obtient en effet deux

morphismes g1 : X → X ′ et g2 : X ′ → X vérifiant F (g1) ◦ i = i′ et

F (g2)◦ i′ = i, d’où F (g2 ◦g1)◦ i = i et F (g1 ◦g2)◦ i′ = i′. Les morphismes

IdX et IdX′ vérifiant aussi F (IdX) ◦ i = i et F (IdX′) ◦ i′ = i′, par unicité,

g2 ◦ g1 = IdX et g1 ◦ g2 = IdX′ . Il en est de même pour les problèmes

universels à gauche.

Exemples. — 1. Coproduits, produits. Soit A une catégorie. Considé-

rons le foncteur “diagonal”

∆ : A → A×A, X 7→ (X,X), f 7→ (f, f)

et donnons nous un élément (X, Y ) de A×A. Une solution du problème

universel à gauche posé par ∆ et (X, Y ) est appelée produit de X et de Y

et notée X×Y . De même le coproduit (où “somme directe”), noté X⊕Y ,

est la solution du problème universel à droite posé par ∆ et (X, Y ).

— 2. Complété d’un espace topologique. Soient EvTop et EvTop

les catégories des espaces vectoriels topologiques et des espaces vectoriels

topologiques complets respectivement, les morphismes étant les applica-

tions continues. Le foncteur que l’on considère est l’inclusion (pleinement

fidèle) de EvTop dans EvTop. On se donne Y ∈ EvTop. Une solution

du problème universel à droite posé par l’inclusion et Y est le complété

de Y , et l’inclusion continue Y ↪→ Ȳ . Plus généralement, on peut définir

le complété d’un espace topologique admettant une structure uniforme,

la structure uniforme étant nécessaire pour définir la notion de filtre de

Cauchy (voir [9]).

— 3. Localisé d’un anneau. Soit A la catégorie dont les objets sont

les couples (A, S) constitués d’un anneau commutatif unitaire A et d’une

partie multiplicative S de A, les morphismes entre deux objets (A, S)

et (A′, S ′) étant les morphismes d’anneaux unitaires φ : A → A′ tels

que φ(S) ⊂ S ′. On considère la sous-catégorie pleine A′ de A dont les

objets sont les couples (A, S), avec S contenu dans les inversibles de

A. La solution du problème universel posé par un élément (A, S) de A
et l’inclusion de A′ dans A est le localisé S−1A de l’anneau A en S
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et le morphisme naturel A → S−1A. Remarquons que si 0 ∈ S, on a

S−1A = {0}.

— 4. Localisé d’un module. Soit A un anneau commutatif unitaire,

et S une partie multiplicative de A. Considérons la sous-catégorie pleine

M(A)S deM(A) dont les objets sont les modules M tels que l’action de

tout élément s ∈ S sur M soit inversible (c’est-à-dire pour tout s ∈ S,

pour tout m ∈ M , il existe t ∈ A tel que ts · m = st · m = m). Le

problème universel posé par un module M de M(A) et par le foncteur

d’oubli de M(A)S dans M(A) admet comme solution le localisé S−1M

et le morphisme naturel M → S−1M (vu simplement comme A-module,

et non comme S−1A-module). Là encore, si 0 ∈ S, on a S−1M = {0}.

— 5. Localisé d’un espace vectoriel relativement à un endomorphisme.

Soient k un corps, k[X] l’anneau des polynômes à coefficients dans k,

et M(k[X]) la catégorie des k[X]-modules à gauche unitaires. Un k[X]-

module peut-être vu comme la donnée d’un espace vectoriel sur k et d’un

endomorphisme de cet espace vectoriel. La catégorie M(k[X]) est donc

équivalente à celle dont les objets sont les couples (L, a) où L est un espace

vectoriel sur k et a ∈ Endk(L), les morphismes entre deux objets (L, a)

et (L′, a′) étant les applications linéaires entre L et L′ entrelaçant a et a′.

Considérons dans k[X] la partie multiplicative (X) \ {0} des polynômes

non nuls multiples de X. L’exemple précédent affirme l’existence, pour

tout k[X]-module L, d’un localisé par rapport à la partie (X) \ {0}.

Traduisons ceci en termes d’espaces vectoriels munis d’endomorphismes

grâce à l’équivalence de catégories décrite ci-dessus : étant donné un

couple (L, a) où L est un un espace vectoriel sur k et a ∈ Endk(L), il existe

un couple (La, ã), La où est un espace vectoriel sur k et ã ∈ Endk(La)

est inversible, et un morphisme ι : (L, a) → (La, ã) tels que pour tout

morphisme f : (L, a) → (M, b), où b ∈ Endk(M) est inversible, il existe

un unique morphisme f̃ : (La, ã)→ (M, b) tel que f = f̃ ◦ ι. On appelle

(La, ã) le localisé de L en a. Si B est une k-algèbre, on peut faire la même

construction en remplaçant les k-espaces vectoriels par des B-modules,

et les endomorphismes d’espaces vectoriels par des endomorphismes de

B-modules.
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Nous donnons une description un peu plus explicite du localisé de L

en a. Nous énonçons les résultats nécessaires dans le lemme suivant :

Lemme. — Soient L un espace vectoriel sur un corps k et a un endo-
morphisme de L.

(i) Si a est injectif, le morphisme canonique ι : (L, a) → (La, ã) est
aussi injectif.

(ii) Soit K :=
⋃
n ker an. Alors K est stable par a. Soit a′ l’endomor-

phisme de L′ = L/K induit par a. Alors le localisé (L′
a′ , ã

′) de L′ en
a′ est isomorphe au localisé de L en a. De plus a′ est injectif, ainsi
que le morphisme canonique ι′ de (L′, a′) dans (L′

a′ , ã
′). L’espace L′

a′

est donc une extension de L′, telle que ã′ coincide avec a′ sur L′, et
L′
a′ =

⋃
n∈N

(ã′)−n(L′).

Démonstration. (i) Il suffit de construire un morphisme injectif

f : (L, a)→ (M, b),

avec b inversible. Comme f se factorise en f = f̃ ◦ ι, il est clair que

ι doit alors être injectif. Construisons un tel morphisme. Soit R0 un

supplémentaire de Im a dans L. Construisons par récurrence une suite

d’espaces vectoriels Ri et d’isomorphismes fi : Ri+1 → Ri. Posons M =

L ⊕ (
⊕∞

i=1Ri) et b : M → M , b = a +
∑∞

i=0 fi. Par construction, b

est injectif et surjectif, c’est donc un isomorphisme. Prenons alors pour

morphisme f l’inclusion de L dans M .

(ii) Remarquons qu’un élément l ∈ L tel que an(l) = 0, pour un

certain n ∈ N∗, est dans le noyau de ι, puisque ι ◦ an = ãn ◦ ι et que ãn

est inversible. Ceci entraine que

K :=
⋃

n

ker an ⊂ ker ι.

On peut donc factoriser ι à travers L′ = L/K. Soit a′ le morphisme

induit par a sur L′, et soit (L′
a′ , ã

′) le localisé de L′ en a′. En utilisant les

propriétés universelles satisfaites par (L′
a′ , ã

′) et (La, ã), on voit que ceux-

ci sont isomorphes. D’autre part, a′ est injectif. D’après (i), le morphisme

canonique ι′ de (L′, a′) dans (L′
a′ , ã

′) est lui aussi injectif. On identifie

alors L′ à un sous-espace de L′
a′ grâce à cette injection ι′.
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Posons M =
⋃
n∈N

(ã′)−n(L′). On a L′ ⊂ M ⊂ L′
a′ et M est stable par

ã′. Il en découle facilement que M = L′
a′ . Réciproquement, si (M,β) est

une extension de L′ vérifiant β|L′ = a′, β inversible et M =
⋃
n∈N

β−n(L′),

(M,β) vérifie la propriété universelle caractérisant le localisé (L′
a′ , ã

′).

Corollaire. — Supposons que le morphisme canonique ι : L → La soit
surjectif. SoitK =

⋃
n∈N

ker an, et L′ = L/K. Alors (La, ã) est isomorphe
à (L′, a′).

A.III.2. Foncteurs représentables. — Soit C une catégorie. Consi-

dérons la catégorie FCop,Ens des foncteurs contravariants de C dans Ens.

Pour chaque objet X de C, on peut construire un foncteur hX dans

FCop,Ens en posant pour tout Y ∈ C,

hX(Y ) = HomC(Y,X),

et pour tout tout morphisme f : Y → Z dans Cop (c’est-à-dire que f est

un morphisme de HomC(Z, Y )),

hX(f) : hX(Y )→ hX(Z), φ 7→ φ ◦ f.

Soit φ : X1 → X2 un morphisme dans C. On associe à φ une trans-

formation naturelle hφ de hX1 dans hX2 en posant, pour tout objet Y de

C,

hφ,Y : HomC(Y,X1)→ HomC(Y,X2), g 7→ φ ◦ g.

Il est clair que hψhφ = hψφ lorsque ψ et φ se composent dans C. Ceci

définit donc un foncteur

h : C → FCop,Ens

Définition. — Un foncteur F dans FCop,Ens est dit représentable s’il

existe un isomorphisme naturel $ : hX → F , pour un certain X dans C.

On dit alors que (X,$) représente le foncteur F .
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Théorème (Yoneda). — Le foncteur h réalise une équivalence de ca-
tégorie entre C et la sous-catégorie pleine de FCop,Ens dont les objets sont
les foncteurs représentables. En particulier, h est pleinement fidèle, c’est-
à-dire que φ 7→ hφ réalise une bijection

HomC(X, Y ) ' HomFCop,Ens
(hX , hY )

Démonstration. Soient F ∈ FCop,Ens et X un objet de C. Montrons que

l’ensemble des transformations naturelles de hX vers F est en bijection

avec l’ensemble F (X). Soit x ∈ F (X). Pour tout Y ∈ C posons

θx,Y : hX(Y ) = Hom(Y,X)→ F (Y ), f 7→ F (f)(x).

Alors θx est une transformation naturelle de hX vers F . En effet, pour

tout morphisme g : Y → Z dans Cop (c’est-à-dire g : Z → Y dans C), le

diagramme

hX(Y )
θx,Y

//

hX(g)
��

F (Y )

F (g)
��

hX(Z)
θx,Z

// F (Z)

commute.

Dans l’autre sens, supposons que θ soit une transformation naturelle

de hX vers F . Posons η(θ) = θX(IdX) ∈ F (X). Montrons que les appli-

cations x 7→ θx et θ 7→ η(θ) sont inverses l’une de l’autre. On a d’une

part

η(θx) = θx,X(IdX) = IdX(x) = x,

et d’autre part pour tout Y ∈ C et pour tout f ∈ hX(Y )

θη(θ),Y (f) = F (f)(η(θ)) = F (f)(θX(IdX)) = θY (hX(f)(IdX)) = θY (f).

Ceci montre l’assertion.

Appliquons ceci avec F = hY . On obtient

HomC(X, Y ) = hY (X) ' HomFCop,Ens
(hX , hY ), φ 7→ θφ.

Or il est immédiat de vérifier que θφ = hφ. Ceci montre que h est pleine-

ment fidèle.
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Remarque. — Le foncteur F est représenté par (X,$) si et seulement

si (X,$) est solution du problème universel (à gauche) posé par h et F .

Dans l’autre sens, si l’on considère le problème universel à gauche posé

par F : A → B et Y ∈ B, on obtient une solution (X, j) dès lors que le

foncteur

Z 7→ HomB(F (Z), Y ), Aop → Ens

est représentable par (X,$), et j = $−1
X (IdX).

Démonstration. Supposons que F soit représenté par (X,$). Vérifions

la propriété universelle voulue : soit θ : hZ → F une transformation

naturelle. On veut montrer qu’il existe un unique morphisme φ : Z →

X tel que $ ◦ hφ = θ. Comme dans la démonstration du théorème, θ

correspond à un élément η(θ) de F (Z), et donc $−1(η(θ)) est un élément

de hX(Z) = homC(Z,X). Prenons φ = $−1
Z (η(θ)). On a alors pour tout

Y ∈ C, et tout f ∈ hZ(Y ) = HomC(Y, Z)

($ ◦ h$−1
Z (η(θ)))Y (f) = $Y ($−1

Z (η(θ)) ◦ f)

=$Y ($−1
Z (θZ(IdZ)) ◦ f) = $Y ($−1

Y (θY (f))) = θY (f).

L’unicité est immédiate, car $ étant un isomorphisme, θ détermine hφ,

et donc φ d’après le théorème.

Réciproquement, si (X,$) est solution du problème universel (à gauche)

posé par h et F , il nous faut vérifier que $ est un isomorphisme, c’est-

à-dire que pour tout Y ∈ C,

$Y : hX(Y )→ F (Y )

est un isomorphisme. Construisons son inverse : soit y ∈ F (Y ). Il lui

correspond, par le théorème de Yoneda une transformation naturelle θy :

hY → F , que par la propriété universelle, nous pouvons factoriser par

$ : θy = h$ ◦ hφ, pour un certain φ ∈ HomC(Y,X) = hX(Y ). Il est

maintenant facile de vérifier que l’application y 7→ φ ainsi définie est

l’inverse de $Y .

Nous laissons la démonstration de la seconde assertion au lecteur.

Corollaire. — Si F est un foncteur représentable, l’objet représentant
F est déterminé à un unique isomorphisme près.
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A.III.3. Un principe d’isomorphisme. — Nous reformulons main-

teant le lemme de Yoneda sous une forme utile pour montrer que deux

objets d’une catégorie sont isomorphes, ou que deux foncteurs sont na-

turellement isomorphes.

Proposition. — Soient X, Y deux objets d’une catégorie M tels que
pour tout objet Z de M, on ait un isomorphisme, naturel en Z :

(A.III.3.1) HomC(Z,X) ' HomC(Z, Y ).

Alors X ' Y . Si F,G : C → M sont deux foncteurs d’une catégorie C
dans M tels que l’on ait un isomorphisme naturel en X et Z :

(A.III.3.2) HomC(Z, F (X)) ' HomC(Z,G(X)).

Alors les foncteurs F et G sont naturellement isomorphes.

A.IV. Limites et colimites

A.IV.1. Limites. — Soient C et I deux catégories, la seconde, pour

des raisons qui ne tarderont pas à apparaître étant dite “catégorie d’in-

dices”, ou encore “schéma diagrammatique”. Pour tout objet X de C,
définissons le foncteur constant

∆X : I → C

où ∆X(i) = X pour tout objet i de I et ∆X(i→ j) = IdX pour tout mor-

phisme i → j dans I. Il est clair que les foncteurs constants de I dans

C correspondent bijectivement aux objets de C, et que les transforma-

tions naturelles entre deux foncteurs constants ∆X et ∆Y correspondent

bijectivement aux morphismes de X dans Y . En effet, si X
f
→ Y est un

morphisme dans C, on définit la transformation naturelle

∆f : ∆X → ∆Y

en posant

∆f (i) = f

pour tout objet i de I. On obtient ainsi un foncteur

∆ : C → FI,C.
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Soit D : I → C un foncteur (un tel foncteur est appelé un diagramme

dans C, de schéma I). Une limite de D (si elle existe) est la donnée d’un

foncteur constant ∆X : I → C (que l’on peut voir simplement comme la

donnée de l’objet X) et d’une transformation naturelle η de ∆X vers D,

telle que pour tout foncteur constant ∆Y : I → C et toute transformation

naturelle de ∆Y vers D, il existe une unique transformation naturelle

∆Y → ∆X (c’est à dire un unique morphisme X → Y ) telle que

∆Y → ∆X
η
→ D = ∆Y → D.

En quelque sorte, la transformation naturelle ∆X → D est la “meilleure

approximation” de D par un foncteur constant.

Remarque. — On voit que (∆X , η) est solution du problème universel

à gauche posé par ∆ et D. Il y a donc unicité de la limite à unique

isomorphisme près. D’autre part, en utilisant la remarque A.III.2 liant

problème universel et foncteur représentable, on obtient pour tout Y ∈ A
un isomorphisme naturel

(A.IV.1.1) HomA(Y, lim←−D) ' HomFI,A
(∆Y , D).

Plus concrètement, une limite de D est donc la donnée d’un objet X

de C, et pour tout objet i de I d’un morphisme de X dans D(i), telle

que pour tout morphisme i→ j dans I,

[X → D(i)→ D(j)] = [X → D(j)].(A.IV.1.2)

Le fait que ∆X → D soit la meilleure approximation deD par un foncteur

constant se traduit par : s’il existe un objet Y de C et pour tout objet

i de I des morphismes Y → D(i) vérifiant les relations de compatibilité

analogues à (A.IV.1.2), alors il existe un unique morphisme de Y → X

tel que pour tout i ∈ I

Y → X → D(i) = Y → D(i).

Exemples. — 1. Objets finaux. Un objet final dans une catégorie C est

une limite. En effet, prenons pour I la catégorie vide (pas d’objets, pas

de morphismes). Admettons qu’un foncteur constant de I dans C soit

la donnée d’un objet T de C. Les conditions de compatibilité (A.IV.1.2)

sont vides, et donc d’après la propriété satisfaite par T , pour tout objet

Y de C, il existe un unique morphisme X → T .
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— 2. Noyaux. Soit X → Y un morphisme dans une catégorie C munie

d’un objet nul. Soit I la catégorie ayant deux objets i et j et deux

morphismes en dehors de Idi et Idj, à savoir i
1
→ j et et i

0
→ j. Soit D

le foncteur tel que D(i) = X, D(j) = Y , D(1) = f et D(0) = 0. Alors la

limite du foncteur D est le noyau de X → Y .

— 3. Produits. Soient X et Y deux objets d’une catégorie C. Considé-

rons la catégorie discrète I formée de deux objets i et j (discrète veut dire

que les seuls morphismes sont les identités des objets). Soit F : I → C

le foncteur défini par F (i) = X et F (j) = Y . Alors la limite de F est le

produit de X et de Y , que l’on note X × Y .

Plus généralement, pour toute famille (Xi)i∈I d’objets de C, on forme

la catégorie discrète I dont les objets sont les i ∈ I, et on définit un

foncteur F : I → C par F (i) = Xi. La limite de F est alors le produit

des Xi, noté
∏

i∈I Xi.

— 4. Produit fibré. Soit C une catégorie et dans C considérons les

morphismes

(A.IV.1.3) X

f
��

Y
g

// Z

Soit I la catégorie formées de trois objets i, j, p, dont les morphismes,

outre les identités des objets, sont i → p et j → p, et soit D le foncteur

un I dans C tel que D(i) = X, D(j) = Y , D(p) = Z, D(i → p) = f

et D(j → p) = g, La limite de D est le produit fibré, noté X ×Z Y du

diagramme (A.IV.1.3)

— 5. Limites projectives ou inverses. Soit I un ensemble ordonné fil-

trant croissant (c’est-à-dire que pour couple (i, j) d’éléments de I, il

existe un élément k de I tel que i ≤ k, j ≤ k). On considère I comme

une catégorie, où les morphismes, outre les identités des objets, sont don-

nés par les couples (i, j) avec i ≤ j le morphisme correspondant étant

j → i. Soit D : I → C un foncteur, et posons, pour tout i, j dans I,



384 ANNEXE A. ELÉMENTS DE THÉORIE DES CATÉGORIES

Ai = D(i), D(j → i) = fji. On dit que ((Ai)i∈I , (fji)i≤j) forment un sys-

tème projectif. Alors la limite projective (ou limite inverse) du système

des (Ai, fij) est la limite de D.

— 6. Intersection de sous-objets Nous laissons au lecteur le soin d’inter-

préter une intersection de sous-objets d’un objet d’une catégorie comme

limite dans une catégorie appropriée.

On emploie la notation lim←− pour les limites.

A.IV.2. Colimites. — Nous définissons de manière duale la notion de

colimite d’un foncteur D : I → C comme dans le paragraphe précédent :

c’est la donnée d’un foncteur constant ∆X : I → C et d’une transfor-

mation naturelle de D vers ∆X , telle que pour tout foncteur constant

∆Y : I → C et toute transformation naturelle de D vers ∆Y , il existe

une unique transformation naturelle ∆Y → ∆X (c’est à dire un unique

morphisme Y → X) telle que

D → ∆X → ∆Y = D → ∆Y .

Une colimite est solution du problème universel à droite posé par ∆ et

D.

Comme exemples de colimites, nous avons les notions duales de celles

des exemples du paragraphes précédent. On obtient ainsi respectivement

les objets initiaux, les conoyaux, les coproduits, les sommes amalgamées,

les limites inductives (ou directes), les unions de sous-objets. La notation

utilisée pour les colimites est lim−→.

Explicitons un peu l’exemple des limites inductives. Soit I un ensemble

ordonné filtrant croissant On considère I comme une catégorie, où les

morphismes, outre les identités des objets, sont donnés par les couples

(i, j) avec i ≤ j le morphisme correspondant étant i→ j. Soit D : I → C

un foncteur, et posons, pour tout i, j dans I, Ai = D(i), D(i→ j) = fij .

On dit que ((Ai)i∈I , (fij)i≤j) forment un système inductif . Alors la limite

inductive (ou limite directe) du système des (Ai, fij) est la limite de D.

Exemple. — Soit A la catégorie des groupe abéliens. Dans cette ca-

tégorie, toute famille (Gi)i∈I admet un produit, donné par le produit

cartésien d’ensembles
∏

i∈I Gi, muni de la loi de groupe produit de celle
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des Gi, et des projections canoniques pi :
∏

i∈I Gi → G. Toute famille

(Gi)i∈I admet aussi un coproduit, appelé somme directe des Gi et notée⊕
i∈I Gi. Si I est fini,

⊕
i∈I Gi est le produit

∏
i∈I Gi muni des injections

canoniques ii : Gi →
∏

i∈I Gi. Si I est infini,
⊕

i∈I Gi est le sous-groupe

formé des éléments de
∏

i∈I Gi n’ayant qu’un nombre fini de coordonées

non nulles, muni de ces mêmes injections.

Soit maintenant ((Gi)i∈I , (gij)i≤j) un système inductif de groupes abé-

liens (les lois de groupes sont notées additivement). Formons le coproduit

des Gi dans la catégorie des ensembles, c’est-à-dire leur union disjointe.

Munissons celle-ci de la relation d’équivalence suivante : gi ∈ Gi est équi-

valent à gj ∈ Gj s’il existe k ≥ i, j tel que fik(gi) = fjk(gj) et appelons

G l’ensemble des classes d’équivalence. Alors G est naturellement muni

d’une structure de groupe, l’on a des projections canoniques fi : Gi → G.

D’autre part, G vérifie la propriété universelle de la colimite : pour

tout système de morphismes φi : Gi → Y compatible avec les fij, les φ

se factorisent par les fi. On a donc lim−→i∈I
Gi = G.

On en déduit immédiatement le fait suivant, qui est fondamental en

théorie des faisceaux : si gi ∈ Gi est tel que fi(gi) = 0, alors il existe

j ≥ i tel que fij(gi) = 0.

A.V. Foncteurs adjoints

Il y a deux manières (équivalentes) de voir la notion de foncteurs ad-

joints. Selon ce que l’on veut en faire, on utilise un point de vue ou l’autre.

A.V.1. Définition par les foncteurs Hom. — Soient A et B deux

catégories, et F : A → B, G : B → A deux foncteurs. Définissons les

foncteurs :

RF : A× Bop → Ens, (X, Y ) 7→ HomB(Y, F (X)),

et

LG : A×Bop → Ens, (X, Y ) 7→ HomA(G(Y ), X).
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Si (f, g) ∈ HomA(X,X ′) × HomB(Y ′, Y ) le morphisme RF (f, g) est

donné par :

RF (f, g) : HomB(Y, F (X))→ HomB(Y ′, F (X ′)), ψ 7→ F (f) ◦ ψ ◦ g,

et le morphisme LG(f, g) par :

LG(f, g) : HomB(Y, F (X))→ HomB(Y ′, F (X ′)), ψ 7→ f ◦ ψ ◦G(g).

Définition. — On dit que F est l’adjoint à droite de G (ou que G est

l’adjoint à gauche de F ) si les foncteurs RF et LG sont naturellement

isomorphes. Notons θ cet isomorphisme naturel. On a alors,

θY,X : HomB(Y, F (X)) ' HomA(G(Y ), X), (X ∈ A), (Y ∈ B).

Le théorème suivant relie les notions de foncteurs adjoints et de fonc-

teurs représentables.

Théorème. — Soit G : B → A un foncteur. Alors G admet un adjoint à
droite si et seulement si pour tout objet X de A, le foncteur contravariant

Y 7→ HomA(G(Y ), X)

de B dans Ens est représentable.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, puisque si G ad-

met F comme adjoint à droite, F (X), le foncteur Y 7→ HomA(G(Y ), X)

est représenté par (F (X), θ). Montrons qu’elle est suffisante. Rappelons

que d’après le lemme de Yoneda, le foncteur

h : B → FBop,Ens

est pleinement fidèle. Il réalise donc une équivalence de catégorie sur

la sous-catégorie pleine des foncteurs représentables de FBop,Ens. Soit Λ

un quasi-inverse de h et soit H : A → FBop,Ens le foncteur défini par

H(X)(Y ) = Hom(G(Y ), X), qui par hypothèse est à valeurs dans la sous-

catégorie pleine des foncteurs représentables de FBop,Ens. Alors F = Λ◦H

est l’adjoint cherché.

Corollaire. — Il y a unicité à isomorphisme près de l’adjoint à droite
d’un foncteur G : B → A. Il en est de même pour les adjoints à gauche.



A.V. FONCTEURS ADJOINTS 387

A.V.2. Adjonctions. — Soient F etG deux foncteurs adjoints comme

ci-dessus. Pour tout objet Y ∈ B, on dispose de ηY ∈ HomB(Y, FG(Y )),

le morphisme correspondant à IdG(Y ) ∈ HomA(G(Y ), G(Y )). De même,

pour tout X dans A, on dispose d’un morphisme εX ∈ HomA(GF (X), X)

correspondant à IdF (Y ) ∈ HomB(F (Y ), F (Y )). On obtient ainsi des trans-

formations naturelles η et ε respectivement de IdB vers FG et de GF vers

IdA. On appelle η et ε les morphismes d’adjonction, le premier étant par-

fois appelé unité et le second counité. Ces morphismes vérifient de plus

que les composées

F (X)
ηF (X)
−→ FGF (X)

F (εX)
−→ F (X)(A.V.2.1)

G(Y )
G(ηY )
−→ GFG(Y )

εG(Y )
−→ G(Y )(A.V.2.2)

sont égales aux identités respectives de F (X) et G(Y ).

Réciproquement, supposons que η et ε soient des transformations natu-

relles respectivement de IdB vers FG et de GF vers IdA. Alors on obtient

pour tout X ∈ A et Y ∈ B,

θY,X : HomA(G(Y ), X)→ HomB(Y, F (X))

f 7→ [Y
ηY→ FG(Y )

F (f)
→ F (X)]

et dans le sens opposé

σY,X : HomB(Y, F (X))→ HomA(G(Y ), X)

g 7→ [G(Y )
G(g)
→ GF (X)

εX→ X.]

On déduit facilement de la naturalité de η et ε que θ et σ sont des

tranformations naturelles respectivement de LG vers RF et de RF vers

LG. D’autre part, si η et ε vérifient (A.V.2.1) et (A.V.2.2), alors θ et σ

sont inverses l’un de l’autre.

On appelle adjonction un quadruplet (F,G, ε, η) où

- F : A → B, G : B → A sont deux foncteurs.

- η : IdB → FG et de ε : GF → IdA sont deux transformations

naturelles vérifiant (A.V.2.1) et (A.V.2.2).

Le résultat suivant sert très souvent.
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Théorème. — Soient F : A → B, G : B → A deux foncteurs, G étant
l’adjoint à gauche de F . Alors F préserve les limites et G les colimites.

Démonstration. Montrons la première asertion, la seconde s’établissant

de la même manière. Soit D : I → A comme en A.IV.1, et supposons

que lim←−D existe. On veut montrer que lim←−F ◦ D existe et est égale à

F (lim←−D). On utilise le principe A.III.3. Pour tout Y ∈ B, on a

HomB(Y, F (lim←−D)) = HomA(G(Y ), lim←−D) ' HomFI,A
(∆G(Y ), D)

'HomFI,B
(∆Y , F (D)) = HomB(Y, lim←−F ◦D),

On a utilisé successivement l’adjonction de F et G, l’isomorphisme na-

turel A.IV.1.1, le fait que toute transformation naturelle θ : ∆G(Y ) → D

est la donnée, pour tout i ∈ I, d’un morphisme G(Y )→ D(i) (vérifiant

certaines conditions de compatibilité), et que par adjonction de F et G,

ceci est équivalent à la donnée de morphismes Y → F (D(i)), définis-

sant une transformation naturelle de ∆Y dans F ◦D. Enfin, on utilise la

propriété universelle de la limite. Ceci montre que F (lim←−D) est bien la

limite de F ◦D.

Exemple. — Pour illustrer la notion de foncteur adjoint, nous choisis-

sons un exemple simple qui est un cas particulier des constructions de la

section I.2. Soit A une C algèbre unitaire et soit B une sous-algèbre de

A. Tout A-module unitaire à gauche M est aussi un B-module, et nous

obtenons ainsi un foncteur d’oubli :

F :M(A)→M(B).

Un adjoint à gauche du foncteur d’oubli, le foncteur de changement de

base, est donné par

PA
B : N 7→ A⊗B N.

Pour montrer cette assertion, nous devons exhiber un isomorphisme

naturel :

θX,Y : HomA(A⊗B X, Y )→ HomB(X,F(Y )).

Si f : A⊗B X → Y est un B-morphisme, posons

θX,Y (f)(x) = f(1⊗ x), (x ∈ X).
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Ceci définit bien un B-morphisme car :

θX,Y (f)(b · x) = f(1⊗ b · x) = f(b⊗ x) = f(b · (1⊗ x))

=b · f(1⊗ x) = b · (θX,Y (f)(x))

L’inverse de θ est donné par σ :

σX,Y : HomB(X,F(Y ))→ HomA(A⊗B X, Y )

défini pour tout g ∈ HomB(X,F(Y )) par

σX,Y (g)(a⊗ x) = a · g(x).

Ceci est bien un A-morphisme car :

σX,Y (g)(a′ · (a⊗x)) = σX,Y (g)(a′a⊗x) = a′a ·g(x) = a′ · (σX,Y (g)(a⊗x)).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la naturalité de θ et σ.

Vérifions que θ et σ sont inverses l’un de l’autre :

σX,Y (θX,Y (f))(a⊗ x) = a · (θX,Y (f)(x)) = a · (f(1⊗ x)) = f(a⊗ x).

et

θX,Y (σX,Y (g)(x) = σX,Y (g))(1⊗ x) = g(x).

Nous avons donc démontré l’adjonction des foncteur d’oubli et de chan-

gement de base en utilisant la première définition des foncteurs adjoints.

Lorsqu’on regarde de plus près cette démonstration, on s’aperçoit que le

second point de vue est sous-jacent. En effet, le point clef est l’existence

d’un B-morphisme

ηX : x 7→ 1⊗ x, X → A⊗B X

et d’un A-morphisme

εY : a⊗ y 7→ a · y, A⊗B Y → Y

Ce sont des morphismes d’adjonction et le fait que θ et σ soient inverses

l’un de l’autre provient de ce que η et ε vérifient (A.V.2.1) et (A.V.2.2),

c’est-à-dire dans ce cas :

x 7→ 1⊗ x 7→ 1 · x = x

et

a⊗ x 7→ a⊗ 1⊗ x 7→ a · (1⊗ x) = a⊗ x.
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A.VI. Catégories abéliennes

Dans cette section, nous rappelons les résultats fondamentaux concer-

nant les catégories abéliennes. Nos références en la matière seront les

livres [25] et [35], auxquels le lecteur est invité à se reporter s’il souhaite

plus de détails.

A.VI.1. Axiomatique des catégories abéliennes. — La notion de

catégorie abélienne axiomatise les propriétés fondamentales des catégo-

ries suivantes :

- la catégorie A−mod des modules à gauche sur un anneau A,

- la catégorie M(A) des modules à gauche unitaires sur un anneau

unitaire A,

- la catégorie des faisceaux (ou préfaisceaux) de groupes abéliens sur

un espace topologique.

Donnons maintenant les axiomes définissant les catégories abéliennes.

Ceux donnés ici ne sont pas les plus économiques. Soit A une catégo-

rie. On dit que A est une catégorie abélienne si elle vérifie les axiomes

suivants.

AB0. Il existe un objet nul dans A, noté 0.

AB1. La catégorie A admet des produits finis.

AB1∗. La catégorie A admet des coproduits finis.

AB2. Tout morphisme dans A admet un noyau.

AB2∗. Tout morphisme dans A admet un conoyau.

AB3. Tout monomorphisme dans A est un noyau.

AB3∗. Tout épimorphisme dans A est un conoyau.

Comme le montrent les exemples de catégories abéliennes donnés ci-

dessus, il est d’usage de changer quelque peu la terminologie pour les

coproduits, en les rebaptisant sommes directes. Bien sûr, on change aussi

de notation.
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A.VI.2. Propriétés des catégories abéliennes. — On tire de nom-

breuses conséquences de ces axiomes. En voici quelques unes parmi les

plus importantes.

— 1. Un morphisme dans A est un isomorphisme si et seulement si

c’est à la fois un monomorphisme et un épimorphisme.

— 2. Soit A un objet de A, et soient SA l’ensemble de ses sous-objets,

QA l’ensemble de ses quotients. Alors les applications

coker : SA → QA, ker : QA → SA

qui, respectivement, associent à tout sous-objet B → A son conoyau,

et à tout quotient A → C son noyau, sont inverses l’une de l’autre.

De plus, elles inversent l’ordre sur SA et QA. On note A/B le quotient

coker(B → A) pour tout sous-objet B → A de A.

— 3. Deux sous-objets quelconques d’un objet A admettent une in-

tersection et une union. Comme pour les coproduits, il est souvent plus

parlant de changer la terminologie pour les unions dans les catégories

abéliennes en parlant plutôt de sommes. On utilise alors la notation +

ou
∑

.

On définit l’image d’un morphisme f : A → B dans A comme le

plus petit sous-objet C → B de B tel que f se factorise par C → B.

Dualement, on définit la coimage de f comme le plus petit quotient

A→ D de A qui factorise f .

— 4. Tout morphisme f : A → B admet une image (resp. une coi-

mage), elle s’identifie à ker(cokerf) (resp. à coker(ker f)).

— 5. (Factorisation des morphismes) Tout morphisme A→ B dans A
se factorise de manière unique à isomorphisme près en A → I → B, où

A→ I est un épimorphisme, et I → B est un monomorphisme. De plus

A→ I est la coimage de A→ B, et I → B en est l’image.

L’existence de noyau et d’image pour tous les morphismes dans A

permet de définir la notion de suite exacte de morphismes dans A. Nous

supposons le lecteur suffisamment familier avec cette notion pour ne pas

avoir à la redéfinir.
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— 6. Pour tout couple (A,B) d’objets de A, l’ensemble HomA(A,B)

est muni d’une structure de groupe abélien, dont l’élément neutre est

l’élément distingué 0 dont l’existence est assuré par AB0. Les opérations

de composition des morphismes sont distributives par rapport à l’addition

sur les HomA(A,B).

— 7. Pour tout couple (A,B) d’objets de A, le produit A × B et la

somme A ⊕ B dont l’existence est assurée par les axiomes AB1, AB1∗

sont naturellement isomorphes.

— 8. Lemme des 3× 3. Considérons le diagramme suivant dans A

0

��

0

��

0

��
0 // A

��

// A′

��

// A′′

��

// 0

0 // B //

��

B′ //

��

B′′ //

��

0

C

��

C ′

��

C ′′

��
0 0 0

où les colonnes et les lignes sont exactes. Alors on peut compléter ce

diagramme par un monomorphisme C → C ′ et un épimorphisme C ′ →

C ′′ de sorte que le diagramme enrichi soit toujours commutatif et que la

suite 0→ C → C ′ → C ′′ → soit exacte.

— 9. Isomorphismes de Noether. Du lemme des 3× 3, on peut facile-

ment déduire les deux théorèmes d’isomorphismes de Noether :

(i) étant donnés un objet C dans A et deux sous-objets A et B de C

avec A ⊆ B, alors B/A est un sous-objet de C/A et (C/A)/(B/A) est

isomorphe à C/B,

(ii) étant donnés un objet C dans A et deux sous-objets A et B de C,

on a

B/(A ∩B) ' (A+B)/A.
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En supposant de plus que A ∩ B = 0, et A + B = C, (ii) donne

C ' A⊕ B.

L’existence de limites est bien sûr une propriété importante des caté-

gories. Ceci nous conduit à considérer les axiomes suivants :

AB4. Toute famille d’objets admet un produit dans A.

AB4∗. Toute famille d’objets admet une somme directe dans A.

Une catégorie abélienne vérifiant AB4. est dite complète, tandis qu’une

catégorie abélienne vérifiant AB4∗. est dite cocomplète.

AB5. A est cocomplète, et pour tout système filtrant croissant Mi de

sous-objets de M , pour tout sous-objet N de M , on a

N
⋂
(
∑

i

Mi

)
=
∑

i

(N
⋂

Mi).

Remarquons que les unions existent grâce à AB4∗. Dans les catégories

de modules, l’union de sous-objet est la somme de ceux-ci. On emploiera

donc plutôt la notation + ou
∑

pour les unions de sous-objets dans une

catégorie abélienne.

Une catégorie de Grothendieck est une catégorie abélienne cocomplète

vérifiant AB5.

Continuons notre liste de propriétés des catégories abéliennes.

— 10. Supposons que A soit complète (resp. cocomplète). Alors tout

diagramme D : I → A, admet une limite (resp. colimite). En particulier,

A admet des limites inverses (resp. directes).

A.VI.3. Suites de Jordan-Hölder et facteurs de composition

Soit A une catégorie abélienne. Un objet non nul M deA est dit simple

si tout sous-objet de M est soit l’objet nul 0, soit M . On note Irr(A)

l’ensemble des classes d’équivalence d’objets simples de A. Supposons

que l’on ait une suite croissante de sous-objets de M , tous différents

0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bn = M.
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Une telle suite est appelée suite de composition, ou suite de Jordan-

Hölder si les quotients successifs Bi/Bi−1, i = 0, . . . n sont simples. L’en-

tier n est appelé la longueur de cette suite de composition et les quo-

tients Bi/Bi−1 sont appelés facteurs de composition de M . Le théorème

de Jordan-Hölder affirme alors que si l’objet M admet une suite de com-

position, alors toutes les suites de composition sont de même longueur

et leurs facteurs sont isomorphes, à l’ordre près. Un objet admettant une

suite de composition est dit de longueur finie, sa longueur étant celle

d’une de ses suites de composition. Le théorème de Jordan-Hölder se

démontre à partir des isomorphismes de Noether A.VI.2, 9.

Pour obtenir les résultats sur les suites et les facteurs de composition

d’un objet généralisant ceux de la catégorie des A-modules, il nous faut

faire quelques hypothèses supplémentaires sur A. On suppose donc que

A est une catégorie de Grothendieck. Elle vérifie donc AB4∗ et AB5.

On suppose de plus :

AB6 : tout objet de A est une union (somme) d’objets de type fini.

Exemples. — Remarquons que les catégories A−mod (respectivement

M(A)), A un anneau (respectivement A un anneau unitaire) vérifient

tous ces axiomes.

Le premier résultat que nous allons établir utilise le lemme de Zorn.

Le lemme de Zorn peut être considéré comme un axiome de la théorie

des ensembles. Il est équivalent à l’axiome du choix. On dit qu’un en-

semble ordonné S est inductivement ordonné si toute partie non vide et

totalement ordonnée de S admet un majorant. Nous renvoyons le lecteur

à [34] ou [23] pour les définitions de ces termes. Le lemme de Zorn af-

firme qu’un ensemble non vide inductivement ordonné admet un élément

maximal.

Proposition. — (i) Soit M un objet non nul de A de type fini. Alors
M admet un quotient simple.

(ii) Si M n’est pas de type fini, il existe des sous-objets N1 ⊂ N2 de
M tels que le quotient N2/N1 soit simple.
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Démonstration. Il est clair que (ii) découle de (i) en prenant pour N2

un sous-objet de type fini dans M , dont l’existence est assuré par AB6.

Pour démontrer (i), introduisons l’ensemble (ordonné) S des sous-objets

propres de M . Pour pouvoir appliquer le lemme de Zorn, montrons que

S est stable par union d’une suite croissante, c’est-à-dire que si

N0 ⊂ N1 . . . ⊂ Np ⊂ . . .

est une suite croissante de sous-objets propres, alors N :=
⋃
iNi est dans

S. Il s’agit de montrer que N est un sous-module propre. Supposons le

contraire, c’est-à-dire M =
⋃
iNi. Comme M est de type fini, il existe un

certain indice i0 tel que M = Ni0, ce qui est absurde puisque Ni0 est un

sous-module propre. L’assertion est donc démontrée. D’après le lemme

de Zorn, S admet un élément maximal M0, et par maximalité, le quotient

M/M0 est simple.

Notons JH(M) l’ensemble des sous-quotients simples d’un objet M .

On a alors :

Lemme. — (i) si M ′ ⊂M est un sous-objet, alors

JH(M) = JH(M ′) ∪ JH(M/M ′),

(ii) JH(M) = ∅ si et seulement si M = 0,

(iii) si (Mi)i∈I est une famille de sous-objets de M ,

JH(
∑

i∈I

Mi) =
⋃

i∈I

JH(Mi).

Démonstration. (i) est clair. (ii) découle du lemme précédent. Pour (iii),

l’assertion découle de (i) par récurrence si I est fini. En remplaçant les

Mi par une famille consistant en des sommes de Mi, on se ramène au

cas où (Mi)i∈I est un système filtrant croissant. Soit Q = M ′/M ′′ un

sous-quotient simple de
∑

i∈IMi. Supposons que pour tout i ∈ I, Q /∈

JH(Mi). Alors pour tout i ∈ I,

M ′ ∩ (M ′′ +Mi) = M ′′.

Donc, en utilisant AB5, on obtient

M ′ = M ′
⋂

(
∑

i

(M ′′ +Mi)) =
∑

i

M ′
⋂

(M ′′ +Mi) = M ′′,
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ce qui contredit le fait que Q est simple.

A.VII. Semi-simplicité

Lemme. — Soit A une catégorie abélienne vérifiant les hypothèses de la
section précédente, et soit E un objet de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) E est isomorphe à une somme directe d’objets simples (ie. E est
complètement réductible).

(ii) E est l’union (la somme) de ses sous-objets simples.

(iii) Pour tout sous-objet E ′ de E, il existe un sous-objet E ′′ de E tel
que E = E ′ ⊕ E ′′.

Démonstration. Il est clair que (i) implique (ii). Supposons (ii) et mon-

trons (iii). Soit E ′ un sous-objet de E. On peut, d’après l’hypothèse,

écrire E comme une somme (mais pas directe) de sous-objets,

E =
∑

i∈I

Ei

pour un certain ensemble d’indices I. Prenons un sous-objet de E de la

forme
∑

j∈J Ej , J ⊂ I, maximal pour l’inclusion et tel que la somme

F = E ′ +
∑

j∈J Ej soit directe (l’existence d’un tel J est assurée par le

lemme de Zorn). Alors cette somme est égale à E. En effet, il suffit de voir

que chaque Ei, i ∈ I, est dans E ′ ⊕ (
⊕

j∈J Ej). Comme l’intersection de

F avec Ei est un sous-objet de Ei, cette intersection est Ei ou 0 puisque

Ei est simple. Si cette intersection était nulle, on pourrait adjoindre i à J

ce qui contredit la maximalité de J . Donc Ei ⊂ F . Montrons maintenant

que (iii) implique (i). Commençons par voir que E admet alors un sous-

objet simple. Soit E ′ un sous-objet de E de type fini, dont l’existence

est assurée par l’hypothèse AB6. Considérons l’ensemble des sous-objets

propres de F , ordonné par l’inclusion. Comme dans la démonstration

de la proposition A.VI.3, on voit que cet ensemble est inductivement or-

donné, et donc qu’il admet d’après le lemme de Zorn un élément maximal
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M . Cet M est un sous-objet de E. D’après l’hypothèse, on peut écrire

E = M ⊕ F , pour un certain sous-objet F . On a alors

E ′ = M ⊕ (E ′ ∩ F ).

Comme M est maximal dans E ′, E ′ ∩ F est simple. Ceci montre que

E admet un sous-objet simple. Soit maintenant E0 une somme directe

maximale de sous-objets simples de E. Si E 6= E0, on écrit E = E0 ⊕ F .

On applique maintenant la remarque précédente à F : il existe un sous-

objet simple de F . Ceci contredit la définition de E0.

Corollaire. — Un sous-module d’un module semi-simple est semi-simple.

Démonstration. Supposons que E soit un sous-module de E avec E semi-

simple, et soit E ′ un sous-module de E. C’est aussi un sous-module de

E , et donc il existe un sous-module F de E tel que E = E ′ ⊕ F . Posons

F = F ∩ E. On a alors E = E ′ ⊕ F .

A.VIII. Foncteurs remarquables

Par foncteurs remarquables, nous entendons des foncteurs préservant

des propriétés des objets ou des morphismes auxquels ils s’appliquent.

Par exemple, nous avons définis plus haut les foncteurs fidèles et les

foncteurs pleins. Donnons d’autres exemples.

A.VIII.1. Foncteurs exacts. — Soit F : A → B un foncteur entre

deux catégories abéliennes. On dit que F est additif s’il respecte la struc-

ture de groupe des Hom, c’est-à-dire si pour tout couple (X, Y ) d’objets

de A,

F : HomA(X, Y )→ HomB(F (X), F (Y ))

est un morphisme de groupes abéliens. Les foncteurs entre catégories

abéliennes seront implicitement toujours supposés additifs. Dans ce qui

suit, les catégories sont abéliennes et les foncteurs sont additifs.
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On dit qu’il est exact à gauche (resp. à droite) si pour toute suite

exacte dans A de la forme

0→ X
f
→ Y

g
→ Z,

la suite

0→ F (X)
F (f)
→ F (Y )

F (g)
→ F (Z),

est exacte (resp. si pour toute suite exacte de la forme

X
f
→ Y

g
→ Z → 0,

la suite

F (X)
F (f)
→ F (Y )

F (g)
→ F (Z)→ 0,

est exacte). Si F est exact à droite et à gauche, on dit simplement qu’il

est exact. Pour un foncteur contravariant F : A → B, la convention pour

l’exactitude à gauche ou à droite est la suivante. On considère F comme

un foncteur covariant Aop → B et l’on transfère les définitions ci-dessus.

On peut montrer qu’un foncteur exact à gauche F : A → B préserve

les limites finies (c’est-à-dire que pour tout foncteur D : I → A, où la

catégorie d’indice I est finie, admettant une limite X, alors F (X) est la

limite du foncteur F ◦D). De même un foncteur exact à droite préserve

les colimites finies.

Rappelons qu’un foncteur F : C → D est fidèle si pour tout couple

d’objets (X, Y ) de C, l’application

HomC(X, Y )
F
−→ HomD(F (X), F (Y ))

est injective. Si C et D sont des catégories abéliennes et que le foncteur

F est additif, F est fidèle si pour tout X
f
→ Y , F (f) = 0 implique que

f = 0. Dans une catégorie abélienne tout morphisme X
f
→ Y se factorise

de manière unique en

X → I → Y,

où X → I est un épimorphisme et I → Y un monomorphisme (voir la

propriété 5 des catégories abéliennes dans l’annexe A.VI.2). D’autre part,

si f 6= 0, alors I 6= 0. Si F est exact, on en déduit que

F (X)→ F (I)→ F (Y )
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est la factorisation de F (f), car F étant fidèle, il préserve épimorphismes

et monomorphismes. Si F (f) = 0, on a alors F (I) = 0. On déduit de

cette petite discussion le résultat suivant

Lemme. — Si F : C → D est un foncteur exact, et F (I) = 0 implique
que I = 0, alors F est fidèle.

A.VIII.2. Progénérateurs. — Soit X un objet de la catégorie abé-

lienne A. On définit les foncteurs :

HomA(X, •) : A → Z−mod,

Y 7→ HomA(X, Y ),

[Y
f
→ Z] 7→ [HomA(X, Y )

•◦f
−→ HomA(X,Z)]

HomA(•, X) : A → Z−mod,

Y 7→ HomA(Y,X),

[Y
f
→ Z] 7→ [HomA(Z,X)

f◦•
−→ HomA(Y,X)]

Le premier de ces foncteurs est covariant, le second contravariant. Ils

sont tous deux exacts à gauche. Un objet X de A est dit projectif si

HomA(X, •) est exact, injectif si HomA(•, X) est exact. C’est un généra-

teur de A (resp. un cogénérateur ) si HomA(X, •) (resp. HomA(., X)) est

fidèle. Un progénérateur est un générateur projectif. Un critére simple

est qu’un objet projectif X est un progénérateur dans A si et seulement

si pour tout objet non nul Y dans A, HomA(X, Y ) est non trivial. La

nécessité de cette condition provient du lemme A.VIII.1.

Soit A une catégorie abélienne cocomplète. Un objet projectif P dans

A est dit petit si le foncteur HomA(X, •) préserve les sommes directes. Il

existe plusieurs caractérisations équivalentes de cette notion. En particu-

lier, P est un petit projectif, si pour toute somme directe M =
⊕

i∈IMi,

et pour tout morphisme φ : P →M , il existe un ensemble fini J ⊂ I tel

que φ se factorise en P →
⊕

j∈JMi → M . Dans une catégorie de Gro-

thendieck, un objet est un petit projectif si et seulement s’il est projectif
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de type fini (cf. [35], 4.11, Lemma 1). Le résultat suivant nous donne un

critère pour qu’une catégorie abélienne cocomplète soit équivalente à la

catégorie des modules à droite sur un certain anneau R (cf. [35], 4.11,

Theorem 1).

Théorème. — Soit A une catégorie abélienne, cocomplète, et admet-
tant un petit progénérateur P . Alors A est naturellement équivalente à
la catégorie des modules à droite unitaires sur l’anneau RP = EndA(P ),
l’équivalence étant donnée par le foncteur HomA(P, •).

Remarque. — On a bien sûr la réciproque, puisque un anneau unitaire

A est un petit progénérateur deM(A)

Nous notons aussi le résultat suivant.

Lemme. — Soit A une catégorie abélienne , admettant un petit progéné-
rateur P . Alors tout objet M de A est quotient de deux objets isomorphes
à des sommes directes d’objets isomorphes à P .

Démonstration. Comme HomA(P,N) est non trivial pour tout N ∈ A,

on peut trouver, pour tout m ∈ M un morphisme fm : P → M dont

l’image contient m. En prenant la somme directe sur tous les m ∈M , on

obtient un épimorphisme
⊕

m∈M

P →M.

Considérons le noyau C de ce morphisme. Le même argument nous donne

l’existence d’un épimorphisme de la forme
⊕

j∈J P → C. On obtient

donc : ⊕

j∈J

P → C →
⊕

m∈M

P →M.

d’où l’on tire une suite exacte
⊕

j∈J

P →
⊕

m∈M

P →M → 0.
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A.IX. Décompositions de catégories

Soit M une catégorie de Grothendieck vérifiant aussi AB6 et soit

(Mi)i∈I , une famille de sous-catégories pleines. On écrit

M =
∏

i∈I

Mi

si tout objet M de M s’écrit comme une somme directe

M =
⊕

i∈I

Mi

où pour tout i, Mi ∈ Mi. Si I n’est pas un ensemble fini, on suppose la

catégorieM cocomplète pour assurer l’existence des sommes directes.

Supposons que M =
∏

i∈IMi. Alors Irr(M) est une union disjointe

Irr(M) =
∐

i∈I

Irr(Mi).

Dans l’autre direction, supposons maintenant que S soit une partie de

Irr(M), et notonsMS la sous-catégorie pleine deM dont les objets sont

ceux dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans S. Alors MS

est une sous-catégorie abélienne, stable par passage aux sous-quotients,

aux extensions et aux colimites. Pour tout objet M de M, on note MS

l’union de tous les sous-objets de E qui sont dansMS. Alors il est clair

que ES ∈MS. Soit S ′ une autre partie de Irr(M), telle que S ∩ S ′ = ∅.

Si E ∈ MS et E ′ ∈ MS′, on a HomM(E,E ′) = {0}. De plus, pour tout

E ∈M, ES ∩ ES′ = {0}, et donc

ES ⊕ ES′ ⊂ E.

Définition. — On dit que la partie S ⊂ Irr(M) scinde un objet E dans

M, si E = ES⊕ES̄, où S̄ = Irr(M)\S. On dit que S scinde la catégorie

M si S scinde tout objet de M. Plus généralement, supposons que l’on

ait une décomposition en union disjointe :

Irr(M) =
∐

α

Sα.

On dit que cette décomposition {Sα} scinde un objet E dans M, si

E =
⊕

αESα et que {Sα} scinde la catégorie M si {Sα} scinde tout

objet deM.
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Lemme. — Supposons que Irr(M) =
∐

α Sα scinde un objet E dansM.
Alors tout sous-quotient de E est aussi scindé selon cette décomposition.

Démonstration. Ecrivons E =
⊕

α Eα. Il est clair qu’il suffit de montrer

que pour tout sous-objet L de E, on a

L =
⊕

α

(Eα ∩ L).

Posons C = L/
⊕

α(Eα ∩ L). Alors pour tout α,

JH(C) ⊂ JH(L/(Eα ∩ L)) ⊂ JH(E/Eα) ⊂
⋃

β 6=α

JH(Eβ) ⊂ Irr(M) \ Sα.

Ceci montre que JH(C) ⊂
⋂

(Irr(M) \ Sα) = ∅, et donc C = {0}.

A.X. Centre d’une catégorie

Soit C une catégorie. Le centre z(C) de C est l’ensemble des endomor-

phismes (c’est-à-dire des transformations naturelles vers lui-même) du

foncteur identité. Autrement dit, un élément z du centre de C est la don-

née, pour tout objet X de C, d’un morphisme zX : X → X, de sorte

qu’étant donnés deux objets X et Y de C, et un morphisme f : X → Y ,

on ait f ◦ zX = zY ◦ f .

Exemple. — Si C = M(A), la catégorie des A-modules unitaires sur

l’anneau unitaire A, alors z(C) s’identifie naturellement au centre de l’an-

neau A.



ANNEXE B

THÉORÈME D’AMITSUR ET
COROLLAIRES

B.I. Théorème d’Amitsur

Le résultat principal de cette section est dü à Amitsur. On peut le voir

comme une version non commutative du théorème des zéros de Hilbert

pour des algèbres sur le corps C.

Définition. — Soit A une C-algèbre d’unité 1A. Le spectre d’un élément

a de A est l’ensemble

Spec(a) = {λ ∈ C | a− λ1A n’est pas inversible }

On identifie la sous-algèbre C1A de A avec C.

Théorème. — Supposons que A soit de dimension au plus dénombrable
sur C. Alors

a) si A est une algèbre à division, A = C,

b) pour tout a ∈ A, Spec(a) est non vide. De plus Spec(a) = {0} si et
seulement si a est nilpotent.

Démonstration. Montrons que b) implique a). Supposons qu’il existe a ∈

A, a /∈ C. Alors pour tout λ ∈ C, a− λ1A est non nul, donc inversible si

l’on suppose que A est une algèbre à division. Ceci nous donne Spec(a) =

∅, ce qui contredit b).
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Démontrons maintenant b). Supposons Spec(a) = ∅, c’est-à-dire que

pour tout λ ∈ C, a− λ1A est inversible. La famille non dénombrable

{(a− λ1A)−1 |λ ∈ C}

d’éléments de A est donc liée, puisque la dimension de A est au plus

dénombrable. Ceci montre qu’il existe un nombre fini d’élément µi ∈ C,

que l’on peut supposer non nuls, et un même nombre d’élément λi dans

C tels que ∑

i

µi (a− λi1A)−1 = 0.

En multipliant par
∏

i(a− λi1A), on fait apparaître un polynôme P ∈

C[t] de degré strictement positif tel que P (a) = 0. Ce polynôme P admet

sur C une factorisation de la forme

P (t) = c(t− α1) . . . (t− αr),

c ∈ C×, α1, . . . , αr ∈ C. Ceci entraine que

(a− α11A) . . . (a− αr1A) = 0

ce qui contredit le fait que tous les a − αj1A soient inversibles. Ceci

démontre que Spec(a) est non vide.

Démontrons maintenant l’assertion concernant les éléments nilpotents.

Soient a ∈ A et n ∈ N tels que an = 0. Alors a ne peut pas être inversible,

ce qui montre que 0 ∈ Spec(a). D’autre part, si λ ∈ C×, a − λ1A est

inversible, d’inverse

(a− λ1A)−1 = −λ−1(1A − λ
−1a)−1 = −λ−1

n∑

i=0

(λ−1a)i.

Ceci montre que Spec(a) = {0}. Réciproquement, si Spec(a) = {0},

comme C \ {0} est encore une famille non dénombrable, l’argument ci-

dessus montre qu’il existe un polynôme P ∈ C[t] non constant tel que

P (a) = 0. Ce polynôme P admet sur C une factorisation de la forme

P (t) = ctn(t− α1) . . . (t− αr),

c, α1, . . . , αr ∈ C×. Comme chaque a− αj1A est inversible, on en déduit

que n > 0 et an = 0.
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B.II. Lemme de Schur

Soit A une C-algèbre. Nous allons utiliser le résultat de la section

précédente pour montrer le

Théorème. — Soit M un A-module simple. On a alors

a) EndA(M) est une algèbre à division.

b) Si la dimension de M sur C est au plus dénombrable, on a

EndA(M) ' C.

Il suffit pour cela que la dimension de A soit au plus dénombrable.

Démonstration. Soit 0 6= f ∈ EndA(M). Comme ker f et Im f sont des

sous-modules de M , et que M est simple, on a ker f = 0 et Im f = M .

Ceci montre que f est inversible.

Montrons maintenant que si la dimension de A est au plus dénom-

brable, il n est de même de celle de M . Considérons m ∈ M tel que

A ·m 6= 0 et

A→M, a 7→ a ·m.

Comme M est simple, A ·m = M et donc M est de dimension au plus

dénombrable sur C.

De même, démontrons b) : considérons

EndAM →M, f 7→ f(m).

Comme f(a ·m) = a ·f(m) et que A ·m = M , on voit que f est déterminé

par f(m), et donc que le morphisme ci-dessus est injectif. On en déduit

que la dimension de EndA(M) est au plus dénombrable. Le théorème

d’Amitsur, montre qu’alors EndA(M) ' C.

B.III. Lemme de séparation

Soit A une algèbre sur C. Nous avons le résultat de séparation suivant :

Lemme. — Soit A une algèbre sur C de dimension dénombrable. Soit a
un élément non nilpotent de A. Alors il existe un module simple à gauche
M tel que a ·M 6= 0.
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Démonstration. Quitte à remplacer A par Ã = A⊕1A, on peut supposer

que A admet une unité. Comme a est non nilpotent, d’après le théorème

d’Amitsur B.I et sa démonstration, il existe λ ∈ C× tel que a− λ1A soit

diviseur de zéro à droite, et donc non inversible à gauche. Alors

A→ A, b 7→ b(a− λ1A)

n’est pas surjectif (1A n’est pas atteint) et le module N = A/A(1−λ1A)

est donc non nul. CommeN est de type fini, d’après la proposition A.VI.3,

N admet un quotient simple M . On a alors a · M 6= 0. En effet, si

M = N/I, où I est un sous-module de N , et si Ĩ est l’image inverse de

I dans A, alors Ĩ est un ideal de A qui contient A(1− λ1A). Si de plus,

on suppose que a ·M = 0 , alors Ĩ contient a · A. Mais alors Ĩ contient

a−(a−λ1A) = λ1A, donc contient 1A et donc Ĩ = A. Comme M ' A/Ĩ,

on aboutit à une contradiction.
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ALGÈBRE LINÉAIRE

C.I. Sous-algèbres commutative de End(V )

On démontre le résultat suivant sur les sous-algèbres commutative de

End(V ) :

Lemme. — Soit V un espace vectoriel sur C de dimension k et soit
R une sous-algèbre commutative de End(V ) engendrée par l éléments
a1, . . . , al et l’identité. Alors dimR ≤ fl(k) = k2−21−l

.

Démonstration. Considérons les sous-espaces caractéristiques de l’endo-

morphismes a1. Ce sont des sous-espaces stables sous l’action de R. Dé-

composons chacun d’eux en sous-espaces caractéristiques pour l’action

de a2. On obtient une décomposition plus fine en sous-espaces stables

sous l’action de R. Reitérons l’opération jusqu’a al. On décompose ainsi

V en somme directe de sous-espaces stables sous l’action de R, disons

m sous-espaces de dimension k1, . . . , km, où chaque ai est la somme d’un

opérateur scalaire et d’un opérateur nilpotent. Comme fl est convexe et

fl(0) = 0,

fl(k) ≥ fl(k1) + · · ·+ fl(km)

et il suffit de démontrer le lemme pour chaque sous-espace. On peut donc

supposer que les ai sont somme d’un opérateur scalaire et d’un opérateur

nilpotent. Il est clair que l’on peut aussi remplacer les ai par leurs parties

nilpotentes, et donc en définitive supposer ceux-ci nilpotents.
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Notons φl(k) la plus grande dimension possible d’une sous-algèbre com-

mutative R de End(V ) engendrée par l éléments a1, . . . , al nilpotents et

l’identité.

Soit I l’idéal de R engendré par les ai et posons Vi = I i ·V . On a donc

une suite

{0} = Vk ⊂ Vk−1 ⊂ · · · ⊂ V1 ⊂ V0 = V

de sous-espaces de V . Soit W un supplémentaire de V1 dans V et soit

s sa dimension. Comme Ij · W engendre Vj modVj+1, il est clair que

R ·W = V . Donc chaque a ∈ R est déterminé par sa restriction à W . On

en déduit que dimR ≤ sk, d’où φl(k) ≤ sk. Soit R′ la sous-algèbre de

R engendrée par a2, . . . , al et l’identité, et R′′ l’idéal engendré par a1, de

sorte que R = R′ + R′′. On a dimR′ ≤ φl−1(k), et d’autre part, comme

a1 ·V ⊂ V1, dimR′′ est plus petite ou égale à la dimension de la restriction

de R à V1 et donc plus petite que φl(k− s). Comme φl est croissante, on

a φl(k − s) ≤ φl(k − φl(k)/k) d’où

φl(k) ≤ φl(k − φl(k)/k) + φl−1(k).

Comme fl(k) vérifie aussi cette inégalité, on conclut facilement par une

récurrence sur l et k.

C.II. Endomophismes stables

Définition. — Soient V un espace vectoriel sur C et t ∈ EndC(V ). On

dit que t est stable si ker t = ker t2 et Im t = Im t2. On dit que t est

finalement stable s’il existe n ∈ N∗ tel que tn soit stable. On utilise la

même terminologie pour des endomorphismes de B-modules, où B est

une C-algèbre.

Lemme. — (i) Soit t ∈ EndC(V ). Alors t est stable si et seulement si

V = ker t⊕ Im t.
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(ii) Considérons le diagramme commutatif

A
φ

//

fA

��

B
ψ

//

fB

��

C //

fC

��

0

A
φ

// B
ψ

// C // 0

où les lignes sont exactes et les endomorphismes fA et fB stables. Alors
fC est stable.

(iii) Considérons le diagramme commutatif

0 // A
φ

//

fA

��

B
ψ

//

fB

��

C

fC

��
0 // A

φ
// B

ψ
// C

où les lignes sont exactes et les endomorphismes fB et fC stables. Alors
fA est stable.

(iv) Supposons t ∈ EndC(V ) finalement stable. Alors les suites Nk =

ker tk et Ik = Im tk sont respectivement croissante et décroissante, toutes
deux stationnaires à partir du premier indice k0 tel que Nk0 = Nk0+1 ou
Ik0 = Ik0+1.

Démonstration. (i) Si t est stable, et si v ∈ ker t∩Im t, écrivons v = t(w),

pour un certain w ∈ V . On a alors t(v) = t2(w) = 0, donc w ∈ ker t2 =

ker t, soit v = t(w) = 0. Ceci montre que ker t ∩ Im t = {0}. Montrons

maintenant que tout v ∈ V est dans ker t+Im t. On a t(v) ∈ Im t = Im t2,

donc t(v) = t2(w) pour un certain w ∈ V . On a alors t(v−t(w)) = 0, soit

v−t(w) ∈ ker t, ce qui établit l’assertion. Réciproquement, si V = ker t⊕

Im t, alors pour tout v ∈ ker t2, t(v) ∈ ker t∩Im t = {0}, d’où v ∈ ker t, et

donc ker t2 ⊂ ker t. L’inclusion dans l’autre sens étant triviale, on obtient

ker t2 = ker t. De même si v = t(w) ∈ Im t, on écrit w = w0 = w∗ avec

w0 ∈ ker t et w∗ ∈ Im t, et l’on obtient v = t(w0 + w∗) = t(w∗) ∈ Im t2.

Ainsi Im t ⊂ Im t2, et donc Im t2 = Im t. L’endomorphisme t est donc

stable.

(ii) Soit c ∈ C. Comme ψ est surjective, il existe b ∈ B tel que ψ(b) =

c. Comme fB est stable, d’après (i), on peut écrire b = b0 + b∗ avec
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b0 ∈ ker fB et b∗ ∈ Im fB. On a alors c = ψ(b0) + ψ(b∗) avec fC(ψ(b0)) =

ψ(fB(b0)) = 0, donc ψ(b0) ∈ ker fC , et ψ(b∗) ∈ ψ(fB(B)) = fC(ψ(B)) ⊂
Im fC . Ceci montre que C = ker fC + Im fC .

Supposons c ∈ ker fC ∩ Im fC . Ecrivons c = fC(c′), avec c′ = ψ(b′0) +

ψ(b′∗), b
′
0 ∈ ker fB et b′∗ ∈ Im fB. On obtient

c = fC(c′) = fC(ψ(b′0))+fC(ψ(b′∗)) = ψ(fB(b′0))+ψ(fB(b′∗)) = ψ(fB(b′∗)).

De plus, fC(c) = 0 donne

0 = fC(c) = fC(ψ(fB(b′∗))) = ψ(f 2
B(b′∗)).

Ainsi f 2
B(b′∗) ∈ kerψ = Imφ. Il existe donc a ∈ A tel que f 2

B(b′∗) = φ(a).

En écrivant a = a0 + a∗, avec a0 ∈ ker fA et a∗ ∈ Im fA, on obtient

f 2
B(b′∗) = φ(a0) + φ(a∗).

Or fB(φ(a0)) = φ(fA(a0)) = 0, donc φ(a0) ∈ ker fB, et

φ(a∗) ∈ φ(fA(A)) = fB(φ(A)) ⊂ Im fB.

Comme B = Im fB ⊕ ker fB, on en déduit que φ(a0) = 0 et

f 2
B(b′∗) = φ(a∗) = φ(fA(a′)) = fB(φ(a′))

pour un certain a′ = fA(a′′) ∈ Im fA. Ceci donne

fB(b′∗)− φ(fA(a′′)) = fB(b′∗ − φ(a′′)) ∈ ker fB ∩ Im fB = {0}.

On peut conclure que

c = ψ(fB(b′∗)) = ψ(φ(a′)) = 0,

et donc ker fC ∩ Im fC = {0}.

(iii) Supposons que a ∈ ker fA ∩ Im fA. Alors φ(a) ∈ ker fB car

fB(φ(a)) = φ(fA(a)) = 0 et φ(a) ∈ Im fB car φ(a) ∈ φ(fA(A)) =

fB(φ(A)). Comme fB est stable, d’après (i), on a alors φ(a) = 0, d’où

a = 0 car φ est injective. Ceci montre que ker fA ∩ Im fA = {0}.

Nous voulons montrer maintenant que tout a ∈ A est dans ker fA +

Im fA. Ecrivons φ(a) = b0 + fB(b∗) avec b0 ∈ ker fB, et b∗ ∈ Im fB, ce qui

est loisible puisque fB est stable. Supposons que

(C.II.0.1) b0 ∈ Imφ = kerψ, b∗ ∈ Imφ = kerψ,



C.II. ENDOMOPHISMES STABLES 411

et soient a0, a∗ ∈ A tels que b0 = φ(a0), b∗ = φ(a∗). On a alors

φ(a) = φ(a0) + fB(φ(a∗)) = φ(a0 + fA(a∗)),

et comme φ est injective, a = a0 + fA(a∗). D’autre part

0 = fB(b0) = fB(φ(a0)) = φ(fA(a0)),

d’où comme φ est injective, fA(a0) = 0, et donc a0 ∈ ker fA. Ainsi a ∈

ker fA + Im fA. Il reste à prouver (C.II.0.1). On a

ψ(φ(a)) = 0 = ψ(b0 + fB(b∗)) = ψ(b0) + ψ(fB(b∗)).

Or fC(ψ(b0)) = ψ(fB(b0)) = 0, d’où ψ(b0) ∈ ker fC et ψ(fB(b∗)) =

fC(ψ(b∗)) ∈ Im (fC). Comme fC est stable, on en déduit ψ(b0) = 0 et

ψ(fB(b∗)) = fC(ψ(b∗)) = 0. Ceci montre que b0, fB(b∗) ∈ kerψ. Posons

ψ(b∗) = c0 + c∗, avec c0 ∈ ker fC et c∗ ∈ Im fC . On a alors

fC(ψ(b∗)) = ψ(fB(b∗)) = 0 = fC(c0 + c∗) = fC(c∗).

On voit qu’alors c∗ ∈ Im fC ∩ ker fC = {0}. On obtient ψ(b∗) = c0 ∈

ker fC ∩ ker fC = {0}, et donc b∗ ∈ kerψ.

(iv) Il est clair que les suites Nk et Ik sont respectivement croissante et

décroissante, et par hypothèse, elles deviennent toutes deux stationnaires

à partir d’un certain rang. Posons Ek = Nk+1/Nk et Fk = Ik/Ik+1. La

restriction de tk à Nk+1 est à valeurs dans Ik, nulle sur Nk, et induit donc

un morphisme t̄k : Ek → Fk. Le noyau de ce morphisme est Nk + (Im t∩

Nk+1)/Nk et son image est Ik+1 + tk(Nk+1)/Ik+1.

On a aussi un morphisme t̄ : Ek+1 → Ek induit par

Nk+2
t
→ Nk+1 → Nk+1/Nk = Ek

dont le noyau est exactement Nk+1. Le morphisme t̄ est donc injectif,

d’image Nk + t(Nk+1)/Nk = Nk + (Im t ∩Nk+1)/Nk.

Enfin, on a un morphisme t̄ : Fk → Fk+1, induit par

Ik
t
→ Ik+1 → Ik+1/Ik+2 = Fk+1

dont le noyau contient Ik+1. Le morphisme t̄ est surjectif, de noyau Ik+1+

tk(Nk+1)/Ik+1.

Ainsi, on a construit une suite exacte

0
t̄
→ Ek+1 → Ek

t̄k
→ Fk

t̄
→ Fk+1 → 0
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On en déduit immédiatement que la suite Nk devient stationnaire dès

le premier indice k0 tel que Nk0 = Nk0+1 et qu’il en est de même de

la suite Fk. Supposons que le suite Nk devienne stationnaire à partir

de l’indice k0. Alors Ek = 0 pour tout k ≥ k0, et l’on déduit de la

suite exacte ci-dessus que Fk ' Fk+1 pour tout k ≥ k0. Comme la suite

Ik devient stationnaire à partir d’un certain rang, pour k assez grand

Fk = 0, et ceci montre que Fk = 0 pour tout k ≥ k0. La suite Ik devient

donc stationnaire avant la suite Ik, mais le même argument pouvant être

utilisé dans l’autre sens, on en déduit l’assertion finale du (iv).

Proposition. — Soit B une C-algèbre commutative noethérienne , et L
un B-module de type fini. Soit a ∈ EndB(L) et supposons que le localisé
(La, ã) de L en a (voir A.III.1, exemple 5) soit un B-module de type
fini. Alors a est finalement stable. Soit n ∈ N∗ tel que an soit stable, et
soient K = ker an, I = Im an. Alors L = K ⊕ I et le localisé (La, ã) est
isomorphe à (I, a|I).

Démonstration. On peut munir EndB(La) d’une structure de B-module

par

(b · φ)(v) = b · (φ(v)) = φ(b · v), (φ ∈ EndB(La), b ∈ B, v ∈ La).

Comme La est un B-module de type fini, il est facile de voir que EndB(La)

aussi, et donc on peut trouver des éléments bi ∈ B, i = 1, . . . , m tels que

ã−m + b1ã
−m+1 + · · ·+ bm = 0

d’où ã−1 = −(b1 + b2ã + · · · + bmã
m−1), et donc ã−1 ∈ B[ã]. Montrons

que le morphisme ι : L → La (A.III.1, exemple 5) est surjectif. Il est

clair que ã stabilise ι(L), et comme ã−1 ∈ B[ã], ã−1 stabilise ι(L) et ã|ι(L)

est donc inversible. Considérons le couple (ι(L), ã). Il est aussi manifes-

tement solution du même problème universel que (La, ã). On en déduit

la surjectivité de ι.

On utilise maintenant le lemme et le corollaire A.III.1, qui montrent

que (La, ã) est isomorphe à (L′, a′), où L′ = L/K, avec K = ∪ninN ker an.

Comme La et L sont des B-modules de type fini,K aussi. Par conséquent,

il existe un entier n non nul tel que K = ker an. Posons I = Im an. On
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a alors L = K ⊕ I. Comme ι est surjectif, il induit un isomorphisme

(I, am) ' (La, ã
m). Or ãm est inversible, et donc a|I est inversible.

C.III. Représentations de Zd

Soit V un espace vectoriel sur C de dimension finie, et u1, . . . , ud des

endomorphismes inversibles de V commutant deux à deux. Ceci est équi-

valent à la donnée d’une représentation U du groupe abélien Zd dans

V ,

U : n = (n1, . . . , nd) 7→ un1
1 ◦ · · ·u

nd
d .

Fixons v ∈ V et λ ∈ V ∗ et formons le coefficient matriciel

F : Zd → C, F (n) = λ(U(n) · v).

Proposition. — Il existe des caractères χ1, . . . , χl de Zd et des poly-
nômes Q1, . . . , Ql dans C[X1, . . .Xd] tels que

F (n) =
l∑

j=1

χj(n)Qj(n).

Démonstration. Les ui commutants deux à deux, ils admettent des sous-

espaces propres communs, et si z1, . . . , zd sont les valeurs propres respec-

tivement de u1, . . . , ud sur l’un de ces sous-espaces propres, alors U(n)

agit sur ce sous-espace propre comme le scalaire

χ(n) = zn1
1 . . . znd

d , n = (n1, . . . nd) ∈ Zd).

Soient χ1, . . . χl tous les caractères de Zd deux à deux distincts ainsi ob-

tenus, le caractère χj étant donné par un d-uplet (z
(j)
1 . . . z

(j)
d ) de nombres

complexes non nuls.

Choisissons une base de triangularisation commune des u1, . . . , ud de

telle sorte que pour tout n ∈ Zd, la matrice A(n) de U(n) dans cette base

soit diagonale par bloc, de blocs Aj(n), Aj(n) étant une matrice trian-

gulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont de la forme χj(n),

j = 1, . . . , l. Il suffit de montrer que les coefficients de la matrice A(n)

sont de la forme voulue, et pour cela, il suffit de le faire pour chaque bloc
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Aj . On fixe donc j. Notons (e1, . . . , ed) la base canonique de Zd. On a

alors

Aj(ek) = z
(j)
k (Id +N

(j)
k ), (k = 1, . . . , d)

où les N
(j)
k sont des matrices triangulaires supérieures strictes (donc nil-

potentes), commutant deux à deux. Ceci nous donne

Aj(n) =

d∏

i=1

z
(j)
k (Id +N

(j)
k )ni = χj(n)

d∏

i=1

(Id +N
(j)
k )ni

= χj(n)
d∏

i=1

(
Id +

(
ni
1

)
Ni +

(
ni
2

)
N2
i +

(
ni
3

)
N3
i + · · ·

)

la somme étant finie, puisque les Ni sont nilpotentes. Les coefficients

binomiaux étant des polynômes en les ni, ceci termine la démonstration.
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N

noethérien (objet), 369

noethérienne (catégorie), 276, 370

non dégénéré

(module), 8

noyau, 371

nul (objet), 370

O

objet quotient, 368
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opérateur d’entrelacement, 88

orthogonalité de Schur, 151

P

petit (objet), 399

plein (foncteur), 374

PQ-régulière, 348

problème universel, 374

progénérateur, 399

projectif, 399

(module), 37

R

radical, 157

radical unipotent, 157

représentation

compacte, 134

de carré intégrable, 149

hermitienne, 145

lisse, 86

unitaire, 147

restriction parabolique, 200

réciprocité de Frobénius, 110

S

Schur (lemme de), 93

scindée

(représentation), 268

seconde adjonction, 299

section, 50

sous-groupe de Cartan, 157

sous-groupe de Lévi, 165

standard, 166

sous-groupe parabolique, 165

semi-standard, 166

standard, 166

sous-objet, 368

spectre maximal, 279

spécialisation, 280

suite de composition, 90

supercuspidale, 202

support

d’une distribution, 45

d’une fonction, 44

d’une section, 54

support d’inertie, 267

système filtrant d’idempotents, 8

système inductif, 384

système projectif, 384

série discrète, 149

T

théorème de décomposition, 268

théorème de Howe, 263

transformation naturelle, 372

triplet parabolique, 176

type fini (objet), 370

U

uniformisante, 156

unimodulaire, 70

union, 369

unitaire

(anneau), 6

(caractère), 87

(module), 6

(représentation), 147

V

valuation, 156


