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PREFACE

Le but de ce livre est de présenter, sous une forme plus ou moins com-
pléte, les bases de la théorie des représentations des groupes réductifs
p-adiques. Dans ce sujet se mélent une vision géométrique, ne pouvant
étre développée que par 1’étude soigneuse d’exemples explicites, et I'uti-
lisation de résultats et principes trés généraux, relevant de ce que les
anglo-saxons appellent “I’abstract nonsense”, c’est-a-dire la théorie des
catégories () L'un des promoteurs principaux de I'utilisation de ces tech-
niques est J. Bernstein, & qui beaucoup de résultats fondamentaux de la
théorie sont dis, en particulier ceux constituant ce que l'on appelle la
théorie du “centre de Bernstein”.

L’idée de départ était de faire une présentation de la théorie telle qu’on
la trouve esquissée dans les notes plus ou moins officielles de J. Bernstein
[1], [2], mais qui n’a pas, a notre connaissance, été exposée compléte-
ment sous une forme publiable. Il existe des textes, plus vieux, ou l'on
peut trouver les bases de la théorie et la démonstration de ses principaux
résultats, dis & Bernstein, Casselman, Harish-Chandra, Howe, Jacquet,
Zelevinskii ([3], [4], [18], [39]). On trouve ensuite la rédaction trés claire
et compléte de P. Deligne [22] des idées de Bernstein sur le “centre”. Tou-
tefois, les textes [1] et 2], postérieurs a celui de Deligne, proposent une
approche sensiblement différente de ces résultats, qui nous semble encore
plus élégante et de plus grande portée. D’autre part, des spécialistes du

(MW Le concept le plus important a cet égard est celui d’adjonction, qui s’incarne en
théorie des représentations sous le nom de “réciprocité de Frobénius”.
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domaine ont parfois mis a disposition sur le web leur notes sur le sujet,
donnant ou complétant les démonstrations de [1], [2], par exemple [21],
[36]. Mais aucun de ces textes ne couvre la totalité de la théorie de Bern-
stein. Le besoin d’'un livre se faisait donc sentir. Des conversations avec
des collegues ont confirmé cette impression, ce qui m’a motivé & entre-
prendre cette tache. Etant plutot “réel” que “p-adicien”, je n’étais sans
doute pas le mieux placé pour ce travail, ce qui se refléte sans doute dans
les imperfections de ce texte. Mais comme beaucoup le savent, le meilleur
moyen d’apprendre un sujet est de l’enseigner devant des étudiants, ou
d’écrire un livre dessus. J’espére tout de méme que d’autres, novices ou
spécialistes, en tireront profit.

Donnons maintenant un apercu du contenu du livre, ainsi que des in-
dications sur la maniére de le lire. Chaque chapitre est précédé d’une
introduction décrivant son contenu et est suivi de notes ol nous avons
essayé d’attribuer les résultats et indiqué les sources utilisées pour la
rédaction des démonstrations. Nous serons donc brefs dans cette intro-
duction générale.

La théorie des représentations lisses des groupes réductifs p-adiques est
exposée dans les chapitres VI et VII, qui constituent le coeur du livre.
Les outils principaux de cette étude sont les foncteurs d’induction et
de restriction paraboliques, la notion de représentations supercuspidales
et les propriétés de finitude de celles-ci provenant de la structure fine
des groupes réductifs p-adiques. La catégorie des représentations lisses
d’un groupe réductif p-adique est étudiée au chapitre VI, ot sont établis
entre autres résultats le théoréme de décomposition de Bernstein et la
détermination du centre de cette catégorie. Le chapitre VII traite des
représentations de carré intégrable, des représentations tempérées, des
opérateurs d’entrelacement, et culmine avec le théoréme de classification
de Langlands.

Les chapitres précédents placent cette étude dans un cadre plus géné-
ral : un groupe réductif p-adique est en particulier un groupe topologique
totalement discontinu. La théorie des représentations de cette classe de
groupes est développée dans les chapitres III et IV. Le chapitre II présente
des résultats généraux de topologie des espaces totalement discontinus



PREFACE 3

(fonctions, distributions, faisceaux) et des groupes totalement disconti-
nus (mesure de Haar, convolution, algébre de Hecke). On utilise de ma-
niére essentielle le langage de la théorie des catégories : soit G un groupe
topologique totalement discontinu. L’objet d’étude principal du chapitre
IIT est la catégorie M(G) des représentations lisses (i.e. continues) de G
dans des C-espaces vectoriels. On montre que cette catégorie est équiva-
lente & celle des modules non dégénérés sur ’algébre de Hecke de G, qui
est une algebre a idempotents. Les notions d’algeébre a idempotents et
de modules non dégénérés pour une telle algebre font ’objet du chapitre
I du livre. De nombreux résultats sur la catégorie M(G) résultent alors
immédiatement de ceux obtenus dans le cadre purement algébrique du
chapitre I. En particulier, les foncteurs d’oubli et de changement de base
de la théorie des modules donnent des foncteurs entre catégories de repré-
sentations lisses de groupes totalement discontinus. Le chapitre IV étudie
des classes particulieres de représentations : représentations compactes,
unitaires, de carré intégrable modulo le centre. Les représentations com-
pactes se comportent comme les représentations d’un groupe compact et
leurs propriétés sont tout a fait essentielles a la suite de la théorie.

Pour aller plus avant, il faut restreindre la classe de groupes étudiés a
des groupes possédant plus de structure. Les groupes réductifs p-adiques
ont une structure trés riche, qui provient d’une part de la théorie géné-
rale des groupes algébriques réductifs, et d’autre part de la théorie de
Bruhat-Tits. Ces résultats de structure sont simplement rappelés dans le
chapitre V. Nous avons toutefois essayé de les présenter soigneusement,
en introduisant les notations nécessaires, en les ordonnant et en donnant
les références précises des résultats non démontrés.

Ce livre ne se lit pas forcément linéairement. Le lecteur ayant déja
une certaine connaissance de la théorie pourra commencer sa lecture
directement au chapitre VI et se reporter aux chapitres précédents selon
ses besoins.

Les quatre premiers chapitres demandent trés peu de pré-requis mathé-
matiques, mais une certaine familiarité avec le langage de la théorie des
catégories est nécessaire. Les rudiments de cette théorie sont donnés dans
I’annexe A. Les chapitres VI et VII ne sont accessibles qu’aux lecteurs
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ayant une bonne connaissance des groupes réductifs, et le chapitre V ne
peut qu’au plus servir de guide a I’étudiant qui devra se reporter a la bi-
bliographie donnée. En particulier, I’étude d’exemples est indispensable
a ce stade, et le lecteur n’en trouvera aucun dans ce livre.

Remerciements

Je tiens a remercier vivement J. Bernstein pour avoir donné son as-
sentiment a la rédaction de ce livre présentant nombre (mais pas toutes)
de ses idées sur la théorie des représentations des groupes réductifs p-
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dulescu, G. Muic, G. Chenevier, S. DeBacker, A. Roche, J-F. Dat. Ces
trois derniers ont aussi acceptés que je reprenne, pratiquement mot a
mot, certaines démonstrations de leur notes ou articles. Y. Laszlo m’a
aidé, avec patience, a comprendre quelques notions de géométrie algé-
brique, certaines nécessaires a la lecture (et donc a ’écriture) de ce livre.
Enfin, un referee anonyme a remarqué de nombreuses erreurs, parfois
embarrassantes, et suggéré quelques simplifications de démonstrations.

Bien entendu, les erreurs et imperfections restantes sont de mon entiére
responsabilité. Enfin, la connaissance absolue des arcanes de l'informa-
tique et des mystéres de Latex de S. Aircadi a été un secours précieux.



CHAPITRE 1

ALGEBRES A IDEMPOTENTS

La théorie des représentations d’un groupe fini G (disons a valeurs
dans des espaces vectoriels complexes) se raméne a I'étude de la caté-
gorie M(C[G]) des modules unitaires () sur I'algébre du groupe C[G].
De multiples constructions et résultats en découlent alors. Cette théorie
se genéralise bien aux cas des groupes compacts. Pour des groupes plus
généraux, une idée importante est de définir une “bonne” catégorie de
représentations a étudier, c’est-a-dire assez riche pour contenir les repré-
sentations auxquelles on est susceptible de s’intéresser, et dont on puisse
néanmoins montrer qu’elle est équivalente a une catégorie de modules sur
une certaine C-algebre H(G), de maniére a ce que les constructions faites
dans le cas des groupes finis se généralisent. Il est possible de définir une
telle catégorie lorsque G est le groupe des points rationels d’un groupe al-
gébrique connexe et réductif défini sur un corps local F de caractéristique
0. Dans le cas ou F est un corps p-adique, nous verrons dans les chapitres
suivants la définition de la catégorie des représentations lisses du groupe
G, et I'équivalence de cette catégorie avec une catégorie de modules sur
une certaine C-algébre H(G) “I’algebre de Hecke” de G. De méme, si F
est archimédien, la catégorie des modules de Harish-Chandra est équi-
valente & une certaine catégorie de modules sur 'algébre de Hecke de G

(WLe terme unitaire signifie ici que 'unité de Panneau agit comme lidentité du mo-
dule. Cette terminologie interfére avec celle de représentation unitaire, qui suppose
une structure hermitienne sur ’espace de représentation. Pour éviter ceci, certains
préferent employer ’adjectif “unifére” au lieu d’unitaire. Nous ne les suivrons pas sur
ce terrain
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(voir [33]). Dans les deux cas, cette algébre n’est pas unitaire. Ceci pour-
rait a priori ruiner notre stratégie, car les constructions pour les groupes
finis utilisent de maniére cruciale le fait que 'on considére la catégorie
des modules unitaires sur l'algébre unitaire C[G]. Il s’avére que les al-
gebres de Hecke en question sont munie d’une structure proche de celle
donnée par une unité. Nous utilisons la terminologie “algébre a idempo-
tents” pour cette structure, 1a ou [33] utilise celle d’algebre avec unité
approchée, qui véhicule peut-étre plus 'idée d’une généralisation du cas
unitaire. Dans ce chapitre, nous étudions les algébres a idempotents, et
leurs catégories de modules non dégénérés (notion qui généralise celle de
modules unitaires sur un anneau unitaire), ainsi que certains foncteurs
entre ces catégories.

Notations et conventions. Nous utiliserons dans toute la suite les
notations suivantes :

Z — mod pour la catégorie des groupes abéliens,

k — Ev pour la catégorie des espaces vectoriels sur un corps k.

Si A et B sont des anneaux :
A — mod pour la catégorie des A-modules a gauche,
mod — A pour la catégorie des A-modules & droite,

A — mod — B pour la catégorie des A — B-bimodules.

Rappelons que M est un A— B-bimodule si M est muni d’une structure
de A-module a gauche et d’une structure de B-module a droite et que
les actions de A et B sur M commutent.

Si Vest un espace vectoriel, on note V* son dual algébrique, et (.,.) la
forme bilinéaire canonique sur V* x V.

Les anneaux ne sont pas supposés unitaires, sauf mention explicite du
contraire. Si A est un anneau unitaire, on notera 14 son unité. Si A est
un anneau unitaire, les modules sur A ne sont pas supposés unitaires a
priori. S’ils le sont (c’est-a-dire si 14 agit trivialement), on le précisera
en disant que le A-module M est unitaire .
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En général, si e est un élément idempotent de A, c’est-a-dire tel que
e? = e (par exemple, si A est unitaire, e = 1,4), et si M est un A-module,
alors M, comme Z-module, se décompose en :

M=e-M®(1-e) M,

ove-M={e-mme M}et (1—e€)-M ={m—e-m|lme M}
L’idempotent e agit comme l'identité sur e - M et annule (1 —e) - M.
L’anneau eAe est unitaire (d'unité e), et e- M est un eAe-module unitaire.

Si A est un anneau unitaire, on note M(A) la sous-catégorie pleine de

A — mod dont les objets sont les A-modules unitaires.

Remarque. — Lanotation (1—e)-M n’est qu'une commodité d’écriture,
et 'on prendra bien garde au fait que le 1 ne désigne pas ici l'unité de
Panneau A.

I.1. Anneaux a idempotents

I.1.1. Ordre sur les idempotents. — Soit A un anneau et notons
I = Idem(A) l'ensemble des éléments idempotents de A, muni de la
relation d’ordre :

e<f si eAecC fAf.

Remarques. — Si e est un idempotent de A, alors eAe est une sous-
algébre de A admettant e comme unité. D’autre part :
eae =a < a € ele (a€A)
eAe = eAN Ae

Lemme. — Soiente, f €1, eta € A.
(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) e < f (c’est-a-dire eAe C fAf).
b)ec fAf.
c)e= fef.
De plus on a alors e = ef = fe.

(17) Sie < f et siea=a, alors fa = fea = ea = a.
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Démonstration. 11 est clair que ¢) = b) = a). Supposons que 'on ait
a). Alors e € eAe s’écrit faf pour un certain a € A. On a alors fef =
ffaff = faf =e. De méme fe =ec et ef =e. Le point (ii) en découle
immédiatement. O

I1.1.2. Anneaux a idempotents : définitions

Définition. — Soit A un anneau (non unitaire a priori). On dit que A
est un anneau & idempotents si pour tout ensemble fini d’éléments {a;}
de A, il existe un idempotent e dans A (e* = ¢) tel que a; = ea;e pour
tout <.

Lemme. — Soit A un anneau a idempotents. L’ordre < sur I = Idem(A)
est filtrant, c’est-a-dire que toute famille finie d’éléments de I admet un
majorant.

Démonstration. Ceci découle facilement des définitions. O

On peut reformuler la définition ci-dessus en disant qu'un anneau a
idempotents est un anneau A tel que :
A =lim eAe = U eAe
ecl ecl
La limite inductive étant formée par rapport aux morphismes d’inclu-

sion eAde — fAf, e < f dans I (voir A.IV.2 pour la notion de limite
inductive).

Définition. — Un module M de I'anneau & idempotents A est dit non
dégénéré si pour tout élément m € M, il existe un idempotent e de
A tel que e - m = m. De maniére équivalente, M est non dégénéré si

M =lime- M.
—
ecl
Remarques. — 1. Un anneau unitaire est a idempotents et ses modules

unitaires sont exactement les modules non dégénérés.

— 2. Nous aurons parfois besoin de la notion de systéme filtrant
d’idempotents. Dans un anneau a idempotents, une partie J de [ sera
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dite filtrante si toute famille finie d’éléments de Idem(A) admet un ma-
jorant dans J. Pour qu’un module M soit non dégénéré, il suffit que tout
élément de M soit fixé par un idempotent dans un systeéme filtrant J.
Pour un tel J, et pour tout module non dégénéré M, on a (voir A.IV.2
pour la définition des limites inductives),
A=lm ede et M =Ilime-M.
ced eeJ

— 3. Plus généralement, un systéme filtrant d’idempotents de A est
une partie J de Idem(A) telle que deux idempotents quelconques dans
J admettent un majorant dans J. On peut alors généraliser la notion de
module non dégénéré, relativement & ce systéme J.

Pour tout module M sur A, nous noterons M, le plus grand sous-
module non-dégénéré de M. On a

My=|Je-M
cel

On note M(A) la catégorie des modules (a gauche) non dégénérés de
Ianneau & idempotents A. C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie
A — Mod de tous les modules sur A. On vérifie facilement que cette
sous-catégorie est stable par passage aux sous-modules et aux quotients :
c’est donc une catégorie abélienne (cf. A.VI.2). Dans le cas ou A est un
anneau unitaire, M (A) est alors la catégorie des A-modules unitaires,
ce qui est cohérent avec des notations introduites précédemment. Nous
aurons aussi besoin parfois de considérer des modules a droite. On note
M(A), la catégorie des A-modules a droite non dégénérés.

Proposition. — Le foncteur A — mod — M(A), M — M4 est exact.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si f : M — N est un

morphisme dans A—mod, il envoie M4 dans N4. Ceci définit le foncteur
sur les morphismes par restriction a la partie non dégénérée. Si

LLme N

est une suite exacte dans A —mod, il est clair que Im (fiz,) C ker(gjar, )
Réciproquement, si m € ker g\ My, il existe [ € L tel que f(I) = m. Soit
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e un idempotent de A fixant m. On a alors f(I) =m=e-m=c¢- f(l) =
f(e-1), et comme e[ € L, on a bien m € Im (fz,). Ceci montre que

Im (fiz,) = ker(g|n,)- O

I.1.3. Topologie de A. Complété. — Nous renvoyons le lecteur a
[9] ot [24] pour les généralités sur les espaces topologiques utilisées dans
cette section, comme les notions de famille d’écarts, de structure uni-
forme, de complété, etc.

Soit A un anneau a idempotents et soit e € I = Idem(A). En tant que
Z-module, on a une décomposition

A=A(1—e)® Ae,
ot A(l—e)={a—ae,ac A} ={a€ A|lae =0}
et Ae={ae,a€ A} ={a€ A|ae=a}.

Il existe sur A une topologie naturelle : une base de voisinages de 0
est donnée par les parties A(1 —¢), e € I. En effet, si e < f, on a
e= fef = fe, don (a — af)e = 0 pour tout a € A, et donc :

a—af=(a—af)—(a—af)eec A(1l —e),

ce qui montre que A(l — f) C A(1 — e). Comme tout ensemble fini
d’idempotents admet un majorant, on voit que toute intersection finie
de parties de la forme A(1 — e) contient une partie de cette forme. Il
est donc loisible de choisir 'ensemble des parties A(1 —e), e € I comme
base de voisinages de 0. Une base de voisinages de I'élément b € A est
obtenue par translation a gauche par b. Ceci munit A d’une structure
uniforme. Une maniére équivalente de voir les choses est d’introduire sur
A la famille d’écarts d., e € I, o

d.: Ax A—{0,1},
d.(a,b) =0sia—be A(l —e), d.(a,b) =1 sinon
Il est immédiat de vérifier que les d. vérifient les axiomes des écarts, que
la famille d’écarts (d.)..; est filtrante (c’est-a-dire que si e < f, alors

dy < d.) et que la topologie définie ci-dessus est celle définie par cette
famille d’écarts.
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Nous allons maintenant construire le complété A de Iespace topolo-
gique A muni de cette structure uniforme. La situation étudiée ici est
proche de celle o1 A est un anneau unitaire, J est un idéal de A, A
étant muni de la topologie invariante par multiplication a gauche ot une
base de voisinages de 0 est donnée par les {J"},en. On sait qu’alors A
est donné par la limite projective des A/J". De méme, dans notre cas,
si e et f sont deux idempotents de A tels que e < f, introduisons les
morphismes de transition A/A(1 — f) — A/A(1 — e) qui vont servir a
former la limite projective (cf. A.IV.1) . Comme A = A(1 —e) & Ae, on
a AJA(1 —e) ~ Ae. On cherche donc & définir des morphismes Af — Ae
lorsque e < f. Il est naturel de prendre :

Af — Ae, b+ be.

Formons maintenant la limite projective A = th Ae pour ces morphismes
de transition. Explicitement, A est 'ensemble des familles {a(e)}eer,
telles que quels que soient e, f dans I, e < f, a(e) € Ae et a(f)e = a(e).
L’espace A est muni de la topologie invariante par translation a gauche
telle quune base de voisinages de 0 soit donnée par I’ensemble des parties
de la forme
Al —e):={a € A|a(e) = 0}.

Il est clair que A se plonge canoniquement et continument dans A par
a + a, ale) = ae. On munit A d’une structure d’anneau prolongeant
celle de A. Sia,be A, e € I, on pose

(ab)(e) = a(f)ble)
ot f € I est tel que fb(e) = b(e). On vérifie facilement que ceci est bien
défini (c’est-a-dire ne dépend pas des choix faits). L’anneau A est alors
unitaire, d’unité 14, avec 14(e) = e pour tout e dans I.
Il est clair aussi que A est dense dans A. En effet, pour tout a € A,
pour tout e € I, pour tout f > e, on a

(@—a(f))e=ale) —a(f)e = ale) —a(e) =0
et donc a — a(f) € A(1 —e).
Nous n’avons pas montré que A est un espace uniforme complet, le

complété de A, mais nous n’en aurons pas besoin dans la suite, et nous
laissons donc cela au lecteur. En revanche, le fait que 'action de A sur
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tout A-module non dégénéré M se prolonge en une action de A est ab-
solument crucial. Sie-m =m, e € I, m € M, on pose a-m = a(e) - m,
a € A. Ceci ne dépend pas du choix de e et munit M d’une structure de
A-module unitaire. Autrement dit, si M est muni de la topologie discréte,
I’application uniformément continue A — M, a +— a - m se prolonge par
continuité a A.

Remarque. — On obtient ainsi de maniére évidente une équivalence de
catégories entre M(A) et M(A). En particulier, M(A) est une catégorie
abélienne compléte et cocompléte vérifiant AB5 et AB6 (cf. A.VI.2 et
A.VL3).

I.1.4. Complété d’'un module non dégénéré. — Généralisons les
constructions de la section précédente, en définissant le complété M d’un
module non dégénéré M sur 'anneau a idempotents A. Les démonstra-
tions des assertions qui suivent s’adaptent facilement de celles de la sec-
tion précédente. On munit M de la base de voisinages de 0 donnée par
les parties de la forme :

(1—e)-M:={m—e-m, me M}

ou e décrit I = Idem(A). Une base de voisinages d'un élément m € M
quelconque est obtenue par translation m’ — m-+m’ dans M. On obtient
ainsi une structure uniforme sur M. Cette topologie de M est donnée par
la famille d’écarts d., e € Idem(A),

de: M x M — {0,1},
de(m,m')=0sim—m'€ (1—e)- M, d.(m,m’) =0 sinon.
Le complété M de M pour cette structure uniforme est alors la limite
projective
M =1lim e- M

h

ecl
pour les morphismes de transition

f-M—e- M, m—e-m, (e<f).
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On peut voir M comme I'ensemble des familles {1m(e) }.c; telles que quels
que soient e, f dans I, e < f, m(e) € e- M et e-m(f) = m(e). De plus
M se plonge dans M par

mw—m, me)=e-m, (e€l).

Proposition. — Avec les notations ci-dessus

M ~ Homy (A, M).

Démonstration. Soit ¢ € Homy (A, M) et soit a € A. Soit e un idem-
potent de A tel que ae = a. On a alors ¢(a) = ¢(ae) = agp(e), donc ¢
est déterminé par la famille {¢(e)}.cr et il est clair que si e < f, alors
e- o(f) = ¢(e). Réciproquement, si 'on a une famille {m(e)}.cs d’¢lé-
ments de M, on peut définir ¢ € Hom4(A, M) par ¢p(a) = a-m(e), e € I,
ae = e dés lors que {m(e)}ecs est un élément de M. O

Le complété M est muni d’une structure de A-module, apparente dans
la description ci-dessus, puisque Hom (A, M) est naturellement un A-
module & gauche :

(a-¢)(b) =¢(ba), (a,be A), » € Homa(A, M)

Cette structure étend celle de M, mais le module M n’est plus nécessai-
rement non dégénéré.

Remarque. — Dans la section précédente, ces constructions ont été
faites en considérant A comme module & droite sur lui-méme. Comme
les constructions de cette section s’adaptent de toute évidence aux mo-
dules & droite, on voit que A ~ End 40 (A) (la notation Hom 4 est 1a pour
rappeler que 'on considére les structures de modules a droite).

I.1.5. Adjonction lissification/complétion. — Soient A un anneau
a idempotents et I = Idem(A). Nous avons vu dans la section 1.1.2 que
le foncteur de “lissification”

A—mod — M(A), Mw— My
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est un foncteur exact. Dans la section précédente, nous avons défini un
foncteur de “complétion”

M(A) - A—mod, N +— N.

Ce foncteur étant défini de maniére évidente sur les morphismes par
prolongement par continuité, c’est-a-dire que si f € Hom (M, N) est un
morphisme dans M(A), il se prolonge en un morphisme

f:M—N, f(m)e)=f(mle)), (e€l).
Proposition. — Pour tout module M € M(A), (M)a ~ M.

— Le foncteur de complétion est fidéle. Il est l’adjoint o droite du
foncteur de lissification.

Démonstration. Donnons explicitement la forme de I'inclusion naturelle
de M dans M lorsque M est identifié & Hom (A, M) par la proposition
1.14:

(L1.5.1) M — Homy(A, M), m — ¢,

ol ¢,(a) = a-m, pour tout a € A.

Rappelons que la structure de A-module sur Hom 4 (A, M) est donnée
par :

(a-¢)(d) = ¢(d'a), (a,d’ € A),(¢ € Homy(A, M)).
Supposons que ¢ € Homa(A, M) soit fixé par un idempotent e de A.
Alors pour tout a € A, a-¢(e) = ¢(ae) = (e-¢)(a) = ¢(a), et donc ¢ est
dans I'image de (I.1.5.1). On en déduit que M s’identifie & la partie non
dégénérée de M = Hom (A, M).

— Si f € Homu(M, N) est un morphisme dans M(A) tel que f =
0, alors f = 0. Ceci montre que le foncteur de complétion est fidele.
Exhibons maintenant un isomorphisme naturel

Hom (N, M) ~ Homy (N4, M)

pour tout M € M(A) et tout N € A — mod. Comme l'image d'un
module non dégénéré est non dégénérée, on a

HOInA(NA, M) = HOIIIA(NA, (M>A) = HOIIlA(NA, M)
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D’autre part, tout morphisme ¢ € Homy (N, M) définit par restriction
un morphisme ¢, dans Homy (N4, M) = Homy (N, M). Si ¢4 = 0, on
a ¢le-n) =0 =e-¢(n) pour tout n € N et tout e € I, et donc ¢
est nul, car M est non dégénéré. Cette application de restriction est donc
injective. Elle est surjective, car si ¢4 € Hom (N4, M), on définit ¢ dans
Homy (N, M) par ¢(n) = m ot m(e) = da(e-n) pour tout e € I. On
vérifie facilement que la restriction de ¢ & Ny est ¢4. La naturalité de
ces constructions est claire. U

Remarque. — Si M est un A-module non dégénéré, et N un sous-
module, alors N est 'adhérence de N dans M, c’est-a-dire :

(I152) N={neM|n(e)€e-N,(ec)}={neM|A-nC N}

I.1.6. Autres descriptions de A. — Comme A est naturellement
par multiplication & gauche un A-module a gauche non dégénéré, c’est
aussi un A-module a gauche unitaire, et tout élément @ € A définit un
endomorphisme de groupes abéliens de A qui commute avec les multipli-
cations & droite. On peut donc identifier (cf. remarque 1.1.4) A avec le
sous-groupe End4-(A) de Endz(A)

Munissons Endz(A) de la topologie de la convergence simple : ¢’est un
groupe abélien (pour I’addition) topologique ot une base de voisinages
de 0 est donnée par la famille d’ouverts

O, U, an) = {3 € Endz(A) | Blai) € Ui}

ou les a; sont des éléments de A, et les U; des voisinages ouverts de 0
dans A. On peut prendre les U; de la forme U; = A(1—e;) avec e; € I. La
topologie induite sur A coincide alors avec celle définie précédemment.
En effet

O(Ul,...,Un,al,...,an)ﬂfl:{de/_l|daiEUi},

donc si les U; sont de la forme U; = A(1 — ¢;) avec e; € I, et si 'on
prend f € I qui majore tous les a;, alors pour tout @ € A(1 — f), on
a aa; = 0, ce qui montre que A(1 — f) C O(Uy,..., Uy, aq,...,a,) N A.
Réciproquement, A(1 — f) = O(A(1 — f), f) N A.
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Il est clair que A est contenu dans I’adhérence, pour cette topologie de
la convergence simple, de I’ensemble des multiplications & gauche par des
éléments de A. Réciproquement cette adhérence est bien str elle-méme
contenue dans le commutant des multiplications a droite, c’est-a-dire

dans End 4. (A) = A.

Nous avons donc obtenu :

Lemme. — L’anneau A s’identifie avec ’adhérence dans Endz(A), pour
la topologie de la convergence simple, de ’ensemble des multiplications a
gauche par des éléments de A.

On peut voir A d’une autre maniére encore. Soit
w: M(A) — Z — mod
le foncteur d’oubli de structure.

Proposition. — On a une identification A ~ Hom(w, ).

Démonstration. Il peut étre utile d’expliciter le terme de droite de cette
égalité. Il s’agit d’'un Hom de la catégorie des foncteurs additifs de M(A)
dans elle-méme, et il admet donc naturellement une structure d’anneau.
Soit € une transformation naturelle de w vers lui-méme. Soit f dans
Homy (A, A) un morphisme donné par une multiplication a droite dans
A. D’apres la définition d’une transformation naturelle, on voit que 64

commute a f, et donc, d’apres le lemme précédent, ceci nous donne un élé-
ment @ de A. Réciproquement, si a € A, et si M € M(A), on prend pour
Oy Vaction de 1’élément a sur M. On vérifie facilement que ceci définit
une transformation naturelle de w vers lui-méme. Les deux constructions
sont inverses l'une de 'autre. O

I.1.7. Centre de M(A). — Nous renvoyons le lecteur & A.X pour les
généralités sur le centre d’'une catégorie. Soit A un anneau a idempo-
tents. On se propose d’expliciter le centre de la catégorie M(A), c’est-
a-dire ’ensemble des transformations naturelles du foncteur identité de
la catégorie vers lui-méme. On considére A comme module & gauche sur
lui-méme.
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Lemme. — Soit ¢ € A = Enda.(A) un morphisme commutant aussi
avec ’action par multiplication & gauche de A sur lui-méme, c’est-a-dire

o(abc) = agp(b)e, (a,b,c € A).

Alors pour tout A-module non dégénéré M, il existe un morphisme Q~SM :
M — M tel que :

orr(a-m)=o(a)-m, (a€A), (meM).

De plus ¢ — qz;M est naturel en M, c’est-a-dire que st M et N sont des
A-modules non dégénérés, alors pour tout morphisme f € Homs (M, N),

onapyof=fody.

Démonstration. Comme M est non dégénéré, pour tout m € M, choisis-

sons un idempotent e de A tel que e - m = m. On pose alors Q;M(m) =
¢(e) - m. Ceci ne dépend pas du choix de e, car si e et f vérifient
e-m = f-m = m, on peut d’aprés le corollaire [.1.1 trouver un ma-
jorant h de e et f. Comme e = he et f = hf, on a alors :

¢(e) -m = ¢(he) - m = (¢p(h)e) - m = ¢(h) - m = ¢(f) - m.
Soit e un idempotent fixant a - m, et soit f un idempotent fixant a, et
prenons h majorant de e et f. On a alors :

Dl m) = dle) - (a-m) = o(he) - (a-m) = (&(h)e) - (a - m)
= 6(h) - (a-m) = 6(ha) - m = 6(hfa) -m = 6(fa) - m
= b(a) - m.

Le reste du lemme se démontre facilement. O

Autrement dit, tout ¢ € A commutant avec I’action par multiplica-
tion & gauche de A sur lui-méme définit une transformation naturelle
du foncteur Zda) dans lui-méme. Réciproquement, une telle transfor-
mation naturelle # determine un morphisme ¢ = 64 € A = Endy.(A)
commutant avec les multiplications & gauche. Ces deux constructions sont
inverses l'une de 'autre.

Théoréeme. — Le centre de M(A) s’identifie au commutant de A dans
A, ot encore au centre de A. C’est la limite projective sur I = Idem(A)
des centres des anneaux eAe, e € I.
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Démonstration. Le centre de M(A) s’identifie au sous-groupe de A des
éléments commutant avec les éléments de A, ou par continuité, au centre
de A. Comme on a vu que les catégories M(A) et M(A) sont équi-

valentes, ce résultat était attendu puisque le centre de la catégorie des
modules unitaires sur un anneau unitaire s’identifie au centre de I'anneau
(A.X).

Vérifions maintenant la derniére assertion. Les morphismes de transi-
tions

fAf —eAe, arcae, (e,f€l, e<f),

induisent des morphismes de transitions entre les centres de ces anneaux.
En effet, si z est dans le centre de fAf, il commute avec e, et 'on a pour
tout = € eAe,

leze, x] = ezex — veze = ezx — xze = zex — wez = zx — vz = 0.

Ceci montre que 'image de z par le morphisme de transition est central
dans eAe. Ceci définit le systéme projectif dont nous voulons identifier
la limite.

Si a € A est central, alors il est clair que pour tout e € I, eae = a(e)
est dans le centre de eAe. Pour la réciproque, montrons tout d’abord que
ea = ae pour tout e € I. Prenons f > e. On a

(ea —ae)f =eaf —aef =e(faf) — (af)e=ea(f) —a(fle=0
car a(f) = faf est central dans fAf, et en particulier commute avec e.
Ceci dit, pour que @ commute & e Ae, il faut et il suffit que ae = eae = a(e)
soit dans le centre de eAe, et ’on conclut grace au fait que A est la réunion
des eAe. O

Nous notons 3(A) le centre de la catégorie M(A). Il est clair d’aprés
ce qui préceéde que 3(A) est muni d'une structure d’anneau.

I.1.8. Le centre comme algébre de fonctions sur les irréduc-
tibles. — Soit A une C-algébre a idempotents, de dimension finie ou
dénombrable. Notons Irr(A) I'ensemble des classes d’isomorphie de mo-
dules simple dans M(A). Le lemme de Schur B.II montre que tout élé-
ment z du centre 3(A) agit par un opérateur scalaire sur les modules
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simples. Pour tout A-module simple M, et tout élément z € 3(A), no-
tons z)s ce scalaire. Il ne dépend évidemment que de la classe de M dans
Irr(A). Notons Fonc(Irr(A)) l'algebre des fonctions sur Irr(A) a valeurs
dans C. Nous avons mis en évidence un morphisme d’algebres :

(I.1.8.1) 3(A) — Fonc(Irr(A)), z+— [M — zy).

Dans les bonnes situations, ce morphisme est injectif. Introduisons la
proprié¢té de séparation suivante :

(Sep) : pour tout a € A non nul, il existe un module simple M non
dégénéré et m € M tel que a - m # 0.

De maniére équivalente, tout A-module non dégénéré M est donné par
un morphisme @ w3, : A — Endc(M), et la propriété (Sep) dit que le
morphisme d’algébres :

(1.1.8.2) A— J] Ende(M)
MeIrr(A)

est injectif.

Le prolongement de (I.1.8.2) & A reste injectif et il en est donc de méme
de sa restriction a 3(A).

Dans le cas ou A vérifie la propriété (Sep), tout élément de 3(A) est
donc caractérisé par la fonction sur Irr(A) qu’il définit. Comme nous le
verrons, ceci s’applique au cas ot A est l'algebre de Hecke d’un groupe
topogique totalement discontinu G. Lorsque G est un groupe réductif
p-adique, la description par Bernstein du centre est alors essentiellement
la détermination de l'image de (I.1.8.1).

1.2. Foncteurs d’oubli et leurs adjoints

I1.2.1. Structure d’espace vectoriel sur les modules non dégé-
nérés. — Soit A une C-algébre unitaire, d’élément neutre 14. Si M
est un A-module unitaire, il est canoniquement muni d’une structure de

11 est expliqué dans la section suivante comment un module dans M(A) est natu-
rellement muni d’une structure de C-espace vectoriel.
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C-espace vectoriel par :

Am = (A14) - m, (me M), (AeC).
De plus, on a : (Ym € M), (VA € C),(Va € A),
(I.2.1.1) AMa-m)=(Aa)-m=a-(Im).

Supposons que A soit une C-algébre a idempotents. Il est encore pos-
sible de munir tout A-module non dégénéré M d’une structure de C-
espace vectoriel par : (Vm € M), (VA € C), (Ve € Idem(A)|e-m =m),

Am = (Xe) - m.

On vérifie facilement que ceci ne dépend pas du choix de e, et que la
propriété (1.2.1.1) est encore vérifiée.

Supposons que X et Y soient deux A-modules non dégénérés. D’aprés
ce qui précéde, ce sont aussi deux C-espaces vectoriels. Il est alors im-
médiat que tout morphisme dans Hom4(X,Y") est aussi C-linéaire. En
particulier, Hom4(X,Y") est un C-espace vectoriel : pour tout ¢ dans
Homy (X, Y) et pour tout A dans C,

Ap x> Mo(x)) = p(Ax).
De méme, si X est un A-module & droite, et Y un A-module a gauche,

tous deux non dégénérés, le produit tensoriel X ®4 Y hérite d’une struc-
ture d’espace vectoriel et X ®4 Y est un quotient de X ®¢ Y.

Si A est une C-algébre sans unité, il n'y a pas de structure de C-espace
vectoriel canonique sur Hom4(X,Y) ou sur X ®4 Y, méme lorsque X
et Y sont des espaces vectoriels. Ceci est extrémement génant, et l'on y
remédie en introduisant 'algeébre unitaire A = A@® C- 14, ou l'on décide
que 1,4 est I'unité de A (ceci détermine une unique structure d’algébre
sur fl) Si X et Y sont deux A-modules et aussi des C-espaces vectoriels,
ils deviennent naturellement des A-modules unitaires et I'on a

Hom ;(X,Y) = Homu4(X,Y) N Home(X,Y),
X®@;Y =X@4Y/( Az @y —z® \y).

Si A est une algebre & idempotents, d’aprés ce qui précéde, si X et YV
sont deux A-modules non dégénérés,

(1.2.1.2) Hom ;(X,Y) = Homa(X,Y), X®;Y =X®,4Y
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pour les structures canoniques de C-espace vectoriel sur X et Y. Ceci est
vrai en particulier si A, ainsi que les modules X et Y, sont unitaires.

I.2.2. Formules d’associativité. — Lorsque A est une algébre uni-
taire, et que X est un module dans M(A), on peut définir les foncteurs :

o4 X : M(A)y — C—Ev, Y=Y ®sX,

Homy(e, X) : M(A) — C — Ev, Y — Homy (Y, X)
et
Homy (X, o) : M(A) — C — Ev, Y — Homy(X,Y)
Les propriétés de ceux-ci sont bien connues (voir par exemple [27]). Grace

a (1.2.1.2), ces résultats se généralisent au cas ou A est une algébre a
idempotents.

Proposition. — Soit A une C-algébre a idempotents, et X un A-module
non dégénére.

Le foncteur @ @ 4 X est covariant et exact a droite,

le foncteur Hom4 (e, X) est contravariant et exact a gauche,

le foncteur Hom4 (X, @) est covariant et exact a gauche.

Nous renvoyons le lecteur a [32], pages 218-219 pour une démonstra-
tion.

Soient R, S deux C-algébres. Nous écrirons X%, SY®  ZR pour dire
que X est un R-module & droite, Y un S — R-bimodule (& gauche sur
S et a droite sur R), etc... Les R-modules deviennent naturellement des
R-modules unitaires. Idem pour S.

Théoréme. — Soient R, S deux C-algebres et X%, BYS 75 des mo-
dules. Alors on a un isomorphisme naturel :
(I1.2.2.1) Homg(X ®3 Y, Z) ~ Homp(X, Homg(Y, Z2)).

De méme, quels que soient les modules BX, Y et 57, on a un iso-
morphisme naturel :

(1.2.2.2) Homg(Y ®p X, Z) >~ Hom (X, Homg(Y, Z)).
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Enfin, quels que soient les modules X, BYS et SZ, on a un isomor-
phisme naturel :

(1.2.2.3) (X®RzY)®:Z X @5 (Y ®52).
On trouvera une démonstration dans [32], pages 97-98.

Corollaire. — Soient R, S des C-algebres a idempotents. Quels que
soient les modules non dégénérés X, BY'S et Z5, on a un isomorphisme
naturel :

(I1.2.2.4) Homg(X ®g Y, Z) ~ Homg(X, Homg (Y, Z)R).

Quels que soient les modules non dégénérés X, YT et SZ, on a un
1somorphisme naturel :

(I.2.2.5) Homg(Y ®r X, Z) ~ Homg(X, Homg(Y, Z)g).

Enfin, quels que soient les modules non dégénérés X, BYS et 57, on
a un isomorphisme naturel :

(1.2.2.6) (X®pY)®:Z X @i (Y ®: 7).

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théoréme, de (1.2.1.2) et

par exemple pour la deuxiéme formule, du fait que
Hompg (X, Homg(Y, Z)r) = Homg(X, Homg(Y, 7))

car 'image d’un module non dégénéré est non dégénérée. O

Remarque. — Comme conséquence du théoréme et de son corollaire,
nous obtenons 'adjonction bien connue des foncteurs Hom et ). Mais
le théoréme donne la naturalité des isomorphismes en les trois variables
X, YetZ
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I.2.3. Foncteurs d’oubli et d’induction. — Soient A et B des C-
algébres unitaires, et ¢ : A — B un morphisme d’algébres unitaires. Le
“foncteur d’oubli”
¢v: M(B) — M(A)
qui transforme un B-module unitaire N en A-module unitaire par
a-n:=¢la)-n, (a€A),(neN),
admet des adjoints respectivement a gauche et a droite :
$,¢" : M(A) — M(B)
que nous allons décrire. Remarquons que grace a ¢, B est muni d’une
structure de A-bimodule. L’adjoint & gauche *¢ est donné alors par le
produit tensoriel
0: M— B®@s M
et 'adjoint & droite ¢* par le foncteur Hom
¢*: M — Homy (B, M).

Remarquons aussi que nous adoptons les conventions de la géométrie
algébrique : ¢ — ¢, est contravariant, mais malgré cela nous mettons
I’étoile en indice plutét qu’en exposant. Ceci parce que d’un point de
vue géométrique nous le considérons ¢ comme un morphisme entre les
variétés Spec(B) et Spec(A), ce qui rétablit la covariance.

D’autre part, dans la construction de *¢ (resp. ¢*), on utilise seulement
la structure de A-module & droite sur B induite par ¢ et la structure
naturelle de module & gauche de B sur lui méme (resp. la structure de A-
module a gauche sur B induite par ¢ et la structure naturelle de module
a droite de B sur lui méme) et le fait que les actions a gauche et a droite
commutent. Il est donc intéressant de décrire le foncteur d’oubli ¢, en
termes de ces structures a priori plus faibles. Or, pour tout B-module
unitaire NV, on a les isomorphismes canoniques

N ~ Homp(B,N) ~ B®g N,
et la construction de Hompg (B, N) (resp. B ®p N) comme A-module ne
fait intervenir que la structure de A-module & droite et de B-module a

gauche (resp de A-module & gauche et de B-module a droite) de B et le
fait que les actions & gauche et a droite commutent. Les adjonctions entre
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0. et *¢, ¢* sont alors conséquences de la deuxiéme identité du théoréme
1.2.2.

Lorsque A et B ne sont plus supposés unitaires, les constructions faites
ci-dessus ne marchent plus. Dans la situation qui nous intéresse, celle ou
A et B sont des C-algébres a idempotents, on utilise le corollaire du
théoréme 1.2.2 pour rétablir la situation. Le contexte est le suivant :
soient A et B des anneaux & idempotents. On suppose que B est un
A — B-bimodule non dégénéré (si la structure de bimodule provient d’un
morphisme ¢ : A — B, il n’est pas forcément non dégénéré. Il faudra
prendre garde, dans cette situation, de s’assurer que cette hypothése est
vérifiée). On définit le foncteur d’oubli :

(1.2.3.1) F¥: M(B) - M(A), N~ B®gN,
ou B est considéré comme un A — B-bimodule. Remarquons que B®g N
est bien un A-module & gauche non-dégénéré, puisque B l’est.

Si B est un B — A-bimodule non dégénéré, on définit de maniére simi-
laire le pseudo foncteur d’oubli :

(1.2.3.2) “F¥ i M(B) — M(A), N — Homp(B,N)4.

Remarquons que Hompg (B, N) est le complété du B-module N, au sens
de la section I.1.4. La structure de A-module sur Homg(B, N) est donnée
par :

(a-@)()=o¢(la), (a€A), (b eB) (¢ Homg(B,N)).

Lemme. — Soit B une C-algébre a idempotents et N un B-module.
Alors B ®p N s’identifie @ Ng, la partie non-dégénérée de N par
(1.2.3.3) B®gN—N, b®n—b-n

St N est non-dégénéré, on a alors B&g N ~ N. Toujours dans le cas ou
N est non-dégénéré, le morphisme naturel

(1.2.3.4) N — Homp(B,N), nw— ¢,
¢n(b) =b-n, (b€ B), (n € N).

est injectif, et son image est la partie non dégénérée Homg(B, N)p du

B-module Hompg(B, N).
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Démonstration. Comme B est non dégénéré comme module sur lui-méme,

il est clair que B&pg N est non dégénéré, et son image par tout morphisme
est non dégénérée. Pour tout n dans Np, il existe un idempotent e dans
B tel que e-n = n, et donc application (1.2.3.3) est surjective sur la
partie non dégénérée Np. Maintenant supposons que » ., b; - n; = 0,
b; € B, n; € N. Soit e un idempotent de B tel que eb; = b; pour tout
i=1,...,r. Alors

i=1

i=1 i=1
ce qui montre que l'application (1.2.3.3) est injective.

La derniére assertion a déja été démontrée dans la proposition [.1.4 [

Remarque. — Le pseudo foncteur d’oubli est obtenu en prenant la par-
tie non-dégénérée de Homp(B, N) en tant que A-module. Lorsque les
parties non dégénérées de Homp(B, N) = N en tant que A ou B module
coincident, on a " F¥(N) ~ FF(N) ~ N.

Construisons maintenant les adjoints (respectivement a droite et a
gauche) de F¥ et "F%. Nous appellerons ces foncteurs “foncteurs d’in-
duction”.

Définition. — Si B est un A — B-bimodule non dégénéré, on pose
15 - M(A) — M(B), M — Homu(B, M)p.
et si B est un B — A-bimodule non dégénéré, on pose

PY: M(A) - M(B), M+ B®, M.

On a alors :

Théoréme. — Le foncteur I% est l’adjoint a droite du foncteur d’oubli
FE, et le foncteur PY est ladjoint a gauche du pseudo foncteur d’oubli
“FB. On a donc, pour tout M € M(A) et N € M(B), des isomorphismes
naturels

2

Hom (M, I§(N)) ~ Homp(F{ (M), N),
Hom 4 (PY(N), M) ~ Homp (N, F§(M)).
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Démonstration. Ceci découle immédiatement des définitions et du corol-

laire du théoréme 1.2.2.

Remarque. — Nous aurons besoin de clarifier encore la situation dans
le cas particulier ot B est muni d’une structure de A-bimodule provenant
d’un morphisme ¢ : A — B. Nous supposons toujours B non dégénéré
pour cette structure de A-bimodule. Comme nous ’avons remarqué plus
haut, ceci n’est pas automatique. Le foncteur d’oubli est alors égal a ¢,
grace a (1.2.3.3). Le A-bimodule B étant supposé non dégénénéré, ceci
signifie que pour toute famille finie (b;) dans B, il existe un idempotent
e dans A tel que pour tout i, ¢(e)b; = b;p(e) = b;. En d’autres termes

{é(e), e € Idem(A)}

est un systéme d’idempotents filtrant pour B (cf. Remarque 1.1.2). En
particulier la partie non dégénérée d'un B-module coincide avec sa partie
non dégénérée pour la structure de A-module donnée par le foncteur
d’oubli. Soit N un B-module non dégénéré, et Homp (B, N)4 son image
par le pseudo foncteur d’oubli. D’aprés ce que nous venons de dire, la
partie non dégénérée de Homg(B, N) pour les structures de A-module et
de B-module coincident, et donc, d’aprés la remarque précédente,

Hompg(B, N)4 = Homp(B,N)p ~ N.

On voit que le pseudo foncteur d’oubli est dans ce cas naturellement
isomorphe au foncteur d’oubli.

1.2.4. Propriétés d’exactitude des foncteurs d’oubli et d’induc-
tion. — Les notations sont celles de la section précédente, ou nous
avons défini les foncteurs F§,"F%, I et P¥. Nous donnons maintenant
les propriétés d’exactitude de ces foncteurs, et quelques conséquences de
celles-ci.

Théoréme. — Le foncteur F% est exact, les foncteurs 1§ et F¥ sont
ezacts a gauche. Le foncteur P¥ est exact a droite.
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Démonstration. Ceci résulte de I'exactitude a droite des foncteurs ® et
a lexactitude a gauche des foncteurs Hom (proposition 1.2.2) et du fait
que le foncteur

A —mod — M(A), M My

est exact (proposition 1.1.2). Pour la premiére assertion, il faut aussi
vérifier I'exactitude a gauche du foncteur d’oubli, mais ceci résulte tri-
vialement de (1.2.3.3). O

Corollaire. — Le foncteur IF préserve Uinjectivité des modules.

Démonstration. Ceci découle du fait que I§ est 'adjoint & droite d’un

foncteur exact. Nous redonnons I'argument, tout a fait classique. Soit X
un module injectif dans M(A). Il s’agit de prouver que le foncteur

M(B) = Z —mod, Y — Homp(Y, I§(X))
est exact. Or ce foncteur, par adjonction, est isomorphe au foncteur
M(B) —Z —mod, Y s Homu(FE(Y),X).

On voit que ce dernier est exact, étant la composition du foncteur d’oubli
F% qui est exact d’aprés le théoréme, et du foncteur Hom 4 (e, X) qui I'est
par hypothese. O

1.3. Le foncteur j,: M —e-M

I.3.1. Exactitude. — Soient A une C-algébre & idempotents, et e un
idempotent de A. Comme nous 'avons remarqué plus haut, tout A-
module non dégénéré M se décompose en

(I.3.1.1) M=e- M®((1—-e)-M

et e - M est un eAe-module unitaire. Il est facile de voir que ceci définit
un foncteur

Je: M(A) — M(eAe), M e- M.

Proposition. — Le foncteur j. défini ci-dessus est exact.
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Démonstration. Il est clair que tout morphisme de A-modules préserve

les décompositions (1.3.1.1). Soit M, LA My 2, M3 une suite exacte dans
M(A). 1l s’agit de vérifier que si e - my € ker ¢, il existe e -my € e - My
tel que ¥(e-my) = e my. Prenons my; € M tel que ¥(my) = e-ms. On
aalorse-(e-mg) =e-mg=e-1h(my) =1(e-my). O

1.3.2. Modules simples. — Soient A une C-algebre a idempotents et
e € Idem(A). Notons :

M(A,e) la sous-catégorie pleine de M(A) des modules M tels que M =
Ae- M.

Irr(A) 'ensemble des classes d’isomorphie de A-modules simples non
dégénéreés,

Irr(eAe) I'ensemble des classes d’isomorphie de e Ae-modules simples uni-
taires,

Irr(A, e) le sous-ensemble de Irr(A) des modules M tels que e - M # 0.

Les éléments de M(A, e) sont donc les modules M dans M(A) engen-
drés par e- M et Irr(A, e) est 'ensemble des classes d’isomorphie d’objets
irréductibles de M(A, e).

Lemme. — Considérons le foncteur d’induction i = P24, :
i: M(ede) > M(A) Z+— ARcpe Z.

Alors j. oi est naturellement isomorphe a l'identité de M(eAe), c’est-a-
dire

(I.3.2.1) Jeoi(Z)~ 7, (Z € M(eAe)),

ces isomorphismes étant naturels en Z.

Démonstration. Par définition j. 0 i(Z) = €(A Qcae Z) = €A Qcae Z, et
I’on a une injection z — e ® z de Z dans eA ®.4. Z. Montrons que c’est

aussi surjectif : si ea ® 2z € €A Qcae 2,
ecaR®@z=ea®@ez=cae®z=eR eaez.

La naturalité de ces isomorphismes se vérifie de maniére routiniere. [
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On en déduit immédiatement que A - (e-i(Z)) = i(Z), c’est-a-dire que
le foncteur ¢ est a valeurs dans M (A, e).

Il se peut que j. annule certains modules de M(A), et donc on ne peut
espérer reconstruire tous les A-modules non dégénérés a partir de modules
dans M (eAe). Néanmoins, nous allons obtenir tous les irréductibles dans

M(A,e).
Définition. — Soient M un A-module non dégénéré et e € Idem(A).

On définit le A-module non dégénéré :

M, := M/F(eA, M), ou F(eA,M)={me M|eA-m=0}.

Lemme. — Soit M un A-module non dégénéré. On a alors (M,). = M..

Démonstration. Soit m € M, tel que eA - m = 0. Soit m € M un
relévement de m dans M. OnaeA-m C F(eA, M) et donc eAeA-m = 0.
En particulier eeceA -m = eA-m = 0, d'ou m = 0. Il s’ensuit que
(Me)e = M.. 0

Proposition. — L’application M +— e - M réalise une bijection entre
Irr(A, e) et Irr(eAe), dont l'inverse est donnée par W — (A @cae W)e.

Démonstration. Montrons que si M est un A-module simple non dégénéré

tel que e - M # 0, alors e - M est un eAe-module simple unitaire. Soit
e-m € e- M non nul. Comme M est simple, on a

(eAe)e -m = (eA)e-m =e(Ae-m) =e- M.

Donc e - M ne contient pas de sous-eAe-module propre, c¢’est donc un

module simple. Ceci montre que M +— e - M définit une application de
Irr(A, e) dans Irr(eAe).

Montrons maintenant que si W est un eAe-module simple unitaire,
alors (A ®c4e W)e est un A-module simple. La projection canonique
(A ®Rese W) — (A Rcae W), se transforme par le foncteur j. en un mor-
phisme de eAe-modules unitaires

(1.3.2.2) e (A@epe W) — e (ARcne W)e.
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Ce morphisme est surjectif, puisque j. est exact (proposition 1.3.1). Il
est aussi injectif car un élément du noyau est un invariant par e de
F(eA, A ®ca. W) qui est nul par définition.

Ceci montre que le morphisme (1.3.2.2) est un isomorphisme. En le
composant avec (1.3.2.1), on obtient un isomorphisme de eAe-modules
W~e: (ARcae W)e.

Soit w un élément non nul de (A ®qa. W)e. On veut montrer que
A-w = (A ®cae W)e. En effet ceci implique que (A ®c4. W), n’a pas
de sous-modules propres, et donc que ¢’est un module simple. Supposons
e-w # 0. Comme W ~ e (A ®cae W)e et que W est un eAe-module
simple,

ede-(e-w)=r¢e-(ARcae W)e,

On a vu que A®.4. W est engendré par e (A®,4. W), et par conséquent
(A®cae W), est engendré par e+ (A®cae W)e. Ona donc A-w = Ae-w =
(A ®cae W), ce qui montre l'assertion dans ce cas.

Il reste a traiter le cas ot e - w = 0. Utilisons pour cela le lemme
précédent, qui affirme que (A ®eae W)e = ((A ®eae W)e)e, et donc que
0 # eA-w. Soit alors @' non nul de la forme w' = a - w tel que e - w" # 0.
Ce qui précéde montre que A - W' = (A ®cae W)e et Uon en déduit que
A = (A Rcae W)e. Ceci termine la démonstration du fait que W —
(A ®cae W), définit une application de Irr.(eAe) dans Irr(A,e).

Il s’agit maintenant de voir que les deux applications ainsi définies sont
inverses 1'une de l'autre. Nous avons déja démontré que si W est dans

Irr.(eAe), W ~ e (A ®cae W).. Soit M dans Irr(A,e). Soit
O: AQepee- M — M, a®e-m— ae-m.

Alors eA-(ker ¢) = 0. En effet, supposons que ¢ (D, a; ® e - my;) = >, aze-
m; = 0. Soit ea € eA. On a :

ea - (Zai®e-m,~> :Zeaaie@@e-mi:e@ea (Zaie-mZ) = 0.

Ceci montre que ker¢ C F(eA, M). Le morphisme ¢ se factorise donc
par

¢ (A®epce-M)e — M, a®e-m— ae-m.
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u Vi 1 nt qu eAe . u - u

Comme nous savons maintenant que (A ®qa. €M), est un A-module
simple, ce morphisme étant non nul, c’est nécessairement un isomor-
phisme. Ceci termine la démonstration de la proposition. O

Dans certains cas le foncteur j. est en fait une équivalence de catégories
entre M(A, e) et M(eAe). Le résultat suivant donne un critére pour cela.

Théoréme. — Le foncteur j. est une équivalence de catégories entre
M(Aje) et M(eAe) si et seulement si la catégorie la sous-catégorie
M(A,e) de M(A) est stable par passage aux sous-quotients (en parti-
culier, c’est alors une catégorie abélienne). Le foncteur inverse est donné

par le foncteur i = P4, .

Démonstration. Pour montrer que la condition est nécessaire, il suffit de
vérifier que si V' est dans M(A,e), et si W est un sous-A-module de V,
alors W et V/W sont encore dans M(A, e). Il est clair que si Ae-V =V,
alors Ae- (V/W) = V/W. Il reste a voir que W € M(A,e). D’autre part,
en remplacant V par V/Ae - W, on se raméne au cas ou Ae- W = 0. Il

s’agit alors de montrer que W = 0. Considérons la projection canonique
p: V — V/W, et son image par le foncteur j,,

Je(p) eV = e- (V/W).

Comme j, est exact, j.(p) est surjective, mais I'on voit aussi qu’elle est
injective. En effet, sie-v =w € W,onae-v=w =e-w = 0 puisque
e-W = 0. Si 'on suppose que j. est une équivalence de catégories, la
projection p doit étre un isomorphisme, et alors W = 0. Montrons main-
tenant que la condition est suffisante. Il est clair qu’alors le sous-module
F(eA,V) est trivial. La démonstration de la proposition précédente sug-
gere alors que 'inverse de j. est donné par le foncteur d’induction i. On a
déja montré en (1.3.2.1) que j.oi est naturellement isomorphe a l'identité
de M(eAe). Si V est un objet de M(A, e), on a une surjection canonique

=1y : (i0j)(V)=V, a®e-v—ae-v

Soit W le noyau de . Onae- W =WnNe-V=WnN(jeoioj)(V)=0
car 1 est injective sur (j, o7 o j.)(V). Or par hypothése, W = Ae - W,
d’ou W = 0, ce qui montre que v est un isomorphisme. On en déduit
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que les ¥y donnent un isomorphisme naturel entre ¢ o j. et I'identité de

M(eAe). 0O

I.4. Dualité

I.4.1. Le foncteur M — M.— Soit A une C-algebre a idempotents,
et M un A-module (a gauche) non dégénéré. Le dual de M est

M* = Hom¢ (M, C)

qui est naturellement muni d’une structure de A-module & droite. No-
tons M la partie non-dégénérée de ce A-module. Ceci définit un foncteur
contravariant :

M(A) = M(A)y, M — M.

De méme, si M est un A-module & droite non dégénéré, son dual M est
un A-module & gauche non dégénéré, et 'on a un foncteur (contravariant)

M(A)g— M(A), M — M.

Dans la pratique, I'algébre A sera munie d’une anti-involution gréce a
laquelle on pourra identifier modules a droite et modules a gauche et la

dualité sera alors un foncteur de M(A) dans M(A).

Lemme. — Soit M un A-module non dégénéré, et soit e un idempotent
de A. On a alors M -e ~ (e- M)*. Le foncteur de dualité M — M est
exact.

Démonstration. La décomposition M = e- M & (1 —e)- M permet d’iden-

tifier (e - M)* avec l'espace des formes linéaires sur M s’annulant sur
(1 —e)- M. Mais celles-ci sont clairement les formes linéaires fixées par
I'action (a droite) de e, c’est a dire que (e - M)* ~ M*-e~ M -e.
Montrons maintenant ’exactitude du foncteur de dualité. Si
0— M — My — M3 — 0

est une suite exacte dans M(A), on veut montrer l'exactitude de la suite

O%MgﬁMQHMlﬁo.
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Comme ces modules sont non dégénérés, il suffit de montrer que pour
tout idempotent e de A, la suite

O—>]\~43-e—>]\~42-eﬁ]\~41-e—>0
est exacte. D’aprés ce qui précéde, ceci peut se réécrire sous la forme
0— (e - M3)" — (e- My)* — (e- My)* — 0.

Or les foncteurs j. : M — e - M et M — M* sont exacts. Ceci termine
la démonstration du lemme. O

Corollaire. — On a une injection canonique M — M.

Démonstration. Tout vecteur m € M est fixé par un certain idempotent
e de A. Par conséquent m € e- M et m définit un élément de ((e - M)*)*
Donc comme M -e = M* - e = (e- M)*, m définit un élément du dual de
M -e. L’égalité précédente appliquée a M nous dit que m € (M ce)t =

e- (M*) = e- (M). Le morphisme M — M est injectif car pour tout
m € M, on peut trouver A € M* tel que A(m) # 0, et si e-m = m, alors
(A-e)(m)#0, A-e € M. O

1.4.2. Dualité et foncteur d’oubli. — Le but de cette section est
de montrer que M — M entrelace foncteur d’oubli et pseudo foncteur
d’oubli, ainsi que leurs adjoints respectifs I¥ et PZ.

Théoréme. — Soient A et B des algébres a idempotents, et supposons
que B soit muni d’une structure de A-bimodule non dégénéré. On sup-
pose que les actions a droite de A et B sur B commutent avec les actions
a gauche, de sorte que M est aussi un A — B et un B — A-bimodule.
Le foncteur d’oubli F%§ et le pseudo foncteur d’oubli " F%, et leurs ad-
joints respectivement a droite et a gauche 1§ et P¥ sont alors définis
comme dans la section précédente (avec les adaptations évidentes lors-
qu’on considére des modules a droite plutét qu’a gauche). On a alors,
pour tout B-module a gauche non-dégénéré N,

FH(N) = FENY'
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et pour tout A-module o gauche non dégénéré M,
I5(M) = P (MY
Démonstration. On a
“FB(N) = Homp(B, Home(N, C) ) 4 = Homp(B, Home (N, C)) 4

= Homg (B ®p N, C)4 = Home(F5 (N), C)a

= (FR(N)Y
On utilise tout d’abord le fait que I'image d’un module non dégénéré
est non dégénérée, puis la premiére identité du théoréme 1.2.2, ou N

est vu comme B-module & gauche et C-module & droite, et C comme le
C-module a droite trivial.

La deuxiéme assertion du théoréme se montre de la méme fagon en
utilisant le théoréme 1.2.2. On peut aussi la déduire de la premiére par
adjonction. On utilise pour cela l'identité suivante.

Lemme. — Pour tout A-module a droite Vet pour tout A-module a
gauche W, tous deux non dégénérés
(I1.4.2.1) Hom 4 (V, W) ~ Hom (W, V)

fonctoriellement en V et W.

Démonstration. On a
Hom 4(V, W) = Hom 4 (V, Home (W, C) 4)
= Homy (V, Homc¢ (W, C))
~ Hom¢(V @4 W, C).

Ceci est obtenu de la premiére identité du théoréme 1.2.2, en considérant
W comme A — C-bimodule. De méme, en considérant V' comme C — A-
bimodule, la deuxiéme identité du théoréeme 1.2.2, nous donne

Hom (W, V) ~ Home (V ®4 W, C).
Toute ses identités sont fonctorielles en V et W. O

Treminons la démonstration du théoréme. Montrons que ’on peut alors

déduire IE(M) = P{(M)~ On a, quels que soient M € M(A), N €
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Hom (M, FB(N)) ~ Homg(P¥ (M), N)
~ Homp(N, P{(M)).

Ceci est obtenu en utilisant 'adjonction entre " F¥ et PP et I'identité du
lemme. D’autre part

Hom (M, FE(N)) ~ Homu (M, FE(N))

~ Hom 4 (F5(N), M)
~ Homp(N, I§(M)).

D’ou
Homp(N, PE(M)") ~ Homp(N, IZ(M)),

ce qui par unicité de 'adjoint & isomorphisme prés, montre l'identité
voulue. O

I.4.3. Dualité et complétion. — Soit A une C-algeébre a idempotents
et soit M un A-module non dégénéré. On a défini M comme la partie
non-dégénéré de M*.

Il est facile de voir directement que lorqu’on compléte M, on retrouve
M*. Nous allons donner une démonstration de ce fait qui découle formel-
lement de ce qui a déja été établi. Pour tout A-module a droite IV, on a
en effet :

Hom 4(N, (M)x) = Hom (N, (M*).1)
= Hom (N4, Homg (M, C) 4)
= Hom (N4, Hom¢ (M, C))
= Hom¢ (N4 ®4 M, C)

La premiére égalité provient de ’adjonction 1.1.5, la derniére de (1.2.2.5),
avec R=Aet S =C.
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D’autre part :

Homy (N, M*) = Homu (N, Home (M, C))
= Hom 4(NV, Hom¢ (M, C))
= Hom¢(N ®; M, C)
= Homg¢ (N ®4 M, C)
On a utilisé (1.2.2.2) et les notations afférentes pour la deuxiéme égalité.

Enfin, I'inclusion No®4 M — N® 4 M est surjective, car quels que soient
n € N, m € M, on trouve un idempotent e de A qui fixe m et 'on a

n@m=n@e-m=n-e®XmEeE Nyg&s M.
On obtient ainsi pour tout A-module & droite N un isomorphisme (na-
turel) :
Hom 4 (N, (M*)4) ~ Homu (N, M)

On en déduit d’apres AIIL3 que (M*)4 ~ M*.

Ceci nous donne une réalisation de M qui est commode pour les cal-
culs. On plonge M dans un module L (par exemple, on peut utiliser le

plongement de M dans M). On a alors, d’aprés (1.1.5.2)
(1.4.3.1) M={leL|A-lc McL}.

I.5. Quelques classes de modules

I.5.1. Modules admissibles. — Comme dans les paragraphes précé-
dents, A est une C-algébre a idempotents.

Définition. — Un module non dégénéré M dans M(A) est dit admis-
sible si pour tout idempotent e de A, 'espace vectoriel e - M est de
dimension finie.

Proposition. — Un module M est admissible si et seulement si l'inclu-
sion M < M est un isomorphisme.
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Démonstration. Supposons M admissible. Alors pour tout idempotent e

de A, e- M est de dimension finie. L’injection de e- M dans e- (M) exhibée
dans la démonstration du lemme I.4.1 est alors un isomorphisme. Comme

tout vecteur de M est fixé par un idempotent de A, on obtient M =~ M.
Réciproquefnent, supposons que M soit strictement plus grand que M.
Soit m € M \ M, et soit e un idempotent de A tel que m € e - (M). Il

est clair que m n’est pas dans 'image de Pinjection de e - M dans e - M,
et donc e - M n’est pas de dimension finie. O

Corollaire. — Soit M un A-module non dégénéré admissible. Alors M
est admussible. De plus M est simple si et seulement si M est simple.

Démonstration. Le premier point est un corollaire de la démonstration de

la proposition ci-dessus, plutét que du résultat lui-méme. Pour le second
point, il suffit de remarquer que si M admet un sous-module propre M,
alors son orthogonal dans M est aussi un sous-module propre de M, et

donc M est réductible. L’égalitée M = M montre la réciproque. O

1.5.2. Modules projectifs, injectifs. — Soit A une C-algébre a idem-
potents. Rappelons qu'un module X € M(A) est dit projectif (resp.
injectif) si le foncteur Hom4(X, @) (resp. Hom (e, X)) est exact.

Théoréme. — La catégorie M(A) posséde assez de projectifs (c’est-a-
dire que tout module dans M(A) est quotient d’un module projectif ).

Démonstration. Soit e € A un idempotent, et considérons le module
P, = Ae. Le module P, est projectif puisque pour tout A-module M
dans M(A), Homy(P., M) = e - M = j.(M) et que le foncteur j. est

exact (I.3.1). D’autre part, toute somme directe de modules projectifs

est encore projective. En effet, pour toute famille (P;);c; de modules
Hom A (e, P;, M) = | [ Homa (P, M).
iel
Si M est dans M(A), et si m € M, par définition, il existe un idempotent

e de A tel que m = e-m. Donc m est dans l'image de P. — M, a-e — a-m.
Pour chaque m € M, on choisit un tel e. En prenant la somme sur tous
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les m € M des P. correspondants, on voit que M est un quotient d’un
module projectif. O

Grace a la dualité dans M(A), nous allons déduire de 'existence d’as-
sez de projectifs l'existence d’assez d’injectif. Pour cela, montrons tout
d’abord le

Lemme. — Soit X un module projectif dans M(A). Alors X est injectif.

Démonstration. Il ’agit de montrer I'exactitude du foncteur Hom 4 (e, X).

Or d’apres (1.4.2.1) ce foncteur est isomorphe au foncteur Hom (e, X)
qui est la composition du foncteur de dualité, exact d’aprés le lemme
[.4.1, et du foncteur Hom4 (e, X), exact par hypotheése. O

Corollaire. — La catégorie M(A) posséde assez d’injectifs (c’est-a-dire
que tout module dans M(A) est sous-module d’un module injectif).

Démonstration. Soit M dans M(A) et P un module projectif tel que M

soit un quotient de P. Alors M est un sous-module du module injectif
P. Or M s’injecte dans M (corollaire 1.4.1), donc dans P. O

1.5.3. Modules libres. — Soit A une C-algeébre a idempotents. On
dit que M € M(A) est un module libre s’il est isomorphe & une somme
directe de modules isomorphes a A.

Tout module M est quotient d'un module libre. La démonstration est
similaire & celle du fait que M(A) contient assez de projectifs. En effet,
soit M € M(A), et soit m € M, fixé par un certain idempotent e de
A. Alors m est dans 'image du morphisme ¢ : A — M, défini par
¢(a) = a-m. On construit ainsi un morphisme surjectif de € A
dans M.

Contrairement au cas des anneaux unitaires, A n’est pas nécessaire-
ment projectif dans M(A), et donc un facteur direct d’'un module libre
n’est pas nécessairement projectif. En revanche, tout module projectif est
facteur direct d’un module libre, la démonstration restant la méme que
dans le cas des anneaux unitaires (cf. [34]).

meM
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1.6. Notes sur le chapitre I

Des généralités sur les anneaux a idempotents se trouvent a plusieurs
endroits dans la littérature. Je me suis servi de [22] pour la section sur le
complété de 'anneau A et sur le centre de M(A). J'ai suivi [33] pour la
définition des foncteurs d’induction I§ et PP, ainsi que pour la termino-
logie “pseudo foncteur d’oubli”. La démonstration du fait que la dualité
entrelace les foncteurs 1% et P est aussi tirée de [33]. La section 1.3.2
est inspirée de [21], les résultats s’y trouvant étant dus a J. Bernstein.
La notion de complété d’un module non dégénéré est introduite dans [2].






CHAPITRE II

ESPACES ET GROUPES TOTALEMENT
DISCONTINUS

Dans ce chapitre, nous développons 1’étude des espaces (et plus particu-
lierement des groupes) topologiques localement compact totalement dis-
continus (t.d. pour abréger), c’est-a-~dire tels que chaque point de 'espace
admette une base de voisinages ouverts compacts. En effet, les groupes
réductifs p-adiques sont munis d’une telle topologie, provenant de celle
des corps sur lesquels ils sont définis. La notion de fonction “lisse” adé-
quate sur de tels espaces est celle de fonction localement constante. Une
fonction lisse a support compact est alors une combinaison linéaire de
fonctions caractéristiques d’ouverts compacts disjoints. Ce fait donne a
I’analyse fonctionnelle sur ces espaces un caractére purement algébrique,
qui la rend la beaucoup plus simple que dans le cas des variétés diffé-
rentiables, par exemple. Il en est de méme de la théorie des faisceaux
(de groupes abéliens) sur X. Nous étudions aussi les actions continues de
groupes topologiques t.d. sur des espaces topologiques t.d. La encore, la
théorie est débarrassée des pathologies rencontrées dans le cas général,
ou méme dans le cadre différentiel. Un outil fondamental de I’étude des
groupes topologiques est la mesure de Haar. Une mesure de Haar est une
mesure invariante par ’action par translation & gauche du groupe sur
lui-méme. La démonstration de l'existence et de l'unicité & un facteur
scalaire prés d’une telle mesure sur les groupes topologiques totalement
discontinus est assez élémentaire. L’action par translation a droite du
groupe sur la mesure de Haar définit sur le groupe une fonction (ou ca-
ractére) “modulaire”. Le calcul de cette fonction peut s’effectuer en termes
d’indices de sous-groupes ouverts compacts.
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Une autre notion fondamentale pour la suite de la théorie est celle
de convolution de distributions. C’est cette convolution qui va nous per-
mettre de définir les algébres jouant un role dans la théorie des représen-
tations des groupes topologiques t.d. L’espace des distributions & support
compact sur un tel groupe GG devient une algebre une fois munie du pro-
duit de convolution, dont I’élément neutre est la distribution de Dirac
en I’élément neutre du groupe. Les mesures de Haar sur les sous-groupes
ouverts compacts de GG fournissent un systéme filtrant d’idempotents de
cette algebre. L’algébre de Hecke de G est la sous-algebre constituée
des distributions a support compact fixés par convolution & gauche et a
droite par un de ces idempotents. On obtient ainsi une algébre & idem-
potents (sans unité), notée H(G). La théorie du chapitre I s’applique a
cette algébre. Nous décrivons explicitement le complété et le centre de
la catégorie des H(G)-modules non dégénérés en termes de distributions
a support essentiellement compact. L’importance de ces résultats vient
de ce que la catégorie des H(G)-modules non dégénérés est équivalente
a la catégorie des représentations lisses de GG, qui sera 'objet d’étude du
chapitre suivant.

I1.1. Topologie des espaces t.d.

Nous donnons dans cette section quelques résultats généraux de topo-
logie des espaces localement compacts totalement discontinus.

Si X est un ensemble et Y une partie de X, on note yxy la fonction
caractéristique de Y dans X. Si X est un espace topologique et Y est
une partie de X, on note ’adhérence de Y dans X.

II.1.1. Espaces t.d.— Un espace topologique localement compact to-
talement discontinu est un espace topologique séparé tel que chaque point
admette une base de voisinages d’ouverts compacts.

Un groupe topologique localement compact totalement discontinu est
un groupe topologique dont l’espace topologique sous-jacent est t.d. Il
suffit pour cela que I’élément neutre e admette une base de voisinages
composée de sous-groupes ouverts compacts. Cette condition est en fait
nécessaire, mais nous laissons ce point a la sagacité du lecteur. Si ’on ne
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veut pas se fatiguer, on prendra cette condition a priori plus forte comme
définition des groupes topologiques t.d.

Lemme. — (i) Soit X un espace t.d. et Y une partie localement fermée
de X. Alors Y est un espace t.d. pour la topologie induite.

(17) Si K est un compact de X et |, U, est un recouvrement de K par
des ouverts, alors il existe un recouvrement subordonné fini de K par des
ouverts compacts disjoints V; (c’est-a-dire que pour tout i, il existe o tel

que V; C Uy,).

Démonstration. Rappelons que Y C X est localement fermé si pour tout
point y € Y, il existe un voisinage U de y dans X tel que U NY est
fermé dans U. Ici, on peut supposer U ouvert compact, et le (i) découle
alors assez facilement des définitions. Passons & (ii). Pour chaque point

x dans un U,, choisissons un voisinage ouvert compact V,, C U,. On
a alors K C U(m Vz.a, €t par compacité de K, on peut en extraire un
recouvrement fini K C |J; Vi, o, Comme les V, ,, sont a la fois ouverts
et fermés, il en est de méme de leurs intersections et de leurs différences
symétriques deux a deux . On construit donc facilement a partir de cela
un recouvrement fini de K vérifiant les propriétés voulues dans I’énoncé.

O

Proposition. — Un espace t.d. vérifie la propriété de Baire, c’est a dire
qu’une ntersection dénombrable d’ouverts denses est non vide.

Démonstration. C’est vrai de tout espace localement compact (cf. [24],
theorem XI. 10.1).

I1.1.2. Fonctions et distributions. — Soit X un espace t.d. Nous
considérons sur X les espaces fonctionnels suivants :

C>(X) : espace des fonctions localement constantes a valeurs complexes,
D(X) : sous-espace de C*°(X) des fonctions & support compact,
D'(X) : dual (algébrique) de D(X), I'espace des distributions,

(& noter que ces espaces ne sont pas munis de topologies).
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Rappelons que si f est une fonction sur un espace t.d. X a valeurs
complexes, son support, noté Supp f, est défini comme étant le complé-
mentaire de la réunion des ouverts U de X ou la restriction de f est
nulle.

Lemme. — Toute fonction localement constante a support compact sur
un espace t.d. X peut s’écrire comme une somme finie de multiples sca-
laires de fonctions caractéristiques d’ouverts compacts disjoints.

Démonstration. Soit f € D(X). Pour chaque point = € Supp f, choisis-
sons un voisinage ouvert compact U, o f est constante. Comme Supp f

est compact, du recouvrement par les U,, on peut extraire un sous-
recouvrement fini et d’aprés le (i7) du lemme I1.1.1, on peut supposer

ces ouverts disjoints. Le résultat est alors clair. O
Proposition. — Soient X un espace t.d. et U un ouvert de X. Notons
Z =X \U. On a alors une suite exacte

(11.1.2.1) 0— D(U) 2% D(X) 25 D(Z) — 0.

Démonstration. L’injection 7y consiste a étendre les fonctions sur U par
0 en dehors de U pour obtenir une fonction sur X. L’application py
est la restriction des fonctions de X a Z. La partie Z étant fermée,
on obtient bien ainsi des fonctions localement constantes et a support

compact. Pour montrer que la restriction de X a Z est surjective, on
doit montrer comment étendre une fonction f de D(Z) a X tout entier.
Comme le support de f est compact, on peut supposer Z compact, et
comme f est localement constante, on peut recouvrir Z par des ouverts de
X tels que f soit constante sur l'intersection de Z et d’'un de ces ouverts.
D’aprés le (i) du lemme I1.1.1, il existe un recouvrement fini de Z par des
ouverts compacts disjoints de X ayant cette méme propriété. On étend
f en une fonction constante sur ces ouverts compacts. En dehors de ces
ouverts compacts, on étend f par 0. L’exactitude de la suite (I1.1.2.1) est
maintenant facile a vérifier : il est clair que pz oiy = 0, et si pz(f) =0,
comme f est localement constante, f est nulle dans un voisinage ouvert
de F'. Son support est donc dans U. O

Par dualité, on obtient :
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Corollaire. — La suite :
(I1.1.2.2) 0— D(2) 2% p(X) L D(U) — 0
est exacte.

Si T est une distribution sur X, on définit son support, noté Supp 7" :
c’est le complémentaire de la réunion des ouverts U de X tels que if; (1) =
0. On dira que f (resp. T) est & support dans une partie Y de X si
Supp f C Y (resp. SuppT C Y). Si Z est une partie fermée de X, alors
la suite exacte (I1.1.2.2) montre que toute distribution 7" sur X a support
dans Z s’écrit de maniére unique p3,(7p), Ty € D'(Z). On identifiera donc
souvent les distributions sur X a support dans Z et les distributions sur

Z.

On peut maintenant définir un autre espace fonctionnel sur X :

E'(X), espace des distributions sur X a support compact.

Définissons une dualité entre les espaces C*(X) et £'(X) : si T €
E'(X), son support F est compact. Considérons la suite exacte (11.1.2.2)
avec Z = F. Alors il existe une unique distribution Ty sur F' telle que
p(To) = T. Comme F' est compact, pour toute fonction f € C>®(X),
pr(f) est dans D(F') et 'on pose :

(T, f) = (To, pr(f))-

Lorsque ceci sera pratique, on utilisera aussi la notation suivante pour

la dualité entre D(X) et D'(X) (resp. entre C*(X) et £'(X)) :
@0 = [ 1= [ f@dr@), (f D). (T D))

On peut étendre sans difficulté les résultats ci-dessus aux fonctions a
valeurs dans un C-espace vectoriel V. On note C*(X, V') (respectivement
D(X,V)) I'ensemble des fonctions localement constantes sur X a valeurs
dans V' (respectivement, localement constantes a support compact). On
a une injection canonique.

(11.1.2.3) C¥(X)®V — C2(X, V)
fev— [z f(z)v].
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Et de méme

(11.1.2.4) D(X)®V — D(X,V)
f@v[z— f(x)v].

Or toute fonction de D(X, V) est somme finie de fonctions constantes
sur des ouverts compactes disjoints de X (lemme I1.1.2), il est donc clair
que (I1.1.2.4) est surjective, et c’est donc un isomorphisme.

I1.1.3. Produit tensoriel de distributions. — Soient X et Y des
espaces t.d. et munissons X x Y de la topologie produit, qui en fait
un espace t.d. Rappelons que d’aprés la remarque 11.1.2, toute fonction
dans D(X xY') est une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques
d’ouverts compacts disjoints. Comme les parties de la forme U x V, ou
U (resp. V) est un ouvert compact de X (resp. de Y') forment une base
de voisinages de X x Y, on peut d’aprés le lemme I1.1.1, (i7) écrire tout
ouvert compact de X x Y comme réunion disjointe finie d’ouverts com-
pacts de la forme U x V. Toute fonction dans D(X X Y) est donc une
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ouverts compacts dis-
joints de la forme U x V. Ceci montre que D(X x Y) ~ D(X) ® D(Y),
I’isomorphisme étant donné par

(feg)(x,y) =fx)gly), re€X,yeY, feDX), geDY).

On peut alors définir le produit tensoriel de distributions : si 77 €
D'(X), T, € D'(Y), alors T} ® Ty est défini sur D(X x Y') par :

(T @T, f@g) = (T, ){T2, 9)-

D’autre part 'argument utilisé ci-dessus montre que les formules de Fu-
bini sont valables : pour tout f € D(X x Y),

fendtio e = [ ([ e inm) i)

:/}/(/Xf(x,y)dTl(ZEO dT>(y).

En effet, les intégrales se raménent a des sommes finies.

XxY



I1.2. FAISCEAUX SUR UN ESPACE TOPOLOGIQUE T.D. 47

Proposition. — On a
Supp(Ti ® T3) = Supp(T1) x Supp(T2).

En particulier, le produit tensoriel de deux distributions a support com-
pact est a support compact.

Démonstration. Soit €2 un ouvert de X x Y et quitte a le réduire, suppo-
sons le de la forme U x V ou U est un ouvert de X et V est un ouvert de
Y. Notons T} ¢y (resp. Ty ) la restriction de 77 a U (resp. Th a V). Il est
clair que la restriction de T ® T3 a 2 est égale a T y ® T . La premiére

assertion s’en déduit par une suite de tautologies. La seconde en découle
immédiatement. O

I1.2. Faisceaux sur un espace topologique t.d.

I1.2.1. Généralités sur la théorie des faisceaux. — Soit X un
espace topologique et soit 7 la topologie de X, c’est-a-dire 1’ensemble
des ouverts de X. Une base de la topologie de X est un sous-ensemble
Ty C T tel que pour tout z € X et pour tout ouvert U contenant x, il
existe un ouvert Uy € 7, contenant x tel que

UpCU.

Bien siir, une base détermine la topologie.

Nous allons introduire les notions de préfaisceau et de faisceau (de
groupes abéliens) sur X, de base 7y. Ceci généralise légérement les dé-
finitions données dans la plupart des traités sur la théorie des faisceaux
(par exemple [27]), qui ne considérent que le cas 7y = 7. Cette plus
grande généralité n’est en fait qu’apparente, puisque nous verrons que
tout faisceau de base 7y se prolonge naturellement en un faisceau de base
7T (ce n’est pas vrai pour les préfaisceaux), mais cette souplesse dans les
définitions est pratique lorsque X est un espace t.d., pour lequel le choix
Ty = 7., 'ensemble des ouverts compacts de X, est particuliérement
adapté.
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Définition. — Un préfaisceau F (de groupes abéliens) sur X, de base
7o, est la donnée, pour chaque ouvert U de 7y, d'un groupe abélien F(U),
et pour tout couple U C V d’ouverts de 7y, d'un morphisme de restriction

pvu = F(V)— FU)

vérifiant pyy = Idg@) et lorsque U C V. C W sont des éléments de 7,
pviu © pwv = pwu- Si 0 € Ty, on pose F(D) = {0}. Lorsque I'on suppose
que les F(U) sont munis de structures supplémentaires (anneaux, espaces
vectoriels sur un corps k, etc), et que les morphismes de restriction pré-
servent ces structures, on parle de préfaisceaux d’anneaux, de k-espaces
vectoriels, etc.

Une maniére équivalente et un peu plus sophistiquée de définir les
préfaisceaux est la suivante : notons encore 7 la catégorie dont les objets
sont les éléments de 7y, et dont les morphismes sont donnés par :

Homz (V,U) =0 si U n’est pas inclus dans V,
Homyz, (V,U) est un singleton si U est inclus dans V.

Un préfaisceau de groupes abéliens (resp. d’anneaux, de k-espaces vec-
toriels, etc) est alors un foncteur (covariant) de 7 dans la catégorie des
groupes abéliens (resp. des anneaux, des k-espaces vectoriels, etc).

Les préfaisceaux (de groupes abéliens) sur X, de base 7y (on dira
maintenant simplement préfaisceau sur X ), forment une catégorie, notée
pSh(X) dont les morphismes sont définis de la maniére suivante. Soient
Fi et Fy deux préfaisceaux sur X de base 75. Un morphisme ¢ entre F;
et F5 est la donnée, pour chaque U € 7, d’'un morphisme de groupes

(bU : fl(U) — fg(U)
Il est de plus exigé que si U C V sont des ouverts de 7,

(I1.2.1.1) U o pvu = pvu © dy.

Définition. — Un préfaisceau F est un faisceau si la condition suivante
est vérifiée :

(F) : soit V€ 7y et {V;}ic; un recouvrement de V' par des ouverts de 7.
Supposons que pour chaque i € I soit donné un élément f; de F(V;) de
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telle sorte que quels que soient ¢, 7 dans I et pour tout ouvert V;; € V;NV;
de 7y, on ait

pviv,; (fi) = pvy vy (f5)-
Alors il existe un unique f € F(V) tel que pour tout j € I, py,v,(f) = f;.

Les faisceaux sur X forment une catégorie (les morphismes sont les
morphismes de préfaisceaux), notée Sh(X) .

Définissons maintenant la fibre F, d’un préfaisceau F sur X. L’en-
semble des ouverts U de 7, contenant x, noté Vr,(z) est muni de 'ordre
partiel :

V < U si et seulement si U C V.
Cet ensemble est filtrant croissant, c’est-a-dire que si U et V sont des
ouverts de 7y contenant z, il existe un ouvert W de 7, tel que W >V,
W > U (ceci découle simplement du fait que 7y est une base de la
topologie). Les morphismes pyy, U C V, U,V € 7, forment un systéme
inductif de groupes abéliens (voir exemples A.IV.2).
On pose
F.=lim F(U).
UeVy(z)
Cette limite inductive peut étre décrite explicitement : formons I'union
disjointe HU€VTO @ F (U) que 'on munit de la relation d’équivalence sui-
vante : s € F(U) est équivalent a t € F(V) §'il existe W € Vg (x),
W cUNV tel que puw(s) = pvw(t). La limite inductive F, est alors
I’ensemble des classes d’équivalence, muni de la structure de groupe et
des morphismes py, : F(U) — F, canoniques.

Nous allons maintenant définir un foncteur
pSh(X) — Sh(X), F e Fr
Soient x € X et U € 7, avec x € U et soit
pvz: FU) — F,
la projection canonique. Posons

F=1]~*

zeX
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Il s’agit de I'union disjointe des F,. L’espace F est appelé espace étalé
au-dessus du préfaisceau F.

Pour tout ouvert U de X (pas nécessairement dans 7;), une section de
F au-dessus de U est une application

s: U—F

telle que pour tout x € X, s(z) € F, et telle qu’il existe un recouvrement
de U par des ouverts (U;);er de Ty, et des éléments f; € F(U;) vérifiant :

(I1.2.1.2) s(x) = pu, . (fi), (Yx € U;).

Soit F l'espace étalé pour le préfaisceau F. Pour tout U € Ty, défi-
nissons F+(U) comme D'ensemble des sections de F au-dessus de U. Si
U C V sont des ouverts de 7y, définissons le morphisme de restriction
Py Par pyy(s) = s, s € FH(V). 1l faut s’assurer que ceci est bien une
section de F au-dessus de U , au sens ol nous l'avons défini ci-dessus. Par
définition, il existe un recouvrement de V' par des ouverts (V;);c; de 7y,
et des éléments f; € F(V;) vérifiant

s(x) = pv,u(fi), (Vo € V).
Prenons un recouvrement (U;);e; de U de sorte que pour tout j € J,

Uj; € Ty et U; C V; pour un certain i € I. Posons alors g; = pv, v, (f3)-
On a pour tout z € U;,

pu;2(95) = pusa(pviu, (i) = pvie(fi) = s(z) = s (),
ce qui montre que sy est bien une section. Il est clair que F* est un
préfaisceau de groupes abéliens, la structure de groupe sur les F1(U)
étant claire.

Montrons maintenant que F* est bien un faisceau en vérifiant la pro-
priété (F). Soit V' € 7; et {V; }ier un recouvrement de V' par des ouverts
de 7. Supposons que pour chaque ¢ € [ soit donné un élément s; de
FH(V;) de telle sorte que quels que soient ¢, j dans I et pour tout ouvert
Vi; € Vin'V; de 7, on ait

P\Z,Vij (si) = P\J;j,vij (85)-
Pour tout x € V, choisissons V; contenant = et posons s(z) = s;(z). Il est
clair que s(z) ne dépend pas du choix de V; contenant =, car si z € V;NV;},
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on prend un ouvert V;; € 7 tel que z € V;; C V; NV}, et 'on a alors :
si(@) = (i), (@) = oy v, (50) (@) = Pt v, (55)(2) = (57)v;,(2) = s5().

Vérifions que s est une section de FT au-dessus de V. Chaque s;, i € 1,
est une section, et donc il existe un recouvrement (Uj’f)je s, de U; par des
ouverts de 7y et des s’ € F(Uj) tels que s;(z) = pU;7x(s;). On a alors
s(r) = pU;7x(s§) pour tout € U}, ce qui montre que s est une section.
La propriété d’existence dans la définition des faisceaux est donc établie.
Reste 1'unicité. Supposons que deux sections s et s’ dans F (V) verifient

pvvi(s) = pvyi(s) = s, (Vie ).

On a immédiatement, pour tout z € V, en choisissant un V; contenant
x, s(x) = ' (x) = s;(x), et donc s = ¢,

Soit ¢ : F — G un morphisme de préfaisceaux sur X. Définissons
maintenant ¢ : FT — GT. Soit s € FH(U). Par définition, il existe un
recouvrement (U;);e; de U par des ouverts de 7y et des f; € F(Uj;) tels que

() = pu,»(). Posons, pour tout i € I, g, = éu,(f;) et 1(z) = pu +(g:).
On vérifie par les techniques désormais familiéres que ceci ne dépend pas
des choix faits et que la condition (I1.2.1.1) est satisfaite pour les p‘t’U et
les ¢7. Nous laissons aussi au lecteur la vérification du fait que

FoFt [FhGm F 6t
est un foncteur.

Proposition. — Le foncteur F — F* de pSh(X) dans Sh(X) est l’ad-
joint a gauche du foncteur d’oubli de Sh(X) dans pSh(X), c¢’est-a-dire
que pour tout F € pSh(X) et pour tout G € Sh(X), on a un isomor-
phisme naturel :

Homy,sp(x)(F, G) ~ Homgpx)(FT,G)
Démonstration. Pour tout préfaisceau F sur X, définissons un morphisme
o F— F
Soit U € Ty et f € F(U). Posons
i (f) = Sf
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ot sy : U — [],cp Fo est la section donnée par sy(r) = pua(f). Ceci
est bien une section. On le voit en choisissant comme recouvrement de
U, U lui-méme. Une vérification sans difficulté montre que pour tout

. o ¢ . .
morphisme de préfaisceau F — G, le diagramme suivant commute

¢
F—2sg
L‘Fl Lgl
Ft o g+t
Soit ¥ : F — G un morphisme de préfaisceaux sur X, ou G est un
faisceau. Nous allons définir ¥ : F+ — @G factorisant ) par +*. Soient

s € FH(U), et les U;, f; comme en (I1.2.1.2). Posons f] = ¢y.(fi) € G(U;).
On a alors d’aprés (I1.2.1.1), quels que soient ¢ et j dans [ :

PU,;,U;NU; (fz/) = PU;,U;NU; (wUz(fZ)) = ¢UimUj (pUi,UiﬂUj (fl))7
et de méme
pu, v, (fi) = pu v, (b, (f5) = Yoo, (pu, o0, (f)-

Montrons que

(1I1.2.1.3) ,OUZ-,UmUj(fz’) = pUj7UiﬁUj(fj)’
ce qui entrainera
(I1.2.1.4) puivinw, (1) = pu, o, (f)-

On a pour tout z € U; N U; :
S(flf) = pUl,Z‘(fZ) = pUiﬁUj7x(pUi7UiﬁUj (fz))a
et de méme
S(ZC) = pij-'E(fj> = pUiﬂUj,x(pUi,UiﬂUj (fj))
d’on
(IL.2.1.5) puinv; 2 (pusvinu; (fi) = pu;vinu, (f5) = 0.
Or nous avons le résultat suivant :

Lemme. — Soient F un faisceau sur X, U € Ty et f € F(U) tels que
puz(f) =0 € F, pour tout x € U. Alors f = 0.
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Démonstration. Par définition de la limite inductive, pour tout x € U, il

existe un ouvert U, € 7, contenant = et contenu dans U tel que pyp, (f) =
0. Les ouverts (U, )zepy forment un recouvrement de U. La propriété (F)
des faisceaux montre alors que f = 0. O

Terminons la démonstration de la proposition. Le lemme et (11.2.1.5)
montrent (I1.2.1.3) et donc (I1.2.1.4). La propriété (F) pour le faisceau
G entraine alors qu'il existe un unique f" € G(U) tel que pyy,(f) = fl.
Posons alors Wy (s) = f'.

Soient f € F(U), uf;(f) = s; et f' = ¥y(s) obtenu comme ci-dessus
On a alors :

V(i (f) = U(sp) = f
et puu,(f') = f! = Yy, (f;) pour tout i € I. Ceci montre que Wryo1” = 1.
Réciproquement, si ¥ est dans Homg,x)(F*,G), on définit ¢ dans
Homy,sp(x)(F,G) par

¢u(f) =Yulss), (f€F(U)).

On voit alors immédiatement que les opérations ¢ — ® et & — ¢ décrites
ci-dessus sont inverses 'une de l'autre, en utilisant le fait que W est
déterminé de maniére unique par la donnée des ¥(sy), f € F(U), U €
1. O

Remarque. — Le faisceau F7 et le morphisme i sont solutions du pro-
bléme universel (a droite) posé par F et le foncteur d’oubli des faisceaux
vers les préfaisceaux (voir A.II1.1). Il y a donc unicité de (F*,iz) & unique
isomorphisme prés. En particulier, si F est un faisceau, F est naturel-
lement isomorphe & FT (I'isomorphisme est +”). Un faisceau s’identifie
donc avec le faisceau des sections de son espace étalé F. Lorsque F est
un faisceau, nous ne ferons plus la différence entre F et F* dans la suite.

Terminons cette section en remarquant que la catégorie des faisceaux
sur X de base 7y est équivalente & la catégorie des faisceaux de base
. On passe de maniére évidente d’un faisceau de base 7 a un faisceau
7.0 d dente d’'un f de base T f
de base 7y, par restriction. Dans 'autre sens, si F est un faisceau de
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base 7y et si U est un ouvert quelconque de X, on définit F*(U) comme
I’ensemble des sections

S : X—)fo

exactement comme en (I1.2.1.2). Ceci définit un faisceau de base 7 pro-
longeant le faisceau F* de base 7 construit dans la proposition ci-dessus
(la démonstration que c’est un faisceau est la méme que pour 7). Notons
le (provisoirement) FF. Comme F est un faisceau, d’aprés la remarque
ci-dessus, F est naturellement isomorphe & F*. Ceci montre que le fonc-
teur qui consiste a partir d’'un faisceau F de base 7y, & construire le
faisceau ]—“} et a restreindre celui-ci a la base 7; est naturellement iso-
morphe au foncteur identique de la catégorie des faisceaux sur X de base
7Ty. Dans 'autre sens, partons d’un faisceau G sur X de base 7. Il est
naturellement isomorphe au faisceau G*. Restreignons G a la base 7
pour obtenir Gz, puis formons (Gz,)". Il est clair que ce faisceau est
égal & G*. Ceci montre que 'on obtient ainsi un foncteur isomorphe au
foncteur identique de la catégorie des faisceaux sur X de base 7. Ceci
montre 1’équivalence de catégories.

11.2.2. Support d’une section. — Nous reprenons les notations de
la section précédente, en particulier F est un faisceau sur X de base 7.

Définition. — Supposons que s : U — F soit une section. Son support,
noté Supp(s), est 'ensemble des x € U tels que s(z) # 0.

Proposition. — Le support d’une section s : U — F du faisceau F est
fermé.

Démonstration. Supposons que x ¢ Supp(s). Par définition d’une section,
x posseéde un voisinage ouvert W € 7 tel qu’il existe un élément f €
F(W) avec s(y) = pw,y(f) pour tout y € W. Comme par hypothése
pwaz(f) = s(x) = 0, par définition de la limite inductive, il existe un
voisinage V' € 7, de = contenu dans W tel que pw.y(s) = 0. Alors pour
tout y € V,

s(y) = pvy o pwy(f) =0.
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Ceci montre que V n’intersecte pas le support de s. Le complémentaire
de ce support est donc ouvert. O

Grace a l'identification de F et F* on peut parler du support d’'un élé-
ment de F(U). Si U est un ouvert quelconque, on note F.(U) I'ensemble
des éléments de F(U) a support compact.

I1.2.3. Faisceau de modules. — Soit R un faisceau d’anneaux sur
X, de base 7, (on dit que (X,R) est un espace annelé). Un faisceau
de R-module sur X est un faisceau M sur X tel que pour tout ouvert
U € Ty, M(U) est un module (& gauche) sur R(U). Si U C V sont des
ouverts de 7y, alors I'application de restriction pyy : R(V) — R(U)
est un morphisme d’anneaux grace auquel tout R(U)-module devient
un R(V)-module. On exige alors que les morphismes de restriction py s
soient des morphismes de R(V)-modules.

I1.2.4. Caractérisation des faisceaux sur un espace t.d.— Soit
X un espace t.d. L’ensemble 7. des ouverts compacts de X est une base
de la topologie de X. Nous allons considérer dans la suite les faisceaux
(de groupes abéliens) de base 7. La nature trés particuliére de la topo-
logie localement compacte totalement discontinue donne & ceux-ci une
structure trés simple, comme le montre la proposition suivante.

Proposition. — Soit X un espace t.d. et soit F un faisceau (de groupes
abéliens) de base T... Alors il existe un groupe abélien F.(X) et un faisceau
F1 isomorphe a F tel que

— pour tout U € T., F1(U) C F.(X),

— si U C V sont des ouverts de T, alors Fy(U) C F1(V),

— st U C V sont des ouverts de T., alors pour tout f € F(U),
pvu(f) = f tandis que pvyu(f) = 0.

— Fo(X) = Uyer. 7(U).

Démonstration. Comme F est un faisceau, F est isomorphe a FT, le
faisceau des sections de l'espace étalé F. Soit F.(X) 'espace des sections
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dans F(X) a support compact. Si U est un ouvert compact de X, on
plonge F*(U) dans F.(X) en étendant les sections s € F*(U) par 0 en
dehors de U. Comme X \ U est ouvert, il est clair que ceci définit bien
une section dans F1(X), et elle est a support dans U, donc compact. Les
autres assertions de la proposition se vérifient alors aisément. O

Exemple. — Soit C§ le faisceau dont l’espace des sections au-dessus
d’un ouvert U est I'espace C*°(U) des fonctions localement constantes
sur U. Le groupe abélien donné par la proposition est dans ce cas D(X),
I’espace des fonctions localement constantes & support compact sur X.
Remarquons que les C*°(U) sont des C-algebres (pour la multiplication
des fonctions), en particulier, ce sont des anneaux, et donc (X,C¥) est
un espace annelé. Remarquons aussi que 1'algébre D(X) n’est en général
pas unitaire, sauf si X est compact, auquel cas C*(X) = D(X), dont
I'unité est xx. En revanche, c’est une algébre a idempotents (voir 1.1),
puisque chaque ouvert compact U de X donne un idempotent xy .

I1.2.5. Faisceaux de C-espaces vectoriels. — Soit X un espace t.d.
et soit C¥ — Mod(X) la catégorie des faisceaux de C§¥-modules.

Proposition. — Soit X un espace t.d et M un faisceau de C-espaces
vectoriels sur X de base T.. Alors M est naturellement un faisceau de
CY-modules.

Démonstration. On identifie M et le faisceau des sections de 1’espace
étalée M associé. Soient U € T, s : U — M une section et f € C®(U).
Alors x — f(z)s(x) est défini, et comme f est localement constante, il
est clair que c’est une section. Ainsi M devient un C§-module. O

Remarque. — 1l est évident que réciproquement, un faisceau de CS-
modules est naturellement un faisceau de C-espaces vectoriels sur X. En
effet C s’injecte naturellement dans tous les C*°(U) en associant a un sca-
laire de C la fonction constante égale a ce scalaire sur U. Ainsi les notions
de faisceau de C-espaces vectoriels sur X et de faisceau de C§-modules
sont équivalentes (i.e. les catégories respectives sont équivalentes). De
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plus, en vertu du dernier paragraphe de I1.2.1, ceci reste vrai pour les
faisceaux de base 7.

Notre but est maintenant de démontrer le théoréme qui suit. Rappelons
que D(X) et C*(X) admettent comme systéme filtrant d’idempotents
les {xv}, U ouvert compact. La notion de module non dégénéré définie
dans le chapitre précédent pour les algébres a idempotents (c’est le cas
de D(X)) s’étend aisément au cas d'une algébre muni d'un tel systéme
filtrant d’idempotents (cf. remarque 3, 1.1.2).

Théoréeme. — Pour tout M € C¥ — Mod(X), M (X) est un D(X)-
module non dégénéré et M — M.(X) réalise une équivalence de catégo-
ries entre C¥ — Mod(X) et M(D(X)).

Remarquons tout d’abord que I’on peut remplacer D(X) dans 'énoncé
par C*(X).

Lemme. — Soit M un D(X)-module non dégénéré. Alors l'action de
D(X) sur M s’étend de maniére unique en une action de C*(X) qui fait
de M un C*(X)-module non dégénéré.

Démonstration. Soit m € M et soit U un ouvert compact tel que xy-m =
m. Définissons, pour f € C*(X),

f-m=(fxv) -m.
On vérifie facilement que le membre de droite est indépendant du choix

de U et que cette définition fait de M un C*°(X)-module non dégénéré,
pour le systéme filtrant {xy }, U ouvert compact, et ce de maniére unique.

Démonstration du théoréme. Soit s € M.(X), et soit U un ouvert com-
pact de X tel que Supp s C U. La section s est alors fixée par 'idempotent
Xx- Ceci montre que F.(X) est un D(X)-module non dégénéré.

Définissons le foncteur inverse : pour tout D(X )-module non dégénéré
M, et pour tout ouvert compact U de X, définissons M(U) = xy - M.
Si U C V sont des ouverts compacts, le morphisme de restriction

pvu : MV)=xv M — MU)=xv M
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est donné par m — xy - m. Nous allons vérifier que M est bien un
faisceau.

En premier lieu, nous avons une caractérisation simple des modules
M(U), U ouvert compact :

MU)={m e M|xy-m=m}.

Le fait que M soit un préfaisceau est simplement la traduction du fait
que si U C V sont deux ouverts compacts, alors xyxy = xy. Vérifions
maintenant la propriété (F) des faisceaux. Soit V € 7. et {V;};er un
recouvrement de V' par des ouverts de 7.. Supposons que pour chaque
i € I soit donné un élément m; de M(V;) de telle sorte que quels que
soient 4, j dans I et pour tout ouvert V;; € V; NV, de 7., on ait

Nous voulons montrer qu’il existe un unique m € M(V) tel que pour
tout j € I, pyy;(m) = xv;, - m = m;. Fixons k et [ dans I, et montrons
que 'on peut remplacer V, et V; dans le recouvrement par le seul ouvert
compact Vy = Vi U V). Plus précisément, nous allons voir qu’il existe un
unique élément my € M(V}) tel que

(I1.2.5.1) PVo,Vi - Mo = My, Pvp,v, - Mo = MY

De plus, pour tout j € I,

(11252) pVo,VoﬂVj cMo = ij,VoﬂVj smy;.

Supposons qu'un tel élément existe. Il est clair que la propriété que nous
voulons établir est vraie pour le recouvrement (V;);c; et les éléments
(my)ier si elle est pour (Vi)ien (rayugoy €t (m4)ien kiyugoy- Comme V' est
compact, on peut extraire du recouvrement (V;);c; un recouvrement fini.
Ceci montre qu’en un nombre fini d’étapes on se raméne a un recouvre-
ment dont V' lui méme fait partie et I’élément m voulu est donné.

Posons
Ml = Xvi,nV, - Mg = Xv,ny, - MYy

Comme xv, xv; = Xv,nv;, €t que xv, - My = My, Xy, - My = my, on obtient

mgr = Xv, - ME = Xv, - 1Yy
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Posons Vy =V, U V. Comme xv, = xv, + Xv; — Xvi.nv;, on a alors

Mir = Xvienvy - MEl = Xv, - Mkl = X, - Mkl = XV - Mkt -

Définissons mg = my + my — my. On a xy, - mo = my, Xv; - Mo = my et
PN
Xvinv; - Mo = My, d’olt Xy, - mo = my. Donc my € M(1p), et

Pvo, Vi o = Mg, PV, v - Mo = Ty,

ce qui établit (I1.2.5.1). Pour tout j € I, on a

Xv; - Mo = Xv; (mk +my — mkl) = (Xvk + Xy, — XVkal) cMy = Xvy My,
ce qui établit (I1.2.5.2).

Pour "unicité, remarquons que si my, vérifie (I1.2.5.1), alors
/ / /
my = Xv, - Mo = (Xvi + XV — Xvienv;) - Mg = My + 1My — myy = my.
Ceci termine la démonstration du fait que M est un faisceau.

Il est clair que les deux foncteurs sont inverses I'un de l'autre : si
I'on part d'un D(X)-module M non dégénéré, on forme le faisceau M
correspondant comme ci-dessus. On a alors

M(X)= [ MU)= |J xv-M =M,
Uetl. UeTl.
car M est non dégénéré. Réciproquement, si I'on part d’'un faisceau de
C¥-modules M, que l'on pose M = M_.(X), on voit que pour tout
ouvert compact U, xy - M = xy - M(U) = M(U). Ceci montre que le
faisceau construit comme ci-dessus a partir de M est bien le faisceau M
de départ. O

Soit M un D(X)-module non dégénéré et soit M le faisceau de C-
modules correspondant par le théoréme. La fibre M, en tout point z € X
est la limite inductive des M(U) = xu - M sur le systéme des ouverts
compacts U de X contenant z. Plus explicitement, munissons M de la
relation d’équivalence définie par m = m’ §’il existe U voisinage ouvert
compact de z tel que xy - m = xy - m'. La fibre M, est alors I'ensemble
des classes d’équivalence.

On peut aussi définir directement la fibre M, comme M/M (z) ou
M(z)={m e M|3f € D(X), f(z) #0et f-m =0}.
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En effet, si m € M, son image dans M /M (x) ne dépend que de sa classe
d’équivalence pour la relation ci-dessus : si pour un certain m’ € M et
un certain voisinage ouvert compact U de x, xy -m = xy -m’/, on a
Xv - (m—m') = 0, ce qui montre que m —m’ est dans M (x) (prendre f =
Xv)- Ceci permet de définir une application de M, dans M/M(z). On
utilise alors le (i) du lemme I1.1.1 pour montrer que cette application est
injective : sim € M(x) car f-m = 0 pour une certaine fonction f vérifiant
les propriétés requises, on écrit celle-ci sous la forme f = Z;'n:() aj Xy; ou
les U; sont des ouverts compacts disjoints de X, Uj contient x et o est
non nul. Comme pour tout j # 0, xy,Xxv, -m = 0, on voit que xy, -m = 0.
D’autre part

j=0

et donc ag xy, - m = 0, d’'out m = 0, ce qui montre 'injectivité de 1'ap-
plication. La surjectivité étant claire, on a bien M, ~ M/M (x).

Ezemples. — 1. Si M = D(X) alors F est le faisceau C¥ des fonctions
localement constantes sur X.

— 2. 581 q: X — Y est une application continue entre deux espaces
t.d., tout D(X)-module M devient un D(Y)-module par
En fait ¢ définit un morphisme d’algébres, encore noté q :
q:DY)—D(X), g—gog.

Ceci munit D(X) d'une structure de D(Y')-bimodule (remarquons tout de
méme que les algébres considérées sont commutatives, et qu’il n’y a pas
lieu de distinguer module & droite et & gauche). Il est important de noter
que D(X) est un D(Y)-bimodule non dégénéré. En effet, si f € D(X),
soit U un ouvert compact de X tel que xy-f = f et posons Uy = q(U). Il
est clair que Uy, étant I'image d’un compact par une application continue,

est compact. D’autre part (xuy © ¢)xv = Xv(Xvy ©¢) = Xvu, d’ou

Xoy - f =0y od) - f =Wy odxv-f=xv-f=1
On peut donc appliquer les résultats du dernier paragraphe de 1.2.3. La
partie non dégénérée de M pour la structure de D(X)-module coincide
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avec sa partie non dégénérée pour la structure de D(Y)-module. Les
foncteurs d’oubli et de pseudo oubli sont ainsi égaux. Par 1’équivalence
de catégories établie dans le théoréme, ils coincident respectivement avec
des foncteurs notés usuellement ¢ et ¢, en théorie des faisceaux (voir
[27]). Lorsque les espaces sont totalement discontinus, on a donc ¢y = g.

Rappelons que le foncteur d’oubli admet un adjoint & droite
¥ s M(D(Y)) = M(D(X)), M — Hompgy(D(X), M),
et, d’apreés ce qui vient d’étre dit dans ce cas, un adjoint a gauche
Py M(D(Y)) = M(D(X)), M~ D(X)®py) M.
Grace a I'équivalence de catégories établie ci-dessus, on obtient des fonc-
teurs
L5 P C¥ — Mod(Y) — C¥ — Mod(X).

En théorie des faisceaux, les notations traditionnelles pour I5f et Py sont
respectivement f' et f='.

Si F est un faisceau sur l'espace t.d. X et que Y est une partie lo-
calement fermée de X, alors on définit un faisceau Fy sur Y, que I'on
appelle restriction de 7 a Y. La fibre de F}y en un point y € Y est égale
a la fibre F,, et les sections au dessus d'un ouvert U de Y sont celles qui
coincident au voisinage de chaque point de U avec la restriction d’une
section de F. Lorsqu’on identifie F au faisceau des sections de F, Fly
s'identifie au faisceau des sections au dessus des ouverts de Y.

Définition. — Soit F € C¥ — Mod(X). L’espace F.(X)* (il s’agit ici
du dual algébrique de 'espace vectoriel F.(X)) est appelé espace des
distributions sur F. Il est clair que F,(X)* est un C* (X )-module, I'action
étant définie par

(f-T,0)=(T,f¢), (T'€F), (¢eFc(X)),(fe€CT(X))

Soient U un ouvert de X, Z un fermé de X et F € C¥ — Mod(X). De
méme qu’en (I1.1.2.1), on définit deux morphismes :

iv: Fo(U) = Fo(X) et pz: Fo(X) = (Fz)(2).
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On allége les notations en posant F.(Z) = (F|z)c(Z). On a alors un
résultat qui généralise (I1.1.2.1) et (I1.1.2.2), et dont la démonstration
est similaire :

Proposition. — Avec les notations ci-dessus, et Z = X \ U, on a une
suite exacte

0 F(U) S F.(X) B F.(2) — 0.

Et dualement, une suite exacte :

0— F.(2) 2 Fx) % F(U) — 0.

Remarque. — La proposition ci-dessus affirme que toute section a sup-
port compact s € F.(U) est la restriction d’une section de F.(X). On
peut alors décrire la fibre en un point x € X de la maniére suivante : si
¢ € Fo(X), notons ¢y sa restriction a un ouvert U.

Fo = Fe(X)/{¢ € Fo(X)|3U voisinage ouvert de z, ¢y = 0}
=F(X)/(f ¢, ¢ € Fo(X), f € D(X), f(x) =0).

Pour obtenir cette derniére égalité, on remarque que

([0, 0 €Fe(X), feDX), flx) =0)
est inclus dans
{¢ € F.(X)|3U voisinage ouvert de z, ¢y = 0}.

Soit ¢ dans ce dernier ensemble et Z son support. Soit U un ouvert com-
pact de X contenant Z, mais pas x (un tel ouvert est facile & construire
en utilisant le lemme I1.1.1). Soit f la fonction caractéristique de U. On
a alors f-¢ = ¢ et f(xr) =0, ce qui montre 'inclusion dans I'autre sens.

Nous terminons cette section en revenant sur la notion d’isomorphisme
de faisceaux. Soit v: X — Y un homéomorphisme entre espaces topolo-
giques t.d. Ceci induit un isomorphisme d’algebres D(Y') ~ D(X) grace
auquel nous identifions D(X) et D(Y')-modules.

Soient X et Y deux espaces topologiques t.d. et soient F, £ deux
faisceaux dans C¥ — Mod(X) et C¥ — Mod(Y') respectivement. Un
isomorphisme entre F et £ est donc la donnée d’'un homéomorphisme
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v : X — Y et d'un isomorphisme de D(X)-modules entre F.(X) et
E.(Y). Il est clair que ceci induit un isomorphisme de C-espaces vecto-
riels F, — &,(z) pour tout x € X.

Si~vy: F — & est un tel isomorphisme, on note encore
v E(Y) = Fu(X)

son transposeé.

11.3. Groupes topologiques t.d.

L’élément neutre d'un groupe G sera noté 1g.

I1.3.1. Groupes et actions de groupes.— Si X est un ensemble, G
un groupe agissant sur X, et £ un espace vectoriel de fonctions sur X,
alors G agit linéairement sur F par :

g-f(:l:’):f(g_l-:lf), (IGX)> (gEG)’ (fGE)

Si E’ est un espace fonctionnel sur X en dualité avec un espace de
fonctions F, alors G agit sur E’ par :

<g-T,f>:<T,g_l-f>, (gGG),(fGE),(TEE/).

En particulier, si G' est un groupe, le groupe de ses automorphismes
Aut G est un groupe agissant sur G. On peut alors appliquer les conven-
tions précédentes. Si gy est un élément de G, on notera Int(gg) I'auto-
morphisme intérieur de G, g — goggy

Le groupe G agit sur lui-méme par translation a gauche et a droite.
Notons [ et r respectivement ces actions

Wg) g =99, r(9)-9=d9" (9.9€q).
Ces actions induisent des actions de G sur tous les espaces fonctionnels
sur G' que l'on notera encore [ et r.

On note f — f Papplication linéaire d’un espace fonctionnel sur G
dans lui-méme induite par Pantiautomorphisme g — ¢~! de G.
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I1.3.2. Un résultat de finitude. — Dans ce paragraphe, G est un
groupe t.d. Rappelons qu'un espace topologique est dit séparable s'il
admet une base dénombrable de voisinages. Nous utiliserons souvent, et
sans plus de commentaires, le résultat suivant :

Lemme. — (i) Soient K C K des sous-groupes ouverts compacts de G.
Alors [K : K] est fini.

(ii) Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, alors G/ K muni de
la topologie quotient est discret. Si de plus G est séparable, alors G/ K
est dénombrable.

Démonstration. Le groupe K est réunion disjointe des classes & gauche

modulo K, ce qui forme un recouvrement de K7 par des ouverts disjoints.
Par compacité, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Or ce sous-
recouvrement ne peut pas étre strictement plus petit. Donc ’ensemble
des classes a gauche est fini.

Comme la multiplication & gauche par un élément g de G est un ho-
méomorphisme de G, gK est un ouvert contenant g. Par définition de la
topologie quotient, le point gK de G/K est ouvert. Un espace dont les
points sont ouverts est discret. Supposons G séparable, et soit {U;}; une
base dénombrable d’ouverts de G. Comme pour tout g € G, gK est un
ouvert de G, il existe ¢ tel que U; C gK. Comme les classes a gauche sont
disjointes, on voit qu’elles sont au plus en nombre dénombrable. O

I1.3.3. Actions de groupes t.d.— Lorsqu’on considére une action
d’un groupe t.d. GG sur un espace t.d. X, il s’agit toujours d’une action a
gauche continue.

Proposition. — Supposons que G soit un groupe t.d. dénombrable a [’in-
fini agissant sur un espace t.d. X avec un nombre fini d’orbites. Alors
il existe une orbite ouverte Xy, et pour tout point xq € X, lapplication
G — Xo, g — g-xg est ouverte. Il en résulte que toutes les orbites sont
localement fermées dans X.

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Comme on

a supposé ce dernier dénombrable & I'infini, on a un systéme dénombrable
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de représentants (g;);c; des classes & gauche de K dans G. Choisissons
aussi un systéme de représentants o, . . . x,, des orbites de G dans X. On
a alors

,J

Donc X est une union dénombrable de parties compactes. Comme X
vérifie la propriété de Baire (proposition I1.1.1), I'une des parties (¢; K )-x;
est voisinage d’un de ses points. Soit (g;k)-x; un tel point. Alors la partie

K-z = (g:k) " (g:K) - x;

est voisinage de x; = (g;k) ' (gik) - z;. Quitte & renuméroter les orbites,

on peut supposer que j = 0. Soit K’ un sous-groupe ouvert compact
de G contenu dans K. Comme K’ est d’indice fini dans K, il existe
un systéme de représentants fini {ki,...,k,} des classes & gauche de

K’ dans K. On peut alors refaire le méme raisonnement que ci-dessus :
I'une des parties k; K’ - xy est voisinage de I'un de ses points k;k' - x
et K'-xzyg = (k;k')"'k; K" - g est un voisinage de zy. Ceci montre que
Papplication g — ¢ - xy de G dans X est ouverte. La derniére assertion
est claire, et ceci termine la démonstration de la proposition. O

Corollaire. — Soit G un groupe t.d. dénombrable a ['infini, agissant
transitivement sur un espace t.d. X. Soit xo dans X, et soit H son sta-
bilisateur dans G. Alors l'application naturelle G/H — X, gH — g - xq
est un homéomorphisme. U

Soit G un groupe t.d. agissant sur un espace t.d. X. Notons X/G
I'ensemble des orbites, et p : X — X/G la projection naturelle. On
munit X /G de la topologie quotient (U € X/G est ouvert si et seulement
si p~H(U) est ouvert dans X). Il est clair que p est alors continue, mais
X /G est un espace topologique qui n’est pas nécessairement séparé.

Lemme. — L’application p est ouverte. Si Z est une partie G-invariante
fermée (resp. localement fermée) de X, alors p(Z) est fermé dans X/G
(resp. localement fermé).

Démonstration. Soit U un ouvert de X. On a p~!(p(U)) = Ugec 9 U, et
ceci est un ouvert de X. Donc p(U) est ouvert dans X/G ce qui montre
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que l'application p est ouverte. Si Z est une partie G-invariante fermée
de X, son complémentaire U est une partie G-invariante ouverte de X, et
comme p est surjective, le complémentaire de p(Z) dans X/G est 'image
de U par p : c’est un ouvert de X/G. Si maintenant Z est localement
fermé, Z = U N F, o U est ouvert et F' est fermé dans X. On a alors
Z =UNZ, et comme Z est G-invariant, p(Z) = p(U)Np(Z). Ceci montre
que p(Z) est localement fermé dans X/G. O

Supposons que la topologie de X /G soit séparée. Alors, comme p est
ouverte et que I'image par p d'un compact est compact, il est clair que
I'espace X/G est un espace totalement discontinu.

I1.3.4. Espaces quotients. — Nous appliquons les résultats ci-dessus
au cas d'un groupe quotient :

Lemme. — Soit N un sous-groupe fermé de G. Alors l’espace G/N,
muni de la topologie quotient, est un espace t.d. Si N est distingué le
groupe M = G /N est un groupe t.d.

Démonstration. La seule chose qui reste a vérifier est que I'espace G/N
est séparé. Il s’agit de montrer que la diagonale

A ={(xN,zN) € G/N x G/N}

est fermée dans G/N x G/N. Considérons 'action par multiplication
a droite de N x N dans G x G, de sorte que l’ensemble des orbites
(G x G)/(N x N) s’identifie canoniquement & G/N x G/N. Soit ps la
projection naturelle de G x G dans G/N x G/N. D’aprés le lemme 11.3.3,
il suffit de vérifier que p,*(A) est fermé. Or

P (A) ={(g1,92) € G | 195" € N}

est fermé car N est un sous-groupe fermé. O
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I1.3.5. Espaces fonctionnels sur G. — En plus des espaces fonction-
nels C*(G), D(G), D'(G), £'(G) déja définis ci-dessus, et sur lesquels G
agit par [ et r, on introduit pour tout sous-groupe ouvert compact K de
G les espaces suivants :

CHG, K1) = {f e C(Q)|Uk)- [ = [, k€ K},
C¥(G, Kr)={feC®(@)|r(k)- f=[ ke K},

C*(G,K)=C*(G,K,))nC*(G,K,T)
On définit de maniére analogue :
D(G,K,l), D(G,K,r) et DG K),
D'(G,K,l), D(G,K,r) et 7D(GK),
E'G K, &G K,r) e &G K).

On pose aussi :

Coin(@) = | JC® (G K1), €y, (G) = | JC¥(G K ),
K K

unif

et Cxi(G)=]JC*(G K)
K
ou K décrit I'ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G.

De méme on définit :
Dunif,l(G)a Dunif,r(Ga ’f’) et Dumf(G)>
D;nif,l(G% D;nif,r(G7 T) et ,D/unzf(G)v

;nif,l(G)7 ;mf,r(G) et gzltmf(G)

Lemme. — (i) Soit une fonction f de D(G). Alors il existe un sous-
groupe compact ouwvert K de G, un ensemble fini de représentants {g;}
des doubles classes modulo K dans G et des scalaires a; tels que

f= Z j XKg;K
J

ot xx désigne la fonction caractéristique d’une partie X de G.
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(13) Soit f € D(G, K,l) (resp. D(G, K,r). Alors le support de f est
une union finie de classes a droite (resp. a gauche) de K dans G. Soit
J1,-- -, gy des représentants de ces classes. Alors f peut s’écrire :

=Y cixrg, resp. [= ciXex,
i i
ot seul un nombre fini de c; sont non nuls.

Démonstration. Soit F© = Supp(f), un compact de G. Comme f est

localement constante, pour tout g € F', il existe un sous-groupe compact
ouvert K, tel que f soit constante sur K 9K, Du recouvrement F' C
U ger Kgg Ky, on peut extraire un sous-recouvrement fini (compacité de
F), disons F' C |, Ky,9:K,. Soit K = [, K, : c’est un sous-groupe
ouvert compact de G. Comme pour tout i, [K,, : K] est fini (lemme
I1.3.2), on peut trouver un ensemble fini {g;} de représentants des doubles
classes modulo K tel que F' C | ; Kg; K, et donc f s’écrit sous la forme :

f= Z a5 XKg; K>
J

ot les a; sont des scalaires, et xx. La démonstration du (4i) est similaire.

O
Corollaire. — On a :
D(G) C Cffﬁnf(G) C C™(G).
En particulier Dypifi(G) = Dunifr(G) = Dunif(G) = D(G).
I1.3.6. Mesure de Haar. — Nous montrons ici Uexistence d’une me-

sure de Haar (& gauche) sur un groupe t.d. Le résultat reste valable pour
un groupe topologique localement compact quelconque, mais la démons-
tration pour les groupes t.d. donnée ici est plus simple que celle du cas
général.

Proposition. — Soit G un groupe t.d. 1l existe, a un facteur multiplicatif
scalaire prés, une seule distribution pg sur G invariante par translation
a gauche. On peut choisir pug positive (c’est-a-dire telle que (ug, f) >
0 pour toute fonction f € D(G) non identiquement nulle et & valeurs
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positives ou nulles). Une mesure invariante & droite vg peut étre définie
de maniére similaire.

Démonstration. Soit K, un systéme fondamental de voisinages de 1'élé-
ment neutre dans G' composé de sous-groupes ouverts compacts et sup-
posons de plus que I'un d’eux, disons K,, contient tous les autres. Pour
tout «, posons D, = D(G, K,,r). 1l est clair que si K, C Kp, alors
Dg C D, et que D(G) =, D,. D’autre part, chaque D, est stable sous
I’action [ de G. Pour définir une distribution invariante & gauche sur G,
il suffit de définir de maniére compatible pour chaque a un élément pu,,
du dual de D, invariant a gauche, c’est-a-dire que si Dg C D,, alors
Ha|p, = Hg- Comme D, est engendré par les translatés a gauche de la
fonction caractéristique de K, cet élément du dual est complétement de
terminé par sa valeur prise sur x, . Il s’ensuit que pg est bien unique a
multiplication par un facteur scalaire pres. Pour démontrer l'existence, il
s’agit de normaliser les y,, de maniére compatible, et pour cela, on utilise
le sous-groupe compact ouvert aq ci-dessus. On choisit p,, en posant
(Hag, XKay) = 1, et on normalise alors les ji,, en posant

</~La7XKa> = [Ka : Kao]_l'

Il est facile de vérifier que ceci définit bien une famille {yu,} compatible.
O

La mesure de Haar pg est un élément de D'(G). Pour toute fonction
f € C>®(G), définissons la distribution

fuc <€ DG) /G 6(9)1(9) duc(g).

Ceci permet de plonger (canoniquement, a un multiple scalaire prés)
C*(G) dans D'(G). Si f est de plus & support compact, il en est de
méme de la distribution fug, d’ott un plongement de D(G) dans £'(G).

I1.3.7. Fonction modulaire. — Soit G un groupe t.d. et soit p une
mesure de Haar a gauche positive sur GG. L'unicité a un facteur multipli-
catif pres de la mesure de Haar permet de définir la fonction modulaire
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0q, grace a la formule

r(9) - pa = 0c(9) pe-

En effet, r(g) - ¢ est bien une mesure de Haar a gauche positive et en
particulier dg est a valeurs dans RY.. Il est facile de vérifier que d¢ est un
caractére de G. En pratique, la formule & utiliser est donc la suivante :
pour toute fonction f € D(G

)
/G F(hgh™") duclo / F(gh™) dyalg / 1(9) il

Proposition. — (i) La restriction de dg a tout sous-groupe compact de
G est identiquement égale a 1.

(i) La distribution o5 g est invariante a droite. Si T v T est lin-

-1

volution de D'(G) induite par [’homéomorphisme g — g~", alors jig =

(5&1/1,0.

Démonstration. I'image d’un sous-groupe compact K de G par dg est

un sous-groupe compact de R* : il n’y a que le sous-groupe trivial. Ceci
montre (7). Pour (i), on vérifie d’abord que l'on a r(g) - d¢ = dc(9)dc
pour tout g € G. On a alors :

r(9) - (0 ne) = (r(g) - 0g") (r(9) - na) = 66 (9)9G 0 (9)ne = 05 na

et donc d;' e est invariante & droite. Comme il est clair que jig lest
aussi, ces deux distributions sont proportionnelles, et en les évaluant
sur la fonction caractéristique d’un sous-groupe ouvert compact, on voit
qu’elle sont égales. O

Définition. — Un groupe G tel que dg est identiquement égal a 1 est
dit unimodulaire.

Exemples. — 1. Un groupe abélien est unimodulaire.

— 2. Un groupe compact est unimodulaire (car le seul sous-groupe
compact de R* est {1}).

— 3. Si G est réunion de ses sous-groupes compacts, alors G est uni-
modulaire.
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On peut plus généralement définir le module d’'un automorphisme o
de G par la formule o - pg = dg(0) pg. Plus explicitement, comme pour
toute fonction f € D(G),

(@b, f) = (e 1) = [ (07 D)) dhaly /f ) diclg),
G
on obtient la formule

(IL3.7.1) | 1(016)) ducta) =3ct0) [ £10) ducs

En particulier, si 0 = Int(h), on obtient dg(0) = dg(h

11.3.8. Calcul de la fonction modulaire. — Nous allons donner une
formule pour ds en termes d’indices de sous-groupes ouverts compacts.
Comme dans la section précédente, G est un groupe t.d. et o est un
automorphisme de G. On fixe une mesure de Haar a gauche ug sur G.
Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et posons K; = KNo 1(K).
Comme

pa(K) = /G xx(9) dpc(g),

I'équation (I1.3.7.1) nous donne :
3ol K) = 36(0) | k(o) ducts) = [ xxola) duclo)

- / Yo (9) dpic(g) = pe(o™ (K)).
Or,
Ho(K) = [K - Kilpe(Ky),  pe(o () = [0 (K) - Kilpe(K),
d’ou,

07 Y(K) : Ki]

(I1.3.8.1) %(0) = K
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I1.3.9. Mesure invariante sur un espace homogéne. — Soit H
un sous-groupe fermé d’un groupe t.d. G. Il n’existe pas toujours de
mesure sur l’espace topologique t.d. G/H (cf. lemme 11.3.4) invariante
sous 'action de GG par translations a gauche. Décrivons ce qui se passe en
général, mais pour des raisons qui apparaitront dans la suite, considérons
plutot lespace H\G muni de laction de G par translations a droite.
Posons ¢ = dg/dm : c’est un caractere de H. Considérons I'ensemble
des fonctions f localement constantes sur G vérifiant :

a) f(hg) =6ma(h) f(9), g€ G, he H.

b) f est a support compact modulo H, c’est-a-dire qu’il existe un sous-
ensemble compact Ky de G tel que Supp (f) C H - K.

On note D(G, H,dm\¢) 'espace de ces fonctions. Il est clair que cet
espace est invariant sous l'action a droite de G. Si 0\ est identique-
ment égal & la fonction constante 1, alors D(G, H, 0\ ) est isomorphe a

D(H\G).

Théoréme. — Il existe a un facteur multiplicatif prés une seule distri-
bution ving sur D(G, H,0m\g) invariante sous l'action & droite de G.
On peut la choisir positive.

On note :

(vmng, f) = f(g) dving(g), [ €D(G,H, éme)
H\G

Démonstration. Soient respectivement pg et py des mesures de Haar a

gauche sur G et H. Définissons un opérateur p : D(G) — C>*(G) par

P(f)(9) = /H F(hg)ba(h) ™ du(h).
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Il est clair que p commute avec l'action a droite de G sur D(G) et C*(G).
D’autre part, pour tout hg € H,

o(f) (hog) = /H F(hhog)de ()™ dpz(h)
— 5a(ho) /H F(hhog)d(hho) ™" dps ()
— 5(ho)bsr(hy) ™ /H F(hg)de () dyusr (1)

= 6 a(ho) /H f(hg)dc(h) ™" dum(h) = Sma(ho) p(f)(9)

et donc l'image de p est dans D(G, H, 0\ ), la condition sur le support
étant vérifiée de maniére évidente.

Montrons maintenant que p est surjectif. Pour tout ¢ in G et tout

sous-groupe ouvert compact K de (G, notons D(G)f (respectivement

D(G, H,bme)K) le sous-espace de D(G) (resp. D(G, H, 61\¢)) des fone-
tions a support dans HgK et fixes sous l'action par translation a droite
de K. Il est clair que

p(D(G)Y) C D(G, H,bme))

D’autre part, toute fonction de D(G, H, 5H\G)£< est déterminée par sa
valeur en g, et donc cet espace est de dimension 1.

Soient f € D(G, H,m\¢) et Ky un compact de G tel que Supp (f) C
H - K¢. Pour chaque x € Ky, soit K, un sous-groupe compact ouvert de
G tel que f soit constante sur K. Du recouvrement Ky C U:EE K,
on extrait par compacité un recouvrement fini Ky C |J, z;K,,, et I'on
pose K = (), K,,. Comme chaque [K : K] est fini, en considérant
des représentants des classes a gauche de K dans les K,,, on trouve un
recouvrement fini de Ky de la forme Ky C |J;z;K. De ceci, on déduit
que f s’écrit comme une somme finie f = ). f; ot Supp (f;) = Hr; K,
les f; étant invariantes a droite par K (et f; est déterminée par sa valeur
en z;). Toute fonction de D(G, H, 0p\¢) s'écrit comme somme finie de
fonctions dans des D(G, H, 0 H\G)f]{ . Par conséquent, il suffit de montrer la
surjectivité de p : D(G)X — D(G, H,0p\¢); . Comme P'espace d’arrivée
est de dimension un, il suffit de montrer que p(D(G)}) est non nul. Or il
est clair que p(f) est non nul dés que f est & valeurs positives ou nulles et
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non identiquement nulle. Ceci termine la démonstration de la surjectivité
de p.

Soit f € D(G)f . Comme f est & support compact, il existe une par-
tie compacte F' de H telle que f est a support dans FgK. Pour chaque
y € F' | ygK est un voisinage de yg dans G, et donc il existe un sous-
groupe ouvert compact K, de G tel que K,yg C ygK . Du recouvrement
F C Uyep Kyy on extrait un sous-recouvrement fini F' C |J; Ky, et
l'ona FgK C |, K,v:i9K C |, yig/K. Comme f est invariante sous l'ac-
tion a droite de K, on voit qu’elle est déterminée par ses valeurs aux
points y;. L’espace D(G)Zf s’identifie donc a 'espace des fonctions a sup-
port fini sur 'espace HgK /K, espace sur lequel H agit transitivement
par translation a gauche. Comme HgK/K C G/K et que ce dernier
est discret (lemme I1.3.2, (7)), il en est de méme de HgK /K. L’espace
D(G)Y est donc engendré par les I(h) - xgx, h € H. Deux formes li-
néaires T;, i = 1,2, sur D(G)[ telles que T;(I(h) - f) = da(h) "' Ti(f)
sont donc proportionnelles. Pour tout g € G, notons 4, la distribution de
Dirac en g. Comme D(G, H, 5H\G)£{ est de dimension 1, son dual aussi,
et il est engendré par d,. Il est facile de voir que les distributions 7} et
T, définies par T1(f) := (g, p(f)) et To(f) := (vg, f) vérifient toute
deux la propriété ci-dessus, et sont donc proportionnelles. On en déduit
que si f € D(G), p(f) = 0 deés que (vg, f) = 0. On a donc montré
que D(G, H,0m¢) ~ D(G)/ kerp et que toute distribution sur G inva-
riante sous 'action a droite de G est nulle sur ker p. La mesure de Haar
a droite vg sur G induit donc une forme linéaire invariante vgpg sur
D(G, H,dm\¢), unique a un facteur multiplicatif prés. Comme on peut
prendre vg positive, il en est de méme de vg\q. O

Remarque. — 1'espace D(G, H, i) est un D(H\G)-module (par mul-
tiplication des fonctions) et donc définit un faisceau sur H\G grace a
I’équivalence de catégories du théoréme I1.2.
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I1.3.10. Convolution. — Soit GG un groupe t.d. et soient T} et T5 deux
distributions dans £'(G). On peut alors définir leur produit de convolu-
tion par la formule :

/G f@)dTsTo)(g) = [ flgh)dT @ To)g. k). (f € D(G)).

GxG

Ceci est bien défini, car T} ® T; est a support compact d’apres la propo-
sition I1.1.3. Si 7" € D'(G) et f € D(G), on définit aussi T * f et f*T
dans D(G) par :

(T f)(g0) == / F(g7 90) dT(g) = (T, 1(g0) - F)

(f % T)(g0) == /G Flgog™) dT(g) = (T.+(g5) - ).

Proposition. — Pour toutes distributions Ty, Ty, T3 dans E'(G) et toute
fonction f dans D(G), on a

(1) Supp(Ty * Tz) C Supp(7h) - Supp(Ts). En particulier Ty * Ty est
support compact.

(13) (Th *x Ty) * T3 = Ty = (Ty * T3).

(11d) (Ty * To) = f =Ty * (Ty x f), (Ty* (f xT3)) = (Th = f) = Ty,
(fxTy)« Ty = fx(Ty % Tp).

Pour tout T € E'(G) et tout f € D(G), on a,

() (T * fug) = (T'* flua, (frvexT) = (f*T)ve.

Pour tout T € E'(G) et tout f € D(G), on a,

(0) (T, f) = (Tx [)(1g) = (f * T)(1c).

Démonstration. Le point (i) découle facilement de la proposition I1.1.3,
et le point (i7) des formules de Fubini. Les définitions de T f et f*T sont
faites pour que (iv) soit vérifié. Il est facile de déduire (4i7) de (i) et (iv),
ou directement des formules de Fubini. Le dernier point est immédiat. [

L’espace £'(G) est stable par produit de convolution et ce produit
est associatif et bilinéaire pour la structure d’espace vectoriel de £'(G).
Notons d, la distribution de Dirac au point g € G. C’est évidemment un
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¢lément de E'(G). 11 est clair en utilisant les formules de Fubini que pour
tout ' € £'(G), on a

61G*T:T*51G:T'

Autrement dit, d;, est I’élément neutre pour le produit de convolution
sur £'(G). Pour résumer, l'espace £'(G) des distributions a support com-
pact sur G muni du produit de convolution est une algébre associative,
d’élément neutre 6q,,.

Le groupe G agit sur l'algébre de convolution £'(G) par [ et r.
Lemme. — Soit T € £(G) et soit g, ¢ € G. On a alors
SgxT =1(g)- T, Tx6,=1(g7")-T, &4%0y =0gy.

Démonstration. Ceci est le résultat de calculs sans difficultés. O

I1.3.11. Quelques formules. — Si I" est un sous-groupe compact de
G, alors la mesure de Haar sur I', normalisée par pr(I') = 1 définit un
élément er de £'(G)

(er, f) = / F()dur(),  (f €C(G)).

Lemme. — Soient I'y et 'y des sous-groupes compacts de G, et soit
g € G. Alors il existe une unique distribution T' sur G a support compact
telle que SuppT C I'1gl's, invariante sous ’action de I'y par | et de T'y
par r et normalisée par [, dT = 1.

Démonstration. On définit une action p de I'y x I'y sur I'1gI's par :

p(1,72) -z =mayy ', (z€Tigls), (1 €Th), (12 € T).

Comme cette action est simplement transitive, on déduit du théoréme
I1.3.9 et du fait que I'y x I's est unimodulaire, qu’il existe une unique
distribution (I'; x I'y)-invariante Ty sur I'1gl'y telle que fF1gF2 dly = 1.
D’aprés le corollaire 11.1.2, ceci définit une distribution sur G' ayant les
propriétés voulues. On vérifie facilement que cette distribution n’est autre
que er, * g * ep,. O
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Proposition. — Soient ', I'y et I's des sous-groupes compacts de G, tels
que I' =T"1 - T'y et soit g un élément de G. On a :

(1) er = er, x er, = er, * er, .

(1) 0g * er * 64—1 = €eyry-1.

En particulier ep x ep = ep et si I'y C I'g, ep, = ep, * ep, = er, * ep, .
Sioel, 59 * er k 5971 = €grg—1-

Démonstration. Ceci découle sans difficulté du lemme du précédent. [

I1.3.12. L’algébre de Hecke. — Nous allons changer quelque peu les
notations introduites au paragraphe I11.3.5.

Lemme. — Fizons une mesure de Haar a gauche ug sur G. Alors la
multiplication par pg induit un isomorphisme

D(G) ~ & (G, ]).

unif

De plus, toute distribution T' dans &,,,,:(G,1) est aussi dans &,,,;:(G,r),
donc dans &,,,;+(G).

On a donc &,,.+(G,l) = &,,,:(G,r) = &,,,;(G) et nous noterons do-

unif
rénavant H(G) cet espace, appelé généralement 1’algébre de Hecke de

G.

Démonstration. Soit T' une distribution dans &;,,,(G,1), et soit K un
sous-groupe ouvert compact tel que T soit invariante sous l’action de
K par [. D’apres le lemme I1.3.11, la restriction de 1" a toute partie
de la forme Kg de G est proportionnelle & la restriction de pug. On en

déduit que T est de la forme T' = f ug pour une fonction invariante sous
I’action de K par [ . Une telle fonction est localement constante. De plus,
clairement, Supp T’ = Supp f et donc comme T est & support compact,
f est dans D(G). Réciproquement, il est clair que si f € D(G), alors
fue € &,,;,(G). On en déduit la derniere assertion. O

Si I" est un sous-groupe compact ouvert de G, alors er est dans H(G).
En revanche, pour tout g € G, J, est dans £'(G) mais pas dans H(G).
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Remarques. — 1. Il est clair que H(G) est stable par produit de convo-
lution. Mais comme 63, n’est pas dans H(G), l'algebre (H(G), %) n’est
pas unitaire.

— 2. La sous-algebre H(G) est en fait un idéal bilatere de (E'(G), *).
En effet,

Txfug=(Tx*flug, frg*xT = (fxT)vg, (T €& (Q)), (fe D).

— 3. LVisomorphisme D(G) ~ H(G) induit par transport de structure
un produit de convolution sur D(G) :

(fing) * (fapa) = (f1 * fo)ue, = (f1, fo € D(G)).

La formule explicite pour ce produit est :

(IL3.12.1) (fy * f2)(g0) = / £1(9) fa(g ™ 00) duclg).  (fi. f2 € D(C)).

Proposition. — L’algébre H(G) est une algébre a idempotents. La fa-
mille (ex) i, ou K décrit ’ensemble des sous-groupes ouverts compacts
de G est un systéme filtrant d’idempotents. Elle est munie de [’anti-
involution T — T induite par g — g~

Démonstration. Nous avons vu que tout sous-groupe compact ouvert K
de G définit un idempotent ey dans H(G). Comme toute distribution
T de 'H est localement invariante par translation a droite et & gauche,

on peut trouver un sous-groupe compact ouvert K de G assez petit tel
que T soit invariante sous l'action de K par translation a gauche et a
droite. On en déduit immédiatement que ex * T x ex = T. Si 'on a une
famille finie de distributions {7;} de H(G), on trouve pour chacune d’elle
un sous-groupe compact ouvert K; de G tel que e, * T} x ex, = T;. 11
suffit alors de prendre K = (), K;, qui est bien un sous-groupe compact
ouvert de G, et 'on a ex x T} x e = T;. 1l est clair que T +— T préserve
le support et l'invariance par translation a gauche et a droite et donc
préserve H(G). O

Remarquons que ex, < ek, pour lordre sur Idem(H(G)) (cf. para-
graphe I1.1.1) si et seulement si Ky C Kj.
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Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Posons
H(G,K) = ex * H(G) * ex.

C’est une sous-algébre unitaire de H(G), d’élément neutre ek

Remarques. — 1. L’espace H(G, K) n’est autre que espace E(G, K)
introduit dans le paragraphe I1.3.5.
— 2. Une base de H(G, K) est donnée par les distributions

(g K = €K * 0g * €,

ot g décrit un systéme de représentants des doubles classes K\G/K.

Démonstration. Soit T' = ex T * e un élément de H(G, K), et soit
ke K.Ona:

k) T=1Uk) (ex*xTxeg)=0pxex*xTxex =ex*xT xex

d’apreés le lemme I1.3.10 et la proposition I1.3.11. Donc l'action de [ de
K sur H(G, K) est triviale. De méme pour l'action r. Ceci montre que
H(G,K) C £(G, K). Réciproquement, si T' € £(G, K), on utilise Fubini
pour montrer qu'alors ex * T =T et T xex =T, et donc T € H(G, K).

Il est clair que ay x = ay  pour tout ¢’ dans la double classe KgK.
L’isomorphisme H(G) = D(G) donné par le choix d’une mesure de Haar
induit un isomorphisme H(G, K) = D(G, K), et d’aprés le lemme 11.3.5,
toute fonction de D(G, K) est combinaison linéaire des xk k. 11 est facile
de voir que Xxggix correspond & un multiple scalaire prés a ag x sous
I'isomorphisme H(G, K) = D(G, K), et que les {xxgyx} ol ¢g décrit un
systéme de représentants des doubles classes K\G/K est une base de
D(G, K). La remarque 2 en découle. O

I1.3.13. Complété de H(G) et du centre de M(H(G)). — Dans
ce paragraphe, nous allons décrire de maniére explicite en termes de
distributions sur G' le complété H(G) de 'algébre & idempotents H(G),
au sens de la section [.1.3. Ceci nous permettra aussi de décrire le centre

de la catégorie M(H(G)) en termes de distributions invariantes sur G.
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Définition. — Pour toute distribution 7" € D'(G), pour tout élément h
de H(G), et pour toute fonction f dans D(G), posons

(Toh, f):=(T,fxh),

(heT,f) = (T,h+f).
Il est clair que T @ h et h @ T' définissent des éléments de D'(G).

Remarque. — Avec les notations de la définition, si 1" est a support
compact, T'xh est défini, & support compact, et en utilisant la proposition

11.3.10, (v),

(Txh, f) = (T *h)* f)(1e) = (T * (h* f))(1c)

= (T (f*h))(La) = (T, f * h)
= (T e h, f).

Ce qui montre que T'eh = T'xh dans ce cas. De méme, on a heT = hxT.
Ceci nous permet d’abandonner la notation 7" e h et de la remplacer par
T xh, ceci méme lorsque 1" n’est pas & support compact. Il faudra prendre
garde toutefois dans ce cas a ce que T * h ne désigne pas la convolution
de deux distributions, et revenir & la définition pour effectuer des calculs.
Comme exercice d’application, nous laissons au lecteur le soin de vérifier
que
(T+h)y=hxT, (TeD(G), (heHG).

Le calcul ci-dessus montre aussi que pour ' € D'(G) et h € H(G), une
définition équivalente de T % h est :

(I11.3.13.1) (T h, f) = (T (h*f)(1a).

Définition. — On dit qu’'une distribution 7" de D'(G) est essentielle-
ment compacte a droite (resp. & gauche), si pour tout h € H(G), T x h
(resp. h* T') est une distribution a support compact. On note D'(G),.c...
(resp. D'(G)e.c.) Vespace des distributions essentiellement compactes a
droite (resp. & gauche) sur G. On dit que qu'une distribution 7" de D'(G)
est essentiellement compacte si elle est essentiellement compacte a droite
et a gauche. On note

D/(G)e.c. = D/(G>r.e.c. N D/(G)l.e.c.-
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L’espace D'(G).... contient &'(G).

I est clair que si T' est essentiellement compacte a droite (resp. a
gauche), alors T'* h (resp. h*T") est dans H(G) pour tout h € H(G). En
effet, par définition, T'x h (resp. h*T') est & support compact. De plus, il
existe un idempotent ex de H(G) tel que h* ex = h (resp. ex * h = h),
donc Txh € &'(G,K,r) C H(G) (resp. hxT € &'(G, K,l) C H(G)).

Lemme. — L’espace D'(G)ye.. est muni dune structure de C-algébre
qui étend celle de E'(G). 1l en est de méme de D'(G)jc.c. €t D'(G)e.c..

Démonstration. 11 s’agit de définir le produit 7T} x 75 de deux distributions

Ty, Ty dans D'(G);.e..., puis de vérifier que ce produit est un produit de
C-algebre. Posons, pour toute f dans D(G)

(Ty Ty, f) := (Ty x (Ty x ec), f)

ol ek est un idempotent de H(G) tel que fxex = f. Ceci est bien défini
car ex € H(G), donc (1% * ex) € H(G) puisque T est essentiellement
compacte, et T} *x (T * exr) € H(G), puisque T} est essentiellement com-
pacte. On vérifie par les techniques usuelles que cette définition ne dépend
pas du choix de 'idempotent ex de H(G). Dans le cas ou Ty = h € H(G),
les définitions des produits

TixTy et Tyxh

coincident, comme on le vérifie facilement en utilisant (I1.3.13.1). L’asso-
ciativité de ce produit découle de I’associativité du produit de convolution
et sa bilinéarité est évidente. On déduit immédiatement de ces proprié-
tés que T * Ty est encore essentiellement compacte a droite. L’algebre
D'(G)y.c.c. admet 97, comme élément neutre. On raisonne de méme pour
D'(G)je.c. en échangeant gauche et droite. Pour D'(G)..., on dispose de
deux définitions du produit (une version a droite, et 'autre a gauche).
Montrons qu’elles coincident. Soient 77,75 € D'(G)e.. et f € D(G).
Choisissons I'idempotent ex de sorte que

€K*f2f*6K:f.
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On a alors

= ((Th = (Ta x ex)) * )(1c)
= (Ty* (Ty * (ex * f)))(1e)
= (T1* (Ta = (f xex)))(1c)
= (T1 = (Ty + f)) (1)

De méme pour la version & gauche, on montre que

(Ty * (Ty x ex), f)

(e Th) Ty, f) = ((f * Th) % T2)(1c)
Il s’agit donc de montrer que
(T1* (Tz + f))(1e) = ((f * Th) * o) (L)
On sait que si hy, hy € H(G), alors
(ha % (ha * ))(16) = ((f * h) * ho)(Lc)-
Pour pouvoir utiliser ceci, on choisit un idempotent ex de tel sorte que

e{(*f:f*eK:Vf, eK*(Tg*f) = (T2*f)*eK:T2*fet eK*(f*Tl) =
(f*xTy) xex = f*T7. On a alors :

(Ty* (T3 * ))(1a) = (Ty * (ex * (T3 [)))(16)

((T1 * exc) * (ex * (To * )))(16)

((Ty* exc) * (ex * (To * (ex * ) (1)
(T1 * ex) * (ex * To)) * (ex * f)(16)
= (ex * ) * ((T1  exc) * (ex * T2)) (1)
fx(Ty * ex) * (e x T3))(1g)

= (f*T)) xeg)) * (ex *T2)(1¢)

= ((

1q
1q

f+T1)*Ty)(1g).

Nous avons donc les inclusions suivantes :

H(G) C E'(G) CD'(G)ee. C D(G)rce.

Théoréme. — La C-algébre D'(G),.c.c. s’identifie au complété H(G) de
Ualgebre a idempotents H(G).
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Démonstration. Rappelons qu’un élément a de H(G) est une application
a: Idem(H(G)) — H(G),

telle que a(e) € H(G) * e pour tout e € Idem(H(G)), et a(f) xe = a(e)
pour tout couple d’idempotents (e, f) tel que e < f. A un tel élément a

de H(G), associons la distribution A sur G définie par

(4, f) = (ale), f)
pour toute f € D(G) et tout idempotent e de H(G) tel que fxe = f.
On vérifie que ceci ne dépend pas du choix de 'idempotent e. Montrons

que A est essentiellement compacte a droite. Pour tout h € H(G), pour
toute f € D(G),

(Axh, f) = (A f*h)

= (a(e ) fxh) otnhxe=h

= (a(e) + h, f).
Ceci montre que A h = a(e) * h oil e est tel que h* e = h (ce que 'on
peut réécrire e x h = h). En particulier, A x h est dans H(G) et donc A
est essentiellement compacte & droite.

Réciproquement, définissons une application
D'(G)ree. — H(G), T—T, T(e)=Txe.

Il est facile de vérifier que cette application est l'inverse de ’application
a +— A définie précédemment, et que ce sont bien des morphismes de
C-algebres. Le théoréme en découle. O

Corollaire. — Le centre de la catégorie M(H(G)) s’identifie au sous-
espace de D'(Q)e.c. des distributions invariantes par conjugaison.

Démonstration. D’aprés les résultats de la section 1.1.7, le centre de
M(H(G)) s’identifie au centre de D'(G),c... Cest aussi le commutant
de H(G) dans D'(G),.c... Une distribution T est donc dans le centre si
Txh=hxT, pour tout h € H(G). Remarquons qu’alors 7' € D'(G).....
Autrement dit, le centre de D'(G),..... est aussi le centre de D'(G)e...

Soit T dans le centre de D'(G)..... On a alors
(I1.3.13.2) (T, fxh)={(T,hxf), (feDQ)).
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D’autre part une distribution 7' invariante par conjugaison est une
distribution vérifiant r(g)-l(g) - T = T pour tout g € G, ce que I'on peut
réécrire

Ug) T.f)=(r(g™")-T.f), (feD(G)), (9€G),

c’est-a-dire ,

<Tal(g_l'f> = <T,’l“(g)-f>, (fED(G))’ (gEG),

ou encore,
(15,5 ) = (T.f+6,), (f€D@), (9€0),
soit
(11.3.13.3) (Tex x g% e x f)y = (T, f x e % 0y * ex),
(f € D(GQ)), (g € G), on ek est un idempotent de H(G) tel que
ex* frex =f, ex*x(0gxf)=0;%f, (fx0g)*ex=7fx0,.

Il est alors clair que (I1.3.13.2) implique (I1.3.13.3) en prenant h =
ek *0gxef . Pour la réciproque, on utilise le fait que h est dans H(G, K) =
ex *H(G)*ex pour un sous-groupe ouvert compact K de G assez petit, et
que donc h peut s’écrire comme une combinaison linéaire de distributions
de la forme eg * §, * ex. Il suffit donc de montrer (II.3.13.2) pour des
distributions de cette forme, et cela découle alors de (I11.3.13.3). O

I1.4. Notes pour le Chapitre II

La plupart des résultats de ce chapitre sont dans [3|. Le passage sur
les faisceaux sur les espaces topologiques t.d. est est grande partie inspiré
du traitement qui en est fait dans [14]. La description du centre et du
complété de H(G) en termes de distributions est dans [22], mais les notes
d’un exposé de A. Moy et des remarques de M. Tadic m’ont été trés utiles.



CHAPITRE III

REPRESENTATIONS DES GROUPES
TOTALEMENT DISCONTINUS

Ayant défini dans le chapitre précédent les groupes topologiques to-
talement discontinus, nous nous attaquons maintenant a la théorie des
représentations de ces groupes. Nous ne considérons que des représenta-
tions dans des espaces vectoriels complexes, pour lesquelles il s’avére que
la (une ?) bonne catégorie a considérer est celle des représentations lisses,
c’est-a-dire celles qui sont continues lorsque ’espace de représentation est
muni de la topologie discréte. Cette catégorie est alors équivalente a celle
des modules non dégénérés sur l'algebre de Hecke du groupe définie au
chapitre II. Ceci nous permet d’utiliser les constructions et les résultats
du chapitre I. On en déduit par exemple directement les propriétés du
foncteur associant a une représentation l'espace de ses vecteurs fixés par
un sous-groupe ouvert compact, ou celles du foncteur de dualité (repré-
sentation contragrédiente). Le coeur du chapitre est consacré aux fonc-
teurs d’induction et d’oubli entre catégories de représentations de deux
groupes t.d. définis par un morphisme entre ces deux groupes. La en-
core, on particularise les résultats du chapitre I. Le cas le plus important
est celui ot le morphisme est une inclusion d’un sous-groupe fermé. On
retrouve dans ce cas la notion usuelle de représentation induite, la “réci-
procité de Frobenius” étant le fait que I'induction est I'adjoint & droite
du foncteur d’oubli. On identifie aussi dans ce cadre induction compacte
et foncteur P du chapitre I, & un caractére modulaire prés, I'induction
compacte étant donc l'adjoint & gauche du pseudo foncteur d’oubli. Ceci
est particulierement utile lorsque le pseudo foncteur d’oubli est naturelle-
ment isomorphe au foncteur d’oubli, par exemple lorsque le sous-groupe
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est ouvert. Un autre type important de foncteur entre catégories de re-
présentations est donné par la construction d’espace de “coinvariants”.
Dans un cas particulier qui servira au chapitre VI pour la construction
de l'induction parabolique des groupes réductifs, le foncteur de Jacquet
est un foncteur de type P, donc adjoint & gauche du pseudo foncteur
d’oubli (qui est isomorphe au foncteur d’oubli dans ce cas).

Un autre outil fondamental de la théorie des représentations est le
lemme de Schur. La version dont nous avons besoin ici est démontrée en
annexe. Les représentations irréductibles admettent un caractére central.
Plus généralement, le centre de la catégorie des représentations lisses
agit sur les représentations irréductibles par des scalaires. Nous montrons
aussi qu'il y a suffisamment de représentations lisses irréductibles dans le
sens ot les réprésentations irréductibles “séparent les points” de 1'algebre
de Hecke du groupe.

Pour résumer, notre objet d’étude dans ce chapitre n’est pas tant la
catégorie des représentations lisses d’un groupe totalement discontinu que
les foncteurs que 1'on peut définir entre de telles catégories. Ces foncteurs
sont des cas particuliers des foncteurs d’induction et d’oubli du chapitre
I, via les équivalences de catégories avec les modules non dégénérés sur
les algebres de Hecke.

II1.1. Représentations lisses

IT1.1.1. Généralités. — Soit G un groupe. Une représentation (7, V')
de G est la donnée d'un espace vectoriel complexe V' et d’'un morphisme
de groupe 7 de G dans GL(V'). Ceci définit une action linéaire de G sur
V. Une représentation (m, V') est dite unitaire si V' est muni d’un produit
hermitien (antilinéaire par rapport a la premiére variable) (., .)y vérifiant

<7T(g) ’ U>w>V = <'U77T(g_1) ' w>Va (g € G)> ('va € V)

Si W est un sous-espace de V stable par 'action de G donnée par
7, nous noterons 7y le morphisme de G dans GL(W) induit par .
La représentation (my, W) (souvent simplement notée (m,W)) est une
sous-représentation de (7, V). De méme, 7 induit un morphisme 7y, de
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G dans GL(V/W). La représentation (myw, V/W) (souvent simplement
notée (m, V/W)) est une représentation quotient de (m, V). Plus généra-
lement, si W; C W5 sont deux sous-espaces stables de V' sous I'action de
G, le morphisme my, w, de G dans Wy/W; induit par 7 définit une re-
présentation (myw, w,, Wa/W1) (ou simplement (7, Wy/W;)) que l'on dit
étre un sous-quotient de (m, V).

Une représentation (m, V) de G avec V' de dimension 1 s’appelle un
caractére. On peut dans ce cas identifier V' avec C, et I'on note alors
parfois C; ce caractére. S’il est a valeur dans les nombres complexes de
module 1, on dit qu’il est unitaire.

Définition. — Soit G un groupe t.d. Une représentation (m,V) de G
dans un espace vectoriel complexe V' est dite lisse, si pour tout v dans
V, il existe un sous-groupe ouvert de G qui fixe v.

Remarque. — Munissons V' de la topologie discréte. Sil’on suppose que
pour tout v dans V', ’application :

¢y 1 G=V, g—m(g)-v

est continue, alors I'image réciproque de l'ouvert {v} de V' est un ouvert,
ce qui montre que 7 est lisse. Réciproquement, si (7, V') est lisse, 'image
réciproque de tout ouvert de V', qui est la réunion (composée d’ouverts)
de ses points, est une réunion d’ouverts, donc un ouvert.

Si (7, V) est une représentation quelconque de G, notons V) 'ensemble
des vecteurs de V fixés par un sous-groupe ouvert de G. Il est clair que
Vb est un sous-espace de V stable sous l'action de G. La représentation
(7, Vo) est alors trivialement lisse. On l'appelle la partie lisse de (7, V).

IT11.1.2. Exemples. — Le groupe G agit sur C*°(G) par les représen-
tations régulieres gauche et droite : (Vf € C*(G), (Vg € G), (Vx € G),

Wg) - f(z)=flg7'x), r(g9)- f(x)= f(zg).
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Proposition. — Les représentations | et r préservent les sous-espaces
it (G) et D(G). Les sous-représentations (I,Cps,i¢(G)), (1,Conif(G)),

(I,D(G)), et (r,D(G)) sont lisses.

Démonstration. Soit f € C2..(G) et soit K tel que f € C*(G, K). On a

unif

alors, pour tous k, k' € K, x,g € G
(lg) - f)(gkg~ ak') = f(kg~"ak') = f(g™'x) = (l(g) - f)(x).
Donc I(g)- f est dans C*(G, KNgKg™') € C*,.(G). La démonstration

unif

est similaire pour (r,C2,((Q)), (I, D(G)), (r,D(G)). Si f € C®(G, K),

» Yunif

[(K) et r(K) fixent f, par définition, donc (I,Co,+(G)), (r,C,:(G))

» Yunif y Yunif

sont lisses. Il en est de méme de (I, D(G)) et (r, D(G)) qui sont des sous-
représentations. U

IT1.1.3. La catégorie M(G). — Soient (7, V) et (7, W) deux repré-
sentations lisses du groupe G. Un opérateur d’entrelacement f entre
(m, V) et (1,W) est un élément de Home(V, W) vérifiant

f(w(g)-v)=7(g)- f(v), (veV) (geq).
Notons Homg((m, V'), (7, W)) (ou pour abréger simplement Homg (V, W),
ou encore Homg (7, 7)) lespace des opérateurs d’entrelacements entre
(m, V) et (1,WW).

Notons M(G) la catégorie des représentations lisses de G, les mor-
phismes étant les opérateurs d’entrelacements. C’est une catégorie abé-
lienne. Nous ne le démontrons pas maintenant, bien qu’une vérification
directe soit élémentaire, car ceci résulte de I'équivalence de catégories de
la section III.1.4. Notons Irr(G) I'ensemble des classes d’isomorphie de
représentations lisses irréductibles de G.

Etant donnée une représentation lisse (m, V') de G, et un élément T de
E'(GQ), on définit sur V' T'opérateur 7(7) de la fagon suivante. Soit :

¢ :G—=V, g—m(g)-v.

C’est une fonction localement constante a valeurs dans V', un élément de
C*(G®V) (II.1.2.3). La dualité entre C>*(G,V) et £'(G) (voir 11.1.2)

(,) 1 C®GaV)xE(G) =V
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permet de définir

7(T) -0 = (T,0. = [ 7o) vdT(o)
On vérifie aisément que :
m(Ty *xTy) = w(Th) ow(Ty), w(d,) =m(g), (T1,T» € E(Q)), (g€ q).

Ceci définit une structure de £'(G)-module (et donc, par restriction,

de H(G)-module) sur V.

Ezxemple. — Considérons la représentation lisse (I, D(G)). Alors pour
tout T' € &'(G), pour tout f € D(G),

WT)-f=Txf.
II1.1.4. Une équivalence de catégories. — Toute représentation

lisse (7, V) de G induit sur V' une structure de H(G)-module.

Théoréme. — Si (m,V) est une représentation lisse de G, le H(G)-
module V' est non dégénéré.

Réciproqguement, tout H(G)-module V' non dégénéré V définit une re-
présentation lisse de G.

Ces deux opérations sont inverses l'une de ['autre et induisent une

équivalence de catégories entre M(G) et M(H(QG)).

Démonstration. Soit v € V', et soit K un sous-groupe ouvert compact
de G qui fixe v. Alors 7(ek) - v = v et donc v est fixé par un idem-
potent de H(G). Ceci montre que le H(G)-module V' est non dégénéré.
De plus, tout morphisme dans M(G) est de maniére évidente un mor-
phisme dans M(H(G)). Réciproquement, si V' est un H(G)-module non
dégénéré, pour tout v € Vil existe un sous-groupe ouvert compact K de
Gtelqueeg-v=v.51T € £(G), on définit T-v := (T *ek)-v. Ceci ne
dépend pas du choix de K, car cette construction est un cas particulier
de la construction du lemme 1.1.7 : en effet toute distribution 7" € £'(G)
définit un opérateur h — T x h dans H(G) qui commute avec la convo-
lution & droite dans H(G). Le lemme 1.1.7 nous permet alors de définir
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fonctoriellement 7(7") : V' — V. On peut alors poser m(g) - v := 7(d,) - v,
v € V. 1l est également clair que tout morphisme dans M(H(G)) induit
un morphisme dans M(G). Les deux foncteurs ainsi définis établissent
une équivalence de catégories. O

Remarque. — En vertu de cette équivalence de catégories, nous note-
rons l'action d'un élément 7" de H(G) sur un vecteur v d’une représenta-
tion lisse (7, V') de G, soit w(T') - v, soit simplement 7" - v. Cette derniére
notation sera privilégiée lorsque la représentation sous-jacente 7 est clai-
rement identifiée par le contexte.

Dans 'appendice A.VI.3, nous rappelons la notion d’objets de longueur
finie et de suite de composition (aussi appelée de Jordan-Holder) dans
certaines catégories abéliennes. On peut appliquer ceci aux modules dans
M(H(G)) (via Iéquivalence de catégories M(H(G)) ~ M(H(G)) ) et
grace a I’équivalence de catégorie entre M(H(G)) et M(G), on transpose
la terminologie de A.VI.3 aux représentations lisses de G.

Ainsi, toute représentation lisse de G admet toujours un sous-quotient
irréductible, si elle est de type fini, elle admet un quotient irréductible,
et enfin si elle est de longueur finie, elle admet une sous-représentation
irréductible.

II1.1.5. Points fixes de K. — Soit K un sous-groupe ouvert compact
de G, et soit ex I'idempotent de H(G) donné par la mesure de Haar nor-
malisée sur K. Toute représentation lisse (7, V') de G est un H(G)-module
non dégénéré, d’apres 1’équivalence de catégories établie au paragraphe
précédent. Nous avons défini dans la section 1.3.1 un foncteur j.,, que
nous noterons plus simplement jx, de M(H(G)) dans M(ex+H(G)*ek).
Rappelons que ex * H(G) *x ex = H(G, K). Donnons quelques propriétés
de ce foncteur.

Proposition. — (i) Le module jx (V) = ex -V est le sous-espace VE de
V' des vecteurs fixes sous action de K dans V.

(1) le noyau de m(ex) dans V' est le sous-espace V(K) de V' engendré
par les vecteurs de la forme w(eg) v —v, v € V.
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(iii)) On a V =VE o V(K).

(v) Le foncteur jk est exact.

Démonstration. Le point (i) est immédiat. Il est clair que

ex - (ex-v—v)=0, (veV),
donc V(K) C ker ex. D’autre part, 7(ex) étant un projecteur,
V =kerex ® Imeg.

Comme v =ex-v—(exg-v—0v),onaV =ex-V+V(K). On en déduit
que V(K) = ker(eg) et 'on obtient (ii) et (ii7). L’exactitude de jx a
été démontrée dans la section 1.3.1.

Nous redonnons, dans le cadre plus spécifique de cette section, les
résultats de la proposition 1.3.2.

Théoréeme. — (i) La représentation (m,V') est irréductible si et seule-
ment si pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le H(G, K)-module
VE est simple ou nul.

(13) Soient (m;,V;), i = 1,2, deux représentations lisses irréductibles
de G, et soit K un sous-groupe ouvert compact de G tel que VX # 0.
Alors 7y et my sont équivalentes si et seulement si VX et VX sont des
H(G, K)-modules isomorphes.

(7i1) Pour chaque module simple W de H(G, K), il existe une repré-
sentation irréductible = de G telle que VE =W

IT1.1.6. Représentation contragrédiente. — Soit (7, V') une repré-

sentation lisse de G. L’espace dual V* est muni de la représentation 7*
de G définie par :

T(9) - M) = Ax(g7") v), (AEVT), (veV).

Cette représentation n'est pas nécessairement lisse. Soit V' la partie lisse
de V*. Il est clair que V est stable sous D’action de G. Nous noterons
(7, f/) la restriction de 7* & V' : c’est une représentation lisse de G, que
I'on appelle représentation contragrédiente de (m, V).
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Dans la section 1.4.1, nous avons construit un foncteur de dualité de
M(H(G)) dans M(H(G))4. Comme Palgebre H(G) est munie de I'anti-

involution 7" +— T induite par g — ¢!, on peut identifier modules a

droite et a gauche, et donc voir le foncteur de dualité comme un en-
dofoncteur de M(H(G)). 1l est clair que par I’équivalence de catégories
du théoreme II1.1.4, la représentation contragrédiente (7,V) de (m,V)
correspond au H(G)-module non dégénéré V défini dans la section 1.4.1.

Lemme. — Soit T € £'(G). Pour tout A € V*, pour toutv € V, on a :
(7(T) - A)(v) = M (T) - v).

En particulier,
((ex) - M)(v) = Alm(ex) - v)

pour tout sous-groupe compact K. Si \ est de plus K-invariant, on a
alors :

Av) = ANr(eg) - v).
Done (V*)K ~ (VE)*, et si K est ouvert, VE = (V)X ~ (VE)*,

Démonstration. Rappelons que 'homéomorphisme g — ¢~! de G induit
I’endomorphisme T+ 7' de £(G). On a :

(FT)- o) = [ (o) N dT6) = [ Nrla™)-0) dT(a)

G
=LMN@wWﬂm
= \Nn(T) -v).

Comme K est un groupe unimodulaire, on a éx = ex, d’ott la deuxiéme
assertion du lemme. Le reste est une reformulation du lemme 1.4.1. O

Reformulons aussi le corollaire 1.4.1

Corollaire. — On a une injection canonique V — V.



I11.1. REPRESENTATIONS LISSES 93

II1.1.7. Représentations admissibles. — La condition d’admissibi-
lité d’une représentation est un critére technique de finitude permettant
d’obtenir de nombreux résultats importants. Nous montrerons plus loin
que dans le cas d'un groupe réductif p-adique, toutes les représentations
lisses irréductibles sont admissibles.

Définition. — Une représentation lisse (m, V') du groupe t.d. G est dite
admissible, si pour tout sous-groupe ouvert N de G, le sous-espace des
vecteurs fixes V¥ est de dimension finie.

Traduisons ceci : comme les sous-groupes ouverts compacts forment
une base de voisinages de l'identité dans G, la représentation (7, V') est
admissible si et seulement si VX est de dimension finie pour tout sous-
groupe ouvert compact K de G. En terme de H(G)-module, ceci signifie
que ek -V est de dimension finie pour tout K comme ci-dessus. Or pour
tout idempotent e de H(G), il existe un tel K tel que e < ex. On a
donce-V =ege-V Cex -V, et 'on voit que la représentation (m, V)
est admissible si et seulement si le H(G)-module non dégénéré V' est
admissible au sens de [.5.1

Proposition. — Une représentation lisse (m,V) de G est admissible si

et seulement st V ~ V.

Démonstration. C’est la traduction de la proposition 1.5.1. Le corollaire

[.5.1 peut lui aussi s’énoncer en termes de représentations plutot que de
H(G) modules.

I11.1.8. Lemme de Schur

Proposition. — Soit G un groupe t.d. séparable, et soit (mw,V) une re-
présentation lisse et irréductible de G. Alors 'espace Homg(V, V) est
lensemble des opérateurs scalaires. Si (1, W) est une autre représentation
lisse et irréductible de G non équivalente a (w, V'), alors Homg(V, W) =0

Démonstration. Montrons tout d’abord que V' est de dimension au plus

dénombrable : fixons v € V non nul et soit K un sous-groupe ouvert
compact de G fixant v. Alors par irréductibilité, V' est engendré par les
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vecteurs 7(g) - v, ot g décrit un systéme de représentants de G/ K. Or,
un tel systéme de représentants est dénombrable (lemme 11.3.2).

La proposition découle alors du théoréme B.II et de I’équivalence de
catégories I11.1.4 :

HomG(V, V) ~ El’ldH(G)(V)

Le second point est évident, puisqu'un opérateur d’entrelacement non
nul entre V' et W est nécessairement un isomorphisme, ce qui est exclu
par hypothese. O

Remarque. — Si dans la proposition, on suppose (7, V') admissible, on
peut se passer de 'hypothése G séparable. En effet, V' est de dimension
dénombrable, puisque V = [J, V¥, ou K décrit une famille (dénom-
brable) de sous-groupes ouverts compacts de G formant une base de
voisinages de 1'unité, et chaque V¥ est de dimension finie.

II1.1.9. Une application du lemme de Schur. — Le résultat qui
suit est une application du lemme de Schur qui nous servira par la suite.

Proposition. — Soit (7,V') une représentation admissible irréductible
de G. Si B: V xV — C est une forme bilinéaire G-invariante, alors il
eziste une constante cg dans C telle que

B(v,\) = cg A(v).

En particulier, st B est non nulle, elle est non dégénérée.

Démonstration. Comme (7, V') est admissible et irréductible, rappelons

quil en est de méme de (7,V) et que V ~ V. Si B est dégénérée, il
existe A € V tel que B(v,\) = 0 pour tout v € V. Donc le noyau de
I’application

a: V=V, A= (v— B,\)

est non trivial et G-stable. Comme V est irréductible, on a kerav = V et

donc B = 0.
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Si B est non nulle, il existe deux isomorphismes entre V et V : le
premier est 'isomorphisme canonique

B1:v— (A= A(v)),

et le second est donné par (s : v +— (A +— B(v,\)). D’aprés le lemme de
Schur 3 et 35 sont proportionnels. O

II1.1.10. Caractére central. — Supposons que G soit séparable et
soit Z un sous-groupe contenu dans le centre Z(G). Soit (w, V') une re-
présentation lisse irréductible de G. D’aprés le lemme de Schur, pour tout
¢lément z € Z, m(z) agit comme un scalaire dans V. Notons :

7(2) = xx(2) Idy, (2 € 2).
Il est clair que x, est un caractére de Z. Lorsque Z = Z(G), on 'appelle
caractére central de la représentation (m, V).

Si (7, V') une représentation lisse de G, et s’il existe un caractére y de
Z(G) tel que :
7T(Z) = X(Z) IdVv (Z € Z)v

on dit que (m, V') admet le caractére central .

Lemme. — Si (w1, V1) et (w2, Vo) sont deux représentations lisses de G,
admettant respectivement les caractéres centraux x1 et xo, que l'on sup-
pose distincts, alors il n’existe pas d’opérateurs d’entrelacement non tri-
viaux entre Vi et Vs.

Démonstration. Soient z € Z tel que x1(z) # x2(z) et A € Homg(Vi, Va).
Alors pour tout v € V,

x1(2)A(v) = A(xa(2)v) = A(mi(2) - v) = my(2) - A(v) = xa(2)A(v),
et donc A(v) = 0. O

Proposition. — Soit (m, V') une représentation de longueur finie ou ad-
missible de G. Alors, pour tout caractére x de Z, posons

Vi={veV|ImeN Vze Z (n(z) — x(2)Id)™ - v = 0},
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et appelons cet espace le sous-espace caractéristique de V' pour le caractere
x- Alors V. =@, V. Si (m,V) est de longueur finie, seul un nombre fini
de facteurs sont non nuls.

On note Exp(Z, V') I'ensemble des caractéres x de Z tels que V, # {0}.

Démonstration. Si (7, V') est de longueur finie, on raisonne par récurrence

sur la longueur, le cas ou (7, V') est irréductible étant traité par le lemme
de Schur. Si V' n’est pas irréductible, on considére une sous-représentation
irréductible Vg, et I'on utilise I'hypothése de récurrence pour décomposer
vV =V/V, = @x V. Soit yo le caractére par lequel Z agit dans la
représentation irréductible Vg, Soit v € V,, et v € V un relévement de
V. On a alors, pour un certain m € N,

(m(2) = x(2)Id)™ v €Vy, (2 € Z),
et donc

(m(2) = xo(2)1d)(7(2) = x(2)Id)™ - v =0, (z € 2).

On conclut par des arguments classiques que

V=@V, ot xe€Exp(ZV)U{xo}
X

Dans le cas ou (7, V) est admissible, pour tout sous-groupe ouvert com-
pact K de G, on décompose VX, qui est de dimension finie, en sous-
espaces caractéristiques VXK pour l'action des éléments de Z (comme les
actions de Z et K commutent, V5 est stable sous 'action de 7). Les dé-
compositions obtenues sont compatibles avec les inclusions V&t c V&2
lorsque Ky C K, et I'on pose alors

v, =V
K

O

Remarque. — On a défini en 1.1.7 le centre de la catégorie M(H(G))
comme étant l'algébre des endomorphismes du foncteur identité. Notons
le 3(G). L est clair qu'un élément de Z = Z(G) définit, par son action sur
les modules de M(G) ~ M(H(G)), un tel endomorphisme, et donc un
¢lément de 3(G). Or, pour tout élément de z € 3(G), le lemme de Schur
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affirme que 'action de z sur un module simple V' est un opérateur scalaire.
De méme que ci-dessus, ceci définit donc pour tout module simple V' un
caractére de 3(G), que l'on appelle encore caractére central du module
V' et qui étend le caractére de Z(G) décrit ci-dessus.

II1.1.11. Complétude des représentations irréductibles

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que si G est un groupe t.d.
séparable, alors G admet assez de représentations lisses irréductibles, au
sens suivant.

Théoreme. — SoitT € H(G), T # 0. Alors il existe une représentation
lisse irréductible m de G telle que (1) # 0.

Démonstration. Pour un sous-groupe compact ouvert K assez petit, on a
T =ex *xT xex # 0, donc on peut supposer que 7' € H(G, K). Ecrivons
T = fug, f € D(G,K), et posons f*(g) = f(g7'), g € G. On vérifie
directement en utilisant (I1.3.12.1) que :

)= [ 1(6) duco),

et donc, comme f # 0, on trouve (f* x f)(e) # 0. Posons h = f* x f.
On a h* = h et h # 0, d’ou par le méme raisonnement h?> = h* x h #
0, h* = (h*)? % h? # 0, etc. Posons S = hug. On a alors S x S =
(h**h)ug # 0, S*S*S*S = (h*)** h®ug # 0, etc. Ainsi S n’est
pas un élément nilpotent. D’autre part, 'algébre H(G) est de dimension

dénombrable, puisque H(G) = |Jx H(G, K), 'union portant sur une base
dénombrable de sous-groupes ouverts compacts de G, et chaque H(G, K)
est de dimension dénombrable car G/ K, et donc a fortiori, K\G/K est
discret et de cardinal dénombrable (lemme 11.3.2). On peut conclure en
utilisant le lemme B.III, qu’il existe une représentation lisse irréductible
7 telle que 7(S) # 0, d’ou 7(T') # 0. O

Remarque. — L’algébre ‘H(G) vérifie donc la propriété (Sep) de 1.1.8.
Ainsi, outre la description de 3(G) obtenue en I1.3.13, on peut chercher
a la déterminer en caractérisant son image dans (I.1.8.1)
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II1.1.12. Caractéres des représentations admissibles

Soit (7, V') une représentation admissible de G, soit T € H(G) et soit K
un sous-groupe compact ouvert de G tel que T' = e *T'xex. L'opérateur
7(T) a alors son image dans ex -V = V&, qui est de dimension finie. On
peut donc définir la trace de 7(7"), que l'on note Tr 7 (7"). On peut voir
Tr 7 comme une forme linéaire sur H(G). Si 'on fixe une mesure de Haar
a gauche ug, pour tout f € D(G), on pose Trr(f) = Trn(fue) . On
définit ainsi une distribution sur G, que 'on appelle le caractére de .

Lemme. — Soit gy € G et Int(go) l'automorphisme intérieur de G donné
par la conjugaison par go. On a alors, pour toute représentation admis-

sible (m,V') de G :
Int(go) - (Tr7) = da(go) Trm.

En particulier si G est unimodulaire, Tr m est une distribution invariante
par conjugaison.

Démonstration. On a pour tout 7' € H(G) :

(Int(go) - Trm)(T) = Tr(Int(g; ' )(T)) = Trm(0g-1 # T dg, )
= Tr (n(go )m(T)7(g0))
= Trn(T)
Donc si f € D(G), on a :

(Int(go) - Trm)(f) = Trw(Int(gy *)(f)) = Tra(Int(gy ") - (f) k)
= da(g0) Trm(Int(gy ') - (fua))
= 0c:(90) Trm(frc) = dc(go) Trm(f).

Ezxemple. — Soit (m, V') une représentation admissible de G. Le carac-
tére de la représentation contragrédiente (7,V") est donné par

0:(f) = ©x(f), (f € D(G)).
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II1.1.13. Indépendance linéaire des caractéres

Soit G un groupe t.d. et (m, Vi), ..., (m,, Vi) des représentations ir-
réductibles admissibles de G, non équivalentes deux a deux. On a alors :
Proposition. — Les caractéres Trmy, ... Trm, sont linéairement indé-
pendants.

Démonstration. Comme les 7; sont lisses, on peut trouver un sous-groupe

ouvert compact K tel que pour tout i, V;¥ # ). D’aprés la proposition
[1.1.5, les H(G, K)-modules V;X sont simples, non isomorphes et de di-
mension finie. L’indépendance linéaire découle alors de [10], Ch. VIII,
§13, Prop. 2.

Corollaire. — Deux représentations irréductibles admissibles m et o
de G sont équivalentes si et seulement si leurs caractéres sont égauz.

II1.1.14. Produits tensoriels de représentations. — Pour tout
1t =1,2,...,r, supposons que G; soit un groupe t.d. Le groupe produit
[L; G; est alors un groupe topologique t.d. pour la topologie produit.
Soient (m;, V;) € M(G;), pour i = 1,2,...,7. On définit alors le produit
tensoriel :

Xi(m, Vi) =(m®...9m,Vi®...V,)

comme étant la représentation de [[; G; dans V; ® ... ® V,. donnée par :

(mX.. . K®r)(g1, 5 9) =m(1)®...07(9,), (g €Gi,i=1,...,7).

Les produits tensoriels sont ici des produits tensoriels d’espaces vectoriels
sur C. Toutefois, pour alléger les notations, on note simplement ® plutot
que Kc.

Si Gi = Gy =...G, = G, on définit une représentation m de G dans

&, Vi par m(g) = (®;7)(A(g)) ot
AG_)]‘_[G’ g’_)(g>>g)

On note Q),(;, V;) cette représentation de G.
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Proposition. — Avec les notations ci-dessus, supposons que toutes les
représentations (m;, V;) soient admissibles. Alors W;(m;, V;) est admis-
sible. D’autre part, (K;(m;, Vi) = B(7;, V;). Si toutes les représentations
(w3, Vi) sont irréductibles, alors il en est de méme de X;(m;,V;). Enfin,
toute représentation lisse admissible irréductible de [ [, G; est de la forme
X;(m;, Vi) ou les (m;, Vi) sont irréductibles admissibles et uniquement dé-

terminée par (w,V).

Démonstration. Il suffit de traiter le cas r = 2. Soient K; C G;, r = 1,2,
des sous-groupes ouverts compacts et posons K = K; x Ky C G X Gs.
On vérifie facilement que H(G,K) = H(G1, K1) @ H(Gq, K3) et que
(Vi@ Vo)X =V @ V2 de sorte que (Vi ® V5)X est de dimension finie.
L’application naturelle :

- - —_ ~— K
V@V = (V) @ (7) = (M e V)f) = (Vielk)

est un isomorphisme. Ceci prouve les deux premiéres assertions. Le reste
découle alors facilement du théoréme II1.1.5 et du résultat suivant, dont
on trouvera une démonstration dans [14], Prop. 3.4.1.

Scolie. — Soient A; et A, des algébres unitaires et soient (11, V1), (72, V2)
des représentations irréductibles de dimension finie de A; et Ay respec-
tivement. Alors la représentation (77 X 7, V3 @ V5) de Ay x Ay est irré-
ductible. Réciproquement, toute représentation irréductible de A; x As
s’écrit sous cette forme, de maniére unique a isomorphisme pres.

O

Si (7, V) est une représentation lisse de G et si (w,C) est un carac-
tére (lisse) de G, alors nous simplifierons les notations et nous noterons
(rw, V) pour la représentation (7 ® w, V ® C) (bien sir V ® C s’identifie
canoniquement a V).

Lemme. — Soient (m,V) une représentation lisse admissible de G et
(w,C) est un caractere (lisse) de G. Alors (mw, V') est admissible.

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G sur lequel

w est trivial. Soit K’ un autre sous-groupe ouvert compact de G. Tout
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vecteur v de V est fixé par K'N K sous 7 si et seulement s’il est fixé pour
Tw. [

II1.1.15. Les foncteurs ® et Hom. — Dans la section précédente,
nous avons défini le produit tensoriel de représentations de M(G). Si
I'on fixe une représentation (m,V) de M(G), on peut alors définir un
foncteur

eV : MG)— M(G), (p,W)—(pmr,VaW).

Nous allons définir de maniére similaire un foncteur Hom. Si (p, W)
et (m,V) sont deux représentations de G (pas nécessairement lisses),
Hom (W, V) = Hom¢ (W, V') est muni d’une représentation 7” de G' don-
née par : pour tout w € W, pour tout g € G et tout ¢ € Hom(W, V),

(7(9) - &) (w) = 7(g) - $(p(g™") - w).
Méme si p et 7 sont lisses, la représentation ainsi obtenue ne l'est pas
nécessairement. Pour pouvoir définir un foncteur de la catégorie M(G)
dans elle-méme, il faut donc en prendre la partie lisse Hom (W, V). On
note toujours 7* la restriction de 7 & la partie lisse. Ainsi on obtient un
foncteur :

Hom(W, )y : M(G) — M(G), (m, V) (7, Hom(W,V),)

On peut aussi bien entendu définir le foncteur contravariant
Hom(e,V)y: M(G) = M(G), (p,W) — (7, Hom(W, V)).

Ezemple. — Si I'on prend pour (7, V') la représentation triviale de G,
on obtient le foncteur p — p qui associe a toute représentation sa contra-
grédiente.

Les deux foncteurs que 1'on vient de définir sont liés par une relation
d’adjonction, comme le montre le résultat suivant.

Proposition. — Soient (m;,V;), i = 1,2,3, des représentations lisses de
G. On a alors un isomorphisme naturel (en toutes les variables)

Hom(V1 @ V3, V3)o = Hom(V1, Hom(V2, V3)o)o-
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Démonstration. Dans la catégorie des espaces vectoriels complexes, on a
un isomorphisme naturel :

Hom(Vy @ V3, V3) = Hom(Vy, Hom(V2, Vs))

donné par ¢ — O, ®(v1)(ve) = ¢(v1 ® v2) (c’est un cas particulier de
[.2.2.1). Montrons qu’il entrelace les actions de G. Pour tout g € G, g- ¢
est 'application linéaire

(g-0): v @vy = m(g) - (D(m(g™") -1 @ma(g™) - va)),
et g - ® est 'application linéaire
g-®: Vi — Hom(V3,V3), w1 g (R(mi(g™") 1))

ou

g (2(m(g™") - v1))(v2) = m3(9) - (P(mi(g™") - v1))(ma(g™") - v2))

=m3(9) - (p(mi(g™") v @ ma(g™") - va2)).
Donc ¢ — & est G-équivariant.
En prenant la partie lisse de chaque coté, on obtient
Hom(V; ® V4, V3)o = Hom(Vy, Hom(V5, V3))o.

Pour pouvoir conclure, nous utilisons le résultat suivant, qui nous servira

encore par la suite.

Lemme. — Soient (m;,V;), i = 1,2 des représentations de G (pas néces-
sairement lisses). Alors,

Hom((V1)o, V2)o = Hom((V4)o, (V2)o)o-

Démonstration. Soient ¢ € Hom(V;, Va)g, v1 € (V1)o. Choisissons un sous-
groupe ouvert compact K de G assez petit pour fixer simultanément ¢
et v1. Alors pour tout k € K,

mo(k™Y) - ¢(v1) = ma(k™H) - ((k - @) (mu(k) - 1))
= my(k™) - (ma(k) - (@(m (K1) - (m(k) - v1))))
= ¢(v1).

Ceci montre que ¢(vy) est aussi fixé par K. O
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En prenant les morphismes G-invariants de chaque coté de ’égalité
établie par la proposition, on obtient

Corollaire. — Homg (V) ® Vi, V3) = Homg(Vi, Hom(Vs, V3)o).

Remarques. — 1. La proposition montre qu’en particulier le foncteur
e ® V5 est 'adjoint & gauche du foncteur Hom(V5, @). Mais la proposition
montre en plus la naturalité en la variable V5.

— 2. L’adjonction ci-dessus entraine que le foncteur e ® V' préserve
les colimites, donc en particulier est exact a droite et préserve les limites
inductives, tandis que le foncteur Hom(V/.) préserve les limites, donc en
particulier est exact a gauche et préserve les limites projectives.

— 3. Si (w,C,) est une représentation de dimension 1 de G, alors
e ® C,, réalise une équivalence de catégories d’'inverse @ @ C_,-1. De plus
ces deux foncteurs sont adjoints, dans les deux sens possibles, c’est-a-dire
que quelles que soient les représentations lisses (7, V') et (p, W) de G, on
a un isomorphisme naturel

Homg(V, W @ C,,) ~ Homg(V ® C -1, W),

I'autre adjonction étant obtenue en échangeant les roles de w et w™!. Ceci
montre dans ce cas que le foncteur @ ® C,, est un adjoint & droite et a
gauche et donc qu’il préserve les limites et les colimites. En particulier il
est exact.

Soient (m;, V;), i = 1,2 des représentations lisses de G. Intéressons nous
maintenant a ’espace des coinvariants de V; ® V5 pour 'action de G : par
définition, il s’agit du quotient de V; ® V5 par le sous-espace engendré par
les vecteurs de la forme m1(g) - v1 ® mo(g) - V2 — V1 @ Vo, V1 € V1, vy € Vi,
g € G. Notons le (V; ® V,)g. Grace a 'équivalence de catégorie I11.1.4,
il est immédiat que (V4 ® Va)¢ s’identifie & Vi @) Va, ol la structure
de H(G)-module & gauche sur V; donnée par m; est transformée en une
structure de module & droite par antiinvolution T +— T de H(G). Soient
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(m:, Vi), i = 1,2,3 des représentations lisses de G. De l'isomorphisme
naturel (c’est un cas particulier de 1.2.2.3)

V1@Ve) @ Vs~V ® (V2@ V3)
on déduit, en prenant de chaque coté les coinvariants pour ’action de G,
(I11.1.15.1) (V1 @ Vo)) @ Vs ~ Vi @y (Va2 @ V3)

Cette formule est a rapprocher de celle du corollaire ci-dessus.

Théoréeme. — Soit (w, V) une représentation lisse de G.

(1) Le foncteur @ @ V' est exact, et préserve les objets projectifs dans
M(G).

(13) Le foncteur (contravariant) Hom(V,e)y est exact, et envoie les
objets projectifs sur des objets injectifs

(7i1) Le foncteur Hom(e, V') est exact, et préserve les objets injectifs.

Démonstration. La démonstration de ces trois points est similaire, nous

ne démontrerons donc que (ii7). Tout d’abord, la catégorie des C-espaces
vectoriels étant semi-simple, tous les objets y sont projectifs, injectifs
et plats. Le foncteur Hom(e, V') de la catégorie des C-espaces vectoriels
dans elle-méme est donc exact. Comme le foncteur donnant la partie lisse
est exact (proposition 1.1.2), on en déduit I'exactitude de Hom(e, V'),
dans M(G). On obtient de méme 'exactitude de @ @ V' et Hom(V, o).
Supposons que (p, W) est injectif dans M(G). 1l s’agit de montrer que
Hom (W, V')q est injectif, c’est-a-dire que le foncteur

e — Homg (e, Hom (W, V),)
est exact. Or d’apreés le corollaire ci-dessus, on a un isomorphisme naturel
Homg (e, Hom(W,V')) ~ Homg(e @ W, V).

Or ce dernier foncteur est exact, puisque c’est la composée de deux fonc-
teurs exacts. U
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IT11.2. Induction et restriction

II1.2.1. Foncteur d’oubli et adjoints. — Nous allons appliquer les
résultats de la section 1.2.3 pour définir des foncteurs entre catégories
M(H) et M(G), ot H et G sont des groupes topologiques t.d. Soit ¢ :
H — G un morphisme de groupes continu. On a alors un foncteur d’oubli
de Fy: M(G) — M(H) défini de la maniére suivante : si (7, V') est une
représentation lisse de G, alors Fy (V) = V et Fy(7) est la représentation
de H donnée par

(II12.1.1) Folm)(h)-v=r(6(h))-v, (veV), (he H).

On obtient bien ainsi une représentation lisse V de H car pour tout
v € V, Stabg(v) est ouvert dans G, V' étant une représentation lisse de
G, et ¢ étant continue, Staby(v) = ¢! (Stabg(v)) est ouvert dans H.

Comme on a les équivalences de catégories M(G) ~ M(H(G)) et
M(H) ~ M(H(H)), on en déduit par transport de structure un foncteur
d’oubli

Fo: M(H(G)) — M(H(H)).

Il s’agit maintenant de l'identifier avec un foncteur d’oubli du type de
ceux défini en 1.2.3; et pour cela, il faut munir H(G) d’une structure
de H(H)-module a gauche non dégénéré. Nous allons faire un peu plus
que cela, en munissant H(G) d’une structure de H(H )-bimodule non-
dégénéré telle que l'action a gauche (resp. a droite) de H(H) sur H(G)
commute avec 'action par multiplication a droite (resp. a gauche) de
H(G) sur elle-méme. Dans une telle situation, nous avons défini en 1.2.3
non seulement un foncteur d’oubli, mais aussi un pseudo foncteur d’oubli,
ainsi que leurs adjoints respectivement & droite et a gauche.

Rappelons que (H(G),1) et (H(G),r) sont deux représentations lisses
de G, qui par F, définissent deux représentations lisses de H, et donc
deux structures de H(H )-modules & gauche non dégénérés sur H(G). On
utilise I’anti-involution induite par h +— h~' sur H(H) pour changer la
structure de module a gauche donnée par (H(G),r) en structure de mo-
dule & droite. Ceci nous donne donc une stucture de H(H )-bimodule non
dégénéré sur H(G). On peut donc comme en 1.2.3 définir les foncteurs :

G._ oMG) -G - pM(G) G ._ M) G ._ pM(G)
Fio =Fumy Fu = Fumy i = Dumy Pr = Pum-
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Il est clair que I'on a alors F = F&. D’autre part, rappelons que I est
I'adjoint & droite de F§ et que P§ est I'adjoint & gauche de "F§.

Exemple. — Soit ¢ : H — H; un isomorphisme de groupes t.d. Soit
(7, V) une représentation de H;. En appliquant le foncteur d’oubli F,, on
obtient une représentation F, (7, V') de H. Nous notons plutot F, (m, V') =
(7, V') cette représentation. Son espace est V', et 'action de H est donnée
par

w(h)-v=m(o(h))-v.
(La notation est mnémotechnique : o tire 7 vers la gauche.)

Ceci s’applique en particulier ou ¢ est un automorphisme de H. Ainsi,
si H est un sous-groupe du groupe G, et si ¢ 'automorphisme de H
induit par Intg™!, pour un certain g € G normalisant H, on note (79, V)
la représentation (9w, V) de H (0 = Intg™ : gHg™' — H et g pousse 7
de M(H) dans M(gHg™!), d’ou la notation 79). En pratique, la formule
a utiliser est donc :

(I11.2.1.2) 79(ghg™t) = 7(h), (he H,g € G).

II1.2.2. Induction & partir d’un sous-groupe fermé. — Placons
nous maintenant dans le cas ol le morphisme ¢ : H — G est l'inclu-
sion d'un sous-groupe fermé. Dans ce cas, une construction classique,
I'induction des représentations de H & G fournit un adjoint a droite du
foncteur d’oubli. Par unicité de I’adjoint, ce foncteur est bien str naturel-
lement isomorphe & I§. Un adjoint & gauche du pseudo foncteur d’oubli
est construit de maniére similaire, en imposant une condition de com-
pacité sur le support. Commencons par la définition des représentations
induites, nous montrerons ensuite les propriétés d’adjonction.

Définition. — Soit G un groupe t.d. et H un sous-groupe fermé de G.
Soit (p, E') une représentation lisse de H. On définit la représentation
induite

Indf (p, E) = (Indfp, Ind E)
comme suit. L’espace IndgE est I'espace des fonctions f : G — FE véri-
fiant :
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a) f(hg) = p(h)- f(g), (9€G), (heH).
b) Il existe un sous-groupe ouvert compact K de G (dépendant de f),
tel que f(gk) = f(9), 9 € G, k € K.

Cet espace est muni de la représentation Indgp définie par
(Ind%p)(g) - f =1(9) - f

La condition b) garantit que (Ind%p, Ind$ E) est lisse.

On définit aussi ind% E comme le sous-espace de Ind$ E des fonctions
vérifiant de plus la condition suivante sur leur support :

¢) il existe une partie compacte F' de G tel que Supp f C H.F

Il est clair que ind%E est stable sous l'action Ind%p de G. On note
ind% p la restriction de Ind$p a ind$ E et ind% (p, E) = (ind%p, ind% E).

Lemme. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, et soit {2 un
systéme de représentants des doubles classes H\G /K. Pour tout g € (2,
posons K, = HN gKg~'. La restriction des fonctions de IndeE (resp.
indGE) a Q définit un isomorphisme de (IndGE)X (resp. (ind$E)X)
avec l'espace F (U, E) (resp. Fo(Q, E)) des fonctions f : Q — E telles
que f(g) € EX pour tout g € Q (resp. avec l'espace de ces fonctions
ayant un support fini).

Démonstration. Puisque toute fonction f dans (Ind% E)¥ vérifie :
(1I1.2.2.1) f(hgk) = p(h) - f(9), (h€ H,geG, keK),

il est clair que la restriction de f a €2 détermine f. D’autre part si h =
gkg™' € K,, on a

p(h) - f(g) = f(hg) = f(gkg™"9) = f(gk) = f(9),
et donc f(g) € Efs. Réciproquement, toute fonction f sur © a valeurs
dans E vérifiant f(g) € E™, peut se relever grace a la formule (I11.2.2.1)
en une fonction de (Ind$E)X. Le relévement ne dépend pas des choix
faits, car si hgk = higky, avec h,hy € H et k,k; € K, on a hj'h =
gkik™tg7' € HNgKg™' = K,, et donc

p(h) - f(g) = p(hahi'h) - f(g) = p(ha)p(hi*h) - f(g) = p(h1) - f(9)-
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L’espace G/K étant discret (cf. proposition 11.3.2), il en est de méme
de €2, et une fonction & support compact sur un espace discret est une
fonction a support fini. O

Proposition. — L’induction de H a G :
(p, E) — Indf(p, E), (resp. ind(p, E))

définit un foncteur exact de M(H) dans M(G).

Décrivons, une fois n’est pas coutume, l'effet de ce foncteur sur les
morphismes : si (p1, E1) et (p2, E2) sont deux représentations lisses de
H, et si ¢ est un opérateur d’entrelacement entre p; et ps, I'opérateur
d’entrelacement Ind%(¢) entre Ind%(py, Ey) et Ind$(py, Es) est donné
par

Indg(¢)(f) = do f, (f € IndG(Ey)).

Démonstration. On a vu que l'induite d’une représentation lisse est une

représentation lisse. Supposons que I'on ait une suite exacte
0—->F —Fy— FE3—0
dans M(H). Il s’agit de montrer que la suite
0 — IndGEy — Ind$ Ey — Ind% Fs — 0

est exacte dans M(G). 1l suffit de montrer que pour tout sous-groupe
compact ouvert K de G, la suite

0 — (Ind% B — (Ind Ey)* — (Ind%Es)S — 0

est exacte. D’aprés le lemme précédent (IndeE,-)K est isomorphe a l'es-
pace F (€2, Ei) ~ [],cq E?. Or le foncteur E — EXo est exact (proposi-

tion II1.1.3). La démonstration est la méme pour ind%. O
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I11.2.3. Induction et admissibilité. — On reprend les notations du
paragraphe précédent.

Lemme. — Supposons que H\G soit compact. Soit (p, E) une représen-
tation lisse admissible de H. Alors

Indf (p, E) = indf(p, E)

est admissible.

Démonstration. Ceci découle des considérations du paragraphe précédent,
en remarquant que ici Q@ = H\G/K est un ensemble fini.

II1.2.4. Entrelacement. — Soit G’ un groupe t.d , et soit H un sous-
groupe fermé de G.

Lemme. — Supposons que g € G normalise H. Alors, avec les notations
de lezemple II1.2.1, Ind$(p?, E) est équivalente o Ind$(p, E). De méme
ind% (p9, E) est équivalente o ind%(p, E).

Démonstration. Définissons 'opérateur d’entrelacement qui réalise 1’équi-
valence de ces représentations : si f € Ind%(p, E) (ou ind%(p, E)),

A-fld) = flg7'9).

On a alors :

(A-f)(hg) = flg7"hg') = f((97 hg)g™"d') = p(g~"hg) - (A- f)(g)
= p'(h)- A fg),
et donc A- f est bien dans Ind$(p?, E) (ou ind%(p, E)). Il est clair que A

est inversible (échanger les roles de (p, E) et (p?, E'), et remplacer g par
g~! pour avoir I'inverse). O
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II1.2.5. Réciprocité de Frobénius. — Soit G un groupe t.d. et soit
H un sous-groupe fermé de GG. La réciprocité de Frobenius est ici I'asser-
tion que le foncteur Indg est ’adjoint & droite du foncteur d’oubli. Nous
adoptons ici une terminologie plus classique pour ce foncteur d’oubli, en
le notant Res%.

Théoréme. — Le foncteur Indg est l’adjoint a droite du foncteur Resg.
C’est-a-dire que pour tout (m,V') dans M(G) et tout (1, E) dans M(H),
on a un isomorphisme naturel :

Homg (V, Ind$ E) ~ Hompy (Res$V, E).

Démonstration. Soit (m, V') dans M(G) et (1, E') dans M (H ). Définissons
les morphismes

o : Res@(Ind% (7, E)) — (1, E), f: (7,V) — Ind%(Res$ (m,V))

par :

a: [ f(lg), (f €Indf(r,E), B:vw (fo: g 7(g)v)

On vérifie immédiatement que « est un morphisme dans M(H) et 3
est un morphisme dans M(G). Vérifions que ce sont des morphismes
d’adjonction, au sens de A.V. On regarde tout d’abord la composition

Ind% (7, E) — Ind$Res$Ind% (7, E) — Ind% (7, E),

ou la premiére fleche est le morphisme 3 pour 'espace Indg(E). Elle
envoie f € Ind%(E) sur

fre g Indg(r)(g) - f=r(9)- [
La seconde fléche est obtenue en appliquant le foncteur Indg au H-

morphisme a entre Res$ (Ind% (7, E)) et (7, E). L'effet du foncteur d’in-

duction sur les morphismes est obtenu par composition. Lorsque 1’'on

évalue en r(g) - f, on obtient a(r(g)- f) = (r(g) - f)(1g) = f(g). La com-
position de ces deux fleches est donc l'identité de Ind (7, E). De méme

pour 'autre composition
Res% (7, V) — Res$IndSResG (7, V) — ResG (m, V),

la premiére fleche est obtenue en appliquant le foncteur Res$ au G-
morphisme «. Elle envoie v € V sur la fonction f, : h — m(h) - v. La
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seconde fléche est le morphisme « pour la représentation Resg (m, V). Elle
envoie la fonction f, sur f,(1g) = m(1g) - v = v. Cette composition est
donc l'identité de Res% (m, V). Ceci termine la vérification des propriétés
des morphismes d’adjonction. O

Remarque. — Identifions les catégories M(G) et M(H(G)) (cf. section
I11.1.4). Par unicité de 'adjoint, le foncteur I§ défini en 111.2.1 et Ind$
sont isomorphes et donc pour toute représentation lisse (p, W) de H, on
a un isomorphisme naturel

(111.2.5.1) Ind;(p, W) = Homyys) (H(G), W)na).

Démonstration. 1l est instructif de donner la forme explicite de cet iso-
morphisme. Soit ¢ € Homy ) (H(G), W) ). Définissons une fonction
fe sur G par

(111.2.5.2) fo(g) = ¢(0,).

La distribution §, n’étant pas dans H(G), cette définition appelle a des
explications. Choisissons un idempotent ex de H(G), pour un certain

sous-groupe ouvert compact K de G, tel que ¢ soit fixé par ex. La dis-
tribution §, * e est alors dans H(G), et 'on pose ¢(d,) = ¢(dy*ex). On
peut vérifier immeédiatement que ceci ne dépend pas du choix de K. De
plus, pour tout k£ € K, pour tout g € G, on a

fo(gk) = &(0gr) = D(0g * p * ex) = ¢(0g * ex) = f4(9),

ce qui montre que fy est fixé par r(K). Montrons comment f, se trans-
forme par translation a gauche par h € H : pour tout h € H, pour tout
geG,ona

(I11.2.5.3) fo(hg) = ¢(0ng) = P(Ong * €x) = G(Op * Oy * €x).

D’autre part p(h) - fs(g) = (0 * f) - fs(g) ou f est un idempotent de
H(H) qui fixe d, * ex. L'idempotent f fixe alors aussi fy(g9) = ¢(0, * ex).
On a alors

p(h) - fo(g) = (On* f) - folg) = (Onx [) - 905 % exc) = ((On* f) - (0% k),
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ou 0y * f € H(H) agit sur §, * ex via la structure de H(H)-module de
H(G). Plus explicitement

(G % £) - (6, % ex) /z (8, % exc) (B £)(H)
// (hihg) - (64 * ex) d(9p)(h1) df (he)
- ([ 1), cx) )

(h) -
1(h) - (f - (dg * ex))
I(h) - (0 * ex) = Op * 0 * €.

T

e

(111.2.5.4)

On obtient en comparant (I11.2.5.3) et (I11.2.5.4)

p(h) - fo(g) = (0 * 64 * ex) = fo(hg).

Ceci montre que f, est dans Ind$W.
Réciproquement, si f € Ind W, définissons ¢; € Home(H(G), W) par

(I1.2.5.5) ¢5(T) = (T"- f)(1e), (T € H(G)),

ou T - f désigne le résultat de l'action de T' € H(G) sur I'élément f
du H(G)-module Ind$W. Si f est fixée par r(K), pour un certain sous-
groupe ouvert compact K de G, alors pour tout 7' € H(G),

(ex-0s)(T) = ¢p(Txex) = (Tex) f)(Aa) = (T-(ex - f))(1a) = ¢4(T).
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SiSeH(G),ona

6/(S-T) = ((S-T)- f))(1e) = ( [ rt@)-racs: T><g>) (10)

fd ( / )7 4500 ) 5)) (1)

"g) -
[ 107 t)- 0 ar@asi ) o)

-/
(/.

= [ au) @ e as)

- [ @-puas)

= [ (ol (T - 1A as(n)
S+ (T )(16)) = S - 64(T).

Ceci montre que ¢y est dans Homy ) (H(G), W)r(e). On vérifie aussi
facilement que f — ¢y et ¢ — f, sont inverses I'un de l'autre. La
vérification de la naturalité en (p, W) des isomorphismes Ind$ (W) ~
Homyy () (H(G), W)@ est comme souvent dans ce genre de choses, fas-
tidieuse mais élémentaire. Ceci montre que l'on a bien un isomorphisme
naturel (II1.2.5.1), réalisé par (I11.2.5.2) et (II1.2.5.5). O

II1.2.6. Induction compacte et pseudo foncteur d’oubli. — Dans
ce qui suit, H est un sous-groupe fermé du groupe t.d. G. Les notations
sont celles de la section I11.2.2. Le pseudo foncteur d’oubli "F§ & pour
adjoint & gauche le foncteur PS. Nous voulons maintenant identifier ce
foncteur en terme d’induction compacte. Soit donc (p, W) une repré-
sentation lisse de H. Rappelons que PG (W) = H(G) @ny W, que la
multiplication par pe donne un isomorphisme d’algebres H(G) ~ D(G),
et que de méme la multiplication par py donne un isomorphisme d’al-
gébres H(H) ~ D(H). Par transport de structure, D(G) est donc munie
d’une structure de D(H)-module a droite, que nous allons maintenant
identifier explicitement. Soient T" = fug, et S = auy respectivement
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dans H(G) et H(H). On a par définition

75 = [ (01 T)ash) = [ ¢07)- () dS(h)
Or, pour toute fonction test ¢ € C*(G)

Y (fue)s o) = ((fua),r(h) - @)
/f o(gh) duc(y /fgh 5(h) " dpicg)
() fue, 9)

Donc r(h) ™' - (fug) = dg(h) = (r(h)~" - f)ue. On en déduit que
75 = [ 8ty 0" e dS(h)
= ([ deny 60 Pyt (i)

L’action & droite de a € D(H) sur f € D(G) s’écrit donc

(I11.2.6.1) fra= /H Sc:(h)"La(h)(r(h)™" - ) dun ().

Avec la structure de D(H )-module & droite ainsi définie sur D(G), on a
alors

P (W) =~ D(G) @p(n) W.

Soient f € D(G), et v € W et définissons une fonction p(f ® v) de G
dans W par

p(f ©v)(g /fhg (6 (h1) - 0) dpn ().

Montrons tout d’abord que ceci est bien défini pour tout élément f®@wv
de D(G) @puy W. 11 s’agit de voir que si a € D(H), on a bien

p(f-a®v) =p(f @ (apy) - v).
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Or

p(f-a®v)(g) = / (/" a)(hg) ((30) (h™) - v) dusa (h) =

[ L a0y )y £ 4| )71 ) 1)
-/ /H 5(h'h) ™" F(Whg)a(W)(p(h™") - v) dyusz (W) dpsr ()

= [ dat Fradot ™ ([ alholt) o) dun (1)) )
H H
— p(f ® (apm) - )9

Un calcul similaire montre que si f est fixé par un certain sous-groupe
ouvert compact K de G pour l'action par translation & gauche, alors
p(f - a®v) est aussi fixé par K (pour l'action par translation a droite).

On calcule maintenant comment p(f - a ® v) se transforme par trans-
lation a gauche par un élément de H.

p(f @v)(hog) = [ f(hhog)((6cp)(h™") - v) dpup(h)

— 5a(ho)p / (hhog) ((5cp) (o)) - v) dpas (B)

— (o)~ Salho)plho) - ( [ Ftho)(Gop)i >>~v>duH<h>)
_ Gman)(ho) - ( (G0 (™ >>-v>duH<h>)
= (6map)(ho) p(f ®

D’autre part, f étant a support compact, p(f ® v) est a support
compact modulo H. Ceci montre que p(f ® v) est une fonction dans
indG(W®$4 m\¢)- Par linéarité, on a ainsi défini une application linéaire :

(I11.2.6.2) p: PG(W) — ind% (W ® dmq)-

Un calcul semblable & celui effectué ci-dessus montre que p entrelace les

actions de G sur P§(W) et ind5(W & o).
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Théoréme. — Le morphisme p : P§(W) — ind%(W ® d\¢) est un
isomorphisme (naturel) dans la catégorie M(G).

Démonstration. Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G. Il suffit

de montrer que p induit un isomorphisme
(D(G) ®@pm) WHE ~ (indg(W ® 5H\G))K.

Nous avons vu dans le lemme II1.2.2 que ce dernier espace s’identifie avec
I’espace des fonctions & support fini sur un systéme de représentants €2
de H\G/K, vérifiant f(g) € Ws pour tout g dans Q, c’est-a-dire

(I11.2.6.3) (indG (W @ 6\6)) " ~ P W
geN

Etudions maintenant ’espace
(D(G) @p(y W) = (ex * D(G)) @) W.
Remarquons qu’a travers les équivalences de catégories
M(H) ~ M(H(H)) ~ M(D(H)),

D(G) @pmy W s’identifie & D(G) @y W ot ce dernier espace est par
définition le quotient de D(G) @ W par I'espace engendré par les vecteurs
de la forme r(h™1) - f @ w — f ® p(h) - w. D’autre part, pour tout g € Q,
KgH est un ouvert de GG, donc on a une décomposition de GG en ouvert
disjoints
G=[] KgH
g~leQ

Ceci induit une décomposition de ex * D(G) en
exc + D(G) = By 1c0D(G)

ou D(G)X est Pespace des fonctions f dans D(G) invariante par transla-
tion & gauche sous K et a support dans K¢gH. Remarquons que comme
2 est un systéme de représentants dans G des doubles classes H\G/ K,
I'ensemble {g7'},cq est un systéme de représentants de K\G/H. Comme
chaque D(G)f]{ est stable sous 'action de H par translation a droite,

(ex * D(G)) @y W = @ D(G)f Qu W.

g teq
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Le lecteur attentif a depuis longtemps remarqué la ressemblance de la
démonstration que nous tentons de terminer avec celle du théoréme I1.3.9.
En particulier, la définition de la fonction p est similaire dans les deux cas,
et 'on aussi introduit (avec une convention légérement différente, mais
I'on peut rétablir les choses par un passage a I'inverse dans le groupe G)
les espaces D(G)X. On avait vu que D(G)X est isomorphe a 'espace des
fonctions a support fini sur 'espace discret K\ KgH, espace muni d’une
action transitive de H par translation a droite. On en conclut que

D(G)f]{ Q@ W =~ C Qstaby (x\icgm) W = W1,

et donc
(I11.2.6.4) PiW)~ @ W = PHwhs,

g~leQ geN
L’isomorphisme PG (W)X ~ (ind% (W ® dme))* se deduit de (111.2.6.3)
et (111.2.6.4). O
Remarque. — Nous terminons cette section en étudiant le cas de l'in-

duction & partir d’un sous-groupe ouvert H de G (la topologie étant
totalement discontinue, H est aussi fermé dans G). Dans ce cas, on a
une inclusion évidente H(H) — H(G), ot l'on identifie H(H) a l'espace
des distributions dans H(G) a support dans H. La structure de H(H )-
bimodule non dégénéré de ‘H(G) décrite précédemment et utilisant les
représentations [ et r de H sur H(G) peut se décrire ici plus simple-
ment comme la structure de bimodule donnée par l'inclusion d’algébres
de H(H) dans H(G). Dans ce cadre, nous avons remarqué a la fin de
la section 1.2.3 que le foncteur d’oubli et le pseudo foncteur d’oubli sont
isomorphes. Ce qui nous intéresse ici est le fait que du coup, le foncteur
d’oubli Resg admet un adjoint a gauche, en plus de ’adjoint & droite
Ind%, et que celui-ci est donné par ind$; (le facteur 5\ est trivial dans
ce cas, puisque g est, au choix d'un facteur multiplicatif pres, la restric-
tion de pug & H). On a donc, pour toute représentation (7, V') de M(G),
et toute représentation (p, H) de M(H), un isomorphisme naturel

(I11.2.6.5)  Homg(ind% (p, W), (7, V)) ~ Hompy((p, W), Res% (m, V).
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I11.2.7. Induction et dualité. — On peut combiner les résultats de
la section précédente et le théoréme 1.4.2 pour obtenir I’énoncé suivant :

Théoréme. — Soit H un sous-groupe fermé du groupe t.d. G, et soit
(p, W) une représentation lisse de H. On a alors un isomorphisme naturel

II1.2.8. Induction par étapes. — Soient J C H deux sous-groupes
fermés de G. Comme l'induction de H a G est 'adjoint a droite de la
restriction de G a H, et que trivialement :

G _ H a
Res; = Res o Resy,
on obtient la
Proposition. — On a un isomorphisme de foncteurs :

Ind§ ~ Ind% o Ind”.

Démonstration. Ceci découle de 'unicité de I'adjoint (A.V). O

I11.2.9. Coinvariants. — Soient H un groupe t.d. et (7, F') une re-
présentation de H. On note
E(H,T)
le sous-espace de E engendré par les vecteurs (7(h)-v—v),v € E, h € H.
L’espace coinvariant est par définition le quotient :
Ey,=FE/E(H,T).
Le dual (Ep,)* de Ey, s’identifie au sous-espace de E* des formes li-

néaires nulles sur F(H, 1), c'est-a-dire telles que 7*(h) - (A) = A, pour
tout h € H.

Exemple. — Le théoréme d’existence et d’unicité de la mesure de Haar
sur un groupe t.d. G peut se reformuler en disant que

dlm(D(G)GJ) =1.
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Remarques. — 1. Si H est un sous-groupe fermé d’un groupe t.d. G,
et si (7, V') est une représentation lisse de GG, on allége la notation pour
V(H,ResS (7)) (resp. Vi Res6 () €0 V(H, ) (vesp. Vi), ou méme sim-
plement V(H) (resp.Vy) si la représentation 7 est clairement identifice
par le contexte. Dans ce cas, tout sous-groupe N de G normalisant H
agit sur V(H, ) et donc sur Vi .. Nous noterons my laction de N sur
Vi x

— 2. Si H et N sont des sous-groupes fermés d’un groupe t.d. G, et si
N normalise H, alors

(7T7 V) = (7TH7 VHJF)

définit un foncteur jy de M(G) dans M(N). En effet, tout opérateur
d’entrelacement A entre deux représentations lisses (7, V') et (p, W) de
G induit un opérateur d’entrelacement entre (7p, Vi x) et (o, Wa z)-

Lemme. — (i) Soit H un groupe t.d. et supposons que Hy et Hy soient
des sous-groupes fermés de H tels que H = HyHy, ou Hy normalise Hs.
Soit (1, E) une représentation de H. On a alors

(EII‘IQ,7’)1‘[1,‘1‘}[2 = EH,T)

ot T, désigne la représentation de Hy sur Ey,, obtenue a partir de T
par passage au quotient (cf. remarque 1 ci-dessus).

(ii) Soient H, Hy, Hy comme ci-dessus, H étant un sous-groupe fermé
d’un groupe t.d. G, et soient N, Ny des sous-groupes fermés de G tels
que N C Ny, N normalise H et Hy, Ny normalise Hy. Alors le foncteur
Jju » M(G) — M(N) est isomorphe & la composition des foncteurs
ju, : M(G) — M(Nz) et de ju, = M(N2) — M(N).

Démonstration. Pour tout h; € Hi, pour tout hy € Hy et pour tout
ve Fl ona:

T(hihe) - v —v = (7(h1) - (1(h2) - v) = (7(ha) - v)) + (7(ha) - v — v).

Ceci montre que F(H,7) = E(Hy,7) + E(Hy, 7). Le (i) en découle im-
médiatement, et (i) est conséquence de (7). O
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Proposition. — Supposons que H soit la réunion de ses sous-groupes
compacts. Soit (1, E) une représentation lisse de H. Alors E(H,T) est
l’espace des vecteurs v € E tels qu’il existe un sous-groupe compact K de
H vérifiant

T(ex) -v=0.

Démonstration. La proposition découle de la proposition I11.1.5, qui traite
le cas ou H est lui-méme compact.

Corollaire. — Awvec les hypothéses de la proposition ci-dessus, si E' est
une sous-représentation de E, alors E'(H,7) = E(H,7) N E' et si

0—-EF —-EFE—E"—0
est une suite exacte dans M(H), alors
0— E}{,T’ — EH,T — E}/{,T” — 0

est exacte. En particulier, le foncteur jg défini dans la remarque 2 ci-
dessus est exact dés que H est réunion de ses sous-groupes ouverts com-
pacts.

Démonstration. La premiére assertion est conséquence de la proposition

ci-dessus. Le seul point délicat & vérifier ensuite est que E};, , — Ep , est
une injection, ce qui découle du premier point. O

II1.2.10. Un cas particulier de foncteur d’oubli. — Supposons
maintenant que P soit un groupe t.d. et que IV soit un sous-groupe nor-
mal fermé de P. Posons M = P/N. C’est un groupe t.d. (lemme 11.3.4).
Notons ¢ : P — M la projection naturelle. Elle induit un foncteur d’oubli
FA M(M) — M(P) et un pseudo foncteur d’oubli"F3 (I11.2.1). Nous
allons montrer que dans ce contexte, ces deux foncteurs sont naturelle-
ment isomorphes. Soit K un sous-groupe ouvert compact de P, et notons
Ky = ¢(K). C’est un sous-groupe ouvert compact de M, et la famille
des Ky, lorsque K parcourt la famille des sous-groupes ouverts compacts
de P, forme une base de voisinages de l'identité de M, par définition de
la topologie quotient. En conséquence, la famille des idempotents eg,,
forme un systéme filtrant d’idempotents de H(M). L’algébre de Hecke



I1I1.2. INDUCTION ET RESTRICTION 121

H(M) est munie d’une structure de H(P)-bimodule non dégénéré. Mon-
trons que l'action (disons a droite, mais la démonstration serait similaire
pour l'action & gauche) d'un élément a; x = ex * §; * e de H(P), ou ¢
est un élément de P, sur une distribution 7" de H(M) est donnée par

(I11.2.10.1) T ap e =T * ag), iy

Ol Gy(1), Ky = €K * Oo(t) * €Ky, - En effet, pour toute fonction test 1,

(T d) = [ o) d(T - aes) )

= [ wtma( [ o) T ) ) o
//ww )) dT (m) d{ar i) (p)

_ / / Glmm') dT(m)d(6. (a 1)) (m)

/ / () AT (m)d(agg g0 ) ()
T * A(t),K s ¢>

Légalité ¢.(arx) = ag),k, découle de la caractérisation de agw) x,,
comme l'unique distribution a support dans K;¢(t) K, invariante sous
l'action de K, par translation a gauche et a droite, et normalisée (lemme
I1.3.11). En effet, vérifions I'invariance par translation a droite de ¢, (as k)
sous K. Soit k € Ky et soit k € K tel que gb(l;:) = k. Alors, pour toute
fonction test ¢ € D(M),

(r(k) - dulani), ) = (Dulari), 7 (k) - ¥) = (@, (r(k7") -4) 0 9)
= (ari, (r(k™Y) - (0 @) = (r(k) - ar, ¢ o §)
<atk,¢ ¢> <¢( K) W

L’invariance par translation & gauche et la normalisation se vérifient de
la méme maniére.

Un cas particulier de (I11.2.10.1) est

T-ex =Tx*eg,,.
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Donc pour toute famille finie d’éléments T; de H(M), il existe un sous-
groupe ouvert compact K tel que T; = T * eg,, = T} - ex. De ceci, il
découle que pour tout module V' dans M(H(M)),

“FH (V) = Homyan (H(M), V)ypy = Homggan (H(V), N)wary =~V
~ FH(V).

Tous ces isomorphismes sont bien entendus naturels dans M(P).

Le pseudo foncteur d’oubli " FA admet un adjoint & gauche P!, Main-
tenant décrivons-le dans le langage des représentations. Si (m, V') est une
représentation lisse de P, d’aprés la remarque 2 du paragraphe précé-
dent, (my, Viy) est une représentation lisse de P, dont le noyau contient
N. On peut donc voir (7, Viy) comme une représentation de M, et nous
le ferons sans changer de notations. Ceci définit un foncteur de jn de

M(P) dans M(M).

Proposition. — Les foncteurs jy et PAL sont naturellement isomorphes.
En particulier jy est ladjoint & gauche du foncteur d’oubli.

Démonstration. Soit (7, V') une représentation lisse de P. Pour tout v
dans V', choisissons un sous-groupe compact ouvert K de P fixant v, et

définissons

Tout d’abord, remarquons que ex,, ® V' est en fait indépendant du choix
de K. En effet, si K’ C K est un autre sous-groupe ouvert compact, on
a

erw®v:eKM>x<eKM QXU =c¢€g,, g QU =e€g,, ek -V =¢€g,, Q.

Ceci montre en particulier que 'application (I11.2.10.2) est linéaire. Mon-
trons maintenant que V' (V) est dans ker ®. Soit v € V. On a pour tout
n €N,

B(r(n) - v —v) = ey ® (x(n) -0 —v),
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ou K est choisi de sorte que ex -v = v et ex - (m(n)-v) = w(n)-v. Alors
O(m(n)-v—v) =€k, @eg*x0y*ex-v—ex,, QU

= €Ky O UnK "V — €K, QU

= €Ky Un kK QU — €y QU

= €Ky * Ag(n) Iy @V — €y QU

= €K, *Cry QU — ek, ®v=0.
On a utilisé le fait que ¢(n) = 1y et donc agm),kx,, = €x,,. Par passage
au quotient, ® induit une application linéaire

D . Vy — H(M) QnH(P) V.

Cette application linéaire est un opérateur d’entrelacement pour les ac-
tions de M sur Vy et H(M) @y V. En effet, pour tout m € M et
pour tout v € Vy, si 'on choisit p dans P tel que ¢(p) = m, v € V qui
reléve v, et K un sous-groupe ouvert compact de P tel que ex - v = v et

ex - (m(p) -v) = 7(p) - v, alors
B (m) - 7) = B((p) ) = exc, @ (p) v

=egy Qeg *x0p*ex vV =—¢eg, Qayx -V
=ex,y " Ap K QU = €K, ¥ Uy Kk, QU
= €K, * Om * Cry QU = epe,, - (I(m) - B(0)).

Quitte a remplacer K par un sous-groupe ouvert compact plus petit, on

peut supposer que eg,, fixe [(m) - O(v).

Il s’agit maintenant de construire un inverse de ®. Comme Vy est

une représentation lisse de M, c¢’est un H (M )-module non dégénéré. On
définit alors

UV:HM)@V -Vy, TQu—T-0.
Montrons que ¥ induit une application
U H(M) @npy V — V.

Pour cela, il suffit de vérifier que pour tout T' € H(M), pour tout S €
H(P) et pour tout v € V,

V(T -Sev-—T®S v)=0.
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Orv(Ir-Sev—-—T®S-v)=(T-S)-v—T-(S-0). Pour un sous-groupe
ouvert compact K de P assez petit, la distribution S est dans H(P, K)
et est donc combinaison linéaire de distributions de la forme a,, x. Il suffit
donc de vérifier que

(T-apk)-v—T-(apx-0)=0.

Comme T"-ay, x = Txagp) k,,, il suffit de vérifier que ap, -V = ag(m),x,, V.
Mais ceci découle des définitions. On finit la démonstration en vérifiant
que W est l'inverse de @, ce qui résulte de calculs sans difficultés. O

Corollaire. — Supposons que P soit un sous-groupe fermé du groupe
t.d. G et que N, M soient comme ci-dessus. Alors le foncteur Indgoffgw
de M(M) dans M(G) est l'adjoint & droite du foncteur jy : V +— V.

Démonstration. Ceci est clair par composition des foncteurs adjoints.

I11.2.11. Isomorphismes de Mackey. — L’isomorphisme de Mackey
établit la commutativité entre le foncteur Hom (resp. ®) de la section
[I1.1.15 et le foncteur d’induction I§ (resp. P5) de la section I11.2.1.
Donnons 1’énoncé du résultat.

Théoréme. — Soit ¢ : H — G un morphisme continu de groupes t.d.
grace auquel on construit les foncteurs d’induction 1§ et PS (II1.2.1).
Alors, pour toute représentation (p, W) de M(H) et toute représentation
(m, V) de M(G), on a isomorphisme naturel

Hom(V, I§(W))o = I§(Hom(FG(V), W)o).

De plus, si le pseudo foncteur d’oubli " F§ est isomorphe au foncteur
d’oubli F§, alors

PIW)®V ~ PS(W @ F5(V)).
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Démonstration. Pour toute représentation (o, E) dans M(G), on a

(I11.2.11.1)
Homg (E, Hom(V, I§(W))o) ~ Homg(E @ V, I§(W))

( (
(I11.2.11.2) ~ Homp (FS(E® V), W)
(I11.2.11.3) ~ Homp (FG(E) @ F5(V), W)
( ) (

( ) (

I11.2.11.4 FG(E), Hom(FS(V), W)o)
[I1.2.11.5 ~ Homg(E, IS (Hom(F5(V), W))).

~ Homyp

En effet (II1.2.11.1) est 'application du corollaire I11.1.15, (111.2.11.2)
est Padjonction des foncteurs F§ et 1§, (I11.2.11.3) est trivial, (I11.2.11.4)
est & nouveau le corollaire II1.1.15, et (I11.2.11.5) & nouveau l’adjonction
de F§ et I§.

Un argument général de théorie des catégories (cf. A.I11.3) permet alors
de conclure que l'on a bien un isomorphisme

Hom(V, I§(W))o = I (Hom(F§(X), W)o).

On vérifie de maniére routinére qu’il est naturel en V' et W.

Passons maintenant au deuxiéme isomorphisme de Mackey, et tentons
de copier I'argument utilisé pour le premier.

(I11.2.11.6)

Homg(V ®@ PS(W), E) ~ Homg(PS (W), Hom(V, E))
(I11.2.11.7) ~ Hompg (W, FG(Hom(V, E)y))
(I11.2.11.8) ~ Hompg (W, Hom(F$(V)," FS(E))o))
(I11.2.11.9) ~ Hompy (F{(V) @ W, FH(E))
(I11.2.11.10) ~ Homg(PG(FG(V) @ W), E).

On a dans ce calcul utilisé (II1.1.15.1) et I'adjonction entre les fonc-
teur PS et "F4. Le seul point non justifié est 1'égalite (I11.2.11.8), qui
contrairement & (II1.2.11.3) ci-dessus, n’est pas triviale en général, mais
le devient évidemment si " F§ est isomorphe & F5. O
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II1.3. Représentations dans les sections de faisceaux

IT1.3.1. Action sur un faisceau

Définition. — Soient X un espace t.d., G un groupe t.d. et F € C¥ —
Mod un faisceau de C-espaces vectoriels sur X. Une action de G sur F
est la donnée pour tout g € G d'un isomorphisme 7, de F dans lui-méme
(voir I1.2), de sorte que 7, © vy = 744 pour tout couple (g, g’) d’éléments
de G et 7. = Idf si e est ’élément neutre de G. On suppose de plus
que 'application v : G x X — X sous-jacente est continue. L’espace
des sections globales & support compact F.(X) est alors par définition
un espace de représentation pour GG. Grace a 1’équivalence de catégories
du I1.2, on voit que la donnée d’un faisceau muni d’une action de G
est équivalente a la donnée d'un D(X )-module non dégénéré, muni d'une
action linéaire de G' qui commute avec celle de D(X). Si la représentation
de G dans F.(X) est lisse, on dira que v est lisse. Une distribution 7" €
F.(X)* est dite G-invariante si v, - T'= T pour tout g dans G.

Dans une telle situation, intéressons nous a l’espace des coinvariants
(Fo(X))e. Supposons qu’il existe un espace t.d. Y et une application
continue ¢ : X — Y, telle que ¢(v,(z)) = ¢(x), pour tout = € X et tout
g € G. Alors F.(X) est naturellement muni d’une structure de D(Y')-
module, et F.(X)(G) est un sous-D(Y)-module, de F.(X). Il s’ensuit
que F.(X)g est un D(Y)-module, ce qui implique qu’il correspond par
I’équivalence de catégories du théoréme I1.2 & un faisceau sur Y, que 'on
notera F’. Par définition F.(X)s et F.(Y) sont isomorphes en tant que
D(Y)-modules.

Proposition. — La fibre F, de F' en un point y € Y est naturellement
isomorphe a F.(¢~ ({y}))e-

Démonstration. Posons Z = ¢! ({y}). C’est une partie fermée de X, et la

restriction py : F.(X) — F.(Z) est surjective (proposition 2 de I1.2.5).
Le noyau de pyz est le sous-espace L C F.(X) engendré par les sections
de la forme f- ¢, ou f € DY), f(y) =0, et ¢ € F.(X). En effet, il est
clair que L C ker pz. Réciproquement, si ¢ € ker pz, alors ¢(Supp ¢) est
un ensemble compact dans Y qui ne contient pas y. On peut recouvrir
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q(Supp ¢) par un ouvert compact U qui ne contient pas y (c’est une
conséquence du lemme II.1.1). Si f est la fonction caractéristique de
U,ona f € DY), f()—Oetf ¢ = ¢, dou ¢ € L. On a donc
Fo(Z) =~ F(X)/L, Aot F.(Z)g ~ F(X)/L ou L est le sous-espace de
Fo(X) engendré par L et F.(X )(G) Par conséquent

Fe(Z)a = Fo(X)/(Fe(X)(G) + L)
= (Fo(X)/Fe(X)(G)) [ (L/(L N Fe(X)(G)))
Or, F.(X)/F(X)(G) = F.(Y) et la description de la fibre du faisceau
F' en y faite dans la remarque I1.2 est
F,=F.(Y)/L"
ot L” est l'espace engendré par les f -1, ¢ € F.(Y) et f € D(Y) telle

que f(y) = 0. On voit qu’alors L” ~ L/(L N F.(X)(G)) ce qui finit de
montrer I'assertion. O

Corollaire. — Avec les hypothéses ci-dessus, s’il n’existe pas de dis-
tributions G-invariantes pour les restrictions du faisceau F aux fibres
= q *({y}), alors il n’existe pas de distributions G-invariantes dans

Fe(X)* .

Démonstration. Une distribution non nulle G-invariante dans F.(X)* est
nulle sur F.(X)(G) et donc définit une distribution non nulle sur F.(X)g¢,
c’est-a-dire un élément non nul du dual de F/(Y). Soit y un point du
support de cette distribution. Alors par restriction, elle définit un élément
non nul du dual de la fibre 7, qui est isomorphe a (Fe(¢~"' ({y}))a- Ceci

montre qu’il existe une dlstrlbutlon G-invariante pour la restriction de

F alafibre Z = ¢ ({y}). O

IT1.3.2. Induction et faisceaux. — Fixons une action v, continue
d’un groupe t.d. G sur un espace t.d. X. Formons la catégorie C¥ o —Mod
dont les objets sont les faisceaux de C-espaces vectoriels sur X munis
d’une action lisse v de G compatible avec vy, et dont les morphismes sont
les morphismes de faisceaux G-équivariants. Par exemple, si X = {z} est
un singleton, alors CY ; —Mod est simplement M (). La correspondance
F — Fo(X) (qui induit une équivalence de catégories entre C¥ — Mod
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et M(D(X)) d’aprés le théoréme I1.2) donne par restriction a la sous-
catégorie CY; — Mod un foncteur

[.: CXg— Mod — M(G).

Si @) est un sous-groupe fermé de G, et Z une partie localement fermée,
Q-invariante de X, le foncteur

f — f.\Z
induit un foncteur
RyS: C¥q — Mod — C3Fy — Mod.

En particulier, si Z = {z} est un point de X, alors R)Z(g F est la repré-
sentation lisse de () dans la fibre F, de F.

On se place maintenant dans le cas ou l'action de G sur X est transi-
tive. Comme le groupe G est supposé dénombrable a I'infini, X est alors
homéomorphe & 'espace quotient G/H, ou H est le stabilisateur d’un
point quelconque de X (corollaire 11.3.3). Pour des raisons de compa-
tibilité avec notre définition de l'induction, il est plus adéquat de tra-
vailler avec H\G plutodt que G/H (Iaction de G sur H\G est donnée par
(g0, Hg) — Hggy'). Dans ce cas, nous définissons un foncteur “d’induc-
tion”

759 M(H) — CXq — Mod,

de la maniére suivante. Soit (7, F') dans M(H). L’espace de la représenta-
tion induite ind% E est naturellement un D(H\G)-module non dégénére,
par multiplication des fonctions : si ¢ € D(H\G), et f € ind%FE, ¢f
est dans indIGDE. D’aprés 1'équivalence de catégories du théoreme 11.2,
indIGpE est I'espace des sections a support compact d’un certain faisceau
F7sur H\G. Le foncteur Z§ envoie (7, E) sur F". De plus il est clair que
la représentation de H dans la fibre du faisceau F” au dessus du point
o= H1g de H\G est isomorphe a (7, E).

Réciproquement, si F est un faisceau sur H\G muni d’une action lisse
de G compatible avec l'action de G sur H\G, notons (7, E) la représen-
tation de H dans la fibre du faisceau F au dessus du point o de H\G.
Alors la représentation de G dans F.(H\G) est isomorphe a ind$ (7, E)
et la partie lisse de la représentation de G dans F(H\G) est isomorphe
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a4 Ind%(r, E). Plus explicitement, le premier de ces isomorphismes est
donné par

a: F(H\G) = indfi(r, E), ¢ [g— (7, 9)(0)],
d’inverse
B f e [Hg™ = 7(0) = v(flg™)],
et le deuxiéme par des formules analogues.

On vérifie sans difficulté que ces isomorphismes sont naturels. On a
donc obtenu le

Théoréme. — Les foncteurs
TG M(H) — Cgq — Mod, et Rine% : Cfgq — Mod — M(H)

sont inverses ['un de 'autre et définissent une équivalence de catégories

entre M(H) et Cf 5 o — Mod.

I11.4. Notes sur le chapitre 111

La plus grande partie de ce chapitre est tirée de [3]. Nous y avons
ajouté quelques éléments inspirés de la philosophie de [33], qui consiste
a voir les foncteurs d’induction et de Jacquet comme des cas particulier
des foncteurs d’oubli (F,F) ou d'induction (/, P) définis dans le cadre
des algébres a idempotents. Outre le gain conceptuel, ceci permet de
déterminer rapidement les adjonctions entre composés de tels foncteurs.
La partie sur les représentations dans les espaces de sections de faisceaux
équivariants est tirée de [4].






CHAPITRE IV

REPRESENTATIONS COMPACTES, DE
CARRE INTEGRABLE, UNITAIRES

Nous allons maintenant étudier des classes particuliéres de représen-
tations lisses d'un groupe t.d. Nous commencons par rappeler la théo-
rie des représentations des groupes compacts, théorie qui dans le cadre
des groupes t.d. est particulierement élémentaire. Le résultat principal
est que la catégorie des représentations lisses d'un groupe t.d. compact
est semi-simple. Ce n’est pas le cas en général si le groupe G n’est pas
compact, mais il est alors possible de définir une classe de représenta-
tions ayant de bonnes propriétés, par une condition de support sur leurs
coefficients matriciels : les représentations compactes. Toute représenta-
tion compacte est semi-simple, et si 'on fixe une classe d’isomorphie 7
de représentations compactes irréductibles, toute représentation lisse de
G se décompose en une somme directe dont le premier facteur est une
somme directe de représentations dans la classe 7, et le second une repré-
sentation lisse dont aucun sous-quotient irréductible n’est dans 7. Ceci
s'interpréte en termes de décomposition de catégories. Nous donnons un
critére simple de finitude pour que la catégorie M(G) se décompose en
une “partie compacte”, elle-méme produit sur les classes d’isomorphie
7 de représentations compactes des catégories M(G), dont les éléments
sont les sommes directes de représentations dans la classe 7, et une partie
non compacte, dont les éléments sont les représentations n’ayant aucun
sous-quotient compact. Ce critére de finitude sera vérifié pour les groupes
réductifs p-adiques, ce qui est & la base du théoréme de décomposition
de Bernstein. Nous étudions ensuite les représentations unitaires et nous
introduisons une version tordue des foncteurs d’induction qui préserve
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I'unitarité des représentations. Les représentations unitaires admissibles
sont semi-simples. Enfin nous nous intéressons aux représentations dont
les coefficients matriciels sont des fonctions de carré intégrable (modulo
le centre). Une telle représentation est admissible et unitaire et les coef-
ficients de telles représentations vérifient les formules d’orthogonalité de

Schur.

IV.1. Représentations compactes

IV.1.1. Représentations des groupes compacts. — Soit K un
groupe t.d. compact.

Théoréeme. — (i) Toute représentation lisse irréductible de K est de
dimension finie.

(13) Pour toute représentation lisse de dimension finie (m,V) de K,
il existe un sous-groupe ouvert compact N distingué dans K tel que N
agisse trivialement sur V.

(7i1) Toute représentation lisse de K est semi-simple.

(1v) Toute représentation lisse de K est unitaire.

Démonstration. (i) Soit (7, V') une représentation lisse irréductible de K,
et soit v € V non nul. Comme 7 est lisse, il existe un sous-groupe ouvert
compact K, de K qui fixe v. Comme K/K, est fini (cf. lemme I1.3.2),
I’espace vectoriel W engendré par K - v est de dimension finie. Comme il

est K-stable et non nul, par irréductibilité de =, W = V.

(#7) Soit (m, V') une représentation lisse de dimension finie de K. Soit
N = ker 7. C’est un sous-groupe distingué de K. Soit {v; },—1__, une base
de V. Alors

n
N = mStabK(vi).
i=1
Comme 7 est lisse, chaque Stabg(v;) est un sous-groupe ouvert de K,
donc N est ouvert. Comme K est compact, tout sous-groupe ouvert de

K, étant fermé, est compact.

(741) Montrons tout d’abord que V' est somme de sous-représentations
irréductibles. Soit v € V' et soit W le sous-espace engendré par K - v.
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Comme dans la démonstration du (i), on voit que W est de dimension
finie, et donc d’aprés (i7), il existe un sous-groupe ouvert compact N
distingué dans K tel que N agisse trivialement sur W. Comme K/N
est fini, on peut d’apreés la théorie des représentations des groupes finis
(voir par exemple [37]) décomposer W en une somme directe finie de
représentations irréductibles de K. Ceci montre ’assertion. Le lemme
A.VII permet alors de conclure.

(iv) Soit (7, V') une représentation lisse de K. Choisissons un produit
hermitien défini positif (.,.) sur V. Posons :

(v, W)y = /K<7T(k‘) v, (k) - w) dug(k), (v,weV)

ol fu est une mesure de Haar sur K. Alors (., .)o est un produit hermitien
défini positif K-invariant sur V. O

Notons K I’ensemble des classes d’équivalence de représentations lisses
irréductibles de K.

Corollaire. — La catégorie M(K) est semi-simple. Plus précisement,
toute représentation lisse (m, V') de K se décompose de maniére canonique

V= Vi),

(0,Vo)EK

en .

ou V(o) est l'image du morphisme canonique :
Homg(V,, V)@ V,, (¢,v) — ¢(v).

La sous-représentation V(o) est une somme directe de représentations
irréductibles dans la classe de (o,V).

Démonstration. Soit V' = €,
représentations irréductibles. Si V; ~ V,, il existe un opérateur d’en-
trelacement injectif ¢; : V, — V dont I'image est V;. Donc V; C V(o) et
I'on en déduit que V =Y V(o). Soit I, 'ensemble des i tels que V; ~ V.
On a alors @,.; Vi C V(o). Pour tout morphisme ¢ € Homg(V;, V), la
composée de ¢ et d'une projection p; : V — Vj est nulle si j ¢ I,, et
donc V(o) C @, Vi O

V; une décomposition de V' en sous-
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On appelle V(o) la composante isotypique de type o de V. La dimen-
sion de Homg (V,, V), que nous noterons m(o), s’appelle la multiplicité
de o dans V. Lorsque cette dimension est finie, on a :

m(o) = dimV(o)/dimV,

IV.1.2. Un critére d’admissibilité. — On tire de ce qui précede
une condition nécessaire et suffisante pour qu'une représentation lisse
d’un groupe t.d. soit admissible.

Proposition. — Soit (m, V) une représentation lisse d’un groupe t.d.
G. Alors (m, V) est admissible si et seulement si pour tout sous-groupe
ouvert compact K de G, toute classe o € K a une multiplicité finie dans
Res% (7, V).

Démonstration. Supposons que pour un certain sous-groupe ouvert com-
pact K de G, et une certaine classe o € K , la multiplicité m(o) ne soit
pas finie. Soit N un sous-groupe ouvert compact normal de K tel que
N C kero. Alors dim V¥ n’est pas finie et donc (7, V') n’est pas admis-
sible. Réciproquement si K est un sous-groupe ouvert compact de G, la
représentation triviale de K étant irréductible, dim VX est finie. O

IV.1.3. Représentations compactes. — Soit G un groupe t.d. Si
G n’est pas compact, la catégorie M(G) n’est généralement pas semi-
simple. Néanmoins, il existe une classe de représentations lisses de G
qui se comportent comme les représentations des groupes compacts. En
particulier elles sont semi-simples.

Dans toute cette section, on suppose G unimodulaire.

Définition. — Soit (7, V) une représentation lisse de G. On dit que
(m, V') est compacte si pour tout v € V', et pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G, la fonction :

frw: G= Vo g mleg)m(g™) v

est a support compact.
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Il est clair que si (7, V') est compacte, tout sous-quotient de (7, V') l'est
aussi.

Soit (, V') une représentation lisse de G et soient v € V, A € V. Alors
le coefficient matriciel ¢, ) est la fonction localement constante :

$upn: G—=C, g An(g™) - v).

Théoréme. — Une représentation lisse de G est compacte si et seule-
ment si tous ses coefficients matriciels sont a support compact.

Démonstration. Supposons (7, V') compacte. Soient v € V', \ € Vet K
un sous-groupe ouvert compact de G tel que A € VE. Alors il est clair

que le support de ¢, \ est dans le support de fx,. Pour la réciproque,
nous allons trouver un nombre fini de \; € VE tels que Supp fro C
U, Supp ¢u ;. L'image de fx, est dans V. Notons E, le sous-espace
de VX engendré par cette image. Extrayons une base (v;)icr de E, du
systéme de générateurs (m(ex )m(g)-v)geq et choisissons une forme linéaire
Ao sur VE valant 1 sur les v;. Etendons A\ en une forme linéaire 5\0 sur V,
nulle sur V(K) (on se souvient que V = VE®V (K) d’aprés la proposition
II1.1.5). Alors e - Do = Ao et

g Xo(m(9) -v) = No(m(ex)m(g) - v)

est a support compact, invariant sous ’action par translation a gauche
de K, et donc recouvert par un nombre fini de parties de la forme K -
g;. Ceci montre que le sous-espace E, est de dimension finie, disons k.
Choisissons alors k éléments Aq, ...\, de VE séparant les points de E,,.

Alors Supp fr., C Ule Supp ¢z, - O
Proposition. — Toute représentation compacte de type fini est admais-
sible.

Démonstration. Soit (7, V') une telle représentation. Supposons que V/

soit engendré par vy,...,v;. Si K est un sous-groupe ouvert compact
de G, alors VE = 7r(eg) - V est engendré par les vecteurs de la forme
m(ex)m(g).v;. Il suffit donc de voir que I'espace engendré est de dimension
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finie pour ¢ fixé. Or, on peut reprendre I'argument donné dans la démons-
tration du théoréme ci-dessus, consistant a construire une forme linéaire
A fixée par K, valant 1 sur une famille libre maximale 7(ex)m(g;).v; et O
sur V(K). La compacité du support du coefficient matriciel Py, 1 montre
que cet espace est de dimension finie. O

Les représentations compactes d'un groupe G n’existent pas toujours.
Une condition nécéssaire est donnée dans le lemme suivant.

Lemme. — Soit G un groupe t.d. et supposons qu’il existe une représen-
tation compacte (w, V) de G. Alors le centre de G est compact.

Démonstration. Quitte & prendre un sous-quotient irréductible, on peut
supposer que (m, V) est irréductible. Alors (7, V) admet un caractére
central x,. Soit v € V et K un sous-groupe ouvert compact de G fixant
v. Alors pour tout z € Z(G),

fro(2) = mle)m(z7h) v = x(z" M.
Donc le support de fx, contient Z(G), qui est donc compact. a

IV.1.4. Décomposition des représentations. — On se place dans
les hypothéses du paragraphe précédent et 'on suppose en plus que G
est dénombrable & l'infini. Le résultat principal sur les représentations
compactes est le suivant :

Théoréeme. — Soit (1,W) une représentation compacte irréductible de
G. Alors toute représentation (w, V') de M(G), V se décompose en :

V=V(reVir?t

ou V(1) est somme directe de représentations isomorphes a (1,W), et
aucun des sous-quotients irréductibles de V (7)* n’est isomorphe a (1, W).

La démonstration nécessite des résultats intermédiaires et s’étendra sur
plusieurs sections. Rappelons que nous avons supposé GG unimodulaire.
Fixons une mesure de Haar p¢ (bi-invariante, donc). Identifions D(G) et
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H(G) via le choix de cette mesure de Haar. Les espaces D(G) et End (W)
sont munis d’'une structure de représentation de G x G :

(g1,92) - f(x) = f(91'g2) (91, 92,2 € G), (f € D(G)),
((91.92) - AN (@) =g1- Mgz "+ v), (91,92 € G), (A € End(W)), (v € W).

De plus, le morphisme
7: D(G) — End(W), [+ n(f)

entrelace ces actions de G x G. Comme D(G) est une représentation lisse,
il en découle que I'image de T est a valeurs dans la partie lisse End(W)g
de End(W). Nous allons voir que ce morphisme est surjectif, et construire
une section.

Montrons tout d’abord qu’en tant que représentation de G' x G :
(IV.1.4.1) W @ W ~ End(W),
Définissons pour cela le morphisme o : W ® W — End (W), par :
(IV.1.4.2) alw @A) (v) = A(v)w.

L’injectivité et la G x G-équivariance sont claires.

Comme les représentations compactes irréductibles sont admissibles,
on peut montrer la surjectivité en établissant que pour tout sous-groupe
ouvert compact K de G, I'application induite :

(IV.1.4.3) o (W @ W)X ~ End (W) KK

est surjective par un argument de dimension. L’espace End(W)5*K est
naturellement un sous-espace de End(W¥), par application de restric-
tion. En effet, W se décompose en W = WX W (K) (proposition I11.1.3)
et si A € End(W)5*K on a A = 7(ex)At(ek), et la restriction de A a
W (K) = ker 7(eg) est nulle. Donc si la restriction de A & WX est nulle,
A aussi. On a alors :

dim(End(W)5*K) < (dim W)? < dim(W @ W)F*K,

ce qui finit de montrer la surjectivité de (IV.1.4.3) et donc de (IV.1.4.2).
Remarquons que la démonstration établit en fait (IV.1.4.2) pour toute
représentation admissible W.
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Soit ¢ : W ® W — D(G) 'application linéaire v @ A — Gu.\ €t soit P
I'unique application linéaire de End (W), dans D(G) telle que ¢ o a = ¢.
Il est clair que ¢ est G x G-equivariante. Montrons que, a un coefficient
scalaire prés, c’est la section cherchée du morphisme 7. Comme 7 o ¢
est un opérateur d’entrelacement pour la représentation de G x G dans
End(W)o, et que celle-ci est isomorphe a W®W, donc irreductible d’apres
la proposition I11.1.14, le lemme de Schur, nous dit qu’il existe un scalaire
d(7) tel que 7 o1 = d(7)Id. On appelle ce scalaire le degré formel de 7.

Proposition. — (i) Si (p, E) est une représentation lisse irreductible de
G non équivalente a (1, W), alors pour tout f dans l'image de ¥, p(f) =0

— (41) le scalaire d(T) est non nul.

Démonstration. (i) Soit v € FE, et considérons le morphisme de G-
modules

WoW —E, wd\— plo(waN)-v.

En tant que représentation de G (G agissant seulement sur le premier
facteur), W ® W est une somme directe de représentations irréductibles
équivalentes a (7, W). Lorsque (p, F) est non équivalente a (7, W), 'image
de ce morphisme est nécessairement nulle, et donc p(f)-v = 0 pour tout
v € E, pour tout f dans I'image de ¢ (et donc de ). Ceci démontre (7).

Soit f un élément non nul dans 'image de ¢. On veut montrer que
7(f) est non nul. Pour cela il suffit d'invoquer le lemme de complétude

(proposition II1.1.11) et le (7). O
Remarques. — 1. Le scalaire d(7) dépend du choix de la mesure de
Haar.

— 2. Si G est compact, et que 'on normalise la mesure de Haar par
/. o diug = 1, alors le degré formel d’une représentation irréductible lisse
de G est sa dimension.

— 3. On définira plus généralement le degré formel de toute représen-
tation lisse irréductible de carré intégrable de G dans la section IV.3.3.

Nous continuons la démonstration du théoréme principal de cette sec-
tion dans les sections suivantes.
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IV.1.5. Projection sur une représentation compacte. — Soit
(7, W) une représentation compacte irréductible de G. Soit K un sous-
groupe ouvert compact de G. Les résultats du paragraphe précédent per-
mettent d’obtenir le :

Théoréme. — (i) 1l existe une unique distribution e, dans H(G) telle
que T(ex ) = T(ex) et plex,) =0 si (p, E) est une représentation irré-
ductible lisse de G non équivalente a (1, W).

(i) Si K' est un sous-groupe ouvert compact de G contenu dans K,
on a :

Er';r ¥ €K = €K ¥ €K/ 1 = €K/ 7 ¥ EK = €K T
En particulier ek, est un idempotent.

(iit) Si g € G, alors §g * exr % 041 = €gpcg1 1.

Démonstration. L’unicité d’une telle distribution est conséquence directe
du théoréme de complétude II1.1.11. Posons :

exr = d(T) (1 (er)) € H(G).

Alors,
T(exr) =d(r)" (T o oT)(ex) = T(ex)
De méme comme po =0 :

plexys) = d(r) (poor)(ex) = 0.
Pour montrer la premiére assertion du (i), il suffit d’aprés le théoréme de
complétude II1.1.11 de vérifier que I'on obtient la méme chose en évaluant
I"une de ces distributions en p, pour toute représentation irreductible lisse
(p, E) de G. I est clair que d’aprés le (i), on obtient toujours 0 si (p, E)
n’est pas équivalente a (7, W), et toujours 7(ex) si (p, E) est équivalente
a(r,W) (car ex xeg = egr*xex = ey). La derniére assertion se démontre
de la méme manieére. O

Soit (w, V') une représentation lisse de G, et soit v € V. Si v € VE,
on a m(egr,) - v = m(ek,) - v pour tout K’ C K. Notons ce vecteur
simplement 7(e;) - v. Ceci définit un opérateur m(e,) sur V. On allégera
parfois les notations en notant simplement e, - v et e, lorsque le contexte
indique clairement qu’elle est la représentation (m,V’) avec laquelle on
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travaille. Remarquons que malgré ce que suggére cette écriture, on ne
peut pas définir d’élément e, dans H(G) induisant les opérateurs 7(e;).
Nous verrons plus loin que e, définit en fait un élément du centre de la

catégorie M(G).

Proposition. — (i) w(e;) est un projecteur de V' qui commute avec l’ac-
tion de G.

— (i1) Si (7', V') est une autre représentation lisse de G, et si A €
Homg(V, V'), alors Aom(e,;) = 7'(e;) o A.

— (4i1) V =Imm(e,) @ kerm(e,) est une décomposition de V' en sous-
représentations, et Imm(e,) est somme directe de sous-représentations
irréductibles équivalentes a (T, W). Aucun des sous-quotients irréductibles
de ker w(e;) n'est équivalent a (1, W).

Démonstration. (i) Le fait que 7(e,) soit un projecteur découle immédia-

tement du (i) du théoréme précédent. On a, pour tout K assez petit :

m(g)m(es) - v =m(g)m(ex,) - v =7(g)m(ex)m(g " )7(g) - v
= m(egrg1,-)m(g) - v = m(es)m(g) - v

et donc 7(e,;) commute avec l'action de G. Le (i) se démontre de la
méme maniére. La décomposition du (#ii) est immédiate, puisque 7(e;)
est un projecteur G-equivariant.

Montrons que Im7(e,) est somme directe de sous-représentations ir-
réductibles équivalentes a (7, W). D’aprés le lemme A.VIL, il suffit de
démontrer que Im 7(e,) est engendré par des sous-représentations équi-
valentes & (7,W). Soit w = m(e;) - v dans I'image de 7(e,). Soit K un
sous-groupe ouvert compact de G tel que v € VE. Alors w = (e, ) - v =
m(ek,r) - v. Dans la démonstration du théoréme IV.1.4, nous avons intro-
duit le G x G-morphisme :

¢: WeW — D(G) ~H(G).

Comme W ® W est irréductible d’aprés la proposition I11.1.14, et que ¢
est non nul, ¢ est injectif. Par définition, ek , est dans I'image de ¢, et
donc H(G) * ek, s’injecte dans Im ¢. Comme W ® W est en tant que
représentation de G, une somme directe de représentations irréductibles
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équivalentes a W, il en est de méme de H(G) * ek .. L'image du G-
morphisme
HG) wexcr =V, By m(hsercy) -

est donc une somme directe de représentations irréductibles équivalentes
a W. Ceci termine la démonstration du fait que Im (e, ) est une somme
directe de représentations isomorphes a (7, W).

Le foncteur :
(IV.1.5.1) M(G) - M(G), Vi—mxe) V
est exact. En effet, il est clairement exact & gauche. Supposons que

/8 : (Trla‘/l) - (77-27‘/2)
soit un morphisme surjectif de G-modules. Pour tout w € V5, il existe
v € Vj tel que B(v) = ma(e;) - w, et donc
B(mi(er) - v) = ma(er) - B(v) = ma(e;) o mo(er) - w = ma(e,) - w.

Ceci montre P'assertion.

Nous pouvons maintenant montrer la derniére assertion du théoréme.
Comme 7(e;) annule tout sous-quotient de ker7(e,), grace a lexacti-
tude du foncteur ci-dessus et au fait que 7(e,) est I'identité, aucun sous-
quotient de ker m(e;) n’est isomorphe a (7, W). O

Le théoréeme IV.1.4 est maintenant complétement démontré.

Remarques. — 1. Le sous-espace ker w(e,) est le seul supplémentaire
G-invariant de Im 7 (e, ).

— 2. Si (7', ') est une autre représentation compacte irréductible de
G, non équivalente a (7, W), alors :

m(er) 0 m(en) = m(er) om(er) = 0.

— 3. Il est facile de vérifier que V' +— m(e,)-V définit une transformation
naturelle du foncteur d’identité de la catégorie M(G) vers lui-méme. On
peut donc interpréter e, comme un élément du centre de M(G).



142 CHAPITRE IV. REPRESENTATIONS COMPACTES, UNITAIRES...

IV.1.6. Semi-simplicité des représentations compactes. — Ti-
rons maintenant quelques conséquences des résultats obtenus ci-dessus.

Corollaire. — Toute représentation compacte est semi-simple.

Démonstration. D’aprés le lemme A.VII, il suffit de démontrer qu’une

représentation compacte est engendrée par ses sous-représentations irré-
ductibles. Soit (p, W) une représentation compacte de G, et soit W/ la
somme de toute les sous-représentations irréductibles de W. Il s’agit donc
de montrer que W/W/ est nul. Supposons que tel ne soit pas le cas, et
soit 7 un sous-quotient irréductible de W/W7. C’est une représentation
compacte, puisque tout sous-quotient d’une représentation compacte est
une représentation compacte. On a alors e, - (W/W/) # 0 et donc e, - W,
n’est pas inclus dans e, - W. Or ceci méne a une contradiction, car par
le (i4i) de la proposition IV.1.5, e, - W C W/, a

Introduisons quelques notations :

Notations. — Soit (7, W) une représentation compacte irréductible du
groupe t.d. G. Notons M(G), la sous-catégorie pleine de M(G) consti-
tuée des représentations qui sont somme directe de représentations ir-
réductibles équivalentes a (7,W) et [M(G) \ 7] la sous-catégorie pleine
de M(G) constituée des représentations dont aucun sous-quotient ir-
réductible n’est isomorphe a (7, W). Plus généralement, étant données
des représentations compactes irréductibles non isomorphes (7;, W;), i =
1,...r,notons [M(G)\r1, ..., 7] lasous-catégorie pleine de M(G) consti-
tuée des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’est iso-
morphe a l'un des (7;, W;).

Notons M(G).. la sous-catégorie pleine de M(G) constituée des repreé-
sentations dont tous les sous-quotients irréductibles sont des représenta-
tions compactes, et M(Q),. la sous-catégorie pleine de M(G) constituée
des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’est une repré-
sentation compacte. Notons Irr(G). I'ensemble des classes d’isomorphie
de représentations irréductibles compactes.

La catégorie M(G), est donc semi-simple, et tout module simple y est
a la fois projectif et injectif.
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Proposition. — Toute representation compacte irréductible (1, W) de
G est projective et injective dans M(G).

Démonstration. Soit (m, V) dans M(G). On a :
Homg(W, V) = Homg (W, 7 (e;) - V),
Homg(V, W) = Homg(m(e,) - V, W).

Ceci nous raméne montrer que W est projectif et injectif dans M(G),,
or comme nous l'avons remarqué ci-dessus, c’est bien le cas. O

IV.1.7. Décomposition de M(G). — Réinterprétons les résultats du
paragraphe précédent en termes de décompositions de catégories (A.IX).
Soit (7, W) une représentation compacte irréductible du groupe t.d. G.
La catégorie M(G) se décompose en :

M(G) = M(G); x [M(G) \ 7].

Plus généralement, étant données des représentations compactes irré-
ductibles non isomorphes (7;, W;), i = 1,...7, on a une décomposition :

M(G) = HM(G)n X M(G)\ 1,7,

D’autre part M(G). se décompose en :
M@= [ M©).

T€Irr(G).

Il est naturel de se demander si I’on a une décomposition de la catégorie
M(G) en
M(G) = M(G)e x M(G)ne,
ot M(G),. désigne la catégorie des représentations lisses de G dont aucun

sous-quotient n’est une représentation compacte. Nous donnons un critére
pour ceci.

Proposition. — La catégorie M(G) se scinde en un produit de catégo-
ries
M(G) = M(G). x M(G)pe,

st et seulement si la condition suivante est vérifiée :
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(KF) : Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le nombre de

classes d’isomorphisme de représentations compactes irréductibles (w, V')
de G telles que VE #£ 0 est fini.

Démonstration. Supposons la condition (KF) vérifiee. On peut alors dé-
finir pour chaque représentation lisse (p, W) de G, un opérateur

pled= 3 ple)

T€Irr(G).

En effet, tout vecteur w € W est fixé par un certain sous-groupe ouvert
compact K de G, et lorsqu’on applique p(e.) & w, par hypothése seul un
nombre fini de p(e;) - w sont non nuls.

Comme p(er, )p(er) = 0si (m, Vi) et (ma, V2) sont dans Irr(G). et non
équivalentes, on voit que p(e.) est un projecteur. Donc

W =plec) - W (1= ple)) - W

en tant que G-modules. Comme p(e.)p(er) = p(er)ple.) = p(er) pour
toute représentation (m, V) € Irr(G)., on a

plec) - W = @ plex) - W.
(m,V)eIrr(G)e

I en découle que p(e.) - W est le plus grand sous-module de W dont les
sous-quotients irréductibles sont des représentations compactes. D’autre
part, comme

(1 = p(ec))plex) = plex)(1 — plec)) =0

pour toute représentation (w, V') € Irr(G),., d’aprés la proposition IV.1.5,
(7i1), (1 — p(e.)) - W n’admet aucun sous-quotient compact.

Enfin, montrons 1'unicité de cette décomposition. Supposons qu’il en
existe une seconde de la méme forme

W=waeWw..

Comme W/ est compacte, p(e.) agit comme l'identité sur W/, et donc
W! C W,.. D’autre part, p(e.) - W, . = 0, autrement W, . contiendrait une
représentation compacte. Donc W/ . C W), ce qui montre ['unicité de la
décomposition.
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Réciproquement, soit K un sous-groupe ouvert compact de GG et posons
(7, F) = ind$1 (I'induite compacte de K a G de la représentation triviale
de K). Par hypotheése, (7, F) se décompose en une composante compacte
et une composante non compacte

E=E.®FE,.

Soit (7, V) une représentation compacte irréductible de G telle que VX #
0. Par réciprocité de Frobénius pour I'induction compacte (I11.2.6.5)

Homg (ind$1, V) ~ Homg (1, ResG V) ~ VE

et m est donc un quotient de indIG{L Comme 7 est projective (proposition
IV.1.6), 7 se réalise en fait comme une sous-représentation de £ = indIG{L
et elle est par définition dans la partie compacte E.. On en déduit que E,
est une somme directe de représentations compactes irreductibles (7, V)
telles que VX #£ 0. Or E, est de type fini car c’est un quotient de

(1, E) = ind§1 = Pg(1) = H(G) @) C

(voir II1.2.6.5) qui est de type fini (et méme monogéne, engendré par
ex ® 1). Une représentation semi-simple de type fini est de longueur
finie, ce qui termine la démonstration. O

IV.2. Représentations unitaires

IV.2.1. Représentations hermitiennes. — Si V' est un espace vec-
toriel sur C, notons Vi ’espace vectoriel réel sous-jacent et V Iespace
vectoriel complexe obtenu a partir de V', en changeant la multiplication
des scalaires : le résultat de la nouvelle multiplication d’un vecteur v de
V par un nombre complexe A € C est Av. En particulier, Vg = V. Si
(m, V) est une représentation de GG, on définit de maniére évidente une

représentation (7, V) par 71(g) -v=7(g)-v, g € G, v € V. On pose aussi
(7", V") = (7, V). On remarque que 'on a aussi (7", V*) = (7, V).

Définition. — On dit que la représentation (7, V') est hermitienne s’il
existe une forme hermitienne non dégénérée (.,.) sur V telle que pour
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tous v,w € V, pour tout g € G
(v,w) = (m(g) - v,7(g) - w).

Remarque. — Si (7", V") est isomorphe a (m, V), alors elle est hermi-
tienne. En effet, la dualité canonique entre V et V" donne 'existence
d’une telle forme. Réciproquement, si (7, V') est admissible, le produit
hermitien étant non dégénéreé, il induit une injection de V dans V. En
passant au dual, on obtient une surjection de V = V sur (V)™ (remarquons
que c’est 1a que 'on utilise 'hypothése V' admissible). On en déduit par
conjugaison une surjection de V dans V, qui est égale a Pinjection V < V
obtenue précédemment. Tous ces morphismes étant G-équivariants, on
obtient V ~ V en tant que représentation de G, d’ou (7, V") ~ (7, V).

Soit H un sous-groupe fermé du groupe t.d. G et soit (7, F') une re-
présentation lisse de H. On suppose que H\G est compact, de sorte que
Ind$ (7, E) = ind% (7, E) (voir 111.2.3). On aimerait que I'induction pré-
serve les représentations hermitiennes, mais tel n’est pas le cas, comme
le montre le calcul suivant : d’aprés la proposition 111.2.2; (),

ind%(7) = ind% (7 ® dme)-
Comme il est clair que pour toute représentation lisse p de H, @ =
ind% 5, on obtient
ind% (7") = ind% (1 ® Sme)".
Pour obtenir une induction qui préserve les représentations hermi-

tiennes, il faut normaliser celle-ci par le facteur 5}{/\2@ Comme g de H
est a valeurs dans R, ceci est défini sans ambiguité. On pose donc :

(IV.2.1.1) i =indf(r ® dyg,)-

En remarquant que 6 G = 513{@ le calcul ci-dessus montre immédiate-
ment qu’avec cette nouvelle définition de I'induction on a maintenant

(IV.2.1.2) (ig 7)) =1ig(7), (@G =ig(").
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IV.2.2. Représentation unitaires. — Les représentations unitaires
d’un groupe topologique localement compact G sont les représentations
continues de G dans un espace de Hilbert qui préservent le produit her-
mitien. En général, pour un groupe t.d. de telles représentations ne sont
pas lisses. En quelque sorte, la lissité est incompatible avec la complétude
de 'espace de représentation. Nous souhaitons ici rester dans le cadre des
représentations lisses, ce qui nous pousse a redéfinir quelque peu la notion
de représentation unitaire. Les résultats cités dans [3], 4.21 montrent que
la nuance n’est en définitive pas trés importante.

Définition. — Soit (7, V') une représentation du groupe G. Elle est dite
unitaire si I’espace vectoriel complexe V' est muni d’'un produit hermitien
(défini positif) (.,.)y G-invariant, c’est-a-dire

<7T(g) " U, 7(9) ’ U)V = <u7 U)Va (U,U < V>7 (g S G)

Une hypothése d’amissibilité va nous permettre de retrouver les pro-
priétés habituelles des représentations unitaires dans les espaces de Hil-
bert.

Proposition. — Soit (m, V) une représentation lisse unitaire admissible
du groupe t.d. G pour le produit hermitien (., .)y. Si V] est un sous-espace
G-stable de V' alors

Vit = {v e V|Vu; € Vi, (v, v1)v = 0}
est aussi un sous-espace G-stable de V' et

V=WieV'

Démonstration. La seule partie non triviale du lemme est de montrer que

sive V,alorsv € V+VE. Comme (7, V) est admissible, on peut trouver
un sous-groupe compact ouvert K de G tel que v € V. Remarquons que
VE =VENV,, et soit W Porthogonal de Vi¥ dans V¥ pour la restriction
(.,.)yx du produit hermitien & VX. Comme V¥ est de dimension finie,
on a :
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Il reste a montrer que W est inclus dans V. Supposons que tel ne soit
pas le cas. Alors il existe w € W, v; € V] tel que (w, v1)y # 0. Or :
(w, vi)v = (7(ex) - w, vi)y = (w, 7(ex) - vi)v = (w, T(ex) - vi)vx,

et ceci ne peut étre non nul d’aprés la définition de W. O

Corollaire. — Soit (m, V') une représentation unitaire admissible de G.
(1) dim Endg (V) =1 si et seulement si (w, V') est irréductible.

(13) (m,V) est complétement réductible (semi-simple).

Démonstration. Le premier point est clair : si (7, V') est irréductible, alors
dim Endg (V) = 1 par le lemme de Schur (voir II1.1.8). Réciproquement,
si (m, V) n’est pas irréductible, il existe une sous-représentation V; de
V et d’aprés ce qui précede V = V) @ Vit est une décomposition de

V en sous-représentations. Les projections sur V; et Vi1 engendrent un
sous-espace de dimension deux de Endg(V).

Le second point découle de A.VIIL. O

IV.2.3. Induction des représentations unitaires. — Soit H un
sous-groupe fermé de G tel que H\G soit compact. Si (7, E) est une
représentation unitaire de H, on sait d’aprés la section précédente que

i% 7 est hermitienne. Décrivons explicitement une forme sesquilinéaire

G-invariante sur 1% 7 induisant cette structure hermitienne. Nous mon-

trerons ensuite qu’elle est définie positive, et donc que i 7 est unitaire.

On pose, pour tout couple (f1, f2) de fonctions dans % E,

(IV.23.1) i fa) = /H A0, Blav dvna @)

ol g, est un représentant dans G de la classe x € H\G. Il faut montrer
que ceci est bien défini, c’est-a-dire que la fonction

(IV.2.3.2) g = (filg), f2(9))v
est bien dans D(G, H, 6p\¢) (voir 11.3.9).
Or,

1

(f1(hg), f2(hg))v = <51%1\G(h)7(h) - f1(9), 65 (M)T(R) - fa(hg))v
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et comme (.,.)y est H-invariant, et que dp\¢ est a valeurs dans R, on
obtient

(fi(hg), f2(hg))v = 5H\G(h)<f1(g)v f2(9))v-

Les propriétés de lissité et de support étant claires, on voit que (IV.2.3.2)
est dans D(G, H, dpn\¢). On vérifie immédiatement que (., .) définit une
forme sesquilinéaire sur i E et que cette forme est positive. D’autre part,
si (f, f) = 0, alors 'intégrale se ramenant & une somme finie, on voit que
ceci entraine f =0, et donc (., .) est bien un produit hermitien.

IV.3. Représentations de carré intégrable

IV.3.1. L’espace L?(G, x,dg*). — Nous supposons que G est unimo-
dulaire. Comme son centre Z(G) est abélien, il est aussi unimodulaire, et
donc il en est aussi ainsi du groupe quotient G/Z(G). On note dg* une
mesure de Haar biinvariante sur G/Z(G).

Définition. — Soit x un caractére unitaire de Z(G) et soit L*(G, x, dg*)
I'espace des fonctions f dans C*(G) telles que

a) fgz) = x(2)f(9), (9 €9) (z € Z(Q))
b) fG/Z(G) |f(9)]? dg* < oo.

L*(G, x,dg*) est un sous-espace G stable de C*°(G) pour la représen-
tation réguliere droite, et

(hotiiow= | Tilallo) dg

G/Z2(G)
deéfinit sur (L*(G, x, dg*), r) un produit hermitien invariant défini positif.
La représentation (L*(G, x,dg*),r) de G est donc lisse et unitaire.

IV.3.2. Admissibilité et unitarité. — Nous reprenons les hypo-
theses du paragraphe précédent.

Définition. — Soit (7, V) une représentation lisse de G. On dit que
(m, V) est de carré intégrable modulo le centre, ou bien que (w,V) est
une série discrete si
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a) Le centre Z(G) de G agit sur V' par un caractére unitaire x.
a) Tout coefficient matriciel ¢, , de (m, V) est dans L*(G, x, dg*).

S’il existe un caractére w de G tel que (mw, V') est de carré intégrable
modulo le centre, on dit que (7, V') est essentiellement de carré intégrable
modulo le centre.

Proposition. — Soit (7, V') une représentation lisse irréductible, essen-
tiellement de carré intégrable modulo le centre de G. Alors (w,V) est
admaissible.

Démonstration. D’aprés le lemme I11.1.14, on peut supposer que (7, V)
est une représentation lisse de carré intégrable modulo le centre. On re-

prend l'idée de la démonstration du théoréme IV.1.3. Supposons que
(m, V) ne soit pas admissible. Alors il existe un sous-groupe compact
ouvert K de G, un vecteur v non nul dans V¥ et une suite (g, )neny d’é16-
ments de G tels que {m(ex)m(g,) - v} est libre dans VE (en effet, V5 est
engendré par les {m(ex)m(g) v} d’aprés I11.1.5). Remarquons qu’alors les
doubles classes K\g,,/Z(G) sont distinctes dans K'\G/Z(G). Choisissons
A € VE tel que Mm(eg)m(gn) - v) = 1 pour tout n. Soit K l'image de
K dans G/Z(G), de sorte que K est un sous-groupe ouvert compact de
G/Z(G). On a alors

/ bon(9)? dg” = / A(r(g) - 0)|? dg’
G/7(G)

G/Z(G)

- / (n(ex) - N(n(g) - o) dg*
G/Z(G)

_ / IA(m(ex)m(g) - v)|* dg”
G/Z(G)

= Y IAGle)n(9) - o) Volay ()

GEK\(G/Z(G))

>3 A(m(ex)m(as) - o) Volay (K) = 3~ Volay: (K) = oo

=0

et nous aboutissons & une contradiction. O
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Nous montrons maintenant qu’une représentation admissible de carré
intégrable modulo le centre est unitaire.

Lemme. — Soit (m,V) une représentation lisse de G, admissible et de
carré intégrable modulo le centre. Soit x son caractére central (unitaire).
Alors (m, V') est unitaire et semi-simple.

Démonstration. Soit W C V une sous-représentation de type fini, engen-
drée par des vecteurs {wy,...,w,}. Notons Ann(W) Pannulateur de W
dans V', de sorte que W ~ V' /Ann(W). Posons, pour A\j, Ay € W,

tex) = [ e T A () 3

i=1...,n

Ceci définit une forme hermitienne définie positive G-invariante sur W.
On en déduit que W est unitaire, et donc que W est unitaire. D’apres
le corollaire IV.2.2, W est alors semi-simple. Comme V' est 'union de
ses sous-représentations de type fini, le lemme A.VII nous dit que V est
semi-simple. Toute sous-représentation irréductible de V' étant unitaire,
V T'est aussi. O

IV.3.3. Orthogonalité de Schur. — Rappelons que pour toute fonc-
tion f sur un groupe G, la fonction f est définie par f(g) = f(g~1).

Lemme. — (i) Soit (m,V) une représentation de G irréductible, essen-
tiellement de carré intégrable modulo le centre. Alors il existe un réel
strictement positif d(m), appelé le degré formel de 7, tel que pour tout
v1,v9 € V., pour tout M\, \s € V, on ait :

L/Z(G) ¢U1,)\1 (g>¢v2,)\2 (9) dg — d(ﬂ) .

(17) Soient (w1, V1), (m2,V2) deux représentations de G irréductibles,
essentiellement de carré intégrable modulo le centre, non équivalentes, et
de méme caractére central. Alors pour tous vi € Vi, vg € Vo, A\ € ‘71,
Ao € ‘72;

/ ¢Ul,>\1 (9>Qv§v27>\2(g) dg* =0.
G/Z(G)
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Démonstration. Soit w un caractére lisse de G tel que ww est de carré
intégrable modulo le centre. Il est facile de voir que I'intégrale que 1’'on
cherche a calculer est la méme si I’on remplace 7 par 7w, les contributions

dues & w se simplifiant. On peut donc supposer 7 de carré intégrable mo-
dulo le centre. D’aprés le lemme du paragraphe précédent, on peut munir
V' d’un produit hermitien invariant (.,.)y. Considérons la représentation
VeV de Gx G : daprés la proposition II1.1.14, elle est irréductible,
admissible, et sa contragrédiente est naturellement isomorphe a V @ V.

Considérons la forme bilinéaire B sur (V @ V) x (V @ V) définie par :
B(v1 ® A, A2 @ vg) = / Bur 0 (9)Pu 0 (9) g™
G/2(G)
Il et facile de voir que cette forme bilinéaire est G x G-invariante car
G/Z(G) est unimodulaire. D’aprés le lemme I11.1.9, pour montrer que
cette forme est non dégénérée, il suffit de montrer qu’elle est non nulle.

Choisissons v € V, et soit A, € V la forme linaire sur V définie par
Ao(w) = (v, w)y, w e V. Comme

Ao(m(g™h) - v) = (v, (g7 o)y = (7(g) - v,0)y = (v,7(g) - V)
== )\v(ﬂ-(g> : U)v

on a .

B@@MAwmo=Lm®Mw@wwa@ﬂwow*

— [ lalg) )P dg >0
G/Z(G)

D’aprés le lemme II1.1.9, il existe une constante complexe non nulle ¢
telle que la forme bilinéaire B sur (V®@ V') x (V ® V) soit égale a c fois la

forme bilinéaire canonique sur (V@ V)x (Ve V)~ (Vo V) x (Vo V).
Celle-ci est donnée par
(V1 ®@ A1, Ay ® v2)0 = Ar(v1) Ao (v2).
Comme
(V@ Ay Ay @ 0)g = Ay(v)? = (v,0)% > 0,

la constante ¢ est réelle, strictement positive. On pose donc d(m) = ¢~1.
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Démontrons (ii). On fixe A\; € Vi et vy € Va. On définit un opérateur
d’entrelacement entre V; et (V5) ~ V, par :

U — <)\2 — / ¢v1,)\1 (g)évz,)\z(g) dg*) .
G/Z(G)

Comme V] et V5 sont non équivalents, cet opérateur d’entrelacement est
nul. O

Corollaire. — Soient (m;,V;), i = 1,...,r, des représentations de G
wrréductibles, essentiellement de carré intégrable modulo le centre, non
équivalentes deux a deux , et de méme caractére central. Pour chaque 1,
choisissons v; € V; et \; € ‘7@ non nuls. Alors les coefficients matriciels
Ou,; N Sont linéairement indépendants. La méme conclusion prévaut si l'on
considere des représentations compactes irréductibles.

Démonstration. Supposons que » . ¢;¢y, », = 0. Fixons j entre 1 et 7, et
choisissons \ € Vj tel que N;(v;) = 1 et vj € Vj tel que A;(v}) = 1. Alors
d’aprés le (i4) du lemme, on a

0= / Ci(bvi,)\i év’-,)\’- dg* =Cj / (bv‘,)\’(ﬁv’-,)\’- dg*
G/2(G) (Z " " Japze T

= Cj d(’ﬂ'j)_l.

Donc ¢; = 0. Si les représentations sont compactes, le centre de G est
compact (lemme IV.1.3). Il n’y a alors pas besoin de quotienter par le
centre et on adapte les démonstrations précédentes. O

Remarque. — Plus généralement, si A est un sous-groupe de Z(G) tel
que Z(G)/A est compact, on peut remplacer les intégrales sur G/Z(G)
par des intégrales sur G /A sans affecter la convergence de celles-ci, et les
résultats obtenus ci-dessus sont toujours valides.
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IV.3.4. Notes pour le chapitre I'V. — Les résultats de ce chapitre se
trouvent dans [3]. Pour leur rédaction, je me suis aussi servi des notes [21]
et [36]. Par exemple, la condition (KF') vient de [36]. La démonstration
du lemme IV.3.2 est tirée de [43|.



CHAPITRE V

STRUCTURE DES GROUPES
REDUCTIFS p-ADIQUES

Ce chapitre est un catalogue de résultats, pas tous démontrés ici, mais
dans la mesure du possible, référencés. Nous y introduisons notre objet
principal d’étude, les groupes réductifs p-adiques. Notre exposition, jus-
qu’ici & peu prés “self-contained” cesse donc de I’étre, car il ne saurait étre
question de traiter dans ce livre de la théorie des groupes algébriques,
ou méme des groupes algébriques réductifs, d’autant que ceci est fort
bien fait dans de nombreux ouvrages (|5],[31], [40], [6]). De méme, nous
ne nous sentons pas le courage (ou la compétence) d’exposer la théorie
de Bruhat-Tits ([12], [13],[42]). La classe de groupes que nous étudions
est celle des groupes des points rationnels d’'un groupe algébrique ré-
ductif connexe défini sur un corps p-adique. La théorie de Bruhat-Tits
construit 'immeuble de tels groupes, et 'action du groupe sur son im-
meuble. Nous ne saurions trop recommander de compléter la présenta-
tion sommaire faite ici par I’étude de deux ou trois exemples concrets de
groupes classiques, en commengant par le groupe GL(n). Ces exemples
sont développés dans la littérature que nous indiquons.

V.1. Les corps p-adiques

Nous renvoyons le lecteur a [19] pour plus de détails concernant la
théorie des corps p-adiques, ainsi que pour les démonstrations des résul-
tats énoncés ici.
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Soit p un nombre premier et soit F un corps p-adique (c’est-a-dire pour
nous une extension finie de Q,), munie de sa valuation non-archimédienne
discréte vp & valeurs dans Z U oo, normalisée de sorte que 'image de vp
soit Z U co. On note Oy 'anneau des entiers de F,

Or = {x € Flup(z) >0, }
et Pr son unique idéal maximal (Op est un anneau local),
PBr = {z € Flop(z) >0, }.

On note Oy le groupe des unités de Op. C’est I'ensemble des éléments de
O de valuation nulle. Fixons une uniformisante w de F, c¢’est-a-dire un
¢lément vérifiant vp(w) = 1. On peut alors écrire tout © € F* de maniére
unique sous la forme z = uw™ o n € Z et u € O .

Soit k le corps résiduel Op/Pr. C’est un corps fini donc isomorphe a
[FF,, pour une certaine puissance ¢ du nombre premier p. La valeur absolue
normalisée sur [ est donnée par

|x|r = q‘”ﬂw), (x € TF)

Cette valeur absolue munit F d’une structure d’espace métrique, ce qui

en fait un groupe (pour l’addition) topologique totalement discontinu.
Une base de voisinages de 0 est donnée par les sous-groupes ouverts
compacts ‘PBg.

Le groupe additif (F,+) est muni d’une mesure de Haar dz, que 'on
peut normaliser par exemple en fixant le volume du compact Op égal a
1. Valeur absolue et mesure de Haar sont reliées par la formule :

/F f(azx) dz = |als / f(z)dz, (a€F),(f €Co(F)).

Si IF est un corps p-adique, on note F une cloture algébrique de F. Le
groupe multiplicatif & une variable G,, est le groupe algébrique défini sur
FF dont le groupe des points sur F s’identifie & F*.

Tout espace vectoriel de dimension finie sur F est muni d'une topo-
logie “transcendante”. C’est le cas en particulier de l'algébre M, (F) des
matrices carrées de taille n a coefficients dans F. Le groupe GL,,(IF) des
matrices inversibles dans M,,(F) est muni de la topologie induite, ce qui
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en fait un groupe t.d. Une base de voisinage de I'identité est donnée par
les sous-groupes ouverts compacts

K, = Id, + B M, (Op).

V.2. Les groupes réductifs p-adiques

V.2.1. Groupes linéaires algébriques. — On rappelle quelques élé-
ments de la théorie des groupes linéaires algébriques. Nous renvoyons le
lecteur a [40] pour les notions et les démonstrations des énoncés rappelés
ici. On fixe un corps p-adique F, et une cloture algébrique F de celui-ci.

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur F et notons G le
groupe de ses points sur F. On identifie G et le groupe de ses points sur F.
On note respectivement R(G) et R,(G) le radical et le radical unipotent

de G. Le groupe R(G) est un sous-groupe algébrique distingué connexe
résoluble de G, et maximal pour cette propriété. Il est unique. De méme
R.(G) est le sous-groupe algébrique distingué connexe unipotent de G et
maximal pour cette propriété. Si R,(G) est trivial, le groupe G est dit
réductif. Si R(G) est trivial, le groupe G est dit semi-simple. Soit DG le
groupe dérivé de G. Si G est réductif, alors R(G) est central dans G, DG
est semi-simple, G est engendré par R(G) et DG, et R(G) N DG est fini.
Notons Z(G) le centre de G. Si G est réductif, R(G) est la composante
neutre de Z(G). Les sous-groupes R(G), R,(G), Z(G) sont définis sur F.
On note respectivement R(G), R,(G), Z(G) leurs points sur F.

Un sous-groupe de Cartan de G est le centralisateur d’un tore maximal
de G. Si G est réductif, un tore maximal est son propre centralisateur
dans G, et donc un sous-groupe de Cartan n’est rien d’autre qu'un tore
maximal. Il existe des sous-groupes de Cartan de G définis sur F et
I’ensemble des classes de conjugaison sous G de tels sous-groupes de
Cartan est fini (nous sommes en caractéristique nulle). Tous les tores
de G définis et déployés sur F et maximaux pour cette propriété sont
conjugués sous G.

On appelle composante déployée de G un tore défini et déployé sur F,
contenu dans le radical R(G) et maximal pour cette propriété. Si G est
réductif, une composante déployée de G est alors un tore déployé maximal
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dans le centre de G. Comme deux tels tores doivent étre conjugués par
R(G) qui est central, on en déduit I'unicité de la composante déployée
pour un groupe réductif.

Le groupe G peut étre plongé algébriquement dans un groupe G'Ly (IF)
pour un certain N, le plongement étant défini sur F. Le groupe G se
plonge donc dans GLy(FF). Muni de la topologie induite, G devient un
groupe topologique totalement discontinu, pour lequel s’appliquent donc
les notions et résultats des chapitres II et III. Cette topologie ne dépend
pas du choix du plongement dans un G Ly (F). De plus, si G est réductif,
G est unimodulaire.

V.2.2. Caractéres rationnels. — Soit G un groupe algébrique ré-
ductif connexe défini sur F et soit X*(G) le groupe de ses caractéres al-
gébriques (c’est-a-dire le groupe des morphismes algébriques définis sur F
de G dans le groupe multiplicatif G,,). On note X*(G) le sous-groupe de
X*(G) des caractéres définis sur F, et on 'appelle groupe des caractéres
rationnels de G (ou de GG). Comme la restriction d’un tel caractére algé-
brique & DG est triviale puisque G, est commutatif, X*(G) s’identifie
au groupe des caractéres algébriques de G/DG. Comme G = R(G)DG,
on a
G/DG ~ R(G)/(R(G) N DG).

Or R(G) est un tore, et le groupe de ses caractéres algébriques X*(R(G))
est un groupe abélien de type fini, sans torsion (un réseau, donc iso-
morphe & Z" pour un certain r € N). Le groupe R(G) N DG étant fini,
X*(G) est un sous-réscau de rang maximal de X*(R(G)). Le groupe des
caractéres rationnels X*(G) de G est un sous-réseau, pouvant étre trivial,
du réseau X*(G).

Soit X,(G) le groupe dual, X,(G) := Homgz(X*(G),Z). Notons (., .)
la dualité naturelle entre X*(G) et X,(G) et remarquons cette dualité
induit un isomorphisme X*(G) ~ Homgz(X.(G),Z).

On note aussi X.(G) le réseau Homy(X*(G),Z). De méme X*(G) ~
Homgz(X.(G),Z).

Remarque. — Cas des tores. Si T est un tore algébrique défini sur F,
on peut en plus identifier X,(T) au groupe des morphismes de G,,, dans
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T de sorte quesit € T, ¢ € X, (T) et x € X*(T),
X(6(0) = £49).

Les éléments de X*(T) forment une base de I’espace vectoriel des fonc-
tions polynomiales sur T. L’algébre de groupe F[X*(T)] est I’algébre des
fonctions polynomiales sur T, et T s’identifie au spectre de cette algébre.

V.2.3. Caractéres non ramifiés. — Soit G un groupe algébrique
réductif connexe défini sur F. Définissons un morphisme )

(V.2.3.1) Hg: G — X.(G)
par la formule :

(x;Hea(g)) =vr(x(9)), g€G, xeX(G).

Soit °G' le noyau de ce morphisme, et A(G) son image. On a donc une
suite exacte :

1-°G — a2 (G)—1
Il est immeédiat qu'une définition équivalente de °G est donnée par
G = ﬂ ker | x|g.
XEX*(G)

Lemme. — Soit x € X*(G). Alors |x|r : G — R est un caractére lisse
de G dont le noyau contient tous les sous-groupes compacts de G.

Démonstration. Le noyau de |x|r est I'image réciproque par x de 'ouvert
compact Op de F*, c’est donc un ouvert de G. Par conséquent, |x|g
est un caractére lisse de G, a valeurs dans R?.. En particulier son noyau
contient des sous-groupes ouverts compacts aussi petits que I'on veut.

Pour tout sous-groupe compact K de GG, prenons un sous-groupe ouvert
compact K; C K dans le noyau de |x|p. Comme K/K; est fini (lemme
I1.3.2), et que le seul sous-groupe fini de RY est {1}, K est dans le noyau
de |x|r- O

(U Le lecteur prendra garde au fait que le groupe X, (G) étant un réseau, on note sa
loi additivement, alors que la loi de G est notée multiplicativement.
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Proposition. — Le groupe °G est un sous-groupe ouvert, fermé et dis-
tingué unimodulaire de G. Tout sous-groupe compact de G est contenu
dans °G. Le groupe dérivé DG est contenu dans °G.

Démonstration. D’aprés le lemme, tout sous-groupe compact de G est

dans °G. D’autre part, ker |x|r est un sous-groupe distingué de G, et
I'intersection de sous-groupes distingués est encore distinguée, donc °G
est distingué dans G. Comme les caractéres |x|r sont lisses, les ker |x|r
sont fermés dans G. Il s’ensuit que °G est fermé dans G. Comme °G
contient des sous-groupes ouverts compacts, il doit étre ouvert dans G.
Il est donc unimodulaire car G l'est. La derniére assertion résulte du fait
que tout caractére est trivial sur le groupe dérivé. O

Définition. — Un caractére non ramifié de G est un morphisme de
groupes de G dans C* trivial sur °G. On note X (G) I'ensemble des ca-
ractéres non ramifiés de G.

V.2.4. Structure de variété de X' (G). — Un caractére non ramifié
de G est de la forme u o v on u est un morphisme de A(G) dans C*. Les
caractéres non ramifiés de G s’identifient ainsi aux caractéres de A(G),
c’est-a-dire aux éléments du groupe Homyz(A(G), C*). Remarquons que
A(G), sous-groupe de X,(G), est un groupe abélien libre de type fini.
Introduisons 'algébre de groupe C[A(G)]. On a un isomorphisme naturel :

Homyz(A(G), C*) ~ Homg, (C[A(G)], C).

et les objets ci-dessus s’identifient au spectre maximal de C[A(G)], un tore
algébrique complexe que 1'on note U. On note t +— w; l'isomorphisme
entre le tore complexe U et le groupe des caractéres non ramifiés de
G. Ceci munit X(G) d’une structure de tore complexe. L’algébre des
fonctions polynomiales sur X' (G) s’identifie explicitement a C[A(G)] de
la maniere suivante : si f = 37\ agg est un élément de C[A(G)] et
si x € X(G), alors f(x) = > jenq) 2gx(9), ot les g € G relévent les
g € A(G). Silon identifie C[A(G)] a I'espace des fonctions a support fini
sur le groupe A(G), le produit devient la convolution de ces fonctions.

Pour tout g € G, notons ev, le morphisme d’évaluation en g :

evy, 1 X(G) = C*, x+ x(g).
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Il est clair que ev, est une fonction polynomiale sur X'(G), qui est donné
dans D'identification ci-dessus par la classe g de g dans G/°G, vu comme
¢lément de A(G) C C[A(G)]. On note yu;, le morphisme

Xun G = CIMG)]", g ev,,

Tout point y € X(G) détermine un morphisme d’algébres ¥, de C[A(G)]
dans C, et 'on a la relation

(V.2.4.1) U, 0 Xun = X-

Le groupe G agit sur G/°G par translation a gauche, donc il agit sur
A(G) et sur C[A(G)]. Un calcul simple montre que pour tout g € G, pour
toute f € C[A(G)], et pour tout x € X(G),

(V.2.4.2) (g- ) x) =x(@)f(x) = Xun(9) F)(X)-

L’action de G sur C[A(G)] est donc donnée par x,,. Elle se factorise par
G/°G et lon retrouve laction naturelle de A(G) = G/°G sur son algébre
de groupe par translation a gauche.

La variété X' (G) est un tore complexe, donc un groupe, qui agit sur
lui-méme par translation a gauche. La structure de groupe est aussi bien
str celle définie par multiplication des caractéres. Le groupe X (G) agit
donc sur 'espace de ses fonctions polynomiales F' par

O N@) =), (wv € X(G), (f € F).

V.2.5. Cas des tores. — Précisons les constructions du paragraphe
précédent dans cas ot G = T est un tore sur F.

Rappelons tout d’abord que si T est un tore algébrique défini sur F,
et si A est sa composante déployée, il existe un sous-tore T, de T défini
sur F et anisotrope tel que T soit le produit presque direct (ceci veut dire
que l'intersection des deux facteurs est finie) T = T,,A. L’application
naturelle de restriction de X*(7') dans X*(A) est injective, X*(A) =
X*(A) et X*(T,,) = {0}, et X*(T'), vu comme sous-réseau de X*(A), est
d’indice fini.

Soit A un tore déployé sur F. On a alors :

A = Homgz(X*(A), F*) = Homg(X*(A), Z) @ F* = X,(A) @z F*.
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Soit w € F* une uniformisante de [F. L’ensemble de ses puissances forme
un sous-groupe Z., de F* et comme par définition vp(w) = 1, vp réalise
un isomorphisme entre Z, et Z. Posons

Cy = Homz(X™*(A),Zy) ~ Homy(X*(A),Z) = X.(A).

Ceci réalise C'y comme un sous-groupe de A, H 4 donnant I’isomorphisme
entre Cy et X,(A). En particulier, H4 est surjective, donc A(A) = X, (A)
et C'4 est une section de H 4, car C'4 est naturellement inclus dans

Homy(X*(A),F*) = A.

Remarquons aussi que si A est un tore déployé, donc isomorphe a un
produit de F*, le groupe A est le sous-groupe compact maximal de A.
En effet, on a trivialement F* = Oy, le groupe des unités du corps F.

Si A; et Ay sont deux tores déployés définis sur [F, avec A; C As, alors
A(A;) C A(Ay). En effet, d’aprés ce qui précéde, on voit facilement que
0A4; = A; N%A4,. On peut aussi voir C's, comme un sous-groupe de Cla,.

V.2.6. Caractéres non ramifiés (suite). — On revient aux hypo-
theses et notations de V.2.3. Soit Ag une composante déployée de G. Les
constructions faites en V.2.3 et V.2.5 fournissent des suites exactes

1 -G —G—AG)—1
et
1 —Ag — Ag — ANAg) ~ X, (Ag) — 1.

Lemme. — On a"Ag =°G N Ag. Le réseau A(Ag) = X.(Ag) s’injecte
dans A(G) C X.(G). De plus Uindice de X.(Ag) dans A(G) (et méme
dans X.(G)) est fini (ce sont des réseauz de méme rang).

Démonstration. Considérons 'application de restriction de X*(G) dans

X*(Ag). Nous affirmons que c’est une injection. En effet, nous avons vu

en V.2.2 que X*(G) = X*(G') ou
G =G/DG = R(G)/(R(G) N DG).

Posons Ay, = Ag/(Ac N DG). 11 est clair que Ay, est une composante
déployée de G'. Comme G’ est un tore, le réseau X*(G) = X*(G') est
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d’indice fini dans X*(Aj) et donc d’indice fini dans X*(Ag). Ceci im-
plique directement que °A¢ est contenu dans °GNAg. Pour la réciproque,
prenons g € °G N Ag et x € X*(Ag). Alors pour un certain m € N*, x™
est dans X*(G). On a donc

X" (9)r = [x(9)F = 1.

Or |x(g)lr € R% donc |x(g)lr = 1. On en déduit que g € “Ag. On a
maintenant un morphisme bien défini et injectif :

Comme X, (Ag) est de méme rang que X,(G), on en déduit la derniére
assertion. U

Proposition. — Le quotient G/°GAg est fini, et " GNZ(G) est compact.
Si Z(G) est compact, alors °G = G.

Démonstration. On a

(G)°G)/(Ac/’Ac) ~ G/°GAg.

La finitude du cardinal du membre de gauche de cette égalité ayant été
établie dans le lemme, on en déduit que G/°GAg est fini. Si Z(G) est
compact, on a Ag = {1}, et °G est alors d’indice fini dans G. Supposons
G # G, et soit g € G\ °G. Alors il existe un caractére rationnel y €
X*(G) tel que |x(g)|r # 1. Or une certaine puissance de g est dans
0@, disons g™. On a alors |x(¢™)[r = 1 = |x(g)[% et 'on obtient une
contradiction. Donc on a G = °G dans ce cas.

Le sous-groupe d’indice fini R(G) de Z(G) est un tore et R(G)anAc
est d’indice fini dans R(G), donc dans Z(G), ou R(G),, est compact.
Donc R(G)a, C °G et comme Ag N°G = Ag, on a R(Q)upmAg NG =
R(G)an’Ag, qui est compact. Par conséquent °GNZ(G) est compact. [
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V.2.7. Classes d’inertie de représentations irréductibles. — Le
groupe des caractéres non ramifiés X'(G) agit sur 'ensemble des classes
d’équivalences de représentations irréductibles lisses de G, Irr(G) par

(W, T —TRw, (weX(Q)), (melrr(q)).
Le stabilisateur de 7 € Irr(G) est noté X' (G)(w), c’est-a-dire
XGE)(m)={weXG)|r@w=r}.
Lemme. — Soit m € Irr(G). Alors X(G)(m) est fini.

Démonstration. On reprend les notations de la section précédente. En

particulier nous rappelons que X (G) s’identifie & 1’ensemble des carac-
téres du réseau A(G), que celui-ci posséde un sous-réseau d’indice fini
A(Ag), et que 'on peut relever ce dernier en un sous-groupe Cy,, contenu
dans Ag (donc en particulier central dans G). Le groupe X(G) agit
sur X (Ag) par multiplication, via la restriction naturelle des caractéres
X (G) — X(Ag). De plus, pour tout 7 € Irr(G), le lemme de Schur nous
donne un caractére du groupe central Cy, par lequel ce groupe agit dans
I'espace de . Ceci définit une application

Irr(G) — Hom(Cy,,C*) ~ X(Ag)

dont il est facile de voir qu’elle est équivariante pour les actions de X (G)
sur Irr(G) et X(Ag) décrites ci-dessus. Il suffit donc de montrer que
l'action de X' (G) sur X' (Ag) admet des stabilisateurs finis. Ceci vient du
fait que A(Ag) est d’indice fini dans A(G), et donc que le nombre de
caractéres de A(G) qui sont triviaux sur A(Ag) est fini. O

Corollaire. — Les orbites de X(G) dans Irr(G) sont des tores algé-
briques complexes.

Démonstration. On sait que X' (G) est muni d’une structure de tore algé-

brique complexe (cf. section V.2.4), et le quotient d’'un tel tore complexe
par un sous-groupe fini est encore un tore complexe. O

Notations. — Les orbites de 'action de X'(G) dans Irr(G) sont appe-
lées des classes d’inerties. On note [r] la classe d’inertie d'une représen-
tation 7 et [Irr(G)] I'ensemble des classes d’inertie.
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Notons F' I’algeébre des fonctions polynomiales sur la variété X(G).
Nous avons vu dans la remarque V.2.3 que F' ~ C[A(G)]. Soient D une
classe d’inertie dans Irr(G) et (7, V') une représentation dans cette classe
d’inertie et X(G)() le stabilisateur de m. Alors D s’identifie & 'espace
homogéne X' (G)/X(G)(m). L’algébre des fonctions polynomiales sur D
est alors F*(@) Talgébre des invariants de F sous 'action du groupe
fini X(G)(m). 1l est commode de dire que f est une fonction polynomiale
sur D s’il existe une fonction polynomiale f sur X (G) telle que

flr®x) = ).
De méme, si U est un ouvert de Zariski de D, on dit que f est une fonction
rationnelle sur U §'il existe f; et fo dans F telles que fo(x)f(m ® x) =
fi(x) et fa(x) # 0 pour tout y € X(G) tel que 7 ® x € U.

V.3. Sous-groupes paraboliques

Nous renvoyons le lecteur & [6] pour la démonstration des résultats
énoncés dans cette section. Soit G un groupe algébrique connexe, réductif,
défini sur F et posons G = G(IF). Un sous-groupe algébrique (en tant que
groupes définis sur F) P de G est un sous-groupe parabolique si la variété
P\G est projective. Un sous-groupe parabolique P de G est le groupe des
points dans F d’un sous-groupe parabolique P défini sur F.

V.3.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G et N son radical uni-
potent. Alors il existe un sous-groupe réductif (non unique) M de G dans
P normalisant N tel que P = M x N. On dit alors que M est un facteur
de Lévi de P et un sous-groupe de Lévi de G. Les facteurs de Lévi sont
obtenus de la maniére suivante. Soit A une composante déployée de P et
posons M = Z(G, A). Alors M est un facteur de Lévi de P. De plus A est
la composante déployée de M. Si l'on se donne P, le choix d’une compo-
sante déployée de P est donc équivalent au choix d’un facteur de Lévi. Le
radical unipotent N agit transitivement par conjugaison sur l’ensemble
des composantes déployées de P, et donc sur I’ensemble des facteurs de
Lévi de P. Les facteurs de Lévi M de G sont les centralisateurs de tores
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déployés A dans G tels que A est la composante déployée de M. On em-
ploiera souvent une expression du genre “P = M N est un sous-groupe
parabolique de G” , pour résumer la situation ot P est un sous-groupe
parabolique de G, N est son radical unipotent, et M un facteur de Lévi.
Si M est un sous-groupe de Lévi de G, on note P(M) I'ensemble des sous-
groupes paraboliques de G admettant M comme facteur de Lévi. C’est
un ensemble fini. Soit P € P(M). On note alors P = M N le sous-groupe
parabolique opposé a P, c’est-a-dire 'unique sous-groupe parabolique
Q € P(M) tel que PNQ = M, et Ay (ou simplement A) la composante
déployée de M.

V.3.2. Les sous-groupes paraboliques minimaux de G sont ceux dont
les composantes déployées sont des tores déployés maximaux de G. Deux
tores de GG, déployés et maximaux pour cette propriété sont conjugués
dans G. Deux sous-groupes paraboliques minimaux de GG sont donc conju-
gués dans G.

V.3.3. Fixons un tore déployé maximal Ay de G et notons My son
centralisateur dans G. C’est un facteur de Lévi d’'un sous-groupe para-
bolique minimal dans G. On fixe un sous-groupe parabolique minimal
Py = MyNy, de facteur de Lévi M. Si P est un sous-groupe parabolique
de G, on dit que P est semi-standard si Ay C P et standard si Py C P.
Dans ces deux cas, P posséde un unique facteur de Lévi M contenant
Ay. Comme la composante déployée de M est clairement contenue dans
Ag, on a My C M. On dit alors que M est un sous-groupe de Lévi
semi-standard de G. On dit qu’un tel M est standard s’il est facteur de
Lévi d’un sous-groupe parabolique standard de G. Le tore déployé Ay
est encore maximal pour cette propriété dans tout sous-groupe de Lévi
standard M, et ’on peut ainsi définir les sous-groupes de Lévi et les sous-
groupes paraboliques standards ou semi-standards de M en référence a
ce méme Ay.
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V.3.4. Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques
semi-standards de G. Alors M N @ est un sous-groupe parabolique semi-
standard de M de facteur de Lévi M N L et de radical unipotent M NU.
De plus N N @ se décompose en NN Q = (NN L)(NNU).

V.3.5. Soit P = MN un sous-groupe parabolique semi-standard de
G. 1l existe une bijection entre I’ensemble des sous-groupes paraboliques
standards (resp. semi-standards) de M et I’ensemble des sous-groupes
paraboliques standards (resp. semi-standards) Q = LU de G contenus
dans P, dont l'inverse s’obtient ainsi : & () = LU, on associe le sous-
groupe parabolique M N Q = L(M N U). Le sous-groupe parabolique
minimal standard de M est donc My(M N Np).

V.3.6. Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, et A la com-
posante déployée de M. On pose :

CLIX*(A) ®ZR7 a” :X*(A) ®ZR

La dualité parfaite entre X, (A) et X*(A) s’étend en une dualité d’espaces
vectoriels entre a et a*, ce qui est cohérent avec les notations.

V.3.7. Notons 3>'(A) l'ensemble des racines de A dans Lie(G). Alors
Y/(A) s’identifie & une partie de a*. On note X(A) 'ensemble des racines
réduites de X'(A). Si v € 3¥(A), on note U, le sous-groupe unipotent de
G normalisé par A, dans lequel A admet les poids v et 27, et maximal
pour cette propriété.

V.3.8. Le groupe de Weyl
(V.3.8.1) W(A) = Na(A)/Zg(A) = Na(A)/M = Ne(M)/M

agit sur X*(A) et donc sur X,(A) ~ A(A). Par conséquent, W(A) agit
aussi sur a* et a. Si A = Ay, on peut par ce biais identifier W (A) au
groupe de Weyl du systéme de racines X(A) (voir [6], 5.3). Ce n’est pas
vrai en général, mais action de W (A) sur X*(A) ou sur X.(A) ~ A(A)
reste néanmoins fidéle.
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V.3.9. Il est commode de munir a et a* de produits scalaires invariants
sous I'action de W (A), induisant un isomorphisme a* ~ a. Si a € ¥'(A),
on note & sa coracine (un ¢lément de a).

V.3.10. Si P € P(M), on note ¥'(P) le systéme des racines dans ¥'(A)
positives relativement a P, %(P) le systéme des racines positives réduites
et A(P) l'ensemble des racines simples dans X(P).

V.3.11. On pose

W= = Y wa >0}
a€A(P)

G
Tolp={x= ) caa, >0}
a€A(P)

Gl = {x €a"|(x,a) >0, a € A(P)}
o] = {xea’|(x,a) > 0ac A(P)}.

On définit de maniére similaire les parties *[a]%, *[a] 5, &[a]T, g[a]+ en

échangeant le role des racines et des coracines. On note aussi ~[a]% =

—(al), “Talp = —(*Talp), Glal~ = —(§la]*), §la] = —(&la]).

V.3.12. On fixe un sous-groupe parabolique minimal Py = MyNy, de
composante déployée Ay. On pose Xj = ¥'(4Ay), ¥y = X(4y), Xy =
Y(Fy), Ag = A(Fp). Si P = MN est un sous-groupe parabolique stan-
dard, on note AS/I I’analogue de Ay lorsque 'on remplace G par M dans
la définition.

V.3.13. Soient P = MN C @ = LU deux sous-groupes paraboliques
standards de GG. On a alors Ag C A;, C Ay C Ay et

ag Cay Cap Cap
ot ag (resp. ayy, resp. ar) est 'orthogonal des racines o € Ay (resp. AS/[,
resp. Af). De méme

ag Cay Cayp Cay
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sont décrits de la méme maniére en remplacant les racines par les cora-

cines. Notons a§ (resp. (a§’)*) le sous-espace de ag (resp. de ajj) engendré

par les &, a € Ay (resp. les a € Ay). On a alors les décompositions
ap=ac®af, a=a;d (af)"

Posons Ag = {ay, ..., a,}. C'est une base de (af)*. Soit (af,)* le sous-
espace de a; engendré par les o; € Aé“ \ Aé/[ . On a alors la décomposition
ay = a; @ (aj)".

En particulier
ay, = ag @ (af;)",
ou (a§;)* est engendrée par les o € Ay \ A}
On obtient des décompositions similaires de ay; en échangeant le role

des racines et des coracines. Ces décompositions sont orthogonales pour
le produit scalaire fixé.

On note pk, les projections respectivement de ay; et aj, sur af, et
(ak,)* dans les décompositions ci-dessus.

Remarquons que (a§;)* est engendré par A(P), car les racines de A(P)
sont les restrictions & aj; des racines dans Ag \ Aj'.

V.3.14. Soit P = M N un sous-groupe parabolique standard de G. La
partie G[a},]"
puisque si x € §[a},]", alors z+a; C &[a},]". En revanche, l'intersection
G G \x1T Gr.x 1+ G \*
pllay)*]" = Elay]™ N (ay;)
est un cone convexe ouvert et son adhérence
G at ot ot G \*
pl(afy) ] = Elaj,] N (a%))
est un cone convexe fermé.

On a

n’est un cone (au sens strict) convexe ouvert en général,

" =Sl @ g,

(@) @ a.

Clai
=t
Elai]

o oy . N
Le cone ¢[(a$,)*] admet une décomposition cellulaire en cones du

G
P
G
P

méme genre provenant des sous-groupes paraboliques standards () conte-
nant P :
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w1+
Sl = I Sled)
PCQ=LU
On en déduit une décomposition

—t
Sland = I Glazl™
PCQ=LU

V.3.15. Notons le fait suivant :

Lemme. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique standard de G et
soit . un élément de %[(a$;)*|T. Alors l’ensemble des racines v dans 3
telles que (p,7y) > 0 est l’ensemble des racines de Ay dans N.

Démonstration. Par définition, [(a$;)*]* est I'ensemble

{z € (af), a e AY = (a,7) =0, a € Ap\ AY = (a,z) > 0}.

Toute racine v € Xy s’écrit v = ZaeA@ ng @ ol tous les n, € Z sont de
méme signe. D’autre part, v est une racine de Ay dans N si et seulement
sl existe v € Ay '\ Aé‘/[ tel que n, > 0. Comme tous les n, sont de méme
signe, ceci est équivalent a (u,y) > 0. O

V.3.16. Lemme combinatoire de Langlands. — Soient P = M N
un sous-groupe parabolique standard de G et p € a},. Le lemme combina-
toire de Langlands affirme qu’il existe un unique sous-groupe parabolique
standard ) contenant P tel que pu se décompose en

(V.3.16.1) =g+ pt
—G
avec pg € ag, it € §[(a§)]" et p= € —pk(*[ay,],). Cette décompo-
sition est unique. De plus g est la projection orthogonale de p sur ag,
+ S Ave G aG YA -
pt est la projection orthogonale de p sur le cone B[(a$;)*] et p= est
+

la projection orthogonale de y sur le cone ~[a},|,. Les éléments pg, 4
et u~ sont deux & deux orthogonaux. Remarquons que si 'on considére
p comme un élément de aj, et que I'on applique le résultat ci-dessus a
(1, Py), on trouve la méme décomposition.
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Nous donnons une démonstration de ce lemme, reprise de [16] a la fin
du chapitre.

V.3.17. Soit P = M N un sous-groupe parabolique de GG. Donnons une
autre interprétation de l'espace a*. Puisque

X.(A) CAM) C X.(M)
sont des réseaux de méme rang, on a
a=X.(A)@zR=A(M)®zR = X.(M) ®@zR.
Donc

at = HomR(A(M) X7 R, R)
= Homgy(A(M),R)
= {¢ - HomZ(M, R) | (ﬁ‘oM = 0}
= Homy (M, R)

Il faut prendre garde a ce que la loi de A(M) est notée additivement,
alors que celle de M est notée multiplicativement. Il reste & justifier
la derniére égalité, en montrant que tout morphisme de M dans R est
trivial sur °M. On sait que le groupe R(M)DM est d’indice fini dans
M et que DM C °M. Le groupe (R(M) N°M)DM est donc d’indice
fini dans °M. De plus, on a vu dans la démonstration de la proposition
V.2.6 que R(M) N°M est compact, et donc tout morphisme lisse de ce
groupe a valeurs dans R est nécessairement trivial (voir lemme V.2.3).
Bien sir, tout morphisme de M dans le groupe abélien R est trivial sur
les commutateurs. Tout morphisme de M dans R est donc trivial sur un
sous-groupe d’indice fini de “M. Comme R ne contient aucun élément
d’ordre fini autre que 0, on voit qu'un tel morphisme est trivial sur °M.

Pour tout caractére x de M, In|x| € a*.

V.3.18. Reprenons les notations du paragraphe précédent. Posons

ac = X*(A) Ry C et CL(E = X*(A) Xz C.
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On a comme ci-dessus
ar = X (A) @z, C=AM)®;,C=X,(M)®,C
et
ar = Home (A(M) ®z C, C)
= Homgz(A(M),C).

Rappelons que ¢ désigne le cardinal du corps résiduel O /Pr. Le mor-
phisme de groupes
C—-C*, s—¢°

Z. 11 induit par composition un morphisme

2in

est surjectif, de noyau Y

az = Homy(A(M),C) — Homg(A(M),C*) ~ X(M).
Le groupe A(M) étant un réseau, on voit facilement que ce morphisme
est surjectif, en relevant dans C les valeurs prises sur une base de ce
réseau. Le noyau de ce morphisme est
2im 2 _ dim

H AM), — — =
omz(A(M), Ingq Ingq
ot R = Homy(A(M),Z) est un sous-réseau de a*.

Nous avons donc obtenu un morphisme surjectif :
ar = X" (M) ®z,C — X(M)
dont il est maintenant facile de vérifier qu’il est donné aussi par

X®s—[g—|x(9)l]
et dont le noyau est le réseau %R. On retrouve ainsi la structure de tore
algébrique de X (M). Si A € af, on note e le caractére non ramifié de
M correspondant.
Six € X(M), relevons-le en un élément A\ € af. La partie réelle
R(A\) € a* est indépendante du choix de A. On la note R(x).
Tout élément x € Homyz (M, C*) se décompose en
_ X
= m X[
Le caractére £ est unitaire, In|x| € Homz(M,R) = a* et 'on note
R(x) =In|x| € a*.
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On note Im (X(M)) le groupe des caractéres non ramifiés unitaires
de M. C’est l'ensemble des y € X (M) tels que R(x) = 0. C’est aussi
I'image de ia* par le morphisme surjectif af — X' (M). C’est une sous-
variété réelle du tore complexe X'(M), et plus précisément, c’est un tore
compact, isomorphe a ia*/ %R.

V.3.19. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de GG. Rappelons
l'application Hy : M — X, (M) C ap définie en V.2.3. On note M+
(resp. M) 'image inverse par Hy, de ngr N X, (M) (resp &[a]t N
X, (M)). Plus généralement, si H est une partie de M, on note H" =
HNM" et H* = HN M**. 1l découle directement des définitions que

A, ={a € Ay, vp(a(a)) >0, (a € A(P))}
={a € Ay, |ala)|lr <1, (a € A(P))}

A ={a € Ay, vr(a(a)) > 0, (a € A(P))}
={a € Ay, la(a)lr <1, (a € A(P))}.
On remarque que le choix de P n’apparait pas dans les notations, bien
que les parties A}, et A}," en dépendent. Nous utiliserons surtout ces no-
tations avec des sous-groupes paraboliques standards, ce qui rendra cette

ambiguité inoffensive. Par exemple, si P est standard, la décomposition
V.3.14 induit une décomposition

(V.3.19.1) Ay =114
Q

la somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards () = LU
contenant P.

V.3.20. Posons, pour tout € > 0,
(V.3.20.1) At(e) = {a € Ay, |a(a)lr <, (a € A(P))},

et pour tout partie Q de A, Q7 (e) = QN AT (e).
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V.3.21. Soit P = M N un sous-groupe parabolique minimal de G, de
composante déployée A. Le réseau A(M) = M/°M n’admet en général
pas de relévement naturel en un sous-groupe de M, mais comme nous
I'avons vu en V.2.5, le sous-réseau A(A) = X.(A), lui, admet un rele-
vement, noté C4 en un sous-groupe de A. Comme X,(A) est un sous-
réseau d’indice fini de A(M), il existe un ensemble fini F); d’éléments
de M tels que Cy := Fy;.Cs soit un relévement ensembliste de A(M)
dans M. On peut prendre les éléments de Fy; dans M. En effet, on
peut toujours remplacer f € Fy par ft™ avec t € C'}*, et I'on aura alors
ft™ € M+ pour m assez grand. Notons Cf = CyNM*+, C} = CynM™,
Ch(e) = C4 N A (). On peut s’arranger pour que CF = Fj,C} et c'est
ce que nous supposerons dans la suite. Lorsque P = Py = MyNy, nous
notons A(Mp) = Ag, Ca, = Cy, etc.

V.3.22. Comme Ag C Ay, d’aprés une remarque faite en V.2.5, Cy, est
un sous-groupe de Cy. Comme Az C Ay, on a Cu, C Cy . Introduisons
sur Cy la relation d’équivalence :

(V.3.22.1) ay ~ ag si aja;’ € Ca,.

Alors S := C’J /Ca, = C’J / ~ est isomorphe & N¢ pour un certain entier
naturel d, égal au cardinal de Ay. On déduit de V.3.19.1 une décompo-

s=]Is*
Q

la somme portant sur les sous-groupes paraboliques standards () = LU

et SL = CZ:—/CAG

sition

V.3.23. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G, de compo-
sante déployée A. On suppose P # (G, de sorte que Ag est strictement
inclus dans A. D’aprés la remarque V.2.5, on peut voir Cy, comme un
sous-groupe de C'4. Comme Ag est le produit direct de "Ag et de Cy,
et que Ag N°G ="Ag; (lemme V.2.6) on a :

CAGQOG:CAGﬁAgﬂOG:CAGﬂoAG:{l}.
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On en déduit que
CaN’GAg =C4.(CaN°G)
et donc que l'inclusion Cy — G induit une inclusion
Ca/Cac(Can’G) — G/°GAg.
Le membre de droite étant fini d’aprés la proposition V.2.6, celui de

gauche aussi.

Prenons un élément ¢ dans C{". Ses puissances ", n € N* sont dans
CT" et Pune d’elles est dans C'a,(Ca N°G). Ceci montre que C3 T N°G
est non vide.

V.4. Groupes de Weyl

V.4.1. Décomposition de Bruhat. — Nous continuons avec les no-
tations Py = MyNy, Ag, X, Lo, Zg, ZJ, Ay, etc, de la section précédente.
Le groupe de Weyl

W (Ap) = Na(Ap)/Za(Ap) = Na(Ap) /My

sera aussi noté Wg. On note Sy 'ensemble des réflexions s, dans Wg
associées aux racines simples a € Ay.

Proposition ([6]). — Le quadruplet (G, Py, No(Ap), Sp) est un systéme
de Tits. En particulier, on a la décomposition suivante de G (décompo-
sition de Bruhat)

V.4.2. Soit T une partie de ¥y. On dit que T est fermée si
(T+T)nXyCT.

On dit que T est convexe si T' est l'intersection de Yy avec un codne
convexe fermé de a*. Une partie fermée T de ¥y est dite symétrique si
T = —T'. Dans ce cas, T" est un systéme de racines, et 'on note W C Wg
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son groupe de Weyl. Une partie fermée T de X est dite unipotente si
T C w-X; pour un certain w € We.

Pour toute partie fermée T' de 3y, on note G(T) le sous-groupe algé-
brique de G' engendré par My et les U,, v € T. Si T' est unipotent, on
note U(T') le sous-groupe de G engendré par les U,, v € T.

Le résultat suivant est démontré dans [6], 3.22.

Proposition. — Soient S, T des parties fermées de 3.
(1) Si S etT sont convezes, alors G(S)NG(T)=G(SNT).
(11) Si T est unipotent, alors G(S)NU(T)=U(SNT).

On appelle une partie fermée P de ¥y parabolique si Zar C P. Dans
ce cas, on pose M =P N (=P), N =P\ M, et lon dit que (P, M, N)
est un triplet parabolique dans >3.

Proposition ([6], 5.12-5.18). — Soit © une partie de Ay, et soient P,
M les parties fermées de ¥y engendrée par £+ U (—0O) et (—O) U ©
respectivement. Alors (P, M,N =P\ M) est un triplet parabolique dans
Yo et P = MN est un sous-groupe parabolique standard de G, ou P =
G(P), M = G(M) et N = U(N). Tout sous-groupe parabolique standard
P = MN de G est obtenu ainsi. De plus, la partie © est uniquement
déterminée par la donnée de (P, M,N') ou de P = MN. En particulier,
les parties P, M et N sont convezes.

V.4.3. Pour tout sous-groupe de Lévi standard M de G, de composante
déployée A, posons

(V.4.3.1) Wi = Ny (Ap)/Z i (Ap).
Comme
Za(Ap) = My C M,

on obtient une injection canonique Wy, — Wg. Siw € Wg, et sig
est un reléevement de w dans G, on pose, pour tout sous-groupe de Lévi
standard de G, w- M = gMg~'. Comme My C M, il est clair que ceci
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ne dépend pas du relévement choisi. Posons, pour deux sous-groupes de
Lévi standards M et L de G,

(V.4.3.2) W(L,M)={weWg|w-L=»M}
On a bien str Wy, - W(L, M) - Wy, = W(L, M). Notons que
W (M, M) = (Na(M) N Ne(Ag)) /My,
et que My C M. Donc on a une application bien définie
W(M, M) — W(A) = Ng(A)/Zc(A) = No(M) /M
dont le noyau est Wj,. Il s’ensuit que 'on a une injection
W(M, M)/ Wy — W(A),

et 'on vérifie immédiatement qu’elle est surjective car les tores déployés
maximaux sont conjugués dans M. Ainsi 'on obtient

(V.4.3.3) W (M, M)/ Wy ~ W(A),

V.4.4. Soit M un sous-groupe de Lévi standard de G. Posons
W, M) = JWw(L, M), WM, =W, L),
L L

et
I(M) = [Wa\W (s, M)| = [W (M, )/ Wyl
ol la somme porte sur I’ensemble des sous-groupes de Lévi standards de

G. Si M est un sous-groupe de Lévi non standard, on pose [(M) = [(M')
ot M’ est un sous-groupe de Lévi standard de G conjugué a M.

V.4.5. Notons la conséquence suivante de la décomposition de Bruhat.
Nous renvoyons le lecteur a [6], 5.15-5.20 pour une démonstration.

Lemme. — Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes paraboliques
semi-standards de G, ou M et L sont des sous-groupes de Lévi standards.
Alors ’ensemble des orbites de ) dans X = P\G est en bijection avec
Uensemble des doubles classes Wy \Wea/Wr.
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On munit alors Wy, \Wg /W, de 'ordre de Bruhat
w1 SPQ Wy Si P’L[JlQ C P’L[JQQ

Dans cette situation, on choisit alors un ordre total <pg plus fin que
I'ordre de Bruhat sur Wy, \Weg /Wi

Corollaire. — Soient P = MN et Q = LU deux sous-groupes parabo-
liques de G. Alors ’ensemble des orbites de ) dans X = P\G est fini.

Démonstration. Ceci se déduit immédiatement du lemme ci-dessus et du
fait que tout sous-groupe parabolique de G est conjugué a un sous-groupe

parabolique semi-standard de facteur de Lévi standard. O

V.4.6. Soient P et @) des sous-groupes paraboliques standards de G.
Nous allons décrire un systéme explicite de représentants des doubles
classes Wy \W¢ /Wy, possédant d’utiles propriétés. Posons :

(V.46.1) WEM = Lw e Wo|w- (LN Py) C Py, w - (MM Py) C Py}

On a alors

Lemme. — (i) Dans chaque double classe Wy \Weq /Wy, il existe un
unique élément de WM. C’est I’élément dont la longueur est minimale
dans cette double classe.

(it) Siw € WEM alors M Nw - Q est un sous-groupe parabolique
standard de M, de facteur de Lévi M Nw - L et de radical unipotent
MNw-U etw™'- PN L est un sous-groupe parabolique standard de L,
de facteur de Lévi w=' - M N L et de radical unipotent w=' - NN L. On
a aussi les décompositions

Pnw-Q = (PNw-L)(PNw-U), QNw P = (Qnuw-M)(Qnw™*-N),
Nnw-Q = (NNw-L)(NNw-U), Unw™*-P = Unw™*M)({Unw™*-N).
(i33) WEM AW (L, M) ~ Wy \W (L, M) /Wy ~ W (L, M)/Wy.
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Démonstration. Commengons par (ii). Soient P, M, N, Q, L, U les par-
ties de Yy correspondant par la bijection de la proposition V.4.2 respecti-
vement aux sous-groupes P, M, N,Q, L,U de G. Posons Mt = MnN Zg
et LT=LN ZJ. On a clairement Wy, = Wy et Wi, = Wp. De plus,

WM ={weWglw- LY CSf, w™ - MF X/}

Soit w € WM, Alors M Nw - Q contient M*. C’est donc une partie
parabolique de M, et

MNw-QMNw-LMNw-U)
est un triplet parabolique de M. On déduit de la proposition V.4.2 que
Mnw-Q=Mnw-L)(MnNw-U)

est un sous-groupe parabolique standard de M. On montre de la méme
maniére que

LNnw?-P=(LNnw!-M)(LNw™"-N)
est un sous-groupe parabolique standard de L. Les autres décompositions

s’obtiennent sans difficulté.

(7) On utilise les résultats suivants, dont on trouvera une démonstration
dans [41], Append. I, IT :

- la longueur I(w) d’un élément w € Wy est égale au nombre de racines
7 dans X telles que w -y € =X

-Siw e W, alors w- (X5 \ £7) € 55\ L7,

-Siw € Wg et y € Ay, alors [(ws,) > l(w) si et seulement si w-y € 3.

Il s’ensuit que

(V.4.6.2) WEM =lw e Wq|Vy e AgNL, l(ws,) > l(w),
Vy € AgN M, L(wlsy) > 1w}
Le résultat voulu découle alors de [8|, Chap. IV, §1, exercice 3. Voir aussi
[17], Prop. 2.7.3.
(1ii) est évident. O
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V.4.7. On suppose maintenant que P et () sont des sous-groupes pa-
raboliques quelconques de GG. Nous allons déduire du paragraphe précé-
dent I'existence d'un systéme de représentants W dans G des doubles
classes P\G/(Q vérifiant les propriétés suivantes :

Si z € WPP alors M N z-Q est un sous-groupe parabolique de M, de
facteur de Lévi M N z - L et de radical unipotent M Nz-U, z=*- PN L
est un sous-groupe parabolique de L, de facteur de Lévi 271 - M N L et
de radical unipotent 27! - N N L. De plus

PNz-Q = (PNz-L)(PNz-U), QnNz*'-P=(Qnz"'-M)(Qnz " N),
NNz-Q= (NNz-L)(NNz-U), Unz'P=Unz'-M)(Unz*-N).

En effet, le paragraphe précédent traite le cas ou P et () sont standards
et ot 'on prend pour W un systéme de représentants dans G des
éléments de WEM_ Or P et () sont conjugués respectivement & des sous-
groupes paraboliques standards P, = M;N; et Q1 = L,U;, disons par
des éléments g et h respectivement :

Plzg'Pu lehQ
On suppose aussi que
MIIQ'M, Li=h-L.

De la décomposition
G = H Prw@y
weWR1-F1
du paragraphe précédent, on tire
G= ][I Pwi= ][ @Pwh@ = ][ P wh@n"
weWwl1.P1 weWQ1:F1 weWQ1:F1
On a donc
G= [ Pl 'wh)e.
weWR1-P1
On choisit donc W = ¢g=!WQeu1h, Montrons maintenant que pour
tout z =€ g~lwh € MNz-L, MNz-Q est bien un sous-groupe parabolique
de M, de facteur de Lévi M Nz - L et de radical unipotent M Nz-U. On
a

Mnz-Q= (¢ -M)N (g 'wh)- (A" Q) =g (MiNnw-Qy),
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et donc M Nz - @) est un sous-groupe parabolique de M. De plus
MNz- Q=g (MyNnw-L)(MNw-U))=(MnNz-LY(MnNz-U).

Les assertions restantes se démontrent de la méme maniére.

V.4.8. Sous-groupe de Lévi maximaux. — On dit qu’un sous-
groupe de Lévi est maximal s’il est facteur de Lévi d’un sous-groupe
parabolique maximal propre de G. Les sous-groupes de Lévi maximaux
standard de G correspondent par la proposition V.4.2 aux parties de Ay
de la forme

0 = A\ {a},

« étant une racine simple. Il n’est pas difficile de voir en utilisant les consi-
dérations de la section V.4.6 qu'un sous-groupe de Lévi M est maximal
si et seulement si [(M) = 2, ou (M) est définie en V.4.4.

Supposons M standard donné par la partie Ay \ {a}. Soit w un re-
présentant de I'élément non trivial de W (M, x)/W), dans G. Alors si
P = MN est le sous-groupe parabolique standard contenant M, et si P’
est le sous-groupe parabolique standard contenant M’ = w - M, on a

w-P=D"P.

V.5. Sous-groupes compacts

Les résultats de cette section sont démontrés dans [12].

V.5.1. Sous-groupes compacts maximaux

Proposition. — Tous les sous-groupes compacts mazimaux de G sont
ouwverts. Il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison de tels sous-
groupes compacts maximauzx dans G.

On fixe un sous-groupe parabolique minimal Fy de G comme dans la
section précédente.
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Théoréme. — Il existe un sous-groupe compact maximal Ko de G tel
que

(1) G = Ko Py = PyK,.

(2) Pour tout s € W, il existe un représentant de s dans K.

(3) Soit P = MN un parabolique standard. Alors

K NP = (Ko M)(EKy N N).
(4) (Décomposition de Cartan)
G = H K()GKQ = H K()afK().

ae(:*@* aECJ,fEFM

(5) Pour tout parabolique standard P = MN le sous-groupe compact
mazximal KoM de M vérifie les propriétés (1) a (4) pour le parabolique
manimal Py N\ M de M.

Un tel sous-groupe compact maximal K est dit adapté a Ag.

Corollaire. — Si P est un sous-groupe parabolique quelconque de G,
il est conjugué sous Ky a un sous-groupe parabolique standard. De plus
G/P est compact.

V.5.2. Décomposition d’Iwahori des sous-groupes compacts ou-
verts. — On fixe Py, Ay, Ky comme dans le paragraphe précédent.

Théoreme ([22], 2.1). — Il existe une base de voisinages de l'identité
dans G constituée de sous-groupes ouverts compacts K tels que :

(1) K est un sous-groupe distingué de Kj.

(i) Pour tout sous-groupe parabolique standard P = MN, on a une
décomposition

K=KyKyKy, Ky=KNN, Ky=KNN, Ky=KnM
dite décomposition d’wahori de K selon P. De plus, C4 normalise Ky,
CT normalise Ky et Cy := (C%)™! normalise K.

(7i1) Soit m € CN'XJF. Alors N =J, m™"Kym", et N =, mKym™.
Le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique est donc la réunion de
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ses sous-groupes ouverts compacts. Plus généralement, pour toute partie
compacte I' de N (resp. T' de N ), il existe e > 0 tel que pour tout m €
Ci(e), T Cm™'Kym (resp. T € mKym™").

(iv) Avec les notations de (iii), l'ensemble des N; := m'Kym™, i € N,
forme une base de voisinages de l’identité dans N. De méme l’ensemble
des N; := m™'Kym!, i € N, forme une base de voisinages de l'identité
dans N. Plus généralement, pour tout sous-groupe ouvert compact I’ de N
(resp. T de N ), il existe € > 0 tel que pour tout m € C{(e), mKym=' CT
(resp. m™'Kym C T).

V.5.3. Décomposition de ’algébre de Hecke H (G, K). — On fixe
Py, Ay, Ko comme dans le paragraphe précédent. Rappelons que si K est
un sous-groupe ouvert compact de G, et si g est un élément de G, nous
avons défini en I1.3.12, remarque 2, la distribution a, x 1= ex * dg * e
dans H(G, K). Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, par exemple si
K est fixé, nous noterons cette distribution simplement ag.

Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G, contenu et distin-
gué dans Ky et admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-
groupes paraboliques standards. Choisissons un systéme de représentants
{x1,...,z.} des classes a gauche de K dans K.

Posons Hy := H(Kp, K). 1l est clair que Hy est une sous-algébre de
dimension finie de H(G, K) dont une base est {ay, }i=1. -

Lemme. — Pour tout g € G, on a :

agami = agwiv awiag = awig‘

Démonstration. Comme K est distingué dans K, ex %0, = 0, *xex, d’ou
g 0y CK T; T; K

Ay, = (ex * 0y * e ) * (e * 0y, * €x) = ex * Oy * € * Oy, * €f

= ek *0g * 0, ¥ €K = Qg
De méme, a,,aq = ay,q- O

Lemme. — Soient 21,25 € Cf . Alors az,az, = a2,
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Démonstration. Ceci n’est pas complétement trivial car les élément de C’J
ne normalisent pas K. Nous allons donc utiliser la décomposition d’Iwa-
hori de K selon Py que nous écrivons simplement pour alléger les nota-
tions K = KyKyKy. Donc, nous avons 1'égalité suivante dans £'(G)
(cf. proposition 11.3.11)

€K = €Ky * €Ky FEKNy = €Ky ¥ EKy, ¥ €Ky
La seconde égalité étant obtenue par passage a I'inverse. On a de plus
ZlKNzl_1CKNCK, Zz_lKNZQCKNCK, ZlKMZfIZKMCK
d’ou :
€K X €

z1Ksz1 = €k, 622—1Ksz * e = €k, €K * €k, — €K-

Finalement

Uy = (e % 0,y k€)% (€5 %0,y % € ) = €k % Oy % € % 04y % €f¢

= e * 0y * €K, * €K, * CK * 0,y * €K

eK ke 1% 0, k €x,, * Oy ¥ €. gz ¥ CK

z21KNzy
=eg * 0, *€x,, %0, k€ = ex ¥ g, * 0y * 0,y * €

= €K * 52122 e = azle'

Comme Cj est un groupe abélien, on en déduit :

. + _
Corollaire. — Pour tous z1,2, € Cy , a,,a,, = a,,a., .

Soit D le sous-espace vectoriel de H(G, K) engendré par les ay, f € Fy,
et C' le sous-espace vectoriel de H(G, K) engendré par les a,, z € C’ar .
Alors C' est une sous-algébre de H(G, K). Rappelons que l'on a posé
Ho = H(Ko, K).

Théoréme. — L’algebre de Hecke H(G, K) se décompose en :
H(G, K) = HoDCHy.
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Démonstration. Partons de la décomposition de Cartan G = KOF@CJ K.
Comme Ky = J;_, Kz; = J,_, ;K on en déduit

G=J Ku:RCf ;K.

ij=1
Une base de H(G, K') est donc donnée par les
{Gn,f20,},0,0=1,...,7, f € Fyp,z € Cf.

_ AT ;
Or ag,t.0; = ag,apa.a,; d’apres les deux lemmes ci-dessus. O

V.5.4. Calculs de fonctions modulaires. — On a fixé une mesure
de Haar a gauche ug sur G.

Proposition. — Le groupe G est unimodulaire.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que la fonction modulaire o définie

en I1.3.7 est identiquement égale & 1. D’apreés la décomposition de Cartan
de G, U,c Ao

a valeurs dans R, il est trivial sur tout groupe compact, et il suffit

KoAgKy est d’indice fini dans G. Comme dg est un caractére

donc de montrer que dg(a) = 1 pour tout a € Ay. Soit K un sous-
groupe ouvert compact de G admettant une décomposition d’Iwahori
selon Fj. Choisissons aussi un sous-groupe ouvert compact K; contenu
dans K Na~'Ka, admettant lui aussi une décomposition d’Iwahori selon
Py. Simplifions les notations en posant P = Py = MN. Ecrivons ces
décompositions d’Iwahori :

K =KyKyKy, K=K yKinuKin.

Une formule pour d¢(a) est donnée par I’équation (I1.3.8.1) :

[CI,_IKG : Kl]

dala) = K : K]

[K : Kl] = [KNKMKN : Kl,NKLMKl,N]
= [KN : KI,N][KM . KI,M][KN . KI,N]7
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et de méme
a7 'Ka: Ki] = [a ' KyKuKna : Ky yKi v Ki ]
=[a'Kya : Kl,N][a_lKMa Ky y)la ' Kya : Ky y).
Or a ' Kya = Ky, d’ou finalement

la'Kya: K,z [a ' Kya : Ky

6O Ty sl oy K

Rappelons que N est engendré par les sous-groupes unipotents U_y,ve€
Ear . Si I'on note m,, la multiplicité de la racine v dans Xj et my, la
multiplicité de la racine 27, on a donc

[CL_lKNCL : KI,N] M~y +2may
NS T )
[ N 1,N] 7623

et de méme
[G_IKNG . Kl,N
[KN . Kl,N]

L= T hrtay e,

+
WEEQ

Ceci montre que dg(a) = 1. O

Nous allons maintenant donner une autre expression pour dp\g(a).
Soit pup une mesure de Haar a gauche sur P et dp la fonction modulaire
correspondante. On a alors, par définition

/PXKMKN(CLPCL_l)dMP(p) = 5P(a)/GXKMKN(P) dup(p),

c’est-a-dire pp(a 'Ky Kya) = dp(a)up(KyKy).

Comme K ;K est un sous-groupe compact de P, I’équation (I1.3.8.1)
donne ici
[a_lKMKNa : KI,MKI,N]

5 p—
P(a) [KMKN : KI,MKI,N]

De plus on a

[KMKN : KI,MKI,N] = [KM : Kl,M][KN : Kl,N]a
[a_lKMKNa : KI,MKI,N] = [CL_lKMCL : KI,M] [CL_lKNCL : KI,N]-
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Comme a 'Kja = Ky, on obtient

o [CL_lKNCL : KI,N]
5P(a) - [KN . KI,N]

Comme ci-dessus, N est engendré par les sous-groupes unipotents U,,

v € X(P). Un calcul similaire a celui fait ci-dessus montre que l'on a
alors
op(a) =[] In(a)"mt2m=).
vEX(P)
Remarquons que ce calcul montre au passage que

dp(a) = dn(a) = dy(a)™".
pour tout a € A. Par le méme raisonnement que ci-dessus utilisant la
décomposition de Cartan (mais cette fois pour le groupe M plutot que

G), I'égalité ci-dessus est valable en fait pour tout a € M. On déduit de
tout cela le

Lemme. — Awvec les notations ci-dessus, pour tout a € A,
ocla 3 - o
opala) = 5GEG§ =dp(a)™ = dn(a)™" = dy(a) = H Iy (@)™ 2m .
" yEX(P)

V.5.5. Démonstration du lemme combinatoire de Langlands.
— Le lemme combinatoire de Langlands est basé sur les propriétés de
la projection sur un céone dans un espace euclidien. Soit donc V' un tel
espace, de dimension finie, ou 'on note (.,.) le produit scalaire. Fixons
un cone ouvert C' de V', et notons 'C' son dual

C={veV|Vwel (v,w)>0}.

Notons C et “C' les adhérence respective de C' et "C.
Proposition. — Pour tout v € V, il existe un unique élément vy =
pe(v) de C, appelé projection de v sur de C, vérifiant

(i) Yw € C, ||v —vol| < |Jv —wl].

De plus, ’élément vy est caractérisé par l'une des propriétés suivantes,
équivalentes a (1),

(ii) Yw € C, (v — vy, w — v) <0,
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(iii) le vecteur vy — v est dans C et (v — vy, vg) = 0.

L’existence de la projection est un résultat établi plus généralement
pour toute partie convexe fermée d’'un espace de Hilbert. L’équivalence
des conditions (i), (i7) et (i7i) pour les cones est élémentaire et laissée au
lecteur.

Fixons maintenant une base {«a, ..., «,} de V, et notons {wy, ..., w,}
la base duale. On suppose désormais que C' est le cone ouvert engendré
par les vecteurs wy, .. .,w,, c'est-a-dire :

C = {’U = Ztiwi, t; > O}
i=1
On a alors

C = {’UJ = ZSZ'OQ‘, S; > 0}
=1

Corollaire. — Pour tout v € V, il existe une partie unique F(v) de

{1,...,n} telle que
v = Z tiu)i— Z SjOéj,

igF(v) JEF (v)

avec t; >0, s; > 0. On a alors

vy = pa(v) = Z t; wi.

i¢F(v)

Démonstration. Soit v € V. Sa projection v, sur le cone C' s’écrit

n
Vo = E tiu)i
=1

ot les ¢; sont positifs ou nuls. Soit F'(v) = F(vg) I'ensemble des i tels que

t; est nul, de sorte que
Vg = Z t; wi, t; > 0.
i¢F(v)
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Décomposons v — vy dans la base {aq, ..., a,} :

n
Vg — U= E Sj Q.
i=1

D’apreés le (iii) de la proposition, vy — v est dans“C, se qui se traduit par
s; > 0, et d’autre part v — 0 — v est orthogonal & vy, ce qui donne s; =0
sij ¢ F(v).

Réciproquement, si v = EiﬁéF(v) tiw; — Z]EF(U) s; o, on voit que vy =
pa(v) = X igp@) tiwi, ce qui montre 'unicité de F'(v). O

On reprend les notations de V.3.14. L’espace vectoriel V' est maintenant
(a§;)*, dont une base est A(P) = {ay, ..., }, les a; étant les restrictions
a ay; des racines dans Ag \ Aj’. Notons {ws,...,w;} la base duale. Le
come C' ci-dessus est donc le cone noté G[(a$))*]* en V.3.14, le cone "C
étant celui noté T[(a§,)*]%.

Soit 1 € (a$,)*. D’aprés ce qui précéde, il existe une partie F'(u) de
{1,...,1} telle que p s’écrive

n= Z t; w; — Z S;
i (n) JEF (1)
avec t; > 0 et s; > 0. Or, une telle partie (i) de {1,...,n} détermine
un unique sous-groupe parabolique standard () = LU de G contenant P
tel que A(Q) soit la restriction a ay des racines «; avec ¢ dans F'(u).
On pose put = Y iupg)tiwi et p= = sja;. 1l est clair que p* €

ol(af) " et pm € —piy (*[(aG)) "5






CHAPITRE VI

REPRESENTATIONS DES GROUPES
REDUCTIFS p-ADIQUES

Ce chapitre constitue le coeur du livre. Il expose la théorie du “centre de
Bernstein”, qui donne une description explicite du centre de la catégorie
M(G) des représentations lisses sur un groupe réductif p-adique G. Dé-
fini abstraitement, le centre d’une catégorie abélienne A est ’ensemble,
muni d’une structure d’anneau, des transformations naturelles du fonc-
teur identité de la catégorie A vers lui-méme. Dans le cas oil A est la
catégorie des modules non-dégénérés sur une C-algebre a idempotents A,
nous avons donné dans le chapitre I une description de ce centre comme
centre de anneau complété A. Lorsque A = M(G), la catégorie des re-
présentations lisses sur un groupe totalement discontinu G, I’équivalence
de catégorie M(G) ~ M(H(G)) établie au chapitre II permet de donner
une description du centre de cette catégorie comme algeébre de convo-
lution de distributions invariantes essentiellement compactes. Cette des-
cription est d’une nature géométrique. La théorie de Bernstein en donne
une autre, de nature “spectrale”. Pour mieux comprendre de quoi nous
parlons, il peut étre utile de rappeler ce qui se passe pour les groupes finis.
Si G est un groupe fini, la catégorie des représentations de G est équi-
valente a la catégorie des C[G]-modules unitaires, C[G] étant 'algébre
(sur C) du groupe G, que l'on voit comme ’algébre des fonctions sur
G a valeurs dans C, muni du produit de convolution. Dans ce cas, nous
savons que le centre de la catégorie s’identifie naturellement au centre
de 'anneau C[G], c’est-a-dire a Palgebre C[G]¢ des fonctions constantes
sur les classes de conjugaisons de G. Or il existe deux bases naturelles
de C[G]Y : une provenant de la géométrie, et constituée des fonctions



192 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

caractéristiques des classes de conjugaison de G, et l'autre, spectrale,
constituée des caractéres des représentations irréductibles. Nous avons
vu en quoi consiste 'analogue pour les groupes t.d. de la premiére de
ces bases. La théorie du centre de Bernstein donne ’analogue pour les
groupes réductifs p-adiques de la deuxiéme.

La structure des groupes réductifs p-adiques rappelée dans le cha-
pitre précédent met en évidence le fait qu'un tel groupe posséde des
sous-groupes remarquables, les sous-groupes de Lévi, qui sont encore des
groupes réductifs p-adiques. L’idée qui sous-tend toute la théorie des re-
présentation de ces groupes depuis l'origine est que 'on peut étudier les
représentations du groupe G via les foncteurs d’induction parabolique,
définis par les constructions générales du chapitre III, entre catégories
des représentations lisses des sous-groupes de Lévi et catégorie des repré-
sentations lisses de G.

Nous commengons donc par définir ces foncteurs, notés i%, ou P = MN
est un sous-groupe parabolique de GG, comme composition de foncteurs
étudiés au chapitre III. Nous en déduisons immédiatement 1’existence
d’un adjoint & gauche, noté r§, donné de maniére explicite (foncteur de
restriction parabolique, aussi appelé foncteur de Jacquet), et I'existence
d'un adjoint & droite. La détermination de cet adjoint & droite comme
étant le foncteur de Jacquet T’g est un résultat profond, appelé second
théoréme d’adjonction de Bernstein, et viendra beaucoup plus loin dans le
chapitre. Ces foncteurs sont normalisés de sorte que i préserve I'unitarité
des représentations. Ces foncteurs sont d’autre part exacts, les foncteurs
d’induction étant de plus fidéles.

Ayant défini les foncteurs d’induction, se dégage naturellement la no-
tion de représentation supercuspidale. Heuristiquement ces représenta-
tions sont celles qui ne proviennent pas des sous-groupes de Lévi, par
les foncteurs d’induction. Plus précisément, une représentation est su-
percuspidale si son image par tous les foncteurs de Jacquet r§ est nulle,
ou P décrit I'ensemble des sous-groupes paraboliques propres de G. Une
représentation irréductible lisse de G est soit supercuspidale, soit elle
apparait comme sous-représentation d’une représentation induite d’un
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sous-groupe de Lévi. Ainsi une bonne partie de la théorie des représen-
tations des groupes réductifs se raméne & deux problémes : ’étude des
représentations supercuspidales et I’étude des foncteurs d’induction pa-
rabolique.

Un premier résultat, le théoréme d’Harish-Chandra, caractérise les re-
présentations supercuspidales par une condition de support de ses coeffi-
cients matriciels : leur support est compact modulo le centre Z(G) de G.
On retrouve donc presque la définition des représentations compactes du
chapitre IV, a cette nuance prés apportée par le centre du groupe. Il est
donc important de comprendre les conséquences de cette nuance, et de
voir quels résultats de la théorie des représentations compactes peuvent
étre conservés. Tout d’abord, comme les représentations compactes, les
représentations supercuspidales irréductibles sont admissibles. On en dé-
duit 'admissibilité de toutes les représentations lisses irréductibles par le
fait que les foncteurs d’induction parabolique préservent ’admissibilité.
Ce résultat est une généralisation assez immédiate du cas des représenta-
tions compactes, mais on peut ’améliorer de maniére cruciale en tirant
partie de la structure des groupes réductifs par un théoréme d’admissibi-
lité uniforme : si G est un groupe réductif p-adique, et K un sous-groupe
ouvert compact de G, il existe une constante positive ¢ tel que la di-
mension de VX pour toute représentation irréductible lisse V de G, soit
majorée par c. Ce fait est la base de tous les développements ultérieurs
de la théorie de Bernstein. Il permet d’obtenir une premiére décompo-
sition de la catégorie M(G), a partir des décompositions de catégories
obtenues au chapitre IV en utilisant les représentations compactes. Il
faut tenir compte du role joué par le centre, lorsque celui-ci est non
compact, et introduire une relation d’équivalence sur les représentations
supercuspidales, dont les classes sont appelées classes d’inertie : deux
représentations sont dans la méme classes si elles différent par un carac-
tére non ramifié de G. L’ensemble des caractéres non ramifiés de G étant
muni d’une structure de variété algébrique complexe (c’est un tore), et
D étant isomorphe a un quotient de ce tore par un sous-groupe fini, D
admet aussi une structure de variété algébrique complexe, et c¢’est encore
un tore. Ayant fixé une classe d’inertie D de représentations supercuspi-
dales irréductibles de G, toute représentation lisse (m, V') s’écrit comme



194 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

somme directe d’une représentation dont tous les sous-quotients irréduc-
tibles sont dans D, et d’une représentation dont aucun sous-quotient
irréductible n’est dans D. Mais le théoréme d’admissibilité uniforme, par
le biais du critére de finitude (KF) du chapitre IV, entraine une décom-
position beaucoup plus fine de M(G) : toute représentation lisse (7, V)
s’écrit comme somme directe d'une représentation supercuspidale, elle-
méme somme directe sur les classes d’inertie D de représentations dont
tous les sous-quotients irréductibles sont dans D, et d’une représentation
dont aucun sous-quotient irréductible n’est supercuspidal. Ceci consti-
tue une premiére étape du théoréme de décomposition de Bernstein, qui
décrit M(G) comme produit de catégories indécomposables. Il reste a
décomposer la partie non cuspidale, ce que nous ferons par 1’étude fine
des foncteurs d’induction parabolique. Mais avant cela, décrivons com-
plétement les facteurs supercuspidaux de la décomposition. Fixons donc
une classe d’inertie D de représentations supercuspidales irréductibles de
G, et notons M(G)p la sous-catégorie pleine des représentations lisses
dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans D. Cette catégorie
admet un petit (c’est-a-dire de type fini) progénérateur, que nous exhi-
bons, et qui donne par des arguments généraux de théorie des catégories,
une équivalence de catégories entre M(G)p et la catégorie des modules
a droite sur I'anneau des endomorphismes de ce progénérateur. La struc-
ture de cet anneau est bien comprise : c¢’est une C-algeébre de polynémes
de Laurent, un peu tordue, c’est-a-dire qu’elle n’est commutative qu’a
multiplication par des facteurs scalaires prés. En revanche, le centre de
cette algébre est bien une algébre de polynoémes de Laurent. C’est en
fait ’algébre des fonctions polynomiales de la variété D. Un élément z
du centre de M(G)p est identifié a une fonction sur D, et I’évaluation
de cette fonction en un point 7 de D est le scalaire par lequel, selon le
lemme de Schur, z agit dans I'espace de la représentation 7. Ceci termine
I’analyse de la partie supercuspidale de M(G). Remarquons au passage
qu’il découle de la description du centre de M(G)p comme algébre de
polynoémes de Laurent que c’est une algébre noethérienne.

Le résultat clef permettant d’analyser la partie induite de M(G) est le
lemme géométrique de restriction induction, qui analyse la composition
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des foncteurs 7"8 0 1% lorsque P = MN et Q = LU sont deux sous-
groupes paraboliques de GG. Ce lemme, basé sur la structure des orbites
de @ dans la variété compléte P\G donne une filtration de 7’8 0 i% dont
le gradué associé est somme directe de foncteurs de la forme ié, ow o
rM ou P’ = M'N’ est un sous-groupe parabolique de M, w désigne
a la fois un élément de G et 'automorphisme intérieur qu’il définit, et
Q' = L'U’ est un sous-groupe parabolique de L conjugué a P’ tel que
w- L' = M'. Grace a ce résultat, il devient possible de comprendre la
structure des représentations induites de représentations supercuspidales
irréductibles d’un sous-groupe de Lévi. En premier lieu, on obtient le fait
qu’une représentation induite n’admet aucun sous-quotient supercuspidal
et est de longueur finie.

Une donnée cuspidale est un couple (M, p) ou M est un sous-groupe
de Lévi de G et p une représentation supercuspidale irréductible de M.
Deux données cuspidales sont associées si elles sont conjuguées sous G.
Si (M, p1) et (Ma, p2) sont deux données cuspidales, et si Pj, P, sont des
sous-groupes paraboliques de G respectivement de facteur de Lévi M; et
Ni, alors les représentations induites z'lcjlpl et i% p2 admettent un sous-
quotient irréductible commun si et seulement si les données cuspidales
(My, p1) et (Ms, p2) sont associées. Les suites de Jordan-Holder de igl 1
et %, p2 sont alors équivalentes.

Nous poursuivons I’étude des foncteurs i, r$, en établissant qu’ils

préservent certaines classes de représentations. Il est élémentaire que les
foncteurs i préservent I'admissibilité, et que les foncteurs r§ préservent
le type fini. Le lemme de Jacquet, dans une premiére version ne s’ap-
pliquant qu’aux représentations admissibles, montre que les foncteurs r4
préservent, aussi I’admissibilité. C’est une conséquence simple du lemme
géomeétrique que les foncteurs i préservent les représentations de lon-
gueur finie. Le théoréme de Howe établit quune représentation est de
longueur finie si et seulement si elle est de type fini et admissible. Il en
découle que les foncteurs r§ préservent les représentations de longueur
finie.

Nous continuons ensuite I'étude de la partie induite de la catégorie
M(G). Pour cela, il faut munir I’ensemble des classes d’équivalence (pour
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la conjugaison) de données cuspidales Q(G) de G d’une structure de va-
riété. Celle-ci est héritée du fait que les classes d’inertie de représentations
supercuspidales irréductibles des facteurs de Lévi de G sont munies d’une
telle structure, nous avons méme vu que ce sont des tores complexes. Il
faut tenir compte de la conjugaison, et nous voyons alors que 2(G) est une
union disjointe (infinie) de composantes connexes, elles-mémes étant des
variétés algébriques complexes, plus précisément des quotients de tores
par l'action d’un groupe fini. Nous notons B(G) I'ensemble des compo-
santes connexes de (G). A chaque représentation lisse irréductible de G,
on peut associer, grace aux propriétés des induites énoncées ci-dessus, un
élément de Q(G) appelé support cuspidal (ou encore, par analogie avec
la théorie des groupes réels, caractére infinitésimal) de la représentation,
ne dépendant que de la classe d’isomorphie de celle-ci. Nous pouvons
maintenant énoncer le théoréeme de décomposition de Bernstein. Pour
tout ¢lément s de B(G) (c’est-a-dire une composante connexe de (G)),
soit M(G), la sous-catégorie pleine des représentations de M(G) dont
tous les sous-quotients irréductibles ont un support cuspidal dans s. Alors
M(G) est le produit sur B(G) des catégories M(G)s. La démonstration
de ce théoréme s’appuie sur les propriétés des foncteurs d’induction et de
restriction précédemment établies. Comme corollaire, nous en déduisons
une propriété de noethérianité de la catégorie M(G), ce qui implique que
les foncteurs i% préservent les représentations de type fini.

Suivant les idées ayant présidé a l’analyse de la partie cuspidale, nous
souhaiterions maintenant analyser chacune des composantes M(G)s, en
décrivant ces catégories comme catégories de modules sur une algébre
unitaire, et obtenir par ce moyen une description de leurs centres. Pour
cela, comme pour les composantes cuspidales, il nous faut exhiber un pe-
tit progénérateur de ces catégories. L’idée naturelle est d’obtenir celui-ci
par induction parabolique & partir du petit progénérateur d’une compo-
sante cuspidale D d’'un Lévi M tels que (M, D) détermine la composante
connexe s. Nous avons vu que les foncteurs d’induction préservent le type
fini, ce qui montre que 'objet obtenu ainsi est petit. Un résultat tech-
nique nous permet de voir que cet objet ne dépend pas des choix faits de
M et D, et il en résulte assez facilement que c’est bien un générateur de
la catégorie. Il reste & montrer que c’est aussi un objet projectif. Comme
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i% admet un adjoint a droite, un résultat général nous dit qu'il suffit
que cet adjoint soit un foncteur exact. Nous avons affirmé ci-dessus que
Padjoint & droite de i est r,
ce résultat, le second théoréme d’adjonction de Bernstein, est délicate.

et donc est exact. La démonstration de

Elle passe par deux résultats intermédiaires, qui serviront encore par la
suite. Le premier est la version forte (sans hypothése d’admissibilité) du
lemme de Jacquet, qui affirme que si K est un sous-groupe ouvert com-
pact de G admettant une décomposition d’Iwahori K = K5 K, K selon
les sous-groupes paraboliques standards, alors pour toute représentation
lisse (m, V') de G, lapplication naturelle de VX dans son module de Jac-
Km  De plus, on obtient une
section canonique de cette surjection. De ceci, on tire le second résultat,

quet r$(V) réalise une surjection sur 7§(V)

qui est l'existence d’une dualité non dégénérée (V' M-équivariante entre
les espaces r4(V) et Tg(V), pour toute représentation lisse (7w, V') de G,
et tout sous-groupe parabolique P = M N de G. La dualité de Cassel-
man est équivalente au second théoréme d’adjonction, et 'on a donc des
progénérateur explicites des catégories M(G)s. A partir de 1a, on obtient
comme pour les composantes cuspidales, une description du centre de la
catégorie M(G)s comme algébre de fonctions polynomiales sur la variété
s, le fait que les catégories M (G), sont indécomposables, et la description
du centre de la catégorie M(G) toute entiére comme algébre de fonctions

polynomiales sur Q(G).

Dans toute ce chapitre, G désigne un groupe réductif p-adique au sens
du chapitre précédent, dont on suit les notations.

VI.1. Les foncteurs i et r§

VI.1.1. Propriétés d’adjonction. — Soit P = M N un sous-groupe
parabolique de GG. Particularisons a la situation présente les résultats des
paragraphes I111.2.9 et 111.2.10. Comme M normalise N, on a d’aprés la
remarque I11.2.9, un foncteur

v M(G) = M(M), (m,V)— (7N, V).

(W Dualité de Casselman, qui I’a établie dans le cas ot 7 est admissible. I1 est nécessaire
de s’affranchir de cette hypothése pour obtenir le second théoréme d’adjonction.
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Plus exactement, ce foncteur est la composition du foncteur d’oubli
FS: M(G) — M(P) et du foncteur jy : M(P) — M(M). Le fait que
I’on ait deux objets mathématiques différents notés de la méme fagon ne
devrait pas poser de probléme ici.

Dans le sens opposé, si (7, E) est une représentation lisse de M, on la
prolonge trivialement & P, c¢’est-a-dire 7(mn) = 7(m) pour tout m € M
et tout n € N (si ¢ : P — M est donnée par la composition de la
projection canonique P — P/N et de l'isomorphisme P/N ~ M, cette
représentation de P est FA (E) ot FH est le foncteur d’oubli associé a
¢, mais remarquons que d’aprés 111.2.10, c’est aussi "F¥ (FE)). En indui-
sant ensuite de P & (G, on obtient ainsi une représentation de G. Nous
simplifierons les notations en écrivant simplement Ind%(7, E) au lieu de
Ind%(FJ (r, E)). Ceci définit un foncteur de M (M) dans M(G). Don-

nons les premiéres propriétés de ces foncteurs.

Théoréeme. — Le foncteur jy : (m,V) — (7n,Vy) de M(G) dans
M(M) est est Uadjoint o gauche du foncteur d’induction Ind$. Pour
toute représentation lisse (1, E) de M et toute représentation lisse (w, V')
de G, on a un isomorphisme naturel

Hom, (7, V), (1, E)) ~ Homg((7, V), Ind%(7, E)).

Les foncteurs Indg et jn sont exacts.

Démonstration. Comme nous l’avons remarqué ci-dessus, jy : M(G) —
M(M) est la composition du foncteur d’oubli F§ : M(G) — M(P) et
du foncteur jy : M(P) — M(M). Nous avons vu en II1.2.10 que ce
dernier est 'adjoint & gauche de " F¥ ~ FM. Comme F§ est 'adjoint a

gauche de Indg, on en déduit la premiére assertion. En résumé :

7

s M(G) =5 M(P) 25 M(M)
M _ M nd€
mdS : M(M) T2 Py P (@)
sont adjoints par composition des foncteurs adjoints.
L’exactitude de jy : M(G) — M(M) provient de 'exactitude du
foncteur d’oubli F§ et de l'exactitude de jy : M(P) — M(M) (co-
rollaire 111.2.9). L’exactitude de Ind% : M(M) — M(G) provient de
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Pexactitude de Ind% : M(P) — M(G) (proposition 111.2.2), et du fait
que le foncteur d’oubli FA! étant isomorphe au pseudo foncteur d’oubli
“FM il admet un adjoint a droite et a gauche, et est donc exact.

Gréce aux propriétés des foncteurs adjoints (A.V), nous déduisons le :

Corollaire. — Le foncteur jy préserve les colimites et le foncteur Ind%
préserve les limaites.

Remarque. — 1l se trouve que Indg admet aussi un adjoint a droite.
En effet, la variété G/ P étant compacte, d’aprés le lemme I11.2.3,

Ind$ = Ind% o FM = ind$ o FH.
Or le foncteur d’oubli FA admet un adjoint & droite, le foncteur I3
D’autre part, ind% = PS(e ® 5;@) d’aprés le théoréme 111.2.6. Or PS
(resp. e ® 5;<G) admet le pseudo-foncteur d’oubli "F§ (resp. ® @ dp\q,

cf. remarque II1.1.15, 3) comme adjoint & droite. Par conséquent, Indg
préserve les colimites.

VI1.1.2. Normalisation. — Soit P = MN un sous-groupe parabo-
lique de G. Nous normalisons le foncteur d’induction parabolique comme
dans la section IV.2.1, en tenant compte du lemme V.5.4, pour obtenir
un foncteur qui commute avec le foncteur 7 +— 7 de la section III1.1.6.
Nous posons donc, pour toute représentation lisse (7, F) de M,

(VI.1.2.1) iS(7,E) = Ind%(r ® 6, E)

De méme, nous normalisons le foncteur jy de restriction parabolique
pour obtenir I'adjoint & gauche de i%. Pour toute représentation lisse

(m,V) de G, on pose

(VI1.1.2.2) rS(m, V) = (my @ 012, V).
Remarque. — 11 semble que nos conventions différent de celles géné-

ralement adoptées, qui remplacent dp par son inverse dans les formules
ci-dessus. Ceci vient de notre choix initial de la fonction modulaire en
I1.3.7. On remarque les calculs du lemme V.5.4 font aussi apparaitre ce
probléme, et qu’a défaut d’étre standard, nos conventions sont cohérentes.
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Proposition. — Les foncteurs
i%: M(M) — M(G), 75: M(G) — M(M)

sont exacts . Le premier est l’adjoint a gauche du second.

Démonstration. Ceci résulte sans difficulté du théoréeme VI.1.1, puisque
les effets des normalisations se compensent (cf. remarque I11.1.15, 3). O

Les foncteur i$ et § seront respectivement appelé foncteur d’induction
et de restriction parabolique.

Corollaire. — Le foncteur i préserve les limites. En adaptant la re-
marque du paragraphe précédent, on voit facilement qu’il préserve aussi
les colimites. Le foncteur r§ préserve les colimites.

Remarques. — Comme dp est a valeurs dans R7 sa restriction a tout
sous-groupe compact de P est triviale. Comme le radical unipotent N est
réunion de ses sous-groupes compacts ouverts, la restriction de dp & N
est nulle. La représentation i%(7, E) a donc pour espace l'ensemble des
fonctions f : G — FE telles que pour tous m € M, n e N, g € G,

(VL.1.2.3) f(mng) = 6, (m)r(m) - f(g).

VI.1.3. Le foncteur r$ préserve le type fini

Proposition. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Soit
(m, V') une représentation lisse de type fini de G. Alors (wn,Vy) est de
type fini. Il en est de méme de r&(m, V).

Démonstration. Soit {vi,...,v;} un ensemble de vecteurs de [ engen-
drant V' comme représentation de . Choisissons un sous-groupe ouvert
compact K de G fixant tous les v;, pour ¢ = 1,...,l. Comme P\G est

compact, P\G/K est fini. Soient {g1,...¢g,} un systéme de représen-
tants de ces doubles classes. Alors V' est engendré comme P-module par
les vecteurs de la forme 7(g;)-v;, i =1,...,0, 5 =1,...,n. Comme N agit
trivialement sur Vi, Vi est engendré comme M-module par les images
des m(g;) - v; dans V. La normalisation n’y change rien, et I’on en déduit
la derniére assertion. O
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VI.1.4. Transitivité de 7§ et i%.— Soient P = MN et Q = LU deux
sous-groupes paraboliques de G avec P C Q. Alors LNP = M(LNN) est
un sous-groupe parabolique de L, N = (NNL)U et (LNP)U = MN = P.

Lemme. — Soient P = MN C (Q = LU deux sous-groupes paraboliques
de G. Alors i% = zg oib etrS=rk o0 7’8.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que nous commettons un abus

de langage, ce que nous écrivons comme des égalités de foncteurs n’étant
en fait que des isomorphismes naturels. On a

Tfmporg = (- ®5PmL) o jnnr © Fhap o (- ®532) Oonfg-
Or, on voit facilement que
Fhpo (- ©0g7) = (- ®05°) o Fpy,
f]%ﬁL °oJju =Ju Of(LﬂP U
anLO(' ®51/2) ( ®5 )OijL-
Cette derniere égalité provient du fait que dg\¢ est trivial sur NN L. On

obtient donc

1/2 /2y - :
®5P/0L)O(' ® ¢ / )O]NnLOJUOf(%mL)UOfS
®5113/r3L51/2)o]NOFP

9 842) o iy o 8

= (-

= (-

= (-
On a utilisé la transitivité des foncteurs j (lemme I11.2.9) et des foncteurs
d’oubli et les égalités

0p=0n, 0o =0y

de la section V.5.4. L’expression de ces derniéres en termes de racines
montre que dnndy = dn. On a donc montré la seconde assertion. La
premiére en découle par adjonction des foncteurs r et i et unicité de
l'adjoint (cf. A.V). O
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VI1.2. Représentations supercuspidales et admissibilité

VI.2.1. Représentations supercuspidales

Définition. — Une représentation lisse (7, V') de G est dite supercuspi-
dale si pour tout sous-groupe parabolique propre P = M N de G, 7§(V)
est nul.

Remarques. — 1. Une représentation lisse (m, V) de G est supercus-

pidale si pour tout sous-groupe parabolique standard P = MN de G,
r&(V) est nul.

— 2. Comme 7§ est exact, tout sous-quotient d’une représentation su-
percuspidale est supercuspidal.

Le sous-groupe °G a été défini en V.2.3.

Théoréme. — Soit (w, V') une représentation lisse de G. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) (m,V) est supercuspidale,

b) Les coefficients matriciels de (w,V') sont a support compact modulo
le centre Z(G),

¢) la restriction de (w,V) a °G est compacte.

Démonstration. [b) = ¢)] Soient v € V, A € V. On veut montrer que
la restriction du coefficient matriciel ¢, a °G est a support compact.
Notons C' le support de ¢, , dans G et soient °C' = C'N°G, 0C T'image
de °C dans °G/(°GN Z(G)) et C I'image de C dans G/Z(G). L’inclusion
naturelle °G/(°G N Z(G)) — G/Z(G) permet de voir °G/(°G N Z(G))
comme un sous-groupe fermé de G/Z(G). Comme par hypothése C' est
compact,

C=0n(’G/(°"Gn Z(G)))
est compact.
Le théoréme 2.6 de [30], affirme que si H est un sous-groupe compact
d’un groupe topologique G, et si G/H est compact, alors G est compact.

Soit K un sous-groupe compact de °G/(°G N Z(@G)), et K son image
inverse dans °G. En vertu de ce résultat, et du fait que °G' N Z(G) est
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compact (V.2.6), K est un sous-groupe compact. On peut recouvrir 0C
par un nombre fini de translaté de K, et I'on peut donc recouvrir °C' par
un nombre fini de translatés de K. Ceci montre que °C' est compact.

[c) = a)] Soit P = MN un sous-groupe parabolique propre de G, de
composante déployée A. En particulier, Ag est strictement inclus dans
A. Sans perte de généralité, on peut supposer que P est standard. Soit
v € V. On veut montrer que v € V(N). Soit K un sous-groupe compact
ouvert de G admettant une décomposition d’Iwahori selon P,

K=KyKyKy
(cf. V.5.2) et tel que v € VE.

Soit t € ATt N OG (un tel élément existe d’aprés V.3.23). Pour toute
racine o € A(P), |a(t)|r < 1, et donc, pour toute partie compacte C' de
R*, il existe mg € N tel que si |m| > myg, |a(t™)|r n’est pas dans C. Il
s’ensuit que pour toute partie compacte de A N °@G, il existe my € N tel
que si |m| > mq, t™ est en dehors de cette partie compacte. Comme la
restriction de (m, V) a °G est compacte par hypothése, on a

mleg)m(t™) v =0

pour m assez grand. Donc, pour m assez grand,

W(@tmetm) U = W(etmeNtm)ﬂ'(€t7mKth)W(etmeNtm) v =0.
Comme t € A, il est central dans M et t ™K t"™ = Ky C K. De méme,
MKyt C Ky C K, dott

7T(€t7mKNtm) -v=0.

Comme ¢t~ Kyt™ est un sous-groupe compact de N, on a v € V(N)
d’aprés la proposition 111.2.9.

la) = b)|] Montrons que si (7, V') n’est pas compacte modulo le centre,
alors il existe un parabolique P = MN tel que Vy # 0. Par conjugai-
son, et par transitivité des foncteurs de restriction, on pourra chercher
un tel parabolique qui soit standard et maximal. Soit ¢, » un coefficient
matriciel dont le support n’est pas compact modulo le centre. La décom-
position de Cartan V.5.1) G = KOF@C’JKO montre qu'il existe un f € Fy
et une suite d’éléments distincts ¢, € C;7, n € N tels que

Supp ¢v,)\ N KoftnKo 7A @,



204 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

et tels que ’ensemble des t,, n’est contenu dans aucune partie compacte
modulo le centre de G. Il existe alors une racine a € Ay telle que
{la(tn)|rfnen ne soit contenu dans aucune partie compacte de R, et
donc, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que

(VL.2.1.1) lim |a(t,)]s = 0.

Considérons le sous-groupe parabolique standard maximal P = M N =
P, = M,N,, associé a la partie Ay \ {a} de Ay. Choisissons un sous-
groupe compact ouvert K de GG, ouvert et distingué dans K, admettant
une décomposition d’Iwahori selon P, K = Ky Ky Ky, et tel quev € VE,
A € VK. Comme [Ky, K] est fini, on peut trouver ki, ky dans K tels que

Supp ¢gux Nk K ft,Kko # 0

pour une infinité de n. Pour chacun de ces n, choisissons k], et k!! dans
K tels que

(bv,)\(klk;ftnkgkg) 75 0.
On a:

Gua(krky, ks ks)

N (ky k! kD (ky ftoko)m(ky 'k Ks) - v)
= N (k1 ftoks) - v) = M (7w(t,) - v1)
= (m(exy) - A)(w(tn) - v1)
= (lery)(ta) - 1)
= )‘l(ﬁ(tn)w(etglKNtn) -vp) # 0.

La deuxiéme égalité vient du fait que K est distingué dans K, et que
7m(f) - v et A sont fixés par K. On pose ensuite v; = 7(fk2) - v et A} =

#(k7') - A (on remarque que t, et f commutent). Comme \; est fixé par
K, et donc par Ky, on arrive facilement au bout du calcul. On obtient
donc que (e, 14,4 )-v1 # 0. Or (VL.2.1.1) entraine que N = |J, t;,' Kty

et donc vy ¢ V(N). Ceci montre que Vi est non nul. O

Remarques. — 1. Si le centre de GG est compact, une représentation est
compacte si et seulement si elle est supercuspidale.

— 2. Une autre condition équivalente pour qu’une représentation (m, V)
soit supercuspidale est que les fonctions fx, définies en IV.1.3 soient &
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support compact modulo Z(G). Ceci se voit facilement en adaptant la
démonstration du théoréme IV.1.3.

Corollaire. — Soit (7, V) une représentation lisse irréductible de G.
Alors il existe un sous-groupe parabolique P = MN de G (que l'on peut
supposer standard) tel que v§(w, V) soit une représentation supercuspi-
dale de M. Par réciprocité de Frobénius, il existe une représentation su-
percuspidale irréductible de (1, E) de M telle que (w,V) soit une sous-
représentation de i%(t, E).

Démonstration. Soit P = M N un sous-groupe parabolique standard de

G, minimal pour la propriété r§(V) # 0 (ceci existe car pour P =
G, r§(V) = V # 0). Rappelons (cf. V.3.13) que les sous-groupes pa-
raboliques standards de M sont les traces des paraboliques standards
P’ = M'N" de G tels que P’ C P. D’aprés le lemme VI.1.4, on a
M o rS(V) = r§ (V). Par minimalité de P, on a r$,(V) = 0, et
donc 7§(w, V) est supercuspidale. De plus, le lemme VI.1.3 affirme que
r8(m, V) est de type fini, donc admet un quotient irréductible. Soit (7, E)
un quotient irréductible de 7§ (7, V). Comme les foncteurs r sont exacts,
(1, E) est supercuspidale et I'on a par la réciprocité de Frobénius :

0 # Homy, (7§ (7, V), (1, E)) = Homg((m, V), i% (1, E)).
U

Nous notons M(G)s. la sous-catégorie pleine de M(G) dont les ob-
jets sont les représentations supercuspidales de G. Comme M(G),,. est
stable par passage aux sous-quotients, c¢’est une catégorie abélienne. Nous
notons Irr(G),. 'ensemble des classes d’isomorphie de représentations
supercuspidales irréductibles de G.

VI1.2.2. Admissibilité des représentations irréductibles. — Le
rapport établi entre représentations supercuspidales et représentations
compactes et les propriétés de l'induction parabolique permettent de
montrer le résultat suivant.
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Théoréme. — Soit (w, V') une représentation lisse irréductible de G.
Alors (m, V') est admissible.

Démonstration. D’aprés la proposition 1V.1.3, toute représentation com-
pacte de type fini est admissible. Or, une représentation supercuspidale
irréductible & une restriction a °G qui est compacte, d’aprés le théoréme
VI.2.1, et de type fini, car le quotient G/°GZ(G) est fini (proposition
V.2.6), et Z(@) agit par des scalaires sur une représentation irréductible
d’aprés le lemme de Schur II1.1.8. Cette restriction est donc admissible.
Tout sous-groupe compact de G étant contenu dans °G, 'admissibilité
d’une représentation ne dépend que de sa restriction a °G. Il est donc
clair qu’une représentation supercuspidale irréductible est admissible. En

général, d’aprés le corollaire du paragraphe précédent, on peut plonger
(7, V') dans une représentation de la forme i%(7, E), avec (1, E) supercus-
pidale irréductible, et donc admissible. D’aprés le lemme 111.2.3, i%(7, E)
est admissible, et donc (7, V') aussi. O

Corollaire. — Soit (m,V') une représentation lisse de G. Alors m est
irréductible (resp. supercuspidale irréductible) si et seulement si 7 est
irréductible (resp. supercuspidale irréductible) .

Démonstration. Ceci découle du théoréme et du corollaire I11.1.7. O

VI1.2.3. Théoréme d’admissibilité uniforme. — Le théoréme du
paragraphe précédent montre que si K un sous-groupe compact ouvert
de G, pour toute représentation lisse irréductible (7, V) de G, dim VE est
finie. Mais a priori, cette dimension peut devenir arbitrairement grande
lorsque (7, V') varie. En fait, il n’en est rien, comme le montre le

Théoréme. — Soit K un sous-groupe compact ouvert de G. Il existe une

constante positive ¢ = ¢(G, K) telle que pour toute représentation lisse
irréductible (m,V) de G, dim VE < c.

Démonstration. On peut reformuler ce résultat en utilisant le théoréme

IT1.1.5. 11 est équivalent au fait que tous les modules simples de l'al-
gébre H(G, K) sont de dimension bornée par une constante positive
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¢ = ¢(G, K). L’ingrédient principal de la démonstration est la décom-
position
H(G, K) = HoDCH,

du théoréme V.5.3. Soit (p, W) un H(G, K)-module simple. Le résultat
d’admissibilité VI.2.2, réinterprété comme ci-dessus, nous dit qu'un tel
module est de dimension finie, disons ici dimW = k. Par le théoréme
de Burnside ([34], corollaire XVIL.3.3) p: H(G, K) — End(W) est sur-
jective. Comme p(C') C End(W) est commutative et engendrée par les
a,, ou z parcourt une base du cone C’a’ , de cardinal disons [, d’aprés le
lemme C.I, on a dim p(C) < k272", Posons h = dimH, et d = dim D.
On a alors

K = dimEnd(W) = dim p(H(G, K)) < h*ddim p(C) < Wdk>™,
d'on k < (h2d)2H. On peut donc prendre ¢ = ¢(G, K) = (h2d)2l_ m

Remarque. — Un résultat analogue est vrai pour les représentations
lisses irréductibles du groupe °G. On le déduit du résultat pour G de la
maniére suivante. D’abord, rappelons que tout sous-groupe compact K
de G est inclus dans °G. Soit (o, F) une représentation lisse irréductible
de °G. Formons (7, V) = indo%(0, E).

La réciprocité de Frobénius pour les induites compactes s’écrit alors

(cf 111.2.65 ) :
Homg((mr, V), (1, W)) ~ Homog((0, E), Reso&(, W)).

Comme V = indo%(E) = R,§(F) = H(G) @noc) E, il est clair que V est
une représentation de type fini. En effet, si v € E, v # 0, et si K est un
sous-groupe ouvert compact de °G fixant v, alors

H(G) @npa) E = H(G) Onpey H°G) - v = H(G) @npa) v

== H(G) ®H(0G) €K UV = H(G)(eK ® U).
La représentation (7, V') admet donc un quotient irréductible. En prenant
pour (7,W) ce quotient irréductible dans la formule de réciprocité de

Frobénius ci-dessus, on voit que sa restriction a "G contient (o, F), et
donc dim EX < dim W& < ¢(G, K).
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VI1.2.4. Conséquences de ’admissibilité uniforme. — Soit K un
sous-groupe compact ouvert de G. Etant donnés une représentation su-
percuspidale irréductible (p, W) de G et un vecteur v € W, la fonction

g frw(g) = plex)plg™) v

a son support compact modulo Z(G) dans G. Grace au théoréme d’ad-
missibilité uniforme, nous allons établir le résultat suivant.

Proposition. — Etant donné un sous-groupe ouvert compact K de G,
il existe une partie ouverte compacte modulo le centre ) dans G telle que
pour toute représentation supercuspidale irréductible (p, W) de G, pour
tout v € WX le support de g — p(a, i) - v soit inclus dans Q.

Démonstration. Comme v € W on a p(a, i) v = plex)p(g)plex) v =
plex)p(g) - v = fro(g7"). Si K’ C K est un autre sous-groupe ouvert
compact de GG, comme egegr = egrex = €x, on voit que Supp fx,, C

(Supp fr'») K. Donc il suffit de montrer le résultat pour certains sous-
groupes ouverts compacts K bien choisis. Nous supposons donc que K est
distingué dans K et admet une décomposition d’Iwahori le long des pa-
raboliques standards. Le théoréme d’admissibilité uniforme montre qu’il
existe une constante N € N telle que dim WX < N. Soit z € C’J dont la
classe modulo la relation d’équivalence (V.3.22.1) est non triviale. Alors
la suite des puissances successives z, 22, 23, ... ne reste dans aucune partie
compacte modulo Z(G). En effet, d’aprés la décomposition de Cartan
V.5.1, toute partie compacte de GG est contenue dans une réunion finie
disjointe de parties de la forme KoaKy ot les a € Cjy. Donc toute partie
compacte modulo Z(G) est contenue dans une réunion finie de parties
de la forme KoaKyZ(G). Comme le groupe abélien Z(G) admet comme
sous-groupe d’indice fini Z(G)anAg, ot Z(G)an est un groupe abélien
compact contenu dans Ky, on voit que toute partie compacte modulo
Z (@) est contenue dans une réunion finie de partie de la forme KyaAg Ko,
a € Z(G)Cy. Tel n’est pas le cas de la suite des 2".

Pour tout v € W, montrons que

plaux i) v = plex)p(=N)plex) -v = 0.
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Si WK =0, alors p(ex) - v = 0 et Passertion est valide. Supposons donc
que WE £ 0 et soit v € WX non nul. Comme (p, W) est supercuspidale,
la fonction
g plex)p(g) v = frol9™)

est a support compact modulo Z(G) dans G (cf. remarque VI.2.1). 1l
existe donc un entier ng tel que p(ex)p(z"1) v # 0 et pleg)p(z™) v =
0. On veut montrer que ng < N. Nous allons montrer que la famille
{p(ex)p(z7) - v}j=1, n, est libre dans W ce qui est évidemment suf-
fisant. Soient cq,...c,, des scalaires tels que

> eipler)p(= 1) v =0,

=1

Comme p(ex)p(z271) - v = plag..s) - v et que d’apres le lemme V.5.3,

P(%J",K)P(%J’,K) = p(azjﬂ”,K)a

on obtient successivement ¢,,, =0, ¢,,—1 = 0,..., ¢ = 0.

Identifions Cj /Cs,, avec N' (cf. (V.3.22.1)). Soit Sy I'ensemble des
z € C’J dont la classe modulo Cy,, s’écrit (ay,...q;) dans I'identification
avec N, avec a; < N pour tout s = 1,...,1. Soit z € C’J dont la classe
modulo Cy, n’est pas dans Sy. Il existe alors une coordonnée a; > N.
Posons z; = (0,...0,1,0...) le i-iétme vecteur de la base canonique de
Z', identifié & un élément de Cy /Cya,, et soit z; un relévement dans C; .
Pour tout v € W et tout f € Fy, on a d’aprés le lemme V.5.3

p(afsz) U= p(afzz[N,K)p(azzN,K) v =0.

On utilise encore la décomposition de Cartan de G (V.5.1) : pour
tout g € G, il existe ki, ks € Ko, f € Fy et z € C’ar tels que ayx =
Ay 2k, k- Comme Ky normalise K, p(ag k) - v = 0 si et seulement si
plag, i) - p(k2) - v = 0. Donc le support de g — p(ay i) - v est contenu
dans

H KofzKy
feFy,zeCf |zeSn
qui est une partie compacte modulo Z(G). Ceci termine la démonstration
de la proposition. O
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VI.3. Décomposition de M(G) : la partie cuspidale

VI.3.1. Action de G sur Irr(°G). — Nous allons utiliser les résultats
du paragraphe IV.1.7 concernant les représentations compactes pour ob-
tenir des résultats analogues sur les représentations supercuspidales, en
exploitant le rapport entre représentations supercuspidales et représen-
tations compactes établi en VI.2.1.

Comme °G est un sous-groupe distingué de G, G agit sur Irr(°G) par
(9,0) — o9 (notations de I'exemple I11.2.1).

Lemme. — (i) Les orbites de ’action de G sur Irr(°G) sont de cardinal
fini.

— (4i) Soient (w, V') une représentation lisse de G, (o, W) une repré-
sentation lisse irréductible de °G, et V(o) la composante o-isotypique de
la restriction de (7, V) a °G. On a alors, pour tout g € G,

m(g)- V(o) = V(a?).

Démonstration. (i) L’action se factorise par le groupe G/°GZ(G), qui est
fini. Les orbites sont donc de cardinal fini.

(77) Rappelons que par définition V(o) est I'image de
Homog((o, W), (m,V)) @ W — V

par I'application canonique f ® w +— f(w). De méme V(09) est 'image
de
Homog((¢?, W), (m,V)) @ W — V.

Définissons, pour tout f € HomoG(( W), (7, V), flw) = n(g) - flw),
w € W. Vérifions que f € Homog((a9, W), (m,V)) :

F((@*) () -w) = f(o(g 1hg) ) (9) - f(o(g™"hg) - w)
= flo(g)olg™ hg) - w) = f(o(hg) - w)
=n(h) - (n(g) - f(w)) = n(h) - f(w)
Il est clair que f — f réalise un isomorphisme
Homog((o, W), (7, V) ~ Homog((c?, W), (7, V)).

Le résultat voulu en découle immédiatement. O
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V1.3.2. Restriction a °G. — Rappelons que nous avons noté X (G)
I’ensemble des caractéres non ramifiés de G, c’est-a-dire les caractéres
de G triviaux sur °G. Nous avons vu en V.2.3 que X(G) posséde une
structure de tore algébrique complexe.

Proposition. — Soit (m,V'), une représentation irréductible de G.
(i) Les éléments de Irr(°G) apparaissant dans la restriction de (w,V) a
G forment une seule G-orbite.
(i) La restriction de (m,V) a °G est semi-simple et de longueur finie.
(7i1) Soient (m;,V;), 1 = 1,2, des représentations irréductibles de G. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Reso& (71, V1) = Reso&(ma, Va).

b) 1l existe x € X(G) tel que my = m ® X.

¢) Homog(Reso&my, Reso&ms) # 0.

Démonstration. Fixons un ensemble I' de représentants dans G des classes
de G/Z(G)°G : cet ensemble est fini (proposition V.2.6), et comme d’aprés
le lemme de Schur, Z(G) agit par des scalaires sur V', 'on en déduit que
ResoS (7, V) est de type fini et donc posséde un quotient irréductible
(o, W). Soit f € Homog(Reso(m, V), (o, W)) non nul. Alors, pour tout
vel,

fom(y) € Homog(Resoss(m, V), (07, W)).
Considérons
¢ = Drerf o () € Homog(Resol(m, V), ©qer (o, W)).

Vérifions que ker ¢ est stable sous 'action de G. Soit v € ker ¢, c’est-
a~dire f o 7(y)(v) = 0, pour tout v € I', et soit ¢ € G, que 'on écrit

"

g="y,v €T,y € °GZ(G). Pour tout v € ', posons vy = y"~", avec
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v €T,y € °GZ(G). On a alors
b(n(g)-v) = 3 f o n()(r(x () -v)

= >y ) - (7 () - 0)
= oy e ly") - F((x(+") -v)

= 0.

Comme ¢ est non nul, on en conclut par irréductibilité de V' que ker ¢ =

{0}. Ainsi ¢ est injective et Resog(ﬁ, V') est isomorphe a une sous-représentation
de @.er(0?, W), qui est de longueur finie et semi-simple. On en déduit,

par exemple en utilisant le critére de semi-simplicité du lemme A.VII

(43), qu'il en est de méme de ResoS (7, V). On obtient donc (ii).

Ecrivons maintenant :

Resog(m,vi): @ Vi(o)

o€Irr(9G).

ot Vj(o) est la composante o-isotypique dans Resoo(m;, V;). L'identité
7(g) - Vi(o) = Vi(09) montre que I'ensemble des o tels que Vi(o) # 0
forme exactement une G-orbite, car (m, V7) est irréductible. En particu-
lier, cet ensemble est fini, d’aprés le lemme VI.3.1. Ceci montre ().

Démontrons maintenant (#i7). Comme tout caractére non ramifi¢ de
G est par définition trivial sur °G, b) implique a). Comme a) implique
trivialement c), il reste & montrer que ¢) implique b). Supposons que 'on
ait ¢). D’aprés (ii) et le lemme de Schur, Homog(Vi, V2) est de dimension
finie. Munissons cet espace de ’action de G donnée par

g- f = 71(9) o f O7T2(g)_17 (f S HomOG(‘/iv%))v (g S G)

Sig e G, g-f = f pour tout f € Homog(Vi,Vs), donc cette action
de G se factorise par G/°G, qui est commutatif car °G contient le sous-
groupe dérivé de G. Toute famille commutative d’opérateurs linéaires sur
un espace vectoriel complexe de dimension finie admettant un vecteur
propre commun, il existe f € Homog(V7, V5) non nul et un caractére x de
G/°G (c’est-a~dire un caractére non ramifié¢ de G) tel que g - f = x(9) f,
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pour tout g € G. Par construction, f € Homg(m ® x,ms), et donc par
irréductibilité, m ® x = mo. OJ

VI1.3.3. Classes d’inertie de représentations supercuspidales

Soit (m, V') une représentation supercuspidale irréductible de G. De
méme que ci-dessus, introduisons la décomposition de Resog(ﬂ, V) en
composantes isotypiques :

V= B Vi),
i=1,...m
ou les o; forment une orbite pour I'action de G dans Irr(°G).. Remar-
quons que cette décomposition ne dépend en fait que de la classe d’inertie

[7]. Soit (p, W) une représentation lisse de G. En tant que représentation
de °G on a, d’aprés le théoréme IV.1.5,

Resog(p, W) =ples,) W Eples,) W E---Dples,,) WaW

ot W’ est l'unique supplémentaire °G-invariant de p(e,,) - W & -+ &
pes,.) - W. Une autre caractérisation de W' est d’étre l'unique sous-
représentation de °G dont aucun facteur de composition n’est isomorphe
a 'un des o;.

Proposition. — Le sous-espace W' de V' est G-invariant et pour tout
i=1,...,m, pour tout g € G,

p(g) o ples;) = plego,) © p(g).

Démonstration. Soit g € G. Si (7, E) est un sous-quotient irréductible
de (p, W'), alors (79, E') est un sous-quotient irréductible de p(g)- W, et
comme les o; forment une G-orbite dans Irr(°G)., 79 n’est équivalent a

aucun des o;. Il s’ensuit que 7(e,,)p(g) - W' = 0 pour tout i. Par I'unicité
de W' on a p(g) - W' =W".

Soit w € W. Alors w s’écrit

w=w;+...w, +w, avecw; € pley,) W, i=1,...m, w' € W'

Fixons i, soit g € G, et posons 0; = o7. Alors, comme

pleq,)(plg) ™" - w) = p(g)~" - wj,
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p(9)p(ea)p(g)™ - w =w; = ple,,) - w.

Ceci termine la démonstration de la proposition. O

Posons p(ej) = >, ples,) + W — W. Clest un opérateur d’entre-
lacement de (p, W) dans elle-méme. Comme p(es,)p(es,) = 0 si i # j,
p(ex) est un idempotent, et 'on a donc une décomposition de W en
sous-représentations :

W = pleq) - W (1—plem)) - W.

Si 'on note M(G)x (resp. (M(G) \ [r])) la sous-catégorie pleine
de M(G) dont les objets sont les représentations de G dont tous les
sous-quotients irréductibles sont dans [r] (resp. aucun sous-quotient ir-
réductible n’est dans [7]), on obtient une décomposition de M(G) en

(VL3.3.1) M(G) = M(G)m x (M(G)\ [1]).

Remarques. — 1. Les classes d’inertie de représentations supercuspi-
dales ne sont rien d’autre que les orbites de 'action de X(G) sur Irr(G)s.
définie en V.2.7. Nous avons vu qu’elles sont munies d’une structure de
tore algébrique complexe. Si (7, V') est une représentation irréductible
supercuspidale de G, la variété Irr(G)s est isomorphe au tore complexe
X(G)/X(G)(m), quotient du tore X (G) par son sous-groupe fini X(G)(),
le stabilisateur de 7. L’algébre des fonctions sur la variété affine Irr(G)y
est donc 'algébre des invariants C[G/°G]¥ (@)™,

— 2. La restriction de G 4 °G induit une bijection entre I’ensemble
[Irr(G)s.] des classes d’inertie de représentations supercuspidales irréduc-
tibles de G et I'ensemble des orbites sous P'action de G dans Irr(°G)..



VI.3. DECOMPOSITION DE M(G) : LA PARTIE CUSPIDALE 215

VI.3.4. Décomposition de M(°G). — Revenons aux décompositions
de M(°G) et de M(°G).. obtenues au paragraphe IV.1.7. On a vu qu’étant
données des représentations compactes 74, . .., 7. de °G, on a une décom-
position

MCG) = HM(OG)n X MO\, ....7],

et que d’autre part M(°G), se décompose en
MCG).= [ M)
T€lrr(°G),

Nous allons utiliser les conséquences du théoreme VI.2.3 pour combiner
les deux en une décomposition plus fine de M(°G).

Théoréme. — La catégorie M(°G) se décompose en
MG = ] MCG):x M(°G),.
7€Ilrr(9G).

ot M(°G),. désigne la sous-catégorie pleine des représentations lisses
admissibles de °G dont aucun sous-quotient n’est une représentation com-
pacte.

Démonstration. D’aprés la proposition IV.1.7, il suffit de vérifier la condi-
tion (KF') donnée dans cette proposition. Soit K un sous-groupe ouvert
compact de G, et soit (o, F) une représentation irréductible compacte de
°G. Comme dans la remarque VI.2.3, choisissons une représentation irré-
ductible (7, V') de G dont la restriction a °G contient (o, F). Elle est alors
supercuspidale. Soient v € EX € VK et A € EX ¢ VK grace auxquels
nous formons le coefficient matriciel

g = Mr(g) - v) = Am(ag,k) - ),

D’aprés la proposition VI.2.4, ce coefficient matriciel est & support dans

une partie compacte 2 modulo Z(G). L’argument de la démonstration du
théoréme VI.2.1, plus précisément l'implication [b) = ¢)] montre que la
restriction de ce coefficient matriciel a G est a support compact, disons
1, et d’apreés le choix de v et A, il est égal & g — A(o(ay k) - v). D’autre
part, ce coefficient matriciel est K-bi-invariant, donc dans D(€);, K). Or
cette algébre est de dimension finie. Par orthogonalité des coefficients
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matriciels des représentations compactes irréductibles (corollaire IV.3.3),
on en déduit que le nombre de représentations irréductibles compactes
de °G ayant des vecteurs non nuls fixés par K est fini. O

Remarque. — Notons le corollaire suivant de cette démonstration et de
la remarque VI.3.3 : pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le
nombre de classes d’inertie de représentations supercuspidales irréduc-
tibles de GG ayant des vecteurs non nuls fixés par K est fini.

VI.3.5. Décomposition de M(G). — Nous allons maintenant utili-
ser les résultats du paragraphe précédent pour en déduire une décompo-
sition analogue de M(G).

Théoréeme. — La catégorie M(G) se décompose en
M(G) = M(G)ee x M(Gina= [[ MG x M(G)ina
[T]€[Irr(G)sc]

ot M(G)se (resp. M(G)ina) désigne la sous-catégorie pleine des repré-
sentations lisses admissibles de G dont tous les sous-quotients sont des
représentations supercuspidales (resp. aucun sous-quotient n’est super-
cuspidal).

Démonstration. Soit (m, V') une représentation lisse de G. Les résultats

du paragraphe précédent nous donnent une décomposition
ResogV =V, d V..

Par unicité de cette décomposition, les deux facteurs du membre de droite
sont stables sous l'action de GG. D’aprés le théoréme VI.2.1, une repré-
sentation de G est supercuspidale si sa restriction a °G est compacte, et

donc V. est dans M(G),. et Vi, est dans M(G);na-

Il reste & voir que M(G),. se décompose a son tour en

M@= [ M@

[T]€[Irr(G)sc]
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Soit (m,V) € M(G)s.. Ecrivons
ResslV = v

(0)eIrr(°G). /G

ot 'on somme sur les orbites de I'action de G dans Irr(°G).. et V(@) dé-
signe le facteur direct de Reso&V dont les sous-quotients irréductibles
sont dans l'orbite de o. Alors il est clair que V(@ est G-stable et super-
cuspidale, et que deux sous-quotients irréductibles de V() sont dans la
méme classe d’inertie. O

VI1.3.6. Propriété d’injectivité et de projectivité des représen-
tations supercuspidales. — Nous avons vu en IV.1.6 que toute re-
présentation compacte est projective et injective dans M(G). Si °G # G,
on aimerait avoir un résultat analogue pour les représentations supercus-
pidales dans M(G). Or, en général, une représentation supercuspidale,
méme irréductible, n’est ni projective, ni injective dans M(G). Nous al-
lons néanmoins établir des résultats plus faibles qui nous serviront dans
la suite.

Lemme. — Soit (m,V) une représentation lisse admissible de G et soit
(1, E) une représentation supercuspidale irréductible de G. Supposons que
(m, V) admette un sous-quotient isomorphe a (1, E). Alors (1, E) se réa-
lise comme quotient et comme sous-représentation de (w, V). Autrement
dit les espaces

Homg(m,7) et Homg(r, )

sont non triviaux.

Démonstration. D’aprés la décomposition (VI.3.5), on peut supposer que
(m,V) est dans M(G)}5. Tous les sous-quotients irréductibles de (7, V)
sont alors de la forme 7 ® w, pour un certain w € X'(G). Soit K un sous-
groupe ouvert compact de G tel que EX # {0}. Comme K C °G, tous
les sous-quotients de (m, V') ont un sous-espace fixé par K non trivial.

Puisque (7, V) est admissible, on voit qu’elle doit étre de longueur finie.
On veut montrer que Homeg(7,7) # {0}. Considérons la restriction a
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OG de ces deux représentations. Comme ces restrictions sont toutes deux
compactes, donc semi-simples, on a

Homog(7,7) # {0}.

et puisque (m, V) est de longueur finie, dim Homog(7,7) < 4o00. Soit
A = A(G) = G/°G. Ce groupe agit sur S = Homog(7, ) par

gro=r(g)odom(g™),

oll g est un représentant dans G de la classe § € G/°G. On a alors
Homg(7,7) = S™. Or, Phypothése que 7 est un facteur de composition
de 7 se traduit par le fait qu’il existe Vi C V5, sous-représentations de
V, telles que V5/V; ~ E. Comme 7o¢ est projective dans M(°G), on a
une suite exacte

0 — Homog(F, Vi) — Homog(E, Va) — Homog(E, Vo /V1) — 0.

Le groupe A agit sur chacun des termes de cette suite, qui devient une
suite de A-modules. D’autre part 'inclusion V5 < V induit une injection

de A-modules
Homog(E, V2) — Homog(E, V).

On voit donc que 7" = Homog(E, Vo/V}) est un sous-quotient de S et que
T = Homg(E, Va/Vi) # {0}. 1l s’agit donc de démontrer que si S est un
A-module de dimension finie (en tant qu’espace vectoriel sur C) admet-
tant un sous-quotient T tel que T # {0}, alors S* # {0}. Rappelons que
A est un groupe abélien libre de type fini, donc isomorphe & Z! pour un
certain entier naturel [. Se donner une structure de A-module sur ’espace
vectoriel S revient donc a se donner [ endomorphismes aq, ..., q; de S qui
commutent. Dire qu'il existe un sous-quotient T tel que T # {0}, c’est
dire qu’il existe des sous-espaces S; C Sy de S stables par aq, ..., q; tels
que les endomorphismes induits par ag,...,a; sur T = Sy/5; soient tri-
viaux. On en déduit que 1 est valeur propre simultanée des aq, . .., a;. Au-
trement dit S* # {0}. La démonstration du fait que Homg(m, 7) # {0}
est similaire. O
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VI.4. Le centre de M(G)

Nous allons maintenant étudier plus précisément la catégorie M(G)i,
en particulier son centre. La définition du centre d’une catégorie se trouve
en A.X.

VI.4.1. Progénérateur de M(G). — Dans toute cette section, on
fixe une représentation supercuspidale irréductible (w, V) de G. Notre
but est de décrire la catégorie M(G)(r comme une catégorie de modules
a droite sur un certain anneau unitaire. Nous allons pour ceci exhiber
un petit progénérateur (au sens de A.VIIL.2) de M(G)x. Le théoréme
A VIII.2 assure alors qu’'une telle description est possible. Comme le théo-
réme A.VIIIL.2 est donné sans démonstration, et que nous avons de toutes
facons besoin d’une version explicite propre a notre contexte, nous dé-
montrerons complétement tous les résultats.

Nous avons vu dans la proposition V1.3.2 que la restriction Reso%(n)
est une somme directe de représentations compactes irréductibles de °G.
Soit (p, W) I'une de ces représentations de °G, et posons

(IT, Vi) = indo&(p, W).

Remarquons que la classe de IT ne dépend pas du choix de (p, W). Elle ne
dépend en fait que de [r]. Ceci découle du fait établi dans la proposition
VI1.3.2 que toute les composantes irréductibles de la restriction de 7 4 °G
sont conjuguées.

Proposition. — La représentation 11 est un progénérateur de M(G)z).

Démonstration. Comme °G est ouvert dans G, et unimodulaire, 1’adjonc-
tion (II1.2.6.5) nous donne, pour toute représentation lisse (7, £) dans

M(G)x), un isomorphisme naturel :
(VI4.1.1) Homg (T1, 7) ~ Homog(p, Reso&r).

Comme p est projective dans M (°G), d’aprés la proposition IV.1.6, et
que d’aprés la proposition VI.3.2 et le corollaire 1V.1.6, la restriction
a %G de toute représentation dans M(G) est semi-simple, il s’ensuit
que IT est projectif. (C’est un résultat de nature générale : un adjoint
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a gauche d'un foncteur exact préserve les projectifs.) Montrons mainte-
nant que Homg(II, 7) est non nul, pour tout (7, E) € M(G)y. Toute
composante irréductible de la restriction de 7 & °G est isomorphe & une
composante irréductible de la restriction de 7 a °G. Comme celles-ci
sont toutes conjuguées sous G, et que 7 est G-stable, on voit que la res-
triction de 7 & G contient une composante irréductible isomorphe a p.
Donc, comme la restriction a °G' de toute représentation dans M(G)y
est semi-simple, Homog (p, ResogT) est non nul. Ceci montre que II est un
générateur d’aprés une remarque faite en A.VIIL.2. De plus, II est de type
fini. En effet, I'espace °G\G est discret puisque °G est ouvert dans G.
Choisissons un systéme de représentants (g;); dans G' de °G\G. L’espace
Vi = indog(W) est alors engendré par les fonctions (f;.,)i.w caractérisées
par

(VI.4.1.2) fiw(g)) =w et Supp fi.. C °Gy;.

Or on a M(g;'gi) - fiw = frw. L'espace indo&(W) est alors engendré
en tant que représentation de G par les fonctions f;, ., ot l'on a fixé
arbitrairement un indice 7. Il est commode de prendre i tel que °Gg;, =
0@, et bien siir rien ne nous empéche de supposer que g;, = 1g. Posons
alors fi, . = fu,. D’autre part, I'espace vectoriel engendré par les f,,
w € W est stable sous 'action de °G, et isomorphe a (p, W). Comme
(p, W) est de type fini, on en conclut que II est de type fini et ceci achéve
de démontrer la proposition. O

Remarque. — Le progénérateur (II, Vi7) n’est pas unique, d’autre choix
sont possibles. Nous en donnons ici un autre qui sera utile par la suite.
Posons

(Iy, Vi1, ) = indog(Resogs(m, V).

La démonstration du fait que c’est bien un progénérateur est similaire
a celle donnée pour (II, Vi1). Pour montrer que II; est bien de type fini,
on utilise le fait que Reso&(m, V) est de longueur finie. D’autre part,
le deuxiéme isomorphisme de Mackey II1.2.11, dont les hypothéses sont
vérifiées grace a la remarque finale de la section II1.2.6, nous donne

IT; ~ (indo& Triv) @ ,
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ott Triv est la représentation triviale de °G. Or indo&Triv n’est rien
d’autre que l'algébre de groupe C[A(G)], qui rappelons-le, est 1'algébre
des fonctions sur la variété X'(G) des caractéres non ramifiés de G (voir

V.2.3).

Posons R = Endg(II) = Homg (11, IT). Pour toute représentation lisse
(1, E) de G, Homg(II 7) est un R-module & droite. Considérons mainte-
nant le foncteur

(VI4.13)  Fu: M(G)f — mod — R, (7,F)— Homg(IL, 7).

Comme Vi est naturellement un R-module & gauche, pour tout R-
module a droite M, on peut former M ®gr V. Le groupe G agit sur
MerVopar g-(m® f) = m®Il(g) - f,ou g € G, m € M, et
[ € V. Remarquons que cette représentation de G est dans M(G)x,
car M ®g Vi1 est un quotient d’un produit de représentations isomorphes
a II. Ceci définit un foncteur

Théoréme. — Le foncteur Fiy établit une équivalence de catégories entre
M(G)x et mod — R, un quasi-inverse étant donné par G.

Démonstration. Regardons tout d’abord la composition

F o M(G)ig) = M(G)m, (7, E) = Homg(I1, 7) @r Vi

Construisons une transformation naturelle entre F et le foncteur iden-
tique de M(G)[x en posant :

evp : Homg(Il,7) @r Vg — £, a®w+— a(w).

Nous laissons au lecteur la vérification (élémentaire mais fastidieuse) du
fait que ceci est bien une transformation naturelle. Montrons que cette
transformation naturelle est un isomorphisme. Remarquons pour cela que

f(VH) = HOIIlg(H, H) ®R VH = R ®R VH

et que evyy est le morphisme naturel R @z Vi >~ V. D’autre part, le fonc-
teur Fpy est exact ((II, Vi1) est projective) et commute avec les sommes



222 CHAPITRE VI. REPRESENTATIONS DES GROUPES p-ADIQUES

directes ((II, Vi1) est de type fini, donc petit au sens de la théorie des ca-
tégories). Le foncteur Gy est exact a droite et commute avec les sommes
directes (c’est un adjoint a gauche, cf. I11.1.15). Il s’ensuit que le foncteur
composé F possede aussi ces propriétés. Soit (7, £) un objet de M(G).
Comme II est un progénérateur de cette catégorie, on peut réaliser (7, F)
comme le quotient de deux modules qui sont des sommes directes (éven-
tuellement infinies) de modules isomorphes & Vi1 (lemme A.VIIL.2).

On dispose donc d’une suite exacte de la forme
GierVi1 — GiesVn — £ — 0.

Comme F commute aux sommes directes et est exact a droite, on obtient
un diagramme commutatif

DietF (Vi) — ©jesF (Vo) —— F(E) —— 0

(VL4.1.5) l l levE

®ictVu —— GV —— E —— 0

Comme F(Vi1) ~ Vi, les deux fléches verticales de gauche sont des iso-
morphismes. Il en découle que evg est un isomorphisme, et donc que ev
est un isomorphisme naturel.

Soit maintenant G le foncteur
G: mod —R —mod—-R, M Homg(Vi, M @ V).

Pour terminer la démonstration, nous devons montrer maintenant qu’il
existe un isomorphisme naturel de G vers 'identité de mod — R. Pour
tout module M dans mod — R, définissons un morphisme de R-modules
a droite

Oy : M — Homg(Vir, M ®@% Vip).

Posons, pour tout m € M, et pour tout v dans Vi, f.(v) = m®@v
et définissons 0y, par 0y (m) = f,. Il est clair que les 0, définissent
une transformation naturelle de I'identité de mod — R vers G, et que de
plus Oz réalise I'isomorphisme naturel entre R et Homg (Vir, R @z Vi).
Comme pour F, on voit que G est exact a droite et commute avec les
sommes directes, et que pour tout module M, on peut trouver une suite
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exacte de la forme
EBieIR — @ieJR — M — 0.

On peut alors utiliser le méme argument que ci-dessus qui montre que
chaque 0, est un isomorphisme. O

VI.4.2. Une autre description de M(G);. — Nous continuons
avec les notations de la section précédente. En particulier, (m, V') est une
représentation supercuspidale irréductible de G, (p, W) est une compo-
sante irréductible (compacte) de la restriction de (7, V) a°G et (IT, V1) =
indoZ(p, W).

Il est bien connu, au moins dans le cadre des groupes finis, qu’une
algébre d’opérateurs d’auto-entrelacement d’une représentation induite
est isomorphe & une certaine algébre de convolution. Nous allons faire de
meéme ici et établir un isomorphisme entre R et une algébre de convolu-
tion. Notons H(G, p) 'ensemble des fonctions ¢ : G — End¢ (W) véri-
fiant :

(VL.4.2.1) (i) o(hgl') = p(h)d(g)p(h'), (9 € G), (h,h' € °G)

(i) Supp (¢) est une union finie de classes a gauche modulo °G

Définissons sur H(G, p) le produit de convolution donné par

pxp(x) = > dlg)w(g ).

geG/G

(On somme sur un systéme de représentants, on vérifie que le résultat
ne dépend pas du choix de ceux-ci. L’associativité du produit de convo-
lution se vérifie par le calcul). L’élément neutre ¢, de cette algébre est
caractérisé par ¢.(1g) = Idw et ¢.(g) = 0 si g ¢ °G (cest-a-dire que
®e = fio1d,, avec nos notations précédentes, si I'on a choisi g, = 1lg
comme représentant de la classe °G dans °G\G).

Rappelons que nous avons défini en (VI.4.1.2), pour tout w € W, une
fonction f,, dans Vj; = indog(W) caractérisée par les propriétés f,(1g) =
w et Supp f., C °G.
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Proposition. — Les applications :
R_)H(va)a a’_)QSoc

ol ¢a(g)(w) = alfu)(g), (9€G), (weW).
et

H(G.p) — R,  dr ay
oi as(f)(@)= Y dl9)flg7'x), (€ Q) (f € Va).

geOG\G

sont des isomorphismes de C-algébres inverses ['un de l’autre.

Démonstration. On peut vérifier que ag, = a et ¢,, = ¢ par un calcul

direct qui ne présente pas de difficultés, dés lors que 'on remarque que
toute fonction f € Vi peut se décomposer en

(V1.4.2.2) f=> rg™") fro
geOG\G
cette somme étant a support fini d’aprés la propriété du support de f.

Montrons que « +— ¢, est un morphisme d’algébres. Soient «, 5 € R. On
calcule, pour tout = € G et tout w € W,

(VL.4.2.3)
Pap()(w) = (B)(fu) () = a(B(fuw))(x)
=a r(g7)  fa | (@) = Y a7 - alfagne) (@)

0G\G ge'G\G
Z a(fa(ru)e) (@g™")
geOG\G
On a utilisé dans ce calcul, outre la finitude des sommes, la décomposi-

tion (VI1.4.2.2) de ((fw), et le fait que o commute & laction de G par
translation & droite. On a d’autre part

(VI4.24)  ((¢o* dp)(@ = ) baW)(bsly z)(w))

yeOG\G

= Y alfswmw)® = D fagwn)®)

geG/OG yeG /G
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Un simple changement de variable dans cette somme montre qu’on a bien
égalité entre (V1.4.2.3) et (V1.4.2.4). O

Posons A = H(G, p) pour alléger les notations. On peut interpréter
I'équivalence de catégories entre M(G)[ et mod — R comme une équi-
valence entre M (G et mod — A, grace a I'isomorphisme R ~ A.

Soit (7, E) une représentation dans M(G)(. L’algébre R = Endg(II)
agit (a droite) sur Homg(IL, 7). On obtient une structure de A-module a
droite sur Homg(I1, 7) par transport de structure, c’est-a-dire

s-¢p=so0a4, (s€Homg(ll, 7)), (¢ € A).

Il faut remarquer que ceci dépend de 7, et non pas seulement de ResogT.
D’autre part, 'algébre A agit & droite sur Homog (p, Reso%7) par
(- o) w)= > T(g)(e(g™") w),
geG/'G

pour tout 1) € Homog(p, Reso&7), pour tout ¢ € A , et pour tout w € W.
L’isomorphisme naturel d’adjonction (VI.4.1.1)

Homg (11, 7) ~ Homog(p, Reso&7)

est alors un morphisme de A-modules & droite. Ceci se vérifie sans pro-
bléme en utilisant la forme explicite I'isomorphisme d’adjonction. Il est
réalisé par 'application

(V1.4.2.5) a = e, Yo(w)=a(fu), (weW)

ou f, est la fonction dans indo%W caractérisée par Supp f, = °G et
fw(lg) = w. Comme le montre un calcul sans difficulté (en utilisant
(V1.4.2.2)

)

(V1.4.2.6

), son inverse est

Y ag, a(f)= Y T(@U(flgh),  (f € ind§W).

geOG\@
Il en découle aisément que le foncteur
M(G); — mod — A, 7+ Homog(p, Reso%r).
est une équivalence de catégories dont I'inverse est donné par

mod — A — M(G)r, M— M ey Vi
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ou 'on considére Vi; comme un A-module & gauche par transport de
structure.

D’autre part, dans le cas 7 = II, les isomorphismes (VI.4.2.5) et
(V1.4.2.6) donnent

R = Homg (11, IT) ~ Homog(p, ResoS1T).

Regardons de plus prés le membre de droite. Rappelons que l'espace
OG\G est discret, et fixons un systéme de représentants {g;};. L’espace
Vi1 est engendré par les fonctions f;,, définies en (V1.4.1.2). Notons (Vi1);
le sous-espace de Vir des fonctions a support dans °Gyg,. Alors il est clair
que

Vi = (V).
et de plus, comme °G est distingué dans G, chaque (Vi1); est stable sous
l'action de °G. En effet, pour tout gy € °G, TI(go) - fi.w est encore a
support dans °Gg;. On calcule
11(90) - fiw(9:) = fiw(9i90) = fiw((9:9097)91) = p(9i9097 ") - fiw(9i)
—1
= pgi (g()) T w,
ce qui montre que
W — (Vn)i, wr fiw
entrelace les représentations (W, p% ) et (Reso&IL (Vir):).

En tant qu’espace vectoriel, on voit donc que

Homog(p, RessG1T) = Homog(p, &:(Vin);)) = € Homog (p, p* ).

Si p9% f p alors Homog(p, p% 1) est de dimension 1, nulle sinon.

Placons nous dans le cas ot p% D p. Un opérateur d’entrelacement
entre p et p% " est un endomorphisme A de W tel que, pour tout gy € °G

(V1.4.2.7) p(gigog; ) 0 A= Ao p(go)

Si A est un tel opérateur, définissons la fonction
fia: G — Endc(W),

a support dans Gg;, et caractérisée par

fialgi) = A et fia(g0gi91) = p(g0) © Ao p(g1)
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quelques soient go, g1 € °G. La relation (VI.4.2.7) montre que f; 4 est bien
définie. Réciproquement, une telle fonction f; 4 définit un opérateur d’en-
trelacement A entre p et p% " Ce qui précéde permet de voir apparaitre

naturellement 1’algébre de convolution A = H(G, p), et 'isomorphisme
entre Homog(p, Res§11) et A = H(G, p).

VI1.4.3. Structure de A. — Nous continuons avec les notations des
sections précédentes. Pour tout x € G, notons F,(p) l'espace des fonc-
tions ¢ de A dont le support est contenu dans °Gz. Soit ¢ € F,(p). On
a alors :

¢(x)p(a™"gz) = ¢(g9z) = plg)(z), (9 €"G),

et donc on a pour tout x € G un isomorphisme linéaire

¢ — o(x), Faulp) = Homog(p", p).

On en déduit que dim F,(p) < 1 pour tout x € G et que dim F,(p) = 1
si et seulement si x est dans le stabilisateur N = Ng(p) de p (c’est-a-dire
que N est 'ensemble des g € G tels que p? ~ p, avec les notations de
I11.2.4). En particulier, on a A = H(N, p).

Soient ¢, € A avec Supp ¢ = "Gz et Supp v = Gy, x,y dans N. Un
calcul direct montre que

(VI.4.3.1) Supp ¢ 1 = "Gay et ¢ x P(ay) = o(x)h(y).

On en déduit que si ¢ est non nul, il est inversible dans A, son inverse
étant donné par un élément dont le support est dans °Gz~!. D’autre part,
comme °G\G est abélien (V.2.6), °Gry = °Gyx, et donc si ¢ et 1 sont
comme ci-dessus,

¢ *1) = c1 * ¢ pour un certain ¢ € C*.

Comme N contient °GZ(G) et que ce dernier est d’indice fini dans
G (proposition V.2.6), °G\N est un groupe abélien libre de méme rang
que A(G) = °G\G. Choisissons alors une base °Gxy,...°Gz, du réseau
OG\N et fixons des éléments ¢;, i = 1,...n non nuls tels que ¢; € F,.(p).
Pour chaque couple (4, j) d’'indices, on a un nombre complexe ¢;; tel que

(V1.4.3.2) Gi* Oj = Cij Oj * ;.
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L’algebre A est engendrée par les ¢;, i = 1,...n, et les relations (V1.4.3.2)
permettent d’écrire tout élément de A comme une combinaison linéaire
de monomes en les ¢; et leurs inverses. En d’autre termes, A est en tant
qu’algebre une algébre de polynémes de Laurent “tordue” a n variables.
Il est alors facile de voir que le groupe des inversibles A* est constitué
des mondémes

(V1.4.3.3) coft x-oxpin, ceC*ley, ..., e, €L
Lemme. — Pour tout A-module o droite M, notons

A — Endc(M), ¢ ¢u

le morphisme donnant la structure de A-module. Fixons un systéme de
représentants des classes d’isomorphismes de A-modules a droite simples,
et considérons le morphisme

A— HEHdc(M), (¢ oum)

ot le produit porte sur ce systeme de représentants. Alors ce morphisme
est injectif.

Démonstration. Le lemme de séparation B.III montre qu'un élément ¢

du noyau de ce morphisme est nécessairement nilpotent. Il en découle
immeédiatement que u = 14 + ¢ est inversible. De méme, v’ = 14 — ¢?
est inversible et u’ = 2u — u%. La forme des inversibles de A étant donné
par (VI1.4.3.3), on en déduit que u doit étre un scalaire. Ainsi ¢ est un

scalaire, et alors nécessairement ¢ = 0. O
Corollaire. — (i) L’algébre A est intégre donc sans élément nilpotent
non nul.

(ii) L’algébre A est commutative si et seulement si la restriction de
a °G est sans multiplicité.

Démonstration. Le point (i) est immédiat, d’aprés le lemme. Soit m la
multiplicité de p dans Resogm. L'équivalence de catégories M (G =~
mod — A montre que les A-modules a droite simples sont isomorphes &

Homog(p, Reso& (1 @ w))
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pour un certain caractére non ramifié w de G. Bien str® | Res¢g(1@w)) =
Reso& () et donc chaque A-module & droite simple est de dimension m.
Sim = 1, le lemme montre qu’alors A est commutative. Réciproquement,
si A est commutative, chaque A-module a droite simple est de dimension
1. O

VI1.4.4. Le centre de A. — Nous continuons avec les mémes notations
que dans les sections précédentes. Nous commencons par quelques re-
marques préliminaires. Nous avons déja introduit la notation N = Ng(p)
pour le stabilisateur dans G de p. L’espace W de la représentation p est
un sous-espace ’G-stable de V.

Posons
H={gecG|n(g)-W=W}

et soit py la représentation de H sur W obtenue par restriction de 7.
Comme pg étend p, elle est irréductible. D’autre part H contient °GZ(G),
et le groupe G/°GZ(G) est abélien, donc H est distingué dans G et
d’indice fini dans G. Pour tout g € G, le sous-espace m(g) - W est alors
stable sous l'action de °G. Notons (7jx(y).w, 7(g)- W) cette représentation
de °G. Ainsi par exemple, avec g = 1¢, (mw, W) = (p, W). L’application
7(g) entrelace (p?, W) et (7|x(g).w,7(g)-W). Il est alors clair que H C N.
De plus

(VI1.4.4.1) V= @ m(g) - W,

geG/H

ce qui montre que ™ ~ indg(pH). Plus précisément, la décomposition
(VI.4.4.1) est une décomposition en sous-représentations irréductibles de
H ., et 7 est isomorphe a I'induite de n’importe quelle de ces composantes.
Il s’ensuit que m, la multiplicité de p dans Resogﬁ est égale a [N : H].

Introduisons maintenant un autre sous-groupe de G contenant °G.
Rappelons pour cela quelques éléments de la dualité entre tore complexes
et réseaux. Si U est un tore complexe, le groupe de ses caractéres algé-
briques X*(U) est un réseau (un Z-module libre de rang la dimension de
U) et C[X*(U)]| est 'algébre des fonctions polynomiales sur U. Si J est

(2) Attention, I’égalité qui suit est une égalité de °G-modules, mais pas de A-modules
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un sous-groupe fini de U, le quotient U/.J est encore un tore complexe, et
X*(U/J) s'identifie au sous-réseau L de X*(U) des caractéres triviaux sur
J. L’algebre des fonctions polynomiales sur U/.J est C[L] ~ C[X*(U)}”.

Appliquons ceci & X(G), qui d’aprés V.2.4 est un tore dont le groupe
des caracteres algébriques est A(G) = G/°G et a son sous-groupe fini
(voir V.2.7)

XGE)(m)={weXG)|r@w=r}.
Le groupe des caractéres algébriques du tore X' (G)/X(G)(m) est donc un
sous-réseau de A(G) = G/°G, que nous pouvons voir comme un sous-
groupe de G contenant °G. Plus explicitement, il s’agit du groupe :

T = ﬂ ker w.
weX(G)(r)
Si w € X(G)(m) alors la restriction de w a Z(G) est triviale, d’ou
°GZ(G) C T et donc T est d’indice fini dans G.

Remarque. — La dualité entre tores et réseaux montre que X' (G)(m)
consiste exactement en les éléments de X(G) dont la restriction a 7" est
triviale. De plus ’algebre des fonctions polynomiales sur X (G)/X(G)(7)
est alors C[T/°G] ~ C[A(G)]¥* @™ D’autre part, rappelons (remarques
VIL.3.3) que le tore X(G)/X(G)(m) s’identifie a la variété Irr(G) . L'al-
gebre des fonctions polynomiales sur Irr(G), s'identifie donc a C[T'/°G].

Lemme. — On aT C HC N avec [N : H = [H : T] = m. Soit pr la
restriction de pg a T. Alors, toute composante irréductible de Res%(r)
dont la restriction o °G contient p est isomorphe & pr. Le morphisme de
restriction

(V1.4.4.2) Homy(pr, Res (7)) — Homog(p, Resos (1))

est un isomorphisme.

Démonstration. Nous avons déja vu que H C N avec [N : H| = m.
Montrons que T' C H : soit w € X(G). On a alors

T®w ~ (ind%py) @ w ~ ind%(py @ win).
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Par conséquent, si wyy est trivial, 7 ® w ~ 7, donc w € X(G)(7) et par
conséquent wir = 1. La dualité entre tore et réseaux montre qu’alors
T CH.

Soit (7, F') une composante irréductible de la restriction de 7w & 7" dont
la restriction & °G posséde une composante p-isotypique non triviale.
Comme p est aussi égale & la restriction de pr a °G, ceci signifie que ’'on
a

Homog (Resogpr, ResogT) # {0}

D’apreés la proposition VI.3.2 (iii) (plus précisément, il s’agit de constater
que la démonstration du point ¢) = b) s’adapte sans difficulté & notre
contexte), il existe un caractére n de T, trivial sur °G tel que

T = pr 1.

La représentation 7 est contenue dans la restriction & 7' d’'une composante
irréductible, disons 7, de la restriction de 7 & H. On a

T pg @71

pour un certain caractére non ramifié 77 de H prolongeant 1 (on applique
encore le point ¢) = b) de la proposition VI.3.2, (iii)). On en déduit que
Vi indg (pg ®1), puisque py @1 est isomorphe a I'une des composantes
de la décomposition (VI.4.4.1). Prolongeons a nouveau 7] en un caractére
non ramifié 7) de G. Alors 7 =7 et

m = indf (o © 1) = (indfpu) @1 = 7 © ).
Ceci montre que 7 € X(G)(w) donc 9 = 1. Par conséquent, n = 1 et

T = pr.

Utilisons maintenant ’isomorphisme d’adjonction
(V1.4.4.3) Homy(pr, ResS () = Homg (ind$ (pr), ).

Montrons que ce qui précéde implique que le membre de gauche est de
dimension m. En effet, la restriction a °G définit une application natu-
relle de Homy (pr, Res% (7)) vers Homog(p, Reso&n), puisque les espaces
de p et de pr sont les mémes. Réciproquement, on vient de montrer que
tout morphisme de Homog (p, Reso% (7)) se prolonge de maniére unique en
un morphisme T-équivariant. Les deux espaces sont donc isomorphes (en
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tant qu’espaces vectoriels), et ceci démontre (V1.4.4.2) et Iassertion. In-
téressons nous maintenant au membre de droite de I'isomorphisme d’ad-
jonction. On a, comme H/T est abélien, fini,

indf (pr) ~ @ pr @&

£eHomy (H/T,CX)

Chaque ¢ € Homy(H/T,C*) se prolonge en un caractére non ramifié &
de G trivial sur T', et par conséquent dans X (G)(7). Il s’ensuit que

ind? (pr) = indf (indf’ (pr)) = indf (Bepu @ €)

~ @indg(m{ ®¢) = @md?}(m{) ® ¢
3 3
=[H: T~

Le membre de droite de (VI.4.4.3) est donc de dimension [H : T, et donc
[H:T)=m. O
Nous allons maintenant décrire le centre Z de I'algébre A.

Théoréme. — Le centre de A = H(N,p) est Z =H(T, p). En particu-
lier, A est un Z-module libre de rang m?.

Démonstration. Soit ¢ € A. Ecrivons le support de ¢ comme une union

disjointe de classes & droite °Gg;, i = 1,...r et ¢ comme une somme
¢ =1+ -+ ¢, ott Supp ¢; = °Gg;. Nous avons décrit dans la section
VI1.4.3 lalgébre A comme une algébre de polyndémes de Laurent tordue.
La décomposition de ¢ ci-dessus correspond & une décomposition d’un
polynoéme en monomes. Il est alors clair que ¢ est dans Z si et seulement
si chaque ¢; est dans Z. On peut donc supposer que le support de ¢ est
constitué d’une seule classe °Gy.

Supposons que ¢ € Z et montrons que ¢ € H(T', p), c’est-a-dire que g €
T. Pour tout w € X(G), ¢ agit sur le A-module simple Homog(p, 7 ® w)
par un certain scalaire, que nous allons noter A, (¢). L’inclusion ¢ : W —
V' définit un élément de Homog(p, 7 ®w). On a alors, d’aprés la définition
de l'action de A sur Homog(p, 7 @ w),

(VL444)  M(@)w = (1 ¢)(w) =7(g Hwlg ) (b(g)w), (weW).
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En particulier, si w est trivial, Ay»(¢)7(g9) = ¢(g). Comme ¢ est inver-
sible, Ayiv(¢) # 0 et donc g € H. Supposons maintenant que 7 ® w ~ 7.
Alors A, (¢) = Ain(@) et ceci entraine que w(g) = 1, pour tout w €
X(G)(m), dougeT.

Notre but est maintenant de montrer la réciproque, c’est-a-dire que si
g € T, alors ¢ € Z. Soit n un élément de N. D’aprés le lemme précédent,
P} =~ pp. Soit T, un opérateur d’entrelacement entre pr et pf et F, =
7(n)T,. On a alors pour tout w € W et tout h € °G :

Fy o p(h)(w) = m(n) o T, o p(h)(w) = 7(n) © p(n”"hn) o T, (w)
(V1.4.4.5) =m(hn) o T, (w) = w(h) o F,(w)

et donc F,, est dans Homog(p, 7). On peut montrer facilement grace a
(VI1.4.4.1) que lorsque n varie dans un systéme de représentants 7 de
N/H, I'ensemble des F,, ainsi obtenus est une base de Homog(W, V).
Pour g € T, ¢(g) est égal, & un facteur scalaire non nul prés, a pr(g). On
peut renormaliser ¢ pour avoir ¢(g) = pr(g), ce que 'on suppose dans la
suite. On a, pour tout w € W, pour tout n € 7, et tout w € X(G), par
définition de 'action a droite de A sur Homog(p, 7 @ w),

(VI4.4.6)  (F,-d)(w) =w(g™)m(g™") o Fu(d(g) - w)

=w(g m(g™") om(n) o Tu(pr(g) - w)

=w(g )m(g™") om(n) o pr(n'gn)T,(w)

= w(g™Hm(n) o Th(w) = w(g™) Fy(w)
et donc ¢ agit sur Homog(p, 7 ® w) par multiplication par w(g~!). En
particulier, ¢ agit par multiplication par un scalaire sur tout .A-module
a droite simple. On en déduit que ¢ € Z. En effet, I'image de ¢ par
injection du lemme VI.4.3 est centrale. On sait que [N : T] = m?.
Choisissons un systéme de représentants nq,...,n,,2 des classes a droite
de T'dans N et pour chaque i, 1 < i < m?, une fonction non nulle ¢; dans
A = H(N, p) de support °Gn;. On vérifie facilement grace aux propriétés
des supports (VI.4.3.1) que (¢;)1<i<m2 est une base de A sur son centre
H(T, p). O

Nous pouvons tirer une autre conséquence importante des résultats
ci-dessus :
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Corollaire. — La C-algébre A est noethérienne.

Démonstration. En effet, Z est isomorphe a une algebre de polynomes

de Laurent & plusieurs variables, donc noethérienne (|23], 3.6.2). D’autre
part, A est un module de type fini sur Z. On conclut grace a (|23], 3.6.1).
La catégorie M(G)x est donc équivalente a la catégorie des modules a
droite sur une algébre noethérienne.

Proposition. — Pour tout g € T', notons 1, l’élément de Z dont le sup-

Y normalisée comme ci-dessus, c’est-a-dire que 1,(g™") =

port est °Gg~
pr(g~h). Alors Uapplication g — 1, induit un isomorphisme C|T/°G| ~
Z. Ceci montre que Z est isomorphe a l’algebre des fonctions de la va-

riété Irr(G) .

Démonstration. Le fait que g — v, induise un isomorphisme C[T/°G] ~
Z résulte facilement de (VI1.4.3.2). Nous avions remarqué en VI.4.4 que
I'algebre des fonctions sur Irr(G) est C[T/°G]. La derniére assertion
en découle. O

Pour conclure cette section, récapitulons les résultats obtenus sur le
centre de M(G)(z. L’équivalence de catégories entre M(G)x et A—mod
montre que le centre de M(G) est isomorphe & Z, le centre de A.
D’autre part, Z est isomorphe a l’algébre des fonctions polynomiales
sur la variété Irr(G)j-. On obtient donc une description du centre de
M(G) [ comme algebre des fonctions polynomiales sur Irr(G)p. Les
isomorphismes ci-dessus ne sont pas canoniques : Irr(G)p est décrit
comme espace homogéne pour X (G), et ceci dépend du choix d’un point
de base (ici 7) dans la classe d’inertie [r]. D’autre part, nous avons choisi
un progénérateur particulier de M(G), dont dépend la définition de
Ialgebre R, et donc celle de A. Dans la section suivante, nous verrons
comment rendre cette description indépendante des choix.
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VI.4.5. Le centre de M(G), : conclusion. — Soit M un A-module
a droite simple. Le centre Z de A agit par un caractére Ay, : Z2 — C.
Posons I; = ker Ay, de sorte que ;A soit contenu dans I'annulateur
de M. Le morphisme de structure

¢u + A — Endc(M)

induit un morphisme d’algebres, surjectif d’aprés le théoréeme de Burnside
(|34], corollaire XVII.3.3) :

énr : I A\A — Endc(M).

Remarquons que I, A\ A est de dimension m? sur C car A est libre sur Z
de rang m?, et I};\Z ~ C. Comme Endc (M) est aussi de dimension m?,
on en déduit que ¢y est un isomorphisme d’algébres. De plus End¢(M)
est isomorphe en tant que Endc(M)-module & droite & une somme de m
copies de M. On en déduit qu’il en est de méme de I, A\ A. 1l s’ensuit
que M est déterminé entierement par ’action de Z, ou plus précisément
par l'idéal Iy, de Z. Réciproquement, pour tout idéal maximal I de Z,
le A-module & droite de type fini [.A\.A admet un quotient simple M,
I =1y et IA\A ~ mM. En résumé, si M; désigne I'unique facteur de
composition simple du .4-module & droite semi-simple 1.4\ A, alors

I'— M;, SpecMax(Z)— Irr(A).

définit une bijection entre ’ensemble des idéaux maximaux de Z et 'en-
semble des classes d’isomorphismes de 4-modules a droite simples. Ceci
munit Irr(.4) d’une structure de variété algébrique affine sur C, d’algébre
de fonctions Z.

L’¢quivalence de catégories entre mod — A et M(G)(5 induit donc un
isomorphisme d’algebres entre Z et le centre Zj; de la catégorie M(G),
que nous notons ¢ — z,. Cette équivalence induit aussi une bijection

entre Irr(A) et Irr(G) ().

Pour tout I € SpecMax(Z), le module I A\ A dans mod — A corres-
pond au module
({A\A) @4 11 >~ II/111.
Il existe une unique représentation irréductible (& isomorphisme prés) 7,
dans M(G)x telle que I1/ITI ~ mm;. Notons A; le morphisme d’algebres
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de Z dans C tel que ker \; = I. Soit ¢ € Z. Alors ¢ agit sur M; par
multiplication par A;(¢). On en déduit que z, agit sur 7y par ce méme
scalaire A7(¢).

Proposition. — Soient z € Zi et soit T € Irr(G)x. Interprétons z
comme un €lément de [’algébre des fonctions de la variété algébrique af-
fine Irr(G)x. Alors Uévaluation de z au point T est le scalaire z(T) par
lequel z agit sur 7.

Démonstration. Soient w € X(G) et € T. 1l suffit de démontrer 'as-
sertion dans le cas ot z = zy,, ¥, étant I'élément de Z défini dans la
proposition VI.4.4. D’apreés (VI1.4.4.4), la fonction 9, agit sur le module
a droite simple Homog (p, 7 @ w) par le scalaire w(z). Ainsi, I'élément z,,
agit par le scalaire w(x) sur ™ ® w. O

Notons une autre conséquence de tout ceci :

Corollaire. — La catégorie M(G)x est indécomposable.

Démonstration. Lorsqu’un catégorie abélienne se scinde en une somme

directe de deux catégories, les projections sur 'un et 'autre des facteurs
sont des idempotents dans le centre de la catégorie. Comme Z est un
anneau intégre (d’aprés le lemme VI.4.3), il ne contient aucun élément
idempotent non trivial. O

VI.5. Représentation induites

On fixe dans tout ce qui suit un sous-groupe parabolique minimal
Py = MyNy de G. On adopte les notations du chapitre V, en particulier

We = W(Ap) = Na(Ap)/Za(Ag) = Na(Ag) /My

VI.5.1. Le lemme géométrique. — Dans cette section, nous allons
montrer le résultat suivant :
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Théoréme. — Soient P = MN et (Q = LU des sous-groupes parabo-
liques de G et soit (1, E) une représentation lisse de M(M). La repré-
sentation
7’8 ig (1, E)

de L admet une filtration dont les composantes du gradué associé sont
1somorphes a

(i rw-1.p0 WO Tuj‘)/I-QﬂM)(Tv E),
ot w décrit la partie WT de G définie en V.4.7.

Remarques. — 1. L’ensemble W est un systéme de représentants
dans G des doubles classes P\G/Q. D’aprés les propriétés de W®F éta-
blies en V.4.7 LN w~! - P est un sous-groupe parabolique de L de dé-
composition de Lévi

LNnw - P=(Lnw?! - M)(LNhw'-N),
et w - N M est un sous-groupe parabolique de M de décomposition de
Lévi
w-QNM=(w-LNM)(w-UnNM).
— 2. On a noté simplement w le foncteur d’oubli
o—"0, M(w-L NM)— M(LNw" M)

associé & Iisomorphisme LNw™'-M — w-LNM induit par la conjugaison
par w (cf. 'exemple I11.2.1). Nous attirons l'attention du lecteur sur le
fait que de nombreux auteurs préférent le noter w=1.

Nous allons d’abord formuler ce résultat de maniére plus précise. Consi-
dérons l'espace quotient t.d. X = P\G muni de l'action de G par trans-
lation a droite :

GxX—X, (g,Ph)— Phg'.

Le sous-groupe parabolique () agit sur X avec un nombre fini d’orbites
Z1, ..., 2y (corollaire V.4.3). D’aprés la proposition 11.3.3, ces orbites
sont toutes localement fermées dans X. De plus, on peut supposer que
cette numérotation des orbites est telle que les ensembles

YiIZh }6221UZ2, ,Yk:ZluZQUUZk:X
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sont des ouverts de X. On supposera que tel est le cas dans la suite.

Fixons une Q-orbite Z dans X, et un point Pz de cette orbite, avec
z € WP Notons pour abréger « I'automorphisme Int(z) de G. Posons

M =MnuL), L'=Ln (M), N =Mnu(U), U =Ln}N).

Alors P = M'N' est un sous-groupe parabolique de M, @)’ = L'U’ est un
sous-groupe parabolique de L et M’ = ((L’). Posons aussi U” = :}(N'),
de sorte que Q" = L'U" soit un sous-groupe parabolique de :~1(M). Nous
avons a notre disposition les foncteurs

ros M(M) — M(M'), g+ M(L') — M(L).
Définissons alors le foncteur ®, par
Oy M(M) — M(L), ®z=ifoLorpy.

Nous notons ici encore ¢ le foncteur d’oubli associé & l'isomorphisme
t: L' — M'. cest-a-dire le foncteur qui a toute représentation (o, F)
de M(M') associe la représentation (‘o, E) de L' avec les notations de
I’exemple I11.2.1.

On peut maintenant reformuler le théoréme de la maniére (plus précise)
suivante. Les notations sont les mémes que ci-dessus.

Théoréme. — (reformulation) Le foncteur
F=r§if: M(M)— M(L)
admet une filtration par des sous-foncteurs
O=FCHhHC..CFk=F
telle que F;/F; 1 ~ Py, i=1,... k.

Précisons qu’un sous-foncteur d'un foncteur F' d'une catégorie C a
valeurs dans une catégorie de modules D est un foncteur G' de C dans D
tel que pour tout objet X de C, G(X) est un sous-module de F'(X).

Démonstration. Soit Y une partie ouverte Q)-invariante de X. Pour toute

représentation lisse (o, E') de M, réalisons comme en I11.2.2 'espace de
la représentation induite i%(o, F) comme un espace de fonctions sur G,
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et considérons le sous-espace iy (E) de i%(F) constitué des fonctions f a
support dans PY ou

PY ={geG|PgeY}.

Remarquons au passage que PY est une partie ouverte de G, en tant
qu’image réciproque d’une partie ouverte par une application continue,
en 'occurrence la projection canonique de G dans X. Il est clair que

iy (E) est stable sous 'action de ) obtenue sur i%(FE) par restriction de

l'action de G. On peut donc appliquer a iy (F) le foncteur ry = jy ®5[1/2,

et former

Fy (E) = ry(iy (E)).
Comme le foncteur ry est exact, ry(iy(£)) est une sous-représentation
de F(E) = ry(i%(F)). Autrement dit, Fy est un sous-foncteur de F.

Proposition. — SoientY et Y’ deux parties ouvertes Q-invariantes de
X. On a alors, avec les notations évidentes
Fyryr = Fy N Fyr,  Fygyr =Fy +Fy, Fyp=0, Fx=F

Démonstration. Comme d’aprés la proposition VI.1.2, le foncteur ry est
exact, il suffit de montrer que

lyayr =ty Niyr, dygyr =1ty + iy, 19 =0, ix =1p.
Les deux derniéres égalités sont triviales. De plus, on a

P(YUY')=PYUPY', P(YNY')=PYNPY'.

Ceci montre que iynyr = iy Niys et iy + iy C iyyyr. 1l reste & montrer
que iyuyr C iy + iyr. Soit f dans iyyys. Soit W une partie compacte
de G tel que Supp f C PW, et soit W I'image de W dans P\G. On a
donc W C YUY’ Or il existe deux fonctions g, et g, respectivement
dans C>®(Y) et C>°(Y") telles que g; + go = 1 sur W. On a alors f =
f(giop)+ f(ga0op), avec f(gr0op) € iy et f(gaop) € iy,. Construisons
ces fonctions g; et g,. Recouvrons W par des ouverts (U, ),ew tel que
reU, CYsizxeYetx €U, CY sizx €Y' Extrayons de ce
recouvrement de W par les (U,),ew, un recouvrement fini subordonné
par des ouverts compacts disjoints (U;) (cf. lemme II.1.1). Prenons pour
g1 la somme des fonctions caractéristiques des ouverts U; C Y et pour
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g2 la somme des fonctions caractéristiques des ouverts U; C Y’ moins
la somme des fonctions caractéristiques des ouverts U; C Y NY’. Ces
fonctions ont alors les propriétés voulues. O

Grace a cette proposition, nous pouvons étendre la définition du fonc-
teur Fy au cas ou Y est seulement une partie localement fermée Q-
invariante de X de la maniére suivante : écrivons

Y=TnNnV

ou T est fermé dans X et V est ouvert. En remplagant T par ) ge0d T
et V par Ugng -V, on voit que 1'on peut supposer T' et V' invariants
sous l'action de Q. Posons V1 = (X \7T)NV.OnaYNY; =0, YUY,
est ouvert dans X, et Y) est Q-invariante. Posons alors Fy = Fy\y, /Fy,.
La proposition montre que les foncteurs ainsi construits pour différents
choix de Y; sont naturellement isomorphes.

D’autre part, le foncteur Fy peut-étre décrit comme la composition

(VL.5.1.1) Fy=ryoiy :TUOPCOR))%S oIgo(S;,l/zofy
ou

15 M(P) — CX ¢ — Mod,

Ryg : C¥q — Mod — C5y — Mod

[.: Cyg — Mod — M(Q)
sont les foncteurs définis en II1.3.2. En effet, que Fy soit égal a cette
composition est clair si Y est une partie ouverte (Q-invariante de X, et

le cas d’une partie localement fermée découle alors de la proposition ci-
dessus et de la proposition II.2.

Avec les notations du théoréme, nous voyons maintenant que le fonc-
teur F' admet une filtration
OIF()CFyl CFYQC...CFyk:F
et que pour tout ¢t = 1,...,k, F;/F;_1 = Fy,. Il s’agit donc de montrer que
pour toute (Q-orbite Z dans X, on a un isomorphisme naturel ®; ~ F.
Posons P = ' (P), M = (M), N = +~'(N). Exprimons les fonc-
teurs @ et F; en termes de foncteurs similaires définis en remplagant
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P, M, N par 15, M , N. L’automorphisme ¢ de G induit des équivalences
de catégories (que 1’on notera toutes encore ¢)

L M(G) = M(G), M(M) — M(M), M(M')— M(L).

Il est clair que 1'on a

L org,, oL = rf\p/[,,
d’ou,
1

@Z:ié,OLorgzié,oeof org,oazig,org,,ou

Posons Z = PQ € P\G/Q et définissons le foncteur @, = ig o rg,, :
M(M) — M(L). On a alors

D=, 0.
De méme, ¢ induit un homéomorphisme
,: P\G — P\G, Pgr~ P zg.
Appelons encore 7! le foncteur d’image inverse

Tt e — Mod — C5 , — Mod

P\G

pour cet homéomorphisme. Remarquons que 'orbite Pz() a pour image
réciproque la partie PQ) de P\G.

Il est clair qu’avec ces notations, on a 11 0 Z§ o1 = Ig, d’on

o X,G 1 G -1/2 M
Fyp=ryol,oRygot oTlfowody ' oFp.

1/2 _ 5_A1/2OL

D’autre part, on a aussi évidemment to FY = fgIOL et 1ol %

d’otu finalement :
_ X.G -1 G -1/2 M
Fz=ryolcoRy 5o ofpoéN oF5 ot

Notons F, = ry ol o0 R*;g o to Ig o 5;{1/2 o fg, de sorte que

_ N 3 P— XvG —1
Fz = F; 01 Posons aussi I, = ['coRy\g o

o Ig, de sorte que

_ o 512 M7 ) . PN A
F, =ryol,o0 51\7 o F, . L'on s’est ainsi ramené a montrer que Fj
est naturellement isomorphe & ®,. Pour cela, nous allons analyser le

diagramme de foncteurs suivant.



Indp...._____. -7:Q
I, A
Q=LU
P )
meQ mdeQ rU
PNQ L
MNQ o <—1/2
]:PmQ ®51\"er TpAU
Y L
}—%”Q Indyp
~ €1 ~ N €2 A~
MNQ MNQ Lnp LNnp
"NInU FMNLgs1/2

LNP NNL

MOL

v

SHNOIAV-d SHINOYD SAA SNOLLVINASHYdAY TA HULIIVHD
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Les catégories de départ et d’arrivée des foncteurs sont représentées par
les sommets de ce graphe. Le sommet indicé par un groupe H représente
la catégorie des représentations lisses M(H ). Les fléches représentent les
foncteurs. Celles en pointillés n’interviennent pas directement dans ce qui
suit et doivent étre considérées comme décoratives. Le foncteur F, est
obtenu en suivant le chemin “du haut” menant de M a L, et le foncteur
® . est obtenu en suivant le chemin “du bas”, a ceci prés que nous avons

introduit une torsion par les caracteéres €; = 5252 de M N Q et

N NNQ
€y = 612512 de PN L . Pour montrer que ces foncteurs sont naturelle-
U “unp

ment isomorphes, nous allons montrer que chaque petit sous-diagramme
a quatre (ou trois pour celui du haut) sommets est commutatif a isomor-
phisme naturel pres, puis que les effets de €; et €3 se compensent. Ceci
est évidemment suffisant. Nous expliquerons les notations non encore in-
troduites de ce diagramme au cours de la démonstration.

Commencons par le diagramme

M oos—1/2 P
y &
M piiraggae POE
\ PNQ y
M
]:MmQ ~ €1 N
MNQ MNQ

On a, grace aux propriétés des représentants choisis (cf. V.4.7),
PNQ=(MNL(NNL(MOU)(LNQ).

Comme les groupes N , U sont réunions de leur sous-groupes ouverts com-
pacts, tous les caractéres modulaires intervenant dans ce diagramme sont
triviaux sur ces groupes. Il suffit donc de voir comment agit un élément
[ de MNL sur les représentations obtenues a partir d’une représentation
lisse (o, E) de M, d’une part en suivant le chemin du haut, et d’autre
part celui du bas. Pour la premicre, [ agit par 5;/2(1)0(1) et pour la

seconde par el(l)(?;%/;a(l). Or
512512 5712 _ g=1/2

65_1/2_
Yo — Y& K@ fnQ — YN
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ce qui prouve la commutativité du diagramme.

Considérons maintenant le diagramme

]_-MQQ®571/2

PNQ
PNQ T NNQ Km[\]

MNQ LNp

’“m %@}/2

R LNP “°NNL
MNL

. Cc1)2
Le foncteur rp-,, est le foncteur jp.,, tordu par le caractere ¢ pow € le
foncteur 7y, est le foncteur jy -, tordu par le caractere 5;4(2_][]. Soit

(0, ) une représentation lisse de Mn Q. Vérifions tout d’abord que les
représentations 7 et my de L N P obtenues respectivement en suivant le
chemin du haut et celui du bas dans le diagramme agissent bien dans le
méme espace. L’espace de m; est E quotienté par l'espace engendré par
les vecteurs de la forme
—1/2 >

a(u)5NmQ(u) v—uv, (vEE), (ue PNU).
Mais comme PNU = (M NU)(NNU) et que NNU agit trivialement,
cet espace est en fait I'espace engendré par les vecteurs de la forme

o—(u)a;v;g(u) v—v, (e E), (ue MNU).

D’autre part, M NU étant réunion de ses sous-groupe ouverts compacts,

—1/2
5]\70@
quotient de F par l'espace engendré par les vecteurs de la forme

(u) = 1 pour tout u € M N U. Finalement, Despace de m; est le

o(u)-v—uv, (vekE), (ueMNU),

et ceci est aussi l'espace de mo. Il s’agit maintenant de calculer dans les
deux cas le caractére tordant ’action induite par o sur ce quotient. Pour

, —1/2¢1/2 ) —1/2¢1/2 N .

71, c’'est 5N0Q5150U et pour m, c’est 5N0L5]\7[0U' Comime 5NOQ = OO RnL
12 c1/2 o—1/2 . ) . _

et 5}50[] = 5M0U5N0U’ on voit que 'on a bien 7 = .

Passons maintenant a
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(VI.5.1.2)

Q= LU
ind%
/ \
PNnQ L
"pnU
\ AI;WP

LNP = LNP

Nous allons nous placer dans un contexte un peu plus général, qui par
spécialisation entrainera la commutativité d’une version sans les twists
du diagramme ci-dessus. On adopte localement de nouvelles notations :

Soient J un groupe t.d., H un sous-groupe fermé et N un sous-groupe
fermé distingué réunion de ses sous-groupes ouverts compacts (donc en
particulier N est unimodulaire) et supposons que HN soit fermé. Soit
(0, E) une représentation lisse de H. Considérons la représentation

(jHﬂNaEHﬂN) de L,:H/HHNZHN/NCJ/N
Nous affirmons qu’on a alors un isomorphisme naturel
(VL5.1.3) jn oind}; (0, E) ~ indy/y \ (juew (0, E) @ 671,
ol J est le caractére modulaire de H sur H N N\N.

Nous allons maintenant prouver (VI.5.1.3) en donnant la forme expli-
cite de I'isomorphisme naturel.

Pour tout v € E, notons v son image dans jyny(F). Comme toute
fonction f € ind%(E) est & support compact modulo H, pour tout j € J,
la fonction (r(j) - f)n est a support compact modulo H N N. De plus,
quels que soient h€ HNN, ne Net j € J,ona

f(hnj) = a(h) - f(nj) = f(nj),
et donc (r(j) - f)iv € D(H,H N N,dgnnn = 1). Alnsi, ayant fixé une
mesure invariante sur H N N\ N au sens de la section 11.3.9 I'intégrale

f(j)1=:/LONVV}7535dVHmN\N(n)

est bien définie.
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On a pour tout u € N, pour tout 7 € J, en utilisant I'invariance a
droite de la mesure vgnn\n,

F(u) = /H o T d () = /H o TOD () = 7).

On peut ainsi considérer f comme une fonction sur N\J = J/N (N est
distingué).
Pour tout h € H, pour tout j € J,

F(hi) = /H o TR o ) = /H o TOTTAR)]) v ()

- / IR h) - F) v (n) = 5~ (Wownn (k) - ().
HNN\N

La fonction f est clairement & support compact modulo HN dans J. Il
découle de ce qui précéde que f — f définit une application de ind?, (o, E)
dans indg]]\\;/N (jann (0, E)®671). Clest clairement un J-morphisme, et il
se factorise en un .J/N-morphisme

(VI1.5.1.4) jn(ind (o, E)) Hindg]i,v/N(meN(a, EY®5 ") jn(f)— f.
Montrons maintenant la surjectivité de f — f. Rappelons que
indy/ (G (B) @071
est I’ensemble des fonctions
¢: J/IN = junn(E)

lisses a support compact modulo H N/N dans J/N telles que, si Z désigne
I'image de z € J dans J/N,

¢(hnij) = 6~ (Mourn (hi)¢(j),  (j € J/N), (hiv € HN/N)
que l'on peut donc identifier & I'ensemble des fonctions
¢:J— junn(E)
lisses a support compact modulo HN dans J telles que

(b(hn,]) = 5_1(h)UHﬂN(}_7’)¢(.j>v (.7 € J)? (h € H>7 (n S N)
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De telles fonctions sont obtenues de la maniére suivante : fixons un
élément v de E et un élément x de J. Alors il existe un sous-groupe
ouvert compact Ky de J tel que la formule

(VL5.1.5) ¢(hnzk) = 6 (h)ogan(h) -0, (he H),(n € N), (ke K,)

définisse bien une fonction ¢ de ind#]]\\,[/N (jrnn(E) ®071) & support dans
I'ouvert H Nz K. Pour cela, il faut s’assurer que si
(VL.5.1.6)

hinixk, = hgngl’k’g, (hl, hy € H), (nl, No € N), (k‘l, ky € K())

alors
(VL.5.1.7) S (h)ogan(hy) -9 = 6 (hy)ouan(hg) - 0
Or (VI.5.1.6) équivaut a
hy thy = noxkoky to~tny?
(VL5.1.8) = akoky o ((whoky ™) T ng (whok t2 ™) )0yt

Donc h = hy 'hy s’écrit h = xka~'n pour un certain k in Kj et un certain
n e N.

Comme v est fixé par un certain sous-groupe ouvert compact de H, il
existe un sous-groupe ouvert K de J tel que z K2~ N H fixe v. Projetons
rKr~' N H dans H/H N N. L’image inverse de cette partie dans H est
(xKxz=* N H)(H N N). Prenons alors Ky C K de sorte que

(xKox ) )YNNH C (xKz™' N H)(HNN).
Alors d’aprés (VI1.5.1.8),
h=hy'h) =2ks 'n € (xKz ' NH)(HNN)
vérifie
ognn(h) -0 =17.
D’autre part le caractére modulaire ¢ est trivial sur les sous-groupes

ouvert compacts de H et sur HNN, donc §(h) = 1. Ceci montre (VI.5.1.7)
pour un tel choix de Kj.

L’espace ind}]{/]]\,V/N(anN(E) ® 67') est engendré par les fonctions ¢

construites de la sorte. Il suffit donc de trouver f € ind},(E) telle que
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f = ¢ pour ¢, z, v, Ky comme en (VI.5.1.5). Prenons f a support dans
Hx Ky telle que

f(hxk) =o(h)-v, (heH), (ke Kyp).
Ceci est bien défini, car si hixk; = hoxks,

hy'hy = wkoki '™ € xKoz ' NH CaKa ' N H

fixe v. Il est alors clair que

(VL5.1.9) f) = /H ON\NW dvinnn(n)

n’est non nulle que si j € NHxKy = HNxK,. 1l suffit donc de vérifier
que f(x) = ¢(x) = v. Or

(VL.5.1.10) f(z) = /HnNW f(nx) dvgann(n)

et si nw = hak, avec h € H, k € K, on a

h=nzkz™' € (xKoz ' )Y NNH C (xKz "N H)(NNH)

et ainsi f(nz) = f(hxk) = o(h)-v =10, donc

f(z) =co,
ol ¢ est la mesure d’un certain ouvert compact dans H N N\ N pour la
mesure Vg . On trouve donc que f est égal & un multiple scalaire non
nul de ¢, ce qui suffit évidemment.

Montrons maintenant l'injectivité de (VI.5.1.4). Pour cela, montrons
tout d’abord l’assertion suivante :

- Si Np est un sous-groupe compact de N et si K est un sous-groupe
compact de J, alors il existe un sous-groupe compact N; de N contenant
Ny normalisé par K.

En effet, 'ensemble |, . 5 kNok™! est compact puisque K et N le sont,
il est donc contenu dans un sous-groupe compact ouvert Ny de N par
hypothése sur N. Le groupe Ny = (), o kNyk~! contient Ny, et est donc
ouvert. Il est aussi clairement compact et stable par conjugaison sous K.
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D’aprés la proposition I11.2.9, un élément f € ind}(E) est d’image
nulle dans jy(ind?; (o, E)) si et seulement s'il existe un sous-groupe ouvert
compact Ny de N tel que f soit annulé par ey,, c’est-a-dire

(VL5.1.11) fn)dn=0 (5€J).

No
On en déduit que f € indj;(F) est d’image nulle dans jy(ind7; (o, E)) si
et seulement si pour tout j € J, il existe un sous-groupe ouvert compact
N; de N tel que

(VL.5.1.12) / f(nj) dn = 0.
Nj
En effet, cette condition est nécessaire, puisque N; = jNpj ' convient.
Montrons qu’elle est suffisante. Si N; vérifie (VI.5.1.12), et si K est un
sous-groupe ouvert compact de J tel que K fixe f, alors d’aprés I’assertion
démontrée ci-dessus, pour tout 7 € J, on peut trouver un sous-groupe
ouvert compact N} de N contenant N; et tel que K normalise j‘lN]’- J-
Comme enten; = ey, o a, pour tout ke K,

0=exgen, S = f= [ fiyin= [ p((ni i) dn

!
N;

_ / F((nk) dn = / F(GR(E"nk)) dn
JINY JINY

:/ f(jkn) dn.
TN

Comme f est a support compact modulo H, il existe une partie com-
pacte X de J telle que Supp (f) € HX, et X est recouvert par un nombre
fini de parties de la forme 5K, 5, € J,l=1,...,m. D’aprés I'hypothése
sur IV, il existe un sous-groupe ouvert compact Ny de N tel que

() 47 'Njji € No.
j=1,...1

On a alors

/N flzn)dn=0 (xz€ X).
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Si 'on pose
fno(d) = (eny - F)(G) = : flan) dn (5 € J),

on voit que fy, est a support dans H X Ny. Mais par construction de Ny,
pour tout x € X, tout h € H et tout ny € Ny,

f(hznin) dn = o(h) - f(znin) dn =0
No No

et donc fy, = 0. Ainsi (VL.5.1.12) implique (VL.5.1.11).

Supposons maintenant f = 0, en particulier f(1) = 0, c’est-a-dire

/ m duHmN\N(n) = 0
HNN\N

Comme f est a support compact modulo H, f|y est a support compact
modulo H N N. Choisissons maintenant un sous-groupe ouvert compact

Ny de N suffisamment grand, de sorte que le support de fjy soit inclus
dans (H N N)Ny. On a alors

/ f(n) dn = / / f(nina) dny dns
No NoNH\Ng J NoNH
/ / f(ng) dn1 dng

NoNH\Ny J NonH

= VOI(N() N H) / f(ng) dVNoﬂH\No (ng)

N()ﬂH\No

= / W dVHﬂN\N(n) =0
HNN\N

On a ainsi obtenu que | N /(1) dn est d'image nulle dans junn(E), et
donc il existe un sous-groupe ouvert compact Ny de H N N tel que

eny - f(n) dn=0.
No
Prenons alors un sous-groupe ouvert compact N dans N contenant

NlNQ. On a fN(’) f(n) dn = 0.

Cet argument s’applique aussi a 7(j) - f pour tout j € J, ce qui montre
que pour tout j € J, il existe un sous-groupe ouvert compact Nj’» de N
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tel que
f(nj) dn = 0.
N;
La condition (VI.5.1.12) est donc vérifice, et ainsi jy(f) = 0, ce qui
montre l'injectivité de (VI.5.1.4).

Revenons au diagramme (VI.5.1.2) en appliquant ce qui précéde a J =
Q,H=PNQ, N=U, J/ N=Q/U~L, L' =H/HNN~HN/N =
PNQ/PNU ~ PNL. Les effets des caractéres modulaires se compensent
car 5115/02[] ® ey = 5_15(1/2. L’isomorphisme naturel entre r; o indgnQ(E) et
indfm »(Tpoy(E) ® €2) est obtenu, par passage au quotient, de

frf ind? o(B) = indf 5 (rpny(E) ® &)

(VL5.1.13) f() = 5U(l)1/2/ Ful) dvpogp g (w).
PnU\U
Vérifions maintenant la commutativité de
R R Iy
P=MN Q=LU

P

2@
RQQ mdﬁnQ

PnQ

OrZ,=T.o0 R*;g ot o Ig et indgﬁQ =TI, OIng‘ Remz}rquons que le
stabilisateur dans () de 'orbite Z = Pz() n’est autre que PN (@), de sorte
que (PNQ)\Q ~ Z. 1l s’agit donc de montrer que

G X,G
T Rzle

M(P) _ 5 CI%O\G,G — Mod _*+ o CI%O\GG — Mod C%‘?Q

P
L]:PHQ l
79

A~ PNQ (S°] —
M(PNQ) (Prane.q ~Mod

commute.

Prenons une représentation (o, E) dans M (P). Le faisceau qui lui cor-

respond dans C;’f\ ac Mod par I'équivalence de catégories du I11.3.2 a
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donc pour fibre E au-dessus de P € P\G. Soit X la variété des sous-
groupes paraboliques conjugués a P (ou P). On a

P\G ~ X ~ P\G.

Ces isomorphismes sont obtenus en choisissant respectivement P=r:
(attention, ceci est une égalité de points dans X, I’égalité de sous-groupes
paraboliques de G qui lui correspond est P= 271Pz) et P comme point
de base dans X, I'isomorphisme entre le terme de gauche et celui de droite
étant réalisé par ¢. Le faisceau qui correspond a (o, E) dans C;’f\ cc —Mod
a donc pour fibre E au-dessus de Pz. Sa restriction a Z = Pz(@Q de
méme, donc en identifiant Z et (P N Q\Q), on obtient un faisceau sur

C;OOQ\Q 0 — Mod, de fibre E au-dessus du point de base PNQ. L’action de
(@ étant transitive, cette fibre caractérise le faisceau. D’autre part, il est
maintenant clair que c’est aussi la fibre au dessus de ce point du faisceau

Tprg © .7: ( E). Ceci montre la commutativité du diagramme.

Il reste a se débarrasser des caractéres €; et 5. Comme ces caractéres
sont triviaux respectivement sur M NU et NNL on a €07y~ = Ty €1

et g0 F LLQIJLJ F LLQIJL” o €. Il s’agit donc de voir que le caractére

_5—1/251/2 5 1/251/2

€ = €1€
1+2 nQ U “unp

est trivial sur M’ = MNL. On peut supposer, en se ramenant a ce cas par
conjugaison, que les sous-groupes paraboliques P et () sont standards.
Ecrivons la décomposition de Cartan de M’ sous la forme M’ = K{ApK|,.
Comme le caractére € a valeur dans R est trivial sur les sous-groupes
compacts de M’ donc sur K, il suffit de vérifier que € est trivial sur Ay.

On reprend les notations de V.4. Pour toute partie unipotente S de
g, on a

= [T @2, (a e Ay).

yeS

Notons ceci simplement dg. On a alors

2 _ sls  s-lg
€ =04 0xnadu durp
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Or,
NANWNNQ) =NN(S\ Q) =Nn(-U)
U\NUNP)=UN(Sy\P) =UN(-N),
d’ou
2 _ o1 -1 _
©= 5/\70(—2/{)62/10(—/\7) =1
Comme € est a valeurs dans R7, on en déduit que € = 1. O

Il sera utile par la suite d’avoir une forme un peu plus explicite de
I'isomorphisme naturel du théoréme VI.5.1. Reprenons les notations du
début de cette section : P = MN et Q = LU sont deux sous-groupes
paraboliques de GG, Z est une orbite de ) dans P\G, et Y, Y’/ sont deux
parties ouvertes de P\G, union de Q-orbites, telles que Y est l'union
disjointe de Y’ et de Z. Soit (o, E) une représentation lisse de G. Le
foncteur F; est un quotient du foncteur ¢y : on quotiente d’abord par
le sous-foncteur 7y+, puis on applique le foncteur ry qui est lui aussi un
passage au quotient. L’isomorphisme naturel entre

Fy(0,FE) =ry(iy(o, E))/ry(iy(o, E))
et
b, = ifmrl(P) oL0 TA]\Z,IW(Q)
est induit par ’application
= iv(E) = ifn-1p) 0 L0 Thine) (B)

ou

(VL5.1.14) f(1) = 6p (1) / Jmnuw) (f(e(ul))) dvpe-1(p)y(u).

Unc—1(P)\U

Ceci s’obtient a partir de (VI.5.1.13) et des autres isomorphismes naturels
du diagramme.
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VI1.5.2. Données cuspidales. — Nous allons déduire du lemme géo-
métrique VI.5.1 des renseignements sur les suites de Jordan-Holder des
représentations induites a partir de représentations supercuspidales. Plus
précisément, soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, et (p, W)
une représentation supercuspidale irréductible de M. On veut étudier
Iinduite m = i%p.

Définition. — Une donnée cuspidale est un couple (M, (p, W)) ou M
est un facteur de Lévi d’un parabolique P = M N de G et (p, W) est une
représentation irréductible supercuspidale de M.

On dit que deux données cuspidales (M, (p1, W1)) et (Ms, (pa2, W3))
sont associées s’il existe g € G tel que

gMyg™t =My et py~pf

Ceci définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des données cus-
pidales. On note (M, (p, W))q la classe de (M, (p, W)) et Q(G) 'ensemble

des classes d’équivalence.

Rappelons que d’aprés le corollaire VI.2.1, pour toute représentation
lisse irréductible (7, V') de G, on peut trouver un sous-groupe parabolique
P = MN de G et une représentation irréductible supercuspidale (7, F)
de M tels que

(VL.5.2.1) Homy (r$(m, V), (1, E)) # {0}.
De maniére équivalente, par la réciprocité de Frobénius

(V1.5.2.2) Homg ((7, V), i%(r, E)) # {0}.

Le résultat qui suit “sépare” les représentations induites et les repré-
sentations supercuspidales :

Lemme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique propre de G et
soit (p, W) une représentation admissible lisse de M. Posons (w,V) =
i%(p, W). Alors aucun sous-quotient irréductible de (m, V') n’est supercus-
pidal.
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Démonstration. Comme (p, W) est admissible, i%(p, W) aussi (lemme
I11.2.3). D’aprés le lemme VI.3.6, §’il existe un sous-quotient de (m, V)
isomorphe & une représentation supercuspidale irréductible (7, F) de G,
on a

HOmg((T, E)’ (7T> V)) 7é {0}
Or,

Homg((7, E), (7, V)) = Home((7, E), Z-JGD(p> W)
= HOIHM(T]CD;(T, E), (p,W)),

et comme (7, E) est supercuspidale, r§(7, E) = {0}. On aboutit a une
contradiction. O

VI1.5.3. Conséquences du lemme géométrique. — Le lecteur se
reportera a la section V.4 pour certaines notations concernant les groupes
de Weyl. On tire facilement du lemme géométrique VI.5.1 les résultats
suivants :

Proposition. — Soient P = MN et Q = LU des sous-groupe parabo-
liques de G, (p, W) une représentation supercuspidale de M et posons
T =r§i%p. Alors

(1) si L n’admet aucun sous-groupe de Lévi conjugué a M dans G,
alors T = 0,

(i) si M n’est pas conjugué a L dans G, alors T n'a aucun sous-
quotient supercuspidal,

(7i1) supposons M et L semi-standards et conjugués, alors T admet une
filtration par des sous-représentations dont les quotients successifs sont
de la forme “p, w € W(L, M)/Wp. En particulier T est supercuspidale.

Démonstration. (i) Comme p est supercuspidale, ¥ (p) = 0 pour tout
sous-groupe parabolique propre P' = M’'N’ de M. Donc, 7 est nulle sauf
si PP=M =M avec M' = M Nw - L, pour un certain w € W Le
groupe M est alors un sous-groupe de Lévi de w - L.

(77) C’est une conséquence immédiate de (i) du lemme VI.5.2.
(7ii) Ceci découle du lemme V.4.6, (ii7). O
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VI1.5.4. Suites de Jordan-Holder des induites de supercuspi-
dales. — Soit M un sous-groupe de Lévi standard de G. Rappelons
que

W, M) = JW(L, M), (M) =[Wy\W(x, M)

ou la somme porte sur l’ensemble des sous-groupes de Lévi standards
de G (voir V.4.3 et V.4.4 pour les notations). Si M est un sous-groupe
de Lévi non standard, [(M) = I[(M') ou M’ est un sous-groupe de Lévi
standard de G conjugué a M.

Théoréme. — Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G, (p, W)
une représentation supercuspidale irréductible de M et (w, V') = i%(p, W).
Alors la représentation m est de longueur finie, plus petite que [(M).
D’autre part si P = M'N’ est un autre sous-groupe parabolique de G
st (p, W') est une représentation supercuspidale irréductible de M, et si

l'on pose ' = i%,p' alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe g € G tel que gMg™" = M’ et p? = p/, ie. les données

cuspidales (M, (p,W)) et (M', (p',W')) sont associées,
(17) Homg (7, 7") # 0,
(1i1) les suites de Jordan-Hélder de ©' et de m sont équivalentes,

(1v) les suites de Jordan-Holder de ©' et de w ont au moins un élément
commaun.

Enfin si l’on suppose P et P’ semi-standards, et que ’on pose
Wip.p) ={weWg|w-M=M,"p"=p},
alors dim Homg (m, 7') < |[Wa \W(p, p')|.

Démonstration. On peut, par conjugaison, supposer P et P’ standards, ce
que nous ferons dans la suite de la démonstration. Soit (7, V) un sous-
quotient irréductible de (w,V’). Le corollaire VI.2.1 affirme qu’il existe
un sous-groupe parabolique () = LU de G tel que 7”871’0 est supercus-
pidale, non nulle. La proposition VI.5.3 (i) montre qu’alors M et L
sont conjugués. De plus, il existe une sous-représentation supercuspidale
irréductible (po, Wo) de r§(mo, Vo) telle que (L, (po, Wo)) et (M, (p,W))
définissent des données cuspidales associées. En effet, le foncteur 7"8 étant
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exact, (po, Wp) est un sous-quotient de r§m = r§ifp et I'assertion découle
alors de la proposition VI.5.3, (ii).

Définissons une fonction de M(G) a valeurs dans N U {+oo} par

I'(1,E) = Z UrgT)

LM, Q=LU

ot la somme porte sur les sous-groupes de Lévi standards de G conjugués
a M, () = LU est le sous-groupe parabolique standard de facteur de Lévi
L, et [ est la fonction sur M(G) a valeurs dans N U {400} donnant la
longueur d’une représentation. Comme les foncteurs 7“8 sont exacts, [’
est additive, c’est-a-dire que si (71, E;) est une sous-représentation de
(1, F), alors I'(E) = l'(Ey) + I'(E/E,). D’aprés ce qui précede, on voit
que 1 = I(my) < I'(mp). Par additivité, et récurrence sur la longueur, on
voit que I(m, V) < l'(m, V). Or

P V)= > [Wau\W(L,M)| = Wy \W(x, M)| = I(M)
LM, Q=LU

d’aprés VI.5.3, (i7i). On en déduit la premiére assertion du théoréme.
Ceci permet de parler de suite de Jordan-Holder (cf. A.VI.3, 10) et en
particulier, assure I'existence de sous-représentations irréductibles.

Il est clair que (i7) = (iv) et que (4ii) = (iv). Montrons que (iv) = (1).
Soit (mg, V) un sous-quotient irréductible commun a (7, V) et (7', V’).
On a vu ci-dessus comment attacher a (m,Vy) une donnée cuspidale
(L, (po, Wo)), qui est alors associée a (M, (p,W)). Le méme raisonne-
ment s’applique a (M’, (p/, W’)). Ceci montre que les données cuspidales
(M, (p,W)) et (M, (p/,W')) sont associées.

Montrons (i) = (ii). D’aprés adjonction des foncteurs i et 7§, on
a:

(VI.5.4.1) Homg (m, 7') ~ Homy,(rGi%p, o).

Or d’aprés la proposition VI.5.3 (iii), p/ est un facteur de composition
de rgigp. D’apreés le lemme VI.3.6, p/ apparait comme quotient de rgigp
et donc (VI.5.4.1) est non nul.
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De plus (VI.5.4.1) montre que l'on a aussi, toujours en utilisant la
proposition VI.5.3 (iii)

dim Home (7, 7') = dim Homp (r§i%p, p') < [War\W (p, 0],

ce qui prouve la derniére assertion du théoreme.

Il reste a montrer (i) = (7). On suppose dans un premier temps
que M soit un sous-groupe de Lévi maximal, ¢’est-a-dire [(M) = 2 (voir
V.4.8). Puisque 'on a montré que (i) = (ii), considérons des opérateurs
d’entrelacement non nuls A : V. — V' et A : V' — V. On a alors
I'(m) = U(r") = 2 et donc I(r) = 1 ou 2 (idem pour I(7)). Supposons
[(m) =1, c’est-a~dire 7 irréductible. Alors A est injectif, et comme

FVIAWV)) =1 (V) = T(A(V) = 1(V) = T'(V) = 0

on obtient V' = A(V) et 7’ est irréductible. Ceci termine la démons-
tration dans ce cas, et par symétrie, dans le cas ou 7’ est irréductible.
Supposons donc que [(7) = (") = 2 et soient (m, Vo) , (70, V) des sous-
représentations irréductibles respectivement de (w, V) et (7, V). On a
alors I'(V/Vy) = U'(V')VY) = (V/Vy) = 1(V'/Vy) = 1. Le cas ou M = L
et p ~ p/ étant trivial, on suppose aussi que 'on ne se trouve pas dans
ce cas. Comme

Homg (7o, 7) = Homy (157, p) # {0}
et que I'(my) = 1, on a
Homg (o, 7') = HOIHM(TSW(),P/) = {0}

et donc A(Vp) = 0. De méme A'(V{) = 0. Il s’ensuit que V; est 'unique
sous-représentation irréductible de V' (sinon on aurait A = 0) et de méme
Vy est I'unique sous-représentation irréductible de V. Il en découle que
V/Vo = Vy, V! /Vy ~ Vj, et les facteurs de composition de V' et V' sont
donc Vj et Vj. Ceci termine la démonstration dans le cas [(M) = 2.

Soit w € W(L, M). On dit que w est élémentaire s’il existe un sous-
groupe parabolique standard 7" = SV de G contenant P et @), tel que
w € Wg et tel que [(M) = 2 en tant que sous-groupe de Lévi standard
de S. Comme r§ = g o r¥ et if = i 0 if g, on en déduit (iii) dans
le cas ot w est élémentaire et p = "p/.
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On peut conclure la démonstration grace au lemme suivant [4], lemme
2.17.

Lemme. — Soient M et L des sous-groupes de Lévi standards de G et
w € W(L, M). Alors il existe une suite de sous-groupes de Lévi standards
de G

L=1LyLy,...L,=M
et pour chaque i = 1,...,m, w; € W(L;_1,L;) €élémentaire, tels que
w=wwy—-1...wW1.

Cecl termine la démonstration du théoréme. O

Corollaire. — Soit (p, W) une représentation irréductible supercuspi-
dale d’un sous-groupe de Lévi M de G.

(1) Soient P et Q) deux sous-groupes paraboliques de G de facteur de
Lévi M. Alors les suites de Jordan-Hélder dei%p et igp sont équivalentes.

(ii) II existe toujours un opérateur d’entrelacement non nul entre i%p
et igp.

(iii) Soient P € P(M) et (m,V) un sous-quotient irréductible de i%p.
Alors il existe QQ € P(M) tel que (w,V) soit une sous-représentation de
ig(p, W).

Démonstration. Seul le troisiéme point mérite une petite explication. On

sait d’aprés le corollaire VI.2.1 qu’il existe un sous-groupe parabolique
Q) = L'U’ de G et une représentation supercuspidale irréductible (7, F)
de L' telle que (7, V') soit une sous-représentation de ig, (1, E). D’aprés
le théoréme, les données cuspidales (L', (7, E)) et (M, (p, W)) sont asso-
ciées, c’est-a-dire qu’il existe g € G tel que g- L' = M et 79 = p. On
prend alors Q = g - @Q'. O

VI1.6. Théorémes de finitude

Dans cette section, nous montrons que les foncteurs i% et r§ pre-
servent certaines propriétés des représentations. Nous savons déja d’apres
le lemme 111.2.3 que i§ préserve 'admissibilité et d’aprés la proposition
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VI.1.3 que 7§ préserve le type fini. Nous allons montrer que r$ préserve
I'admissibilité et la longueur finie et que i% préserve la longueur finie.
Nous montrerons plus tard (VI.7.5) que i& préserve le type fini.

VI.6.1. Lemme de Jacquet. — Le “lemme de Jacquet” (ici promu au
rang de théoréme) est démontré sous une hypothése d’admissibilité. Cette
hypotheése sera levée plus tard (voir section VI.9.1), et la démonstration
sera considérablement plus difficile. La version faible démontrée ici suffit
pour obtenir comme corollaire le fait que les foncteurs r§ préservent
I’admissibilité. La notion de décomposition d’Iwahori d'un sous-groupe
ouvert compact et les notations afférentes ont été introduites en V.5.2.

Théoréme. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, de com-
posante déployée A, et soit (m,V') une représentation lisse admissible de
G. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G admettant une décom-
position d’lwahori selon P. Alors l'application de projection V. — Vi
envoie surjectivement VE sur (Vy)Eu .

Démonstration. Notons j : V' — V) l'application de projection pour la

structure de P-module. Si v € VX, alors pour tout £ € Kj; on a :

mn(k)j(v) = j(m(k) - v) = j(v)
et donc I'image de VE par j est bien dans (Vy)%¥. On choisit alors

t € C1". L'ensemble {t ™K xt™| m € N} forme une base de voisinages
de I’élément neutre dans N (Théoréme V.5.2). Soit v € VE. Comme

t Kyt € Ky, t 'Kyt = Ky,
Teny)(t) - v = mlexy () -v = m(t) -v,
et donc :
(VL.6.1.1) Jlagkx -v) = jlex * 0y x ex - v) = j(m(ex)n(t) - v)
= j(ﬂ-(eKN * €K ¥ eKN>7T(t> )
J(m(exy)m(t) - v) = wn(ery )T (t) - j(v)
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La derniére égalité provient du fait que IV, et donc Ky, agit trivialement
sur Vy. Ceci montre que 7y (t) - j(V5) C j(VE). En fait, il y a égalité,
car 7y (t) est inversible sur Viy et j(VE) est de dimension finie. Il s’ensuit
que mn(t™) - j(VE) = §(VE), pour tout m € Z. Soit v € (Vy)EM, soit
v" un relévement quelconque de v dans V, et soit v = m(eg,,) - v. On a
v € VEM et j(v) = v. Fixons m € N tel que v soit fixé par t K zt™, de
telle sorte que K fixe w(¢") - v. Comme précédemment, on a

j(mlex)m(t™) - v) = mn(ery)mn (™) - (v) = 7y (") - 0,

et donc v € mx(t™™)j(VE) = j(VE). O

Corollaire. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, et soit
(m, V) une représentation lisse admissible de G. Alors la représentation
(mn, V) de M est admissible. Il en est de méme de r§(w, V).

Démonstration. Ceci provient du théoréme et fait qu’il existe une base de

voisinages de 'unité dans G constituée de sous-groupes compacts ouverts
admettant une décomposition d’Iwahori selon P. O

Nous allons maintenant construire une section s% du morphisme sur-
jectif j : VE — VM Pour tout v € VE Nkerj = VENV(N), il existe
d’aprés la proposition II1.2.9, un sous-groupe compact ouvert I' de N tel
que er-v = 0. Comme V¥ est de dimension finie, on peut méme choisir I'
de telle sorte que er-v = 0 pour tout v € VENker j. D’aprés le théoréme
V.5.2 (iv), il existe € > 0 tel que pour tout t € C%(e), I C t~*Kyt. Pour
un tel ¢, et pour tout v € VX Nkerj on a :

A KV = ERFOPRERV = CR KCK ) FCR K0V = Cf xRy KOpxe—1p¢ 0 = 0,
Ceci montre que pour un tel ¢ :
(VL.6.1.2) VENkerj =VENV(N) Ckern(as ).

Montrons maintenant que j induit un isomorphisme de Im7(a; k) C
VE sur VAI,( M Montrons d’abord l'injectivité. Supposons que v € V¥ soit
tel que j(ark - v) = 0. D’aprés (VI.6.1.1), on a wn(t) - j(v) = 0, d’ou

j(v) = 0 car my(t) est inversible, et 'on conclut d’apres (VI.6.1.2) que
ay. i -v = 0. Montrons maintenant la surjectivité. Soit 7 € Vi™. Comme
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t est dans le centre de M, on a my(t71) -0 € VJ\[,{M. D’aprés le lemme de
Jacquet, il existe v € VE tel que j(v) = my(t™1) 0. Posons v/ = a; x-v €
Im7(ay ). D'apres (VI1.6.1.1), j(v') = jarx - v) = nn(t) - j(v) = 0.
On déduit de ce qui précede que :
dim V' = dimker jjyx + dim V¥ = dimker 7(a, i) + dim Im 7(ag, i),
et dimIm7(ay ) = dim Vo™ d’ont ker jjyx = ker m(a, i) et
VE = ker m(as k) ® Im7(a; k).
Posons V{* = ker m(a; k), VX = Im7(as ).
Proposition. — La décomposition VE = VE®VE obtenue ci-dessus ne

dépend pas du choiz de t € C7(e). On obtient en inversant la restriction
de j a VE une section, ne dépendant que de P et K,

sk Vg VK c VK,

Démonstration. Soit ¢ un autre élément satisfaisant les mémes hypo-

théses que t. Alors tt’ vérifie encore ces hypothéses, et comme d’apreés le
lemme V.5.3, Ay, gy K = Qu K = Gy K0y [, O VOIt que
Imaw x C Ima g,
Imaw x C Imay g,
ker a; g C ker ayp g,
ker ay  C ker ap g

Par égalité des dimensions, on voit que toutes ces inclusions sont en fait
des égalités. O

VI1.6.2. Induction et longueur finie. — Nous allons maintenant
montrer que le foncteur d’induction i% préserve les modules de longueur
finie. La démonstration utilise de maniére cruciale le théoréeme VI.5.4, qui
découle du lemme géométrique d’induction-restriction. Ceci sera utilisé
dans la démonstration de la proposition VI.7.1.

Lemme. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G et soit (1, F)
une représentation irréductible de M. Alors i%(r, E) de G est de longueur

finie.
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Démonstration. Supposons que (7, E) soit une représentation supercus-

pidale de M. Alors i%(7, E) est de longueur finie d’aprés le théoréme
VI.5.4. Le cas général s’en déduit car (7, E') est une sous-représentation
d’une représentation de la forme i (p, W), ou (p, W) est une représen-
tation supercuspidale irréductible d'un facteur de Lévi M’ de M (co-
rollaire VI.2.1), le foncteur i% est exact et donc i%(7, E) est une sous-
représentation de %, = %l (p, W) qui est de longueur finie d’aprés ce
qui précede. O

VI1.6.3. Un théoréme de Howe. — Nous voulons maintenant mon-
trer le résultat suivant :

Théoréme. — Soit (m, V') une représentation lisse de G. Alors (m,V)
est de longueur finie si et seulement si elle est de type fini et admissible.

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin de préparation.

Lemme. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique standard de G et
K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans Ky. Si
(7, V) est engendré par VE | alors Vy est engendré par VE™M

Démonstration. Comme G = KyP et que K est distingué dans Ky, il
est clair que V' est engendré comme espace vectoriel par les vecteurs de
la forme 7(p) - v, on v € VE et p € P. De cela, on déduit que Vi est
engendré par les vecteurs de la forme jy(m(p) - v), v € VE et p € P, on

jn est la projection de V' sur V. Ecrivons p = mn, m € M, n € N.
Alors
in(m(p) -v) = mn(m) - jn(v).

Comme jy(v) € VE™  le lemme est démontré. 0O

Proposition. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus
et distingué dans Ky et soit (w,V) une représentation lisse de G. Si
VE engendre V, alors tout sous-quotient supercuspidal de V contient des
vecteurs fixés par K.
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Démonstration. Soit (7, ) une représentation irréductible supercuspi-
dale de G. On utilise (VI.3.3.1) pour décomposer V' en somme directe de
sous-représentations V = V(1)@ W, ou V(1) est une représentation dont

tous les sous-quotients irréductibles sont dans la classe d’inertie [7], et ol
aucun sous-quotient irréductible de W n’est dans [7]. Comme V est en-
gendré par VE il en est de méme de V(7). Considérons la restriction de
(1,E) a °G. C’est une somme directe finie de représentations compactes
irréductibles de °G. Appelons celles-ci (7;, E;). La restriction de V(1) a
0G est donc une somme directe de représentations isomorphes & I'une des
(75, E;). Comme V(1) est engendré par V(7)%, si V(1) # {0}, nécessai-
rement I'un des E; contient un vecteur fixé par K. Comme K C °G, ceci
montre qu’alors F contient un vecteur fixé par K.

Soit maintenant (p, W) un sous-quotient supercuspidal de (7, V). Alors
tout sous-quotient irréductible (7, E) de (p, W) est aussi un sous-quotient
irréductible de (7, V'), et d’aprés ce qui vient d’étre établi, il contient un
vecteur fixé par K. Comme le foncteur V +— VX est exact (proposition
II1.1.5), on en déduit que (p, W) contient un vecteur fixé par K. O

Corollaire. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et
distingué dans Ky et admettant une décomposition d’lwahori selon les
sous-groupes paraboliques standards. Soit (m,V') une représentation lisse
admissible de G telle VE engendre V. Alors tout sous-quotient de V est
engendré par ses vecteurs fizés par K.

Démonstration. Soit (7', V') un sous-quotient de (m, V). Si la représen-
tation (7, V') est supercuspidale, la proposition montre que V¥ 2 {0}.
Sinon, on peut trouver un sous-groupe parabolique standard P = M N
tel que Vy; est supercuspidale (corollaire VI.2.1). D’aprés le lemme, Vy

est engendré par ses vecteurs fixes sous K N M. Comme V}, est un sous-
quotient de Vi, on déduit de la proposition que V5, contient des vecteurs
fixes sous K N M. D’aprés le Lemme de Jacquet (VI.6.1), la projection
jn = V' — V envoie surjectivement (V')% sur (V)5 11 s’ensuit que
(VYK est non nul. 1l reste & montrer que (V)X engendre V. Soit W le
sous-module de V' engendré par (V')X. On veut montrer que W = V.

Comme WE = (V)X et que le foncteur j est exact (proposition I11.1.5),
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aucun sous-quotient de V’'/W ne contient un vecteur non nul fixe par K.
Comme tout sous-quotient de V//TV est aussi un sous-quotient de V', ce
qui précede implique que V' = W. O

Démonstration du théoréme. Supposons V engendré par vy, . . ., v, et ad-
missible. Il existe un sous-groupe ouvert K compact de G, inclus et dis-

tingué dans K et admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-
groupes paraboliques standards tel que v; € VX pour tout i = 1,...,m.
Donc V est engendré par VE. Comme V est admissible dim V¥ est finie.
Si

{pcVichvhc - CV,=V
est une filtration par des sous-modules, d’apreés le corollaire ci-dessus,

{oycVvFCVfC . CcVE=VE,

et donc la longueur de V est au plus dim V¥,

Réciproquement, si (m, V') est de longueur finie, un raisonnement par
récurrence sur la longueur montre facilement que (7, V') est admissible.
En effet, si (7, V) est irréductible, I'assertion est le théoréme VI.2.2. Pour
une longueur n > 2, on utilise l'exactitude du foncteur V — VE et
I'hypothése de récurrence. D’autre part, il est facile de voir (par exemple

par récurrence) qu’une représentation de longueur finie est de type fini.
O

VI1.6.4. r§ préserve les représentations de longueur finie. —
C’est une conséquence du théoréme de Howe VI.6.3, du théoréme VI.1.3
et du corollaire VI.6.1

VI.7. Décomposition de Bernstein

VI.7.1. Structure de variété de 2(G). — Nous commengons par
reformuler légérement une partie du théoréme VI.5.4.
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Lemme. — Soient P, = M;N;, i = 1,2, des sous-groupes paraboliques
de G, (M;, (pi, W;)) des données cuspidales et (m, V') une représentation
lisse irréductible de G, telle que (p;, W;) soit un facteur de composition de
G (m, V). Alors les données cuspidales (py, W1) et (p2, Wa) sont associées.

Démonstration. Tout d’abord, r%(ﬂ, V) est de longueur finie d’apres
VI.6.4 et admissible d’apreés le corollaire VI.6.1. D’aprés le lemme VI.3.6,
pour chaque i, (p;, W;) est un quotient de TIGJZ, (m, V), et la réciprocité de
Frobénius donne

{0} # Homyy, (rg (7, V), (pi, Wi)) = Homg((, V), 4%, (pi, W3)).

Tous les i% (pi, W;) ont donc un facteur de composition en commun, et
I’'on peut alors conclure grace au théoréme VI.5.4. O

Ce lemme permet de définir une application
(VL.7.1.1) Sc : Irr(G) — Q(G)
(m, V) = (M, (p,WV))c-
ou (M, (p,W)) est une donnée cuspidale pour laquelle il existe P €

P(M), de sorte que (p, W) soit facteur de composition de r&(m, V)(Sc
pour “support cuspidal”).

Proposition. — L’application Sc est une surjection a fibres finies.

Démonstration. Le fait que Sc soit une surjection est une reformulation
du corollaire VI.2.1. Soient P € P(M) et (M, (p,W)) une donnée cuspi-
dale. On veut montrer qu’il n’existe qu'un nombre fini de représentations

(m, V) dans Irr(G) telles que (p, W) soit un facteur de composition de
r§(r, V). Comme r4(w, V) est admissible (théoréme VI.6.1), on peut
d’aprés le lemme V1.3.6, réaliser (p, W) comme un quotient de r$(mw, V),
et donc

Homy ((r(m, V), (p, W)) = Home((7, V), i%(p, W)) # {0}.
Or i%(p, W) est de longueur finie, d’apres le lemme VI1.6.2. O

On définit une relation d’équivalence plus faible que le fait d’étre as-
sociées sur I’ensemble des données cuspidales. On dit que deux données
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cuspidales (M, (p1, Wh)) et (Ma, (p2, W3)) définissent le méme support
d’inertie s’il existe g € G' et un caractére non ramifié¢ w de Ms tels que

gMig™' =My et pr~piQ@uw

On note [M, (p, W)]q la classe de (M, (p, W)) pour cette relation d’équi-
valence, et B(G) I'ensemble des classes d’équivalence.

Exemple. — Les classes d’inertie de représentations supercuspidales de
G définissent des supports d’inertie. Avec les notations de V1.3.3, si (7, V)
est une représentation supercuspidale de G, on a [7] = [G, (7, V)]e =
Irr(G),. On a vu que cet ensemble est muni d’une structure de variété
algébrique affine. Nous allons étendre ceci aux autres supports d’inertie.

Théoréeme. — L’ensemble des données cuspidales Q(G) est muni d’une
structure de variété algébrique, dont les composantes connezes, indexées
par B(G), sont des quotients de tores complezes par ’action de groupes

finis.

Démonstration. La premiére étape de la démonstration consiste a remar-
quer que pour tout facteur de Lévi M de G, I'ensemble Irr(M ). est une
variété algébrique. En effet, c’est I'union disjointe de ses classes d’iner-
tie, dont on sait qu’elles admettent une structure de variété algébrique
étudiée en détail en VI.4.5. Ecrivons ceci

Irr(M)sc - HD“ Dz = [Pz],

d’algebre de fonctions [, Zj,,. Le groupe W(A) = Ng(M)/M agit na-
turellement sur cette variété.

Le quotient de Irr(M ). par I'action de W (A) est obtenu tout d’abord
en identifiant deux classes d’inertie D; et Do (c’est a dire deux compo-
santes connexes) de Irr(M ). lorsqu’il existe w € W(A) tel que w- Dy =
D,. Soit D une classe d’inertie de Irr(M )., et soit W (D) le stabilisateur
de D dans W(A). Soit (p, W) une représentation supercuspidale de M
dans la classe d’inertie D. Décrivons maintenant la structure de variété
de la composante connexe de Q(G) contenant (M, (p, W))¢ : c’est le quo-
tient de la variété D (un tore complexe) par I'action de W (D). C’est donc
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encore une variété algébrique. Remarquons que dans cette description, le
choix de D n’est pas unique. Considérons maintenant un systéme de re-
présentants My, ..., M, des classes de conjugaison des sous-groupes de
Lévi de G. Posons W; = Ng(M;)/M;, i = 1,...r. Il est évident d’aprés
les définitions que

Q(G) = H Irr(Mi)sc/VVi-

On peut paramétrer les composantes connexes de Q(G) d’une autre
maniére. Considérons la projection canonique de Q(G) dans B(G). 11 est
alors clair d’aprés ce qui précéde que les composantes connexes de Q(G)
sont les fibres de cette projection. O

Définissons 'application
Si: Irr(G) — B(G)

obtenue en composant Sc avec la projection de Q(G) dans B(G) (Si
pour “support d’inertie”). Les fibres de cette application fournissent une
partition de Irr(G). Notons Irr(G), la fibre au-dessus d’un élément s de
B(G). Si Q est la composante connexe de Q(G) correspondant a s, on
note aussi Irr(G), = Irr(G)q.

VI.7.2. Le théoréme de décomposition de Bernstein. — Nous
allons maintenant montrer que la décomposition Irr(G) = [[Irr(G)q du
paragraphe précédent induit une décomposition de la catégorie M(G).

Si Q est une composante connexe de Q(G) et si (7, V) est une repré-
sentation lisse, on note V' (2) la sous-représentation maximale de V telle
que tous les sous-quotients irréductibles de V(2) soient dans Irr(G)gq.

On dit que (m, V) est scindée selon Q(G) si V =P, V().

Théoréeme. — Toute représentation (7, V') dans M(G) est scindée selon
Q(G). La catégorie M(G) se décompose en un produit de catégories :

M(G) = [[M(G)q.
Q
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ot M(QG)q est la sous-catégorie pleine de M(QG) des représentations dont
tous les sous-quotients irréductibles sont dans Irr(G)g.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Lemme. — SiV' est une sous-représentation de V', et que V est scindée
selon QU(G), alors V' est scindée selon Q(Q).

Démonstration. C’est un cas particulier du lemme A.IX O

La démonstration du théoréme consiste maintenant a montrer que
toute représentation de M(G) se plonge dans une représentation scin-
dée selon Q(G). On peut alors utiliser le lemme pour conclure.

Définissons Cusp(G) comme le produit sur les sous-groupes parabo-
liques standards P = MN de G des catégories M(M),.. Définissons
alors les foncteurs

I: Cusp(G) — M(G), (par, War)p — €D i (o, Wir).

et
R: M(G) — Cusp(G@), (m, V) (r5(m,V)s)p

ot par 7§(m, V), on entend la partie cuspidale de la représentation

rg(m V).

Lemme. — (i) Le foncteur R est l’adjoint 4 gauche du foncteur 1.

(17) R est exact, fidéle, et préserve les représentations de type fini. Le
foncteur I est exact et fidéle.

(7ii) Pour toute représentation (w,V') dans M(G), le morphisme d’ad-
jonction avy = (m, V) — IR(m, V') est une injection.
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Démonstration. Calculons, pour tout objet (py, Was)p de Cusp(G), et
toute représentation (w, V) de M(G),

HomCusp(G) (R(ﬂ-> V)> (pMa WM)P) = H HOTHM(TICD;(W, V)sw (pMa WM))
P

~ HHomM(Tg(W, V), (pars War)) =~ HHOmG((Wa V), i%(par, War))

~ Homg((m, V), @piJGD(ﬂM, W) ~Home((m, V), I((par, W) p))

On a utilisé I'adjonction des foncteurs i% et r% pour tout sous-groupe
parabolique P de G, et le fait qu’il n'y a qu'un nombre fini de sous-
groupes paraboliques standards. Comme tout ces isomorphismes sont
naturels, ceci montre (7). De méme, U'exactitude de R et I découle de
'exactitude des foncteurs i et 4, et du fait que la projection M(M) —
M(M)g. définit aussi un foncteur exact.

Pour montrer que R est fidéle, il suffit de montrer que si (7, V') dans
M(G), alors R(w, V) # 0 (voir A.VI.2, 9). Prenons P minimal parmi les
sous-groupes paraboliques standards de G tel que r&(m, V) # 0. Alors
r&(m, V) est cuspidal (Pargument a été utilisé dans la démonstration du
corollaire VI.2.1), et donc R(w, V) # 0. La démonstration du fait que
I est fidele est similaire. En effet, chaque foncteur i% est fidele, puisque
clairement, si (p, W) est une représentation non nulle de M, i%(p, V') est
non nulle. Si (7, V) est une représentation de type fini de M(G), nous
avons vu que r$(m, W) est de type fini (proposition VI.1.3). L’assertion

sur R s’en déduit.

Montrons (éi7). Notons V' le noyau de ay et i Uinclusion de V' dans
V. Comme le morphisme d’adjonction est naturel, on a un diagramme
commutatif :

Vi —— Vv

o | v |

IRV 29 1R(V)

Comme 0 = ay 0@ = IR(i) o ayr, et que par exactitude des foncteurs 1
et R, IR(i) est un monomorphisme, on a ays = 0. Or le morphisme ay-
correspond par lisomorphisme d’adjonction a l'identité de R(V’). Ceci
montre que R(V’) = 0, et donc que V' = 0, le foncteur R étant fidéle. [
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Ce lemme montre que pour toute représentation (m, V) dans M(G),
on peut plonger (7, V') dans une représentation de la forme

@ i (par, W),
P

ol la somme porte sur les sous-groupes paraboliques standards P = M N
de G et (par, W) est une représentation supercuspidale du Lévi M. Pour
finir la démonstration du théoréme, il s’agit donc de montrer que les re-
présentations i%(pas, War) sont scindées selon Q(G). On ne travaille dé-
sormais qu’avec un seul indice M, et 'on allége les notations en posant
(p, W) = (pamr, War). Comme (p, W) est supercuspidale, on peut I’écrire
W =@, Wp, ot D décrit les classes d’inerties de représentations super-
cuspidales de M. Or,

(VL.7.2.1) iS(@pWp) ~ P i%(Wp).
D

Remarquons que si I'on restreint la somme & un nombre fini d’indices,
I'isomorphisme est évident. Ceci montre en particulier que le membre de
droite s’injecte dans celui de gauche. Réalisons le membre de gauche de
la maniére usuelle comme un espace fonctionnel sur lequel G agit par
translation & droite. Soit f une fonction dans cet espace. Alors f est
fixée par un certain sous-groupe ouvert compact K de G, et donc f est
complétement déterminée par ses valeurs sur un systéme de représentants
des doubles classes P\G/K. Comme cet ensemble est fini, il s’ensuit que
I'image de f est contenue dans une somme finie de sous-espaces Wp. Ceci
montre que l'injection du membre de droite dans le membre de gauche
est aussi une surjection, donc un isomorphisme.

I reste & voir que i%(Wp) est scindée selon Q(G), mais ceci est tautolo-
gique. En effet, soit 2 la composante de Q(G) qui est un quotient de la va-
riété D. Si (o, E) est un facteur de composition de i%(Wp), alors r§(o, E)
est un sous-quotient de r$i%(Wp) par exactitude du foncteur r$. D’apres
le lemme V1.5.3 (i) et (V.4.3.3), r$i%(Wp) admet une filtration dont les
quotients successifs sont de la forme “(Wp), w € W(A) = Ng(M)/M.
Tout sous-quotient irréductible de 7“8 (0, F) est donc sous-quotient d’un
Y(Wp), w € W(A) = Ng(M)/M, ce qui signifie que le support cuspidal
de (o, E) est dans Q.
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Les composantes connexes de Q(G) étant paramétrées par les classes
d’inerties de données cuspidales, on peut reformuler la premiére assertion
du théoréme en disant que toute représentation (7, V) de M(G) se scinde
en une somme directe

(VL.7.2.2) V= V.
seB(G)

ou chaque V; est une représentation de lisse G' dont tous les sous-quotients
irréductibles s’envoient sur s par l'application Sc. Si s et t sont des
éléments distincts de B(G), on en déduit que quels que soient (m, V)
et (p, W) dans M(G), Homg(Vs, Wy) = 0. Ceci montre que tout G-
morphisme de V' dans W doit envoyer V; dans W, et donc on a un
isomorphisme naturel

Homg(V, W) = @5 Home(V,, Ws).
seB(G)
La décomposition (VI.7.2.2) des objets de M(G) est préservée par les
morphismes, ce qui montre que I'on a une décomposition de catégories

(VI.7.2.3) M@G) = ] M(@G).

seB(G)
Ceci termine la démonstration du théoréme de décomposition de Bern-
stein. U

Soit §2 une composante connexe de Q(G). De la démonstration qui pré-
céde, nous pouvons tirer d’autres caractérisations des représentations de
la sous-catégorie M(G)q de M(G). Remarquons au passage que comme
M(G)q est stable par passage aux sous-quotients, c’est une catégorie
abélienne. Fixons un sous-groupe de Lévi (standard) M de G et D = [p]
une classe d’inertie de représentations irréductibles supercuspidales de
M tels que (M, p)g € Q. Soit P le sous-groupe parabolique standard de
G contenant M.

Proposition. — Une représentation (w, V') est dans M(G)q si et seule-
ment si ['une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(1) (m, V) se plonge dans une somme de représentations de la forme

i%(1, E), avec (1,E) € M(M)p.
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(13) (m,V) est sous-quotient d’une somme de représentations comme
en (i).

(iii) rG(m, V) est dans la somme des catégories M(M)p: ot D' est
conjuguée a D sous G.

(iv) Quels que soient le sous-groupe parabolique Q = LU standard de
G et la classe d’inertie D' de représentations irréductibles supercuspidales
de L, tels que (M, D) et (L, D") ne soient pas conjuguées, la composante
dans M(L)p: de r§(m, V) est nulle.

Démonstration. Comme nous I’avons dit, & part (i7), ceci est une reformu-
lation de la démonstration du théoréme. En effet, la décomposition d’une
représentation (w, V) € M(G) a été obtenue de la maniére suivante : on
a construit un plongement

(m,V) = IR(m, V),

ou R(m, V) est la somme sur les sous-groupes paraboliques standards
@ = LU des composantes supercuspidales de 7"8 (m, V). Chacune de ces
composantes, se décompose a son tour en une somme directe de compo-
santes selon les classes d’inerties de représentations supercuspidales D’
de L. On a donc R(m,V) de la forme

R(m,V) =P P e Eq.p)
Q D
ou (rg.p, Egp) € M(L)p. De ceci on tire que (m,V) est une sous-
représentation de
P i§( @ (o0 Eq.p) = B P ig(ra.0r, Eq.0r)
Q Q D
(l'égalité entre les deux membres a été vue en VI.7.2.1). On regroupe

alors les couples (@, D’) conjugués sous GG, c’est-a-dire ceux définissant
la méme composante connexe €2 de (G). On obtient ainsi un plongement

(7T7 V) - @ @ ig(TQ,D’v EQ7D’)

@ \(@D[[L,Da=0

Le membre de droite est une représentation scindée selon Q(G), la dé-
composition apparaissant explicitement. La décomposition de (m, V') est
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obtenue en prenant la somme des intersections de V' avec les facteurs du
membre de droite. Un facteur

D  Gen Ean)
(Q,D"[[L,D"]g=5

peut se réécrire i%(7, E) avec (7, E) € M(M)p car les données (M, D) et
(L, D") sont conjuguées sous G. Cette discussion montre que (7, V) est
dans une seule composante M(G)q si et seulement si (), (ii7) ou (iv) est
vérifiée.

(47). Supposons
G(m, V) est sous-
quotient d'une représentation de la forme 78(®i%(7, E)), ou les (7, E)

sont dans M(M)p. On utilise alors la proposition VI.5.3 pour conclure
que (m, V') veérifie (). O

Montrons ’équivalence avec (7). Il est clair que (i) =
que (, V) vérifie (ii). Comme le foncteur 7§ est exact, r

VI1.7.3. Décomposition de Bernstein, induction et restriction

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Une donnée cuspidale
(L, (0, F)) de M est aussi une donnée cuspidale pour G, puisqu’un sous-
groupe de Lévi de M est aussi un sous-groupe de Lévi de G, et 'on a
donc une application :

'iMG . Q(M) — Q(G), (L, (O’, E))M — (L, (0’, E))G

Cette application en induit une autre, notée de la méme fagon, entre
ensembles de supports d’inertie :

ivg : B(M) — B(G), [L,(o,E)|m—[L,(0,FE)|a

Proposition. — Soit s € B(M) et soit (p, W) dans M(M),. Alors
iG(p, W) est dans M(G);y,0(5)- Soit t € B(G) et soit (m, V) dans M(G)..
Alors r§(m, V) est dans [] y M(M)s.

sefl (¥

Démonstration. Ceci découle directement des caractérisations des repré-
sentations de M(M), et M(G);,,.(s) obtenues dans la section précé-
dente. O
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VI1.7.4. Idempotents centraux. — Le théoréme de décomposition
permet d’écrire la catégorie M(G) comme un produit de catégories plus
petites, paramétrées par les composantes connexes de la variété algé-
brique Q(G). Pour toute composante connexe €2 de (G), la projection

eq : M(G) — M(G)q
définit un idempotent du centre de la catégorie M(G) et

IdM(G) = Z €Q.
Q

Si le support d’inertie de €2 est s € B(G), on note aussi e; = eq.
L’algebre de Hecke H(G) se décompose donc en
H(G) = P eaxH(G) *es
seB(G)

Chaque e, H(G) * e, est un idéal bilatére de H(G). La catégorie M(G),
est équivalente a la catégorie M (esx H(G) * e;) des esx H(G) * es-modules
non dégénérés.

Remarque. — L’idempotent e, n’est pas un élément de l'algebre de
Hecke H(G), mais de son complété (cf. 1.1.3) H(G).

Il reste a décrire le centre de chaque catégorie M(G)q. Lorsque 'on
prend une composante connexe 2 de Q(G) donnée par une classe d’iner-
tie de représentations supercuspidales de GG, on a pu décrire la catégo-
rie correspondante comme une catégorie de modules unitaires sur une
algébre unitaire, et décrire le centre de cette catégorie (c’est-a-dire le
centre de I’algébre unitaire en question), comme ’algébre des fonctions
sur 2. Il s’agit maintenant d’obtenir des résultats semblables pour une
composante connexe {2 quelconque. La premiére étape consiste a trouver
pour ces catégories un progénérateur. Supposons que ) soit donnée par
un sous-groupe de Lévi M et une classe d’inertie D de représentations
supercuspidales de M. L’idée naive est d’obtenir ce progénérateur en in-
duisant de M a G le progénérateur de M(M)p. La difficulté qui apparait
dans cette approche est de montrer que ’on obtient bien ainsi un objet
projectif de type fini. La démonstration de ce fait est délicate, et utilise la
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généralisation du lemme de Jacquet aux représentations non admissibles,
ainsi que les propriétés de noethérianité de la catégorie M(G).

VI.7.5. Noethérianité de M(G). — Dans cette section, nous mon-
trons le résultat suivant qui compléte ceux obtenus en VI.6 : soit P =
M N un sous-groupe parabolique de G, alors le foncteur i% préserve les re-
présentations de type fini. Ceci passe par des propriétés de noethérianité
de la catégorie M(G) provenant du théoréme de décomposition VI.7.2.

Dans une catégorie abélienne, un objet est noethérien si toute suite
croissante de sous-objets est stationnaire (cf. Annexe A.1.2). Une caté-
gorie abélienne telle que tout objet de type fini est noethérien sera dite
noethérienne. Par exemple, la catégorie A — mod, ou A est un anneau
noethérien, est noethérienne. Il est clair qu'un produit quelconque de
catégories noethériennes est noethérienne.

Proposition. — La catégorie M(G) est noethérienne.

Démonstration. 11 suffit de montrer que chacune des catégories M(G),

de la décomposition VI.7.2 est noethérienne. Pour les composantes su-
percuspidales, c¢’est-a-dire les composantes s = [G, (p, W)]g ou (p, W) est
donc une représentation supercuspidale irréductible de G, on a vu dans le
corollaire VI.4.4 que la catégorie M(G)s = M(G), est équivalente a la
catégorie des modules a droite sur une certaine C-algébre noethérienne.
C’est donc une catégorie noethérienne.

Reprenons le foncteur R : M(G) — Cusp(G) de la section VI.7.2.
Comme chaque catégorie M (M), qui compose Cusp(G) se décompose
d’aprés VL.3.5 en un produit M(M),. = [[, M(M)p ot D décrit les
classes d’inertie de représentations supercuspidales de M, on peut voir
R comme un foncteur R : M(G) — [[ 1 py M(M)p ot M décrit un
systéme de représentants des classes de conjugaisons de sous-groupes de
Lévi de G et D les classes d’inertie de représentations supercuspidales
de M. Comme chaque catégorie M(M)p est noethérienne d’aprés ce qui
précéde, il en est de méme de leur produit. Supposons que (7, V') soit
une représentation de type fini de G et soit

V1CV2C~-~CVnC~-~
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une suite de sous-représentations de V. Comme R est fidéle et exact
(VI.7.2), si cette suite n’est pas stationnaire,

R(Vi) CR(V3) C -~ CR(V,) C -+

ne l'est pas non plus. Mais comme on sait d’autre part que R(V) est de
type fini, ceci ne peut pas se produire puisque Cusp(G) est noethérienne.
O

Théoréme. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Alors le
foncteur i% préserve les représentations de type fini.

Démonstration. Soit (p, W) dans M (M) une représentation de type fini.
D’aprés la proposition ci-dessus, (p, W) est noethérienne. Nous allons
montrer que la représentation i%(p, W) est noethérienne. Ceci implique
bien entendu que i%(p, W) est de type fini.

Supposons dans un premier temps que (p, W) est supercuspidale. Alors
la proposition VI.5.3 montre que r§0i%(p, W) posséde une filtration dont
les quotients successifs sont les w - (p, W), w € W(M)/Wyy, qui sont
des représentations supercuspidales de type fini donc noethériennes. Il
s'ensuit que 74 0 i%(p, W) est noethérienne, et comme 7§ est exact, et
dans ce cas® | n’annule aucun sous-quotient irréductible de i%(p, W), on
déduit par un argument donné dans la démonstration de la proposition

ci-dessus que i%(p, W) est noethérienne.

Dans le cas général, on peut bien str sans perte de généralité supposer
que P est un sous-groupe parabolique standard de G. Le lemme VI.7.2
exhibe un plongement

(p, W) = IR(p, W) = @ ipi(par)

ol la somme porte sur les sous-groupes paraboliques standards P’ =
M'N’" de M et les py sont des représentations supercuspidales. On ob-
tient donc par I'exactitude du foncteur i% et la propriété de transitivité

®en effet, 7§ coincide avec le foncteur fidéle R sur iG(p, W)
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VI.1.4 un plongement

i%(p, W) = IR(p,W) = i%(&riphpsr) = EDi% (par).
L

Chaque facteur du membre de droite est noethérien, d’aprés ce qui pré-
ceéde, et Pon en déduit facilement que i%(p, W) aussi. O

VI.8. Familles algébriques de représentations

VI.8.1. (G, B)-modules. — Soit B une C-algébre commutative noe-
thérienne réduite (ie. sans éléments nilpotents). Nous renvoyons le lecteur
a |7] pour la notion de module plat.

Définition. — Un (G, B)-module est un C-espace vectoriel V' muni
d’une représentation lisse (7, V) de G et d’une structure de B-module
plat, ou les deux actions commutent. Notons M (G, B) la catégorie des
(G, B)-modules. Si K est un sous-groupe compact ouvert de G, I'espace
VE est encore un B-module. Un (G, B)-module V est admissible si pour
tout sous-groupe compact ouvert K de G, VE est de type fini sur B.

Proposition. — Soit V un C-espace vectoriel V- muni d’une représenta-
tion lisse (m, V') de G et d’une structure de B-module, ot les deux actions
commutent. Alors V' est un (G, B)-module admissible si et seulement si
pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, VE est un B-module pro-

jectif de type fina.

Démonstration. D’aprés le corollaire A.X.5 et la proposition 5, A.X.4
de [11], il y a équivalence entre modules plats de présentation finie et
modules projectifs de type fini. Comme B est noethérienne, un module
de type fini est de présentation finie ([11], proposition 5 de A.X.4), donc
un B-module de type fini est plat si et seulement s’il est projectif. D’autre
part, pour tout B-module E, le morphisme naturel

E@pgVE - (Eepg V)X
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est un isomorphisme dont l'inverse est donné par
eRuU—eRQex .

Enfin, le foncteur jx : V +— V& est exact, donc si V est un B-module
plat, c’est-a-dire si le foncteur e ®g V' est exact, alors le foncteur

jk(e®@pV)~e@pVE

est exact, ce qui entraine que V¥ est plat. Ceci montre que si V est un
(G, B)-module admissible, alors V¥ est un module projectif de type fini.
Réciproquement, si le foncteur

.®BVK

est exact pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, alors pour toute
suite exacte courte de (G, B)-modules

0— FE, — Ey — FE3 — 0,
on a encore une suite exacte
0—FE@pVE 5 B, VE - By VE —0.

En prenant K de plus en plus petit, on obtient, comme les représentations
E; de GG sont lisses

0—=E®@V =V = LBV —0,

ce qui montre que V' est plat. O

Remarque. — A la fin de la démonstration, nous avons utilisé I'argu-
ment suivant, qui nous sera encore utile : si V' est un C-espace vectoriel
V' muni d’une représentation lisse (7, V) de G et d’une structure de B-
module, ol les deux actions commutent, alors V' est plat en tant que
B-module si et seulement si tous les VX le sont, lorsque K décrit I'en-
semble des sous-groupes ouverts compacts de G.

Une C-algeébre commutative noethérienne réduite B est 'algébre des
fonctions polynomiales d’une variété algébrique affine S (S s’identifie
au spectre maximal SpecMax(B) de B). Rappelons que par définition le
spectre maximal de B est I’ensemble des morphismes d’algebres unitaires
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x: B — C.Six €S, onnote ¥, € SpecMax(B) le morphisme d’algébre
correspondant, et [, son noyau (un idéal maximal de B) on définit

VX:V®B B/]X

la spécialisation de V' en yx. Cela reste une représentation lisse du groupe
G. On peut voir le (G, B)-module (7, V) comme une famille algébrique
(indexée par S ~ SpecMax(B)) de représentations lisses de G. On note
sp, le morphisme canonique de V' dans V,. Comme B/I, ~ C en tant
qu’espace vectoriel, on note aussi Cy, le B-module C muni de l'action

b-z=V¥,(b)z, (beB,zeC).
Ainsi VX =V XpB C‘I’x'

Lemme. — Si V est un (G, B)-module admissible, alors pour tout x €
S, Vy est une représentation admaissible de G.

Démonstration. Si VX est engendré par vy, ..., v, en tant que B-module,
alors (V®@pC,)* = VE®pC, est engendré par v; ®1,...,v,®1 comme
C-espace vectoriel. O
Exzemple. — Soit (mw,V) une représentation lisse de G. Notons B =

C[A(G)] l'algebre des polynomes sur la variété des caractéres non ramifiés
X(G) de G. Rappelons que I’évaluation en les points g de G définit un
morphisme
Xun : G — B*.
(Pour tout ceci voir V.2.4.)
Posons, pour tousv e V. be B, g€ G

V=V &cB, w5(9)(v@b)=m(g) v& Xun(9)].

Vérifions que c’est un (G, B)-module, B agissant par multiplication sur
le second facteur. D'une part, l'action de G et celle de B commutent :
quels que soient v € V, b,/ € B, g € G,

V' (r(g) - (v@Db) =V (7(g9) - v ® Xun(9)b) = 7(g) - v @ V' xun(9)b,
et
m5(g) - (V- (v @ b)) = 7p(g) - (V@ VD) =7(g) - v @ Xun(g)V'D.
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D’autre part V ®c¢ B est un B-module libre, donc plat.

Si g est dans °G, xun(g) = 1, donc Paction de g sur B est triviale. Ceci
est vrai en particulier pour tout élément d’un sous-groupe compact K
de G. 1l ’ensuit que VE = VK @¢ B, et donc Vi est un (G, B)-module
admissible dés que V' est admissible.

Si x € X(G), la spécialisation de 7 en x est isomorphe & 7 ®  :
Vs ®p B/I, = (V®B)®pCy, =V ®C,,

ou C, est C vu comme espace de la représentation x de G. En effet
I’'action de G est donnée par

g-(vRb®z)=mp(9) - (Vb)) ®@z=7(g) v ® Xun(9)b® 2
=7(9) v@b® V¥, (Xun(9))z = 7(9) - v®b® x(9)2
=(r®x)(9) v z.

On a utilisé (V.2.4.1) pour l'avant derniére égalité.

VI.8.2. (G, B)-modules et induction. — Si P = M N est un sous-
groupe parabolique de G, et si (0, E) est un (M, B)-module, alors i%(E)
est muni d’une structure de B-module (on fait agir B sur I'espace d’ar-
rivée E des fonctions dans iG(E)). Il est évident que l'action du groupe,
par translation a droite des fonctions, commute & cette action de B. Pour
montrer que i% (o, ) est un (G, B)-module, il reste & montrer que c’est
un B-module plat. On utilise pour cela la remarque VI.8.1 : il suffit de

K agt

montrer que pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, zIGD(E)
un B-module plat. Or nous avons décrit i%(E)% en I11.2.2. Soit 2 un sys-
téme de représentants dans G des doubles classes P\G/K, et pour tout
g € Q, soit KY, la projection de PN gKg~! sur M ~ P/N. Rappelons

que comme P\G est compact, (2 est un ensemble fini. On a alors
(VI.8.2.1) iS(E)X ~ P BN
ge

et cet isomorphisme est un isomorphisme de B-modules. Comme F est

un B-module plat, tous les EXY sont plats, ce qui montre que i%(E)¥
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est plat. Ceci nous montre que nous avons un foncteur
i%: M(M,B) — M(G, B).
Il est alors facile de généraliser le lemme I11.2.3 :

Lemme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G. Alors le
foncteur

i%: M(M,B) — M(G, B)

envoie les modules admissibles sur des modules admissibles.

Soit C' une autre C-algébre commutative noethérienne réduite, et sup-
posons que C' soit un B-module. Les considérations de la section 1.2.3,
appliquées ici au cas de B et C' qui sont commutatives et unitaires, nous
donnent d’une part un pseudo foncteur d’oubli (isomorphe au foncteur
d’oubli dans ce cas)

M(C) — M(B), FE+— Homg(C,E)~FE
et son adjoint & gauche
M(B) — M(C), W—CxpW,

que l'on appelle dans ce cadre foncteur de changement de base de B a
C. SiV est un B-module plat, alors pour tout C-module E,

E®c(CepV)~(E®cC)®pV.

Comme le foncteur d’oubli de C' & B est trivialement exact, on voit que
C ®p V est un C-module plat. Ceci montre que l'on a un foncteur de
changement de base

M(G,B) — M(G,C), V—V®gC.
Proposition. — Le changement de base commute a [induction. Plus

précisément, si E est un (B, M)-module, alors i%(E) ®p C est naturel-
lement isomorphe (comme (G, C)-module) a i%(E @5 C).

Démonstration. Démontrons d’abord que pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G,

(G(E)opC)X et G(EopC)
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sont naturellement isomorphes comme espaces vectoriels. On utilise la
description des K-invariants d’une induite parabolique rappelée ci-dessus
(VL.8.2.1) :

(i5(E) @p C) ~i%(E)S @5 C ~ @ E*V @5 C
geN
et d’autre part
i3(E @p C)F ~ @(E @p C)% ~ D EXi @5 C.
geR geQ
Tous les isomorphismes apparaissant dans les deux équations ci-dessus
sont naturels, et en passant a la limite lorsque K devient de plus en plus
petit, on obtient i4(F) ®p C ~ i%(F ®p C). Donnons maintenant une
formule pour cet isomorphisme :

(V1.8.2.2) iG(E)@pC — iG(E®pC), f@c— f
ot la fonction f : G — E ®p C est donnée par

flo)=flg)@e.
Il est clair sur que (VI.8.2.2) est un isomorphisme de (G, C)-modules. [

On peut appliquer ceci dans le cas particulier de la spécialisation :

Corollaire. — La spécialisation commute a linduction. Plus précisé-
ment, si E est un (B, M)-module, alors pour tout x € S, sp, (i%(E)) est
naturellement isomorphe o i%(sp, (E)) = i%(E,), lisomorphisme étant

induit par f — f, f €iG(E), ou
f(9) = sp,(f(9)).

VI.8.3. (G, B)-modules et restriction. — Si P = M N est un sous-
groupe parabolique de G, et si (7, V) est un (G, B)-module, alors 7§ (7, V)
est muni d’'une structure de B-module. Il est évident que 'action de M
sur 7§(V) commute & cette action de B. Montrons que 7§(V) est un B-
module plat. Soit £ un B-module quelconque. Comme, en tant qu’espace
vectoriel

T%(V) = VN = V/V(N) == V ®H(N) C
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ou C est le H(N)-module trivial, on a
E@pri(V)=E®p (V @nw C) ~ (E®p V) @y C.

Or V est un B-module plat, donc le foncteur @ ® g V' est exact. D’autre
part le foncteur de restriction @ @) C est aussi exact. Ceci montre que

rG(V) est un B-module plat. Ainsi nous obtenons un foncteur

r§: M(G,B) — M(M, B)
La proposition VI.1.3 se généralise alors aux (G, B)-modules :

Proposition. — Le foncteur r% : M(G, B) — M(M, B) préserve les
B-modules de type fini.

La encore, le point crucial est la compacité de P\G, et donc la finitude
de P\G/K pour tout sous-groupe ouvert compact K de G.

VI1.8.4. Utilisation de la platitude. — Comme dans les sections
précédentes, B est une C-algébre commutative noethérienne réduite, et
S la variété algébrique affine qui lui correspond. Dans les applications,
nous aurons besoin de nous ramener au cas otu, lorsque (7, V) est un
(G, B)-module admissible, et K est un sous-groupe groupe ouvert com-
pact quelconque de G, le B-module VX est libre de type fini (ce qui est
bien stir une condition plus forte que projectif de type fini, tout module
projectif étant facteur direct d’un module libre). Or un module projectif
de type fini est localement libre . Plus précisément, si f € B est non nul,
notons 7 la partie multiplicative de B constituées des puissances de f,
By le localis¢ de B en Ty, pour tout module M, My le localis¢ de M
(voir A.IIL.1, exemple 3 et 4) et Sy ouvert de Zariski de S des idéaux
maximaux ne contenant pas f.

Théoréme. — Un B-module M est projectif de type fini si et seulement
sl existe des €léments (f;)i=1...r de B engendrant B sur lui-méme, tels
que pour tout i = 1,...,7 la localisation My, soit un By,-module libre de

type fini.
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Démonstration. Voir [7], chapitre II, §5, Théoréme 1.

Nous allons maintenant voir des applications de ce résultat. Soit (7, V)
un (G, B)-module admissible, et soit ¢ un morphisme de (G, B)-module
de V' dans lui-méme, et pour tout sous-groupe ouvert compact K de G,
soit

(bK . VK — VK
le morphisme de B-modules induit. Comme V¥ est projectif de type fini,
on trouve une famille finie (f;);=;. ., d’¢élément de B engendrant B sur
lui-méme, tels que pour tout ¢ = 1,...,r la localisation fof soit un By,
module libre de type fini. Soit f I'un des f; et pour tout point x dans Sy,
notons

sp,(¢) : sp,(V) — sp,(V)
sp, () : sp,(VF) — sp,(VF)

les morphismes obtenus par spécialisation.

Remarquons au passage que I'on a bien str sp,(V/) = sp,(V*).

Proposition. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, et soit
(p, W) une représentation irréductible de M. Pour tout ¥ dans X (M),
posons T, = i%(p ® V). Si my, est irréductible pour un certain 1y dans
X (M), alors my est irréductible pour tout 1 dans un ouvert de Zariski de
la variété algébrique X (M).

Démonstration. Posons B = C[A(M)]. C’est 'algébre des fonctions de la
variété algébrique X (M). Considérons le (M, B)-module
(p5; WB) = (p ® Xun, W &c B)
de exemple VI.8.1, et le (G, B)-module induit (cf. VI.8.2)
(78, Vi) = i5(p5, Wh).

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. L’espace VA est un B-

module, mais posséde aussi une structure de module pour ’algébre de
Hecke H(G, K), héritée de I'action de H(G). Les actions de B et H(G, K)
sur VA commutent.
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Spécialisons maintenant en ¢ € X (M). On a, d’aprés le corollaire
VI.&.2

sp, (15, Vi) = spy (i (ps, Wp)) = i3 (p @ 9).

Notons V,;, 'espace de cette représentation. On a alors
VwK =iG(p @)~ ~ Spw(VB)K = spw(Vé().

Pour tout h € H(G, K), notons mg(h) laction de h sur VX et 7y (h)
Paction de h sur sp,(V4). Ceci définit des morphismes

7k H(G, K) — Endp(VE),
Ty« H(G, K) — End(V,}").

D’aprés le théoréme I11.1.5, on voit que si i%(p ® 9) est irréductible
si et seulement si pour tout sous-groupe ouvert compact K de G suffi-
samment petit, VwK est un ‘H(G, K)-module irréductible. D’apreés le théo-
réme de Burnside (voir [28] 3.1.3) tel est le cas exactement lorsque )
est surjective. Le théoréme II1.1.5 montre méme en fait que i%(p @ )
est irréductible s’il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que
Vf soit un H(G, K)-module non nul et irréductible.

Supposons que 7'({;0 soit surjective, pour un tel K, de sorte que Vdfg

soit un H(G, K)-module irréductible, et constatons que la description
des K-invariants (VI.8.2.1) dans la représentation induite V;, montre que
le fait que VwK soit non nul est indépendant de 1) (ce qui dépend de ¥
bien sar est la structure de H(G, K)-module de V). Il s’agit de montrer
que 71'5 est surjective pour tout ¥ dans un ouvert de Zariski de la variété
algébrique X (M).

Reprenons la discussion précédant 1’énoncé de la proposition (donc ici
S = X(M)). Ce ) est dans I'un des ouverts principaux Sy, ot le localisé
Véf s est libre sur By. Notons encore

w5 H(G,K) — Endg, (V£,),

et choisissons une base B de Endp, (V55 ,) sur By. Spécialisons en ¢ € S :
B, = sp,(B) est une base du C-espace vectoriel

sp,,(Endp, (Véff)) = End(Vf).
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Choisissons une famille libre F de H(G, K) telle que I'image de F par
Ty, SOit exactement la base By,. Appelons F' le sous-espace de H(G, K)
engendré par F, et notons M = (m;;);; la matrice de la restriction de 7p
a I : ¢’est une matrice a coeflicients dans By, et W,,(m;;) est une matrice
a coefficients complexes, & savoir la matrice de la restriction de 7, a F'
dans les bases F et B,. Le déterminant de cette matrice est un polynome
en les m;j, qui vaut 1 en 9. Il est donc non nul sur un ouvert de Zariski
de Sy. Sur cet ouvert, m,; est donc surjective. O

VI.8.5. Irréductibilité générique des induites. — FEn utilisant le
lemme géométrique et la proposition VI.8.4 nous allons montrer le théo-
réme suivant.

Théoréme. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, et soit
(p, W) une représentation supercuspidale irréductible de M. Pour tout 1
dans X (M), posons m, = i%(p @ ). Alors my est irréductible pour tout
Y dans un ouvert de Zariski de la variété algébrique X (M).

Démonstration. D’apreés la proposition VI.8.4, il suffit de montrer que my,
est irréductible pour un certain 1y dans X' (M).

Soit A la composante déployée de M. Soit y le caractére central de
p. La restriction du caracteére |x| de Z(M) a A est a valeurs dans R,
et donc est trivial sur YA. T définit donc un caractére de A(A) = A/°A.
Comme ce réseau s’injecte avec un indice fini dans A(M) (cf. V.2.6), on
peut prolonger |y| en un caractére ¢ € X (M). On obtient [y~ ty| = 1
sur A, et donc|yp x| = 1 se factorise en un caractére du groupe com-
pact Z(M)/A et comme tout caractére d’un groupe compact est unitaire,
[v=tx| = 1 sur Z(M). Comme p ® 1)~ est supercuspidale a caractére
central unitaire, elle est unitaire. En effet, une représentation supercus-
pidale est compacte modulo le centre d’aprés le théoréeme VI.2.1, donc
essentiellement de carré intégrable modulo le centre, et I'on peut alors
conclure par le lemme IV.3.2. Quitte & translater par un tel caractére
1~1, on peut donc supposer, dans 1’énoncé du théoréme, que p est uni-
taire. De plus, pour tout ¢ € X' (M) unitaire, p ® 1 est alors unitaire, et
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donc aussi i%(p ® 1, W). En particulier, cette derniére représentation est
complétement réductible.

La représentation r$i%(p®, W) admet d’aprés VI.5.3 (i44) une filtra-
tion dont les quotients sont de la forme w- (p®1)) pour w € W (M) /Wyy;.
Nous allons montrer que pour tout ¢ en dehors d’un fermé de Zariski
de la variété réelle Im (X (M)), les caractéres centraux de p ® 1 et de
w- (p®1)) sont différents. Comme ci-dessus, notons x le caractére central
de p. Le caractére central de p®1) est donc x|z () et celui de w- (p®1))
est w- (X z(m)). Comme le réseau A(A) s’injecte avec un indice fini dans
A(M), il suffit de montrer que ya est différent de w - (y«) pour tout «
en dehors d'un fermé de Zariski de X'(A). Mais ceci découle du fait que
W(M)/Wy ~ W(A) (V.4.3.3) qui agit fidélement sur a* (V.3.8) et de la
description de Im (X' (M)) en V.3.18. Nous allons conclure grace au

Lemme. — Soit (m, V') une représentation de G admettant une filtration
{0} =VycViC---CV,=V

dont les quotients successifs V! = V;/V,_1 ont des caractéres centraux
distincts. Alors
v~V
i=1

Démonstration. Il est clair que le résultat est vrai pour les représentations
restreintes & Z(G). Mais comme G et Z(G) commutent, l'action de G
préserve la décomposition en caractéres distincts de Z(G). O

On déduit de ce qui précede que r8i%(p @1, W) se décompose en une
somme directe de modules de la forme w - (p @), w € W (M) /Wy, dont
les caractéres centraux sont deux a deux distincts, pour tout ¢ en dehors
d’un fermé de Zariski de Im (X' (M)). On a alors en utilisant la réciprocité
de Frobénius

Homg (7, my) = Homr (r§(my), pt0)
= P Homu(w- (p), pt) = Hom (ph, pt)

’wEW(M)/W]\/[
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qui est clairement de dimension 1 puisque py est irréductible. On en
déduit que 7y est irréductible. Ceci termine la démonstration du théo-
réme. U

VI1.8.6. Une autre application. — On se replace dans la situation
de VI.8.4, avant I’énoncé de la proposition. Dans ce contexte, soit = un
ensemble de points Zariski dense dans S (comme B est réduite, les z € =
séparent les éléments de B).

Fixons une base de VfK et soit (my )k, la matrice de 'endomorphisme
. UK K

dans cette base. Comme = est Zariski dense dans .S, son intersection avec
I'ouvert Sy est encore Zariski dense, et pour tout z € Sy N =, la matrice
(W, (my))k, est une matrice a coeflicients complexes. C’est la matrice de

sp,(¢x)

Proposition. — Supposons que pour tout x € =, la spécialisation en x
de V' soit irréductible. Alors ¢ est l'action d’un élément b € B.

Démonstration. D’aprés le lemme de Schur, pour tout x € =, sp,.(¢) est

un opérateur scalaire, donc il en est de méme de sp, (¢ ). Ainsi la matrice
(W (myy))g, vérifie-t-elle W (my) = 0si k # L et Wyu(myy) = Ya(myy)
pour tous k,[. Comme Z est Zariski dense, on en déduit que (my)g, est
scalaire. On voit donc que ¢k ; est un donné par l'action d'un b € By .
Ceci valant pour tout sous-groupe ouvert compact K de G et pour tous
les f;, on en déduit que ¢ est donné par I'action d'un b € B. O

Exemple. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, et soit
(p, W) une représentation supercuspidale irréductible de M. On reprend
les notations de la démonstration de la proposition VI.8.4. Soit

¢: Vg — Vg

un morphisme de (G, B)-modules. Grace au théoréme d’irréductibilité
générique, les hypothéses de la proposition ci-dessus sont satisfaites, et
I'on en conclut qu’il existe un b € B tel que ¢ est ’action de b.
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Considérons maintenant le cas M = P = G. Soit z un élément du
centre de la catégorie M(G)(,). C’est par définition une transformation
naturelle du foncteur identique qui donne en particulier un endomor-
phisme G-équivariant de Wz = W ® B. On obtient donc que 'action de
z dans W = W ® B est donnée par 'action d’un élément b € B et ’'on
retrouve ainsi les résultats de VI.4.5.

VI.9. Le second théoréme d’adjonction

VI.9.1. Lemme de Jacquet généralisé. — L’énoncé du théoréme
qui suit ne différe du théoréme VI.6.1 que part le fait que l'on fait plus
d’hypothése d’admissibilité sur la représentation. La démonstration en
devient beaucoup plus délicate

Théoréme. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, de com-
posante déployée A, et soit (m,V') une représentation lisse de G. Soit
K un sous-groupe ouvert compact de G admettant une décomposition
d’lwahori selon P. Alors lapplication de projection j : V — Vy envoie
surjectivement VE sur (V)5

Démonstration. On reprend les points de la démonstration du théo-
réme VI.6.1 qui n’utilisent pas I'hypothése d’admissibilité de (7, V). Tout
d’abord on vérifie que I'image de VE par j est bien dans (Vy)% . On
choisit alors t € CT. L’ensemble {t~™ K xt™| m € N} forme une base de
voisinages de lidentité dans N, et la réunion des t ™ Knt™, m € N est
égale & N (Théoréme V.5.2).

Soit v € VK, et soit m € N. On a encore, comme en VI.6.1

(VL.9.1.1) Jj(m(eg)m(t™) - v) = wn(t™) - j(v).
Ceci montre que
(V1.9.1.2) (™) - 5 (VE) Cj(vE)

Bien que my(t™) soit inversible sur j(V) = Vy, sans I'hypothése d’ad-
missibilité, I'inclusion ci-dessus peut étre stricte.
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Soit v € VJ\I,{ M toujours sans utiliser 'hypothéese d’admissibilité, on a
montré qu’il existe m € N tel que

(VL9.1.3) (") v € §(VE),

c’est-a-dire que 'on a

(VL.9.1.4) U =) -5 (vE) = v,
meN

Considérons la distribution a; x = ex * &, * ex € H(G, K), et notons
A T'endomorphisme de VE donné par 'action de a; k-

Lemme. — On a
V(IN)NVE = (U ker 7(asi g ) NVE = Uker A
iEN

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’aprés le lemme V.5.3,
on a asi g = (ar)". Posons N; = 7" Kyt et rappelons que Uien Vi = N.
D’aprés la proposition I111.2.9 , on a alors V/(IV) = (J,y ker e, d'out

V(INYNVE = (U ker eNZ) NVE = Uker EN; |y -

1€EN 1€EN

Or ayi g = e % 0p * €f¢ = €Ky % €Fy, ¥ €Ky % Opi * Cf¢
= CRy ¥ Ciyy ¥ Op % Cpifc i % CF = €Ry * Opi % €ifey i ¥ €K

(VI9.1.5) =6y * ep-igcypi * €x = Opi ¥ €n, * €k.

On en déduit que la restriction a VX de ayi i coincide avec la restriction
de 6;i * en,. Comme ;i est inversible, ker mx (ayi jc) = ker A" = kere A
O

Nous avons maintenant besoin de la notion de localisé d'un espace
vectoriel en un endomorphisme de cet espace et d’endomorphisme finale-
ment stable. Les définitions et les résultats utilisés sont développés dans
les annexes, en A.I, exemple 5 et C.II.
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Lemme. — Le localisé de VE en A est naturellement isomorphe a

(Vi m(2),

le morphisme canonique v - (VE, A) — (VI 7x(t)) étant donné par j.

Démonstration. Reprenons les résultats du lemme A.II.1 qui décrivent

le localisé. Le localisé de VE en A est d’apres ce lemme, (naturellement)
isomorphe au localisé de VE /(U,en ker A') en A’ ot A’ est I'endomor-
phisme induit par A. D’aprés le lemme ci-dessus

VE/(Unenker A') = VE/(V(N) N V) = j(VE)

et 'endomorphisme A’ est donné par 7y (t) (ceci résulte de (VI.9.1.1). 1
reste maintenant a voir que (Vo ™, my(t)) est bien ce localisé. D’aprés le
lemme A.II1.1, il suffit de vérifier que 7y (t) est inversible sur (Vi )5 et
que

(VL.9.1.6) Vi = Jmn () v ).

ieN
Tout d’abord, comme 7(eg,,)m(t) = w(t)m(e-1k,,1) = 7(t)7(ek,,), on a
mn(ex, )mn(t) = iy ()7 (ek,,) et donc 7 (t) définit bien un endomor-
phisme de Va™ = V&Y et de méme pour 7y (t~"). L'égalitée (VI.9.1.6)
est une reformulation de (VI1.9.1.4). O

Proposition. — Le morphisme A est finalement stable. Plus précisé-
ment, il existe une constante b = b(G, K) ne dépendant que de G et K
telle que pour toute représentation lisse (m, V), A est un endomorphisme
stable de VE. Posons V¥ = ker A®, VX =Tm A°. On a alors

Le localisé de VE en A est alors aussi (naturellement) isomorphe a
(KK,A‘V*K), le morphisme canonique v étant donné par la projection
sur VX parallelement a V. De plus la constante b peut étre choisie

plus petite que la constante ¢(G, K) du théoréeme d’admissibilité uniforme
VI.2.5.

Avant de passer a la démonstration de cette proposition, qui occupera
plusieurs paragraphes, finissons la démonstration du théoréme. On déduit
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des deux lemmes et de la proposition que j réalise un isomorphisme
(naturel) de VX dans V™ et que le noyau de j sur VX est V. Nous
avons fait plus que simplement montrer la surjectivité dans I’énoncé du
théoréme, car la démonstration fournit une section de j : VK — V]\If M
en l'occurrence le sous-espace VK. O

Remarques. — 1. La décomposition VE = VK @ VE ne dépend pas du
choix de ¢ dans C}*. Si (7, V) est admissible, on retrouve la décomposi-
tion de la proposition VI.6.1.

— 2. 11 existe des sous-groupes ouverts compacts C' de N et C' de N
tels que pour tout (7,V) € M(G),

VE =VEnkereq, VE =egxeq-V
— 3. Il existe € > 0 tel que pour tout ¢ € A™(e),

V& =kerm(ar ), VX =Imm(ay k).

Démonstration. Le premier point est la généralisation de la proposition

VI.6.1. 1l se démontre de la méme maniére en utilisant le fait que pour

tout autre élément s de C'f™, d’apreés le corollaire V.5.3, on a pour tout

n dans Z,
asn’KCLtn’K == a(st)nJ{.
Il découle aussi du second point.

Pour le second point, il suffit de choisir C' tel que t*Kyt® C C et
t*Kyt™® C C. On a alors d’aprés (VI.9.1.5), pour tout v € V& =
ker m(ap i),

0=rm(ap ) v==ex*0p*xex -v=>0p%*ep, .

Comme l'action de dp» est inversible, on voit que v € kerey,, et comme
N, C C, on a ec = ec * ey,, et donc v € ker ec N VE. Réciproquement,
si v € ker ec, alors v € V(N) (proposition 111.2.9).

Pour montrer VX = ey * ex - V, on utilise 'égalité

Qg = €K * €, * O,
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ot N, = t? Kyt~?, qui se montre comme (VI1.9.1.5). Comme N, C C par
hypothese, on a ey, * e = ea, et 'on obtient

V*K:atva-V:eK*er*étb-V:eK*er-VDeK*e@-V.

Réciproquement, comme A° est stable, VX = m(apm x) - V pour tout
m € N*, et pour m assez grand

C C me = tmeNt_bm,

ce qui donne l'inclusion dans ’autre sens.

Le troisiéme point résulte assez facilement du deuxiéme. En effet, on
sait (théoréme V.5.2) qu’il existe € > 0 tel que, C' et C' étant comme
ci-dessus

CCct'Kyt, CCtKgt
On a alors comme ci-dessus, pour tout v € VX,
m(agkx - v =0 % ep-1g - U,

et 'on en déduit que ker w(ay, k) jyx = ker m(e;-15) v C VENV(N) =
VJE (voir la démonstration du lemme ci-dessus). Comme C' C ¢t~ 'K yt,
-1xnt = €-1xyikec, tout v € Vi = VENker ec est dans ker (€1 K nt)|VE s
donc dans ker 7(ay, x )|y« . De méme

V*K =egxec -V Deg*eo *ELK i1 V=eg *CLK gt Vo= W(at,K) V.
La réciproque vient de

V*K =7(ap i)V Cmlayk) - V.

Les paragraphes suivants sont consacrés a la démonstration de la pro-
position.



VL.9. LE SECOND THEOREME D’ADJONCTION 295

VI1.9.2. Un cas particulier. — Soit D une classe d’inertie de repré-
sentations irréductibles supercuspidales d’un sous-groupe de Lévi L de G,
et (p, W) une représentation supercuspidale dans cette classe d’inertie.
Rappelons que nous avons introduit dans la remarque VI.4.1 un progé-
nérateur (I1y, Vi) = indo? (Resok (p, W)) de M(L)p. D’autre part, il a
été remarqué que

Vi, ~ indof (Triv) @ V ~ F @V = W,

oil F est I'algébre des fonctions réguliéres sur X'(L). En effet, indo (Triv)
est isomorphe & C[A(L)], I'algebre du groupe A(L) = L/°L. Notons sim-
plement (II;, Vi,) = (II;, Vi) pour alléger les notations. Clairement, V
est un (L, F')-module admissible (un cas particulier de 'exemple VI.8.1).
D’apreés le lemme VI.8.2; si () est un sous-groupe parabolique de facteur
de Lévi L, alors

(IL V) = ig (I, V4)

est un (G, F')-module admissible.

Le corollaire VI.8.2 affirme que la spécialisation de Vi; en x € X' (L)
est

(V1.9.2.1)
sp, (I, Vir) = sp, (i (I, V1)) = i (sp, (I, 1)) = ig(p @ x, W).

Nous allons maintenant démontrer le lemme de Jacquet dans le cas par-
ticulier de la représentation (II, Vi) = i§(Ily, V). Fixons un sous-groupe
parabolique P = M N et un sous-groupe ouvert compact K comme dans
I’énoncé du lemme de Jacquet de la section précédente, dont on reprend
d’ailleurs toutes les notations. Comme II; est supercuspidale, d’aprés la
proposition VI.5.3, r}G)ig(Hl, V1) admet une filtration dont les quotients
sont de la forme i, (*II;) si L est conjugué a un sous-groupe de Lévi de
M, nuls sinon. Il s’ensuit que i (113, V1) est un (M, F')-module admis-
sible. Grace au second lemme de la section VI.9.1, on voit que ’endomor-
phisme A de V& = (z’gvl)K vérifie les hypothéses de la proposition C.II.
On en déduit qu’il est finalement stable, ¢’est-a-dire qu’il existe b € N tel
que

(V1.9.2.2) Vil = (V)i @ (V)X
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avec AY((Vin)¥) = 0 et A® inversible sur (Vi1)X. Nous voulons maintenant
montrer que I'on peut prendre b < ¢(G, K), la constante d’admissibilité
uniforme du théoréme VI.2.3. Pour cela, d’aprés le lemme C.II, (iv), il
suffit de voir que A¢ annule (Vi)&.

D’aprés le théoréme VI.8.5, la représentation sp, (II, Vi1) = zg(p ® X),
X € X (L), est irréductible pour tout y en dehors d'un fermé de Zariski
de X(L). En particulier, pour tout ces Y,

(V1.9.2.3) dimsp, (Vi))" = dim(ig(W @ C))* < ¢ =¢(G, K),

ou ¢(G, K) est la constante d’admissibilité uniforme VI.2.3.

Le F-module Vi est aussi un ‘H(G, K)-module. Les actions de F et
H(G, K) commutent, et la décomposition (VI.9.2.2) est une somme di-
recte de F-modules. Pour tout h € H(G, K), on note II(h) l'action de h
sur Vif* et II, (h) Daction de h sur sp, Vi), La situation est similaire &
celle rencontrée en VI.8.4. L'image par sp,, de (Vir)§ C (Vir)" est annulé
par lopérateur II, (A®), pour tout x tel que (VI.9.2.3) soit vérifié.

On utilise la méme technique qu’en VI.8.4. On se place sur l'un des
ouverts principaux Sy de X' (L), oit le localisé Vl‘ff est libre sur Fy. Notons
encore II(h) I'action d’un élément h € H(G, K) sur Vif';. On déduit de
(V1.9.2.2) que

Vity = (V)i @ (Vi)

et choisissons une base B de Vl‘ff sur Fy, union des bases By et B; de
(ViLg)§ et (Vinp)X respectivement. Spécialisons en x € Sy : By, = sp, (B)
est une base du C-espace vectoriel ig(W @ C,)¥. La matrice de m(A°)
dans la base B est a coefficients dans FY, et son image par U, est la
matrice (& coefficients complexes) de II, (A¢). Comme II, (A°) annule By
pour tout x dans un ouvert de Zariski de Sy, et que F' est réduite, on
en déduit (par un argument déja utilisé dans VI.8.6) que II(A°) annule
B et donc (Vi f)&. Comme ceci vaut pour tout les ouverts principaux
S du théoréme VI.8.4, on obtient que I1(A°) annule (Vi)&, et donc que
b<c(G,K).

Ceci termine la démonstration du lemme de Jacquet dans le cas par-
ticulier de la représentation i$(Ily, V).
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V1.9.3. Fin de la démonstration du lemme de Jacquet. — Nous
allons maintenant étendre le résultat de la proposition VI.9.1 a toutes
les représentations lisses de G. Nous commencons par les représentations
induites. Soit ) = LU un sous-groupe parabolique de G, D une classe
d’inertie de représentations irréductibles supercuspidales de L, et (p, W)
une représentation de M(L)p. Nous voulons montrer que i&(p, W) vé-
rifie la proposition VI.9.1. Dans la section précédente, nous avons établi
celle-ci pour la représentation z'g(Hl, V1), ot (IIy, Vi) est un petit progé-
nérateur de Mp(L). D’aprés le lemme A.VIIIL.2, la représentation (p, W)
est quotient de deux représentations qui sont des produits directs de
représentations isomorphes a (I1;,V}), c’est-a-dire que 'on a une suite

exacte de la forme
H Vi— H Vi—W —0.
a 8

Comme les foncteurs zg et jx sont exacts et préservent les produits (co-
rollaire VI.1.2), on obtient une suite exacte

[TGEw* = [J6gv)* — G§W)* —o.

a B
Comme A’ est stable sur (zgvl)K , Pendomorphisme induit par am g sur
(I, @V1)" est stable (idem pour le second produit), pour la méme
constante b € N que précédemment. Le résultat pour (ng)K s’en déduit
immeédiatement (lemme C.II, (i7)). Ceci établit le lemme de Jacquet pour
ig(p, W).

Passons maintenant a une représentation quelconque (7, V) de M(G).

Le théoreme de décomposition VI.7.2 permet d’écrire

V=D W
s€B(G)
et ’on se raméne donc a montrer la proposition pour chaque composante
Vs. Pour les composantes supercuspidales, ceci est trivial par définition.

II reste les composantes induites. D’aprés le lemme VI.7.2, (ii7), chaque
Vi se plonge dans une somme directe finie de représentations induites de

P iG (o, W)

el

la forme
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Considérons le conoyau C de cette injection. De la méme maniére, C'
s’'injecte dans une somme de la méme forme. On en déduit une suite
exacte de la forme

0— Ve = @ ig(pi, Wi) = @i (0, W)
iel ieJ
qui réalise V; comme le noyau d’'un G-morphisme entre deux représenta-
tions pour lesquelles la proposition est établie. On utilise alors ’exacti-

tude du foncteur jg, le fait qu’il préserve les sommes directes finies pour
obtenir une suite exacte

0— VS — @ig(m, W)X — @ig(pj, W)k,

iel ieJ
Le lemme C.II (i4¢) nous permet de conclure. O
VI1.9.4. Une conséquence. — Une premiére conséquence du lemme

de Jacquet généralisé est que le corollaire VI.6.3 est maintenant valide
sans 'hypothése d’admissibilité. Redonnons 1’énoncé :

Corollaire. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et
distingué dans Ky et admettant une décomposition d’Iwahori selon les
sous-groupes paraboliques standards. Soit (m,V') une représentation lisse
de G telle VE engendre V. Alors tout sous-quotient de V est engendré
par ses vecteurs fixés par K.

On en déduit, en vertu du théoréme 1.3.2 :

Proposition. — Soit K est un sous-groupe ouvert compact de G, inclus
et distingué dans K, et admettant une décomposition d’Iwahori selon
les sous-groupes paraboliques standards. Alors la sous-catégorie pleine de
M(G) des représentations engendrées par leurs vecteurs K-invariants
est équivalente a la catégorie des modules unitaires sur [’algébre de Hecke

H(G, K).
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VI1.9.5. Une autre conséquence. — Plagons-nous dans les hypo-
théses de la section VI.8.3. Le foncteur de restriction

r§ : M(G, B) — M(M, B)

préserve la B-admissibilité. L’argument est le méme que celle du corol-
laire VI.6.1.

VI1.9.6. Le second théoréme d’adjonction de Bernstein. — Soit
P = MN un sous-groupe parabolique de G. Le foncteur r§ est 1’adjoint
a gauche du foncteur i, mais ce dernier admet aussi un adjoint & droite.
Ce fait n’est pas particuliérement profond, car le foncteur i est la com-
position du foncteur d’oubli de M a P, qui admet un adjoint a droite,
d’un foncteur de normalisation qui ne joue aucun role, et du foncteur
d’induction parabolique Indg, qui, comme G/P est compact, s’identifie

au foncteur d’induction compacte ind$ et admet donc un adjoint a droite
(cf. I11.2.6).

Ce qui est en revanche beaucoup plus profond est la détermination
explicite de cet adjoint & droite. Soit P = M N le parabolique opposé a
P.

Théoréme. — le foncteur T‘g est ladjoint & droite du foncteur i%. C’est-
a-dire que pour toute représentation (w,V) dans M(G) et pour toute
représentation (1, E) dans M(M), on a un isomorphisme naturel

(V1.9.6.1) Homg (i%(7, E), (7, V) =~ Hom (7, E), 7% (7, V).

Ce résultat est connu sous le nom de second théoréme d’adjonction de
Bernstein. Nous allons voir qu’il découle du lemme de Jacquet. Montrons
tout d’abord qu’il est équivalent a I’énoncé suivant

Théoréme. — Pour toute représentation lisse (w, V') de M,

(V1.9.6.2) r&7 = (rén)”
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Démonstration. On a, pour toute représentation lisse (7, F') de M et toute
représentation lisse (7, V') de G,

Home (%7, 7#) ~ Homg(, (i% 7))

(V1.9.6.3) ~ Homy (7, (r§ (7)),

La premiére égalité est le lemme 1.4.2.1. La seconde est le fait que I'in-
duction normalisée commute avec la dualité. La troisiéme est I’adjonction
des foncteurs i% et 7§ et la derniére est & nouveau le lemme 1.4.2.1. Si
Pon suppose que r&7 = (r§m)’, on obtient alors (VI.9.6.1) avec 7 au lieu
de 7. Pour obtenir (VI1.9.6.1) avec 7 qui n’est pas de la forme &, nous
raisonnons de la facon suivante. La représentation 7 s’injecte dans 7, et
le conoyau 7 de cette injection s’injecte dans 7;. On obtient ainsi une

suite exacte

0—mT—7T<—m.

Ce qui nous donne par exactitude a gauche des foncteurs Homg (X, o) et
g,
verticales les isomorphismes (VI.9.6.1) établis ci-dessus pour 7 et 7 :

un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes et les fléches

0 —— Homg(i%7,7) —— Homg(i%7,7) —— Homg(i%T, 7)

l l

G

0 —— Homy,(7,787) ——— Homy,(T, rp7:r) —— Hom, (7, rg7:r1).

TP

Gr) sont iso-

On en déduit facilement que Homg(i¢7, ) et Homy (7, %

morphes et que cet isomorphisme est naturel.

Réciproquement, si 'on suppose que le second théoréme d’adjonction
est établi, alors on obtient

Homy (7, 7%(7)) ~ Homg (i (7), 7) ~ Hom (7, (rg (7)),

le second isomorphisme étant (VI.9.6.3). Comme ceci est vrai pour tout
T € M(M), le principe A.II1.3 nous donne 'existence d’un isomorphisme
naturel rG7 ~ (rgm)” O
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Démontrons maintenant ce théoréme. Nous le reformulons sous la forme
suivante :

Proposition. — Il existe une dualité M -équivariante
(,)p:r5(V) x Tg(‘?)

vérifiant, pour tout v € V, pour tout X\ € v, pour tout t € C1™, pour tout
m € N assez grand,
(V1.9.6.4) rG(m@)E™).0, N p = S (EN (™) - v),
ot v = jn(v), A= jx(N).
Cette dualité induit un isomorphisme rg(f/) ~r&(V).
Pour tout v € V', pour tout X € v, il existe € > 0 tel que pour tout

t e Cle),
(V1.9.6.5) (rG(m) ()5, Ay p = 6 2 ()N(x(t) - v).

Démonstration. 1l s’agit d’abord de trouver une dualité entre r§r et Tgﬁ'.

Les espaces respectifs de ces représentations sont Vy et VN. Soit un sous-
groupe ouvert compact K de G admettant une décomposition d’Iwahori
selon P. Nous avons, dans la démonstration du lemme de Jacquet, établi
une décomposition VE = VE @ VE de telle sorte que VX ~ VJ\I,{M , et de
la méme maniére, nous disposons d’une décomposition VE = f/OK &) f/*K
avec XZkK o ‘7]\—"[{”’ . Remarquons que VX est orthogonal & \70K et que V&
est orthogonal a f/*K . En effet, soient v € VK, X € f/OK , et écrivons
v = am i - V', avec les notations de la section VI.9.1, ott m est un entier
suffisamment grand. On a alors

A(w) = Magm k- v') = ((aem k)™ A)(©) = (@r-m i - A)(01).

Ici, 'élément ¢ est dans C'} ", partie définie relativement au sous-groupe
parabolique P, et plus précisément a son radical unipotent N. La partie
qui correspond au sous-groupe parabolique P = M N est

07 = {aYae it}

Le sous-espace V{* de V¥ est donc le noyau de a;-m g, pour m suffi-
samment grand. On a donc a;—m g - A = 0, ce qui montre que VE est
orthogonal a V{*. L autre assertion se démontre de la méme maniére.
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La restriction de j a VX est un isomorphisme sur V. Notons s son

inverse. De méme, notons sK I'isomorphisme de VN sur VK inverse de j.
Soient 7 € VoM et A € VKM et notons v = s§(0) et A = s&(X). Posons

<T)> )‘> = <U> )‘>>

ot le second crochet de dualité est la dualité naturelle entre V et V. 11
est clair que ceci définit bien une dualité entre VJ\I,( M et VNKM . En effet, on
a d’aprés le lemme IIL1.6 (V)X = (V*)X = (VE)* et donc ceci découle
du fait que V¥ est orthogonal a V< et que VX est orthogonal a Vi¥.
Ceci montre aussi que (V)gM est bien tout le dual de Vo™ c’est-a-dire
que (Vi = ‘N/NKM.

Lorsque K décrit la famille des sous-groupes ouverts compacts de G
admettant une décomposition d’Iwahori selon P, la famille des K, décrit
une base de voisinage de lidentité dans M. On a donc Vy = Ux VKM
et f/N UxV, KM Nous devons vérifier que les dualités définies plus
haut sont compatlbles, et peuvent ainsi s’étendre en une dualité entre
Vi et (‘7) - Pour cela, il suffit de regarder ce qui se passe pour deux
sous-groupes ouverts compacts K’ C K de G. On a bien str dans ce cas
VE c VE' Soit v € VOK/ N VE. On a donc pour m suffisamment grand,

Qm gV = eg *Om ¥ €K -V = € kR kOpm ¥ Egr k€ -V = ek m g -V = 0.

. ’ N . L.
Ceci montre que V' N VX C V. De méme, si v € VX, écrivons v =
agm i - V' pour un certain v’ € VE. On a alors

V=€ kOm ke -V = €x *k €xr k Opm *k €1 k e -V = ek agm o U,

d’ott VX C ex-VE'. On veut montrer que ces inclusions sont des égalités.
Soit n un entier plus grand que b, la constante de la proposition VI.9.1.
En supposant que n soit assez grand, de telle sorte que t " K yt" C K’ et
t"Knt™™ C K’ et en calculant comme dans la démonstration du lemme
V.5.3, on obtient

at",K * CLtn’K/ = €eK * at2",K’7 a/t7L7K/ * a/t7L7K = CLth’K/ * e
. . ,
ce qui montre facilement que l'on a

%K’va:%K’ VKzeK-V;K/.

*
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Montrons que sur V]\I,{M ,
(V1.9.6.6) ex 058 oi=sK,
ou ¢ est 'inclusion de V]\If M- dans V]\If M Soit donc € V]\[,{ M et écrivons
b = vl xc) - v)
pour un certain v € VX, de sorte que
s5 (V) = m(am ) - v.
On a d’apres (VI.9.1.1),
() - v) = () (v) = (e s0) - v)
d’ou
€K © Sgl(v) =ex05p (JN( (atnx7) - v)) = ex - (T(awm k) - v)
= T(eg * am g ¥ ex) - v = T(am i) - v = 55(0).
Ceci montre (V1.9.6.6).
Nous allons aussi utiliser que pour tout v € V]\IfM
(V1.9.6.7) (1—ex)s®' (D) e VE = VE Nker jy.
En effet, d’apres (V1.9.6.6),
(1 — ex)sk'(0) = s5'(0) — excsk (5) = 55'(5) — 5K (0).
Or,
n(sp (0) = sp(0)) =0 -0 =0,
ce qui démontre 'assertion.

Nous pouvons maintenant calculer :
(s5(0),s5 (V) — (sp (), 55 (A)
(e sp (0)sexc - s (A) = (sE (9), 55 (A)
(5P (0),ex - 55 (N) = s (N) + (ex - 55 (0) = 53 (D), exc - s (M)
(5 (0), (ex — 1) - 55 (V) + {(ex —1) - 53 (@),eK-sfé (\)

/

K
P
K/
P

Or (( e —1) 55 (0), ex - s (V) = (e * (ex —1) - s5'(0), 55/ () = 0
et (sK'(), (ex — 1) - sB'(X)) = 0 d’aprés (V1.9.6.7) et Porthogonalité de
ViK' et VX
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Ceci montre que la dualité (.,.)p est en fait définie indépendamment
du choix de K.

Vérifions maintenant que cette dualité est M-équivariante. Soient v €
Vi et A € Vg, et m € M. Montrons que

Choisissons un sous-groupe ouvert compact comme ci-dessus tel que Ky,
fixe 7 et \ et soient v € VX, X € VX relevant respectivement o € Vy et A,
de sorte que (7, \)p = (v, A). Comme 7x(m) -0 = 7(m) - v, Ty(m) -\ =
7(m) - A, on voit que I'on aura l'égalité voulue si 7(m) -v € VI et
7(m) - A € VX' pour un autre sous-groupe compact ouvert K’ de G

vérifiant les mémes conditions que K, puisque ’on a montré que la dualité
ne dépend pas du choix de K. En effet, on a alors

(mn(m) - 0,75 - A)p = (7(m) - v, 7(m) - A) = (v, \)p.

1

Or on a aussi, en prenant K’ = mKm™", et en utilisant le fait que t est

central dans M,

Om * At = O ¥ €K % Op % € = €7 % Oy % Op % € = €x % Op % Opy * €

= e * (515 X €k 5m = agrt * 5m

Ceci entraine facilement que 7(m) -v € VX', et #(m)- A € VX On en
déduit immédiatement que

(rE(m)(m) - 0,75 (%) (m) - A)p = (0, A)p.

En effet, les normalisations par 5]13/ *(m) et 511,3/ ?(m) se compensent (lemme

V.5.4).
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Il reste a vérifier (V1.9.6.4) et (V1.9.6.5). Fixons un sous-groupe ouvert
compact K de G admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-
groupes paraboliques standards et fixant v et A\. On a alors

65 (™A (t™) - 0) = 6% (1) (exc - M) (m(t™) - exc - )
= 52 (™) N (apm k- v)
= 52 (™) (agm k- v, A)
= 8 (t" ) awn i - v, 5 (i (V)
= 577 (t") (s Ui (am 1 - 0), 53 (x (V)

Pour les deux derniéres égalités, on utilise le fait que pour m assez grand,

amm g - v € VX Porthogonalité de VX et VX (resp. de V{¥ et VX) et le
fait que s§ soit une section de jy sur V¥ (resp. s5 une section de jy sur

VE). D’apres la définition de la dualité (. ,.)p, on obtient

O (N (E™) - 0) = G (#7) (v (o s 0), Gy (V) e

= (577 mN (™) - 0, )

= (rE(m)(t™) - 0, A))p
On a utilisé (VI.9.1.1), une égalité démontrée en (VI.6.1). La démonstra-
tion de (VI.9.6.5) est identique, en utilisant le fait (remarque 3, VI1.9.1)

que pour t € Cf(e), VE = V£ & VE = ker a; x @ Im ay i¢. Ceci termine
la démonstration de la proposition. O

VI1.9.7. Seconde adjonction et complétion. — Nous donnons ici
une interprétation du second théoréme d’adjonction en terme de complé-
tion de modules (cf. section 1.1.4).

Théoréme. — Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G et soit
P = MN le sous-groupe parabolique opposé. Alors, pour toute représen-
tation (w, V) de M(G), on a un isomorphisme naturel

¢: (V)N ~Vy.
Pour tout v € (V)N ¢(v) est caractérisé par la propriété suivante :

— pour tout sous-groupe ouvert compact K de G admettant une dé-
composition d’Iwahori selon P, ¢(ex - v) = ex,, - (v).
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Démonstration. Par définition, le module Vy est la limite projective des
e - Vi, ot e décrit 'ensemble des idempotents de H(M). Comme les
ex,, forment un systéme filtrant d’idempotents de H(M) lorsque K dé-

crit 'ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G admettant une
décomposition d’Iwahori selon P, on a

— I VA Ky
Vy =limeg,, - Vg = lim V.
K K

Dans la section précédente (il faut inverser les roles de P et P), nous
avons exhibé un sous-espace VX de Vi tel que jy réalise un isomorphisme
VNKM ~ VX On obtient ainsi
Vy = lim VI ~ lim VX C lim VX = V.
P— Pa— Pa—
K K K

Ceci nous donne une identification de Vy avec I’espace :
V. ={veV]ex veVE (VK)}.

D’apreés la seconde remarque de VI.9.1, pour tout sous-groupe ouvert
compact C' de N suffisamment gros, on a VX = egec - V. On en déduit
que v € V., si et seulement pour tout K comme ci-dessus et pour tout
sous-groupe ouvert compact C' de N suffisamment gros (dépendant ex-
plicitement de K, voir la remarque VI.9.1), ey - v € exec - V. Ceci est
encore équivalent a :

- Pour tout sous-groupe ouvert compact C' de N, pour tout K comme
ci-dessus suffisamment petit (dépendant explicitement de C' et normalisé
par C' (ceci fournit encore un systéme filtrants d’idempotents), ex - v €
exec -V =eceg - V.

Ainsi : v € V; si et seulement pour tout sous-groupe ouvert compact

C de N,v € ec-V, et comme N est union de ses sous-groupes compacts,
on obtient V, ~ V¥, O

Nous avons obtenu ce théoréme comme conséquence du lemme de Jac-
quet VI.9.1. Soit (7,V) € M(G). En appliquant le résultat a (7, V), on
obtient un isomorphisme

(;S:f/ —>‘7N.
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Or VN ~ (VN ~ (Vy)* (cf 1.4.3), et donc Vi s'identifie a la partie
lisse de (Viy)* (cf. 1.1.5), qui par définition est V. On retrouve donc
I'isomorphisme canonique :
r&x ~ (rgm)-

La démonstration donnée ici est bien siir essentiellement équivalente a
celle donnée en VI.9.6, mais le formalisme des complétions de modules
permet une rédaction plus rapide. Il permet aussi d’obtenir le théoréme de
seconde adjonction de maniére un peu plus élégante. En effet, pour toute
représentation (7, F') dans M(M) et pour toute représentation (m, V)
dans M(G), on a, en écrivant le signe d’égalité pour des isomorphismes
naturels :

Homg(iS(E), V) = Home(ind%(FM (65" @ E)), V)
= Homg (PF(F (5 @ E)), V)

= Homp(F (0% ® E), FE(V))

= Homp(Fp' (03 ® E), Homa(H(G), V)wr)

= Homp(Fp (0}

= Homy, (5)/* ® E, V™) = Homy (E, 65> @ VV)
= Homy/(E, 0p 12 % Vi) = Homy (E, 5115/2 ® Vy)

= Homy (E,75V)

51° © E), Vap)) = Homp(FY (6”@ E), V)

Nous avons utilisé successivement 1'identité entre foncteur d’induction
compacte et foncteur P (II1.2.6), 'adjonction de P et du pseudo fonc-
teur d’oubli et I'expression du pseudo foncteur d’oubli en terme de com-
plété (1.2.3), le fait qu'un morphisme d’un module non dégénéré dans
un module quelconque est toujours a valeurs dans la partie non dégé-
nérée, I'adjonction entre foncteur d’oubli FA et le foncteur qui consiste
a prendre les N-invariants (qui se vérifie facilement), et enfin I'isomor-
phisme V¥ ~ Vi démontré ci-dessus.

VI.10. Le centre de M(G)q
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VI1.10.1. Un progénérateur de M(G)qy. — Soit 2 une composante
connexe de Q(G) et soit (M, (p, W)) une donnée cuspidale dont la classe
est dans 2. On peut supposer que M est un sous-groupe de Lévi stan-
dard de G, facteur de Lévi du sous-groupe parabolique standard P =
MN. Soit D la classe d’inertie dans M de (p, W), c’est-a-dire D =
[M, (p, W)]um. Notre but est de trouver un petit progénérateur de la caté-
gorie M(G)gq. Soit I1p le progénérateur de la catégorie M(M)p construit
en VL4.1. Un candidat naturel est [Ig = i%(Ilp). La premicre étape
consiste a voir que Il est indépendant des choix faits. Pour cela, nous
allons utiliser un résultat qui ne sera démontré qu’en VII.1.3 (ou le lecteur
est aussi invité a se référer pour certaines notations).

Lemme. — On suppose M mazximal (voir VII.1.3), et soit w l’élément
non trivial de W(M, x). On pose M' = w-M et p' = w-p, D" = [M', p']pr.
Alors

Z]GD(HD) >~ i]GD/(HD/).

Il est important de remarquer que 'isomorphisme ci-dessus n’est pas
canonique. D’autre part, I’assertion serait évidente avec w - P & la place

de P’. Or ici, w- P = P.
Démonstration. Si w - (M, D) = (M, D), ceci est trivial. Dans le cas
contraire, nous sommes alors dans les hypothéses du corollaire VII.1.3.

L’équivalence de catégories de ce corollaire montre qu’il s’agit de vérifier
que 7pi% (Ip) = Ilp, mais ceci est immédiat d’aprés le lemme géomé-
trique VI.5.3. U

On peut maintenant s’affranchir de I'hypothése de maximalité de M.

Proposition. — Soit (M, D) comme ci-dessus, et soit w € W(M, ).
Posons M' =w - M, D' =w-D. Alors

ip(lp) =~ % (pr).

Démonstration. On utilise le fait que w peut s’écrire comme produit de

transformations élémentaires (lemme VI.5.4). Ceci nous rameéne au cas
ol w est lui-méme élémentaire. Il existe alors un sous-groupe de Lévi L
de G contenant M comme sous-groupe de Lévi maximal. Soit Q) = LU le
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sous-groupe parabolique standard de facteur de Lévi L. D’aprés le lemme
ci-dessus

z.J%er(HD) = Z.JI;JD’er(l_ID’)-
On en déduit
i$(p) = igipn,(Mp) ~ igipn, (M) = i ().

O

La conséquence de ceci est que la (classe d’isomorphie de la) représen-
tation Il est en fait indépendante de la donnée (M, D) choisie pour la
construire. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat voulu :

Théoréme. — La représentation Il est un progénérateur de type fini

Démonstration. Le second théoréme d’adjonction de Bernstein affirme

que i% est adjoint a droite du foncteur ’f‘g. Celui-ci étant exact, on en
déduit immédiatement que i% préserve les projectifs. Ceci montre que
I, est projectif. On a aussi démontré en VI.7.5 que i préserve les re-
présentations de type fini. On voit donc que Ilg est de type fini. Or un
objet projectif de type fini est petit au sens de la théorie des catégories
(A.VIIL.2). 11 reste & montrer que Iy est un générateur de M(G)q, et
pour ceci, il suffit de voir que toute représentation irréductible (7, V") de
M(G)q est un quotient de Ilg. Soit M’ un sous-groupe de Lévi standard
de G tel que rg,(ﬁ) soit supercuspidal. Le foncteur i%, est I'adjoint a
gauche de rg,, et nous disposons du morphisme d’adjonction associé a
Videntité de r§, () :
Be %G (n) — 7.

Comme 7 est irréductible, ce morphisme est surjectif (car non nul) et par
exactitude du foncteur i, il existe un facteur de composition p' de r%, ()
tel que i%,(p') s’envoie surjectivement sur 7. Soit D’ la classe d’inertie de
p'. Par définition, (2 est aussi la composante connexe de Q(G) associée a
(M',D"). Comme p/ € D', et que IIp est un progénérateur de M(M’)p,
il existe un morphisme surjectif II,r — p'. Le foncteur i%, étant exact,
le morphisme image iIGD,(HD/) — z'IGD, P’ reste surjectif, et par composition,
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nous obtenons le morphisme surjectif i%, (I1p/) — 7 voulu. La proposition
ci-dessus permet de conclure. O

VI1.10.2. L’équivalence M(G)q ~ mod —Rq. — Nous reprenons les
notations de la section précédente. Posons

Ra = Endg(Ig).
Exactement comme en VI.4.1, on introduit les foncteurs
Fr, : M(G)g = mod — Rq, (m,V)+— Homg(Ilg, ),
Gr, : mod — Rg — M(G)q, M — M ®g, .

La démonstration du théoreme VI.4.1 peut étre recopiée mot pour mot
et I’'on obtient :

Théoréme. — Les foncteurs sont quasi-inverses et réalisent une équiva-
lence de catégories entre M(G)q et mod — Rq.

VI.10.3. Le centre de M(G)q,. — Les notations sont celles des sec-
tions précédentes. Posons Rp = Endy(Ilp). Pour tout ¢ € Rp, i%(¢)
est dans
El’ldg<Z]G3<HD)) = Endg<HQ) = RQ
Ceci définit par fonctorialité un morphisme d’algébres
Z}Cj : RD — RQ
Ce morphisme d’algébres est injectif, puisque le foncteur i% est fidéle. On

peut donc identifier Rp & une sous-algébre de Rq. En particulier Rq, est
un Rp-bimodule.

La structure de Rp-bimodule de Rq donne un foncteur d’induction :
(VI.10.3.1) mod — Rp — mod — Rg, M — M Rz, Ra.
Nous allons maintenant montrer que ce foncteur, au travers des équiva-
lences de catégories
(VI.10.3.2) mod —Rp >~ M(M)p et mod—Rg~ M(G)q,

est isomorphe au foncteur d’induction i%.
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Soit (m, V') dans M(G)gq. D’aprés le second théoréme d’adjonction de
Bernstein, on a un isomorphisme naturel

Homg (g, 7) = Homg(iIGp(HD), ) o HomM(HD,rg(ﬂ))

Le membre de gauche est un Rp-module & droite via 'injection de Rp
dans Rq et le membre de droite aussi. La naturalité de 'isomorphisme
d’adjonction entraine que cet isomorphisme est un isomorphisme de R p-
modules & droite. En d’autres termes, le foncteur d’oubli

mod — Rqg — mod — Rp

induit par Rp — Rgq correspond via les équivalences de catégories
(VI.10.3.2) au foncteur r%. Or le foncteur d’induction (VI.10.3.1) est
I’adjoint a gauche du foncteur d oubh et i& P est l’adJomt a gauche de rG.

.....

Notons W (D) le sous-groupe de W (A ) = Ng(M)/M stabilisant la
classe d’inertie supercuspidale D.

Lemme. — Le Rp-module a droite Rq est libre de rang |W (D)|. 1l est
donc libre de rang fini sur le centre 3p de Rp.

Démonstration. D’aprés le théoréme de seconde adjonction de Bernstein,
on a un isomorphisme naturel

RQ = Homg(lg(ﬂp),lg(ﬂl))) ~ HOHIM(HD, Tglg(HD))

En notant rp la composition du foncteur T’g avec la projection sur la

composante M(M)p de M(M), on obtient un isomorphisme naturel

(VI.10.3.3) R ~ Homy (Il p, rpiG(I1p)).

Nous avons vu ci-dessus que (VI.10.3.3) est un isomorphisme de Rp-
modules a droite.

D’aprés I’équation (V.4.3.3), la proposition VI.5.3 (iii), et la définition
de W (D), il existe une filtration de rpi%(Ilp) dont les quotients successifs
sont les w-1lp, w € W (D). Comme tous ces w-IIp sont projectifs, puisque
IIp lest, cette filtration se scinde en une somme directe

’/’D’LP HD @ w - HD
weW (D)
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Or,siwe W(D), w-p ~Tlp.

On obtient ainsi

Rq =~ Homy, (I1p, @ Ilp) = H Hom,y (I1p, I1p) = R'g/(D)‘.

weW (D) weW (D)

Remarquons que cet isomorphisme est un isomorphisme de R p-modules
a droite, mais que la structure a gauche, elle, est perdue. La deuxiéme
assertion découle du théoréme VI.4.4 O

Notons 3p et 3q respectivement le centre de Rp et Rq. Reprenons
les résultats des sections VI.4.4 et VI.4.5. Pour tout idéal maximal [
de 3p, lIp/Ip est isomorphe & moy, pour un unique objet (& isomor-
phisme prés) irréductible oy € M(M)p (I'entier m est une certaine mul-
tiplicité définie en V1.4.5). D’autre part [ +— o est une bijection entre
SpecMax(3p) et Irr(M)p, munissant ainsi Irr(M)p d’une structure de
variété affine complexe dont l'algébre des polynoémes est 3p. L’équiva-
lence de catégories VI.10.3.2 envoie Rp/IRp sur

RD/[RD ®RD HD ~ HD/IHD

et donc, puisque i% correspond au foncteur d’induction (VI.10.3.1), la

représentation i%(Ilp /ITlp) correspond au Ro-module & droite
RD/IRD ®’RD RQ >~ RQ/IRQ

Soit 2z € 3gq. Supposons que i%(o7) soit irréductible, de sorte que z

agisse dessus par un certain scalaire. Comme
iG(p/IMp) ~ i&(moy) ~ miG(oy),

on voit que z agit par ce méme scalaire sur i%(Ilp/ITlp). Par ce qui
précede, z agit par ce méme scalaire sur Rq/IRq. D’aprés le lemme ci-
dessus, Rq est un module libre de type fini sur 3p. Fixons une base
de Rq sur 3p. Alors l'action de z sur Rq s’exprime dans cette base
par une certaine matrice (z;;). La base choisie nous donne pour tout
idéal maximal I de 3p, une base sur C de Rq/IRq et I'action de z sur
Ra/IRq s’exprime dans cette base par une certaine matrice (Z;;), ou
Zij = Wi(2;), Uy étant I'unique élément de Home_ 44 (3p, C) de noyau 1.
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Rappelons que d’aprés le théoréme VI.8.5, i%(0;) est irréductible pour
tout I dans un ouvert de Zariski dense de SpecMax(Zp). Pour ces I, la
matrice (Z;;) est scalaire, et il s’ensuit que la matrice (z;;) est scalaire.
Ceci montre que z € 3p. Nous avons donc obtenu

Lemme. — Le centre 3q de Rq est inclus dans le centre 3p de Rp.

En fait, on obtient méme un peu mieux a peu de frais. Le groupe W (D)
agit sur la variété Irr(G)p et donc sur son algébre de polynémes 3p. En
effet, si 0 € D, on a vu ci-dessus que z € 3q agit sur i%o exactement
par le méme scalaire que son action sur o. Le corollaire VI.5.4 affirme
que les facteurs de composition de %o sont les mémes que ceux de %0
pour tout autre sous-groupe parabolique P’ de G admettant M comme
facteur de Lévi. Ceci est vrai en particulier pour P’ = w- P, w € W (D).

Il s’ensuit que z agit sur i%(w - o) par le méme scalaire que celui par

lequel il agit sur i% (o). On a donc

3q C 30V

Il s’agit maintenant de voir que l'inclusion ci-dessus est en fait une
égalité. Comme R, est un R p-bimodule, le centre 3¢ de R se caractérise
en utilisant seulement cette structure :

3Q ~ C’RD(RQ) = {7‘ € Rp | ar =ra, (VCL c RQ)}

Regardons de plus pres la structure de R p-module a gauche de Rq ~
Hom (Ip, rpi%(I1p)). L'action sur Homy (ITp, 7pi%(Ilp)) provient de
celle sur 7pi%(I1p) obtenue par fonctorialité.

Reprenons la filtration de rpiGIlp dont les quotients successifs sont
les w - IIp, w € W(D). Comme tous ces w - IIp sont projectifs, cette
filtration en induit une sur Pespace Homy,(Ilp,7pi%(I1p)), compatible
avec la structure de Rp-bimodule dont les quotients sont isomorphes a
Hom, (ITp,w - IIp). Cet espace admet une structure naturelle de Rp-
module & gauche, obtenue de ’action, tordue par w, de Rp sur w - Ilp.

Nous allons utiliser le lemme suivant :
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Lemme. — Soit A un anneau, et C la catégorie des A-bimodules. Pour
tout M € C, on note

Ca(M)={a€ Alma=am, (Ym e M)}.
Supposons que M € C admette une filtration
0O=M,,CM,CM,C---CM CMy=M
dont les quotient successifs Q; = M; /M1, 1 =0,...n, vérifient
Home(Q:, Q;) =0 (i # j).
Alors Ca(M) = i, Ca(@y).
Démonstration. On raisonne par récurrence sur n, le cas n = 0 étant

trivial. On peut donc supposer que Ca(M;) = ()i, Ca(Q:). De la suite
exacte courte

0—- M — M —Qy—0
on tire facilement que Co(M) C Ca(M;) NCa(Qo). Réciproquement, si
B € Ca(M;y) NCa(Qo), alors on peut définir
Qo= M/M, — My, m— fm—mp,

un élément de Home(Q, M;). Or notre hypothése entraine que ce mor-
phisme est nul. O

Il s’agit maintenant d’appliquer ceci, ce que 'on fait en observant que
st w # w' dans W (D), alors

Hommod R p—mod(Homy (Tlp, w - Tp), Homy (Ip, w’ - Mp)) = {0},
ce qui est clair. On obtient alors

3o0= () Crp(Homy(Ilp,w-Ip)) = 35"
weW (D)

De ceci, il est maintenant aisé de déduire le

Théoréeme. — Soit Q2 une composante connexe de la variété Q(G). Alors
le centre de la catégorie M(G)q est isomorphe a algébre des fonctions
polynomiales sur la variété Q). De méme, le centre 3(G) de la catégorie
M(G), produit des 3q, s’identifie a l'algébre des fonctions polynomiales
sur Q(G).
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Démonstration. Notons O(€2) I'algébre des fonctions polynomiales sur €.

Avec les notations qui précedent, la variété €2 est le quotient de la variété
D sous l'action du groupe W (D). Or Ialgébre des fonctions polynomiales
sur D est isomorphe a 3p, et donc O(Q) =~ BVDV(D). Or BVDV(D) ~ 3q.
L’assertion sur le centre de M(G) s’en déduit immédiatement. O

Corollaire. — Le centre 3q de la catégorie M(G)q est une C-algeébre
noethérienne (c’est l’algébre des fonctions réguliéres du quotient d’un tore
algébrique complexe par l'action d’un groupe fini).

Remarques. — 1. Il peut étre utile de donner de maniére explicite ce
qui n’apparait que de fagon implicite ci-dessus : la valeur en un point
(M, (p, W))e de Q(G) de la fonction z € 3(G) est le scalaire par lequel z
agit sur i%(p, W), oit P est un sous-groupe parabolique de G de facteur
de Lévi M.

— 2. Les idempotents centraux eq de VI.7.4 sont les fonctions carac-
téristiques des composantes connexes ) de w(G).

—3. Le corollaire VI.4.5 se généralise : les catégories M(G)q sont in-
décomposables.

V1.10.4. Homomorphismes de Harish-Chandra. — La termino-
logie employée provient de I’analogie suivante avec la théorie des groupes
réductifs réels [29] :

- centre de M(G) « centre de I’algébre enveloppante.
- Support cuspidal des représentations « caractére infinitésimal.

Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G. Rappelons 'appli-
cation définie en VI.7.3, dont on voit maintenant facilement qu’elle est
morphisme fini de variétés algébriques :

Ceci induit un morphisme entre algébres de fonctions polynomiales :

i+ 3(G) = 3(M)
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appelé homomorphisme de Harish-Chandra. Puisque le morphisme i,,¢
est fini, 3(M) est un 3(G)-module de type fini. Les résultats de VI.7.3

et la remarque 1 de la section précédente montrent que :

Proposition. — Soit z € 3(G) et posons zy = U3a(2). Alors, pour
toute représentation (o, E) de M(M), i%(zar) est un endomorphisme G-
équivariant de i%(o, E) qui coincide avec l'endomorphisme défini par z,
vu comme élément du centre de la catégorie. Pour toute représentation
(m,V) de M(G), r5(2) est un endomorphisme M -équivariant de rG(m, V')
qui coincide avec celui défini par zp.

VI.10.5. Centre de Bernstein et sous-groupes ouverts compacts.
— Le résultat suivant est implicite dans la démonstration du théoréme
de décomposition VI.7.2.

Théoréme. — Soit (m, V') une représentation dans M(G), et écrivons

V= Vs
seB(G)
sa décomposition de Bernstein. Soit K un sous-groupe compact ouvert de
G. Alors VX =0 sauf pour un nombre fini de composantes V.

Plus précisément, pour un tel K, notons Irr(G) i I’ensemble des classes
d’équivalence de représentations admissibles irréductibles de G admettant
des vecteurs firés par K non nuls, et Q(G) Uensemble de leurs supports
cuspidaux. Alors Q(G) gk est un nombre fini de composantes connexes de

Q(G) (que l’on note B(G) k).

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que le nombre de classes d’iner-
tie de représentations irréductibles supercuspidales de G admettant des
vecteurs fixés par K non nuls est fini (remarque VI.3.4) et que ce fait est
crucial dans la démonstration du théoréme de décomposition. Soit main-
tenant s = [M, (p,W)]e € B(G) et soit D la classe d’inertie de (p, W)
dans M. Pour tout ¢ € X (M), on peut identifier i%(pi), W)X a un espace
ne dépendant pas de . En effet, d’aprés le lemme I11.2.2,

B, V) = P W,

geP\G/K
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ot K, = PNgKg™' et p désigne la projection de P sur P/N ~ M.
Rappelons que P\G/K est fini (lemme I11.2.3). Pour tout support cus-
pidal 0 = (M, (p, W))g, la fibre Sc™'(f) C Irr(G) est I'ensemble des
facteurs de composition de i%(py, W), et donc 0 € Q(G) si et seule-
ment si P cp\g/x WrKe) =£ {0}, Donc, soit s est contenu dans Q(G)x,
soit s n’intersecte pas Q(G)g, c’est-a-dire que Q(G)x est une union de
composantes connexes de Q(G). De plus s € B(G)k si et seulement si
D € B(M)yk,) pour un certain g € P\G/K. Ceci nous raméne au cas
des représentations supercuspidales traité dans la remarque VI.3.4. O

Proposition. — Soit K est un sous-groupe ouvert compact de G, inclus
et distingué dans K, et admettant une décomposition d’[wahori selon les
sous-groupes paraboliques standards.

(i) La sous-catégorie M(G)k de M(G) des représentations engendrées
par leur vecteurs K-invariants est stable par passage aux sous-quotients

et
H M(G
seB(G

(it) Le foncteur V w— VE réalise une équivalence de catégories de

M(G) g avece M(H(G, K)), dont l’inverse est
M — H(G) @nc,rx) M.

(i1i) Pour tout (m,V) € M(G), (m,V) € M(G)k si et seulement si
(7, V) e M(G)k
(iv) Ualgebre H(G, K) est noethérienne.

Démonstration. La premiére assertion de (i) est établie dans la proposi-

tion VI.9.4. De ce qui précéde, on déduit la décomposition de M(G) g
(71) découle du théoréme 1.3.1.
(¢47) Soit (m,V) € M(G). Décomposons VenV =W, +W,, on Wy
est la sous-représentation engendrée par VX, donc dans

@x= 1] M@

seB(G) K
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et Wy est dans [[.p.0), M(G)s. On a alors W3 = 7(ex)Ws = 0. On
veut montrer que Wy est nul. Supposons que w € Wy soit non nul. Alors
il existe v € V tel que w(v) # 0, et comme V est engendré par VX il
existe g1,...9 € G, v1,...,v € VE tels que v =Y, 7(g;) - v;. On a alors

0# wv) =) (7(g) w)(w)

et donc I'un des facteurs (7(g; ') - w)(v;) est non nul. Or

07 (7(g;") - w) (i) = (7(g; ") - w)(m(ex) - vi) = (F(ex)T(g; ) - w)(vi),

et I'on obtient une contradiction puisque (7(ex)7(g; ") - w) € WK = 0.
Réciproquement, si (7, V) € M(G)g, V < V est dans M(G).
(iv) On a vu que chaque composante M(G), est une catégorie noethé-

rienne, donc il en est de méme de M(G)g, et donc de M(H(G, K)). Or
lalgebre H(G, K) est de type fini sur elle-méme, donc noethérienne. O

Le probléme inverse, consistant & réaliser pour tout s € B(G) la ca-
tégorie M(G)s comme une catégorie de la forme M(H), ot H est une
algebre de Hecke de la forme H = H(G, K) (en fait des algébres de Hecke
un peu plus générales sont admises) s’appelle la théorie des types. Nous
renvoyons le lecteur intéressé a [15].

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G, inclus et distingué dans
Ky et admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes pa-
raboliques standards et soit P = M N un sous-groupe parabolique stan-
dard. Alors K = K N M posséde les mémes propriétés que K relative-
ment au groupe M. Reprenons les notations de la section VI.7.3.

Corollaire. — La partie B(M)k,, de B(M) est l'image inverse par iy
de la partie B(G) .

Démonstration. Soit s = [M, (0, E)|¢ € B(G). Montrons que s € B(G)x
si et seulement si t = [M,o0]|, € B(M)g,,. Supposons t = [M,o], €
B(M)k,,, c'est-a-dire que E admet des vecteurs fixes par K, non nul.

Considérons la représentation m = i% (o), d’espace V. Comme d’aprés le

lemme de Jacquet, VE se surjecte sur V]\I,( M qui contient un sous-quotient
isomorphe a EX™ d’aprés le lemme géométrique, on a VE #£ 0. Donc il
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existe une représentation irréductible dans M(G)s dans M(G)k, ce qui
montre d’apres ce qui précéde que M(G)s C M(G)g, et donc s € B(G) .
Réciproquement, si s € B(G)g, d’aprés la démonstration du théoréme,
Ere) 2L 0 pour un certain ¢ € G. Ecrivons g = pk, avec k € K et
p € P. Alors, comme K est supposé distingué dans Ky,

K,=gKg 'NP=pkKk 'p'NnP=p(KNP)p*

et tous les p(K,) sont conjugués (& Kj/) dans M. Donc EfM £ (.
Démontrons maintenant le corollaire. Soit t € B(M) et montrons que
t € B(M)k,, si et seulement si iy (t) € B(G)kx. Onat=[L, o]y pour un
certain sous-groupe de Lévi standard L inclus dans M. Sit € B(M)g,,,
alors o admet un vecteur non nul fixé par Ky = KNL, et ipe(t) = [L, 0lg
admet un vecteur non nul fixé par K, donc iyg(t) € B(G)k. Récipro-
quement, si iyi(t) € B(G)k, alors o admet un vecteur non nul fixé par
K;=KnLetdoncteB(M)g,,- O

VI.10.6. Représentations de type fini. — Pour toute représenta-
tion (m,V) de M(G), notons V, la composante de V' dans la catégorie
M(G)s, s € B(G) (cf. VI.7.2.2).

Lemme. — Soit (1, E) une représentation de type fini dans M(G). Alors
Es est nul sauf pour un nombre fini de s € B(G).

Démonstration. Chaque générateur de (7, E) n’a de composantes que

dans un nombre fini de Fj. O

Théoréeme. — Soit (1, E) une représentation lisse de type fini de G.
Alors (1, F) est 3(G)-admissible, c’est-a-dire que pour tout sous-groupe
ouvert compact K de G, EX est un 3(G)-module de type fini.

Démonstration. On se rameéne avec le lemme au cas ou (7, F) est dans une
catégorie M(G)s, pour un certain s € B(G). Comme 3(G) agit alors sur
(1, E) via son quotient 3, il s’agit de montrer que EX est un 3,-module
de type fini

Commengons par le cas ou § € B(G) est le support d’inertie d’une re-
présentation supercuspidale irréductible (7, V') de G. On reprend alors les
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notations des sections VI.4.1 et VI.4.5. Soit (II, Vf1) un progénérateur de
la catégorie M(G)(n), par exemple celui construit dans la remarque VI.4.1
(noté la-bas (II;, Vi, )). On sait que (7, E) € M(G)[x est isomorphe a
un quotient d’une somme de copies de (II, Vfy), plus exactement (7, E)
s’inscrit dans une suite exacte de G-modules de la forme

@VH_)@VH—)EHO

el jeJ

Si (1, E) est de type fini, on peut alors prendre J fini. Il suffit donc de
montrer que ViX est un Zzx-module de type fini. Rappelons que

(1, Vir) = indo& (Reso&(m, V) ~V @ F,

ou F' = C[A(G)] est 'algebre des fonctions polynomiales sur la variété
X(G). Comme 7 est supercuspidale irréductible, elle est admissible. I
reste donc a montrer que F' est un Zj;-module de type fini. Or ceci est
évident, vu la description de Z; comme algebre des fonctions polyno-
miales sur

Ter (G =~ X(G) /X (C) ().

Voyons maintenant le cas général. Soit (M, (p, W)) une donnée cus-
pidale telle que s = [M, (p, W)]g, ot M est un sous-groupe de Lévi de
G. Soit P un sous-groupe parabolique de G de facteur de Lévi M. Soit
(I1s, V5) le progénérateur de la catégorie M(G), construit en VI.10.1 (noté
la-bas (Ilg, Vq)). Le méme raisonnement que ci-dessus montre qu’il suffit
de voir que VX est un 3.-module de type fini. Or

(s, V) = iB(IT, Vi)

ott (I, Vi1) est le progénérateur de la catégorie M (M), construit comme
ci-dessus. D’aprés ce qui précede, (IL, Viy) est 3j,-admissible, ot 3, est
le centre de la catégorie M(M)j,. Comme dans la section VI.8.1, il est
facile de voir que I'induction parabolique préserve la 3j,-admissibilité.
De plus, 3, est un 3,-module de type fini (voir VI.10.3), et donc V; est
3.-admissible. O
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Corollaire. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Alors l’al-
gebre de Hecke H(G, K) est un module de type fini sur 3(G). En parti-

culier, H(G, K) est un module de type fini sur son centre, qui contient

ex * 3(G) * ek

Démonstration. Prenons pour représentation de G l'espace D(G/K) des

fonctions localement constantes & support compact sur G/K (que l'on
peut aussi voir comme ’espace des fonctions sur G invariantes a droite
par K et a support compact. C’est une représentation monogéne engen-

drée par la fonction caractéristique de K. Le groupe G agit a gauche, et
D(G/K)* ~D(G,K) ~ H(G, K) en tant que 3(G)-module. O

Proposition. — Pour qu’une représentation (1, E) de G soit de type
fing, il faut et il suffit qu’elle soit 3(G)-admissible et n’ait de composantes
non nulles que dans un nombre fini de M(G)s.

Démonstration. La condition est nécessaire d’aprés le lemme et le théo-
réme ci-dessus. Elle est suffisante, car si

E:@@

seF

ol I est un sous-ensemble fini de B(G), on choisit alors un sous-groupe
ouvert compact K de G vérifiant les conditions du corollaire VI.10.5 tel
que

FC B(G)K

et donc (7, E) est engendré par EX ot EX est 3(G)-fini, et donc a fortiori
H(G, K)-fini, d’aprés le corollaire. O

Variante. — On peut reformuler et démontrer le théoreme et la propo-
sition ci-dessus pour les (G, B)-modules : Un (G, B)-module (1, E) est de
type fini si et seulement s’il est B @c 3(G)-admissible et n’a de compo-
santes non nulles que dans un nombre fini de M(G)s. On en déduit que
les foncteurs d’induction i% préservent les B-modules de type fini.
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VI.11. Notes sur le Chapitre VI

Les généralités sur les foncteurs d’induction et de restriction se trouvent
a de nombreux endroits de la littérature. Il en est de méme des résultats
principaux sur les représentations supercuspidales ([3], [4], [18]). L’at-
tribution des résultats est parfois délicate. Ainsi, les diverses caractérisa-
tions des représentations supercuspidales (théoréme VI.2.1), semble dues
a H. Jacquet pour G = GL(n,F) et & Harish-Chandra en général, et la
dénomination de théoréme d’Harish-Chandra semble s’est imposée (peut-
étre aussi parce que d’autres résultats importants portent le nom de Jac-
quet). Je me suis aussi servi de [21] pour la rédaction de la démonstration
ce théoréeme. Les théorémes d’admissibilité et d’admissibilité uniforme,
ainsi que la proposition VI.2.4 sont diis a Bernstein ([3]). La encore,
les notes de S. DeBacker [21] m’ont été utiles. L’étude de la catégorie
M(G)x et la détermination de son centre est basée sur les notes [36].
Le lemme géométrique est dii indépendamment a Bernstein-Zelevinskii
[4] et Casselman [18], la démonstration suit [4] pour une bonne part,
mais aussi [18] & un point crucial, ce qui permet d’avoir une formule in-
tégrale explicite (VI.5.1.14). Les conséquences du lemme géométrique sur
les suites de compositions des induites paraboliques de supercuspidales
VI.5.3 et VI.5.4 sont obtenues dans [4]. L’irréductibilité générique des
induites VI.8.5 est tirée de [1]. La démonstration du lemme de Jacquet
VI.6.1 rédigée ici emprunte a plusieurs sources, en particulier (3], [1],
[21]. Le théoréme de Howe est tiré de [3|. La démonstration du théoréme
de décomposition de Bernstein suit les notes [36] pour I'essentiel, notes
elles-mémes inspirées de [1] auquel je me suis reporté de temps a autre.
Le second théoréeme d’adjonction est établi, pour les grandes lignes de la
démonstration, dans [1] (voir aussi |2]| et [20]). J’ai essayé de la rendre
plus accessible en ajoutant quelques détails. Il reste néanmoins que c’est
une démonstration difficile et subtile, dont le point crucial est le lemme
de stabilisation C.IT utilisé en VI.8.1. Le second théoréme d’adjonction
est équivalent a une forme forte de la dualité de Casselman, valable sans
hypothése d’admissibilité ([1] et [2])

Les résultats sur le centre de Bernstein sont exposés ici en suivant les
idées de [1] et [2], reprises et détaillées dans les notes [36]. La démarche,
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comme nous 'avons expliquée, est quelque peu différente de celle sui-
vie dans la rédaction antérieure [22], mais les corollaires importants du
résultat principal sont tirés de [22].






CHAPITRE VII

CLASSIFICATION DE LANGLANDS

Le but de ce chapitre est d’énoncer et de démontrer le théoreme de
classification de Langlands, qui réduit le probléme de la détermination de
Irr(G), c’est-a-dire des classes d’isomorphisme de représentations lisses
irréductibles d'un groupe réductif p-adique G, au probléme de la déter-
mination des classes de représentations irréductibles tempérées. La défi-
nition de représentation tempérée donnée ici est uniquement en termes
d’exposants normalisés, définis dans la premiére section. Le critére de
Casselman donne une condition nécessaire et suffisante sur les exposants
normalisés d'une représentation pour que celle-ci soit de carré intégrable
modulo le centre : ceux-ci doivent étre dans certains cones ouverts. La
définition d’une représentation tempérée est alors que tous ces exposants
normalisés sont dans les adhérences de ces cones ouverts. Une repré-
sentation tempérée n’est donc pas loin d’étre une représentation de carré
intégrable modulo le centre, et d’ailleurs, nous montrons qu'une représen-
tation tempérée irréductible apparait comme sous-représentation d’une
induite parabolique d’une représentation de carré intégrable modulo le
centre. En particulier, étant dans l'induite parabolique d’une unitaire,
elle est unitaire. Nous montrons d’autre part que I'induction parabolique
préserve la classe des représentations tempérées. Ce n’est pas le cas de la
restriction parabolique, mais on peut définir une notion de restriction pa-
rabolique tempérée, qui préserve la classe des représentations tempérées,
et méme obtenir une version tempérée de la réciprocité de Frobénius et
du lemme géométrique.
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Nous étudions ensuite les opérateurs d’entrelacement entre représenta-
tions de la forme i (p, W) et iG(p, W), ot P et @ sont deux sous-groupes
paraboliques de méme facteur de Lévi M et (p, W) est une représentation
lisse de M. Lorsque (p, W) satisfait & un certain critére (PQ-régularité),
on exhibe un opérateur d’entrelacement canonique entre ces représen-
tations. Les propriétés de transitivité de ces opérateurs d’entrelacement
sont étudiées en détails. Un triplet de Langlands est la donnée d’un sous-
groupe parabolique P = MN de G, d'une représentation irréductible
tempérée (0, E) de M et d'un caractére non ramifié ¢ de M vérifiant une
certaine condition de positivité. On montre alors que la représentation
o ®1 est PP-réguliére, et donc qu'’il existe un opérateur d’entrelacement
entre i (o, E) et i%(o, E). Une étude plus fine montre que 'espace de tels
opérateurs est de dimension 1, et que i%(o, E) (resp. i% (0, F)) admet un
unique quotient irréductible (resp. sous-représentation). On appelle ce
quotient le quotient de Langlands du triplet. Le théoréme de classifica-
tion affirme que toute représentation irréductible de G' apparait comme
quotient de Langlands, et ce de maniére essentiellement unique.

VII.1. Critére de Casselman et applications

VII.1.1. Exposants. — Soit P = M N un sous-groupe parabolique
de G de composante déployée A. Soit (m,V) une représentation lisse
admissible de G. La représentation r%(m, V) est alors admissible d’aprés
le corollaire VI.6.1. Pour tout sous-groupe compact ouvert K,; de M, et
pour tout t € A, comme tK )t~ = K, on peut écrire

(V) = PV

X

ou x parcourt l’ensemble des caractéres lisses de A et (rgV)XK est le
sous-espace caractéristique de (r&V)5™ pour le caractére y, c’est-a-dire

(rGV)EY = (v € (FGV)$u | 3d € N, Vit € A, (rE(m) (t) —x (£)Idy) v = 0}
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Si K, est un autre sous-groupe ouvert compact de M, K}, C Ky,
alors (rgV)Ev (TICSYV)i{M. On peut donc poser
(rEV) = J gV
K

ou K, parcourt les sous-groupes ouverts compacts de M. Si cet espace
est non trivial, on dit que x est un exposant normalisé de 7 pour le sous-
groupe parabolique P = MN. On note Exp(A,r§V) I'ensemble de ces
exposants. On obtient alors

(VIL1.1.1) V)= P EV)
XEEXp(A,T’gV)

Si (7, V) est de longueur finie, il en est de méme de r%(w, V) (cf. V1.6.4),
et I'ensemble Exp(A,r4V) est fini, d’aprés le lemme de Schur.

Remarque. — Si on prend P = G, on obtient une décomposition :
V=V
X

qui est une version un peu plus faible de la décomposition de la proposi-
tion I11.1.10 (puisque Ag C Z(G)).

Rappelons que l'induction et la restriction paraboliques préservent
I’admissibilité. Nous allons comparer les décompositions d'une représen-
tation et celle de son induite ou de sa restriction.

Lemme. — (i) Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G et (p, W)
une représentation admissible de M. Soit

W= P W, Ew= P Ew),
YeExp(Ap,W) xEExp(Ag,iGW)

les décompositions respectives en sous-espaces caractéristiques de W et
de z'gW pour les actions de Ay et de Ag respectivement. Si

(W) # {0},
alors x est la restriction de Ay a A d’un caractére i tel que W, # {0}.
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— (it) Soit P = MN wun sous-groupe parabolique de G et (w, V') une
représentation admissible de G. Soit

V= P W W= g Ew),

YeExp(Ag,V) x€Exp(An,rEV)

les décompositions respectives en sous-espaces caractéristiques de V et de
r&V pour les actions de Ag et de Ay respectivement. Alors la restriction
d’un caractére x de Ay apparaissant dans la deuxieme décomposition a
Ag est un caractére v apparaissant dans la premiére décomposition.

Démonstration. (i) Pour tout f € i4W, notons simplement par g - f
l'action (par translation a droite) d’un élément g de G sur f. Supposons
que f soit un vecteur propre non nul pour l'action de tout a € Ag pour

la valeur propre x(a). On a alors, pour tout z € G,

x(a)f(z) = (a- f)(z) = f(za) = flax) = p(a) - f(z).
Prenons =z € G tel que w = f(z) # 0. Alors w est un vecteur propre
de p(a) pour la valeur propre x(a). Ceci montre que x est la restric-
tion & Ag d’un caractére 1) de A, intervenant non trivialement dans la
décomposition de W.
(ii) C’est évident d’aprés la définition de r§V, dés lors que l'on re-
marque que pour tout a € Ag, dp(a) = 1. O]

VII.1.2. Critére de Casselman. — Dans cette section, nous établis-
sons un critére montrant qu’une représentation est de carré intégrable
modulo le centre.

Théoréeme. — Soit (m, V) une représentation lisse admissible de G ad-
mettant un caractére central unitaire. Alors 7w est de carré intégrable
modulo le centre si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique
P = MN de G, et pour tout exposant normalisé x de w pour le sous-
groupe parabolique P = MN, R(x) € T[a},]% .

Démonstration. Nous renvoyons le lecteur a la section IV.3 pour les dé-

finitions et notations concernant les représentations de carré intégrable
modulo le centre et & V.3.11 et V.3.18 pour les définitions de R(x) et
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*laz,]%. Nous allons adapter légérement les définitions des représenta-
tions de carré intégrable au contexte des groupes réductifs p-adiques.
En effet, le quotient Z(G)/Ag est compact, et comme Ag = Ca.’Ag,
avec " Ag compact, on a méme Z(G)/Cy, compact (voir V.2.5). On fixe
donc un caractére unitaire x de Cy, et une mesure G-invariante dg* sur
G/Ca, et Pon définit espace L*(G, x,dg*) comme en IV.3.1 et les re-
présentations de carré intégrable modulo le centre comme en IV.3.2, Cy,,
remplacant Z(G). Comme Z(G)/Ca, est compact, il est facile de voir
cette que nouvelle définition est équivalente & l’ancienne.

Soit (, V) comme dans I'énoncé du théoréme et soient v € V, A € V.
On cherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que

(VIL1.2.1) / 6w (9)]* dg*
G/Cay

converge. Soit K C Ky un sous-groupe ouvert compact de GG, distingué
dans Ky, admettant une décomposition d’Iwahori selon les sous-groupes
paraboliques standards de G et fixant v et \. Soient kq, ..., k, un systéme
de représentants des classes de K dans K. La décomposition de Cartan
V.5.1 de G nous donne :

G =[] KkFyCy kK.
ij=1

Fixons maintenant aussi un systéme de représentants S des classes d’équi-
valences dans C’J pour la relation (V.3.22.1), de sorte que ’on peut encore
rendre la décomposition de Cartan plus fine,

G =[] [[ KkiFozCask; K,
1,j=1z€S
et en déduire que

G/Ca = ]_[ [ 5kiFozk; K.

i,j=1z€S
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Ceci permet d’écrire (VII.1.2.1) sous la forme

Z Z Z |G (ki f2k;) | pa(K f2K)

i,j=1 feFy 2€8

=33 S b A (FPrc (K f2K).

i,j=1feFy z€S

On obtient donc une somme finie de séries a termes positifs, toutes de la
forme (en remplacant k; - v et k;° L.\ simplement par v et \, et en notant
que kj - v et k;' - \) sont encore fixés par K)

(VIL1.2.2) DD dua(f2) (K f2K).

feFy zeS

Regardons de plus prés le terme général de cette série. Rappelons (voir
(V.3.22.1)) que S ~ N¢. Plus précisément, une base du cone S est donnée
par des éléments t,, a € Ay tels que |a(ty)|r < 1et |5(ta)|r = 181 5 # a.

Fixons un entier n strictement positif, et, pour tout sous-groupe para-
bolique standard P = M N, notons

Su(n)={z= H ti?|Va€A@\Aé\4,ia>n, VaEAéM,Ogiagn.}

QEA@

Il est alors clair que

S = 1T Sy (n).

P=MN standard

Remarquons que tout élément t de Sy (n) s’écrit z = zt’ avec z; dans
I'ensemble fini Sy/(n); des HaeAé‘f the. 0 < i, < nett' dans 'ensemble

Sun)={= [ te ia>n}

QEA@ \ASJ

Fixons maintenant un sous-groupe parabolique standard P = M N,
et décomposons K selon le sous-groupe parabolique P = M N, avec les
notations habituelles :

K = KnKuKg.
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Soient f € Fy et z € Sy (N) et posons pour simplifier m = fz. Comme
m=fze My C M* ona

mrKym C Ky C K, m'Kym=Ky CK,

et
m ' Kym = K1y D Ky
D’ou
KmK = KnKyKymK = m(m™ ' Kym)(m ' Kym)(m ' Kym)K
= mK,,-1 ym K.

Ceci entraine que
NG(KmK) = IU'G(melemK) = MG(KmlemK) = MG(KmlemKMK]\_f)

= [Kp-1nm : ENJpc(KENKyuKy) = [Kp-1nm  Kn]pe(K).

Les calculs de fonctions modulaires effectués en V.5.4 pour un élément
a de la composante déployée A de M marchent plus généralement pour
un élément m de M, et donnent, pour m comme ci-dessus

[Ko-1vm = Kx] = dp(m),
si bien que l'on a en définitive
pa(KmK) = dp(m)puc(K).
La série (VII.1.2.2) peut alors s’écrire sous la forme
> Yo breaPp(f2)ua(K).
P standard f€Fy,2€S(n)

Le nombre de sous-groupes paraboliques standards de G étant fini, ainsi
que Fpy, le probléme de la convergence des séries (VII.1.2.2), pour tous
A, v, se rameéne au probléme de la convergence des séries de la forme :

Z ‘¢U,A(Z)‘26P(Z)'
z€Sn(n)

On utilise maintenant le décomposition de Sy/(n) en

Su(n) = Sur(n)1 Sy (n),
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et le fait que Sy(n); est fini pour se ramener comme ci-dessus au pro-
bléme de la convergence des séries de la forme :

Z ‘¢U,A(Z)‘26P(Z)'

2€8,(n)

Nos éléments v et A de départ on été remplacés par un nombre finis
d’éléments ne dépendant pas du choix de K. Quitte & remplacer celui-
ci par un sous-groupe ouvert compact plus petit satisfaisant les mémes
hypothéses, on peut toujours supposer que v et A sont fixés par K.

Comme (7, V') est admissible, on peut choisir € > 0 (dépendant de v
et \) tel que (VI.9.6.5) soit vérifié pour tout z € Cf (). On choisit alors
n assez grand, de sorte que S4,(n) C A},(¢). On a alors

Y 1ua2)6p(2)

z2€8,(n)

= > 150(2) 2\ (2) o)

2€8,(n)
= ) rEm)(2) - v (). i (M) el
z2€8h,(n)
on est ramené i l'étude des séries

Y rEmE) v (), is (V) el

2€8,(n)

Identifions le sous-groupe Sy, engendré par S}, (n) dans Ay a Z4, o
d = |Ap\ A}'|. Les exposants normalisés de (m, V) pour le sous-groupe
parabolique P, restreints & ce sous-groupe, s’identifient donc & des ca-
ractéres de Z%. Vu ainsi, un tel exposant normalisé y est donné par un

d-uplets (21, ..., zq) de nombres complexes non nuls (voir C.III). De ma-
niére plus explicite, une base de Sy, est donnée par les ¢,,, i = 1,...,d,
ou

{ai}izl,...,d = A@ \ Aé}”;

et z; = X(ta,)-
D’aprés le choix de K, on a jn(v) € Vi et jy(N) € XN/J\—I,(M. La propo-
sition C.III nous donne I'existence de polynémes @), (vu comme fonction
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sur Syr) tels que

(rE(m)(2) - v (), ix (W) = D Qu(2)x(2),

la somme (finie) portant sur les exposants normalisés de (7, V') pour le
sous-groupe parabolique P.

Il est alors facile de voir que la série :

Yo EmE) v @) isMW)elP = Y 1Y Q@)X

2€84,(n) 2€84,(n)

converge si pour tout exposant normalisé x, |x(ts,)| < 1, pour tout
it = 1...d. Réciproquement, si 'un des exposants normalisés ne vérifie
pas la condition, disons x € Exp(A,r%V), pour un certain parabolique
standard P, alors, en prenant v tel que jy(v) soit dans le sous-espace
propre correspondant, et A € V tel que (jn(v), j5(\))p # 0 on obtient

Yo B @) - in @) isW)elf = Y elx(@)P = +oo

2€8,(n) 2€84,(n)

¢ étant une constante positive non nulle. En utilisant V.3.19, on retrouve
la condition de I’énoncé. Ceci termine la démonstration du théoréme. [

VII.1.3. Une application. — Rappelons qu’un sous-groupe de Lévi
M de G est dit maximal s’il existe un sous-groupe parabolique propre
maximal P de G dont M soit un facteur de Lévi. Supposons que M
soit un sous-groupe de Lévi standard maximal de G (cette condition est
équivalente a [(M) = 2, cf. V.4.8). Le groupe

W(M, ) :={g € G| gMg" sous-groupe de Lévi standard de G} /M

posséde alors deux éléments, disons W(M,*) = {1,w}. Remarquons
qu’avec les notations de V.4.4, on a W(M, *) ~ W (M, *)/Wy;.

Silon pose M’ =w - M, et si P’ est le sous-groupe parabolique stan-
dard de G admettant M’ comme facteur de Lévi, alors w - P = P’, le
sous-groupe parabolique opposé & P’. Nous allons donner des conditions
nécessaires de réductibilité des induites supercuspidales de P a G.
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Théoréme. — Soit P = MN comme ci-dessus et soit (p, W) une repré-
sentation supercuspidale irréductible de M. Posons p' = p* € M(M')s..
Supposons que (m,V) = i%(p, W) soit réductible. Alors M = M’ et
P = p pour un certain caractére non ramifié ) de M a valeurs dans
R* .

Démonstration. On peut supposer que 7 est de caractére central unitaire.

En effet, si tel n’est pas le cas, un argument de la démonstration du théo-
réme VI.8.5 nous dit qu’il existe un caractére non ramifié¢ xy de G tel que
le caractére central de m, = ™ ® x soit unitaire. D’aprés I'isomorphisme
de Mackey II1.2.11, on a m, = i%(p) ® x ~ i%(p® x|um). La représentation
7 est donc réductible si et seulement 7, l'est, et la conclusion sur p se
déduit de celle sur p @ x|

Nous supposons d’abord que que M # M. Posons r(m) = {r§(m)},
ou ) décrit les sous-groupes paraboliques standards de G. D’apreés la
proposition VI.5.3, les seules contributions proviennent des sous-groupes
paraboliques P et P’, plus précisément

a G.q e} lelite]
ri(m) =rpip(p) = p, rp(7) =1rRip(p) =0
Le théoréeme VI.5.4 affirme que 7 est de longueur au plus 2, donc exacte-
ment 2, puisque 7 est supposée réductible. Posons (7, V') = i, (o', W).
Une analyse similaire s’applique a n’. Par adjonction on a

(VIL.1.3.1) Homg (7, 7') = Homypy (7565 (p), p') = Homp (0, p'),

et la dimension de cet espace est 1 car p' est irréductible. De méme
Homg (7', ) est de dimension 1. On a vu que (7)) = 2, donc il existe des
représentations irréductibles 7 et my de G et une suite exacte

(VIL.1.3.2) 0—m —7m—m—0.

/

Les facteurs de composition de 7’ et de 7 sont les mémes (théoréme

VI.5.4), mais Homg(7',7) étant de dimension 1, 7 et 7’ ne sont pas
complétement réductibles.

Le foncteur r$ étant exact, on obtient une suite exacte

0 — rg(m) — ri(r) = p — ri(m) — 0.
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Comme p est irréductible, soit r&(m) = p et r&(m) = 0, soit c’est le
contraire. Mais comme Homg (7, ) # 0, on a par adjonction

HomG(Tg> T, p) 7é 0

et donc r§(m) # 0, Aot r&(m) = p et r8(my) = 0.

Le méme argument avec le foncteur &, montre que soit r$ (m) = p' et
G, (my) = 0, soit c’est le contraire. Le foncteur R du lemme VI.7.2 étant
fidele, on voit que I'on ne peut avoir simultanément r%(m;) = r4,(m) = 0

et idem avec my. Done, r&(m) = p, r8(me) =0, % (m1) = 0 et r§,(m) =

/

o
Comme M est maximal, Ay;/Aq est de dimension 1. La restriction a
Ay du caractére central y de p vérifie donc 'une de ces trois possibilités,

mutuellement exclusives :
e |x(a)| =1 pour tout a € Ay,
e |x(a)| > 1 pour tout a € A},",
e |x(a)] < 1 pour tout a € A},".

Dans le premier cas, le caractere central de p est unitaire, et comme p
est supercuspidale, p est alors unitaire. Dans ce cas, T = i%(p) est encore

unitaire, donc complétement réductible, ce qui est exclu.

Dans le second cas, on remplace p par sa contragrédiente pour se rame-
ner au troisiéme cas, traité ci-dessous. La conclusion du théoréme pour
p entraine le résultat pour p de maniére évidente.

Dans le troisiéme cas, le critére de Casselman s’applique a la représen-
tation 7y, puisque 7’87T1 = (0 pour tout sous-groupe parabolique standard
Q # P, et que r§m = p et que plus, nous avons pris garde de supposer
que le caractére central de m, donc celui de 7, est unitaire. La repré-
sentation m; est de carré intégrable modulo le centre, donc en particulier
unitaire. Si 'on note par 7; la représentation conjuguée de 7y, on a alors
7 = 71, d’ou, en utilisant (VI.9.6.2) :

r

TR

(m) = r3(m) = (@) = rg(m) = p.

On a vu ci-dessus que r$,m = 0. Or r$€ s’obtient de 7%, par composition
pritl P

P
avec w. On en déduit que rgm = 0, et donc que p = 0, ce qui est absurde.
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Nous sommes parvenu & montrer que I’hypothése M # M’ aboutit
toujours & une contradiction. On a donc M = M’, et dans ce cas, P = P/,
w- P = P, et r$i%p a pour facteurs de composition p et p’ (c’est toujours
la proposition VI.5.3). On suppose p # p/, sans quoi la conclusion du
théoréme est évidente. Comme p et p’ sont supercuspidales, d’apres le
lemme VI1.3.6, on a méme

riigp=p&
et donc

Homg (7, ') = Homyy (r%i%(p), p') = Homu (p @ 0, ),

qui est de dimension 1. On reprend les raisonnements précédents. Les
représentations 7 et 7’ sont de longueur 2 et I'on écrit la suite exacte
comme en (VIL.1.3.2). L’exactitude du foncteur de Jacquet nous donne
comme précédemment rGm = p, rGm = p.

Comme ci-dessus, on se raméne au cas ot par le critére de Casselman,
on montre que 7; est de carré intégrable modulo le centre. On a donc
W{‘ = Ty, OU encore 7, = 7.

Comme w - P = P,

U(rg(m)) = ri(m) = p,
et 'on obtient, en utilisant (V1.9.6.2) :
pl=p"=rg(m) =rg(mn) = (rg(M)) = (rg(m)) = 5 =p"
De la méme fagon que dans la démonstration du théoréme VI.8.5, on

peut écrire p sous la forme p = Y py ol py est supercuspidale unitaire, et
¥ est un caractére de M a valeurs réelles. On a donc

p=p" = (Wpo)" =" po,
d’ou p/ = ¥~?p. O

Corollaire. — Soit P = M N, avec M sous-groupe de Lévi mazimal de
G. Posons W(M,x) = {1,w} et soit D une classe d’inertie de repré-
sentations supercuspidales de M telle que w - D # D (c’est le cas par

exemple si w - M # M ). Soit Q2 la composante connexe de U(G) associée
a (M, D). Alors
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(i) i% envoie les représentations de D (c’est-a-dire les représenta-
tions irréductibles de M(M)p) dans les représentations irréductibles de
M(G)a.

(i) Soit rp la projection sur M(M)p de 4. Alors rp est un foncteur

fidele de M(G)q vers M(M)p.

(7ii) Pour toute représentation (w,V') dans M(G)gq, le morphisme na-

turel T — iSrp () est un isomorphisme. Le foncteur

rp: M(G)Q — M(M)D
est une équivalence de catégories dont linverse est i%.
Démonstration. Le premier point découle immédiatement du théoréme.

Posons w - M = M', w- D = D' et soit P’ le sous-groupe parabolique
standard de facteur de Lévi M’. On a dans ces conditions w - P = P'. Le

foncteur rp est la composée de 7%, et de la projection sur M(M’)pr. Par
définition de Q, rp(m) et rp/(7) ne peuvent étre tous deux nuls. Comme

w envoie 7§ sur rg,, on voit en utilisant le théoréme VI.9.6.2 que rp(7)

et rp(m) sont tous deux non nuls. On en déduit (cf. A.VIIL.2) que rp est
fidele.

Le foncteur i% : M(M)p — M(G)q est l'adjoint a droite de rp :
M(G)q — M(M)p. Le morphisme d’adjonction (voir A.V)

oy o T — iSrp(m)

est injectif d’aprés le lemme VI.7.2 (iii). D’autre part, le lemme géomé-
trique VI.5.3 montre que le morphisme d’adjonction

0 : rDigT — T,

T € M(M)p, est un isomorphisme. En appliquant le foncteur exact rp
a a, on obtient une injection :

rp(ag) : rp(m) — rpiSrp(m).
En composant ceci avec 3, (r) on obtient

T . IB’I‘ T
ro(m) "2 rpiGrp () 2D pp(n)

qui est I'identité de rp(7) d’apreés les propriétés des morphismes d’adjonc-
tion (cf. Annexe A.V). Ceci implique que 7p () est un isomorphisme. On
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en déduit, rp étant exact et fidéle, que a, est un isomorphisme (naturel).
Les morphismes d’adjonctions « et 3 sont donc respectivement des iso-
morphismes naturels entre I'identité de M(G)q et i%orp et entre rpoi

et l'identité de M(M)p. Ceci montre I’équivalence de catégories. O

VII.2. Représentations tempérées

Nous développons dans cette section la théorie algébrique des représen-
tations tempérées. Pour les aspects analytiques (comportement asympto-

tique du caractére et des coefficients matriciels), nous renvoyons le lecteur
a [43].

VII.2.1. Définition par les exposants normalisés

Définition. — Une représentation (7, V) de M(G) est dite tempérée si
elle est admissible, et si pour tout sous-groupe parabolique P = MN,

tout exposant normalis¢ y de 7 relativement a P vérifie ®(x) € *laj,]p.

Remarques. — 1. Si (m, V) est tempérée tout exposant normalisé y de
7 relativement a G est unitaire (ie. R*(x) = 0). En particulier, si (7, V)
est tempérée et admet un caractére central, il est unitaire.

— 2. Si (m, V) est irréductible et de carré intégrable modulo le centre,
alors d’apreés le critére de Casselman VII.1.2, 7 est tempérée.

— 3. Comme tout sous-groupe parabolique de G est conjugué a un
sous-groupe parabolique standard, pour que (, V') soit tempérée, il suffit

G
que la condition R(x) € *[aj,]p soit vérifice pour tout exposant normalisé
x de 7 relativement & tout sous-groupe parabolique standard P de G.

Notre but immédiat est de voir comment les représentations tempérées

se comportent par rapport aux foncteurs d’induction i% et de restriction

G
TP.
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VII.2.2. Représentations tempérées et induction. — Les fonc-
teurs d’induction parabolique préservent les représentations tempérées :

Lemme. — Soient P = M N un sous-groupe parabolique de G et (o, F)
une représentation tempérée de M. Alors z'IGD(U, E) est tempérée.

Démonstration. 11 suffit de le vérifier pour les sous-groupes paraboliques
P standards. Soit () = LU un sous-groupe parabolique standard de G.
Soit x un exposant normalisé de i% (o, E) relativement a (. On veut

montrer que R(x) € T[aj],.

D’apres le lemme géométrique VI5.1, (r§i%(o, E)), admet une filtra-
tion dont le gradué associé¢ admet pour composantes les représentations

(iémuﬁl-P ocwo TQJKQOM(O-a E))x;

ot w décrit 'ensemble WM défini en (V.4.6.1). Comme o est tempérée,
tout exposant normalisé v relativement a w - Q N M vérifie

S
R(y) € +[“Z.L0M]w.QmM>

c’est-a-dire que l'on peut écrire
RW)= > ca
a€AM (w-QNM)
ol les ¢, sont > 0.

On a
* * -LNM \*

ap = Ay © (ag)
et les a € AM(w - Q N M) sont des éléments de af, ;~,, que Pon peut
donc voir comme éléments de aj. Un tel o € AY(w - @Q N M) peut alors
s’écrire

a=03+pu
ou € AY\ AYTM et € (af tmM)x,
Ceci permet d’écrire R(v)) sous la forme

R = Y caatn

M w-LOM
a€A\AY

avec € (af FMM)*
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Alors
Rw™"-1p) = Z Cow o +wtp

acAM\AMOw-L
avec w - p € (af™ " M)*. Comme

Gy = 0717 D (aémwilvM)* =0, ® (07 r-1ar)" B émwilvM)*a
ona (wt-p), =0.

Le choix du systéme de représentants W5 est maintenant crucial,
car par (V.4.6.1), si o« € A}, alors w™ - a € &7 . Ceci montre que

AN o s
R(w™ - v) -0 e Tl
D’apreés le lemme VII.1.1, tout caractére y; de Ay tel que

L M
((fw-1.p © W O Ty )xs 7 0

est la restriction a A; d’un caractére ¢, de Apq,-1.2s tel que

M
(w © TuwQﬂMo-)wl % 0.
Un tel caractére ¢ est de la forme w™"! -1 avec 1 comme ci-dessus. Ceci
—a
montre que $(t)1) est la restriction a a; d’un élément de *[aj] By Un tel

¢lément est dans *[aj],. O

VII.2.3. Représentations tempérées et restriction. — Passons
maintenant & I’étude du comportement des représentations tempérées

sous 'action du foncteur rg.

Lemme. — Soit (7, V) une représentation tempérée de G. Soient P =
MN un sous-groupe parabolique standard de G. Décomposons le module
de Jacquet r8V en une somme directe de représentations de M,

rSV = (r$V)° @ (rGV)*T

ol

(rgV)" = D (rEV )

XE€Exp(Anr ,T’gV)ﬁR(X):O

(rgV)* = D (rEV)x

XEExp(An,rEV)|IR(x)#0
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La représentation (rGm)® est alors une représentation temperée de M.

Démonstration. Fixons y € Exp(Ay,r8V) tel que R(y) = 0. Un sous-
groupe parabolique standard de M est l'intersection avec M d’un sous-
groupe parabolique standard de G, disons ) = LU, contenu dans P. La
transitivité des foncteurs de restriction (voir VI.1.4) nous montre que tout

exposant normalisé x¢ relativement & M N Q de (r§7), est un exposant
normalisé de 7 relativement a ). Comme 7 est tempérée, on a,

(VI1.2.3.1) R(xo) € *[atlg-

Rappelons la décomposition V.3.13 :
ag, = a3, @ (az')’
D’aprés le lemme VII.1.1 (44), la restriction de xg & Aps est égale a x. La
projection de R(xg) dans aj, est donc égale a R(x) = 0. On en déduit

que R(xq) € (az')*, d’ou

R(xo) € (a2)" N *Tazly C Tatlon-

O

VII1.2.4. Réciprocité de Frobénius pour les représentations tem-
pérées. — Nous obtenons la version suivante de la réciprocité de Fro-
bénius pour les représentations tempérées :

Proposition. — Soient P = MN wun sous-groupe parabolique de G.
Pour toute représentation (o, E) tempérée de M et pour toute représen-
tation tempérée (m,V') de G, on a un isomorphisme naturel

Homg (V,i$E) ~ Homy (r$(V)°, E)

Démonstration. Ce résultat est la conjonction de la réciprocité de Frobé-
nius VI.1.1 et du lemme I11.1.10. O

Lemme. — Soit (m,V) une représentation admissible tempérée de G
admettant un caractére central. Alors w est de carré intégrable modulo
le centre si et seulement si pour tout sous-groupe parabolique standard

propre P = MN, (r§7)° = {0}.
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Démonstration. Ceci découle des définitions, du fait que le caractére cen-
tral est unitaire (remarque 1, VI1.2.1) et du critére de Casselman. [

VII.2.5. Lemme géométrique pour les représentations tempé-
rées. — Nous allons maintenant établir une version du lemme géomé-
trique pour les représentations tempérées.

Proposition. — Soient P = MN et () = LU deux sous-groupes parabo-
liques de G et (p, W) une représentation tempérée de M. Alors rg(ig(p, w))o
admet une filtration dont les composantes du gradué associé sont les

I M 0
LLpw-1.p O WO (Tw-QmMW) )

o w déerit Uensemble W@ défini en V.4.7 paramétrant les orbites de
Q sur X = P\G.

Démonstration. Le seul changement par rapport au théoréme VI.5.1 est
que l'on prend la partie tempérée (r}!ony,W)° de 73/ oqy W dans la for-
mule. On peut supposer P et ) standard, et dans ce cas W% est I'en-
semble noté WM en V.4.6. 1l est clair que si w € WEM et si

X € Exp(Ag, Zfnurl-P ocwo (TS}J-QOMW)O)

alors R(x) = 0, puisque la représentation irny-1.p © w o (1 onyW)°
est tempérée, donc x est unitaire (Remarque VII.2.1). Réciproquement,
montrons que si w € WM et si

X € EXP(AL7 iLﬂwfl-P cwo (T%QHMW>+)7

on a R(x) # 0. Fixons de tels w, x. Comme dans la démonstration du
lemme VIL2.2 il existe X’ € Exp(Auw.caas, ryonnW) avec R(x') # 0 tel
que R(x) soit la restriction de R(w™' - x’) & ar. On écrit, comme dans la
démonstration du lemme VII.2.2,

RX)= Y tp

aeAY\Aw-LOM

avec 1 € (af *™™)*. Comme R(x’) # 0, I'un des ¢, est > 0.
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On a alors
Rw™ x)= >, cwafuwoy
aEAéw\Aéf'LmM
avec wl -y € (aé”wfl'M)* et donc (w™' - p)jq, = 0.

Il s’agit donc de montrer que si v € AJ\AFL™M “alors (w™-a)q, # 0.
Or, par définition, il existe un sous-espace non nul g, de 'algébre de Lie
de w-U N M dans lequel Ay agit par la racine a. Alors Ay agit dans
w™! - g4, un sous-espace de 1'algébre de Lie de U Nw™'- M, par w™! - a.
Comme 0 n’est pas valeur propre de 'action de A;, dans 'algébre de Lie

de U , on a bien (w™ - a)j, # 0. O

VII.2.6. Représentations tempérées irréductibles. — Le résultat
suivant nous dit que les représentations tempérées sont obtenues comme
sous-représentations d’induites de séries discrétes.

Théoréeme. — Soit (m,V') une représentation lisse irréductible de G.
Alors (m, V') est tempérée si et seulement s’il existe un sous-groupe pa-
rabolique standard P = MN de G et une représentation irréductible de
carré intégrable modulo le centre (o, FE) de M tels que (w,V) est une
sous-représentation de i%(o, E).

Si (P, = M{Ny, (01, Ey)) et (Po = MyNs, (09, E5)) sont deux couples
vérifiant cette propriété, alors il existe g € G tel que gM,g~* = M, et

O'? >~ 09.

Démonstration. La remarque 2, VIL.2.1 affirme que (o, E) est une repré-

sentation tempérée de M, et nous avons vu que l'induction normalisée
préserve les représentations tempérées. Ceci montre que la condition est
suffisante. Pour montrer qu’elle est nécessaire, choisissons un sous-groupe
parabolique standard P = MN de G, minimal pour la propriété que
(r4v)° £ 0. Comme cette propriété est vérifite pour P = G, lexistence
d’un tel sous-groupe parabolique est assuré. Comme 7 est irréductible,
r§(m, V)? est de type fini (VI.1.3) et donc admet un quotient irréductible
(0, E), grace a A.VL.3. D’aprés le lemme VII.2.4 et la minimalité de P,
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on voit que (o, E') est de carré intégrable modulo le centre. Par récipro-
cité de Frobénius, Homg(V,i$E) # {0}. Comme (7, V) est irréductible,
elle apparait comme sous-représentation de i%(o, E). Ceci termine la dé-
monstration du premier point.

Pour le deuxiéme point, on remarque tout d’abord qu’une représen-
tation de carré intégrable modulo le centre (o, E) est unitaire, et donc
que son induite normalisée i%(o, E) lest aussi. Si de plus (o, E) est ir-
réductible, i%(o, E) est de longueur finie, donc est semi-simple, et tout
sous-quotient est aussi une sous-représentation et un quotient.

On a Homg(V, iIGDQEg) # 0 et donc par réciprocité de Frobénius pour
les représentations tempérées,
Hom ((r§,V)°, Ey) # 0.
Comme V est quotient de i E, par exactitude du foncteur r4 , (r§ V)°
est quotient de
(rszPl El)
donc Homy, ((r§,i%, E1)°, E») # 0. D’aprés la proposition VIL.2.5, il existe
w € WM2:M te]l que
My My
HomMQ(zMzmw 1p, OWO (rme P2E1) ,Ey) # 0.
Fixons un tel w. En particulier (ryj'n,.pE1)° # 0 et donc d’aprés le

lemme VII.2.4 M; Nw - P, = M, c¢’est-a-dire M; C w - P5. On a alors

Homy, (27 owo Ey, Fy) #0,

ZMzﬂll)*lPl
ce qui donne, puisque les représentations apparaissant sont semi-simples
HomM2(E2,ZMzﬂw 1p, OWwo Ey) #0.
Par réciprocité de Frobénius, on obtient

G 0 _w
HomG((ngﬂw*LPlO-?) y 01 ) 7é 0.

En particulier (rﬁzﬁw,1.P1E2)0 # 0, ce qui montre que MyNw™t-P; = My,
c’est-a-dire My C w™ - P;. On en déduit My = w='- M, et

Homyy, (02, 01') # 0,

d’ott 09 >~ o}’ O
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Corollaire. — Une représentation irréductible tempérée est unitaire.

Démonstration. Ceci découle du théoréme car une représentation irréduc-
tible de carré intégrable est unitaire (IV.3.2) et I'induction parabolique
préserve 'unitarité. O

Remarque. — Sans 'hypothése d’irréductibilité dans le corollaire pré-
cédent, la conclusion de celui-ci peut étre fausse.

VIIL.3. Opérateurs d’entrelacement de représentations induites

VIIL.3.1. Ordre de Bruhat. — Soient P et () deux sous-groupes pa-
raboliques de G de méme facteur de Lévi M. Soit (p, W) une représen-
tation lisse de M. Le but de cette section est de construire un opérateur
d’entrelacement canonique entre i%p et igp, c’est-a-dire un élément de
Homg (i%p, i&p). Comme par réciprocité de Frobénius

Homg (i%p, ng) ~ HomM(rgigp, ),
cherchons & exhiber un élément de Homy, (rgi%p, p).

On suppose que le facteur de Lévi M est standard, et donc que les
sous-groupes paraboliques P et () sont semi-standards. Cette restriction
n’est aucunement essentielle, mais de pure commodité, nous permettant
d’utiliser des notations déja introduites. Le lecteur n’aura aucun mal a
adapter les démonstrations au cas général, ou a déduire les résultats du
cas particulier, par conjugaison.

Rappelons que le lemme géométrique VI.5.1 donne une filtration du

foncteur rg o i :

0=F CF... CFk:rgoz'g: M(M) — M(M)
telle que :
ot les w; sont des représentants des doubles classes w; € P\G/Q, nu-

mérotés selon un ordre total spécifié en VI.5.1. Il est commode dans
ce contexte de paramétrer P\G/Q non par le systéme de représentants
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WP de V.4.7, qui dépend de P et @, mais simplement par I’ensemble
des doubles classes Wy \We /W)y (voir V.4.5) qui n’en dépend pas. En
revanche, nous munissons cet ensemble d’un ordre qui dépend de P et

Q :

Définition. — (Ordre de Bruhat) On munit Wy, \W¢s /Wy, de Tordre
partiel

w <pg W' si PwQ C Pw'Q.
Lorsque P et @) sont clairement indiqués par le contexte, on écrit < au
lieu de <pg.

On note 1 € Wy \Wg /Wy la double classe de I’élément neutre de 1.
On choisit alors un ordre total < sur Wy \W¢g/Wi, qui raffine 'ordre
de Bruhat défini ci-dessus. Ainsi, si P = @Q, 1 est le plus petit élément
pour l'ordre <. Au contraire, si Q = P, c’est le plus grand. Rappelons
qu’en VI.5.1, nous avions muni I’ensemble des orbites de @) dans P\G
d’un ordre total

Zl<Z2"'<Zm

de telle sorte que pour tout ¢ = 1,...,m, qu Z; soit ouvert dans P\G.
Cet ordre peut étre choisi de telle sorte qu’il soit inverse de 1'ordre < sur

Wiy\We /Wy ~ P\G/Q.

VIIL.3.2. Filtrations. — Posons, pour toute représentation lisse (p, W)
de M, et tout élément w € Wy, \Wg /Wy,

Fp5(W) == {f € i3(W), Supp(f) N ( U Pu‘)’Q) =0}

W' =<w
et de méme définissons F o (W) avec < a la place de <. Posons aussi
FE§(W) := {f € ig(W). Supp(f) N PuQ C PaQ}.
et
Fpg (W) = {f € if(W), Supp(f) N PuQ = 0}.
Remarquons que 'on a alors toujours :

Fry(W) C Fpa(W), FFS5(W) C Fs3(W), Fpg(W) C Fsg(W).
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Tous les sous-espaces de i% (W) définis ci-dessus sont stables sous I'ac-
tion de (). Notons

les images respectives de
Frg (W), Fp5 (W), F35 (W), Fg5 (W)
dans r&iG(W).

Les foncteurs F PQ,F 0 Fros Fpgs Fpo sont des sous-foncteurs de

rg 0i%, il est clair que F*“’/F;é” ~ F<“’/F§g et lemme géométrique
se reformule en

=< .
/Fpg —Zme 1PowoerﬂM
Pour I’élément 1, ceci donne
<1 /=1 <T <1 .
P /FPQ— PQ/FPQ—IdM(M

le membre de droite étant le foncteur identité de la catégorie M(M).

Autrement dit, si (p, W) est une représentation lisse de M, p apparait

comme sous-quotient dans 7“8 0i%(p). Nous allons montrer que sous cer-
taines conditions, ce sous-quotient apparait comme quotient de 7“8 OZIGD( )R

fournissant ainsi un élément non nul de

Hom (g 0 i%(p), p)-

VIL.3.3. PQ-régularité. — Soit (o, E') une représentation lisse de M.
Restreignons cette représentation a la composante déployée A, de M,
et étendons-la ensuite a Ialgébre du groupe C[A;/]. Ceci nous donne un
morphisme d’algebres

U\(C[AM} . C[AM] — EndC(E)

Définissons alors les idéaux suivants de C[Ay] :
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]U = ker O|C[Am]
179 = ker [7“8 o ZIGD/FI%(E)}
|C[An]

197 = ter [worllno(B) o @ € War\Wa/Way

IClAM]’

De méme, lorsque x est un caractére de Ay, on note encore x son
prolongement en un morphisme d’algébres de C[A),] dans C.

Lemme. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) I, + IF9 = C[Ap]

(”) Iy + ﬂw<i [g,w = C[AM]

De plus, (i) ou (i) impliquent :

(111) Vo < 1, Exp(Au,o) N Exp(Ay, w o rjn,.q(0)) = 0. Récipro-
quement, (1ii) implique (i) et (i1) si (o, E) est de longueur finie.

Lorsque l'une des deux premieres conditions est réalisée, on dit que o
est PQ-réguliere.

Démonstration. On choisit I'ordre total < sur Wy, \Wg /W) plus fin que
l'ordre de Bruhat <pg de sorte que {w < 1} = {w < 1}. La représenta-
tion (1§ 015/ Fp4)(E) admet une filtration dont les sous-quotients sont

isomorphes aux
M M - T
M1 p QWO TMﬂw-Q(O-)v (’UJ < 1)
Comme les foncteurs d’induction paraboliques sont fidéles, on a
M M _ M
ker [i37nu-1.p © WO T31ru.o(0)] ClAn] = ker [w 0 r}fru.0(0)] ClAn]

Comme le nombre des @ < 1 est majoré par |[Wg|, on a

Wel
<ﬂ If’w) cIf?c ()12
o<1 w<1

La seconde inclusion montre que (i) implique (i7). Pour la réciproque,
il suffit de voir que si I et J sont deux idéaux d’un anneau commutatif
unitaire A tels que I+ J = A, alors "+ J™ = A, pour tous les entiers n
et m strictement positifs. On peut écrire 1, =i+ j, aveci € [ et j € J,
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et donc 14 = (14)"™ = (i + 7)™ qui est dans I"™ + J™ par la formule
du bindéme, ce qui montre 1’assertion.

Supposons maintenant que (o, E') soit de longueur finie. D’aprés la dé-
finition des exposants normalisés, et le fait qu’ils apparaissent en nombre
fini, il existe un entier d tel que :

d

m kery | ClI, C ﬂ ker y
X€Exp(Ap,E) X€Exp(An,E)

et

d
( ﬂ kerx) cIPQ ¢ ﬂ ker x
(E))

XEUg<1Exp(Anm ,wor%ﬂw@ XEU g <1 Exp(Anr ,wor%ﬂw@ (E))

Remarquons que les deux inclusions de droite ne supposent pas que
(0, E) soit de longueur finie.

Si (i79) n’est pas vérifié a cause d'un Y, alors
I, C ﬂ ker x C ker o,
XEExp(Aym,E)
Ire ¢ ﬂ ker x C ker g
xEU@<1EXp(AM,wor%ﬁw_Q(E))
et donc
I, + 179 C ker xo # C[An],
ce qui montre que (i) n’est pas vérifié.

Réciproquement, supposons (iii), et supposons que

ﬂ ker x | + ﬂ ker x | # C[Au].

XEExp(An,E) XEUg <1 Bxp(Anr,woryio, o (E))

Alors il existe un idéal maximal 9T (propre) de C[Aj/] contenant le
membre de gauche, c’est-a-dire que

ﬂ kerx | C M, ﬂ kerxy | C 9.

XEExp(Ans,E) XEUg<TExp(Anr,worio,, o (E))
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Comme les ensembles d’exposants sont finis, et que chaque ker y est un
idéal maximal de C[A ], on voit que 9 est égal a ker yo pour un certain
Xo & la fois dans Exp(Ay, F) et dans Ug 1Exp(Ay, w o r%nw,Q(E)), ce
qui est impossible d’aprés (i7i). On a donc

ﬂ ker x | + ﬂ ker x | = ClAp],

XEExp(Anm,E) XEUg<1Exp(Anr,woriin, o (E))

d’out d’aprés un argument donné ci-dessus,

d d
ﬂ kerx | + ﬂ kerx | = C[Ay]
x€Exp(Anm,E) Xeum<iExp(AM,wor%ﬁw_Q(E))
et donc I, + IF9 = C[A]. O
VII.3.4. Opérateurs d’entrelacement. — Considérons I’'inclusion

Fib/ Fio(B) & (1§ 0 i/ FEb)(B).

Si la représentation (o, E) est PQ-réguliére, comme tous les autres sous-
quotients (autres que o) du membre de droite ont par hypothése des
exposants qui ne sont pas ceux de o, la théorie des représentations du
groupe Aj; montre que cette inclusion i, admet une rétraction r,. Plus
explicitement, cette rétraction est donnée par ’action d’un élément ¢, €
IPQ tel que 1cpa,,) € € + I,. En particulier, elle commute avec 'action
de M. La composition

Koip(0) : 1§ 0iG(E) — (1§ 0 iS/Fs0)(E) % E
est un élément non nul dans
Homy, (r§ 0 i%(0), 0)

qui par réciprocité de Frobénius donne un opérateur d’entrelacement non
nul

Joip(o) € Homg (i%(0), ig(0)).
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Il est utile de donner une forme plus explicite de l'opérateur Kgp.
Rappelons que 'isomorphisme naturel

1 <1
F5o/Fg(E) ~ E
est obtenu par passage au quotient & partir du morphisme
F }fqlg )

[ f(u) dvyano(u) = f(u) du

UNN\U UNN

Ceci est en effet un cas particulier de la formule (VI.5.1.14), et I'égalité
entre les deux intégrales provient de la décomposition

U= (UnN)UnNN).

On constate directement sur cette formule que ces intégrales sont conver-
gentes, puisque par définition de F' I%, Supp(f)NPQ est compact modulo
P, donc Supp(fjr) est compact modulo PNU = NNU.

Proposition. — Soient P = MN et (Q = MU deux sous-groupes para-
boliques semi-standards de G et (o, E) une représentation lisse de M que
Uon suppose PQ-réguliere. Alors Uopérateur d’entrelacement Jo p(o) est
lunique élément de Home (i (o), i§(0)) vérifiant

(Vf € Fg(E)).  Jap(o)(f)(Le) = f(u) du.

NNU
Démonstration. La remarque précédant la proposition montre que cette

intégrale est convergente. La réciprocité de Frobénius associe a tout opé-

rateur J € Homg(i%(0),iG(0)) Punique Popérateur K € Homy(r§ o

i%(c),0)) tel que

(Vf €ig(E)), J()(1e) = K(f)

ot f est I'image de f dans g oi%(E) (voir la démonstration du théoréme

de réciprocité de Frobénius en II1.2.5). Il s’agit donc de montrer que
Kqip(o) est I'unique élément de Homy (1§ 0 i%(0), o)) tel que

(Vf € Fpp(E)),  Kqp(o)(f) = fwdy,
n
mais ceci est effectivement la formule qui donne Kqp(o).
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VII.3.5. Propriétés des opérateurs d’entrelacement. — Quels
que soient les sous-groupes paraboliques semi-standards P et () de G
ayant méme facteur de levi M, posons :

d(P, Q) = [X(P) N X(Q)]

Il est bien connu que d(P, Q) est la longueur de 1’élément w du groupe
de Weyl W (Ay) tel que w- P = Q.

Proposition. — Soit M un sous-groupe de Lévi semi-standard de G et
soit (o, F) une représentation lisse de M. Soient Py, Py, P3 trois sous-
groupes paraboliques semi-standards de G de facteurs de Lévi M.

(1) Supposons que
d(Pr, Py) + d(Py, P3) = d(P1, ), d(Py, P) = 1.
Si o est Py Py-régquliére, alors elle est Py Py-régquliére et Py Py-réguliére. De
plus
Jpy\p,(0) © Jpy P (0) = Jpy P (0).

(1) Si Q = LU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G
contenant Py et Py, et si o est Py Py-régquliére, alors avec les identifications
naturelles et les notations évidentes o est (P, N L)(Py N L)-réguliére et

Thp (9) = 16 pnny iy (0)):

(13i) Si L est un sous-groupe de Lévi standard de G contenant M tel
que PPNL = P,NL et tel que Q1 = PLL = LUy, Qs = P,L = LU, sont des
sous-groupes paraboliques (de radical unipotent respectivement Uy et Usy)
de G et si i~ (o) est (PLL)(P,L)-réguliere, alors o est Py Ps-réguliére
et de plus, avec les identifications naturelles et les notations évidentes

JPz\P1 (U) = JQ2|Q1 (iélﬂL(U»’

Démonstration. Commencons par démontrer les assertions concernant la

régularité des représentations. Notre hypothése dans (i) est que

L+ () I =ClAy].

u7<P1p31
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Nous voulons montrer que

(VIL3.5.1) I+ (| IP°=ClAulet I+ () I =ClAy].

1I}<P1P21 u7<P2P31

Par définition, w <p,p, 1 implique que™ : PywP; C PyPs, donc

leP;J,CPlPQUJPgCPlPQPgCP1P2P3:P1P3,
la derniére égalité étant conséquence de d( Py, Py) +d( Py, P3) = d( Py, Ps).

Ceci montre que w <p,p, 1 implique @ <p,p, 1, ce qui suffit & montrer
la seconde assertion de (VIL.3.5.1).

De méme que ci-dessus, on voit que @ <p,p, 1 implique w <p,p, 1. 1l
reste a comparer les I7%% et les 112 et pour ceci, nous devons comparer
les représentations 137, p,(0) et rifn,.p,(0) pour un élément @ <p,p,
1 de Wy \Wg/Wy,. Comme nous avons supposé que d(P, P) = 1,
Y(P)) N X(PR,) est un singleton, disons une racine a. Soit N, le sous-
groupe radiciel correspondant, et soit U le sous-groupe unipotent engen-
dré par tous les sous-groupes radiciels Ug, f € £(P;) N X(FP). Soit L le
sous-groupe de Lévi de G engendré par M, N, et N_,. On a alors

N, =UN,, Ny=UN_,, LNP,=MN, LNP,=DMN_,.

De plus, @ = LU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G
contenant P; et P, et comme d(Py, P») + d(Py, Ps) = d(Py, P3), on a
PsN L= P,N L. De ceci, on tire facilement que @ :

PP, =MN,N_,U=LU = Q.
Il s’ensuit que si w <p,p, 1 alors
Pl’LUPQCPng:Q:LU,

d’on
MN,wMN_, = (PPN L)w(P,NL)CL,

(U Le lecteur prendra garde a ne pas confondre la notation pour adhérence et celle
pour les paraboliques opposés. Dans les formules qui suivent, il s’agit de la premiére.
(?)Le lecteur prendra garde a ne pas confondre la notation pour adhérence et celle
pour les paraboliques opposés. Dans les formules qui suivent, il s’agit de la premiére.
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ce qui entrain, d’aprés la décomposition de Bruhat de L, que w € Wy, \W /W)y,
et I'on en déduit
MnNw-Ps=MnNw-(PsNL)=MnNw-(PBNL)=MnNw- P,.
Alors [P#% = [F2® e qui implique la premiére égalité dans (VIL.3.5.1).
Dans (i), 'hypothése est que
L+ () I =ClAy]
lT)<p1p21
et nous voulons montrer que
I, + N TN — C[Ay,].

W< (pyAL)(PynL) L
On considére Wy, \W, /W), comme un sous-ensemble de Wy, \We/Wy,.
Pour tout w € Wy, \Wr /Wy, 'on remarque que

MnNw-Po=MnNw-(P,NL)

](PQOL

de sorte que 2% = . D’autre part, si

(PPN Lyw(P,NL)C (PANL) (PNL),

alors

PiwP,=P(PNLyw(P,NL)P, C PI(PPNL) (PoNL)P, C PP,

et donc W <(p,nr)(PnL) 1 implique que w <p,p, 1. La conclusion voulue
découle de ces deux faits.

Dans (7ii), ’hypothése est maintenant que

N s =il

L
ZPWL(U) ZPlﬂL( )

W< (P L) (PyL) L
et nous voulons montrer que
P
L+ (] 17" =ClAy].
@<p1p21
Remarquons que si w € Wy \Wg /Wy, avec @ <p,p, 1, alors

Q1 0Qe = (P L)w(P,L) = LPiwP,L C LP,P,L C (LP,)(LP) = Q10>

et donc w <(p,)(p,1) 1.
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. PoL),w
Nous avons besoin de comparer les ]i(L ? )(ZJ)
PiNL

Wiy \We /Wy, et appliquons le lemme géométrique a la représentation
WO (IEry.(pyr) @ iFnr (). Cette représentation admet une filtration dont

et les 112, Fixons un @ €

les sous-quotients sont de la forme

w o (if%fnvﬂ ovo T%ﬁ(vw)‘(PzL)(a))’

ot v décrit 'ensemble Wy, \Wp/Win,-1.. L’annulateur d’une telle re-
présentation dans C[Aj,] est le méme que celui de la représentation

wovo (T%m(vw).(PzL) (0)) = (vw) o (T%ﬂ(vw)-(PgL)(O-))

car le foncteur d’induction parabolique est fidéle. Cet annulateur est
contenu dans celui de (vw) o (r%ﬁ(vw).&(a)), égal par définition a 17277 N
C[AL]. Ceci montre que

1P © () T 0 ClA)

ot les W décrivent la fibre au dessus de w de la projection
Wyu\Wea /Wy — W \We/Wy.
On en déduit que
LNC[A]+ () (IP"NClAL) =ClA,

u7<P1p21
ce qui implique 'égalité voulue.
Nous allons maintenant démontrer les égalités entre opérateurs d’en-

trelacement de la proposition. Reprenons le point (7). L’hypothése que
d(Py, Ps) = d(Py, P») + d( P, P3) peut se traduire par

Ny N N3 = (N; N Ny)(Ny N N).
D’autre part, on a la caractérisation suivante de F S (E) :
F’1§11]33(E) = {f €i% (E)|Suppf N (N1 N N3) est compact },
car ’application naturelle
(N; N N3) — P \P,Ps

est un homéomorphisme. Il s’ensuit que si f € F ]§11P3(E), on a
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e Pour tout u € N, N Ny, la fonction r(u) - f € i% (E) a un support
compact sur Ny N N, et donc est dans FI§11P2(E).

e Pour tout v € N, N N3, on a

Jeo e (0)(f) (1) = Tpyip (0)(r(u) - [)(1e) = / f(vu) dv.

N1NNg
Ceci montre que la fonction Jp, p, (0)(f) € i, (E) est & support compact
sur Ny N N3, et donc est dans F5lp, (E).

Il découle de ces deux points que

Ty (@) 0 Ty (0) (/) (1) = /N N /N S dvdy
— [t du=Jnya ()1

N1NN3

D’aprés la proposition VII.3.1, cette égalité est en fait valide pour toute
f €iG (E), et ceci démontre donc que

Jpyp,(0) © Ipyip (0) = Jpyip (0).

Passons maintenant au point (i7). Fixons d’abord, pour i = 1,2, un
isomorphisme naturel entre i (E) et i o ip,~(E) :
fef
ou
f(9)=fy : 1€ L du(1)'*f(lg).
On vérifie facilement que pour tout g € G, fy € ip~ (F) (noter que

UcCN), que fe i& o i (E) et que isomorphisme inverse est donné
par

frelgm flo)(10)].
Si f € % (E), on a pour tout g € G, par définition de Popérateur
induit Z'g(Jpsz‘plmL(O')),
iS(JTpnripne(0)(f) = Jparipnc(o) o f.
D’ou
(VIL3.5.2)
((#5Urenpen@)(D) @) Ar) = (Jrezpen@)(F(9) (12)
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Soit f € Efll&(E). Comme Supp(f) N (N; N Ny) est compact, il en est de
méme de Supp(f(1¢)N((NiNL)N(NoNL)) puisque ((NyNL)N(N,NL)) =
N; N N,. La caractérisation des espaces F<! qutilisée ci-dessus montre
qu'alors f(1g) € F (ﬁﬁ 1y (E) et Ton peut alors évaluer expression
(VIL.3.5.2) en g = 1g.

(Jrniman(0)(F(16)) (12) = /N () du = T (0)(f) (1)

Ceci suffit a montrer que i&(Jp,nripnL(0)) = Jpyp, (), d’aprés la pro-
position VIIL.3.1.

Enfin, terminons de démontrer (iz). On a N; = (N; N L)(N; N U;),
i = 1,2, ce qui entraine que I'inclusion naturelle U; NU, dans Ny ﬁ Ny est
un homéomorphisme. De plus, on voit que U; = Us. Identifions i% (E) et
i% 1 0 ip,n(E) comme dans la démonstration de (ii).

Sife i% 1 0ip L (E), la fonction f € i (E) qui lui correspond vérifie

S flg) = (o)1), (L€ L), (g€q).

En particulier, pour tout [ € L, Supp( (1) - f) C Supp(f) et donc pour
tout [ € L, r(l)- f € Flflp (E) dés que f € FP1L)(P2L)(Z%?10L( )). On peut
alors calculer, en remarquant que dy, = g, 551 ,

T @)D A)D) = 8210 e (0)(F)(0)
= 52 ey (o) (1) - (1) = 821 / f(ul)d

N1NNo

_ 512 = 52 (0og
N 5U2 (l> /UlﬁUz f(UZ) du = 5U2 /UlﬂUz
= JpQL\plL(ifalmL(U))(f)(1G)(l)-

Encore une fois, la conclusion découle de la proposition VIL.3.1.

VII.4. Classification de Langlands

VII.4.1. Triplets de Langlands. — Les triplets de Langlands donnent
une paramétrisation de Irr(G).



358 CHAPITRE VII. CLASSIFICATION DE LANGLANDS

Définition. — On appelle triplet de Langlands la donnée :

- d’un sous-groupe parabolique standard P = M N,

- d’une représentation tempérée irréductible (o, E) de M,

- d’un caractére non ramifié 1 € X (M) tel que R(¢) € Glaj,]*
Lemme. — Si (P = MN, (0, E),v) est un triplet de Langlands, alors la

représentation o @ est PP-réguliére. En particulier, il existe un opéra-
teur d’entrelacement non nul, unique a un facteur scalaire pres :

Top(o) : 180 ® %) — €0 @ V).

Démonstration. D’apreés le lemme VII.3.1, il s’agit de voir que si @ <pp 1,
W &€ WM\Wg/WM, alors

Exp(Anr, 0 @) N Exp(Ay,wo r%hw,p(a ® 1)) = 0.

Or, les éléments de Exp(Ay, woryl 5(0 ® 1)) sont de la forme
(W™ X)jan (W )y
Regardons de plus prés ces deux termes. D’une part

X € EXP(AMﬂvav T%ﬂw-?(g))'

Comme o est tempérée, on a
—M
_l’_
§R(X) € [a*Mﬂw-M]Mﬂw-p'

La démonstration du lemme VII.2.2 montre alors que que

el el

(VIL4.1.1) R(w™" - xjay) € Tlag]p = "lai]p-

D’autre part, ¢ € X (M), donc w™ -4 € X(w™ - M). Comme
Ay C Ayt CAgC MNw™-Mcw™t - M,
(W™ - Y)a,, € X(Au), et R((w™ - ¢)a,,) est obtenu de la maniere
suivante a partir de p := R(¢) € a}, : on considére u comme un élément

* ek M *
de a3mwnr = O B (a37Awar)” €t donc

*

w_l U= éR(w_l ' ¢) S a;ﬂﬂw*LM = a?\/] @ (a%ﬂwfl-M) .

On projette alors w™*

%((w_l ’ ¢)\AM) = (w_l ’ :U’)\GM'

- psur aj,, c’est-a-dire que
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Si w # 1, montrons que 'on a

(VI14.1.2) R(w™ - fa,,) € RW) + (TTailn \ {0}):

Pour cela, montrons tout d’abord que

— —a
(VIL4.1.3)  (YpeSlgl), (Vwe We), p—w ' pe )

Py
On raisonne par récurrence sur la longueur de w. Notons aq,...q; les
éléments de Ay, et Gy, ..., [ la base duale. On veut établir que pour tout
1=1,...,1,

(w—w™"p, ) > 0.
Or,
<:u - w_l ) :ua/@2> = <1U“a/62 —w- ﬁl>

Si l(w) =1, w = s,, pour une certaine racine a; € Ay et dans ce cas,

R .3y = P RN — <,U,OéZ>SIZ:]
<lu’ﬁl w ﬂl>_<:uvﬁz Saj ﬁl>—{051@§£9

Cette quantité est donc positive ou nulle.
Si l(w) > 1, on écrit w = w's,, avec I(w') = I(w) — 1, et on a alors
(1, Bi —w - Bi) = {p, B — w/Saj - Bs)
=(u, B; —w' - B;) + (p,w' - B — w/Saj - Bs)
-1

= (u, B —w' - Bi) + (W' -, B — Sa - i)

= (u— w'™! i, Bi) (w/_l B — Sa; - Bi).
Par hypothése de récurrence, le premier terme est > 0. Pour le second,
si @ # j, on obtient 0, et si ¢ = j, on obtient
Ty = (- o).

Mais ceci est > 0 car [(w') = [(w's,,) — 1 équivaut a

(w

+@P@ ’

Ceci finit de démontrer (VII.4.1.3). Déduisons-en (VII.4.1.2), en posant

R(¢)) = p. Par hypothese, u = R(¢) € Flaj,]", et done p € G [aE]Jr, et
d’aprés ce qui précede

w - a; €

p—wtope laglp,-
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On en déduit que
_ —G
j— (™ ), € Tl

car la projection de aj sur @}, envoie *[aj] py SUT +m§j. Il reste & montrer
que p—wtp# 0 pour w # 1 € Wy \Wg/Wy. Supposons le contraire :
w~!-p = p. Choisissons 1'ensemble WM défini en V.4.6 comme systéme
de représentants des doubles classes Wy \We /W) Alors w(MNPy) C Py
et doncsia € AM(MNPy) =A),onaw-ac +@g@. Siae AG\ AL,
on a
(pyw-a) = (W™ p,a) = () >0
D’apreés le lemme V.3.15, on obtient alors

—a
w-a € +[aa]P®.

Finalement, nous avons montré que pour tout « € Ag, (IENOES +[a6]P®,
ce qui implique que [(w) = 0. Ceci contredit I'hypotheése w # 1.

Nous pouvons maintenant finir la démonstration du lemme. D’aprés

(VIL4.1.1) et (VIL4.1.2),

Rw™ - xpay) + R(w™ - v, € R + (TTagdy \ {0).

Or un élément de Exp(Ays, 0 @) s’écrit x1v, avec x;1 € Exp(Ay, o). La
représentation ¢ étant tempérée, R(x1) = 0, donc

ROay) = R(w) € Flay,]*.
Ceci montre que si @ # 1,

Exp(Ayr, 0 ® 1) N Exp(Apr, w o ryye, plo @) = 0.

Comme 1 est I’élément maximal pour 'ordre de Bruhat <pp, on voit
qu’alors, par réciprocité de Frobénius, Homg (i% (0 ® ¥),i%(0 @ ¢)) est
de dimension 1, engendré par Jpp(a)). O

VI1.4.2. Le théoréme de classification. — Nous pouvons mainte-
nant démontrer le théoréme principal de ce chapitre.

Théoreme. — (i) Soit (P = MN, (0, E),v) un triplet de Langlands.
Alors la représentation i%(o, E) admet un unique quotient irréductible.

On le note J(P,0,v).
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(i1) Si J(Py,01,11) = J(P, 09,1), alors My = My, R(1betp;") = 0 et
011 =~ 02¢s.

(1ii) Soit (w, V) € Irr(G). Alors il existe un triplet de Langlands (P =
MN, (0, E), ) tel que (m, V) ~ J(P,0,).

Démonstration. (i) On a vu que o ® v est PP-réguliére et que

Homg (i% (0 @ 1), 1% (0 @ 1))

est de dimension 1, engendré par Jpp(o¢). Soit (7, V) un quotient irré-
ductible de i%(0 ® 9). D’aprés le second théoréme d’adjonction,

Homg (i% (0 ® 1), 7) ~ Homps (o ® ¥, 74 (7))
et ’on obtient ainsi un morphisme non nul
0@ — 1 (r)

qui est injectif puisque o ® 9 est irréductible. Comme o ® 1) est PP-
réguliére, ce plongement admet une rétraction

Toy : TE(T) = 0 @1
et par réciprocité de Frobénius, on obtient un morphisme non nul dans
Homg (7,i%(0 @ 9)).
Si (m, V') est irréductible, ce morphisme est une injection. La composition
iG(0@Y) =7 — %0 @)

est un élément non nul de Home (i%(0 @), 1% (0 @), et est donc égal &
Jpp(0t) & un facteur scalaire pres. Ceci montre que (7, V) est 'unique
quotient irréductible de i% (o ® v).

De plus, on voit d’aprés ce qui précéde que (m, V') est caractérisé en
tant que sous-quotient de i%(o ® 1)) par la propriété

R(v) € R(Exp(Anr, 75(7)))-

Démontrons maintenant (iii). Soit (w, V) € Irr(G). Considérons 'en-
semble

R(Exp(V)) := [ R(Exp(Aar, rE (),

ou M décrit les sous-groupes de Lévi standards de G.
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Soit 1 € R(Exp(V)), disons p € R(Exp(An,75(7))) pour un certain
sous-groupe parabolique standard P = M N de G, et soit

p=p"+pT g
le décomposition de p donnée par le lemme combinatoire de Langlands
V.3.16, avec ut € §[(af) ]t et pm € pi(Tlay]%) ot Q = LU est un
certain sous-groupe parabolique standard de G contenant M.

Choisissons p tel que la norme de p* soit maximale. Comme M4, €St
trivial, on a grace au lemme VII.1.1 et a la transitivité des foncteurs de
restriction parabolique,

pa, =t 4 pe € RExp(AL,r§(V))).

On peut donc trouver un sous-quotient irréductible (p, W) de ’l“g(ﬂ', V)

dont le caractere central x, vérifie

§R(Xp) = ,u+ + ba-

En décomposant rg(V) selon le caractére central, on peut méme supposer
que (p, W) est une sous-représentation de ’l“g(ﬂ', V).

Soit ¢ € X(L) tel que R(¢) = u* + pg. Posons alors 0 = p @ L.
Montrons que o est tempérée. Pour cela, considérons un sous-groupe
parabolique standard P; = M;N; de G contenu dans @) et regardons de
plus pres les exposants de

TI%OL(U> = T}%mL(p ® ¢_1)'
Soit A la partie réelle d'un tel exposant. On voit que A € (a}; )* car en
effet R(x,1)~") = 0 et donc par le (¢¢) du lemme VIL.1.1, A\j;, = 0. On en
déduit que A et p* sont orthogonaux, et donc
AP+ P = I+ P = O+ )P+ I+ )7

Comme p — 7’8(7‘(‘), on a

TglﬂL(p) - TllélﬂL © Tg(ﬂ-> = Tgl (77-),
et I'on voit qualors A + R(y) = A+ p* + pe € R(Exp(An,7%(V))). Le

choix de p implique que

= 1A+ p)7
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d’ou
[(A+p5)7[ = |AL
D’autre part, comme
—+ —t
Bologl C —ut + 30l
on a
_ . —*+ . —*-1— _
[\ %) = Dist(\ + o, Gl ) < Dist(r, G fag] ) = A7

Finalement, on obtient
AT A< [+ )7 < A7,

don A = A7 € “la, )8 = +[a}k\/[1]IG31. En changeant AJ en son opposé,
pour que les P, N L soient les sous-groupes paraboliques standards de
L, voit que o vérifie les conditions voulues pour étre tempérée. De plus,
R() = pt + pe € Blay]*

Onadonc p =0 @y — Tg(ﬂ'), d’ott nous obtenons par le second
théoréme d’adjonction un morphisme non nul dans Homg(ig(a ®1), ),
ce qui montre que 7 est un quotient de ig(a ® ). Ainsi J(Q,0,v) = .

Il reste a démontrer (ii), c’est-a~dire 'unicité. Supposons que deux
triplets de Langlands (P, = M;N;, (04, E;),1;), i = 1,2 donnent le méme
quotient de Langlands (m, V) :

i (o11y) m i, (011)
(VIL.4.2.1) l
i, (0212) m i, (o21)2).

La fleche verticale étant I'identité de (7, V). On en déduit un morphisme
non nul dans Homg (4%, (0141), i% (021)9)), et par réciprocité de Frobénius,
morphisme non nul dans H01rn]\/[2(7“1(—j2 0 0% (01¢1), o2ths).
Grace au lemme géométrique, il existe w € Wy, \Wg /Wy, tel que
M. M
Homyy, (ZMzﬁwfl,Pl cwo TMiﬁw-l_’z (0191), o2102) # {0},

d’ot, par le second théoréeme d’adjonction,

HomM2nw71'M1 (w ° Tﬁimw.]% (01w1>7 T]A\gjmwfl.Pl (02¢2)) # {0}7
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Posons p1; = R(v;) € G [a},]". Ce qui précede montre qu’il existe

)\1 € Exp(AMlﬁw-M27 T]A\ﬁiﬂw.]% (01>>

et Ay € EXp(AMmefl.Ml,r%jﬂw,lpl(al)) tels que

wt- (A + 1) = Ao+ o

Comme o7 et gy sont tempérées,
M

Yal
G

- G _
)\1 € +[a*me-M2]me,p2 C +[aﬂMlﬂw~M2]R1 = [aﬂMlﬂw~M2]R1
— My —G G
>\2 S +[a}k\42r]w71'M1]M2ﬂw71.]51 - +[a}k\42r‘lw71'M1]R2 = [a}kWQOIU*l'Ml]R2’

ou Ry (resp. Ry) est le sous-groupe parabolique standard de G de facteur
de Lévi My Nw- Ms (resp. MyNw™!- My). Rappelons (Lemme V.4.6) que
M;Nw- Py (resp. MyNw™t - Py est le sous-groupe parabolique standard
dans M; (resp. de My) de facteur de Lévi MyNw- M, (resp. MoNw™t- M),
de sorte que

Mlﬂw~P2CR1, Mgﬁw_l'P1CR2.

On a aussi

Val
G

@

wille
w—1- MNP,

- [aﬂMgﬁwfl-Ml]Rz = [ajwzﬂwaMl]Rz’

w_l * )\1 E +[a>’]}420’w71~M1]

Remarquons que

'U“l S 1G31 [a*M1]+ C gl [a*Mlﬁw'M2]+’ ,Ug € JGDQ [a*M2]+ C gg [a}k\/lgﬂwfl-Ml]—i_

Et enfin

w_l C 1 € S*I-P1 [aZ*lvM1]+ - gz [a>}<\42ﬂw71'M1]+'

Posons
u:)\2+u2:w_1-)\1—l—w_l-u1.

L’existence et 'unicité dans ’énoncé du lemme combinatoire de Lan-
glands V.3.16 nous donne alors

,u_ = >\2 :w_1'>\17
pt=p = (wt )t
e = (p2)e = (W™ m)e.

Montrons maintenant que ceci implique que w = 1, par un argument
déja utilisé dans la démonstration du lemme VII.4.1. En effet, le choix du
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systéme de représentants W2:Mt donne que w(M, N Py) C Py et donc si
— G
a € AM(MyNPy) = Ay onaw-a € +[a5]P®. Sia € AG\AM(MyNFy),
on a
(,u,w-oz> = <w_1 'M,O&) = <,u,0&> >0
D’apreés le lemme V.3.15, on obtient alors

w-o € +[aa]P®.

Finalement, nous avons montré que pour tout o € A§, w -« € T[aj] Py
ce qui implique que [(w) = 0.

Ainsi p; = po. Comme gy € G [a}, ]T, on peut écrire

[y = 5 Co O,  Co >0
aEA(Pl)
et de méme pour ps. Ceci montre que M; = M. Le morphisme non nul
dans
My Mo
HomMzﬂw*L]Vh ('LU T v Aw By (0’177D1), T Morw—1.P, (U2¢2))

est en fait un morphisme non nul dans

HOITIM1 (01%, 02¢2)

qui est nécessairement un isomorphisme puisque o111 et 0219 sont irré-
ductibles.

VII.5. Notes sur le chapitre VII

La démonstration du critére de Casselman rédigée ici emprunte a [1],
[18] et surtout [21]. L’application VII.1.3 est tirée de 1], rappelons que
c’est un point crucial pour montrer que les petits progénérateurs des
composantes de la décomposition de Bernstein exhibés en VI.10.1 sont
bien générateurs. La section sur les représentations tempérées est tirée de
[43], celle sur les opérateurs d’entrelacement de [20]. La rédaction de la
classification de Langlands suit aussi celle de [20]. Le lecteur peut aussi
se reporter a [38] pour une autre rédaction.






ANNEXE A

ELEMENTS DE THEORIE DES
CATEGORIES

A.I. Catégories et foncteurs

Nous supposons que le lecteur posséde quelques rudiments de théorie
des catégories, c’est-a-dire au moins les définitions et la terminologie de
base (objet, morphismes, foncteurs, sous-catégorie...), telles qu’on peut
les trouver dans tout bon livre sur le sujet, par exemple [25] ou [35].
Pour une introduction (en frangais) a la fois concise et rigoureuse de ce
sujet, couvrant tous les aspects dont nous avons besoin dans ce livre, nous
renvoyons au chapitre Il de [23]. Outre des énoncés généraux que, pour
la commodité du lecteur, nous rappelons - et parfois démontrons -, nous
développons un certain nombre d’exemples hétéroclites, parce qu’ils sont
apparus dans le corps du livre. Nous n’entrerons pas dans les questions
de fondements logiques de la théorie des catégories, que nous utilisons
d’un point de vue naif, en espérant que tout ce que nous disons peut étre
rendu rigoureux par les procédés standards (univers de Grothendieck...).

Soit C une catégorie. On écrit simplement X € C pour dire que X est un
objet deCet f: X —Y (ouX EN Y'), pour dire que f est un morphisme
de X dans Y. On note Home(X,Y) l'ensemble des morphismes de X
dans Y et Idx l'identité de X.

Les notations pour les foncteurs sont usuelles. Si F' est un foncteur
de la catégorie A dans la catégorie B, si X, Y sont des objets de A
et si f est un morphisme de X dans Y, on note respectivement F'(X),
F(Y) et F(f) leurs images par le foncteur F. Souvent, dans la littérature
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mathématique, les foncteurs ne sont explicitement définis que sur les
objets. Leur effet sur les morphismes est en général évident, et il fait
partie de la tache du lecteur de I'expliciter.

A.1.1. Morphismes remarquables. — Nous commencons par intro-
duire quelques définitions concernant les morphismes. Un morphisme

X LY est un isomorphisme, $'il existe un morphisme Y % X tel que
gf =1Idx et fg = Idy. C’est un monomorphisme si les seules paires de
morphismes Z "X et Z22 X telles que

s xLy—zhx Ly
sont celles telles que hy = hy. C’est un épimorphisme si les seules paires
de morphismes Y M ZetY 27 telles que

xtyvhzoxLvyvh

sont celles telles que hy = hs.

Un isomorphisme est a la fois un épimorphisme et un monomorphisme,
mais la réciproque est fausse en général. Elle est vraie dans les catégories
abéliennes.

A.1.2. Sous-objets, objets quotients. — Introduisons maintenant
les notions de sous-objets et d’objets quotients d'un objet X dans une

catégorie C. Considérons le préordre < sur les monomorphismes Y Lx.
vihx<y, &
s’il existe un morphisme Y; &R Y, tel que
VS x=vs

Remarquons qu’alors ¢ est un monomorphisme. On dit que f; et f5 sont
équivalents si f; < fy et fo < fi. Un sous-objet de X est une classe
d’équivalence de monomorphismes dans X pour cette relation d’équiva-
lence. On note Sx la collection des sous-objets de X. Il est clair que
< induit une relation d’ordre sur Sy. Dualement, on définit les objets
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quotients de X : on munit la collection des épimorphismes X Ly du
préordre < donné par

XLty <xfy,

s’il existe un morphisme Y5 — Y] tel que
XEvovi=x-v.

On dit que f; et fo sont équivalents si f1 < fo et fo < fi. Un quotient
de X est une classe d’équivalence d’épimorphismes et < induit un ordre
sur la collection ) x des quotients de X.

Si C' et D sont deux sous-objets de X, on appelle intersection de C'
et D, et 'on note C'N D, un plus grand minorant de C' et D dans Sx.
De méme, on appelle union de C' et D, et 'on note C'U D un plus pe-
tit majorant de C' et D dans Sx. Bien siir, de tels objets n’existent pas
nécessairement mais s’ils existent, ils sont uniques. On peut aussi de ma-
niére évidente étendre ces notions en définissant 'intersection et 'union
d’une famille quelconque de sous-objets de X. On dira que la catégorie C
admet des intersections (resp. unions) quelconques (resp. finies), si pour
tout objet X de C et toute famille (resp. famille finie) de sous-objets de
X, lintersection (resp. I'union) de cette famille existe.

Bien souvent, au lieu de dire : (la classe de) YV L, X est un sous-objet
de X, on dit par abus de langage : Y est un sous-objet de X, et I’on note
Y CX.

A.1.3. Objets noethériens, de type fini. — Soit X un objet de C.
Soient U une partie de Sx et A un sous-objet de X dans U. On dit que
X est maximal dans U, si pour tout sous-objet B de X dans U tel que
A C B,onaB = A. Ondit que X est noethérien si pour toute partie U de
Sx non vide, il existe un élément maximal dans U. On peut aussi définir
la notion d’objet noethérien grace a une condition de maximalité des
chaines. Une chaine dans Sy est une partie de Sx totalement ordonnée.
Il est alors facile de vérifier que 1'objet X est noethérien si et seulement
si toute chaine dans Sx contient un élément maximal (|23], proposition
1.6.1). En pratique, il suffit de considérer des chaines bien ordonnées,
c’est-a-dire des suites croissantes de sous-objets.
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Une autre notion trés proche est celle d’objet de type fini dans une ca-
tégorie. On suppose ici que la catégorie C admet des unions quelconques.
On dit qu’un objet X de C est de type fini si pour toute chaine de sous-
objets propres (A4;) de X, |J, A; est encore un sous-objet propre de X
(propre signifie non isomorphe a X). On peut caractériser les objets de
type fini par une propriété de compacité. L’objet X de C est de type fini
si pour toute famille de sous-objets (A4;) de X telle que |J; 4; = A, il
existe un nombre fini de sous-objets A, ..., A;, tels que [ J;_, A;; = A
(voir [35] 4.10, Theorem 1).

Il est clair d’aprés les définitions qu’un sous-objet d’un objet noethérien

15

est de type fini. En effet, considérons une chaine de sous-objets propres
(A;); d’'un sous-objet Y d’un objet noethérien X. Alors d’aprés la pro-
priété de noethérianité, cette chaine admet un élément maximal, disons
B, et il est clair que cet objet maximal est un plus petit majorant de la
famille (A,;);, c’est-a-dire B = |J; A; C Y. On voit donc que B = |J, 4;
est un sous-objet propre de Y, ce qui montre que Y est de type fini.
Réciproquement, si tout sous-objet de X est de type fini, alors X est
noethérien. En effet, soit B; une suite croissante de sous-objets et posons
B = |J, B;. Comme B est de type fini, il existe i; < ... < 4, tels que
B = U;Zl B;, = B;,, ce qui montre que la suite croissante des B; est
stationnaire.

Une catégorie ol tout objet de type fini est noethérien sera dite noe-
thérienne .

Exemple. — Un module M sur un anneau unitaire A est un objet de
type fini dans la catégorie M(A) si et seulement si M est de type fini
sur A au sens algébrique (23], lemme 3.6.1). La catégorie M(A) est
noethérienne si et seulement si 'anneau A est noethérien.

A.1.4. Objet initial, final, nul. — Définissons maintenant les notions
d’objet initial, final ou nul. Un objet X dans une catégorie C est dit initial
(resp. final) si pour tout objet Y de C, Hom¢ (X, Y') (resp. Home (Y, X))
est un singleton. Un objet nul est un objet a la fois initial et final. Les
objets initiaux, finaux ou nuls sont uniques & isomorphisme prés. Si C
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admet un objet nul O¢, tous les ensembles Home(X,Y) possédent un
objet distingué, a savoir la composition

X—=0—-Y

que l'on notera simplement 0. On peut dans ces conditions définir le

noyau d’un morphisme X Ly, Cest un morphisme K — X tel que
K-XxLy=xk3%y

et tel que pour tout morphisme L — X ayant la méme propriété, a savoir
L-xLy=r2%y

il existe un unique morphisme L — K tel que
L—-K—-X=L—X.

La notion de conoyau est duale : le conoyau d’un morphisme X Ly est
un morphisme Y — K tel que

XLy srk=vy %K

et tel que pour tout morphisme Y — L ayant la méme propriété, a savoir
xLy-or=v2%i1I,

il existe un unique morphisme K — L tel que
Y —-K—-L=Y — L.

On note ker f et cokerf respectivement le noyau et le conoyau de f
(lorsqu’ils existent).

A.1.5. Catégorie produit, catégorie opposée. — Soient A et B
deux catégories. On forme la catégorie A x B dont les objets sont les
couples (X,Y), X € A, Y € B, et les morphismes entre (X,Y) et
(X', Y") les couples de morphismes (f, g) € Hom4 (X, X') x Homg(Y,Y’).
On forme aussi la catégorie A dont les objets sont les mémes que A, et
pour tout couple (X, X’) d’objets, Hom 4o» (X, X’) = Homy (X', X). Le
recours a la catégorie opposée nous permet de nous passer de la notion
de foncteur contravariant, en conséquence, tous les foncteurs considé-
rés seront toujours covariants sauf mention explicite du contraire. Un
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autre apport conceptuel de l'introduction des catégories opposées est la
notion de dualité. Comme nous 'avons vu dans les diverses définitions
données ci-dessus, celles-ci vont souvent par paires, I'une étant obtenue
a partir de 'autre “en inversant le sens des fléches”, c’est-a-dire en tra-
vaillant dans les catégories opposées. Sont ainsi duales les paires mono-
morphisme/épimorphisme, sous-objet/objet quotient, objet initial/objet
final, noyau/conoyau. Nous verrons de nombreuses autres instances de ce
principe dans la suite. En pratique, tout énoncé en théorie des catégories
admet un énoncé dual, dont la démonstration s’obtient en inversant le
sens des fleches.

A.Il. Transformation naturelle, équivalence de catégories

A.Il.1. Transformations naturelles. — Soient A et B deux caté-
gories, et F, G deux foncteurs de A dans B. On appelle transformation
naturelle 6 de F' vers G la donnée pour tout objet X de A d’un morphisme

Ox : F(X)— G(X)
telle que pour tout morphisme f : X — Y dans A, le diagramme

Fx) 29 pyy

lex Oy
G(X) — G(Y)

commute.

Pour tout couple de catégories (A, B), on peut former une catégo-
rie Fap dont les objets sont les foncteurs de A vers B, et les mor-
phismes les transformations naturelles entre ces foncteurs. On note donc
Hom(F,G) l'ensemble des transformations naturelles de F' vers G et
Idr la transformation naturelle triviale du foncteur F' vers lui-méme.
Un isomorphisme naturel entre F' et GG est une transformation naturelle
0 € Hom(F,G) admettant un inverse, c’est-a-dire une transformation

naturelle ¢ € Hom(G, F') telle que 6¢ = Idg, ¢ = Idp.
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Toute catégorie A est muni d’un foncteur identité, que nous notons
Zdy -
Zdg: A— A X=X, f]

pour tout objet X et tout morphisme f de A.

A.I1.2. Equivalences de catégories. — L’une des idées importantes
a l'origine de la théorie des catégories est que, dans bien des cas, on
s'intéresse plus aux classes d’isomorphisme d’objets d’une catégorie don-
née qu’aux objets eux-mémes. Ceci est particuliérement vrai en théorie
des représentations par exemple, ot les problémes de classification de
représentations irréductibles sont toujours “a isomorphisme preés”. Heu-
ristiquement, si ’on part d’une catégorie C, imaginons que 'on forme la
sous-catégorie C dont les objets sont donnés par un choix de représentants
des classes d’isomorphismes d’objets de C, les morphismes entre deux re-
présentants étant tous les morphismes entre ces objets dans C (autrement
dit, c’est une sous-catégorie pleine). On aimerait une définition d’équi-
valence de catégories qui rende C et C équivalentes. Exiger I'existence de
foncteurs F' : C — C et G : C — C inverses I'un de 'autre, c’est-a-dire
tels que FG = Zdz, GF = Zde comme définition de I’équivalence est une
containte trop forte pour obtenir ceci. La définition adéquate est

Définition. — Soit F' : A — B un foncteur entre deux catégories A et
B. On dit que F' est une équivalence de catégories s’il existe un foncteur
G : B — A tel que FG soit naturellement isomorphe & Zdy, et GF
naturellement isomorphe a Zdp. Les catégories A et B sont alors dites
équivalentes et les foncteurs F' et G sont dits quasi-inverses.

Exemple. — Soit Vecty la catégorie des espaces vectoriels de dimen-
sion n sur le corps k dont les morphismes sont les applications linéaires.
Soit V;* la catégorie dont l'unique objet est l'espace vectoriel k" et les
morphismes les endomorphismes de k™. Comme foncteur F', on prend
I'inclusion de V} dans Vecty. C’est une équivalence de catégories.

Cet exemple illustre bien 1'idée exprimée ci-dessus, puisque tous les
objets de Vect; sont isomorphes a £". Remarquons que la construction
d’un quasi-inverse G' nécessite le choix d’un tel isomorphisme pour tout
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objet (autrement dit le choix d’une base). Il n’y a donc pas unicité du
quasi-inverse, et sa construction utilise I’axiome du choix.

Le foncteur F': A — B est dit plein (resp. fidéle) si pour tout couple
d’objets (X,Y) dans A, F réalise une surjection (resp. une injection)
entre Hom 4(X,Y") et Homg(F(X), F(Y)). Un foncteur plein et fidéle est
dit pleinement fidéle. Une sous-catégorie A d’une catégorie B est dite
pleine si le foncteur d’inclusion A — B est pleinement fidéle.

On utilise souvent le critére suivant pour montrer qu’'un foncteur est
une équivalence de catégories (|26], Theorem 1.13 ou [23], théoréme
2.3.5).

Théoréme. — Un foncteur F' : A — B est une équivalence de catégories
s’il est pleinement fidele et si tout objet de B est isomorphe a un objet
de la forme F(X), ou X € A.

A.III. Problémes universels et foncteurs représentables

Nous introduisons maintenant la notion de probléme universel et de
solution d’un tel probléme. Certains exemples choisis pour illustrer cette
notion sont apparus dans le texte, comme par exemple le localisé d’'un
espace vectoriel par rapport & un endomorphisme. On en profite pour
établir un lemme et son corollaire, utilisé en VI.9.1.

A.I11.1. Problémes universels

Définition. — Soit F' : A — B un foncteur et soit Y un objet de 5. On
dit que 'objet X de A et le morphisme i : Y — F(X) sont solutions du
probléme universel & droite posé par F' et Y si pour tout objet Z de A et
tout morphisme f : Y — F(Z), il existe un unique morphisme g : X — Z
vérifiant F'(g) oi = f. De méme on dit que X € Aet j: F(X) - Y
sont solutions du probléme universel a gauche posé par F' et Y si pour
tout objet Z de A et tout morphisme f: F(Z) — Y, il existe un unique
morphisme ¢ : Z — X vérifiant jo F(g) = f.
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Remarque. — Si deux couples (X,i) et (X’,7’) sont solutions du pro-
bléme universel (& droite) posé par F' et Y, alors X et X’ sont isomorphes,
a un unique isomorphisme preés, comme on le voit en prenant comme mor-
phisme f successivement les morphismes i et ¢'. On obtient en effet deux
morphismes ¢g; : X — X' et go : X' — X vérifiant F(g1) oi = 7 et
F(gy)ot =i, dott F(gaog1)oi =1et F(g10gs)0i =i'. Les morphismes
Idx et Idyxs vérifiant aussi F'(Idx)oi =i et F(Idx/) oi = ¢, par unicité,
googy = Idx et g1 0 go = Idxs. Il en est de méme pour les problémes
universels a gauche.

Exemples. — 1. Coproduits, produits. Soit A une catégorie. Considé-
rons le foncteur “diagonal”

ArA—-Ax A X— (X,X), f=(f1)

et donnons nous un élément (X,Y) de A x A. Une solution du probléme
universel a gauche posé par A et (X,Y") est appelée produit de X et de YV’
et notée X x Y. De méme le coproduit (ot “somme directe”), noté¢ X @Y,
est la solution du probléme universel a droite posé par A et (X,Y).

— 2. Complété d’un espace topologique. Soient EvTop et EvTop
les catégories des espaces vectoriels topologiques et des espaces vectoriels
topologiques complets respectivement, les morphismes étant les applica-
tions continues. Le foncteur que I'on considére est I'inclusion (pleinement
fidéle) de EvTop dans EvTop. On se donne Y € EvTop. Une solution
du probléme universel a droite posé par 'inclusion et Y est le complété
de Y, et I'inclusion continue Y — Y. Plus généralement, on peut définir
le complété d’un espace topologique admettant une structure uniforme,
la structure uniforme étant nécessaire pour définir la notion de filtre de
Cauchy (voir [9]).

— 3. Localisé d’un anneau. Soit A la catégorie dont les objets sont
les couples (A, S) constitués d'un anneau commutatif unitaire A et d'une
partie multiplicative S de A, les morphismes entre deux objets (A, S)
et (A’,5") étant les morphismes d’anneaux unitaires ¢ : A — A’ tels
que ¢(S) C 5. On considére la sous-catégorie pleine A’ de A dont les
objets sont les couples (A,S), avec S contenu dans les inversibles de
A. La solution du probléme universel posé par un élément (A, S) de A
et l'inclusion de A’ dans A est le localisé S™'A de anneau A en S
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et le morphisme naturel A — S~'A. Remarquons que si 0 € S, on a
S—1A = {0}.

— 4. Localisé d’'un module. Soit A un anneau commutatif unitaire,
et S une partie multiplicative de A. Considérons la sous-catégorie pleine
M(A)s de M(A) dont les objets sont les modules M tels que I’action de
tout élément s € S sur M soit inversible (c’est-a-dire pour tout s € S,
pour tout m € M, il existe t € A tel que ts-m = st-m = m). Le
probléme universel posé par un module M de M(A) et par le foncteur
d’oubli de M(A)g dans M(A) admet comme solution le localisé S—!1M
et le morphisme naturel M — S~'M (vu simplement comme A-module,
et non comme S~ A-module). La encore, si 0 € S, on a S™'M = {0}.

— 5. Localisé d’un espace vectoriel relativement a un endomorphisme.
Soient k& un corps, k[X] 'anneau des polynomes a coefficients dans k,
et M(k[X]) la catégorie des k[X]-modules & gauche unitaires. Un k[X]-
module peut-étre vu comme la donnée d’un espace vectoriel sur k et d'un
endomorphisme de cet espace vectoriel. La catégorie M(k[X]) est donc
équivalente a celle dont les objets sont les couples (L, a) ot L est un espace
vectoriel sur k et a € Endg(L), les morphismes entre deux objets (L, a)
et (L', a’) étant les applications linéaires entre L et L’ entrelagant a et o’
Considérons dans k[X] la partie multiplicative (X) \ {0} des polynomes
non nuls multiples de X. L’exemple précédent affirme I'existence, pour
tout k[X]-module L, d’un localisé¢ par rapport a la partie (X) \ {0}.
Traduisons ceci en termes d’espaces vectoriels munis d’endomorphismes
grace a l’équivalence de catégories décrite ci-dessus : étant donné un
couple (L, a) ou L est un un espace vectoriel sur k et a € Endy (L), il existe
un couple (L,,a), L, ol est un espace vectoriel sur k et a € Endg(L,)
est inversible, et un morphisme ¢ : (L,a) — (L,,a) tels que pour tout
morphisme f : (L,a) — (M,b), o b € Endy(M) est inversible, il existe
un unique morphisme f : (Lg, @) — (M, b) tel que f = f o 1. On appelle
(La, a) le localisé de L en a. Si B est une k-algebre, on peut faire la méme
construction en remplagant les k-espaces vectoriels par des B-modules,
et les endomorphismes d’espaces vectoriels par des endomorphismes de
B-modules.
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Nous donnons une description un peu plus explicite du localisé de L
en a. Nous énoncgons les résultats nécessaires dans le lemme suivant :

Lemme. — Soient L un espace vectoriel sur un corps k et a un endo-
morphisme de L.

(1) Si a est injectif, le morphisme canonique v : (L,a) — (Lg,a) est
aussi injectif.

(11) Soit K :=J, kera™. Alors K est stable par a. Soit a’ ’endomor-
phisme de L' = L/K induit par a. Alors le localisé (L!,,a') de L' en
a' est isomorphe au localisé de L en a. De plus o' est injectif, ainsi
que le morphisme canonique ' de (L',a’) dans (L,,a’). L’espace L.,
est donc une extension de L', telle que @' coincide avec a' sur L', et

Ly = Upen(@) (L)
Démonstration. (i) Il suffit de construire un morphisme injectif

f: (L, a) — (M,0),

avec b inversible. Comme f se factorise en f = f o, il est clair que
¢ doit alors étre injectif. Construisons un tel morphisme. Soit Ry un
supplémentaire de Ima dans L. Construisons par récurrence une suite
d’espaces vectoriels R; et d’isomorphismes f; : R;y1 — R;. Posons M =
Lo (@2 R)etb: M — M, b=a+ Y .°,fi. Par construction, b
est injectif et surjectif, c’est donc un isomorphisme. Prenons alors pour
morphisme f l'inclusion de L dans M.

(77) Remarquons qu'un élément | € L tel que a™(l) = 0, pour un
certain n € N* est dans le noyau de ¢, puisque ¢t o a”™ = a" ot et que a”
est inversible. Ceci entraine que

K = Ukera" C ker.

On peut donc factoriser ¢ a travers L' = L/K. Soit a’ le morphisme

induit par a sur L', et soit (L/,,a’) le localisé de L' en a’. En utilisant les

a’’
propriétés universelles satisfaites par (L,,a’) et (L,, @), on voit que ceux-
ci sont isomorphes. D’autre part, a’ est injectif. D’aprés (), le morphisme
canonique ¢ de (L',a’) dans (L!,,a’) est lui aussi injectif. On identifie

alors L' & un sous-espace de L/, grace a cette injection ¢'.
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Posons M = |J,,cn(@)™™(L'). Ona L' C M C L, et M est stable par
a'. Il en découle facilement que M = L!,. Réciproquement, si (M, [3) est
une extension de L' vérifiant 3 = @', 3 inversible et M = J,, . 87" (L),

(M, 3) vérifie la propriété universelle caractérisant le localisé (L!,,a’). O

Corollaire. — Supposons que le morphisme canonique v : L — L, soit
surjectif. Soit K =, _ykera™, et L' = L/K. Alors (L,,a) est isomorphe
a (L', a).

neN

A.II1.2. Foncteurs représentables. — Soit C une catégorie. Consi-
dérons la catégorie Feor gns des foncteurs contravariants de C dans Ens.
Pour chaque objet X de C, on peut construire un foncteur hx dans
Feor Ens €0 posant pour tout Y € C,

hx(Y) = HOIIlc(Y, X),

et pour tout tout morphisme f : Y — Z dans C (c’est-a-dire que f est
un morphisme de Hom¢(Z,Y)),

hx(f) :hx(Y) — hx(Z), ¢ o f.

Soit ¢ : X; — X5 un morphisme dans C. On associe & ¢ une trans-
formation naturelle k4 de hx, dans hx, en posant, pour tout objet Y de
C,

h¢7y . I‘IOIIlc(YV7 Xl) - HOmc(K X2)7 g— ¢ ©g.

I est clair que hyhy = hyy lorsque ¢ et ¢ se composent dans C. Ceci
définit donc un foncteur

h: C — fcop,Ens

Définition. — Un foncteur I’ dans Feor gns €st dit représentable s’il
existe un isomorphisme naturel @ : hyxy — F, pour un certain X dans C.
On dit alors que (X, w) représente le foncteur F.
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Théoréeme (Yoneda). — Le foncteur h réalise une équivalence de ca-
tégorie entre C et la sous-catégorie pleine de Feop mns dont les objets sont
les foncteurs représentables. En particulier, h est pleinement fidéle, c’est-
a-dire que ¢ — hy réalise une bijection

Home (X, Y) ~ Homg,, .. (hx, hy)
Démonstration. Soient F' € Feop gns €t X un objet de C. Montrons que

I’ensemble des transformations naturelles de hx vers F' est en bijection
avec 'ensemble F'(X). Soit x € F(X). Pour tout Y € C posons

Oy : hx(Y) = Hom(Y, X) — F(Y), f— F(f)(x).

Alors 6, est une transformation naturelle de hx vers F. En effet, pour
tout morphisme ¢ : Y — Z dans C (c’est-a-dire g : Z — Y dans C), le
diagramme

Gac,Y

hX(Y) - F(Y)
hx(g)l lF(g)
hx(Z) — F(2)

Gac,Z
commute.

Dans l'autre sens, supposons que # soit une transformation naturelle
de hx vers F. Posons 1(f) = 0x(Idx) € F(X). Montrons que les appli-
cations x — 0, et § — n(f) sont inverses 'une de l'autre. On a d’une
part

n(0;) =0, x(Idx) = ldx(z) = =,
et d’autre part pour tout Y € C et pour tout f € hx(Y)
Ono)y (f) = F(f)(n(0)) = F(f)(0x(Idx)) = Oy (hx(f)(Idx)) = Oy ([).
Ceci montre 'assertion.
Appliquons ceci avec F' = hy. On obtient
Home(X,Y) = hy(X) ~ Homfc,,pyEnS(hX, hy), ¢+ 0.

Or il est immédiat de vérifier que 0, = hy. Ceci montre que h est pleine-
ment fidéle. O
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Remarque. — Le foncteur F est représenté par (X, w) si et seulement
si (X, @) est solution du probléme universel (& gauche) posé par h et F'.
Dans l'autre sens, si 'on considére le probléme universel & gauche posé
par F': A — B et Y € B, on obtient une solution (X, j) dés lors que le
foncteur

Z — Homg(F(Z2),Y), A% — Ens
est représentable par (X, w), et j = wy' (Idy).
Démonstration. Supposons que F' soit représenté par (X, w). Vérifions

la propriété universelle voulue : soit # : hy — F une transformation
naturelle. On veut montrer qu’il existe un unique morphisme ¢ : Z —

X tel que w o hy = 0. Comme dans la démonstration du théoréme, 0
correspond a un élément 7(6) de F/(Z), et donc @1 (n(f)) est un élément
de hx(Z) = home(Z, X). Prenons ¢ = w,"(n(#)). On a alors pour tout
Y €C, et tout f € hy(Y) =Home(Y, Z)

(wo hwgl(n(e)))Y(f) = WY(W;(??(Q)) o f)
=wy(wy' (02(1d2)) o f) = wy(wy Oy (f))) = Ov (f).
L’unicité est immédiate, car w étant un isomorphisme, 6 détermine hy,
et donc ¢ d’apres le théoréme.

Réciproquement, si (X, @) est solution du probléme universel (a gauche)
posé par h et I, il nous faut vérifier que w est un isomorphisme, c’est-
a-dire que pour tout Y € C,

@y hx(Y) — F(Y)

est un isomorphisme. Construisons son inverse : soit y € F(Y). Il lui
correspond, par le théoréeme de Yoneda une transformation naturelle 0, :
hy — F, que par la propriété universelle, nous pouvons factoriser par
w : 60, = hg o hy, pour un certain ¢ € Home(Y, X) = hx(Y). Il est
maintenant facile de vérifier que 'application y +— ¢ ainsi définie est
I'inverse de wy .

Nous laissons la démonstration de la seconde assertion au lecteur. [

Corollaire. — Si F' est un foncteur représentable, l’objet représentant
I est déterminé a un unique isomorphisme pres.
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A.II1.3. Un principe d’isomorphisme. — Nous reformulons main-
teant le lemme de Yoneda sous une forme utile pour montrer que deux
objets d'une catégorie sont isomorphes, ou que deux foncteurs sont na-
turellement isomorphes.

Proposition. — Soient X,Y deux objets d’une catégorie M tels que
pour tout objet Z de M, on ait un isomorphisme, naturel en Z :
(AI11.3.1) Hom¢(Z, X) ~ Home(Z,Y).

Alors X ~ Y. Si F,G : C — M sont deux foncteurs d’une catégorie C
dans M tels que l'on ait un isomorphisme naturel en X et 7 :

(A.I11.3.2) Home(Z, F(X)) ~ Home(Z, G(X)).

Alors les foncteurs F' et G sont naturellement isomorphes.

A.IV. Limites et colimites

A.IV.1. Limites. — Soient C et Z deux catégories, la seconde, pour
des raisons qui ne tarderont pas & apparaitre étant dite “catégorie d’in-
dices”, ou encore “schéma diagrammatique”. Pour tout objet X de C,
définissons le foncteur constant

AXZI—>C

ot Ax (i) = X pour tout objet i de Z et Ax (i — j) = Idx pour tout mor-
phisme ¢ — 7 dans Z. Il est clair que les foncteurs constants de Z dans
C correspondent bijectivement aux objets de C, et que les transforma-
tions naturelles entre deux foncteurs constants Ax et Ay correspondent

bijectivement aux morphismes de X dans Y. En effet, si X LY est un
morphisme dans C, on définit la transformation naturelle

Af . AX — Ay
en posant
Ap(i) = f
pour tout objet ¢ de Z. On obtient ainsi un foncteur

A:C— Fre.
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Soit D : Z — C un foncteur (un tel foncteur est appelé un diagramme
dans C, de schéma 7). Une limite de D (si elle existe) est la donnée d’un
foncteur constant Ax : Z — C (que 'on peut voir simplement comme la
donnée de l'objet X) et d'une transformation naturelle n de Ay vers D,
telle que pour tout foncteur constant Ay : Z — C et toute transformation
naturelle de Ay vers D, il existe une unique transformation naturelle
Ay — Ax (c’est a dire un unique morphisme X — Y') telle que

AY%AXLD:AY%D.

En quelque sorte, la transformation naturelle Ay — D est la “meilleure
approximation” de D par un foncteur constant.

Remarque. — On voit que (Ax,n) est solution du probléme universel
a gauche posé par A et D. Il y a donc unicité de la limite & unique
isomorphisme prés. D’autre part, en utilisant la remarque A.IIL.2 liant
probléme universel et foncteur représentable, on obtient pour tout Y € A
un isomorphisme naturel

(AIV.1.1) Hom (Y, lim D) ~ Homg, ,(Ay, D).

Plus concrétement, une limite de D est donc la donnée d’un objet X
de C, et pour tout objet i de Z d’un morphisme de X dans D(i), telle
que pour tout morphisme ¢ — j dans Z,

(AIV.1.2) [X — D(i) — D(j)] = [X — D(j)).

Le fait que Ax — D soit la meilleure approximation de D par un foncteur
constant se traduit par : s’il existe un objet Y de C et pour tout objet
i de T des morphismes Y — D(i) vérifiant les relations de compatibilité
analogues a (A.IV.1.2), alors il existe un unique morphisme de ¥ — X
tel que pour tout 1 € 7

Y- X —D@G)=Y — D).

Exemples. — 1. Objets finaux. Un objet final dans une catégorie C est
une limite. En effet, prenons pour Z la catégorie vide (pas d’objets, pas
de morphismes). Admettons qu'un foncteur constant de Z dans C soit
la donnée d'un objet T" de C. Les conditions de compatibilité (A.IV.1.2)
sont vides, et donc d’aprés la propriété satisfaite par T, pour tout objet
Y de C, il existe un unique morphisme X — 7.
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— 2. Noyaux. Soit X — Y un morphisme dans une catégorie C munie
d’'un objet nul. Soit Z la catégorie ayant deux objets i et j et deux
morphismes en dehors de Id; et Id;, a savoir ¢ R jeteti R j. Soit D
le foncteur tel que D(i) = X, D(j) =Y, D(1) = f et D(0) = 0. Alors la
limite du foncteur D est le noyau de X — Y.

— 3. Produits. Soient X et Y deux objets d'une catégorie C. Considé-
rons la catégorie discréte Z formée de deux objets i et j (discréte veut dire
que les seuls morphismes sont les identités des objets). Soit F': Z — C
le foncteur défini par F'(i) = X et F(j) =Y. Alors la limite de F est le
produit de X et de Y, que l'on note X x Y.

Plus généralement, pour toute famille (X;);.; d’objets de C, on forme
la catégorie discréte Z dont les objets sont les ¢ € I, et on définit un
foncteur F' : 7T — C par F(i) = X;. La limite de F' est alors le produit
des Xj, noté [[,.; Xi.

— 4. Produit fibré. Soit C une catégorie et dans C considérons les

morphismes
(A.IV.1.3) X
|
Y —>Z

Soit 7 la catégorie formées de trois objets i, 7, p, dont les morphismes,
outre les identités des objets, sont © — p et j — p, et soit D le foncteur
un Z dans C tel que D(i) = X, D(j) =Y, D(p) = Z, D(i — p) = f
et D(j — p) = g, La limite de D est le produit fibré, noté X xz Y du
diagramme (A.IV.1.3)

— 5. Limites projectives ou inverses. Soit Z un ensemble ordonné fil-
trant croissant (c’est-a-dire que pour couple (7,7) d’éléments de Z, il
existe un élément k de Z tel que i < k, j < k). On considére Z comme
une catégorie, ot les morphismes, outre les identités des objets, sont don-
nés par les couples (i,7) avec ¢ < j le morphisme correspondant étant
j — 4. Soit D : 7T — C un foncteur, et posons, pour tout ¢, j dans Z,
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Ai = D(Z), D(j — Z) = sz On dit que ((Ai)iEh (fji)i§j> forment un SySs-
téme projectif. Alors la limite projective (ou limite inverse) du systéme
des (A, fi;) est la limite de D.

— 6. Intersection de sous-objets Nous laissons au lecteur le soin d’inter-
préter une intersection de sous-objets d'un objet d'une catégorie comme
limite dans une catégorie appropriée.

On emploie la notation th pour les limites.

A.IV.2. Colimites. — Nous définissons de maniére duale la notion de
colimite d’un foncteur D : 7 — C comme dans le paragraphe précédent :
c’est la donnée d’un foncteur constant Ax : Z — C et d’une transfor-
mation naturelle de D vers Ay, telle que pour tout foncteur constant
Ay : T — C et toute transformation naturelle de D vers Ay, il existe
une unique transformation naturelle Ay — Ax (c’est a dire un unique
morphisme Y — X)) telle que

D—>Ax—>Ay:D—>Ay.

Une colimite est solution du probléme universel a droite posé par A et
D.

Comme exemples de colimites, nous avons les notions duales de celles
des exemples du paragraphes précédent. On obtient ainsi respectivement
les objets initiaux, les conoyaux, les coproduits, les sommes amalgamées,
les limites inductives (ou directes), les unions de sous-objets. La notation
utilisée pour les colimites est h_r)n

Explicitons un peu 'exemple des limites inductives. Soit I un ensemble
ordonné filtrant croissant On considére Z comme une catégorie, ou les
morphismes, outre les identités des objets, sont donnés par les couples
(i,7) avec ¢ < j le morphisme correspondant étant ¢ — j. Soit D : Z — C
un foncteur, et posons, pour tout 4, j dans Z, A; = D(i), D(i — j) = fi.
On dit que ((A;)ier, (fij)i<;j) forment un systéme inductif . Alors la limite
inductive (ou limite directe) du systéme des (A;, fi;) est la limite de D.

Exemple. — Soit A la catégorie des groupe abéliens. Dans cette ca-
tégorie, toute famille (G;);e; admet un produit, donné par le produit
cartésien d’ensembles [, ; G;, muni de la loi de groupe produit de celle
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des G}, et des projections canoniques p; : [[,c; Gi — G. Toute famille
(G;)ier admet aussi un coproduit, appelé somme directe des G; et notée
D,c; Gi- Si I est fini, @, ; G; est le produit [[,.,
canoniques i; : G; — [[,c; G;. Si I est infini, @),.; G; est le sous-groupe
formé des éléments de []

GG; muni des injections

.7 Gi n’ayant qu’un nombre fini de coordonées

non nulles, muni de ces mémes injections.

Soit maintenant ((G;)ier, (gij)i<;) un systéme inductif de groupes abé-
liens (les lois de groupes sont notées additivement). Formons le coproduit
des GG; dans la catégorie des ensembles, c’est-a-dire leur union disjointe.
Munissons celle-ci de la relation d’équivalence suivante : g; € G; est équi-
valent & g; € G; sl existe k > i, j tel que fix(g9:) = fix(g;) et appelons
G l'ensemble des classes d’équivalence. Alors G est naturellement muni
d’une structure de groupe, l'on a des projections canoniques f; : G; — G.

D’autre part, G vérifie la propriété universelle de la colimite : pour
tout systéme de morphismes ¢; : G; — Y compatible avec les f;;, les ¢
se factorisent par les f;. On a donc li_r)niel G; =G.

On en déduit immédiatement le fait suivant, qui est fondamental en
théorie des faisceaux : si g; € G; est tel que f;(g;) = 0, alors il existe
J > 1 tel que fi;(g;) = 0.

A.V. Foncteurs adjoints

Il y a deux maniéres (équivalentes) de voir la notion de foncteurs ad-
joints. Selon ce que I'on veut en faire, on utilise un point de vue ou I'autre.

A.V.1. Définition par les foncteurs Hom. — Soient A et B deux
catégories, et F': A — B, G : B — A deux foncteurs. Définissons les
foncteurs :

Rp : Ax B? — Ens, (X,Y)+— Homg(Y, F(X)),

et
Lg: AxB? — Ens, (X,Y)— Homs(G(Y),X).
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Si (f,g9) € Homu(X,X") x Homp(Y',Y) le morphisme Rp(f,g) est
donné par :

Rp(f.g9) : Homp(Y, F(X)) — Homp(Y', F(X')), ¢ — F(f)odog,
et le morphisme Lg(f, g) par :

Le(f. 9) : Homp(Y, F'(X)) — Homp(Y', F(X')), ¢+ fotoG(g).

Définition. — On dit que F' est 'adjoint a droite de G (ou que G est
I'adjoint & gauche de F') si les foncteurs Rp et Lg sont naturellement
isomorphes. Notons # cet isomorphisme naturel. On a alors,

Oy x : Homp(Y, F(X)) ~ Homy(G(Y), X), (X e A), (Y € B).

Le théoréme suivant relie les notions de foncteurs adjoints et de fonc-
teurs représentables.

Théoréme. — Soit G : B — A un foncteur. Alors G admet un adjoint a
droite si et seulement si pour tout objet X de A, le foncteur contravariant

Y — Hom(G(Y), X)

de B dans Ens est représentable.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, puisque si G ad-
met I’ comme adjoint & droite, F/(X), le foncteur Y +— Hom4(G(Y), X)
est représenté par (F(X),0). Montrons qu’elle est suffisante. Rappelons
que d’apreés le lemme de Yoneda, le foncteur

h: B — fBOP,Ens

est pleinement fidéle. Il réalise donc une équivalence de catégorie sur
la sous-catégorie pleine des foncteurs représentables de Fpgop gns. Soit A

un quasi-inverse de h et soit H : A — Fpgor gns le foncteur défini par
H(X)(Y)=Hom(G(Y), X), qui par hypotheése est a valeurs dans la sous-
catégorie pleine des foncteurs représentables de Fpor gns. Alors F' = Ao H
est ’adjoint cherché. O

Corollaire. — 1l y a unicité a isomorphisme pres de l’adjoint a droite
d’un foncteur G : B — A. Il en est de méme pour les adjoints a gauche.
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A.V.2. Adjonctions. — Soient F' et G deux foncteurs adjoints comme
ci-dessus. Pour tout objet Y € B, on dispose de iy € Homp(Y, FG(Y)),
le morphisme correspondant a Idgyy € Hom(G(Y), G(Y)). De méme,
pour tout X dans .4, on dispose d’un morphisme ex € Hom4(GF(X), X)
correspondant & Idpyy € Homg(F(Y'), F(Y')). On obtient ainsi des trans-
formations naturelles 7 et € respectivement de Idg vers F'G et de GF' vers
Id 4. On appelle 1 et € les morphismes d’adjonction, le premier étant par-
fois appelé unité et le second counité. Ces morphismes vérifient de plus
que les composées

(A.V.2.1) FX) Y parx) "X pix)
(A.V.2.2) G(Y) " gray) “Y av)

sont égales aux identités respectives de F'(X) et G(Y).
Réciproquement, supposons que 7 et € soient des transformations natu-
relles respectivement de Idg vers F'G et de GF vers Id 4. Alors on obtient
pour tout X € AetY € B,
Oy x : Homu(G(Y), X) — Homg(Y, F(X))

Fey 2 rar) ™ px))

et dans le sens opposé

oy,x : Homp(Y, F(X)) — Hom4(G(Y), X)
g [GY) Y arx) S X))

On déduit facilement de la naturalité de n et € que 6 et o sont des
tranformations naturelles respectivement de Lg vers Rp et de Rp vers
L¢. D’autre part, si n et € vérifient (A.V.2.1) et (A.V.2.2), alors 0 et o
sont inverses 1'un de l'autre.

On appelle adjonction un quadruplet (F,G,€,n) ou
-F: A— B, G: B— A sont deux foncteurs.

-n: Ildg — FG et de ¢ : GF — Idy sont deux transformations
naturelles vérifiant (A.V.2.1) et (A.V.2.2).

Le résultat suivant sert trés souvent.
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Théoréeme. — Soient F': A — B, G: B — A deux foncteurs, G étant
ladjoint a gauche de F. Alors F préserve les limites et G les colimites.

Démonstration. Montrons la premiére asertion, la seconde s’établissant
de la méme maniére. Soit D : 7T — A comme en A.IV.1, et supposons

que @D existe. On veut montrer que h&lF o D existe et est égale a
F(lim D). On utilise le principe A.IIL.3. Pour tout Y € B, on a

Homp (Y, F(lim D)) = Hom4(G(Y),lim D) ~ Homg, ,(Agy), D)
~Homg, ,(Ay, F'(D)) = Homp(Y,lim F' o D),

On a utilisé successivement ’adjonction de F' et G, I'isomorphisme na-
turel A.IV.1.1, le fait que toute transformation naturelle 6 : Agyy — D
est la donnée, pour tout ¢ € Z, d'un morphisme G(Y) — D(i) (vérifiant
certaines conditions de compatibilité), et que par adjonction de F' et G,
ceci est équivalent a la donnée de morphismes Y — F(D(i)), définis-
sant une transformation naturelle de Ay dans F o D. Enfin, on utilise la
propriété universelle de la limite. Ceci montre que F (lln D) est bien la
limite de F'o D. O

Exemple. — Pour illustrer la notion de foncteur adjoint, nous choisis-
sons un exemple simple qui est un cas particulier des constructions de la
section [.2. Soit A une C algébre unitaire et soit B une sous-algébre de
A. Tout A-module unitaire a gauche M est aussi un B-module, et nous
obtenons ainsi un foncteur d’oubli :

F: M(A) — M(B).

Un adjoint & gauche du foncteur d’oubli, le foncteur de changement de
base, est donné par

P4y : N— A®p N.

Pour montrer cette assertion, nous devons exhiber un isomorphisme
naturel :

Oxy : Homus(A®p X,Y) — Homp(X, F(Y)).
Si f: A®g X — Y est un B-morphisme, posons
Oxy(f)x) =fl@z), (reX)
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Ceci définit bien un B-morphisme car :
Oxy([)b-z)=fA®b-2) = fo@x) = fb- (12 )
=b- f(l@x) =b- (Oxy(f)(x))
L’inverse de # est donné par o :
oxy : Homp(X,F(Y)) - Homs(A®p X,Y)
défini pour tout g € Hompg(X, F(Y)) par
oxy(9)a @) = a-g(a).
Ceci est bien un A-morphisme car :
oxx(9)(d - (a®1)) = axy (9)(da®2) = da-g(x) = - (o3 (9)(a @)
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la naturalité de 6 et o.

Vérifions que # et o sont inverses I'un de 'autre :

oxy(Oxy(f)la®z)=a  Oxy(f)(x) =a (f(1®1) = fla® ).
et
Oxy(oxy(g)(x) =oxy(9))(l®x) = g(x).

Nous avons donc démontré ’adjonction des foncteur d’oubli et de chan-
gement de base en utilisant la premiere définition des foncteurs adjoints.
Lorsqu’on regarde de plus prés cette démonstration, on s’apercoit que le
second point de vue est sous-jacent. En effet, le point clef est 1'existence
d’un B-morphisme

nx: r— 1z, X —->ARpX
et d’'un A-morphisme
ey:aQy—a-y, ARQpY —Y

Ce sont des morphismes d’adjonction et le fait que 6 et o soient inverses
I'un de l'autre provient de ce que 7 et € vérifient (A.V.2.1) et (A.V.2.2),
c’est-a-dire dans ce cas :

r—1lr—1-z2==x

et
aRr—aRl@r—a- (1®x)=a® .
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A.VI. Catégories abéliennes

Dans cette section, nous rappelons les résultats fondamentaux concer-
nant les catégories abéliennes. Nos références en la matiére seront les
livres [25] et [35], auxquels le lecteur est invité a se reporter s’il souhaite
plus de détails.

A.VI.1. Axiomatique des catégories abéliennes. — La notion de
catégorie abélienne axiomatise les propriétés fondamentales des catégo-
ries suivantes :

- la catégorie A — mod des modules a gauche sur un anneau A,

- la catégorie M(A) des modules a gauche unitaires sur un anneau
unitaire A,

- la catégorie des faisceaux (ou préfaisceaux) de groupes abéliens sur
un espace topologique.

Donnons maintenant les axiomes définissant les catégories abéliennes.
Ceux donnés ici ne sont pas les plus économiques. Soit A une catégo-
rie. On dit que A est une catégorie abélienne si elle vérifie les axiomes
suivants.

ABO. II existe un objet nul dans A, noté 0.

ABI1. La catégorie A admet des produits finis.
AB1*. La catégorie A admet des coproduits finis.

AB2. Tout morphisme dans A admet un noyau.

AB2*. Tout morphisme dans 4 admet un conoyau.

AB3. Tout monomorphisme dans A est un noyau.

AB3*. Tout épimorphisme dans A est un conoyau.

Comme le montrent les exemples de catégories abéliennes donnés ci-
dessus, il est d'usage de changer quelque peu la terminologie pour les
coproduits, en les rebaptisant sommes directes. Bien siir, on change aussi
de notation.
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A.VI.2. Propriétés des catégories abéliennes. — On tire de nom-
breuses conséquences de ces axiomes. En voici quelques unes parmi les
plus importantes.

— 1. Un morphisme dans A est un isomorphisme si et seulement si
c’est & la fois un monomorphisme et un épimorphisme.

— 2. Soit A un objet de A, et soient S I’ensemble de ses sous-objets,
Q4 'ensemble de ses quotients. Alors les applications

coker : Sy — Qa, ker: Qs — Sa

qui, respectivement, associent & tout sous-objet B — A son conoyau,
et & tout quotient A — C' son noyau, sont inverses I'une de l'autre.
De plus, elles inversent 'ordre sur S4 et Q4. On note A/B le quotient
coker(B — A) pour tout sous-objet B — A de A.

— 3. Deux sous-objets quelconques d’un objet A admettent une in-
tersection et une union. Comme pour les coproduits, il est souvent plus
parlant de changer la terminologie pour les unions dans les catégories
abéliennes en parlant plutot de sommes. On utilise alors la notation +

ou ).

On définit I'image d’'un morphisme f : A — B dans A comme le
plus petit sous-objet C' — B de B tel que f se factorise par C' — B.
Dualement, on définit la coimage de f comme le plus petit quotient
A — D de A qui factorise f.

— 4. Tout morphisme f : A — B admet une image (resp. une coi-
mage), elle s’identifie a ker(coker f) (resp. a coker(ker f)).

— 5. (Factorisation des morphismes) Tout morphisme A — B dans A
se factorise de maniére unique a isomorphisme prés en A — I — B, ou
A — I est un épimorphisme, et I — B est un monomorphisme. De plus
A — I est la coimage de A — B, et I — B en est 'image.

L’existence de noyau et d’image pour tous les morphismes dans A
permet de définir la notion de suite exacte de morphismes dans A. Nous
supposons le lecteur suffisamment familier avec cette notion pour ne pas
avoir & la redéfinir.
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— 6. Pour tout couple (A, B) d’objets de A, 'ensemble Hom 4(A, B)
est muni d’'une structure de groupe abélien, dont I’élément neutre est
I’élément distingué 0 dont 'existence est assuré par ABO. Les opérations

de composition des morphismes sont distributives par rapport a I’addition
sur les Homy (A, B).

— 7. Pour tout couple (A, B) d’objets de A, le produit A x B et la
somme A @ B dont 'existence est assurée par les axiomes AB1, AB1*
sont naturellement isomorphes.

— 8. Lemme des 3 x 3. Considérons le diagramme suivant dans A

0 0 0
0 A A A" 0
0 B B’ B 0

C Cl C//

0 0 0

ot les colonnes et les lignes sont exactes. Alors on peut compléter ce
diagramme par un monomorphisme C' — C’ et un épimorphisme C’' —
C" de sorte que le diagramme enrichi soit toujours commutatif et que la
suite 0 — C' — " — C" — soit exacte.

— 9. Isomorphismes de Noether. Du lemme des 3 x 3, on peut facile-
ment déduire les deux théorémes d’isomorphismes de Noether :

(1) étant donnés un objet C' dans A et deux sous-objets A et B de C
avec A C B, alors B/A est un sous-objet de C/A et (C'/A)/(B/A) est
isomorphe & C'/B,

(74) étant donnés un objet C' dans A et deux sous-objets A et B de C,
on a

B/(ANB) ~ (A+ B)/A.
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En supposant de plus que AN B = 0, et A+ B = C, (ii) donne
C~AaB.

L’existence de limites est bien stir une propriété importante des caté-
gories. Ceci nous conduit & considérer les axiomes suivants :

ABA4. Toute famille d’objets admet un produit dans .A.
AB4*. Toute famille d’objets admet une somme directe dans A.

Une catégorie abélienne vérifiant AB4. est dite compléte, tandis qu'une
catégorie abélienne vérifiant AB4*. est dite cocompléte.

AB5. A est cocompléte, et pour tout systéme filtrant croissant M; de
sous-objets de M, pour tout sous-objet N de M, on a

N <Z MZ-) => (N[ M)).
i i

Remarquons que les unions existent grace a AB4*. Dans les catégories
de modules, I'union de sous-objet est la somme de ceux-ci. On emploiera
donc plutdt la notation + ou ) pour les unions de sous-objets dans une
catégorie abélienne.

Une catégorie de Grothendieck est une catégorie abélienne cocompléte
vérifiant ABS5.

Continuons notre liste de propriétés des catégories abéliennes.

— 10. Supposons que A soit compléte (resp. cocompléte). Alors tout
diagramme D : 7 — A, admet une limite (resp. colimite). En particulier,
A admet des limites inverses (resp. directes).

A.VI1.3. Suites de Jordan-Hoélder et facteurs de composition

Soit A une catégorie abélienne. Un objet non nul M de A est dit simple
si tout sous-objet de M est soit l'objet nul 0, soit M. On note Irr(A)
I’ensemble des classes d’équivalence d’objets simples de A. Supposons
que 'on ait une suite croissante de sous-objets de M, tous différents

OZBoc.BlCCBn:M
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Une telle suite est appelée suite de composition, ou suite de Jordan-
Hélder si les quotients successifs B;/B;_1, i = 0,...n sont simples. L’en-
tier n est appelé la longueur de cette suite de composition et les quo-
tients B;/B;_1 sont appelés facteurs de composition de M. Le théoréme
de Jordan-Hélder affirme alors que si 'objet M admet une suite de com-
position, alors toutes les suites de composition sont de méme longueur
et leurs facteurs sont isomorphes, a ’ordre prés. Un objet admettant une
suite de composition est dit de longueur finie, sa longueur étant celle
d’une de ses suites de composition. Le théoréme de Jordan-Hélder se
démontre & partir des isomorphismes de Noether A.VI.2, 9.

Pour obtenir les résultats sur les suites et les facteurs de composition
d’'un objet généralisant ceux de la catégorie des A-modules, il nous faut
faire quelques hypothéses supplémentaires sur .A. On suppose donc que
A est une catégorie de Grothendieck. Elle vérifie donc AB4* et ABS5.
On suppose de plus :

ABSG6 : tout objet de A est une union (somme) d’objets de type fini.

Ezxzemples. — Remarquons que les catégories A —mod (respectivement
M(A)), A un anneau (respectivement A un anneau unitaire) vérifient
tous ces axiomes.

Le premier résultat que nous allons établir utilise le lemme de Zorn.
Le lemme de Zorn peut étre considéré comme un axiome de la théorie
des ensembles. Il est équivalent a 'axiome du choix. On dit quun en-
semble ordonné S est inductivement ordonné si toute partie non vide et
totalement ordonnée de S admet un majorant. Nous renvoyons le lecteur
a [34] ou [23]| pour les définitions de ces termes. Le lemme de Zorn af-
firme qu'un ensemble non vide inductivement ordonné admet un élément
maximal.

Proposition. — (i) Soit M un objet non nul de A de type fini. Alors
M admet un quotient simple.

(i) Si M n’est pas de type fini, il existe des sous-objets Ny C Ny de
M tels que le quotient No/Ny soit simple.
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Démonstration. 11 est clair que (ii) découle de (i) en prenant pour Nj
un sous-objet de type fini dans M, dont 'existence est assuré par AB6.
Pour démontrer (i), introduisons ’ensemble (ordonné) S des sous-objets

propres de M. Pour pouvoir appliquer le lemme de Zorn, montrons que
S est stable par union d’une suite croissante, c’est-a-dire que si

NoCN,...CN, C...

est une suite croissante de sous-objets propres, alors N := | J, N; est dans
S. 1l s’agit de montrer que N est un sous-module propre. Supposons le
contraire, c’est-a-dire M =, NV;. Comme M est de type fini, il existe un
certain indice 7 tel que M = N;,, ce qui est absurde puisque /V;, est un
sous-module propre. L’assertion est donc démontrée. D’aprés le lemme
de Zorn, S admet un élément maximal M, et par maximalité, le quotient
M /My est simple. O

Notons JH(M) 'ensemble des sous-quotients simples d’un objet M.
On a alors :

Lemme. — (i) si M' C M est un sous-objet, alors
JH(M) = JH(M')UJH(M/M'),
(it) JH(M) = 0 si et seulement si M = 0,
(1ii) si (M;)ier est une famille de sous-objets de M,
JH(Y M) = JIH(M,).
i€l i€l

Démonstration. (i) est clair. (i) découle du lemme précédent. Pour (i),
l'assertion découle de (i) par récurrence si I est fini. En remplacant les
M; par une famille consistant en des sommes de M;, on se raméne au
cas ou (M;);er est un systéme filtrant croissant. Soit @@ = M’'/M" un
sous-quotient simple de ), , M;. Supposons que pour tout i € I, Q ¢
JH(M;). Alors pour tout i € I,

M (M + M;) = M".
Donc, en utilisant AB5, on obtient

M = M/H(Z(M// _'_Mz)) _ ZM/H(M” + Mz) _ M”,

(2
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ce qui contredit le fait que @) est simple. O

A.VII. Semi-simplicité

Lemme. — Soit A une catégorie abélienne vérifiant les hypothéses de la
section précédente, et soit E/ un objet de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) E est isomorphe a une somme directe d’objets simples (ie. E est
complétement réductible).

(17) E est l'union (la somme) de ses sous-objets simples.

(1ii) Pour tout sous-objet E' de E, il existe un sous-objet E" de E tel
que E=FE @© E".

Démonstration. 1l est clair que (i) implique (ii). Supposons (i7) et mon-
trons (i2i). Soit £’ un sous-objet de E. On peut, d’aprés I'hypothése,
écrire ' comme une somme (mais pas directe) de sous-objets,

E=>)E

el

pour un certain ensemble d’indices /. Prenons un sous-objet de E de la
forme Zje ;E;, J C I, maximal pour l'inclusion et tel que la somme
F'=FE+3,;E; soit directe ('existence d’un tel .J est assurée par le
lemme de Zorn). Alors cette somme est égale & E. En effet, il suffit de voir
que chaque F;, i € I, est dans E' @ (@jeJ E;). Comme l'intersection de
F avec F; est un sous-objet de Ej, cette intersection est E; ou 0 puisque
E; est simple. Si cette intersection était nulle, on pourrait adjoindre ¢ a J
ce qui contredit la maximalité de J. Donc E; C F. Montrons maintenant
que (i77) implique (7). Commengons par voir que F admet alors un sous-
objet simple. Soit E’ un sous-objet de F de type fini, dont I'existence
est assurée par I’hypothése AB6. Considérons I’ensemble des sous-objets
propres de F', ordonné par l'inclusion. Comme dans la démonstration
de la proposition A.VI1.3, on voit que cet ensemble est inductivement or-
donné, et donc qu’il admet d’apres le lemme de Zorn un élément maximal
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M. Cet M est un sous-objet de E. D’aprés I’hypothése, on peut écrire
E =M @ F, pour un certain sous-objet F. On a alors

E'=Me (ENF).

Comme M est maximal dans E’, E' N F est simple. Ceci montre que
E admet un sous-objet simple. Soit maintenant Fy une somme directe
maximale de sous-objets simples de F. Si E # Ey, on écrit £ = Ey® F.
On applique maintenant la remarque précédente a F' : il existe un sous-
objet simple de F. Ceci contredit la définition de Ej. O

Corollaire. — Un sous-module d’un module semi-simple est semi-simple.

Démonstration. Supposons que E soit un sous-module de £ avec £ semi-

simple, et soit £’ un sous-module de E. C’est aussi un sous-module de
&, et donc il existe un sous-module F de & tel que £ = E' & F. Posons
F=FNE.Onaalors E=F & F. O

A.VIII. Foncteurs remarquables

Par foncteurs remarquables, nous entendons des foncteurs préservant
des propriétés des objets ou des morphismes auxquels ils s’appliquent.
Par exemple, nous avons définis plus haut les foncteurs fideles et les
foncteurs pleins. Donnons d’autres exemples.

A.VIII.1. Foncteurs exacts. — Soit F' : A — B un foncteur entre
deux catégories abéliennes. On dit que F' est additif s’il respecte la struc-
ture de groupe des Hom, c’est-a-dire si pour tout couple (X,Y’) d’objets

de A,
F: Homu(X,Y) — Homg(F(X), F(Y))
est un morphisme de groupes abéliens. Les foncteurs entre catégories

abéliennes seront implicitement toujours supposés additifs. Dans ce qui
suit, les catégories sont abéliennes et les foncteurs sont additifs.
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On dit qu’il est exact a gauche (resp. a droite) si pour toute suite
exacte dans A de la forme

0-xLyv2z

la suite

0— FX)"™Y piy)y ™Y p2),

est exacte (resp. si pour toute suite exacte de la forme
xLy 2%z o,

la suite

F(g)
ﬁ

FX)"™ poyy ™ pzy - o,

est exacte). Si F' est exact a droite et a gauche, on dit simplement qu’il
est exact. Pour un foncteur contravariant /' : A — B, la convention pour
I'exactitude a gauche ou a droite est la suivante. On considére F' comme
un foncteur covariant A% — B et 'on transfére les définitions ci-dessus.

On peut montrer qu’un foncteur exact a gauche F' : A — B préserve
les limites finies (c’est-a-dire que pour tout foncteur D : Z — A, ou la
catégorie d’indice Z est finie, admettant une limite X, alors F'(X) est la
limite du foncteur F o D). De méme un foncteur exact a droite préserve
les colimites finies.

Rappelons qu'un foncteur F' : C — D est fidéele si pour tout couple
d’objets (X,Y) de C, 'application

Home (X,Y) -5 Homp(F(X), F(Y))
est injective. Si C et D sont des catégories abéliennes et que le foncteur

F est additif, F' est fidéle si pour tout X EN Y, F(f) = 0 implique que

PO 1 . f .
f = 0. Dans une catégorie abélienne tout morphisme X — Y se factorise
de maniére unique en

X—=1-Y%,

ot X — [ est un épimorphisme et I — Y un monomorphisme (voir la
propriété 5 des catégories abéliennes dans 'annexe A.VI.2). D’autre part,
si f#0,alors I # 0. Si F est exact, on en déduit que

F(X)— F(I)— F(Y)
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est la factorisation de F'(f), car F' étant fidéle, il préserve épimorphismes
et monomorphismes. Si F(f) = 0, on a alors F\(I) = 0. On déduit de
cette petite discussion le résultat suivant

Lemme. — Si F': C — D est un foncteur exact, et F(I) = 0 implique
que I =0, alors F est fidéle.

A.VIIIL.2. Progénérateurs. — Soit X un objet de la catégorie abé-
lienne A. On définit les foncteurs :

Hom4 (X, @) : A — Z — mod,
Y — Homyu(X,Y),

Y L 7] [Homu(X,Y) 225 Homu(X, Z)]

Hom 4(e, X) : A — 7Z — mod,
Y+ Homu(Y, X),

v L 2] — [Homa(Z, X) L% Homu(Y, X)]

Le premier de ces foncteurs est covariant, le second contravariant. Ils
sont tous deux exacts a gauche. Un objet X de A est dit projectif si
Hom 4(X, ®) est exact, injectif si Hom 4(e, X) est exact. C’est un généra-
teur de A (resp. un cogénérateur ) si Hom 4(X, ®) (resp. Hom4(., X)) est
fideéle. Un progénérateur est un générateur projectif. Un critére simple
est quun objet projectif X est un progénérateur dans A si et seulement
si pour tout objet non nul Y dans A, Hom4(X,Y) est non trivial. La
nécessité de cette condition provient du lemme A.VIII.1.

Soit A une catégorie abélienne cocompléte. Un objet projectif P dans
A est dit petit si le foncteur Hom 4 (X, ) préserve les sommes directes. 11
existe plusieurs caractérisations équivalentes de cette notion. En particu-
iel M;,
et pour tout morphisme ¢ : P — M, il existe un ensemble fini J C [ tel

lier, P est un petit projectif, si pour toute somme directe M =

que ¢ se factorise en P — @jEJ M; — M. Dans une catégorie de Gro-
thendieck, un objet est un petit projectif si et seulement s’il est projectif
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de type fini (cf. [35], 4.11, Lemma 1). Le résultat suivant nous donne un
critére pour qu'une catégorie abélienne cocompléte soit équivalente a la
catégorie des modules & droite sur un certain anneau R (cf. [35], 4.11,
Theorem 1).

Théoréme. — Soit A une catégorie abélienne, cocompléte, et admet-
tant un petit progénérateur P. Alors A est naturellement équivalente a
la catégorie des modules a droite unitaires sur l’anneau Rp = End 4(P),
I’équivalence étant donnée par le foncteur Hom 4 (P, e).

Remarque. — On a bien str la réciproque, puisque un anneau unitaire
A est un petit progénérateur de M(A)

Nous notons aussi le résultat suivant.

Lemme. — Soit A une catégorie abélienne , admettant un petit progéné-
rateur P. Alors tout objet M de A est quotient de deux objets isomorphes
a des sommes directes d’objets isomorphes a P.

Démonstration. Comme Hom4 (P, N) est non trivial pour tout N € A,
on peut trouver, pour tout m € M un morphisme f,, : P — M dont
I'image contient m. En prenant la somme directe sur tous les m € M, on

obtient un épimorphisme
@ P — M.

meM

Considérons le noyau C' de ce morphisme. Le méme argument nous donne
Iexistence d’'un épimorphisme de la forme @je ;P — C. On obtient

donc :
@P—>C—>@P—>M.

jeJ meM
d’ot1 'on tire une suite exacte

@P—)@PﬁM—)O.

jedJ meM
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A.IX. Décompositions de catégories

Soit M une catégorie de Grothendieck vérifiant aussi AB6 et soit
(M,)ier, une famille de sous-catégories pleines. On écrit
M =] M;
iel
si tout objet M de M s’écrit comme une somme directe
M= M
iel
ou pour tout i, M; € M;. Si I n’est pas un ensemble fini, on suppose la
catégorie M cocompléte pour assurer l'existence des sommes directes.

Supposons que M = [],.; M;. Alors Irr(M) est une union disjointe
Irr(M) = HIrr(M,-).

iel

Dans 'autre direction, supposons maintenant que S soit une partie de
Irr(M), et notons Mg la sous-catégorie pleine de M dont les objets sont
ceux dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans S. Alors Mg
est une sous-catégorie abélienne, stable par passage aux sous-quotients,
aux extensions et aux colimites. Pour tout objet M de M, on note Mg
I'union de tous les sous-objets de E qui sont dans Mg. Alors il est clair
que Es € Mg. Soit S” une autre partie de Irr(M), telle que SN .S = 0.
Si E e Mget B € Mg, on a Hompy(E, E') = {0}. De plus, pour tout
E e M, EsN Es = {0}, et donc

Es® Esy C E.

Définition. — On dit que la partie S C Irr(M) scinde un objet £ dans
M, si E = Es®Eg, ou S =Irr(M)\ S. On dit que S scinde la catégorie
M si S scinde tout objet de M. Plus généralement, supposons que 1’on
ait une décomposition en union disjointe :

Irr(M) = H Sa-

On dit que cette décomposition {S,} scinde un objet E dans M, si
E = @, Es, et que {S,} scinde la catégorie M si {S,} scinde tout
objet de M.
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Lemme. — Supposons que Irr(M) =[], Sa scinde un objet E dans M.
Alors tout sous-quotient de E est aussi scindé selon cette décomposition.

Démonstration. Ecrivons E = @, E,. 1l est clair qu'il suffit de montrer
que pour tout sous-objet L de E/, on a

L=EP(E.NL).

Posons C = L/ @, (E, N L). Alors pour tout «,

JH(C) C JH(L/(E. N L)) C JH(E/E,) C | J JH(Ep) C Irr(M) \ S..
B#a
Ceci montre que JH(C) C ((Irr(M) \ So) =0, et donc C = {0}. O

A.X. Centre d’une catégorie

Soit C une catégorie. Le centre 3(C) de C est 'ensemble des endomor-
phismes (c’est-a-dire des transformations naturelles vers lui-méme) du
foncteur identité. Autrement dit, un élément z du centre de C est la don-
née, pour tout objet X de C, d’'un morphisme zx : X — X, de sorte
qu’étant donnés deux objets X et Y de C, et un morphisme f: X — Y,
on ait fozxy = zy o f.

Ezemple. — Si C = M(A), la catégorie des A-modules unitaires sur
I'anneau unitaire A, alors 3(C) s’identifie naturellement au centre de 'an-
neau A.



ANNEXE B

THEOREME D’AMITSUR ET
COROLLAIRES

B.I. Théoréme d’Amitsur

Le résultat principal de cette section est dii & Amitsur. On peut le voir
comme une version non commutative du théoréme des zéros de Hilbert
pour des algebres sur le corps C.

Définition. — Soit A une C-algébre d’unité 1 4. Le spectre d’un élément
a de A est 'ensemble

Spec(a) = {\ € C| a — A\14 n’est pas inversible }
On identifie la sous-algebre C1,4 de A avec C.

Théoréme. — Supposons que A soit de dimension au plus dénombrable
sur C. Alors

a) si A est une algébre a division, A = C,

b) pour tout a € A, Spec(a) est non vide. De plus Spec(a) = {0} si et
seulement st a est nilpotent.

Démonstration. Montrons que b) implique a). Supposons qu'il existe a €

A, a ¢ C. Alors pour tout A € C, a — A1 4 est non nul, donc inversible si
’on suppose que A est une algébre a division. Ceci nous donne Spec(a) =
0, ce qui contredit b).
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Démontrons maintenant b). Supposons Spec(a) = (), ¢’est-a-dire que
pour tout A € C, a — A1 4 est inversible. La famille non dénombrable

{la=A14)"" N e C}

d’éléments de A est donc liée, puisque la dimension de A est au plus
dénombrable. Ceci montre qu’il existe un nombre fini d’élément p; € C,
que 'on peut supposer non nuls, et un méme nombre d’élément \; dans
C tels que

Z,ul (a — )\Z’]_A)_l =0.

En multipliant par [[,(a — X\;14), on fait apparaitre un polynéme P €
C[t] de degré strictement positif tel que P(a) = 0. Ce polynéome P admet
sur C une factorisation de la forme

Pt)=c(t—ay)...(t—a),
ceC* ay,...,a, € C. Ceci entraine que
(a—aily)...(a—a;14)=0
ce qui contredit le fait que tous les a — a;14 soient inversibles. Ceci

démontre que Spec(a) est non vide.

Démontrons maintenant 1’assertion concernant les éléments nilpotents.
Soient a € A et n € N tels que a” = 0. Alors a ne peut pas étre inversible,
ce qui montre que 0 € Spec(a). D’autre part, si A € C*, a — A\14 est
inversible, d’inverse

(a=Ala) ' ==AT"1a=Ala) == (A )
=0

Ceci montre que Spec(a) = {0}. Réciproquement, si Spec(a) = {0},
comme C \ {0} est encore une famille non dénombrable, 'argument ci-
dessus montre qu’il existe un polynéme P € CJ[t] non constant tel que
P(a) = 0. Ce polynome P admet sur C une factorisation de la forme

Pit)y=ct"(t—aq)...(t — ),

¢, aq,...,a, € C*. Comme chaque a — ;14 est inversible, on en déduit
que n > 0et a” = 0. ]
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B.Il. Lemme de Schur

Soit A une C-algébre. Nous allons utiliser le résultat de la section
précédente pour montrer le
Théoréeme. — Soit M un A-module simple. On a alors
a) Ends (M) est une algébre a division.
b) Si la dimension de M sur C est au plus dénombrable, on a
End, (M) ~ C.

Il suffit pour cela que la dimension de A soit au plus dénombrable.

Démonstration. Soit 0 # f € Enda(M). Comme ker f et Im f sont des
sous-modules de M, et que M est simple, on a ker f =0 et Im f = M.

Ceci montre que f est inversible.

Montrons maintenant que si la dimension de A est au plus dénom-
brable, il n est de méme de celle de M. Considérons m € M tel que
A-m#0et

A— M, ar—a-m.
Comme M est simple, A-m = M et donc M est de dimension au plus
dénombrable sur C.

De méme, démontrons b) : considérons
EndyM — M, [+ f(m).

Comme f(a-m) = a- f(m) et que A-m = M, on voit que f est déterminé
par f(m), et donc que le morphisme ci-dessus est injectif. On en déduit
que la dimension de End4(M) est au plus dénombrable. Le théoréme
d’Amitsur, montre qu’alors End4 (M) ~ C. O

B.III. Lemme de séparation

Soit A une algebre sur C. Nous avons le résultat de séparation suivant :

Lemme. — Soit A une algebre sur C de dimension dénombrable. Soit a
un €lément non nilpotent de A. Alors il existe un module simple a gauche

M tel que a - M # 0.
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Démonstration. Quitte a remplacer A par A = A® 1,4, on peut supposer

que A admet une unité. Comme a est non nilpotent, d’apreés le théoréme
d’Amitsur B.I et sa démonstration, il existe A € C* tel que a — A1 4 soit
diviseur de zéro a droite, et donc non inversible a gauche. Alors

A— A, b bla— Aly)

n’est pas surjectif (14 n’est pas atteint) et le module N = A/A(1— A14)
est donc non nul. Comme N est de type fini, d’apreés la proposition A.VI.3,
N admet un quotient simple M. On a alors a - M # 0. En effet, si
M = N/I, ou I est un sous-module de N, et si I est I'image inverse de
I dans A, alors I est un ideal de A qui contient A(1 — A1,). Si de plus,
on suppose que a - M = 0 , alors I contient a - A. Mais alors I contient
a—(a—\14) = Ay, donc contient 14 et donc I = A. Comme M ~ A/I,
on aboutit & une contradiction. O
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ALGEBRE LINEAIRE

C.I. Sous-algébres commutative de End(V)

On démontre le résultat suivant sur les sous-algébres commutative de

End(V) :

Lemme. — Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension k et soit
R une sous-algébre commutative de End(V') engendrée par | éléments
aiy,...,a et lidentité. Alors dim R < fi(k) = k22"

Démonstration. Considérons les sous-espaces caractéristiques de ’endo-
morphismes a;. Ce sont des sous-espaces stables sous ’action de R. Dé-
composons chacun d’eux en sous-espaces caractéristiques pour l'action

de ay. On obtient une décomposition plus fine en sous-espaces stables
sous l'action de R. Reitérons 'opération jusqu’a a;. On décompose ainsi
V' en somme directe de sous-espaces stables sous 'action de R, disons
m sous-espaces de dimension ki, ..., k,,, ou chaque a; est la somme d'un
opérateur scalaire et d’un opérateur nilpotent. Comme f; est convexe et

fi(0) =0,
filk) = fi(ky) + -+ + fi(km)

et il suffit de démontrer le lemme pour chaque sous-espace. On peut donc
supposer que les a; sont somme d’un opérateur scalaire et d’'un opérateur
nilpotent. Il est clair que I’on peut aussi remplacer les a; par leurs parties
nilpotentes, et donc en définitive supposer ceux-ci nilpotents.
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Notons ¢;(k) la plus grande dimension possible d’une sous-algébre com-
mutative R de End(V') engendrée par [ éléments aq, . .., nilpotents et
I'identité.

Soit I I'idéal de R engendré par les a; et posons V; = I*- V. On a donc
une suite

{0}=VyCcVoyCc---CcViCcW=V

de sous-espaces de V. Soit W un supplémentaire de V; dans V' et soit
s sa dimension. Comme [7 - W engendre V; mod V1, il est clair que
R-W = V. Donc chaque a € R est déterminé par sa restriction & W. On
en déduit que dim R < sk, d’ou ¢;(k) < sk. Soit R’ la sous-algébre de
R engendrée par as, ..., q; et I'identité, et R” I'idéal engendré par aq, de
sorte que R = R+ R”. On a dim R’ < ¢;_1(k), et d’autre part, comme
ay-V C Vi, dim R” est plus petite ou égale a la dimension de la restriction
de R a Vj et donc plus petite que ¢;(k — s). Comme ¢; est croissante, on

a gi(k —s) < ¢i(k — ¢u(k)/k) d’ott
du(k) < ik — du(k)/K) + di—1 ().

Comme fj(k) vérifie aussi cette inégalité, on conclut facilement par une
récurrence sur [ et k. O

C.II. Endomophismes stables

Définition. — Soient V un espace vectoriel sur C et ¢ € End¢ (V). On
dit que t est stable si kert = kert? et Imt = Imt2. On dit que ¢ est
finalement stable s’il existe n € N* tel que " soit stable. On utilise la
méme terminologie pour des endomorphismes de B-modules, ott B est
une C-algebre.

Lemme. — (i) Soitt € Endc (V). Alors t est stable si et seulement si

V =kert®Imt.
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(17) Considérons le diagramme commutatif

Ao

N

A¢BwC’O

ot les lignes sont exactes et les endomorphismes fu et fg stables. Alors
fo est stable.

(17i) Considérons le diagramme commutatif

0A¢B¢C

ot les lignes sont exactes et les endomorphismes fg et fo stables. Alors
fa est stable.

(iv) Supposons t € Endc(V) finalement stable. Alors les suites Ny =
ker t* et I, = ImtF sont respectivement croissante et décroissante, toutes
deuz stationnaires a partir du premier indice ko tel que Ny, = Npy41 ou

]ko = ]ko+1'

Démonstration. (i) Sit est stable, et si v € ker tNIm ¢, écrivons v = t(w),
pour un certain w € V. On a alors t(v) = t*(w) = 0, donc w € ker t? =
kert, soit v = t(w) = 0. Ceci montre que kert N Im¢ = {0}. Montrons
maintenant que tout v € V est dans ker t+Im¢. On at(v) € Imt = Im 2,
donc t(v) = t?(w) pour un certain w € V. On a alors t(v—t(w)) = 0, soit
v—t(w) € kert, ce qui établit 'assertion. Réciproquement, si V' = ker ¢t ®
Im ¢, alors pour tout v € ker t?, t(v) € kertNImt = {0}, d’ott v € kert, et
donc ker t? C ker t. L’inclusion dans I’autre sens étant triviale, on obtient
ker t? = kert. De méme si v = t(w) € Imt, on écrit w = wy = w, avec
wy € kert et w, € Imt, et 'on obtient v = t(wy + w.) = t(w,) € Im 2.
Ainsi Imt C Im¢?, et donc Im¢? = Im¢. L’endomorphisme ¢ est donc
stable.

(71) Soit ¢ € C. Comme ) est surjective, il existe b € B tel que ¥(b) =
c. Comme fp est stable, d’aprés (i), on peut écrire b = by + b, avec
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bo € ker fp et b, € Im fp. On a alors ¢ = ¥(by) + ©(b.) avec fo(¥(by))

U(f5(bo)) = 0, donc p(bo) € ker fc, et (b)) € Y(fp(B)) = fe(¥(B))
Im fe. Ceci montre que C' = ker fo + Im fe.

Nl

Supposons ¢ € ker fo N Im fe. Ecrivons ¢ = fo (), avec ¢ = (b)) +
Y(b,), by € ker fp et b, € Im fp. On obtient

¢ = fold) = fo( (b)) + fe(b®l) = ¥ (fp(b0) + ¥ (fa(bl)) = ¥(fa(b.)).
De plus, fc(c) = 0 donne

0= fo(e) = fe(@(fa(b)))) = O (f5.)).
Ainsi f2(0.) € kertp = Im ¢. 11 existe donc a € A tel que f3(b.) = ¢(a).
En écrivant a = ag + a., avec ag € ker f4 et a, € Im f4, on obtient
fB(.) = ¢(ao) + ¢(an).
Or fp(¢(ao)) = ¢(falag)) = 0, donc ¢(ao) € ker fp, et
¢(a.) € ¢(fa(A)) = fr(6(A)) C Im f5.
Comme B = Im fp @ ker fg, on en déduit que ¢(ag) =0 et

F5(L) = ¢la) = ¢(faa')) = f5(6(d))

pour un certain a’ = fa(a”) € Im f4. Ceci donne

fe() — o(fad")) = fu(b, — ¢(a”)) € ker fp NIm fp = {0}.

On peut conclure que

¢ =¥(fs(b)) = ¥(6(a’)) = 0,
et donc ker fo NIm fo = {0}.

(7i7) Supposons que a € ker f4 N Im f4. Alors ¢(a) € ker fp car
fe(d(a)) = ¢(fala)) = 0 et ¢(a) € Im fp car ¢a) € o(fa(A)) =
fe(p(A)). Comme fp est stable, d’aprés (i), on a alors ¢(a) = 0, d’ou
a = 0 car ¢ est injective. Ceci montre que ker f4 N Im f4 = {0}.

Nous voulons montrer maintenant que tout a € A est dans ker f4 +
Im f4. Ecrivons ¢(a) = by + fg(bs) avec by € ker fg, et b, € Im fp, ce qui
est loisible puisque fp est stable. Supposons que

(C.IL.0.1) bp € Im¢ = kerv, b, € Im¢ = ker ),
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et soient ag, a, € A tels que by = ¢(ag), b. = ¢(a,). On a alors

¢(a) = ¢(ao) + fo(d(a.)) = dlao + falan)),

et comme ¢ est injective, a = ag + fa(a.). D’autre part

0= fp(bo) = f(d(ao)) = ¢(falao)),

d’ott comme ¢ est injective, fa(ag) = 0, et donc ag € ker f4. Ainsi a €
ker f4 + Im f4. Il reste a prouver (C.I1.0.1). On a

U(¢(a) = 0= (b + f(b:)) = ¥(bo) + ¢ (f5(bs)).

O Jeluh) = ¥(Ja) = 0. dok ) € b . 7o) ~
fo((by)) € Im (fc). Comme fo est stable, on en déduit ¢(by) = 0 et
Y(fp(b)) = fe((bs)) = 0. Ceci montre que by, f5(bs) € ker ). Posons
Y(by) = co + ¢4, avec ¢y € ker fo et ¢, € Im fo. On a alors

Je((b.)) = ¥(fB(b:)) = 0= folco + c.) = fole).

On voit qu'alors ¢, € Im fo Nker fo = {0}. On obtient ¢ (b.) = ¢y €
ker fo Nker fo = {0}, et donc b, € ker 1.

(1v) Il est clair que les suites Ny, et I; sont respectivement croissante et

décroissante, et par hypotheése, elles deviennent toutes deux stationnaires
a partir d'un certain rang. Posons Ej = Ngi1/Ny et Fp = I /I;+1. La
restriction de t* & Ny, est & valeurs dans I, nulle sur Ny, et induit donc
un morphisme #* : Ej, — F}.. Le noyau de ce morphisme est N, + (Imt N
Niy1)/Ny, et son image est Iy 1 + t*(Niy1)/Tpia-

On a aussi un morphisme ¢ : Ey.; — Ej, induit par
t
Niy2 = Njg1 = Niy1 /N = By,

dont le noyau est exactement Ny.;. Le morphisme ¢ est donc injectif,
d’image Nk + t(Nk+1)/Nk = Nk + (Imt N Nk+1)/Nk

Enfin, on a un morphisme ¢ : Fj, — Fj, induit par
t
Iy = Iy — Ik+1/[k+2 = Fir11

dont le noyau contient I ;. Le morphisme t est surjectif, de noyau Ij 1+
t*(Nit1)/ Tt

Ainsi, on a construit une suite exacte

05 By — B 5 Fy 5 Fpy — 0
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On en déduit immédiatement que la suite Ny devient stationnaire dés
le premier indice ko tel que Ny, = Ni,+1 et qu’il en est de méme de
la suite Fj. Supposons que le suite Nj devienne stationnaire a partir
de l'indice ko. Alors E, = 0 pour tout k > kg, et I'on déduit de la
suite exacte ci-dessus que Fj =~ Fj., pour tout k > ky. Comme la suite
I}, devient stationnaire & partir d’un certain rang, pour k assez grand
F, =0, et ceci montre que Fy, = 0 pour tout k > ky. La suite I, devient
donc stationnaire avant la suite [, mais le méme argument pouvant étre
utilisé dans l'autre sens, on en déduit ’assertion finale du (iv).

O

Proposition. — Soit B une C-algébre commutative noethérienne , et L
un B-module de type fini. Soit a € Endg(L) et supposons que le localisé
(La,a) de L en a (voir A.IIL 1, exemple 5) soit un B-module de type
fini. Alors a est finalement stable. Soit n € N* tel que a" soit stable, et
soient K =kera”, I =1Ima™. Alors L = K & I et le localisé (L,,a) est
isomorphe a (I, ar).

Démonstration. On peut munir Endg(L,) d'une structure de B-module
par

(b-@)(v) =b-(d(v)) = ¢(b-v), (¢€Endp(La), b€ B,v € Lq).

Comme L, est un B-module de type fini, il est facile de voir que End(L,)
aussi, et donc on peut trouver des éléments b; € B, 1 = 1,...,m tels que

a4 ba " 4 by, =0

dou a™t = —(by + bea + -+ + bpa™ '), et donc a~' € B[a]. Montrons
que le morphisme ¢ : L — L, (A.IIL1, exemple 5) est surjectif. Il est
clair que a stabilise ¢(L), et comme a~' € Bla], a~* stabilise ¢(L) et aj,(r)
est donc inversible. Considérons le couple (¢(L),a). Il est aussi manifes-
tement solution du méme probléme universel que (L,,a). On en déduit
la surjectivité de ¢.

On utilise maintenant le lemme et le corollaire A.II1.1, qui montrent
que (Lg, a) est isomorphe a (L', a’), ot L' = L/ K, avec K = U, i,y ker a”.
Comme L, et L sont des B-modules de type fini, K aussi. Par conséquent,
il existe un entier n non nul tel que K = ker a™. Posons I = Ima”™. On
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a alors L = K @ I. Comme ¢ est surjectif, il induit un isomorphisme
(I,a™) ~ (Lg,a™). Or @™ est inversible, et donc aj; est inversible. O

C.III. Représentations de Z¢

Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finie, et uy, ..., uy des
endomorphismes inversibles de V' commutant deux & deux. Ceci est équi-
valent & la donnée d’une représentation U du groupe abélien Z¢ dans

v,

1 nq

U:n=ny,...,ng) —uf*o---ul?.

Fixons v € V et A € V* et formons le coefficient matriciel
F:7"—-C, F(n) =XMU(n)-v).
Proposition. — 1l existe des caractéres Xy, ...,x; de Z% et des poly-

nomes Q1,...,Q; dans C[Xy, ... X ] tels que
I

F(n) =) x;(n)Q;(n).

J=1

Démonstration. Les u; commutants deux a deux, ils admettent des sous-

espaces propres communs, et si 21, ..., zg sont les valeurs propres respec-
tivement de ug,...,uy sur 'un de ces sous-espaces propres, alors U(n)
agit sur ce sous-espace propre comme le scalaire

x(n) =z 20t n=(ng,...ng) € ZY).

Soient x1,...x; tous les caractéres de Z? deux & deux distincts ainsi ob-
tenus, le caractére x; étant donné par un d-uplet (zy ). zc(lj )) de nombres
complexes non nuls.

Choisissons une base de triangularisation commune des uq, ..., uq de
telle sorte que pour tout n € Z%, la matrice A(n) de U(n) dans cette base
soit diagonale par bloc, de blocs A;(n), A;(n) étant une matrice trian-
gulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont de la forme y;(n),
j = 1,...,0. 1l suffit de montrer que les coefficients de la matrice A(n)
sont de la forme voulue, et pour cela, il suffit de le faire pour chaque bloc



414 ANNEXE C. ALGEBRE LINEAIRE

A;. On fixe donc j. Notons (ey,...,eq) la base canonique de Z?. On a
alors

Aj(e) = 271d+ N9),  (k=1,...,d)
ot les NV, ,9 ) sont des matrices triangulaires supérieures strictes (donc nil-

potentes), commutant deux a deux. Ceci nous donne
d d

Ajm) = [[20d + Ny = y;() [J@d + Ny

i=1 i=1

- Xj(ﬂ):ili! (Id + (?) N, + (ZZ) N? + (7;2) N3+ .. )

la somme étant finie, puisque les NN; sont nilpotentes. Les coefficients
binomiaux étant des polynoémes en les n;, ceci termine la démonstration.

O



BIBLIOGRAPHIE

[1] I. N. Bernstein. Draft of : représentation of p-adic groups, notes d’un
cours & Harvard prises par K. Rumelhart, 1992.

[2] I. N. Bernstein. Second adjointness for representations of p-adic re-
ductive groups, 1992.

[3] I. N. Bernstein and A. V. Zelevinskii. Induced representations of
the group GL(n) over a p-adic field. Funkcional. Anal. i PriloZen.,
10(3) :74-75, 1976.

[4] I. N. Bernstein and A. V. Zelevinsky. Induced representations of re-
ductive p-adic groups. I. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4), 10(4) :441-
472, 1977.

[5] A. Borel. Linear algebraic groups, volume 126 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1991.

[6] A. Borel and J. Tits. Groupes réductifs. Inst. Hautes Etudes Sci.
Publ. Math., (27) :55-150, 1965,

[7] N. Bourbaki. Eléments de mathématique. Fascicule XX VII. Algébre
commutative. Chapitre 1 : Modules plats. Chapitre 2 : Localisation.

Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1290. Herman, Paris,
1961.



416

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

BIBLIOGRAPHIE

N. Bourbaki. Eléments de mathématique. Fasc. XXXIV. Groupes et
algébres de Lie. Chapitre IV : Groupes de Coxeter et systemes de
Tits. Chapitre V : Groupes engendrés par des réflexions. Chapitre
VI : systemes de racines. Actualités Scientifiques et Industrielles,
No. 1337. Hermann, Paris, 1968.

N. Bourbaki. Eléments de mathématique. Topologie générale. Cha-
pitres 1 a 4. Hermann, Paris, 1971.

N. Bourbaki. Eléments de mathématique, Fasc. XXIII. Hermann,
Paris, 1973. Livre I : Algébre. Chapitre 8 : Modules et anneaux semi-

simples, Nouveau tirage de 1’édition de 1958, Actualités Scientifiques
et Industrielles, No. 1261.

N. Bourbaki. Eléments de mathématique. Algébre commutative. Cha-
pitre 10. Springer-Verlag, Berlin, 2007. Reprint of the 1998 original.

F. Bruhat and J. Tits. Groupes réductifs sur un corps local. Inst.
Hautes Etudes Sci. Publ. Math., (41) :5-251, 1972.

F. Bruhat and J. Tits. Groupes réductifs sur un corps local. II.
Schémas en groupes. Existence d'une donnée radicielle valuée. Inst.
Hautes Etudes Sci. Publ. Math., (60) :197-376, 1984.

D. Bump. Automorphic forms and representations, volume 55 of
Cambridge Studies in Advanced Mathematics. Cambridge University
Press, Cambridge, 1997.

C. J. Bushnell and P. C. Kutzko. Smooth representations of reduc-
tive p-adic groups : structure theory via types. Proc. London Math.
Soc. (3), 77(3) :582-634, 1998.

J. Carmona. Sur la classification des modules admissibles irreduc-
tibles. In Noncommutative harmonic analysis and Lie groups (Mar-
seille, 1982), volume 1020 of Lecture Notes in Math., pages 11-34.
Springer, Berlin, 1983.



[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

26]

27]

BIBLIOGRAPHIE 417

R. W. Carter. Finite groups of Lie type. Wiley Classics Library. John
Wiley & Sons Ltd., Chichester, 1993. Conjugacy classes and com-
plex characters, Reprint of the 1985 original, A Wiley-Interscience
Publication.

W. Casselman. Introduction to the theory of admissible representa-
tions of p-adic reductive groups, 1975.

J. W. S. Cassels and A. Frohlich, editors. Algebraic number theory,
London, 1986. Academic Press Inc. [Harcourt Brace Jovanovich Pu-
blishers|. Reprint of the 1967 original.

J.-F. Dat. v-tempered representations of p-adic groups. I. [-adic case.
Duke Math. J., 126(3) :397-469, 2005.

S. DeBacker. Notes non publiées. 1999.

P. Deligne. Le “centre” de Bernstein. In Representations of reductive

groups over a local field, Travaux en Cours, pages 1-32. Hermann,
Paris, 1984. Edited by P. Deligne.

R. Douady and A. Douady. Algébre et théories galoisiennes. 2. CE-
DIC, Paris, 1979. Théories galoisiennes. [Galois theories|.

J. Dugundji. Topology. Allyn and Bacon Inc., Boston, Mass., 1978.
Reprinting of the 1966 original, Allyn and Bacon Series in Advanced
Mathematics.

P. Freyd. Abelian categories. An introduction to the theory of func-
tors. Harper’s Series in Modern Mathematics. Harper & Row Publi-
shers, New York, 1964.

S. I. Gelfand and Y. I. Manin. Methods of homological algebra. Sprin-
ger Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, second
edition, 2003.

R. Godement. Topologie algébrique et théorie des faisceaux. Her-
mann, Paris, 1973. Troisiéme édition revue et corrigée, Publications



418

28]

[29]

130]

[31]

32|

33]

[34]

[35]

136]

37]

38|

BIBLIOGRAPHIE

de I'Institut de Mathématique de 1’Université de Strasbourg, XIII,
Actualités Scientifiques et Industrielles, No. 1252.

R. Goodman and N. R. Wallach. Representations and invariants of
the classical groups, volume 68 of Encyclopedia of Mathematics and
its Applications. Cambridge University Press, Cambridge, 1998.

Harish-Chandra. Collected papers. Springer-Verlag, New York, 1984.
Edited by V. S. Varadarajan.

G. Hochschild. La structure des groupes de Lie. Dunod, Paris, 1968.

J. E. Humphreys. Linear algebraic groups. Springer-Verlag, New
York, 1975. Graduate Texts in Mathematics, No. 21.

A. W. Knapp. Lie groups, Lie algebras, and cohomology, volume 34
of Mathematical Notes. Princeton University Press, Princeton, NJ,
1988.

A. W. Knapp and D. A. Vogan, Jr. Cohomological induction and
unitary representations, volume 45 of Princeton Mathematical Se-
ries. Princeton University Press, Princeton, NJ, 1995.

S. Lang. Algebra, volume 211 of Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, New York, third edition, 2002.

B. Pareigis. Categories and functors. Translated from the German.
Pure and Applied Mathematics, Vol. 39. Academic Press, New York,
1970.

A. Roche. Notes on the Bernstein decomposition. Notes d’un cours
au Fields Institute-university of Ottawa, 2004.

J.-P. Serre. Représentations linéaires des groupes finis. Hermann,
Paris, revised edition, 1978.

A. J. Silberger. The Langlands quotient theorem for p-adic groups.
Math. Ann., 236(2) :95-104, 1978.



[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

BIBLIOGRAPHIE 419

A. J. Silberger. Introduction to harmonic analysis on reductive p-
adic groups, volume 23 of Mathematical Notes. Princeton University
Press, Princeton, N.J., 1979. Based on lectures by Harish-Chandra
at the Institute for Advanced Study, 1971-1973.

T. A. Springer. Linear algebraic groups, volume 9 of Progress in
Mathematics. Birkhduser Boston Inc., Boston, MA, second edition,
1998.

R. Steinberg. Lectures on Chevalley groups. Yale University, New
Haven, Conn., 1968. Notes prepared by John Faulkner and Robert
Wilson.

J. Tits. Reductive groups over local fields. In Automorphic forms,
representations and L-functions (Proc. Sympos. Pure Math., Ore-
gon State Univ., Corvallis, Ore., 1977), Part 1, Proc. Sympos. Pure
Math., XXXIII, pages 29-69. Amer. Math. Soc., Providence, R.I.,
1979.

J.-L. Waldspurger. La formule de Plancherel pour les groupes p-
adiques (d’aprés Harish-Chandra). J. Inst. Math. Jussieu, 2(2) :235—
333, 2003.



LISTE DES NOTATIONS

1g, 63
14,6
ij,178
SPQ,178
A, 225

a, 167

a*, 167
(ak))*, 169
*a*]G, 168
+[a*]G
a*]t, 168
@], 16
At (e), 173

Aygy, 166

Ay, 166

Af,, 173

Af 173

A, 11

A—mod , 6
A—mod—-B,6
B(G), 267
B(G)k, 316

By, 284

Bl
Bl

C*(X,V), 45
Cy, 162
62,174
C*(G,K), 6
C‘X’(G K, l)
C*(G,K,r), 67
C[A(G)], 160
Cusp(G), 269
C*(X), 43
— Mod(X), 56
DG, 157
D(X,V), 45
d(7), 138
D(G, H, o), 72
D(X), 43
D'(X), 43
ex.ry 139
69,275
es, 275
ev,, 160
E'(X), 45
Exp(Z,V), 96
Exp(4,76V), 327
F, 156



Fap, 372
F.(X)*, 61
FB. 24
“FR 24

F, 50

F, 49

G, 157

0@, 159
H(G, p), 223
Hg, 159
H(G), 77
H(G, K), 79
ing, 274
e, 316
i%, 199
15,25
Idem(A), 7
7%, 128

LISTE DES NOTATIONS 421

S<s2x22xx<

sxx
Q
~ 3
_—
il
“n—t
S

M, 12
mod — A, 6
M, 32

Or, 156
P(M), 166
Py, 166
Pr, 156
P25

pls, 169
pSh(X), 48
Rx, 369
R, 221
R(x), 172
R(G), 157
R(G), 157
Rq, 310
R.(G), 157



422

Ru(G), 157
rg, 200
RyG & 128
Sy, 284
Sx, 368
Sc, 266
Sh(X), 49
Si, 268

SpecMax(B), 279

T, A7

Ty, A7

Ty, 284
Ton, 161
U,, 167
V(9Q), 268
VE, 292
Vi<, 292
V,, 280
vr, 156
V(o), 134
V’To (CL‘), 49
Vs, 95

V, 91
W(A), 167
W (D), 311

W(M, %), 333

Wea, 175

W (L, M), 177

WEM 178

LISTE DES NOTATIONS

3(A), 18
Z(G), 157
Z(G), 157
30, 312

7, — mod, 6
7., 162
Yum, 161
Xy, 42
A(P), 168
Ay, 168
0a, 70
dma, 72
A(G), 159
Ha, 68
Vea\G, 72
Q(G)g, 316
Q(G), 254
(7], 164
I, 308
w, 156
v, 161
Y'(A), 167
¥y, 168
Y(A), 167
X(P), 168
¥(P), 168
Yo, 168



INDEX TERMINOLOGIQUE

A

adjoint (foncteur), 385
adjonction, 387
admissibilité uniforme, 206
admissible

((G, B)-module), 278

(module), 36

(représentation), 93
Amitsur, 403

B
Baire (propriété de), 43

C

caractére, 87, 98

central, 95

non ramifié, 160

rationnel, 158
catégorie de Grothendieck, 393
centre

d’une catégorie, 402

de M(H(G)), 79

de M(A), 16
changement de base, 282

423

classe d’inertie, 164
cogénérateur, 399
coinvariants, 118
colimite, 384
complétement réductible, 396
complété
d’un anneau a idempotents, 10
d’un module non dégénéré, 12
de H(G), 79
composante déployée, 157
composante isotypique, 134
conoyau, 371
contragrédiente, 91
corps p-adique, 156
critére de Casselman, 328

D
distribution, 43
a support compact, 45
essentiellement compacte, 80
donnée cuspidale, 254
dualité, 32
décomposition
d’Twahori, 182



424 INDEX TERMINOLOGIQUE

de Bernstein, 268
de Cartan, 182

E
épimorphisme, 368
équivalence de catégories, 373
espace annelé, 55
espace étalé, 50
exposant normalisé, 327

F
facteur de Lévi, 165
fidele (foncteur), 374
final (objet), 370
foncteur
d’oubli, 23
d’induction, 23

G
(G, B)-module, 278
groupe dérivé, 157
générateur, 399

H
Haar (mesure de), 68
Harish-Chandra
(homomorphisme de), 315
Hecke (algebre de), 77

I

induction

compacte, 113

parabolique, 200
initial (objet), 370
injectif, 399

(module), 37
intersection, 369

irréductibilité générique, 287
isomorphisme, 368
de Mackey, 124

J
Jacquet (lemme de), 260
(généralise), 290
Jordan-Holder, 90

L
Langlands (lemme de), 170
lemme géométrique, 236
limite, 382
lisse, 87
localement libre, 284
localisé, 292, 376
longeur finie, 90

M

maximal

(sous-groupe de Lévi), 181
mesure invariante, 72
modulaire

(fonction ou caractére), 69
monomorphisme, 368
morphismes d’adjonction, 387

N
noethérien (objet), 369

noethérienne (catégorie), 276, 370

non dégénéré
(module), 8

noyau, 371

nul (objet), 370

Q)
objet quotient, 368



INDEX TERMINOLOGIQUE 425

opérateur d’entrelacement, 88
orthogonalité de Schur, 151

P

petit (objet), 399
plein (foncteur), 374
PQ-réguliére, 348
probléme universel, 374
progénérateur, 399
projectif, 399

(module), 37

R

radical, 157
radical unipotent, 157
représentation

compacte, 134

de carré intégrable, 149

hermitienne, 145

lisse, 86

unitaire, 147
restriction parabolique, 200
réciprocité de Frobénius, 110

S

Schur (lemme de), 93
scindée

(représentation), 268
seconde adjonction, 299
section, 50
sous-groupe de Cartan, 157
sous-groupe de Lévi, 165

standard, 166
sous-groupe parabolique, 165

semi-standard, 166
standard, 166

sous-objet, 368
spectre maximal, 279
spécialisation, 280
suite de composition, 90
supercuspidale, 202
support
d’une distribution, 45
d’une fonction, 44
d’une section, 54
support d’inertie, 267
systéme filtrant d’idempotents, 8
systéme inductif, 384
systéme projectif, 384
série discréte, 149

T
théoréme de décomposition, 268
théoréme de Howe, 263
transformation naturelle, 372
triplet parabolique, 176
type fini (objet), 370

U
uniformisante, 156
unimodulaire, 70
union, 369
unitaire

(anneau), 6
(caracteére), 87
(module), 6
(représentation), 147

\%
valuation, 156



