SUR LES PAQUETS D’ARTHUR DES GROUPES CLASSIQUES REELS
par

Colette Moeglin & David Renard

Résumé. — Cet article s’insere dans un projet d’étude des paquets d’Arthur pour les groupes
classiques réels commencé dans [AMR]. Notre but est de donner une description explicite de ces
paquets et d’établir la propriété de multiplicité un pour ceux-ci (qui est connue pour les groupes
p-adiques et complexes). Le résultat principal est ici une construction de paquets & partir de
paquets unipotents de facteurs de Levi (c-Levi) par induction cohomologique. Un outil important
de la démonstration est un énoncé de commutativité entre induction cohomologique et transfert
endoscopique spectral.

Abstract. — This article is part of a project started in [AMR] which consists in investigating
Arthur packets for real classical groups. Our goal is to give an explicit description of these packets
and to establish the multiplicity one property (which is known to hold for p-adic and complex
groups). The main result in this paper is a construction of packets from unipotent packets on c-
Levi factors using cohomological induction. An important tool used in the argument is a statement
of commutativity between cohomological induction and spectral endoscopic transfer.

1. Introduction

Soit G un groupe classique réel, c’est-a-dire un groupe symplectique ou bien un groupe spécial
orthogonal. Notre but dans cet article, ainsi que dans une série d’articles compagnons ([MRDb],
IMRc]) est de décrire de maniére aussi explicite que possible les représentations irréductibles
de G qui sont composantes locales d’une représentation automorphe de carré intégrable. Plus
précisément, soit I’ un corps de nombres et soit G un groupe algébrique réductif connexe défini
sur F. Les représentations automorphes de carré intégrables de G sont les représentations
irréductibles du groupe G(Ap) (Ar est le groupe des adeéles de F') apparaissant comme sous-
représentations dans L2(G(F)\G(Ar)). Pour les décrire, J. Arthur a introduit des parametres
locaux

Uy Wh % SLy(C) — LG = G x W},

ou v décrit ’ensemble des places de F, et WI,?U est le groupe de Deligne-Weil de F, (si v est
une place archimédienne, WI/?U = Wr est le groupe de Weil de F),). Ces parametres, en plus de
leur propriétés locales, doivent satisfaire a une propriété de compatibilité globale qui ne nous
intéresse pas directement ici; disons simplement que pour les groupes classiques quasi-déployés
et leurs variantes, elle n’est décrite qu’artificiellement dans [Art13], et que pour exprimer plus
généralement, il faudra attendre la description des groupes tannakiens associés aux corps de
nombres.
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Soit donc 1), un parametre d’Arthur local et notons A(1),) le groupe des composantes connexes
du centralisateur de 1, dans G (en fait, il faut en général passer & un revétement cf. [Art13],
chapitre 9, mais ceci est inutile dans le cas des groupes quasi-déployés, et des groupes classiques
méme non quasi-déployés). Arthur suggere qu’au parametre 1, est attaché une combinaison
linéaire de représentations irréductibles de G(F,) a coefficients dans 1’espace des fonctions &
valeurs complexes sur le groupe A(4),), fonctions invariantes par conjugaison. On note 74 (1))
cette combinaison linéaire. Ces objets 74 (),,) doivent étre compatible & I'endoscopie. Cela ne
suffit pas a les définir dans le cas quasi-déployé. Pour compléter la définition dans ce cas et
pour les groupes classiques, Arthur ajoute la compatibilité & I’endoscopie tordue et cela suffit
alors. Limitons nous dans ce qui suit aux cas des groupes classiques. Le groupe A(v,) est
alors abélien (c’est méme un 2-groupe), les fonctions invariantes par conjugaison sur ce groupe
sont donc directement des combinaisons linéaires a coefficients complexes de caractéeres de ce
groupe et on cherche donc une combinaison linéaire & coefficients complexes de représentations
irréductibles de G(F,) x A(1y).

Quand le groupe classique est quasi-déployé, Arthur montre dans [Art13] que 74 (1) est
une représentation unitaire de G(F,) x A(1,), c’est-a-dire que la combinaison linéaire est &
coefficients entiers positifs (au lieu d’étre des nombres complexes), on a donc une représentation
semi-simple (par construction) et la propriété supplémentaire est que cette représentation est
unitaire. Remarquons que les 74 (1),) dépendent du choix des facteurs de transfert géométrique
et en suivant Kottwitz et Shelstad, les facteurs de transfert sont normalisés par des choix de
données de Whittaker.

Pour les formes intérieures pures des groupes classiques quasi-déployés sur F;,, la compatibilité
a Pendoscopie suffit encore & caractériser 7 (1,) ; ce qui n’est pas clair, c’est que w4 (),) soit
une représentation unitaire de G(F,) x A(1¢,) (JArtl3], Conjecture 9.4.2) comme dans le cas
quasi-déployé. Ceci est établi pour les parametres unipotents dans [MRc], en utilisant les mémes
méthodes globales qu’Arthur (c’est-a-dire la stabilisation de la formule des traces (tordue)). Les
résultats de cet article et de [MIRb] montrent alors que cette propriété est en fait vraie pour
tous les parametres .

Une question importante qui se pose alors est celle de la décomposition de la représentation
ﬂA(wU) en représentations irréductibles et du calcul des coefficients. Pour les groupes classiques
et une place archimédienne complexe, ce probleme est résolu dans [MRal], le cas des places
réelles avec 'hypothése supplémentaire que le caracteére infinitésimal est entier et régulier est
traité en [AMR] et dans ces deux cas les coefficients sont un et les représentations irréductibles
apparaissant sont simples a décrire. Pour le cas des places réelles, cela se fait avec 'induction
parabolique ordinaire et l’induction cohomologique. Disons tout de suite, avant de détailler,
que cet article généralise les méthodes et les résultats de [AMR] et que 'on obtient le méme
type de description tres explicite mais sous I’hypothese que les parametres des séries discretes
intervenant dans 1, sont grands les uns par rapport aux autres et grand par rapport a la partie
unipotente. Donc par rapport a [AMR], on montre que de < rajouter > une partie unipotente ne
change pas les résultats. Pour avoir le cas général, on utilise les techniques usuelles de translation
du caractere infinitésimal, c’est 'objet de larticle [MRb], mais la on perd la description précise
puisque la translation traverse des murs. Soyons plus précis sur le contenu de cet article.

Nous ne considérons donc que le cas des places archimédiennes réelles, et dans la suite de
cette introduction, G est maintenant un groupe classique défini sur R dont on note G = G(R)
le groupe de ses points réels. On considere la représentation standard du L-groupe de G,
Stdg : G — GLy(C), et par composition avec cette représentation standard, on peut voir un
parametre d’Arthur pour G comme une représentation de Wg x SLy(C). Cette représentation
est completement réductible et dans sa décomposition en irréductibles, on va distinguer une
partie de bonne parité et une partie de mauvaise parité. De plus, dans la partie de bonne pa-
rité, nous distinguons une partie discréte, et une partie unipotente. Une premiere réduction, qui
fera I'objet d’un article ultérieur, est de montrer que la description des représentations ()



se ramene au cas ou les parametres sont de bonne parité, par une induction parabolique qui
préserve l'irréductibilité des composantes. On se limite donc ici au cas de bonne parité.

La réduction établie dans cet article dans le théoreme (9.3 ramene le cas d’un parametre de
bonne parité, dont la partie discrete satisfait & une certaine condition de régularité, au cas des
parametres unipotents pour lequel on a au moins le calcul des coefficients, ils valent encore un,
et une description des composantes irréductibles en termes de la correspondance de Howe (cf.
IMRc] et [Moe]). Expliquons cette condition de régularité.

On suppose que 'on a un parametre d’Arthur g pour notre groupe classique G, qui apres
composition avec la représentation standard, donne une représentation 1) de Wg x SLo(C) de
dimension N, et que celle-ci admet une décomposition ¥ = 1h4 @ 1)’. On suppose que 14 est une
représentation irréductible de la forme V' (0,¢) ® R[c]. Ici R[c] est une représentation algébrique
irréductible de SLy(C) de dimension c et V (0, t) est une représentation irréductible de dimension
2 de Wg, parametre de Langlands d’une série discréte auto-duale de GLa(RR) notée 6(5, —5), de
caractere infinitésimal (%, —%), t étant un entier supérieur ou égal a c. Ainsi 14 est le parametre
d’Arthur d’une représentation de Speh, notée Hfjdl‘ = Speh(¢ (%, —%) ,¢). La condition de bonne
parité devant étre vérifiée ici est t + ¢ — 1 pair si le groupe dual de G est orthogonal, impair
s’il est symplectique. A torsion preés par le caractére signe de W, le parameétre 1)’ est obtenu
a partir d’'un parametre 1 d’un groupe classique G’ de méme type que G, de rang n — c si
n est le rang de G, par composition avec la représentation standard de G’. La propriété de
régularité exigée est ici que t soit suffisamment grand par rapport au caractere infinitésimal du
parametre ¢ (la condition exacte est ) Remarquons que 1’on ne suppose pas ici une forme
particuliere pour ¢/, méme si comme nous l’avons expliqué ci-dessus, I’application principale
sera de partir de parametres unipotents de bonne parité et d’ajouter un a un des blocs discrets
1hg pour obtenir tous les parametres de bonne parité réguliers.

L’idée est de proposer une formule pour la représentation ﬂA(wg) a partir de la représentation
74 (1Y) et des entiers t et ¢, et de montrer qu’elle satisfait bien les propriétés voulues relati-
vement & l’endoscopie et a ’endoscopie tordue qui caractérisent la représentation d’Arthur
(théoreme [8.3)). La formule donnant 74 (¢)¢) fait intervenir les foncteurs d’induction cohomolo-
gique de Vogan-Zuckerman a partir de sous-groupe de Levi de G (¢-Levi) de la forme

L;i ~U(i,c—1i) x G}

ot U(i,c — i) est un groupe unitaire réel attaché a une signature (i,c — i) et G, est une forme
intérieure pure du groupe G’. La vérification de I'identité endoscopique tordue vers le groupe
tordu (GLx(R), 0y) se fait essentiellement comme dans [AMR], en reprenant de maniere cru-
ciale certains résultats qui y ont été établis. Dans [AMR], les identités endoscopiques ordinaires
n’apparaissent pas car elles avaient déja été établies par Adams et Johnson mais ce n’est le cas
ici, et leur vérification est le point technique principal de l'article. Elle se fait grace & un prin-
cipe de commutation entre transfert endoscopique et induction cohomologique, qui nous semble
présenter un intérét intrinseque et constitue a ce titre le deuxieme résultat important de ’article.
Un tel principe doit étre valide en général, mais ce que montre le cas des groupes classiques pour
lequel nous I’établissons ici est que 1’énoncé en est nécessairement subtil. Ceci se devine du fait
que si 'induction parabolique ordinaire commute au transfert, elle ne commute pas aux foncteurs
d’induction cohomologique de Vogan-Zuckerman. Pour avoir des formules de commutation, il
faut introduire certains caractéres de torsion sur les sous-groupes de Cartan (voir 'appendice)
que l'on retrouve dans la proposition Pour avoir des formules agréables, nous préférons
renormaliser les foncteurs de Vogan-Zuckerman pour y inclure les torsions. Ces foncteurs re-
normalisés, dans les cas des groupes orthogonaux, commutent aux tranferts endoscopiques (Eq.
(7.2.3))) et pour les groupes symplectiques, il reste une torsion.

Donnons maintenant rapidement une idée de I'organisation de I’article. La section [2] fixe les
notations et donne quelques rappels sur les parametres et la classification de Langlands, puis
sur les parametres d’Arthur et les propriétés des représentations qui leur sont conjecturalement



attachées, en particulier les identités de transfert endoscopiques ordinaires (Eq. ) La
section [3.1] introduit les groupes classiques quasi-déployés considérés dans cet article : groupes
symplectiques et groupes spéciaux orthogonaux quasi-déployés. La section explique une par-
tie des résultats de [Art13], en particulier existence de la représentation 74 (1)g) attachée &
un parametre d’Arthur, et sa caractérisation par les identités endoscopiques (pour les
données endoscopiques elliptiques du groupe G) et 'identité endoscopique tordue . La
section est une simple remarque sur 'extension dans [MRc] des résultats d’Arthur aux
groupes classiques non nécessairement quasi-déployés. La section [4] a pour but d’expliquer avec
plus de détails qu’au début de cette introduction les motivations de notre travail et les résultats
obtenus. La facon dont les parametres se décomposent la définition des parties de bonne parité,
de mauvaise parité, discrete et unipotente sont donnés en On donne ensuite les principaux
énoncés de réduction obtenus dans cet article et les articles attenants ainsi que ce qui est connu
dans le cas unipotent. Dans la section [5] nous revenons a un groupe algébrique réductif connexe
défini sur R quelconque, pour rappeler quelques résultats de la littérature qui nous seront utiles,
en particulier le lien entre donnée de Whittaker et paire fondamentale de type Whittaker, la
notion de c-sous-groupe de Levi (ce sont les sous-groupes de Levi & partir desquels se fait
I'induction cohomologique de Vogan-Zuckerman), la paramétrisation des séries discretes selon
Adams et Shelstad, etc. Dans la section on énonce un résultat de stabilité de certaines
représentations virtuelles obtenue par induction cohomologique (proposition essentiel a la
formulation méme de notre résultat de commutation entre transfert endoscopique et induction
cohomologique. Toutefois, pour éviter de trop alourdir le texte, nous ne le démontrerons que
pour les groupes classiques un peu plus loin dans le texte, section Dans la section [6] nous
revenons au cadre des groupes classiques, et nous spécialisons a ceux-ci les discussions sur les
séries discretes et c-Levi, ce qui fait apparaitre naturellement les (classes d’équivalence de)
formes intérieures pures SO(p, q) des groupes spéciaux orthogonaux quasi-déployés. Dans les
sections et [6.6] nous rappelons de maniére explicite les données endoscopiques elliptiques
des groupes classiques, et les c-Levi maximaux des groupes endoscopiques correspondants. Ceci
détermine le cadre pour notre énoncé de commutation entre I’induction cohomologique et trans-
fert endoscopique qui est établi dans la section [7| (proposition et apres renormalisation des
foncteurs d’induction cohomologique dans la section dans le théoreme L’extension aux
groupes classiques non quasi-déployés est discutée dans la section La section [8] décrit le
résultat de 'ajout d’'un bloc discret de parametre suffisamment grand a un parametre d’Ar-
thur, que nous avons déja décrit ci-dessus. Par une recurrence immédiate, mise en place dans
la section [9] on en tire le théoréme de réduction [9.3] Enfin 'appendice, tiré en grande partie
de [AV92], introduit les caractéres de torsion apparaissant dans notre énoncé de commutation
entre induction cohomologique et transfert endoscopique et les calcule explicitement pour les
groupes classiques.

2. Notations et généralités

On note I' = {1,0} le groupe de Galois de C/R. Si G est un groupe algébrique réductif
connexe défini sur R, on identifie G au groupe de ses points complexes, et 'on note og ’action
de o sur G. On note G = G(R) le groupe des points réels de G. On fixe alors une involution
de Cartan 7¢, qui commute avec og. On pose Kg = G'¢ et Kg = G4, c’est un sous-groupe
compact maximal de G. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité, on écrit simplement 7 et K plutot
que 7 et Kg. Par représentation de G, nous entendons un (g, K)-module de longueur fi-
nie, et par représentation virtuelle, un élément du groupe de Grothendieck de la catégorie des
représentations de G. On note [7] 'image d’une représentation 7 dans ce groupe de Grothen-
dieck. On note II(G) l'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de

G.



Introduisons un invariant important d’un tel groupe G. On pose
1
(2.0.1) q(G) = i(dimG —dimK) — ¢(G)

ou ¢(@G) est la moitié de la dimension de la partie déployée d’un sous-groupe de Cartan fon-
damental (i.e. maximalement compact) de G. C’est un entier, et si les rangs de G et K sont
égaux, cet entier est égal a la moitié de la dimension de I’espace symétrique G/K.

Le signe de Kottwitz attaché au groupe G est

(2.0.2) e(G) = (=1)1@)—alE"),
ou G* est une forme intérieure quasi-déployée de G.

Exemple 2.1. — Pour un groupe unitaire réel U(a, b) attaché & un espace hermitien de signa-
ture (a,b), on a ¢(U(a,b)) = ab et pour un groupe spécial orthogonal réel SO(a,b) attaché a
un espace quadratique de signature (a,b), on a ¢(SO(a,b)) = ab.

Lorsque 'on a un groupe algébrique défini sur R ou C, on note par la lettre gothique corres-
pondante ’algebre de Lie du groupe de ses points complexes.

2.1. Parametres de Langlands. — Dans cette section, nous rappelons brievement la classi-
fication de Langlands utilisant le L-groupe, principalement dans le but d’introduire les notations
utilisées dans le reste de l'article. Nous renvoyons le lecteur a [Bor79] pour plus de détails.

Le groupe de Weil de C est W = C*. Le groupe de Weil Wx de R est une extension non
scindée de Z/27Z par C* :

(2.1.1) 1—C* — Wr —Z/2Z — 1.

En identifiant C* avec son image dans Wy et Z/2Z avec {£1}, on voit que Wg est engendré
par C* et un élément j qui se projette sur —1 € Z/27Z, avec les relations :

(2.1.2) j2=-1eCX, jziTt =2, (2€CX).

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur R, et soit G le dual de Langlands de
G. On fixe un épinglage sply = (B, T,{X,}) de G. On construit le L-groupe de G' comme un
produit semi-direct

(2.1.3) LG =G x Wy,

ou l'action de Wy sur G se factorise par la projection W — I, et I'action de o € I sur é, que
l'on note o laisse stable spl.

Définition 2.2. — Un parametre de Langlands est un morphisme continu :
¢: Wr — LG

tel que
a) pwy © ¢ = Idwy,
b) la restriction P|cx - C* — G xC* & pour image des éléments dont la composante dans
G est semi-simple.
Le groupe G agit par conjugaison sur I’ensemble des parametres de Langlands, et ’on note
®(G) l'ensemble de ces classes de conjugaison. On note ®@iemp(G) l'ensemble des classes de
conjugaison de parametres de Langlands d’image bornée.



La encore, nous commettrons fréquemment ’abus de langage consistant a ne pas distinguer
entre un parametre de Langlands et I’élément de ®(G) qu’il définit.

Le théoreme de classification de Langlands est ’existence d’une partition de II(G) :

(2.1.4) nG) = [[ o6

PeP(G)

ou les II(¢, G), appelés L-paquets, ou paquets de Langlands, sont des ensembles finis (de classes
d’équivalence) de représentations irréductibles. Le point essentiel est bien entendu I’ensemble
des propriétés de cette partition. Donnons-en quelques unes. Tous les éléments d’un paquet ont
méme caractere infinitésimal. Pour les représentations tempérées, on a

(2.1.5) Memp(G) = [ (e, G).

d)ecbtemp (G)

Pour tout ¢ € @iemp(G), la représentation virtuelle

(2.1.6) > [

WEH((ﬁ,G)

est stable. Rappelons ce que cela signifie. L’application qui & une représentation de longueur finie
associe son caractere passe au groupe de Grothendieck et induit une application linéaire injective
du groupe de Grothendieck dans I’espace des distributions sur G invariantes par conjugaison.
Dire qu’une représentation virtuelle est stable signifie que son caractére est une distribution
stablement invariante sur G. Pour ce qui concerne la notion de stabilité, nous renvoyons par
exemple a [She79| et [Bou04]. Ceci n’est plus vrai pour un paquet non tempéré. Soit ¢ € ®(G),
non nécessairement tempéré. Les représentations m € II(¢, G) sont obtenues dans la classification
de Langlands comme uniques sous-représentations irréductibles de représentations standard
I(), obtenues par induction parabolique & partir d’un sous-groupe parabolique P = M N de
G, et d’'un paquet < essentiellement tempéré > de M.

Définition 2.3. — Appelons < pseudo-paquet >, et notons IT*(¢, G), 'ensemble des I(7) pour
7 € II(¢, G). Définissons la représentation virtuelle

(2.1.7) m(e, = Y )

I(m)ellt(4,G)

Le paquet I1(¢, G) est aussi obtenu de la maniere suivante dans la classification de Langlands :
il existe un sous-groupe parabolique P = MN de G défini sur R, et un parametre de Langlands
¢ discret qui factorise ¢ par linclusion M < LG tels que les éléments du paquet I1(¢, G)
sont les sous-représentations irréductibles des IndJGD(TrM), ou les mps parcourent le paquet de
séries discretes (I.e. essentiellement de carré intégrable modulo le centre) II(¢pr, M). On a alors

(2.18) 76,6 = Y mdfm)
war €ENM(dpr, M)

Il est bien connu ([She79], [AJ87], Lemma 4.3) que [7(¢, G)] est une représentation virtuelle
stable de G.

Remarque 2.4. — Remarquons que lorsque ¢ est tempéré, [m(¢, G)| est aussi égale a ([2.1.6]).

Remarque 2.5. — Selon le contexte, on appelle < représentations standard > les représentations
I(m) de (2.1.7) ou les représentations Ind%(myr) de (2.1.8).



2.2. Parameétres d’Arthur. — Les notations sont les mémes que dans la section précédente.

Définition 2.6. — Un parametre d’Arthur pour G est un morphisme de groupes continu
Y Wg x SLy(C) — L@

tel que
(i) la restriction de ¢ & Wy est un parametre de Langlands tempéré,
(ii) la restriction de 1) a SLo(C) est algébrique.

Le groupe G agit par conjugaison sur I’ensemble des parametres d’Arthur, et 'on note ¥(G)
I’ensemble de ces classes de conjugaison. On identifie ®iemp(G) & 'ensemble des parametres
d’Arthur de restriction triviale & SLy(C).

A tout parameétre d’Arthur ¢, on associe un parametre de Langlands

1
(2.2.1) by We — LG, w = P(w, ful? O_; ;
0 fw|™2

ot w — |w| est le morphisme de groupe de Wx dans R défini par |j| = 1 et |z| = 2Z si z € C*.

2.3. Paquets d’Arthur. — Dans [Art84], [Art89], J. Arthur conjecture 'existence de pa-
quets II(¢, G) attachés aux parametres ¢ € U(G), devant posséder certaines propriétés. Parmi
les principales, citons le fait que les II(x), G) sont finis, constitués de (classes d’équivalence)
de représentations unitaires, ayant toutes le méme caractere infinitésimal. Le paquet d’Arthur
II(x), G) contient le paquet de Langlands II(¢y, G). Ils doivent satisfaire les identités de ca-
racteres attendues dans la théorie de 'endoscopie (standard et tordue), c’est ce qui est appelé
le transfert spectral. En revanche, ces paquets ne sont pas disjoints, et ne sont pas des réunions
de L-paquets.

Donnons quelques précisions au sujet des conjectures d’Arthur, en faisant quelques hypotheses
simplificatrices qui seront vérifiées pour les groupes que nous allons étudier. Certains termes
(< forme intérieure pure >, < donnée de Whittaker ») seront précisés plus loin dans le texte. On
suppose que G quasi-déployé, ou bien est une forme intérieure pure d’'un groupe quasi-déployé.

Soit 1 un parametre d’Arthur pour le groupe G. Soit Sy le centralisateur de I'image de ¥
dans G et sz sa composante connexe neutre. On pose

(2.3.1) A(p) = Sy/S5.

On suppose que les groupes A(7)) sont abéliens. Notons m le groupe des caracteres de A(v)).

Comme nous 'avons expliqué dans l'introduction, Arthur conjecture ’existence d’une com-
binaison linéaire & coefficients complexes de représentations irréductibles de G' x A(v), notée
ﬂA(w, () devant vérifier un certain nombre de propriétés, dont nous allons détailler certaines.
Le paquet II(¢), G) est alors I'ensemble des représentations irréductibles de G' qui apparaissent
dans w4 (¢, G).

Pour tout 2 € A(1)), on considere la représentation virtuelle obtenue en évaluant 74 (v, G)
en Sy, a savoir

(2.3.2) (2,9, G)] = 7 () (sy)

ou sy est 'image dans A(¢) de I'élément ¢((1, —Id)), (1, —Id) € W x SLy(C). Ce sont ces
représentations virtuelles qui apparaissent dans les identités de transfert endoscopiques.
Lorsque z = 1, (2.3.2)) doit étre une représentation virtuelle stable, que ’on note simplement

(2.3.3) [ (v, @)] = 7(1,4, G) = w4 () (s9)-



Lorsque 9 = ¢ est un parametre tempéré, I'élément sy est trivial, et de plus il résulte des
travaux de Shelstad (voir [Shel0] et [She08]) que 74 (¢, G) est de la forme

(2.3.4) 76, G) = @ w(¢p,n,G)Xn

neA(@)

ou les (¢, n, G) sont des représentations irréductibles tempérées de G ou 0 et celles qui sont non
nulles décrivent exactement le paquet II(¢, G) et sont donc en particulier non isomorphes deux
a deux. La notation pour ¥ = ¢ parametre de Langlands tempéré est bien compatible
avec grace a la remarque

Soit  un élément dans le centralisateur de 1 dans G tel que 22 = 1, et notons encore x
l'image de = dans A(t). Soit (H,H,z,{) est une donnée endoscopique elliptique de G, qui
factorise ¢ Nous renvoyons a [LS87] et [KS99al pour la définition d’une donnée endoscopique.
Nous considérons ici le transfert spectral, pour lequel, outre ces deux références, on peut aussi
consulter [She08|. Pour simplifier, nous supposons que H est isomorphe au L-groupe de H, et
que cet isomorphisme composé avec £ : H — “G donne un plongement de L-groupes LHG :
g - La.

Le parametre 9 se factorise en ¥ = 1, 01, ce qui définit la parametre d’Arthur v, pour H
dans la formule ci-dessous. Le transfert est normalisé par le choix d’une donnée de Whittaker
pour G. L’identité de transfert endoscopique s’écrit :

(2.3.5) Trans% ([7 (s, H)]) = e(G) 7(z, 1, G).

Remarquons que dans le cas d’un parametre de Langlands tempéré ¢, 'identité endoscopique
devient (Shelstad,[Shel0] et [She08]), avec les notations introduites en (2.3.4)

(2.3.6) Trans ([r(¢m, H)]) = e(G) Y n(x) [x(¢,n,G)].
neA(9)
Remarque 2.7. — Remarquons que lorsque on prend x = 1, le groupe endoscopique associé

est la forme intérieure quasi-déployée de G, notons-la G*, et l'identité endoscopique devient,
pour tout parametre d’Arthur

Transgi. ([r (¢, G*)]) = e(G)[x (¢, G)].

Lorsque G est un groupe classique quasi-déployé, J. Arthur donne dans [Art13] une définition
des 7TA(1/J,G). Il montre que ce sont des représentations unitaires de G x A(%)), qui sont ca-
ractérisées par les identités endoscopiques , pour toutes les données endoscopiques el-
liptiques de G, ainsi qu’une identité d’endoscopie tordue, ou G apparait comme un groupe
endoscopique pour un groupe tordu (GLy,0y), Ox étant Pautomorphisme extérieur de GL .
Nous en dirons plus sur tout ceci dans la section

3. Les groupes classiques et leurs paquets d’Arthur

3.1. Les groupes classiques. — Les « groupes classiques > quasi-déployés que nous
considérons sont ceux qui apparaissent dans les données endoscopiques elliptiques simples des
groupes tordus (GLy,0y) selon la terminologie d’Arthur cf. [Art13], §1.2 (voir le paragraphe
suivant). Le plus commode est encore d’en faire la liste, et de fixer quelques notations pour
pouvoir s’y référer facilement. Pour n € N*, on considére les groupes de rang n suivants :

A. Le groupe symplectique Sps,,.
C’est un groupe déployé. Son dual de Langlands est SO(2n + 1, C) et son L-groupe est
le produit direct SO(2n + 1,C) x Wrg.



B. Le groupe spécial orthogonal impair SOgy,1.
C’est un groupe déployé. Son dual de Langlands est Sp(2n,C) et son L-groupe est le
produit direct Sp(2n,C) x Wg.
C. Le groupe spécial orthogonal pair déployé Sogn, n > 2.
C’est un groupe déployé. Son dual de Langlands est SO(2n,C) et son L-groupe est le
produit direct SO(2n,C) x Wrg.
D. Le groupe spécial orthogonal pair quasi déployé, non déployé Sogi, n>1.
C’est un groupe quasi-déployé. Son dual de Langlands est SO(2n,C) et son L-groupe
est le produit semi-direct SO(2n,C) x Wrg.

Pour chacun de ces groupes, on dispose d’une représentation naturelle du L-groupe dans un
GLy :
(3.1.1) Stdg : G — GLy(C)

Dans le cas A, elle est donnée par I'inclusion de SO(2n + 1, C) dans GL9,,41(C), dans le cas B,
par l'inclusion de Sp(2n,C) dans GLs,(C), dans le cas C, par 'inclusion de SO(2n,C) dans
GL2,(C). Le cas D, est plus délicat car le groupe étant non déployé, le L-groupe est un produit
semi-direct non trivial SO(2n,C) x Wg. Mais laction de Wg sur SO(2n,C) est donnée par
Paction d’un élément de O(2n,C), de sorte que I'on a un morphisme

LS0% = 50(2n,C) x Wi — O(2n,C),

et la composition avec l'inclusion de O(2n,C) dans GLg,(C) nous donne la représentation
voulue. On a donc N = 2n dans les cas B, C, D, et N =2n + 1 dans le cas A.

Dans la section ci-dessous, nous allons considérer des c-sous-groupes de Levi des groupes
classiques et de leurs données endoscopiques elliptiques, qui vont avoir des groupes unitaires
comme facteurs. A la liste ci-dessus, on rajoute donc :

U. Le groupe unitaire U,. C’est un groupe quasi-déployé. Son dual de Langlands est
GL(n,C) et son L-groupe est le produit semi-direct GL,,(C) x Wg.

3.2. Paquets d’Arthur des groupes classiques. — Comme nous 'avons expliqué a la fin
de la section lorsque G est un groupe classique quasi-déployé et Yg est un parametre, J.
Arthur établit dans [Art13] I'existence de w4 (1q, G) vérifiant les propriétés voulues et montre
que c’est une représentation unitaire de G x A(¢)). On la décompose en somme de produits
tensoriels extérieurs de représentations de ces deux groupes :

(3.2.1) W, G = P WG Ry= P 7Rp.
nEAD) T€ll(Y,G)

Les résultats d’Arthur nous disent en particulier que la représentation virtuelle [7(1¢, G)] définie
en est stable. Il montre que les identités endoscopiques , pour toutes les données
endoscopiques elliptiques de GG, ainsi qu’une égalité endoscopique tordue que nous allons décrire
ci-dessous caractérisent w4 (g, G). Remarquons simplement que 'identité endoscopique ([2.3.5)
se réécrit en tenant compte de sous la forme

(3.2.2) Trans@([m(vy, H)]) = e(G) > n(syx) [r(,n,G) =e(G) > Tr(pe(syx)) [x].
WEA/(w\) well(y,G)

I Pinvolution de

Décrivons maintenant 1'identité endoscopique tordue. On note 7 : g +— ‘g~
. : 1

-1

Cartan de GLy(R). Soit Jy € GLy(R) la matrice antidiagonale : !

(-



On note 6y : GLy — GLy l'automophisme défini par g — Jy (tg_l)g]&l. On définit le
produit semi-direct G]J(, = GLy X (0n). Clest un groupe algébrique réductif non connexe.
L’automorphisme 6y étant d’ordre 2, ce groupe compte deux composantes connexes, et ’on
note G ~ = GLy x 0y celle qui ne contient pas 1’élément neutre. On note G ~ ensemble des
points réels de G . On obtient ainsi un espace tordu au sens de Labesse [LW13].

La donnée de (G, Stdg) est celle d’'une donnée endoscopique tordue elliptique pour G . Nous
renvoyons le lecteur a [KS99a| et [Art13] pour tout ce qui concerne la théorie de ’endoscopie
tordue. Rappelons seulement que dans une telle situation, Kottwitz et Shelstad définissent un
facteur de transfert, permettant de définir une application Transge, (< transfert géométrique >)

entre ’espace des intégrales orbitales sur G ~ et U'espace des intégrales intégrales orbitales stables
sur G. Ceci est démontré par D. Shelstad dans [Shel2]. Ce facteur de transfert n’est défini a
priori qu’a une constante multiplicative pres, mais le choix de la donnée de Whittaker sur
GLx(R) (cf. [AMR)] section 5.2) permet de fixer cette constante ([KS99al, section 5.3).

Par dualité, ce transfert d’intégrales orbitales définit un transfert spectral entre représentations
virtuelles stables de G et représentations virtuelles de Gy, noté

(3.2.3) TransgN

Soit ¥ € ¥(G) un parametre d’Arthur pour le groupe G. Posons ¢ = Stdg o ¥g. Clest
un parametre d’Arthur (auto-dual) pour le groupe G . Soit Hg'L la représentation irréductible
autoduale de GLy (R) associée a ce parametre (cf. [AMR], §3.1).

L’identité endoscopique tordue est alors

(3.2.4) TransG™ ([7 (1, G)]) = Tro (TIGT),

le membre de droite étant la trace tordue, normalisée par la donnée de Whittaker (cf. [AMR],
Définition 5.4).

Lorsque le parametre 1 est trivial sur le facteur SLo(C), le paquet II(¢g, G) est un paquet
de Langlands tempéré, la représentation virtuelle [7(¢q, G)] est la somme des représentations
du paquet, et 'identité est alors démontrée par P. Mezo [Mez|, & un facteur multiplicatif
pres. Nous avons démontré dans [AMR] qu’en fait l'identité (3.2.4) est valide, autrement dit
que le facteur multiplicatif restant a déterminer dans Mezo est 1. Le résultat de Mezo et le
fait que le transfert endoscopique commute & 'induction entraine le résultat suivant pour les
pseudo-paquets (cf. Définition [2.3]).

Proposition 3.1. — Soient G un groupe classique quasi-déployé comme ci-dessus et ¢pg un
parametre de Langlands pour G. Posons ¢ = Stdg o ¢. On a alors

Trans([7 (¢, G)]) = Tre,, (HSL).

3.3. Formes intérieures pures. — Dans [MRc] les résultats d’Arthur sont étendus aux
formes intérieures pures des groupes spéciaux orthogonaux quasi-déployés. Soit G 'une de ces
formes intérieures pures, que 1’on peut voir comme un groupe SO(p, q) (voir sections et .
Pour les groupes symplectiques, il n’y a pas de forme intérieure pure de Sp,,, qui ne soit pas
équivalente a Spy,,.

Les w4 (¢, G) sont alors simplement caractérisées par les identités endoscopiques .
Remarquons que lorsque G est la forme quasi-déployée, l'identité endoscopique avec x = 1 est
tautologique. Ce n’est pas le cas lorsque 1’on a une forme intérieure non quasi-déployée, I'identité
endoscopique avec = = 1 (le groupe endoscopique H est alors la forme intérieure quasi-déployée
de G) donne une relation supplémentaire qui remplace celle donnée par le transfert endoscopique
tordu et suffit & compléter la caractérisation de w4 (1, G).

Dans ce cadre, les TK'A(’(/J, () ne sont pas supposées a priori étre des représentations unitaires de
G x A(v), mais on montre dans loc. cit. que tel est bien le cas pour les parametres unipotents.
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Les résultats de réduction énoncés dans la section suivante permettent au final d’étendre ce
résultat a tous les parametres. Notons ce résultat.

Proposition 3.2. — Soit G une forme intérieure pure d’un groupe orthogonal quasi-déployé,
et soit ¥ un parametre d’Arthur pour G. Alors WA(w,G) est une représentation unitaire de

G x A(Y).

4. Enoncé des résultats de réduction

Comme nous I’avons expliqué dans les deux sections précédentes, les 74 (1), G) attachées aux
parametres g des groupes classiques sont caractérisées par des identités endoscopiques, mais
I'on aimerait en savoir plus sur celles-ci. En particulier, on aimerait déterminer la décomposition
des ™4 (g, G) et montrer que les coefficients sont 1 (propriété de multiplicité un). Pour cela,
nous obtenons des résultats de réduction que nous allons maintenant décrire.

4.1. Décomposition des parameétres. — Soit G 'un des groupes classiques de la section
B.1
Définition 4.1. — On définit la bonne parité pour le groupe G comme étant 1 mod 2 si le

groupe dual est symplectique (cas B), et 0 mod 2 si le groupe dual est orthogonal (cas A, C,
D).

Soit ¥ un parametre d’Arthur de G. Posons
’(ﬁ = Sth o ¢G : Wr X SLQ((C) — GLN((C)

Cette représentation de Wr x SLo(C) est semi-simple. Rappelons que les représentations
irréductibles de Wg sont de deux types (cf. [AMR], §3.1 ) : les représentations W (s, ¢), s € C,
e € {0,1}, de dimension 1 (c’est le parametre de Langlands de la représentation (s, ¢€) : = +—
sgn(z) |z|* de GL1(R)), et les représentations V(s,t), s € C, t € N* (c’est le parametre de
Langlands de la représentation essentiellement de carré intégrable modulo le centre §(s,t) de
caracteére infinitésimal (25, 53) de GL2(R)). On note R[a] un représentant de I'unique classe
d’équivalence de représentations algébriques de dimension a de SLy(C).

Avec ces notations, on peut donc écrire la décomposition en irréductibles de 1 sous la forme
générale :

P = @ (si,€) ® Rlai] & W (—s4, ;) B Rla]) & €D (V(s;, ) ¥ Rlay] & V(—s;,t;) K Rlay])
J

@ @ (0,ex) X R[ak] @ W(0,e) X R ak ) @ (0,tp) X R[ag] D V(O,tg) X R[ag])
4

&P W0, em) ¥ Rlan] &P V(0,tr) K Rla,]

Dans la premieére somme, les s; sont dans iR* et les ¢; dans {0, 1}. Dans la deuxiéme somme,
les s; sont dans iR* et les t; dans N*. Dans la troisieme somme, les €, sont dans {0,1} et la
parité des a; — 1 est mauvaise. Dans la quatrieme somme, les t; sont dans N* et la parité de
te+ay—1 est mauvaise. Dans la cinquieme somme, les €, sont dans {0, 1} et la parité des a,, —1
est bonne. Dans la sixieme somme, les ¢, sont dans N* et la parité de ¢, + a, — 1 est bonne.

En effet, le parametre est 6y-stable. La contribution des facteurs irréductibles non 6 y-stable
apparait alors sous la forme de la premiere et deuxieme somme. Ce qu’il faut remarquer ensuite,
c’est que la multiplicité d'un facteur W (0, €)X R[a| (resp. V (0,¢)X R[a]) dans 1 est paire lorsque
la parité de a — 1 (resp. t + a — 1) est mauvaise. La contribution de ces facteurs apparait alors
sous la forme de la troisieme et quatrieme somme.
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On note ¥, le parametre formé avec les quatre premieres sommes, et 1y, celui formé avec
les deux derniéres. On a alors ¥ = ¥,y ® Ypp. On décompose aussi 9y, en Py, (cinquieme
somme) et Yy disc (Sixieme somme).

On remarque que ¥y, s’écrit sous la forme 1,,, = p ® p* (p* est la contrégrédiente de p).
Une telle décomposition n’est pas unique.

4.2. Réduction aux parameétres de bonne parité. — Les résultat de cette section se-
ront démontrés ailleurs. Soit G 1'un des groupes classiques de la section Soit g un pa-
rametre d’Arthur pour G, et comme précédemment posons ¥ = Stdg o 1¥g. Considérons une
décomposition de ¥ de la forme :

(4.2.1) Y=pp oY

o, dans p, il n’apparait que des facteurs de mauvaise parité. Le parametre v’ se factorise par le
L-groupe d’un groupe classique quasi-déployé G’ de méme type que G. Soit )¢ le parametre
d’Arthur pour le groupe G’ tel que ¢/ = Stdg o 9)¢r. Notons N, = >, N}, la dimension de
la représentation p de Wg x SLy(C), et soit HS’L la représentation de GLy,(C) de parametre
d’Arthur p (c¢f. [AMR], §3.1). Le groupe G admet un sous-groupe de Levi maximal standard
M isomorphe & GLy, (R) x G’, et ceci fournit une injection

(4.2.2) 1 GLy,(R) x *G' — G
de sorte que g =t o (Ygr, p).
Remarque 4.2. — Les groupes A(¢q) et A(1g) sont naturellement isomorphes.

—

Proposition 4.3. — Soit n € A(Yq) et soient (g, n, G) et w(Ygr,n,G') les représentations
semi-simples de G et G' respectivement attachées par Arthur (cf. , ot pour w(Yar,n,G")
on tient compte de la remarque ci-dessus). On a alors

(4.2.3) (e, n, G) = Ind% (HS’L ® 7 (Yer,n, G')),
ol P est un sous-groupe parabolique standard maximal de G de facteur de Levi M.
Théoréme 4.4. — Soit n’ € (¢, G"). Alors Ind% (HE’L ® ') est irréductible.

Corollaire 4.5. — Si les w(1g,n, G") ont la propriété de multiplicité 1 et sont disjointes, les
7(Ya,n,G) aussi. Ainsi la propriété de multiplicité 1 pour w4 (g, G) découle de celle pour
74 (Yo, G'). D’autre part, si la décomposition en irréductibles de w4 (g, G') est connue, alors
elle lest en principe pour © (g, G).

Evidemment, la formulation de la seconde partie est un peu vague, connaitre la décomposition
en irréductible de WA(wG/,G’ ), cela veut dire savoir donner les parametres des composantes
irréductibles des (¢, n, G') dans une classification connue. Il faut savoir ensuite ce que donne
une induction parabolique irréductible dans cette classification, ce qui est le cas pour les clas-
sifications usuelles ([K'V95], Chapter 11).

Si G est maintenant un groupe spécial orthogonal non quasi-déployé de rang n, donc une
forme intérieure pure de I'un des groupes de la section cas B,C,D, il faut légerement adapter
la formulation de ces résultats (voir la section [3.3). Si N, > inf(p,q), on a 74 (g, G) = 0. Si
N, <inf(p,q), G admet un sous-groupe de Levi maximal standard M isomorphe & GLy, (R) x
G', ot G’ est un groupe spécial orthogonal de rang n—N,. Si l'on fait 'hypotheése que ﬂA(sz/, G)
est une représentation unitaire de G’ x A(¢¢), alors les 7(1)g, n, G') sont bien définis pour tout
n e @E ) et la formule définit une représentation unitaire w(¢g,n, G) de G pour tout

—_—

n € A(Ya) ~ A(er). On en déduit une représentation unitaire de G x A(¢¢q) :
™ (We,G)= P (Wa,nG)Rn,

n€EA(Ya)
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et Pon vérifie qu’elle satisfait bien aux identités endoscopique voulues. La proposition, le
théoreme et le corollaire ci-dessus sont donc toujours valides, mais ils sont précédés de

Proposition 4.6. — Si w4 (g, G') est une représentation unitaire de G' x A(vg), alors
74 (Y, G) est une représentation unitaire de G x A(1q).

Ainsi, la description des paquets d’Arthur est réduite au cas des parametres de bonne parité.

4.3. Cas des parameétres unipotents de bonne parité. — Dans cette section, G désigne
un groupe classique non nécessairement quasi-déployé, c’est-a-dire I'un des groupes quasi-
déployés de la section ou bien une forme intérieure pure d’un groupe spécial orthogonal.
On considere le cas des parametres unipotents de bonne parité. On suppose donc que g est

tel que ¥ = Yy pp.

Théoréme 4.7. — Soit g un parameétre d’Arthur pour G tel que Stdgoyg = 1 = 1y pp. Alors
74 (Yg, G) est une représentation unitaire de G x A(Yq) qui vérifie la propriété de multiplicité
un.

Pour les groupes classiques quasi-déployés (les groupes classiques sur C sont aussi traités),
on sait d’aprés Arthur que 74 (g, G) est une représentation unitaire de G'x A(¢)q), ceci a déja
été dit. La propriété de multiplicité un est établie par le premier auteur dans [Moe]. Le cas des
groupes classiques non quasi-déployés est réglé en [MR].

Le probleme de classification est lui aussi essentiellement résolu dans [Moe€], en termes de
correspondance de Howe. D’autre part, on a le résultat suivant.

Théoréme 4.8. — Soit m € lI(¢Yg,G). Alors m est une representation faiblement unipotente
au sens de [KV95], Chapter XII.

Ceci est démontré dans [MRDb].

4.4. Réduction du cas des parameétres de bonne parité réguliers au parametres uni-
potents. — Soit GG un groupe classique, et soit g un parametre d’Arthur pour G. Supposons
que Y soit de bonne parité, on décompose donc ¢ = Stdg o Y en

Y= @ V(Oatr) X R[ar] D @ W(07 6m) X R[am]
r=1,...R m=1,...M
ot Yubp = B,u=1. s W(0,6r) est unipotent de bonne parité. On suppose que 9 vérifie la
condition de régularité suivante :

(441) Vr=1,...,R-1, t, —a,+1>t41+a,4+1—1 ettp—ar+1> niaxM{am—l}
m=1,...

Le théoreme donne une formule pour la représentation unitaire TrA(l/JG, G) utilisant l'in-
duction cohomologique et les repésentations wA(wG/,G;) attachée a la partie unipotente du
parametre. Ceci résout le probleme de classification et celui de multiplicité un pour de tels
parametres.

4.5. Réduction du cas des parametres de bonne parité au cas régulier. — On se
place dans le méme contexte que la section précédente, mais I'on ne suppose plus la condition
de régularité . Dans [MRb], nous obtenons une formule pour 74 (¢)¢, G) en introduisant
un parametre @Z)geg de G vérifiant

Y =Stdgoyy’ = P VO.6)RRa]|e| P W0, en) K Rlan)
r=1,..R m=1,..M
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et la condition de régularité . D’apres le paragraphe précédent, les probleme de classi-
fication et de multiplicité un sont résolus pour 71"4(1/)2?9 ,G). La formule pour TI'A(I/J(;,G> est
obtenue en appliquant les techniques usuelles de translation du caractére infinitésimal (fonc-
teur de translation de Zuckerman). Malheureusement, il apparait des réductibilités difficiles &
controler, ce qui nous empéche pour le moment de conclure sur les problemes de décomposition
en irréductibles et de multiplicité un.

5. Quelques résultats généraux

5.1. Donnée de Whittaker et paires de Borel fondamentales. — Si G est quasi-
déployé, on fixe un épinglage splg = (Bg, T4, {X.}) stable par og. On note Ny le radical
unipotent de By, Ng = Ng(R) = N7 le groupe de ses points réels, et 'on fixe un caractere
x de Ny de sorte que (Ng,x) est une donnée de Whittaker de G. Le role d’une telle donnée
dans la théorie d’Arthur-Langlands-Shelstad est de distinguer certaines représentations, celle
qui admettent un modele de Whittaker, et de normaliser les facteurs de transfert endoscopiques
de [LS87] et [KS99a).

Nous allons plutot utiliser une donnée équivalente, celle d’une paire de Borel fondamentale
de type Whittaker (cf. [Shel5], §2.2, 2.3, 2.4). Rappelons qu’une paire de Borel (B, T) de G
est un couple constitué d’un tore maximal T de G et d’un sous-groupe de Borel B.

Définition 5.1. — Une paire de Borel (B,,T.) de G est dite fondamentale si les conditions
suivantes sont réalisées :

(i) T, est stable sous o¢ et Ty, = T,(R) = T{C est un sous-groupe de Cartan fondamental
(i.e. maximalement compact) de G,

(i) B est un sous-groupe de Borel contenant T, tel que I’ensemble des racines de T, dans
B. soit stable par —o (cette condition est automatique lorsque T, est anisotrope car toute les
racines sont imaginaires. Comme T, est fondamental, il n’y a pas de racines réelles, et c’est
donc une condition sur les racines complexes).

Une paire de Borel fondamentale (B, T,.) de G est dite de type Whittaker si de plus la
condition suivante est réalisée :

(7i7) les racines simples imaginaires de T, dans B, sont imaginaires non compactes.

Dans [AV92], les auteurs utilisent la terminologie < large > pour la propriété (iii). Le fait que
G possede une paire de Borel fondamentale de type Whittaker est équivalent au fait que G soit
quasi-déployé (cf. [AV92], Prop. 6.24). Le choix d’une telle paire fondamentale est équivalent
au choix d’une donnée de Whittaker (Ng, x), la correspondance entre les deux étant réalisée
de la maniere suivante : une paire de Borel fondamentale de type Whittaker (B, T,) de G
détermine, en se fixant un caractere infinitésimal entier, une représentation générique de la série
fondamentale. Cette représentation admet donc un modele de Whittaker, et détermine donc
a conjugaison pres une donnée de Whittaker (Vg x). Cette construction induit une bijection
entre classes de conjugaison sous G de données de Whittaker et classes de conjugaison de paire
de Borel fondamentales de type Whittaker.

On fixe donc dans la suite une paire de Borel fondamentale (B, T,) de G, et si G est quasi-
déployé, on suppose que cette paire est de type Whittaker et est compatible avec le modele de
Whittaker choisi. On peut supposer, ce que 'on fera, que T, est T-stable. La condition (ii) est
alors équivalente au fait que B, est aussi 7-stable.

5.2. c-Levi. — Soit ?Q = ¢L4V un sous-groupe parabolique standard de G. Ceci signifie que
B C ?Q et T C ?L. Les racines simples de 7 dans B sont soit dans ?L, soit dans %V, et I'on fait
I'’hypothese que l'action de o sur les racines simples préserve cette partition.
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Soit (B, T) une paire de Borel fondamentale dans G. L’identification entre racines simples
de T dans B et coracines simples de T dans B permet de définir un sous-groupe parabolique
Q =LV de G contenant B.

Lemme 5.2. — Le groupe L est stable sous og, autrement dit, c’est un sous-groupe de G défini
sur R. Si de plus, T est T-stable, il en est de méme de Q et L.

Démonstration. Le sous-groupe T est stable par og par définition, il suffit donc de démontrer
que l'ensemble des racines de T dans L est stable sous ’action de o¢g. Soit ng un représentant
de I’élément le plus long du groupe de Weyl. Alors Ad(ng) o og préserve (B, T), et quitte a
modifier ng en le multipliant & gauche par un élément de T, on peut trouver un épinglage spl =
(B, T,{X4}), préservé par Ad(ng) o og. On a alors par hypothese L préservé par Ad(ng) o og,
et donc L préservé par og. Si T est 7-stable, ’action de 7 sur les racines coincide avec celle de
—0oq, et la seconde assertion s’en déduit. ]

Suivant Shelstad [Shel5|, nous appelons un sous-groupe L de G défini sur R obtenu de la
sorte un c-Levi de G.

Considérons I’ensemble ZdGQ des classes de conjugaison sous G = G(R) de paires (Q, L) ainsi

obtenues. Pour deux paires (Q,L) et (Q’,L’), on voit, puisque leur L-groupes sont les mémes,
que L et L’ sont des formes intérieures.

Pour chaque élément dans EdGQ, on peut trouver un représentant (Q,L) ou Q et L sont
Tg-stables, ce que l'on supposera toujours. Si G est quasi-déployé, on trouve facilement un
représentant quasi-déployé. En effet, partons de la paire fondamentale de type Whittaker
(B4, T,) de G. On construit le sous-groupe parabolique L, = L.V, contenant B, comme
ci-dessus. Alors nous avons vu que L, est og-stable et (B*,L = B, NL,, T,) est une paire
fondamentale de type Whittaker de L,. Le groupe L, possédant une paire fondamentale de
type Whittaker, il est quasi-déployé, et nous avons vu que ceci détermine aussi une classe de
conjugaison de donnée de Whittaker pour L.

Dans tous les cas, on a choisi une paire fondamentale (B,,T,), et on obtient grace a ce
choix une bijection entre EdGQ et

W (T, G)\W(T,G)" /W(Ts, Ly)
(JAJ8T], Section 10). Lorsque T, est compact, c’est-a-dire lorsque le rang de G est celui de
Kg, ona W(T,,G)” = W(T,, G).

Construisons un L-groupe en constatant que spla; = (Br := B NeL, T, {X4}) est un épinglage
de ¢L préservé par og- On construit alors LL = 9L x Wg en étendant I’action de I" sur ¢L via
la projection de Wy sur I'.

Définissons le plongement de L-groupes suivant

(5.2.1) e 'L — G

qui prolonge linclusion de 4L = L dans G. 11 suffit donc de donner la valeur de L, sur
1 x Wgr € L'L. Pour z € CX, on pose

QER(T AV piv

Ici pay, est la demi-somme des ravines de 7 dans V. On note wg I'élément le plus long de Wg
et wy, celui de Wp,. On note

n:Wa=W(G,T)xWg — N*G,T)=N(G,T) x Wg
la section ensembliste définie dans [LS8T], §2.1. Il est démontré dans [Tai] que

n(wgwy, ])2 = 2pay (—1).
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On pose ¢1,¢(j) = n(wrweg x j), et on obtient un morphisme bien défini. On a aussi n(w x j) =
n(w) % j pour tout w € Weg.

Lemme 5.3. — Supposons que nous soyons dans la situation ci-dessus, et que l’on fize pour
L et L les paires de Borel (B, = BNL,T) et (B, = BNL,T). Supposons que Q1 = L1V
et Q1 = L1V soient des sous-groupes paraboliques de L et L obtenus comme ci-dessus, mais
relativement o L et L. On a alors des plongements de L-groupes

LG - LL — LG et LLy,L ¢ LLl — LL.

On a aussi des sous-groupes paraboliques Q' = L1 V1V et Q' = L1 V1V de G etG respectivement,
et un plongement de L-groupes
lL,,G LL1 — LG

On a alors v1,,,G = tr,G O LL,,L-
Démonstration. Tout se joue sur I’élement j € Wg. Or
n(wr,wr)n(wrwg) = t(wrp, wr, wpweg)n(wr, wa)

ou w — t(w) est un certain cocycle, donné par la formule de [LS87], Lemma 2.2. On vérifie
facilement que t(wr,wr, wrweg) = 1. O

5.3. Séries discrétes. — Supposons maintenant que le sous-groupe de Cartan T, de la paire
fondamentale fixée (B.,T,) soit anisotrope. Alors le groupe G admet des séries discretes qui
sont des représentations de carré intégrable.

On applique les construction de la section au cas ou ?Q = LW = B, ‘L = T. Dans ce
cas le sous-groupe parabolique Q = LV de G associé a une paire de Borel fondamentale (B, T)
est le sous-groupe de Borel B lui-méme (et donc L = T). A conjugaison preés dans G, on peut
supposer que T = T, et bien stir la paire fondamentale (B, T.) fixée au départ nous donne un
élément distingué d’un systeme de représentant de Eg. Le choix de ce représentant distingué
fournit une bijection

Y%~ W(G, T.)\W(G, T,).
Soit ¢ : Wr — LG un parametre de Langlands discret. Il se factorise par le L-plongement
LT, G Lp s L@

définit en , c’est-a-dire que ¢ = i1, ¢ © ¢1,, pour certains parametres de Langlands
ér1, : Wr — “T.. La classification de Langlands pour les tores ([Bor79], [Lan97]) associe & un
tel ¢, un caractere £ = &y, de Tk.

Si (B, T.) est une paire de Borel fondamentale comme ci-dessus, il existe un parametre de
Langlands ¢r, (B) comme ci-dessus telle que la différentielle du caractere 4, (g) soit dominante
relativement a B. Notons ’RE{T*’G le foncteur d’induction cohomologique de Vogan-Zuckerman,
en degré

(5.3.1) d=d(G,T) = %(dim G — dimT.) — (¢(G) — ¢(T.))

Alors R‘g7T*7G(§¢T* (B)) est une série discrete du paquet Il(¢g, G), et cette construction fournit
une bijection entre ¥z et II(¢qg, G). La condition de dominance de {or, (B) Telativement a B
entraine que ’on est dans le < good range > pour I'induction cohomologique ([KV95], Definition
0.49). Faisons maintenant le lien avec une autre paramétrisation des séries discretes. Nous
suivons les idées de [Adall].

Si ¢g : Wr — PG est un parametre de Langlands, grace aux travaux de Shelstad [She82],
[She08], les éléments du pseudo-paquet IT#(¢, G) vont étre paramétrés par certains caractéres
de A(¢pq), le groupe des composantes connexes du groupe Centr(G, ¢ ), le centralisateur dans
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G de é¢. Expliquons ceci pour un paramétre discret. Dans ce cas, M (¢q, G) = H(¢q, G) est
un paquet de séries discretes et A(¢pg) = Centr(@, ¢ ) est un 2-groupe fini.

Dans la suite, nous supposons de plus G quasi-déployé et une paire fondamentale de type
Whittaker (B, T,) fixée.

Notons T,[2] désigne le sous-groupe des élements d’ordre 2 de T,. Nous allons expliquer
comment parametrer les éléments de II(¢q, G) par certains éléments de T,[2]. Le lien avec les
caracteres du groupe A(¢q) provient d’un pairing parfait canonique (cf. [Adalll)

(5.3.2) T.[2] x A(¢pg) — C*,
qui identifie T, [2] & A(¢q).

Pour tout ¢ € T,[2], Ad(t) définit un automorphisme intérieur involutif de G, qui commute
avec 0. Posons 0y = oo Ad(t) : ¢’est un automorphisme antiholomorphe involutif de G, ¢’est-
a~dire une forme réelle intérieure de G. C’est méme une forme intérieure < pure > au sens de
Kottwitz (cf. [Kall6@]) (les formes intérieures < non pures > étant obtenues de la méme maniere
en partant d’éléments ¢ € T' d’ordre fini et dont le carré est dans le centre de G). Notons Gy le
groupe défini sur R dont le groupe des points complexes est G et dont la conjugaison complexe
est 0y. Remarquons que T} est un sous-groupe de Cartan commun a tous les Gj.

Notons ”Rgi TGy le foncteur d’induction cohomologique de Vogan-Zuckerman, de la catégorie
des représentations du tore T} vers la catégorie des répresentations de Gy, en degré

(5.3.3) di = d(Gy, T.) = %(dim G — dimT,) — (q(Gy) — ¢(T3)).

On obtient donc pour chaque t € Ty[2] une représentation 7(¢¢,t) = Rgi,T*,Gt (€sr. (B.))

de la série discrete de G;. L’ensemble {7 (¢q,t) = Rgi,T*,Gt ($4r. (B,))s t € Ti[2]} constitue le
< super-paquet > associé a ¢¢, selon la terminologie de [ABV92|. Remarquons la différence
avec ce que 'on a fait ci-dessus, ol ’on restait dans le groupe GG mais on faisait varier le sous-
groupe de Borel B. Ici, on fixe le sous-groupe de Borel By, et I'on fait varier les formes réelles
G,.

On peut regrouper les formes réelles G; par classe d’équivalence. Deux formes réelles G; et
Gy sont équivalentes s'il existe g € G tel que oy = Ad(g)oopoAd(g)~!. Ceci définit une relation
d’équivalence t ~¢g t' sur T[2], et 'on note [t]g la classe d’équivalence d'un élément t € T,[2].
La classe d’équivalence de 1 € T,[2] est donc constitué des éléments ¢ tels que G; est équivalente
a G. On peut donc par conjugaison intérieure identifier les représentations d’un tel G; avec les
représentations de G. On a alors

(534)  T(66,G) = {n(da,1) = R 1. g, (€or,m): £ € Tul2), [lg = [1la}.

On peut faire la méme chose en fixant un systéme de représentants des classes d’équivalence de
formes réelles, et en se ramenant aux représentations de ces représentants. On obtient ainsi les
paquets de séries discretes des formes intérieures pures de G. Soit ¢y € T,[2], les représentations
d’un groupe G; avec [t]¢ = [to] s’identifient par conjugaison intérieure aux représentations de
Gto, et

(5.3.5) (¢c, Gry) = {m(dc,t) = Ry 1, ¢ Eom89) £ € Tu[2), [la = [tola}-

Remarque 5.4 (Limites de séries discrétes). — Ce que 'on a fait ci-dessus pour un pa-
rametre ¢¢ discret s’adapte facilement au cas d’'un parametre de limites de séries discretes. Les
inductions cohomologiques sont alors dans le weakly good range, et la différence avec le cas dis-
cret est que certaines des représentations m(¢g,t) 1= Rgi,T* a,(&sr, (B.)) peuvent étre nulle. La
paramétrisation des paquets est alors comme en et , a ceci pres qu’il faut rajouter
la condition m(¢q,t) # /O.\Le groupe A(pg) est un quotient du grouge_ﬂ(qﬁrceg ) ol ¢ est un

parametre discret, et A(¢5Y) ~ T, [2] par le pairing (5.3.2)), et donc A(¢¢) s’identifie bien & un
sous-groupe de T,[2], dont les éléments sont les ¢ tels que 7(¢pg, t) # 0.
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5.4. Stabilité et induction cohomologique. — Revenons au contexte de la section [5.2]
On suppose donc que ’on a un sous-groupe parabolique standard Q = 4LV de CA?, compatible
avec l'action de o4.

On suppose que G quasi-déployé et que ’on a fixé une paire fondamentale de type Whittaker
(B, T,). Elle nous fourmit un sous-groupe parabolique Q, = L.V, et L, est stable par o¢ et
G-

Supposons aussi que T, soit anisotrope. Soit ¢g : Wr — “G un parametre de Langlands
discret, que nous factorisons en ¢ = i1, o ¢, avec ¢, choisi de sorte que le caractere £y, qui
lui correspond soit dominant pour B.. Notons ¢, = i1, 1, © ¢7,, ot v, 1, est le L-plongement
défini par (Br,T). C’est un parametre de Langlands discret pour L.

Nous avons vu dans la section précédente une paramétrisation des séries discretes de pa-
rametre ¢g par les éléments de T,[2]. Remarquons que cette paramétrisation s’applique a G,
mais aussi & L,. En particulier, pour tout ¢t € T,[2], L, est stable sous oy, et 'on a donc une
forme intérieure L; de L.

Notons Rgf%fét) le foncteur d’induction cohomologique de Vogan-Zuckerman, de la catégorie
des représentzitic;ns de L; vers la catégorie des représentations de Gy, en degré

(5.4.1) (G, L) = %(dim G — dimL,) — (¢(Gy) — q(L1)).

Remarquons que par le lemme de transitivité des L-plongements, on a aussi ¢, = i1, o ¢,
Par transitivité de I'induction cohomologique (cf. [Vog81], Cor. 6.3.10), on a

d(Gy,L d(Gy,L d(Ly, T, d(Gy, T,
(5.4.2) R (r(or,1) = ReG G RGTL, Eor, (8)) = R 161 Cor (82) = (b6, 1)

N

(5.4.3) d(Le, T,) = %(dim L. — dimT.) — (q(Ly) — ¢(T3)).

Remarquons que ces inductions cohomologiques sont dans le good range.
Fixons un élément ¢y de T%[2] et un systéme de représentants (Q;, L;) de EdG(f?O que ’on suppose
7G,,~stables. On a pour tout ¢, un foncteur d’induction cohomologique

d;
RUIuLnG

en degré
1
(5.4.4) d; =d(G, L;) = E(dimG —dimL,) — (¢(Gy,) — q(Li))

de la catégorie des représentations de L; vers la catégorie des représentations de Gy,.
Pour chaque L;, on a un paquet de séries discretes II(¢r, L;) et la représentation virtuelle
stable associée [m(¢r, Li)] (la somme des éléments du paquet).

Proposition 5.5. — On a
Y. Reiic, ([@(6L, L)) = [1(de, )]

G
(Qi Li)es,?
en particulier cette représentation virtuelle est stable.
Démonstration. On a introduit la relation d’équivalence ¢ ~¢ t’ sur Ty[2] ci-dessus, et 'on peut
définir la relation d’équivalence analogue, mais relativement au groupe L. et que I'on note ~.

C’est une relation d’équivalence plus faible que ~¢. Le membre de droite de 1’égalité a démontrer
est

(66, Ge)l = D [n(dc,1)]

teTy[2],t~cto
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Fixons un systeéme de représentants (¢;); pour la relation ~, dans I'ensemble {t € T} [2] |t ~¢g to}.
On a donc en utilisant (5.4.2)

M6 Gu)l=d > et =d > |[REGE x(or1)]

1 teTy [2] t~rt; i teT [2],tNLti

—Z e (I (on, L))

Par conjugaison intérieure des Gy, avec Gy, les Ly, s’identifient aux L; de EdGéO et ’on retrouve
bien le membre de gauche dans 1’égalité de la proposition. O

Revenons maintenant au cas d’un groupe G quelconque, et a la donnée d’un sous-groupe
parabolique standard ¢Q = 4LV de @ compatible avec I'action de oz, et d’'un systeme de
représentants (Q;, L;) de EdG que 'on suppose Tg-stables. Soit ¢7, : Wr — YL un parameétre
de Langlands, et posons toujours ¢q = t1,g °© ¢r. On suppose qu’on est dans le good range. On
a les représentations virtuelles stables [7(¢pr, L;)].

Proposition 5.6. — Il existe un paramétre de Langlands ¢, pour G de méme caractére infi-
nitésimal que ¢g tel que

Z Ri,Ll,G ([m(¢r, Li)]) = [7(d, G)]
(QiyLi)GEd

en particulier cette représentation virtuelle est stable.

Attention, ¢f, n’est pas égal & ¢¢, il y a une torsion, due au fait que I'induction cohomologique
ne commute pas a l'induction parabolique, voir 'appendice. Evidemment, ici nous n’avons pas
précisé ce qu’est ¢, mais nous n’en avons pas besoin pour le moment car nous ne visons que
I’énoncé de stabilité.

La démonstration dans le cas général demandant un formalisme un peu lourd, nous allons
nous contenter d’'une démonstration dans les cas qui nous servent dans cet article, c’est-a-dire
les groupes classiques. Nous repoussons la démonstration a la section [6.4] lorsque nous aurons
introduits quelques objets et notations spécifiques a ces cas. Pour ceux-ci, le calcul de la torsion
pour passer du parametre ¢g au parametre ¢y, est explicite.

On peut appliquer ceci au cas des formes intérieures pures G; d’un groupe quasi-déployé G,
situation qui a été considérée ci-dessus. On a alors un c-sous-groupe de Levi L, de G. Comme
toute représentation virtuelle stable sur L, est une combinaison linéaire de [7(¢r, Ly)], et qu'une
représentation virtuelle stable de L, détermine par transfert endoscopique une représentation

. < . . d;
virtuelle stable de toute forme intérieure L,, on obtient ainsi que ) (QhLi)EEdGé e(Li) Ry, 1,

envoie les <« représentations virtuelles super-stables de L, > dans le good range sur les
représentations virtuelles stables de Gy.

Corollaire 5.7. — Dans le contexte décrit ci-dessus, soit [th*] une représentation virtuelle

stable de L*, et soit [Xﬁ] la représentation stable obtenue par transfert endoscopique de L, vers
sa forme intérieure L;. Alors

Z e(Li) Ri,L,,G (x7)

(Qi,Li)GEdQ
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est stable. De plus, lorsqu’on considére toutes les formes intérieures pures Gy simultanément,
ceci définit une représentation virtuelle superstable, dans le sens ou

G d; d;
Trans;’ Z e(Li) qu,Li,G ([Xii]) = Z e(Li) RQi,Li,G ([Xﬁ]) )
(Qi,Li)eEch (Qi,Li)eE(?é

Ceci est aussi établi pour les groupes classiques dans la section [6.4]

6. Formes intérieures pures, c-Levi et données endoscopiques elliptiques des
groupes classiques

6.1. Paramétrisation des séries discretes et formes intérieures pures. — Les groupes
classiques quasi-déployés de la section [3.1] admettent tous des séries discrétes, a 'exception de
Sogn pour n impair, et de sogi pour n pair, que nous excluons donc de la discussion jusqu’a la
section suivante. Nous allons spécialiser la discussion de la section [5.3|au cas ot G est I'un de ces
groupes classiques. Rappelons que nous avons fixé une paire fondamentale de type Whittaker
(T4, B.), et qu’ici, T, est anisotrope.

Fixons ¢g : Wr — G, un parametre de Langlands discret. Alors IT* (¢, G) = (g, G) est
un paquet de séries discretes.

On identifie le sous-groupe de Cartan T, a U(1)" grace aux racines simples de T, dans B,
qui fournissent une base (€;)i=1,.n de X*(T,). Les éléments d’ordre 2 de T} seront alors noté
t = (£1,...,£1) et il y en a 2". Les éléments d’un super-paquet de séries discretes I1(¢¢)
sont donc paramétrés par les éléments t = (£1,...,£1) de T%[2]. Rappelons que nous les avons
notées m(¢pg,t). La série discrete m(pq, 1) est générique et admet le modele de Whittaker fixé
au départ.

Pour tout t = (£1,...,+£1) € T,[2], on obtient via le pairing un caractere 1, de A(¢q).
Le caractere trivial de A(¢¢) est le parametre de la série discrete X (¢, 1) admettant le modele
de Whittaker.

Il reste & identifier dans chaque cas quelles sont les formes intérieures qui interviennent, et
comment les 2" séries discretes se répartissent entre ces formes intérieures. Pour cela, posons

(6.1.1) to=((-1)"...,1,,~1) e T.[2].

Pour tout ¢ € T,[2], notons n;(t) (resp. n—_i(t)) le nombre de coordonnées égales a 1 (resp. —1)
dans tt,.

Cas A : G = Sp,,,. Toute les formes intérieures G; sont équivalentes a G. On obtient ainsi
un paquet II(¢g, G) avec 2™ éléments.

Cas B : G = SOy;,41. Deux formes G; et Gy sont équivalentes si et seulement si nq(t) = nq(t').
Nous allons noter SO(p, q) la classe d’équivalence classe d’équivalence déterminée par la formule
p=2n1(t) + 1 (et donc q = 2n_1(t)).

Cas Cet D : G =S0g3,, avec a = d si n est pair et & = gd si n est impair. Deux formes G
et Gy sont équivalentes si et seulement si n1(t) = ni(t'). Nous allons noter SO(p, ¢) la classe
d’équivalence déterminée par la formule p = 2n;(t) (et donc g = 2n_1(t)).

Cas U : G = U,,. Deux formes intérieures pures G; et Gy sont équivalentes si et seulement si
n1(t) = n1(t"). Nous allons noter U(p, q) la classe d’équivalence donnée par ni(t) = p (et donc

¢ =n-1(t)).
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Remarques 6.1. — Pour les groupes orthogonaux, on remarque que la classe du groupe quasi-
déployé de départ G est celle obtenue pour ¢t = 1, et le choix du ¢, en nous donne dans le
cas B, SO(n+1,n) sin est pair, et SO(n,n+1) si n est impair, et dans les cas C et D, SO(n,n)
si n est pair et SO(n — 1,n + 1) si n est impair. On peut interpréter cette construction de la
maniére suivante : on fixe une suite de n plans réels muni d’une forme quadratique de signature
(2,0) ou (0,2), alternativement, en finissant par un plan de signature (0,2). Dans le cas B, on
complete par une droite muni d’une forme quadratique définie positive, pour former par somme
directe un espace quadratique V dont G est le groupe de symétries. Le tore compact T est
le stabilisateur de cette décomposition de V. Pour tout élément t € T,[2], le groupe Gy est le
groupe de symétrie de I’espace obtenu en changeant la forme du i-iéme plan en son opposée a
chaque fois que la i-éme coordonnée de t est —1.

Dans les cas C et D, remarquons que les classes de formes intérieures pures SO(p,q) et
SO(q, p) sont distinguées si p # ¢, alors que les groupes sous-jacents sont isomorphes. On dis-
tingue aussi les formes intérieures U(p,q) et U(q,p) si p # ¢q. Par exemple, pour n = 1, un
super-paquet de séries discretes contient 2 éléments, I'un est une représentation de la forme
U(1,0), 'autre est une représentation de la forme U(0, 1). La classe du groupe quasi-déployé
G de départ est donc U(n/2,n/2) si n est pair, et U ("51, "TH) si n est impair. On a une in-
terprétation similaire de G et de ses formes intérieures pures G; en termes d’un espace hermitien
formé par somme directe de droites complexes hermitiennes.

Remarque 6.2. — Cette classification fait apparaitre de maniere naturelle les classes
d’équivalence de formes intérieures pures de notre groupe de départ. Rappelons qu’en général
celle-ci sont classifiée par le groupe de cohomologie H'(I', G) et que dans les cas des groupes
orthogonaux ou unitaires, 'identification de ce groupe avec les classes d’équivalence de formes
bilinéaires ou hermitiennes est bien connue.

Remarque 6.3. — La formulation d’une partie des résultats qui suivent va dépendre, de
maniere évidemment inessentielle, du choix de ¢, en . Nous avons choisi une des quatre
possibilités pour alterner des 4+1 : commencer par la gauche ou par la droite, avec un +1 ou
bien avec un —1, en commengant avec —1 par la droite. Par exemple, si I’on fait un autre choix,
pour G groupe orthogonal ou unitaire, la classe d’équivalence de formes intérieures de G peut
étre donnée par un SO(p, q) ou U(p, q) différent (mais toujours quasi-déployé, i.e. [p—q| < 1).
Voir aussi la remarque pour un énoncé qui dépend de ce choix.

6.2. Séries fondamentales et formes intérieures pures des groupes orthogonaux sans
séries discretes. — 1l est utile de faire apparaitre les formes intérieures pures des groupes
manquants, a savoir Sogn, n impair, et SO%Z, n pair. Plagons nous dans le premier cas. Réalisons
ce groupe comme groupe d’isotropie pour un espace quadratique réel (V,q) de dimension 2n
et de signature (n,n). Fixons un plan hyperbolique P dans V, et notons W son orthogonal.
Alors Sog(n_l) est naturellement réalisé comme groupe d’isotropie de W, et le stabilisateur

de P& W dans SOgn est isomorphe a R* x SOg(n_l), qui apparait comme sous-groupe de

Levi de SOY,. Fixons une paire fondamentale de type Whittaker (B.,T.) de SOY, de sorte
que l'intersection avec SOg(n_l) soit une paire fondamentale (B’,, T) de sog(n_l). Alors T, =
R* x T, et T’ est anisotrope et SOg(n_l) admet des séries discretes, on peut donc lui appliquer
les considérations de la section précédente. Chaque t € T’,[2] donne une forme intérieure G} de
Sog(n_l) et une forme intérieure Gy de SOY, , La classe d’équivalence de la forme intérieure G/
est SO(p—1,qg— 1), ou p et ¢ sont déterminés dans le paragraphe précédent, avec ici ¢ impair,
et 'on note SO(p, q) la classe d’équivalence de Gy.

Les séries fondamentales de SOY et de ses formes intérieures pures G; sont obtenues par
induction parabolique a partir des séries discretes de sog(n_l) et de ses formes intérieures G}

et d’un caractere du facteur R*, et ceci préserve les paquets de Langlands. Ainsi, les paquets
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de séries fondamentales de SOgn et de ses formes intérieures pures G; sont paramétrés par les
éléments de T [2].

Le cas SOgi, n pair se traite de la méme maniére a partir un espace quadratique réel (V,q)
de dimension 2n et de signature (n — 1,n + 1).

Pour avoir des notations uniformes qui s’appliquent aussi & ces groupes, on pose T4[2] := T"[2]
pour les groupes de cette section. Donc T4 [2] n’est pas ici ’ensemble des élément d’ordre 2 de
T., mais I’ensemble des éléments d’ordre 2 de son facteur anisotrope T.. Dans ce contexte,
si ¢¢ est un parametre de Langlands de séries fondamentales, on a aussi un pairing parfait

T.[2] x A(pg) — C* qui identifie T [2] et @ et une paramétrisation des éléments du super-

o —

paquet correspondant par 7.[2] ou A(¢¢q).

6.3. c-sous-groupes de Levi des groupes classiques. — Soit G un groupe classique
quasi-déployé de la section R

Soit ?Q = ?LV un sous-groupe parabolique standard de G, compatible avec I’action de o5
On va supposer de plus que ?Q est un sous-groupe parabolique maximal de @, c’est-a-dire qu’il
est associé au choix d’une racine simple. Considérons le sous-groupe parabolique Q, = L.V,
obtenu a partir de la paire de Borel fondamentale de type Whittaker (B, T,). Nous avons vu
que L, est quasi-déployé. Il est isomorphe a un produit

U, x Gy—c

ou U, est un groupe unitaire quasi-déployé de rang c, et G,_. est un groupe classique quasi-
déployé de méme type que G (sauf dans le cas ¢ impair ou les types C et D sont échangés).
L’entier ¢ se détermine facilement selon la place de la racine simple o mentionnée ci-dessus dans
le diagramme de Dynkin.

Rappelons qu’a tout ¢ € T,[2], on a associé une conjugaison complexe oy et des groupes Gy
et L;. Nous avons vu que les formes intérieures GG; et Gy sont équivalentes si et seulement si
n1(t) = n1(t'), en dehors du cas A ot elles sont toutes équivalentes. En particulier, les formes
équivalentes a G sont celles telles que n1(t) = |5 (en dehors du cas A). L’équivalence des
formes intérieures L; de L, est-elle donnée par un invariant de méme type, mais ou ’on sépare
les coordonnées de t en deux, les ¢ premieres, qui vont correspondre au facteur U, et les
n — ¢ dernieres, qui correspondent au facteur G,,_.. La recette est donc la suivante : on note
n1,.(t) = (n1,u(t),n}(t)) le couple dont la premiére coordonnée est le nombre de 1 dans les ¢
premieres coordonnées de tt, et la seconde le nombre de 1 dans les n — ¢ dernieres coordonnées
de tt,. On définit de méme de maniere évidente n_y ; = (n—1y,n_;). Deux formes L; et Ly
sont alors équivalentes si et seulement si ny r,(t) = ny ('), sauf dans le cas A ou elles sont
équivalentes si et seulement si ny i (t) = nyy(t).

Remarquons aussi que les ¢ premieres coordonnées de t, sont ((—1)7,...,(=1)""¢t1) et
que ceci ne coincide avec le choix du ¢, pour les groupes unitaires que si n — ¢ est pair. La
forme du groupe unitaire qui apparait est donc U(ny y(t), n_1,y(t)) si n — ¢ est pair, mais c’est
U(n_1,u(t),n1,u(t)) si n — c est impair.

On obtient des systemes de représentants (Q; = L;V;)i=o,... . de EfQ explicites, avec de plus :

(6.3.1) L;i ~U(i,c—1i) x G
ou G est une forme intérieure d’un groupe G’ de méme type que G (les cas C et D sont
échangés si ¢ est impair). C’est-a-dire que pour chaque i = 1,...,¢, on fixe un t; € T,[2] tel

que Ly, est isomorphe & L;. Les isomorphismes ([6.3.1) peuvent étre rendu explicites, nous ne le
faisons pas, mais nous nous en servons pour identifier leurs deux membres.

Remarque 6.4. — Le représentant distingué Q. = L.V, est obtenu pour la valeur suivante
de i :
- si ¢ est pair, i = ¢/2
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- si ¢ est impair, et n — ¢ est pair, i = 0;21,
- si ¢ est impair, et n — ¢ est impair, i = %

Le t; correspondant est alors égal a 1.

Fixons maintenant, pour les groupes orthogonaux, une classe d’équivalence SO(p, q) de formes
intérieures pures G;. On obtient aussi facilement un systéme de représentants (Q; = L;V;) de

Edsg (P0) explicite, avec de plus :

(6.3.2) Li = U(i,c — i) x G

ou la encore G’ est une forme intérieure d’un groupe G’ de méme type que G (les cas C et
D sont échangés si ¢ est impair). Les indices i qui apparaissent sont ceux vérifiant 2i < p,
2(c — 1) < g, et la classe de G est alors SO(p/, ¢’) avec p =p' + 2i, ¢ = ¢' + 2(c — 7).

6.4. Démonstration de la proposition et du corollaire pour les groupes clas-
siques. — On se place dans le le méme contexte que la section précédente. On considere un
parametre de Langlands ¢y pour le groupe L, et ses formes intérieures L;, ou (Q; = L;V;);
décrit un systeme de représentants de ZEQ de la forme . On pose ¢g = i1, o ¢r. On
suppose que l'on se trouve dans le good range pour l'induction cohomologique. Les paquets
II(¢r, L;) sont associés a une classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan dans le groupe
L;, ou bien le paquet est vide. Dans le premier cas fixons un représentant D; pour chaque 1, le

sous-groupe de Cartan D; est alors isomorphe comme tore réel & un produit de facteurs de la
forme U(1), R* ou C* :

Dy~ U(1)™ x (C)™ x U(1)"™ x (C)™ x (R*)*,

le facteur U(1)™ x (C*)™! correspondant a un sous-groupe de Cartan du facteur unitaire
U(i,c — i) dans la décomposition (6.3.1), et le facteur U(1)™ x (C*)™2 x (R*)*2 & un sous-
groupe de Cartan du facteur G;. On a donc 1 +2my = ¢, r2 + 2ma + s2 = n — ¢, ces entiers ne
dépendant que de ¢, et pas de l'indice i (le cas ou L; ne possede pas de sous-groupe de Cartan
de cette forme est celui ou le parametre ¢y, n’est pas <« relevant > pour L;, c’est-a-dire que le
paquet II(¢r, L;) est vide). Le centralisateur de la partie déployée de D; définit un sous-groupe
de Levi cuspidal My, de L; et 'on a

(6.4.1) My, ~U(i —my,c—i—my) x (C)™ x Gl x GLy(R)™ x (RX)*,

ott Gy, est un groupe classique de méme type que G et de rang r2. Les paquets II(¢r, L;) sont
obtenus & partir des paquets de séries discretes II(¢ar, , My,) attaché & un parametre discret
ou, et les représentations virtuelles stables associées s’écrivent comme en ([2.1.8]) :

[m(ér, Li)] = > [Iﬂd%i ()]

Ty, €Méng Mr;)

D’autre part, le groupe G admet une classe de conjugaison de sous-groupes de Cartan iso-
morphes a

U(l)T1+T2 X ((C><>m1+m2 % (RX)Sz'
Fixons un représentant D de cette classe de conjugaison, et soit M le sous-groupe de Levi
cuspidal de G obtenu en prenant le centralisateur de la partie déployée de D. On a

M~G! x GLg(R)™Hm2 5 (R*)%2,

r1+r2

ou G/

est un groupe classique de méme type que G et de rang r1 + ro.

r1+72
On applique les considérations des sections et aux groupes M et G .., : il existe un
systeme de représentants de classes de conjugaison de c-paraboliques

(QL, L),
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de M, avec
(6.4.2) L~ Uk e — k) x G, x (C*)™ x GLy(R)™2 x (RX)*2

ou les G sont des formes intérieures pures d'un groupe classique de méme type que G et de
rang r1 +ro —c. De méme, et de maniére compatible (dans un sens évident), il existe un systeme
de représentants de classes de conjugaison de c-paraboliques

(Qr, L)k
de Gy, 4r,, avec
Ly ~U(k,c— k) x G}

Pour tout indice ¢, le sous-groupe M, de 1' est conjugué dans G a un sous-groupe Li de
(6.4.2)), pour un unique indice k, ce qui donne une bijection entre ’ensemble des indices i et
I’ensemble des indices k.

Dans ce contexte, le membre de gauche dans ’égalité de la proposition est donc

S R, (L)) = S 3 R 1 (dly, (man,)])

(QiyLi)EZg"Q (QiaLi)EEch Ty, €Monrg Me;)

En utilisant la proposition [10.4| de ’appendice, la représentation Rq LiG ([Indﬁj% (ﬂ'MLi)]> est

de la forme Indg(ﬂ M) pour une certaine série discrete 7y de M, et lorsque 7 My, décrit le paquet
I(par, , Mr,), mar décrit un ensemble de la forme

d #
{Ri ). 7y € Mo )

ou ¢r: est un parametre discret qui s’obtient a partir de ¢y, par une torsion tres simple sur le
facteur (R*)%2 (voir section dans I'appendice). On peut donc continuer le calcul du membre
de gauche dans 1’égalité de la proposition que 'on écrit sous la forme

Z Z u [IndM <qu,Li,M( )>] = Indy; Z Z u qu,Lﬁk,M(WLi)
™y €@z L) 73 €@z L)

On déduit facilement du cas des séries discretes établi dans la proposition que l'on
applique au groupe Gy, 1., et aux (Qg,Lg)r, un énoncé analogue pour le groupe M et les

(Qﬁk,Lﬁk)k, a savoir

YD R ) = DR (60 L) = (6l M)

Fom g €ll(p.L])
k

pour le parametre discret ¢, obtenu & partir de ¢+ par composition avec le plongement de
L-groupe défini comme en (5.2.1) mais pour LF et M.
Ainsi, on peut conclure, le membre de gauche dans 1’égalité de la proposition est bien

Ind§ ([w(¢hy, M)]) = [r(d, G)]

avec ¢ = L, © Py

La démonstration est la méme, a quelques adaptations évidentes pres, si on remplace le groupe
classique quasi-déployé G par une forme intérieure pure SO(p, ¢) d’'un groupe orthogonal et le
corollaire en découle immédiatement.

24



6.5. Données endoscopiques elliptiques. — Soit G 1'un des groupes classiques de la
section Nous renvoyons & [KS99bl §2.1] pour la définition d’une donnée endoscopique
H = (H,H,z,§{) de G. En particulier, H est une extension scindable de Wg par q , et
€: H — LG est un L-plongement. Nous suivons maintenant [Wall0l §1.8] pour inclure dans la
donnée endoscopique un L-isomorphisme “¢ : “H — H, qui a le bon gotit de toujours exister
pour les données endoscopiques des groupes de la section Ceci nous dispense d’introduire
les z-extensions de H de [KS99b]. En composant & avec cet L-isomorphisme, on obtient un
plongement 1y g : Ly - L@,

Voici, pour les groupes de la section une liste de représentants des classes d’équivalence
de données endoscopiques elliptiques. On donne ici seulement le groupe endoscopique H, et ’on
renvoit & [Wall0] pour les autres éléments de la donnée.

Cas A : G = Sp,,,, H=Sp,y, xS0, ot a+b=n, a € {d,qd} et (b,a) # (1,d) et si b =0,
alors a = d.

Cas B : G = SOg,41, H = SOg,41 X SOg41 ot @ + b = n. On obtient une donnée
endoscopique équivalente en échangeant a et b.

Cas C,D : G =S05,, H= SOga x 807, ot a+b=mn,a,B,ve{dqd}, B=dsia=0,
vy=dsib=0, (a,p) # (1,d), (b,7) # (1,d) et @« = 5y ot 'on met sur {d, gd} la structure
de groupe a deux éléments avec d comme élément neutre. Les couples ((a, ), (b,7)) et
((b,7), (a, B)) définissent des données endoscopiques équivalentes.

Remarque 6.5. — Le groupe endoscopique H est écrit ci-dessus sous la forme
H= H1 X Hg.

On peut supposer que le z de la donnée endoscopique soit un élément d’ordre 2 de G. Les
groupes H; et Hy ci-dessus correspondent alors aux valeurs propres 1 de l'action adjointe de
x, mais on ne suppose pas que H; corresponde a la valeur propre 1.

Remarque 6.6. — La relation entre les plongements tp, définis par Waldspurger et les
représentations standard des L-groupes est la suivante. Dans tous les cas, sauf le cas A
ci-dessus avec H = Sp,, X SOg'Z, la représentation Stdg o vy de LH est conjuguée a

(Stdg, ®Stdp,)otH 1, x Hy, OU LH, H, x H, €st I'inclusion de LH dans L Hy x L H,. Dans le cas G =
Sps,,, H = Spy, XSOgZ, Stdgoty g est conjuguée a ((Stdsp2a ® sgnWR) @ Stdsogj) OLH,Hy x Ha
ou sgnyy, est le caractere quadratique non trivial de Wg.

6.6. c-sous-groupes de Levi maximaux des groupes endoscopiques des groupes clas-
siques. — Soit G un groupe classique quasi-déployé de la section et H= H,H,z,¢.1)
une donnée endoscopique elliptique de G comme dans la section

Soit splg = (By = BN ﬁ,T, {X.}) Iépinglage de H obtenu & partir de 1'épinglage splz
déja fixé (On suppose le z de la donnée endoscopique dans 7).

On fait pour H la construction de la section : On fixe Qy = ‘L y*Vy un sous-groupe
parabolique standard de H , compatible avec I'action de o sur les racines simples.

Toute paire de Borel fondamentale (By, Tg) dans H permet de définir un sous-groupe pa-
rabolique Qg = Ly Vg de H, avec Ly défini sur R.

On fixe une paire de Borel fondamentale et de type Whittaker (B, g, Ty i) de H ce qui nous
fournit Q. g = Ly gV u, avec Ly g quasi-déployé.

On suppose que “Qp est maximal. Voyons les différents cas possibles. On note o — @ la
permutation non triviale de {d, ¢d} et si « € {d, qd}, on note a. = « si ¢ est pair et . = @ si ¢
est impair. Notons que c’est la remarque qui impose de distinguer les cas Al et A2.
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Al. G = Sp,,, H = Sp,, x SO%, = H, x Hy,
Lo = Uc X Spy(q_¢) x SO%, = Ue x H} x Hy = L, g, x Ho,
L. =U. x Spy(_¢) = Ue x G'.

A2. G = Sp,,, H = SO%, x Sp,, = H; x Hy,

L.y =U, ><SOO‘(C )XSPQa:chHll x Hy = L, g, x Ha,
L. = U x Spy(,_¢) = Uc x G,

B. G = SOQn+1, H= SOQCL+1 X SOgb_H = H1 X Hg
Lim = Ue X SOg(4—¢)41 X SO241 = Ue x H| x Hy = Ly g, x Ha,
L. = Ue x SOy(_gs1 = U, x G,

C,D. G =S0%,, H=S0j, xS0}, = H, x Hy ,
Ly = Ue x SO5, ) x SO}, = U, x Hj x Hy = L. i, x Hy,

L; = U, x SO%¢ =U. x G

2(n—c)

Dans chaque cas, on considere un c-sous-groupe de Levi L, de G correspondant, produit du
méme groupe unitaire que Ly, i de rang ¢ et du groupe classique quasi-déployé G’ de méme
type que G et de rang n — c. Le groupe Ly g est un c-sous-groupe de Levi de H, car Ly y, est
un c-sous-groupe de Levi de H;.

Ce groupe L, se retrouve plus canoniquement de la maniére suivante. On a Qg = *Ly%Vy C
Hc G et comme %Q est maximal, ce sous- groupe parabolique standard correspond au choix
d’une racine simple de 7" dans B. Le groupe H est lui le centralisateur de s dans G il est obtenu

en cassant en deux le dlagramme de Dynkin étendu de G. Les racines simples de 7 dans Bj; sont
donc obtenues a partir des racines simples de B en en ajoutant une (le sommet supplémentaire
du diagramme de Dynkin étendu), et en en enlevant une, ce qui casse le diagramme de Dynkin
étendu en deux.

La construction de la section donne donc pour toute paire fondamentale (B, T) de G
un sous-groupe parabolique @Q = LV, etc... En particulier, on a la paire fondamentale de type
Whittaker (B, T.) qui donne Q, = L,V, avec L, quasi-déployé.

Le groupe L, y est un groupe endoscopique pour L, (et ses formes intérieures pures Ly,
t € T.[2]), et ceci car H] x Hy est un groupe endoscopique pour G’ et ses formes intérieures.
Ces groupes endoscopiques se completent de maniere évidente en une donnée endoscopique.

7. Le transfert endoscopique ne commute pas a I’induction cohomologique, mais
presque

7.1. Considérations préliminaires. — On se place dans le contexte de la section :
G est un groupe classique quasi-déployé de la section et H = (H,H,z,{ 5) une donnée
endoscopique elliptique de G comme ¢ dans la sectlonﬂ On fixe 1Qy = *L g%Vy un sous-groupe
parabolique standard maximal de H compatible avec I'action de oz sur les racines simples.
On fixe une paire de Borel fondamentale et de type Whittaker (B, g, T, ) de H ce qui nous
fournit Q.. g = Ly g V. m, avec L, g quasi-déployé, ainsi qu'une paire de Borel fondamentale
et de type Whittaker (BL* a0 L) de Ly g

On obtient aussi a partir de la paire de Borel fondamentale et de type Whittaker (B, T,) de
G un c-sous-groupe de Levi quasi-déployé L, de G, ainsi qu’'une paire de Borel fondamentale
et de type Whittaker (B, 1, T.) de L.

Notons {Q; = L;V;}i—o,. . un systeme de représentants de Ed comme en ) et {Qr. o =

Ly i Vi i tr=o,... . un systéme de représentants de EfQH avec la meéme propriété, c’est-a-dire :

(711) Lk:,H ~ U(]{i,C — k‘) X H]; X HQ.
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On a aussi les applications de transfert spectraux Trans%, et pour touti =0,...,c, Transfi .
*, H
Les transferts sont normalisés par le choix de données de Whittaker, c’est-a-dire comme nous

I’avons vu, par les paires fondamentales de type Whittaker fixées. Le transfert Transfi oo viales
Ui c—i) el ’
U. XTrans HY x Ha
comment déterminer ce signe. Définissons tout d’abord un élément x4 de Z/2Z = {£1} en posant
xq = 1 si le facteur H; du groupe endoscopique et qui contient U, correspond a la valeur propre
1 du x de la donnée endoscopique, et x4y = —1 s’il correspond a la valeur —1 (voir la remarque

. Définissons ensuite un élément S; de Z/27. Note sgn le caractere non-trivial de Z/27Z, et
posons

identifications (6.3.1)), et ([7.1.1)) est égal & un signe pres a Trans . Expliquons

c(c—1)

J'_i . .
sgn'" " 2 sin — cest pair ele=1) oo
(7.1.2) S; = ppelet) . . — sgn”‘ 5 +(n c)c‘
sgn 2 Sl n — c est 1mpair

Remarquons que S; va alterner selon la parité de ¢ et que la définition est faite de sorte que
pour le représentant distingué Ly, on ait le caractere trivial, voir la remarque [6.4] Avec cette
définition, on obtient

Olie) (g TransGl

(7.1.3) Transﬁ = Si(zq) Transg, Hsz2.

n
Soit [X7* ] une représentation virtuelle stable de L. g, admettant un caractere infinitésimal

dans le good range pour Q. p. Par linéarité, on peut la supposer de la forme

(X7 ) = [X0,) B (X B [X

L*,H

Elle détermine par transfert endoscopique une représentation virtuelle stable [ X ztk H] de tous
les Ly, i, que l'on écrit aussi

(XT5 ] = [XTei) B [ X571 B [XF ).

Ly,

On peut donc former :

d s d s s s
> el RE 1y (X5, D = (Zewm R vty (K] 8155 )@P%L
k k

qui d’apres le corollaire est une représentation stable de H. On a utilisé e(Ly i) = e(Lk, i, ) ¥
e(Hz) = e(Ly,m,) car Hy est quasi-déployé. On peut donc la transférer & G, pour obtenir,

(7.1.4) Trans% <Z e(Li.m) R;l:,HyLk,H:H([thk,H])>
k

:Transg ((Z €(Lk,H1) RZ,{:,Hl L my Hi <[Xlsjt'(k,c—k)] X [Xsl]) ) X [Xf}Q])

k

D’autre part, on peut aussi transférer de L, i & tous les L; la représentation virtuelle stable

[X3 1, pour obtenir en vertu de l) :

Transy’ , (X7 ,]) = Si(ea) Transg " (X3, )) 8 Transh, ((X5,) 2 [XF,])

L*,H

!

S Gl S S
= (@)X eos)) B Transyy . (1X55] B [XFH,))
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On applique alors a ceci les foncteurs d’induction cohomologique de L; a G, et ’on suppose que
I'on est la aussi dans le good range :

(7.1.5) Z e(Li )R;iz,Li,G (Transfi’H ([th*vHD)

) S G; S S
=" e(Li)Siea) Ry 1, (Koo B Transig, ((XGHIRXGL]))

Or (7.1.4) et (7.1.5) ne sont pas égaux, comme on s’en apercoit aisément par le fait que le

g’,j’H de Ly & H translatent le

caracteére infinitésimal de py,, = py — pr,, et et les foncteurs Rg: de L & G le translatent de
pv = pg — pL- Mais ce n’est pas la seule obstruction a 1’égalité de ces deux termes, comme nous
allons le voir. On va donc introduire une torsion € sur les représentations virtuelles stables de
L, p et de ses formes intérieures Ly, 7, et on va remplacer (7.1.4)) par I’expression obtenue de la

caractere infinitésimal n’est pas préservé. En effet les foncteurs R

méme fagon a partir de e([X7' | ]), & savoir
G d
(7.1.6) Trans; <Z (L) Ry ( ([XEZ,H]))> .
k
On aura alors
Proposition 7.1. — Awvec les notations qui précedent

Ze(Li )R;lj,Li»G (Transfiﬂ ([Xit*H])) = Trans% (Z e(Ly,m) Rgl,’:yHthH’H (E ([XZZH])>> :
k

i
Cette torsion € est définie de la maniere suivante. Tout d’abord, il suffit par linéarité de

la définir sur les représentations virtuelles stables (2.1.8]). Considérons donc un parametre de
Langlands ¢, du groupe L, ;. Une représentation standard X pour ce paquet s’écrit

X =X,8X; XX,

ol Xy, X1 et Xo sont des représentations standards bien déterminés de U., H| et Hy respecti-
vement.
Définissons la représentation standard

€(X) = (Xu ® €U) X X; X 82(X2)

de la maniere suivante. Sur le facteur unitaire, ey est un caractere, qui va corriger le caractere
infinitésimal de la maniere voulue. Comme les groupes unitaires ont leurs sous-groupes de Cartan
connexes, le caractere ey est déterminé par sa différentielle dey, et celle-ci vaut (pg — pr) —
(pr — pLy)- Selon les cas, on obtient :

Cas A, C,D : dey = (b,b,...,b). Cas B : dey = (a+1,...,a+1).

La description de £59(X3) est plus subtile. Lorsque ¢ est pair, e2(X2) = X5. Supposons main-
tenant que c soit impair. La représentation standard Xs est une induite parabolique, obtenue a
partir d’une série discrete X, d’un sous-groupe de Levi cuspidal de Ho, disons M, , isomorphe
a un produit de la forme

MH2 ~ (RX)S X GLQ(R)m X Hé,
ot HY est un groupe classique quasi-déployé de méme type que Hj. La représentation ea(X2)
est alors la représentation standard obtenue par induction parabolique & partir du méme sous-
groupe de Levi cuspidal Mp,, et de la représentation Xjs, mais ou sur les facteurs R*, on a
tensorisé par le caractére sgnpx .

Cette opération sur les représentations standard du facteur Hs s’interprete facilement lorsque
Hjy est un groupe spécial orthogonal. Si G est un groupe spécial orthogonal non compact, il
admet deux composantes connexes. Notons sgng le caractere quadratique de G valant —1 sur
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la composante connexe non neutre. Si G est un groupe orthogonal compact, sgn est le caractere
trivial par convention. On a alors £(X3) = X2 ® sgny,. Il est alors clair que lorsque Xo décrit
un pseudo-paquet pour Ha, il en est de méme pour £9(X3). De méme, lorsque X décrit un
pseudo-paquet pour L, g, il en est de méme pour €(X). Cette propriété est encore vraie si Ho
est un groupe symplectique, bien que I'opération effectuée sur les représentations standard n’ait
pas d’interprétation aussi simple que la tensorisation par un caractere quadratique. On obtient
un autre paquet avec méme caractere infinitésimal.

On adapte facilement cette construction aux autres formes réelles Ly i. Le facteur Ha est
commun a tous les Ly g et la torsion sur ce facteur reste la méme. Le facteur groupe unitaire
varie parmi les formes intérieures pures U(k,c — k) de U, et le caractere de torsion ey admet
la méme description dans tous les cas. On a alors

(7.1.7) Trans% (Z e(Lk,m) REIIII:,H,L;C’H,H (E UXEZ»H])))

k

=Trans$ <<Z e(Ly H,) Rzll:,Hl Lty H <([X§(k,c—k)] ®Rey) X [XSt,Q]> > ¢ 52[)(;%}) )
k

Ceci termine la description de €, et nous pouvons maintenant commencer la démonstration
de la proposition [7.1]

Démonstration de la proposition[7.1] Par linéarité, il suffit de considérer le cas ou [X zt* H] =

[7(¢1, Ly, ir)] pour un parametre de Langlands ¢r,,,. Plagons nous tout d’abord dans le cas ou
o1, est un parametre discret.
On a alors
(X7, )= w(org, Lam)l = Y m
n€ll(¢L L 1)
et

(X7 ) = e(Lim)[m(bry, Lin)] = e(Ly, i) Z .
7€ 1y Lk, 1)

Occupons nous d’abord du membre de droite dans I’égalité de la proposition [7.1] :

Trans$ <Z e(Ly i) R;l:H(a([XziH])o = Trans% Z Rg:,mLk,mH Z e ()

k k m€(L, Ly, 1)

La paramétrisation des séries discretes de la section et les considérations de la section
appliquées ici & L, g et ses formes intérieures pures L, g (voir la fin de la section adaptée
au groupe endoscopique H, et plus précisément, a sa composante H;), montrent que 'on a

Z R?:,Hva,HvH Z E(X) = Z Rt:z,mLt,mH (E (Tr(quH’t)))'

k ﬂEH((l)L,Lk’H) tET*[Z]

Le groupe L; g est un produit d’un facteur unitaire et de deux facteurs groupes classiques,
H{ et Hy comme précédemment. Une série discréte m = 7(ér,,,t) de Ly g se décompose en un
produit tensoriel extérieur m = 7, X 11 X 19 ou 7, est une série discrete du groupe unitaire
et 1 (resp. ma) une série discreéte de H (resp. Hz). Or, pour une série discrete o du facteur
classique Ha, on a ea(ma) = ma. Ainsi () = (7, ® ey) K m; X me. Le produit tensoriel par un
caractere unitaire ey préserve les paquets de séries discretes pour le groupe unitaire. Lorsque ¢
décrit T,[2], les e(m (¢, ,t)) décrivent donc un autre super-paquet dont le parametre est obtenu
par torsion avec un 1-cocycle a de Wy dans le centre du groupe dual de L, g, notons ce nouveau
parametre a¢r, (et remarquons que la torsion est uniquement sur le facteur dual du groupe
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unitaire). D’autre part, ceci n’affecte pas la paramétrisation interne des paquets, dans le sens
ol

W(aqSLHvt) = 5(7T(¢LH7t))'
On obtient donc, en utilisant (5.4.2)),

d d
Z Rq:,H7Lk,H7H Z g(ﬂ) = Z qu,Hth,HyH (W(ad)LH’t))

k m€ll(¢r, Lk, 1) teTy (2]
= > wlrgu(adry),t) = [m(iry u(adLy,)), H).
teTy[2]

Le transfert endoscopique d’un paquet de séries discrétes est bien connu d’apres Shelstad
[She82|, [She08] et [Adall]. Supposons tout d’abord que 'on se trouve dans le cas G-régulier,
c’est-a-dire que 1y G(tr, H(adr, )) est un parametre discret pour G. Ainsi, le membre de droite
dans 'égalité de la proposition devient,

(7.1.8)  Transf([r(ry,m(adr,) H) = Y (&,0¢ 7 (e, m@adr,))t).
teT: (2], [tl~a[1]

Le pairing est celui de (5.3.2), entre T%[2] et A(cr, m(a¢r,)) ou = désigne aussi I'image de
I’élément x de la donnée endoscopique dans A(cr,, m(adry))-
Examinons maintenant le membre de gauche dans I'égalité de la proposition [7.1} On a

(7.1.9) Transy’ ([Xii,HD =ell) Y. (@t L (6L t):
teTy[2], [t]~r [t:]

Le pairing est celui de (5.3.2), entre T%[2] et A(cr,,,1.(¢1,)). Si on applique & ceci le foncteur

Rg;L,-,G? on obtient d’apres (5.4.2]),
e(L) > Az ) wna(Ly(dy))b).
t€T[2], [t~ [t:]

En sommant sur les formes intérieures L;, on obtient finalement I’expression suivante pour le
membre de gauche dans 1’égalité de la proposition :

(7.1.10)
> @t rlnetigo@ig) )= > (@t m(ene(tnyL(Gng))t).
i teTy (2], [t]~L[ti] teTy 2]~ 1]

La comparaison avec ([7.1.8) est alors aisée car vty ¢ (tr, m(adr,)) = tr.c(tLy,0(é1,)) (ce sont
des parametres discrets de méme caractere infinitésimal), et A(tp,¢(ir, m(agr,))) est égal a

Aty n(érny)) (pour les parametres discrets ¢ des groupes que nous considérons ci-dessus, le
groupe A(¢) est de maniere explicite isomorphe a (Z/2Z)", ou n est le rang du groupe, comme

on le voit en (5.3.2)). On obtient donc I’égalité entre ([7.1.5) et (7.1.6) dans le cas d’un parametre

discret et G régulier.

Remarque 7.2. — On a supposé que 'on était dans le good range pour les inductions coho-
mologiques, en particulier si ¢, est un parametre discret, il en est de méme de ¢, g (ér,,)-

Passons maintenant au cas d'un parametre discret ¢r,, mais sans I’hypothese de G-
régularité : vy g(ir, H(adr,)) est un parametre de limites de séries discretes pour G et
d’apres la remarque le membre de droite de a toujours un sens, mais certaines
représentations 7(tp q(try m(agr,)),t) peuvent maintenant étre nulles, et le pairing (z,t)¢ a
un sens exactement lorsque w(vy.¢(tr, m(adr,)),t) # 0. La formule de transfert est
toujours valable et se démontre par des arguments de continuation cohérente (cf. [She82],
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[She08]). Il en est de méme pour le terme de droite dans ([7.1.10)), et la comparaison entre
(7.1.10) est (7.1.8) toujours valide.

Passons maintenant au cas d'un parametre ¢r,,, quelconque. On se place dans le cas A1l de
la liste, mais les autres cas se traitent de la méme maniere, il s’agit juste d’éviter d’introduire
des notations trop lourdes. On a donc G = Sp,,,, H = Spy, x SO5, = H; x Ha,

L*,H ~ UC X Sp2(a_c) X Sogb = UC X Hll X Hg.

Comme Hy est un groupe orthogonal, la torsion ¢ est dans ce cas donnée par tensorisation
par le caractere ey M Trive K sgnf , ou ey est le caractere de U, de caractere infinitésimal
(b,b,---,b).

On part donc dans ce cas d'un paquet de L, y associé¢ a un sous-groupe de Cartan D =
TA~U(1)" x (C*)™ xU(1)" x (C*)™2 x (R*)%2 x U(1)" x (C*)™s x (R*)*3. Ici le facteur
U(1)™ x (C*)™ est un sous-groupe de Cartan du facteur groupe unitaire (donc 1 + 2m; =
¢), le facteur U(1)™ x (C*)™2 x (R*)*2 est un sous-groupe de Cartan du facteur H; (donc
ro + 2ma + s2 = a — ¢) et le facteur U(1)" x (C*)™ x (R*)*® est un sous-groupe de Cartan du
facteur Hy (donc r3 + 2mg3 + s3 = b). Le pseudo-paquet 11¥(¢y,,,, L. i) est constitué d’induites
paraboliques a partir du sous-groupe :

Mr = (Un o (€7) x (), x GLa(RI™ x (X)) x (HY, x GLa(R)™ x (R*)").

* H —
ott on induit des séries discretes relatives. Ici Hj,, = Sp,,, et H, = SO%,._. Le paquet corres-
pondant Hﬁ(cﬁH, H) de H est lui constitué d’induites paraboliques a partir du sous-groupe :

MH ~ (H/ > GL2<R)m1+m2 % (RX)SQ) % (H;g % GLQ(R)m3 x (RX)83)’

r1+72

avec H; ,, = SPo(r,+r,)- Le paquet correspondant O%(¢p, L1) de Ly est constitué d’induites
paraboliques a partir du sous-groupe :

My ~ (Ur1 X ((Cx)ml) % ( / > GL2(R)mz+m3 X (RX)32+53)

T2+7T3
avec Gy, 415 = SPa(rg4ry)- L€ Paquet correspondant I*(¢g, G) de G est lui constitué d’induites

paraboliques a partir du sous-groupe :
M ~ Gy yrytrs X GL2(R)m1+m2+m3 % (RX)82+33

avec Gy 4rytry = SPo(r)4ry4ry)- REsumons la situation dans le diagramme suivant,

MLH ¢ > MH
“Tr . S
Ly H
Tr Tr
Tr Tr
My e y M
A A
L Ic G

ou I P indique une induction parabolique, IC' une induction cohomologique, T'r un transfert
endoscopique. La face de devant est celle qui nous intéresse. La face du fond est celle traitée
dans le cas des séries discretes, a des facteurs R* et GLo(R) pres, qui ne jouent aucun role.
Les faces du haut et du bas ne commutent pas, il faut introduire dans chaque cas une torsion
pour que ¢a commute (défaut de commutation entre induction parabolique et cohomologique,
étudiée dans 'appendice). Par contre, les faces de gauche et de droite commutent (le transfert
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et I'induction parabolique commutent). On va vérifier que le défaut de commutation des faces
du haut et du bas induit bien le défaut de commutation de la face avant annoncée.

D’apres I'appendice, le défaut de commutation de la face du bas est v,y . Cette torsion est
triviale lorsque c est pair et consiste a tensoriser par le caractéere sgnpx sur chaque facteur
R* de D lorsque ¢ est impair. Pour la face du haut, le défaut de commutation est analogue,
en appliquant le calcul de la torsion aux facteurs Hy et Hs du groupe endoscopique H. Pour
rendre la face avant commutative, on voit donc qu’il faut composer sur la fleche entre Ly et H
par la torsion €9 du facteur Hs. Sur le facteur Hi, les torsions des faces du bas et du haut sont
les mémes et se compensent. ]

7.2. Normalisation de I’induction cohomologique. — Nous avons calculé dans la sec-
tion précédente le défaut de commutativité entre transfert et induction cohomologique, ou les
foncteurs d’induction cohomologique sont ceux définis par Vogan et Zuckerman. D’autre nor-
malisations des foncteurs d’induction cohomologique sont possibles, par exemple dans [KV95],
Chapter 11, une normalisation des foncteurs d’induction cohomologique est proposée, qui a
I'avantage de respecter le caractére infinitésimal, mais a l'inconvénient de faire intervenir des
revétements a deux feuillets des groupes réels. Pour nous, il n’est pas avantageux de faire inter-
venir de tels groupes, qui ne sont plus des groupes classiques. Ce que nous aimerions dans I’idéal,
c’est avoir une version de I'induction cohomologique qui commute au transfert endoscopique et
préserve le caractere infinitésimal. Les résultats de la section précédente et les considérations
ci-dessus montrent que ce n’est pas possible en général, mais nous allons néanmoins renormaliser
nos foncteurs d’induction cohomologique pour nous rapprocher le plus possible de cet idéal.
Les foncteurs d’induction cohomologique qui apparaissent dans la section précédente sont,

avec les notations de cette section, les R ¢ .c et les R Commencons par les Rq LG
19

quLkHH

IIs translatent le caractere infinitésimal de pc—pr- Calculons ceci dans les coordonnées usuelles

cas A : pg = (n,n—1,...,1) et p, = (%,053,...,—%,71—0,71—0— 1,...1), d’ou
pc—pr=Mm—-55t ... ,n—510,...,0).

cas B : ,OC;—(%Q1 ...,%)etpL:(%,%,...,—%,n—c,n—c—l,...1),d’oﬁpg—pL:
(n—-1-5,...,n—-1-5,0,...,0).

casCet D:pg=(m—1,...,1) et pp = (0;21,653,...,—65—1,71—0,71—0—1,...1), d’ou
pc—pr=m—-1- . .. n—1-5510,...,0).

Rappelons comment sont normalisés les foncteurs de Vogan-Zuckerman. On a une version

non normalisée des foncteurs d’induction cohomologique, que nous allons noter ”Rq? .. et qui
1y

sont obtenus comme foncteurs dérivés d’un foncteur "Rq L;.G» lui-méme obtenu comme adjoint

d’un foncteur d’oubli (des représentations de G vers les representations de L;). Si Z est une
représentation de L;,

Rt 1,6\ 7) = "Ry 1, a(Z® N vy)

ou v; est le radical nilpotent de q;, et /\tOp v; son algebre extérieure en degré maximal dim b;

est une représentation de dimension 1 de L; de caracteére infinitésimal 2(pg — pr)-

Pour avoir un foncteur qui préserve le caractére infinitésimal, il faudrait remplacer /\
par une représentation de dimension 1 de L; de caractere infinitésimal pg — pr.. Or comme nous
le voyons sur les formules ci-dessus, pg — pr ne vit que sur le facteur unitaire de L; (et I'on
remarque que c’est dans le centre), et pour un groupe unitaire de rang ¢, pour que (e,e,...,€)
soit le caractere infinitésimal d’une représentation de dimension 1, il faut que e soit entier.

topn'
7

Définition 7.3. — Sur le facteur unitaire du groupe L;, définissons le caractere &,, dont la
différentielle est

cas A 1 (n— [S2],...,n — [52]). Ceci est égal & pg — pr, si c est impair, et pg — pr +
(%,...,5,0 0) si c est pair.

32



cas B: (n—1-[5],...,n—1—[5]). Ceci vaut pg — pr, si c est pair, et pg — pr, +
(%,...,2, , ) si ¢ est impair.

cas C et D (n—1—[5],...,n—1— [S2]). Ceci vaut pe — pr si ¢ est impair, et
pG—pL+(2,.. é 0,. .,O) si c est pair.

L’autre facteur de L; est une forme intérieure pure G, d'un groupe G’ de méme type que G.
Si c’est un groupe orthogonal, tordons par le caractére quadratique & = sgng, introduit dans la
section précédente. Pour les groupes symplectiques, on ne peut rien faire de pﬁus, et I'on définit
alors ¢’ comme le caractere trivial.

Nous définissons les foncteurs d’induction cohomologiques normalisés de la maniére suivante.

Définition 7.4. — Si Z = Z, K Z', ou Z, est une représentation du facteur unitaire de L; et
Z' une représentation du facteur G}, posons

(7.2.1) R 1.c(2) = "Ry 1, (Zu® €) B (Z' ©€)).

Remarque 7.5. — La translation sur le caractere infinitésimal est donc soit nulle, soit
(1/2,...,1/2) sur le facteur unitaire. Le choix de la normalisation sur le facteur unitaire est
dicté par le fait que la translation sur le caractere infinitésimal qui reste correspond a celle des
changements de base principal et antiprincipal U, — YGL,(C).

On renormalise aussi de la méme fagon les foncteurs quH Ly g H Pour les groupes orthogo-
naux Ly g est un produit de trois facteurs, un groupe unitaire, et deux groupes orthogonaux

H,’g et et Ha. Pour une représentation Z = Z,, X Z; X Z de Ly, g7, on définit

=d d
Rt ot = ("R oy (Zu® )R (Z1061)) B 2.

Dans le cas des groupes symplectiques, on prend la méme formule si H; est orthogonal, et si
H est symplectique, on ne met pas de torsion sur Z;. On peut donc reformuler les résultats de
la section précédentes, avec les foncteurs d’induction cohomologique normalisés.

Théoréme 7.6. — Awvec les notations de la section précédente, pour les groupes symplectiques,
(7.2.2)
5d; i
Transg (Z e(Lka) 7—\)’EII:HL K H H( ([XLk H])>> - Z (Li )quL G (Transé*yH ([XL* H])>
k i
et pour les groupes orthogonaux
(7.2.3)
Sd; L;
Trans (Z (L) Rk 11y o ([XLkH]>> =" ell) Ryl (Transp, (1X7,1) )
k 7

Ici, la correction € est analogue a la correction ¢ de la section précédente. On la détermine
en donnant son effet sur une représentation standard de Ly z de la forme

X = X, X X; K Xo.

Il n’y a plus d’effet sur X,. Il n'y a pas d’effet sur X; si Hi est symplectique, et si Hq est
orthogonal et on tensorise par sgn%{. On applique a X9 la méme opération €9 que celle que I'on

avait définie pour €. On écrit :
E(X) =Xy, K& (X)) Xéa(Xa).
Remarque 7.7. — Dans les cas B, C et D (groupes orthogonaux) nous avons un énoncé du

type : le transfert commute a 'induction cohomologique (normalisée).

33



Reformulons encore le théoréme. On écrit :

X3 ] = X80 io) B X3 B (X,

Ly g

et dans le cas des groupes symplectiques

& (IXE 1) = XS] B (X5, ) RE (X))
On a alors

d = s 5di, s = s s
Rq:,H,kaH,H (5 <|:XL€€H]>> = Rq;,zl,Lk,Hle ([XUt(k,a—k:)] X 61([X t{k])) X e ([th]) )

U

3 S S Gz S S
Transﬁ,H ([XL’;H]) = Si(md)[XT}(i,a—i)] X TraunsHixH2 ([X}}{k} X [Xﬁ;])

La formule du théoreme est dans le cas des groupes symplectiques :

5d s ~ s ~ s
(724)  Trans (Ze@k,m) Ror Lot (Xa) BE(XGY ) BE ([ng]))

. 1,k
=3 e(Li)Si(wa) RS Xt IR Transth . (XS ®[X3E])).
qi,Li,G U(i,a—1) H{xH> 1,k Hs
i
Pour les groupes orthogonaux, c’est la méme formule sans les €.

7.3. Transfert et induction cohomologique pour les formes intérieures pures
SO(p, q). — Voyons ce qui change lorsqu’on remplace le groupe G par une forme intérieure pure
SO(p, q) d’un groupe orthogonal. On a maintenant un systeme de représentants {Q; = L;V;}

de stg P9 comme en (6.3.2) et un transfert spectral Transzo(p ‘D On a aussi les transfert

spectraux ([7.1.3) de L, g vers les L;. Dans la proposition ce qui change est donc : dans le

terme de droite, Transg qui est remplacé par T]raunslsqo(}7 ’q), et dans le terme de gauche les L; de

sont remplacés par ceux de . On va toujours avoir 1’égalité entre les deux termes
dans la proposition a condition de multiplier un des membres par le signe de Kottwitz
e(@), et la démonstration est identique.

On en déduit I'analogue de la formule pour les formes intérieures des groupes ortho-
gonaux :

(7.3.1) e(SO(p, q)) TransZO(p,q) (Z e(Lk.m) ﬁgﬁ,H,Lk,H,H ([XZLHD)
k
_ 3 (L) RE 1 o (Transe | (1X3 1))

1.V SO(p,q)
(Qi=LiVi)ex, ;71

et sa variante, analogue de ((7.2.4) :

(7.3.2)
SO(p, ~dy, s s s
e(SO(p, Q)) TranSH ) (Z e(Lk,H1) Rq;,};jl,Lk,Hl JHy ([XUt(k,afk)] X [X t{,k]> 2 [XI}J)
k
Sd; s G; s s
_ 3 e(L3)Si(wa) Rt 1, & (X8 o) B Transis (X5 10X ).

(Qi:LiVi)Ezig(pm
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8. Ajout d’un bloc discret de bonne parité de parameétre suffisamment grand

8.1. Enoncé. — Soient G 'un des groupes classiques quasi-déployés de la section [3.1]et St :
LG — GLx/(C) la représentation standard de son L-groupe. Soit 1)g : Wgr x SLy(C) — “G un
parametre d’Arthur pour G. Notons ¢ = Stg 0 9 : c’est un parametre d’Arthur de GLy (R),
auquel est associé une représentation HffL = Hg}‘ de ce groupe.

On suppose que @ se décompose en

(8.1.1) Y =1pg® ' = (V(0,t) R R[]) & ¢’

ou 1y =V (0,t) X [ ] est le parametre d’Arthur pour G, associé a la représentation HGL =

t
Speh(d (2, %) ,t > c—1, et Y est un parametre d’Arthur pour Gy de caractere mﬁ—
nitésimal X' = (N],..., Ny/). Onalcl Ng=2cet N=Ngz+ N'.
On suppose que l'on a

t—(c—1)
2

ce qui permettra d’appliquer les résultats de [AMR].

Si G est symplectique, et si ¢ est pair, (et alors ¢ est nécessairement impair) alors V (0, ¢)X R|c]
est a valeurs dans un groupe orthogonal et non spécial orthogonal, et il doit en étre de méme
de ¢'. Posons alors €, = sgny, et i = ¢’ ® ey = ¢’ ® sgny,,. Alors ¢, se factorise en
YL = Stdgr 0 Y, ot G’ est un groupe symplectique de rang n — c.

Dans tous les autres cas, on prend €, égal au caractere trivial de W et ¢, = ¢/, et I'on a
une factorisation ¥, = Stdg 0 1gr, o G’ est un groupe de méme type que G (sauf les types C
et D qui sont échangés si ¢ est impair) et de rang n’ :=n — c.

Notre but dans cette section est de décrire explicitement le paquet d’Arthur pour G et ses
formes intérieures pures associé au parametre ¢, a partir du paquet d’Arthur pour G’ (et ses
formes intérieures pures) associé au parametre ¢

Si G’ est une forme intérieure pure de G’, soit w4(¢};, G%) la représentation associée au
parametre 1. On suppose que c’est une représentation unitaire de G x A(t)¢) (ceci est établi
par Arthur si G, est quasi-déployé, et un de nos buts ici est de voir que cette propriété passe des

G & G et ses formes intérieures pures). On écrit done w2 (Y}, Gh) = Z 7(Yar,n, G Ry

WEAWqr)
et soit (g, G) le paquet d’Arthur associé & g, c’est-a-dire la réunion des représentations

(8.1.2) > |\, (1<i<N')

irréductibles apparaissant dans les w(y¢,n,G;) pour n' € W ). On note HGL la
représentation unitaire irréductible de GLy/(R) dont 1. est le parametre d’Arthur. Comme
Y. =€y @Y, on a Hg'éL =gy ® HS’,L, ol ey est le caractere Trivys ou sgny, de GLy/(R)
selon que €, = Trivyy ou sgnyy, .

Considérons le sous-groupe parabolique standard maximal ¢Q = LV de G tel que le c-Levi
associé L, comme dans la section vérifie L, ~ U, x G’; et rappelons que U, est un groupe
unitaire quasi-déployé de rang c.

Rappelons que nous avons fixé en un systeme de représentants (Q; = L;V;)i=o,... . de
EEQ avec

L;i ~U(i,c—1) x G

ot G est une forme intérieure pure de G’, et de méme en (6.3.2) pour les formes intérieures

pures SO(p, q) des groupes orthogonaux, avec un systéme de représentants (Q; = L;V;); de
ESO(p q9)

aQ

On définit le caractere & ; de U(i,c — i) par le fait que sa différentielle est ([5],...,|£]). On

peut aussi le décrire & partir de ¢y = V(0,¢) X R[c] : on restreint ¢y & W x SLa(C) = C* x
SLy(C), ce qui nous donne un parametre d’Arthur pour GL.(C). Ce parametre est obtenu par
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changement de base & partir d’'un paramétre pour Uy, le changement de base YU, — “GL.(C)
étant principal si ¢ est pair, et anti-principal si t est impair (cf. remarque [7.5)).
Rappelons le caractere S; de Z/27Z défini en (7.1.2)).

Lemme 8.1. — On a

(8.1.3) Ala) = Z/2Z x A(er),
d’ot

(8.1.4) A(va) = L)2L x Albe),

Six € A(Yg), écrivons © = (x4,2') via et sim € A/(%), écrivons n = (ng,n') via
8.1,/
L’élément sy, € A(Yg) s’écrit

(8.1.5) Sy = (8d, Sy, ), avec sq = (—1)tL.
On a alors
(8.1.6) N(sye) = nalsa)n' (syr,)

c(c—1)

Si(s4) = {(—l)i(c_i)(—1)2(c+1) sin — c est pair

(8.1.7) = o o
(_1)1(0—2)(_1)%@“) st n — c est impair

Démonstration. Donnons juste quelques indications et pour fixer les idées, plagons nous dans
le cas A, ou G = SO2,1(C) plongé dans GLg,1(C) par la représentation standard. On a de
maniere évidente des inclusions de groupes :

S(02:(C) x Oy(—¢)+1(C)) C G = 802,41(C) C GL3y11(C).

De la décomposition 1) = g & 9" de 9, on déduit une décomposition du centralisateur Sy, de
I’image de ¢ dans G en Syg X Sy, ot Sy, est le centralisateur de g dans O2.(C), et Sy le
centralisateur de ¢/’ dans O(n—)+1(C). On détermine facilement Sy, : c’est le centre de Oz.(C),
c’est-a-dire un groupe a deux élements, que 1'on a identifié & Z /27 dans I’énoncé du lemme, et il
est inclus dans SO2.(C). On en déduit que Sy est dans SOy(;,—c)41(C) = G'. La décomposition
(8.1.3) en découle, avec rappelons-le, le facteur Z/27Z qui désigne en fait le centre de Oq.(C)
(dans le cas B, on obtient le centre de Sp,.(C)). Le reste de la démonstration est élémentaire,
on en laisse les détails au lecteur. O

Définition 8.2. — On pose, pour tout n = (ng, ) € A(ba) = Z/2Z x A(va),
(818) Wb(van? G) = @ ﬁgf,Li,G(gi,t X W(wGUT//?G;))’
1€{0,...,a}|Si=nq

ou 7”2’3!2 est le foncteur d’induction cohomologique normalisé de la section (cf. Eq. li
en degré

1 .. .
d; = §(d1mG —dimL) — (¢(G) — q(Ly)).
Pour les formes intérieures pures des groupes orthogonaux, on pose
(8.1.9) (6,7, 80(p,q)) := D Ry 1 sopme Gt BT(ar 1, G7)
(Qi=LiV¢)€Z§8<p’q)|Si=nd
avec

di = %(dimG —dimL) — (¢(SO(p, q)) — q(Ls)).

Enoncons maintenant le résultat principal de cette section
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Théoréme 8.3. — Les représentations 71"’(1/1@,77,(;) construites ci-dessus sont bien celles
construites par Arthur, autrement dit

Tr(varh G) = Wb(wGﬂ?aG) = @ R§Z7LZ7G(§i,t ‘Xﬂ-(wG'vn/vG;))‘
i€{0,...,c}|S¢:nd

De méme, pour les formes intérieures pures SO(p,q) des groupes orthogonaux, on a

m(¥a,1,80(p, q)) = 7’ (¥a, 1, SO(p, q))
= D RE L sopa Gt B, Gl).

(Qi=LiVi)exzo ™| Si=ny

La démonstration de ce théoréeme sera ’objet des prochains paragraphes. Nous la donnons
dans le cas des groupes quasi-déployés, elle est identique pour les formes intérieures pures
SO(p, q). Elle s’appuie en grande partie sur les résultats de [AMR] auquel nous renvoyons le
lecteur. L’autre ingrédient de la démonstration est le théoreme

Commencons par vérifier que ’on obtient bien une représentation virtuelle stable en rem-

placant les 7(1g,n, G) par les m°(¢g,n, G) dans (2.3.3).

Lemme 8.4. — La représentation virtuelle

(8.1.10) [P (a, G = > nlsye)lm (e, n,G)]
neA(We)

est stable.

Démonstration. On a avec les notations du Lemme N(sye) = na(sa)n’ (syy,), d'olt
8111) [WaG)]= Z W (sye) Ry 1, (Gie Ba(ar,n, GY))

ZE{O) :C} n EA('I/)G/)

= Z Si(sd)ﬁZ:,Li,G gi,t X Z 77/(37,[)@/ )77(¢G’7 77/7 G;)

i€{0,....c} 0 €Ay
= Z Si(sq) ﬁfﬁ,LhG (fz’,t X [m(Yar, G;)D .
1€{0,...,c}

Le caractere &;; de U(7, ¢ — i) admet une résolution de Johnson par des caracteres standard.
Nous renvoyons le lecteur a [AMRI, §10.3 pour les notations et assertions non expliquées qui
suivent. Ces caracteres standard sont paramétrés par s € 3Z’C_Z’i et sont notés X;(5). Ces
parametres ont une #-longueur, notée £y(s) qui ne dépend que de 'image s de § dans J. et la

formule des caracteres s’écrit :
(8.1.12) [&] = Z (_1)q(U(i’c_i))(_1>£0(WO)+£9(8)XZ'(§).

~Ee—i,E

seJ

. . c(ex
Or d’apres 1' et la remarque (—1)2UGe=)) Gi(sy) = (—1) )| Drautre part
lo(wp) = q(U,). Comme q(U.) = (¢/2)° si ¢ est pair et q(U, ) est pair si ¢ est impair, on obtient

q(U.) = C(Cil)( + 1) mod 2. On continue alors le calcul de
(8.1.13) e, Gl= > Y ()R qu,L“G (X( 5) W [w(ver, G)])

i€{0,....,c} geyheiE

Les parametres de Langlands de U (i, c—i) ayant caractére infinitésimal voulu sont en bijection
avec J., et le pseudo-paquet paramétré par un s € J. est ’ensemble des représentations standard
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Xi(5) ou 5 est dans I E de permutation sous-jacente s. On peut donc continuer le calcul, en
posant :

(8.1.14) Xi(s)*1 = Y. Xi(s),

§63367Liﬂp(§}:s
et 'on obtient :
(8.1.15) 7 (e, ) =D ()P S RE (X)) R [ (e, GY)) -
s€Jc 1€{0,...,c}
Le résultat est alors conséquence du corollaire ]

Pour démontrer le théoreme [8.3] on va vérifier les identités endoscopiques qui caractérisent
les (¢, 1, G).

8.2. Transfert endoscopique tordu. — Notre but est de démontrer I'égalité de distribu-
tions sur Gy :

(8.2.1) Trg, (IIGY) = TransGY ([0 (v, G))).
Pour démontrer ceci, nous partons d’une part de la formule suivante démontrée dans [AMR]
(8.2.2) Trgy, (GF) = > (1) Trg, (Xar(s)).
SEJ.

Nous renvoyons & [AMR] pour la définition de Xqgr(s). C’est une représentation standard
entrant dans la résolution de Johnson de la représentation de Speh Hfjdl‘.

D’autre part nous écrivons la représentation virtuelle [7°(1q, G)] sous la forme :

(8.2.3) P (Wa, A= Y. a(ba)r(¢a Q).

¢GE®(G)1/)G

Ici ®(G)y,, désigne le sous-ensemble de ®(G) des parametres de Langlands ayant le méme
caracteére infinitésimal que celui de ¥ (c’est donc un ensemble fini). Les [7(¢¢q, G)], lorsque ¢¢
décrit ®(G)y,,, forment une base de I'espace des représentations virtuelles stables de caracteres
infinitésimal égal a celui de ¢, ce qui justifie I'existence et 1'unicité d’une telle écriture.

De méme, écrivons la représentation virtuelle [r(¢gr, G')] sous la forme :

(8.2.4) [r(e, G = Y. alde)m(éa,G)).
¢G’6¢(quc/
Par transfert entre formes intérieures, pour toutes les formes intérieures G, on a
(8.2.5) [T(e, GOl = Y. aléa)[r(écr, G-
¢G’ Eq)(G,)ﬂ!G/

La définition du paquet d’Arthur (g, G') entraine en particulier I'identité de transfert

(8.2.6) Tr g, (ISE) = Transg (7 (ver, G')).
On en déduit par (8.2.4) et linéarité du transfert que
Gy
(8.2.7) Tro,, (MGY) = Y a(de) Transy ([w(¢ar, G')))
¢G/€‘I>(G/)¢G,

G
= Z a(¢G/) Tr ‘91\]/ (HSt%G/ Od)G/ )
$r €D(G" )y,

On tensorise par le caractere quadratique €, introduit plus haut pour récupérer
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(8.2.8) Tro,, (MFY) = > alée) Troy, (MEa o0, )e,)-
¢G’ E@(G’)¢G,

Les résultats de [AMR] impliquent que

(8.2.9)  Trg, (ML) = 3 (—1)%©a(per) Tro, (Hgfzs) (Stdye %,)@%,) .

5E€Ta, b €O(G )y,

Dans cette équation, ¢g4(s) est le parametre de Langlands de la représentation standard
Xcr(wos) de GLy,, et ¢q(s) + (Stdgr 0 ¢gr) ® €y est un parametre de Langlands pour Gy.
En appliquant le transfert a (8.2.3)), on obtient :

(8.2.10) Transe™ ([ (e, ) = Y. @ (d¢) TransG ([(dc. G)))
PcE€P(G)yg
= Y. @06)Troy (UGces) -
¢G€(I)(G)'¢)G

En comparant ces deux dernieres formules, on voit donc que ’on s’est ramené a montrer
(8.2.11)

‘ GL b GL
> (1) ®a(per) Trgy <H¢d(s)+(Sth/oq§G/)®ew/) = ). d(6a)Troy (T§500.) -
s€Tec, d)G/e@(G’)wG, ¢GE¢(G)1,/;G
Nous allons définir une application injective :
(8.2.12) v Je X B(G)yy, = B(G)y

G

et il s’agit donc de montrer que si a"(qS(;) # 0, alors ¢ est dans 'image de cette application,
disons d’un élément (s, ¢g) et que 'on a alors

(8.2.13) @’ (¢c) = (=1)"a(¢er)
(8.2.14) Stdg o g = ¢d(8) + (Stdgl o (ﬁgl) X €y

On reprend (8.1.15)) qui donne, en utilisant aussi (8.2.5|)
(8.2.15) W, = Y d(dc)ln(¢e,C)]

¢G6<I)(G)wc
=2 T R 6 ((XG(9)] B n(Yer, G)))
s€J, 1€{0,...,c}
=) ()P 3 Yo alde) Ry o ((Xi(s)] R [x(dar, GY)]) -
s€Jc 1€{0...,c} ¢>G/€<D(G’)¢G,
Lemme 8.5. — Pour tout s € J. et pour tout ¢pgr € @(G’)wc,, il existe un unique parameétre

dc € ©(G)y,, tel que
S RE L (X)) B [r(der, G)) = [r(da, G)l.

1€{0,...,.c}
Ceci définit l’application ¢ en . On a de plus
Stdg o ¢ = ¢a(s) + (Stdgr © ¢cr) ® €y
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Démonstration. On a vu dans la démonstration de la proposition [5.6] que le terme de gauche est
de la forme [7(¢q, G)] pour un certain parametre ¢ € ®(G)y,,,- Il faut bien str tenir compte
de la renormalisation des foncteurs d’induction cohomologique, mais celle-ci n’affecte pas la
conclusion. Il reste a voir que ¢g vérifie . Soit X, ¥ X’ une représentation standard
intervenant dans [X;(s)*| X [r(¢er, G})]. Les calculs fait dans I'appendice, sections - et -
expriment les parametres de Langlands de la représentation standard R e (Xy K X') en
fonction de ceux de X, et X'. Sur le facteur groupe unitaire, celui-ci ayant ses sous-groupes
de Cartan connexes, tout est déterminé par le caractére infinitésimal. Sur le facteur groupe
classique, il faut voir que la torsion (C, )* ® C,, calculé en se compense dans le cas des
groupes orthogonaux avec la fagon dont on a normalisé les foncteurs d’induction cohomologiques
(le caractere de torsion ¢’ de ) Pour les groupes symplectiques, nous n’avons pas pu inclure
cette torsion dans la renormalisation des foncteurs d’induction cohomologique, et ceci se traduit

par la torsion par €, dans (8.2.14]). O

La formule (8.2.15) montre alors que l'on a a’(¢g) = (—1)%®a(¢ar). Ceci termine la
démonstration de (8.2.1)). O
8.3. Transfert endoscopique ordinaire. — Soit (H ,CL‘,/H,L]-LG : 'H — LG) une donnée

endoscopique elliptique de G comme dans la section Ici, « est un élément de G et l'on
suppose que 1:2 1, H est un produit de groupes cla881ques disons H = H; x Ho, et une
inclusion de H1 X H2 dans G correspondant aux valeurs propres +1 de x (mais on ne suppose

pas que Hj correspond a la valeur propre 1). On écrit

(8.3.1) Yo =&n,G oY, Y =Y X ¥u,, ¥ =Stdgog,
(8.3.2) Y=tg+Y =1+ =Yg+ + o, Y =)+ .
Les indices 1 et 2 sont déterminés par le fait que

(8.3.3) Stdm, oY, =95, Stdg, o Yu, = 5.

Ici, ¥{ = 11 sauf dans le cas ot Hy x Hy = Sp,, x SOgZ[ ou Y| = sgnyy, ® Y1, et 1§ = P9 sauf
dans le cas ot H; x Hy = SOZZ X Spy, ol ¥5 = sgny, @ g et Y] = 1P1. Ces derniers cas sont
ceux ou les parametres 11 et 12 ne sont pas a valeurs dans SO(2a + 1, C) mais seulement dans
O(2a+1,C). On corrige donc en tensorisant par sgny,, pour obtenir un parametre ¢{ ou 9§ a
valeurs dans SO(2a 4 1, C). Cette correction apparait aussi dans le dernier cas de la remarque
0.6

Autrement dit, on se retrouve dans la situation de la section avec L, = U, x G H =
H; x Hy, L, g = U. x H] x Hp, et L,  est un groupe endoscopique pour L, (via le fait que
H’ x Hy est un groupe endoscopique pour G, et c’est aussi un c-sous-groupe de Levi de H (via
le fait que U, x H] est un c-sous-groupe de Levi de Hy).

Si G est symplectique et ¢ est impair, on a introduit le parametre 1, = sgny, ® 9, pour
pouvoir factoriser

(8.3.4) wé = Sth/ o ’l/JGV.
On a alors
(8.3.5) Ue = sgnyy, @ Y] +sgny, @ P =P + o

On applique la discussion ci-dessus avec (G',H} x Ha, /) plutot que (G, H; x Ha, ¥q).
Dans (8.3.3), a la place de ¥, et ©m,, on récupeére des parametres pour H) et Ha que 'on va
noter

(8.3.6) Vg et P,
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On peut aussi appliquer la discussion ci-dessus avec (Hy, H}, ¥m,) plutot que (G, G/, ¢q), et
I'on récupeére un parametre pour H} que 'on va noter

(8.3.7) Va;-
Dans le cas des groupes orthogonaux, on a
(8.3.8) Sty o ¥y = ¥) = Stdy; o vuy, Vi =Vm;, Vg, =V,

Dans le cas des groupes symplectiques, le mieux est de voir ce qui se passe dans tous les cas.
Remarquons que l'on a sgny,, ® g =~ ¥q.

¢ pair, H; x Hy = Sp,, X soglb, ou H; x Hy = Sogb X Spy,. Dans ce cas, aucune torsion
n’apparalt sur les parametres, et comme pour les groupes orthogonaux on a

(8.3.9) Stdygy o Yy =1} = Stdpy 0 Yy, Wy = Vg, Wy, = U,

¢ pair, H; x Hy = Sp,, X SO%Z, il apparait la torsion v{ pour définir ¢y, , et la méme torsion
¢ pour définir w}{{ avec 1§ = g + 1. On a donc

(8.3.10) Stdgy o ¥y = i = Stdgy o vy, Uiy = Uy, Wi, = Vi

c pair, Hy xHy = sogb X Spy,, - Il apparait la torsion 1§ pour définir ¥g,, et la méme torsion
Y5 pour définir ¢%;, . On a donc

(8.3.11) Stdp; o ¥y, = ¥) = Stdy; o vuy, Vi =Ym;, Vg, = Vm,-

¢ impair, H; x Hy = Spy, X Sogb. On a la torsion ¢! qui définit ¢ et la méme torsion sur
Y1 . pour définir %1 et Y. On a donc

(8.3.12) Stdp; oy =¥ =Stdy; oy, Yy =V, Vu, = sgnw, @ Vn,.

c impair, H; x Hy = Sogb X Spy,. On a la torsion ¢! qui définit ¢, et la méme torsion sur
Y1 pour définir zb’H{, mais que 'on ne retrouve pas pour définir 15, car Hy est orthogonal. On
a donc

(8.3.13) SthiC”b}[i =1, Stdgrovy =, 1/1}1{ = sghyy, @gr, Yy, = sghyy, @Y.

¢ impair, H; x Hy = Spy, X SO%Z. Il apparait la torsion ¢, qui définit 1¢ et la torsion v§
pour définir ¢y, . La torsion qui définit WH{ et 1) Hy est la méme. On a donc

(8.3.14)  Stdy; oy, =i =) =Stdy; oy Vi =Vmy, Yy, = sgny, ® Vi,

c impair, H; x Hy = SO%Z X Spy,. Il apparait la torsion ¢, qui définit ¢ et la méme torsion
sur @Z)i,e pour définir ¢, , mais que 'on ne retrouve pas pour définir ¢ gy car Hy est orthogonal.
Il y a aussi la torsion 1§ qui définit ¢y,. On a donc

(8.3.15) St oty = Ui, Stdgoty = Ui, Uy = sgny, Ot Ui, = sgy, O,

Reprenons la démonstration de I'identité de transfert endoscopique. 1l s’agit ici de montrer

(8.3.16) Trans§y (7 (Wi, H)) = S nlsugn) 7 (e m, G)).
neA(We)
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On remarque qu’il n’y a pas de signe de Kottwitz ici car H et G sont quasi-déployé. Com-
mencons par le membre de droite :

(8317) Y nlsuer) [ (e, n,G)]
neA(ba)
= > > malsara)n (suq, ') Ryip o (G Ra(er,n',G)))

(na)EL2Zx A(gy) 1€105-}|Si=na

= Y Sisara) Ry o |G ® | D W (syg@)m(We,n', G
i€{0,...,c} n'€A(gr)
Comme (H{ X Ha,...) est une donnée endoscopique pour G}, on a une identité de transfert
el
(8.3.18)  e(GY) Z 0 (syg ") w (e, ', G = Transttz([W(w'Hi X Py, Hy x Hp)])
n'€A(Yer)
et ainsi, en utilisant aussi (8.1.12]) et (8.1.14)) :

(8.3.19)
> nlsyer) 7 (e, n, G))

—

n€A(Ya)

~d. G
= Y Silsura)e(G) R (60 (Transiy o (7l X O, B x H2)))))
1€{0,...,c}

= Y YD IS R L 6 (1Xu(5) ) & (Transi (1m0, HD) R (0, Ho))) ) )
1€{0,...,c} 3€7,

D’autre part, pour réécrire le membre de gauche, on écrit en utilisant (8.1.15)) avec H; a la
place de G :

(8'3'20) [W(¢H7H)] - [ﬂ(wHqu)] X [W(wHQa HQ)]

= 0O S R (K )R [y, HD]) | € 7 (i, Ha)

56T ke{0,...,c}

On obtient la conclusion voulue grace a la relation ([7.2.4)).
Pour les groupes symplectiques, on vérifie que les torsions sur les parametres pour passer
de WH& et ¢}I2 a Yy et 1Y, données ci-dessus coincident bien avec les torsions €1 et 2 de la

formule ([7.2.4]). O

9. Paquets d’Arthur pour les parameétres de bonne parité

9.1. Enoncé du théoreme principal. — Soit G un groupe classique, et soit ¥g un pa-
rametre d’Arthur pour G. Supposons que ¥g soit de bonne parité, on décompose donc 1 =
Sth o ¢G en

b= P VO.t-)BRa,] | o | P W(0,en) B Rlam] | =10a® Yupp

r=1,..R m=1,...M

ol Yy bp := B,,=1._r W(0, €,) est unipotent de bonne parité et ¢ = B,z V(0,t,) X Rla,]

est la partie discrete de bonne parité. On note n le rang de G, et 'on pose ¢ = Zle ar,
n=n-c
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Quitte a remplacer g par un parametre dans la méme classe de conjugaison, on peut sup-
poser, et c’est ce que 'on fait, que

(9.1.1) Vre{l,...R—1}, t, > tyy1, et si ty = t,41 alors a, > ap41.

Dans le cas A (groupes symplectiques), soit f le nombre de r € {1,... R} tel que ¢, est
pair. Si f est impair, on pose €, = sgny,,, et dans tous les autres cas (donc en particulier
pour les groupes orthogonaux), on pose €, = Trivyy,, le caractere trivial de Wgr. On pose aussi
Yuppe = Vupp @ €p. Alors 1y,  se factorise en Stdgr o ¢ pour un groupe classique quasi-
déployé G’ de méme type que G. Le parametre g est unipotent de bonne parité pour G’ et
ses formes intérieures. Pour une forme intérieure pure G}, de G’, on a d’apres les résultats
rappelés dans la section la représentation w4 (v, G%,,) de G, , x A(per). Notre but est ici
de donner une formule pour la représentation 7w (¢)g, G) en fonction des w4 (v, G%) lorsque
G/, décrit 'ensemble des formes intérieures pures de G’ et des couples (t,,a,), r =1,... R.

Considérons un sous-groupe de parabolique standard ?Q = ?LV de G comme dans la section
[6-3] & ceci prés que ce n’est plus un sous-groupe parabolique maximal, le ¢-Levi associé L, est
ici de la forme

L. =U, x---xU,, x G
On fixe comme en 1} un systeme de représentants (Q; = L; V;); de ZdGQ avec
LZ: U(z’l,al — il) X X U(iR,aR — iR) X G;
ou G; est une forme intérieure pure de G’, et i parcourt I'ensemble I défini comme suit :
Définition 9.1. — Notons I 'ensemble des (i1, ...ig) € N vérifiant :
- dans le cas A (groupes symplectiques) : pour tout r € {1,..., R}, i, € {0,a —r}.
- dans le cas des groupes SO(p, q) : pour tout r € {1,..., R}, i, € {0,a—r} et Z iy < p,

r=1,.,R
Z ar —ir < q.
r=1,.,R
Dans le cas des groupes SO(p, q), on a alors G} = SO(p’, ¢') avec
P=p— Y i d=q- > a —i
r=1,...,R, r=1,...,r,
On définit le caractere &;, 4, de U(i,, a, —i,) par le fait que sa différentielle est (L%J, . L%J )

Définissons maintenant les foncteurs d’induction normalisés dans le cadre présent, généralisant
ce que l'on a fait dans la section On part du foncteur d’induction cohomologique non

., d; .
normalisé ™ qf’ LG en degré

di = 5(dim G — dimL.) ~ (4(G) ~ a(L,)).

SiZ=2Z,1K---KZ, p X Z est une représentation de L;, on pose
5d; d;
Rop1,0(Z) = "Ry e Br=1, 1(Zur © Luy) B(Z' 2 C))

ou le caractere de torsion &, , du facteur U(i,, a, — i,) est défini comme dans la définition
r—1

en remplacant ¢ par a, et n par n — Z a;. On remarque que la condition de bonne parité du
j=1

parametre fait que I'on peut enlever les parties entieres dans la formule exactement lorsque ¢,

est pair. De méme, le caractere {’ de G est trivial dans le cas A des groupes symplectique, et

vaut sgng,, dans le cas des groupes orthogonaux.
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La condition (9.1.1)) entraine que les inductions cohomologiques que nous considérons sont
dans le weakly fair range ([KV95], Definition 0.49).
Si w = 7 X p est une représentation de L; x A(¢g/), on note

(9.1.2) Ri(r®p) =Ry 1, c(T)Hp.

On obtient une représentation de G x A(tgr)

Comme dans le lemme on a une décomposition Sy, = Sy, X Sy,,,, o Sy, est le
centralisateur de g dans O2.(C) et Sy, , est le centralisateur de 1,5, dans Oz, (C), et cette
décomposition induit un isomorphisme (avec les notations évidentes) A(¢q) ~ A(vq) X A(Vy.bp)
avec A(Vypp) ~ A(ther). Notons Z, le centre de Oy, (C), un groupe a deux éléments dont on
note z, ’élément non trivial. On a alors une une surjection

(9.1.3) Il % — Awa).

r=1,..,R

qui induit une surjection

(9.1.4) II 2 xAWe) = A@a).

r=1,..,R

Le noyau de la surjection est engendré par les éléments z,.z,.,1 ou r est tel que t, = t,41
et ap = ap41.

Soient p,q,p’,q" des entiers. Le groupe U(p + p’,q + ¢') admet un c-sous groupe de
Levi de la forme U(p,q) x U(p/,¢’), et 'on a donc un foncteur d’induction cohomologique

de,qyp’ .a’
Ulp,g)xU(p',q"),U(p+p",a+q") . }
absent de la notation et le < bon > degré d), ;,/ . Nous renormalisons ce foncteur comme dans

. Nous laissons au lecteur le soin de déterminer le c-sous parabolique

~d !
3 3 P,q,pP"»,q
la partie [7.2, pour obtenir un foncteur RU(p’q)XU(p,g,)’U(erp,’quq,)

Lemme 9.2 (|[Tra01], Lemma 8.7, 9.3 ). — Soit r € {1,..., R} tel que t, = t,41 et a, =
ary1. Alors

'féd

ir,ar—ir,ip41,ap41 —ip41

U(Z’T,ar*ir)XU(Z'T'+17a7'+1*i7'+1)’U(ir+i7'+17ar+a7'+1*’ir*i'r+1) (é.ir’tr X é.ir+1’tr+1) =0
sauf st ip = Qpy1 — tpg1 €6 bpy1 = Qp — p.

Il faut remarquer que ce résultat est valable dans tout le « mediocre range >, donc en parti-
culier dans le weakly fair range ou1 nous ’appliquons ici.

Notons S; le caractere de H Z,, donné sur le r-ieme facteur Z, = Z /27 par le caractere
r=1,..,R

r—1
S;, analogue au caractere défini en (|7.1.2]), avec ¢ remplacé par a, et n remplacé par n — E aj.

Jj=1
Nous avons introduit toutes les notations nécessaires pour énoncer notre résultat principal.

Théoréme 9.3. — Avec les notations qui précédent
(9.1.5) (16, G) = P SRR (Brer,..k &) B (Y, GY)) -
iel

La somme est sur ’ensemble I de la définition Expliquons le terme de droite :
TI'A(¢G/,G;) est une représentation de G x A(¢Y¢), et (My=1, g &, +.) X 74 (Ygr, GY) est une

(2
représentation de L; x A(¢¢), donc R; (By=1,...1 &, 1,) B 7w (1her, GL)) est une représentation
de G x A(¢gr). D’apres le lemme ci-dessus, et par transitivité de I'induction cohomologique,

si Ry ((@T:LWR i) X A (Yer, G;)) # 0, alors on calcule facilement que S; est trivial sur le
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noyau de (9.1.3)) et 'on utilise (9.1.4]) pour voir les termes de la somme du membre de droite
de (9.1.5)) comme des représentations de G' x A(¢q).

Démonstration. On suppose dans un premier temps que ¥¢q vérifie la condition de régularité
suivante :

(9.16) Vr=1,....,.R—-1,t,—a,+1>t,41+ar41—1 ettgp—ag+1> n%axM{am—l}
m=1,...

Le résultat s’obtient alors immédiatement & partir de la section précédente par une récurrence
sur R. La condition de régularité assure qu’a chaque étape, la condition est
satisfaite et que les inductions cohomologiques se font a chaque fois dans le good range. On
utilise aussi la transitivité de l'induction cohomologique. De plus, dans ce cas, notons que
est un isomorphisme.

Pour passer du cas régulier au cas général, on utilise les résultats de [MRDb], Théorémes 4.1.1
et 4.5.1. ]

9.2. Au sujet des choix. — Comme il est bien connu, le choix de la normalisation locale
des facteurs de transfert est un point délicat méme si ici, cela a pu se faire grace aux travaux
de Kottwitz et Shestad de fagon assez simple. La vox populi dit que la normalisation se fait
a ’aide d’'un modele de Whittaker, c’est un peu abusif car il faut aussi le choix d’une forme
intérieure quasi-déployée de référence. Par exemple, dans le cas du groupe tres simple SOagy, 41,
il n’y a qu'un seul modele de Whittaker mais il y a deux choix de formes bilinéaires symétriques
non dégénérées de dimension 2n + 1 ayant un espace isotrope de dimension n. Pour ce groupe
c’est 1a qu’est le choix. Donc pour tous les groupes considérés ici, il y a deux choix possibles,
soit il y a deux choix de modeles de Whittaker, c’est le cas des groupes symplectiques et des
groupes orthogonaux pairs dont la forme intérieure quasi-déployée est en fait déployée et dans
les cas restant il y a deux choix de formes bilinéaires symétriques non dégénérées maximalement
isotropes.

Les choix faits ont été explicités dans le paragraphe 6.1 voir en particulier la remarque [6.3
et on peut les justifier par leur compatibilité & I'induction cohomologique. Par exemple pour
le groupe SOg,+1 les formes bilinéaires considérées pour déterminer la forme intérieure sont
celles qui ont un nombre impair de plus. Ces choix ont en revanche le défaut de ne pas étre
compatible a I'induction parabolique. Pour éviter ce probleme, on peut considérer comme forme

n+1 2n+1
quasi-déployée de référence, celle qui correspond a la forme bilinéaire g xf — E .%? Ce qui
i=1 i=n+1

change alors est le calcul du caractere S; du théoreme principal. Exprimons sans démonstration

quel caractere on trouve avec cet autre choix. Pour cela on a besoin de la notation pour tout
— . — . ¢ € T

r €[ R], acy =3, aj avec acy = 0. Alors S; vaut sur Z, le caractere sgn“ ou

e =ip(acr + 1) + (ar — ip)ac, + ar(ar +1)/2.

10. Appendice

Dans cet appendice, nous regroupons des résultats sur l'induction cohomologique et les
représentations standard dont nous avons besoin dans le corps de 'article. Nous suivons princi-
palement [AV92].

10.1. Représentations standard. — Soient G un groupe algébrique connexe réductif défini
sur R et 7 I'involution de Cartan de G. Soit T un sous-groupe de Cartan de G défini sur R et
7-stable, T = T(R). Soit B un sous-groupe de Borel de G(seulement défini sur C), contenant
T, soit RT = R(t,b) le systéme de racines positives défini par B, et soit p la demi-somme des
racines de RT. Notons E, la représentation spécifique de dimension 1 de T* définie par p.
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Comme dans [AV92], Definition 8.11, on introduit le revétement a deux feuillets 77 (qui
contrairement & ce que suggere la notation, ne dépend pas du choix d’un systeme de racines
positives, cf. [AV92], Lemma 8.15).

Définition 10.1 (JAV92], Defiition 8.18). — Considérons une paire de Borel (B,T)
comme ci-dessus, et soit A un caractere spécifique de T dont on note A la différentielle. On dit
que B et A sont en bonne position relative si pour toute racine o € R(t,b) = R™, entiere pour
A (c’est-a~dire (A, &) € Z), 'une des conditions suivantes est réalisée :

(i) « est imaginaire (c’est-a-dire Ta = ) et (A, &) > 0,

(i7) « est complexe (c’est-a-dire Taw # +a), T € RT, (A, &) > 0 ou (\, 7)) > 0,

(i71) « est complexe, —ta € RT, (X, &) < 0 ou (A, —7d) <0,

(1v) « est réelle (c’est-a-dire Ta = —a) et (A, &) < 0.
Si tel est le cas, on pose alors
(10.1.1) I(B,A) =*RE(Cy).

Ici, d = d(G,T) = dimn N £ ou n est le radical nilpotent de b et le foncteur ﬁR‘bi est le
foncteur d’induction cohomologique de Zuckerman en degré d, normalisé comme dans [AV92)]
ou [KV95], c’est-a-dire que l'on tensorise Cp par le caractere E, de T” avant d’induire. Le
caractere infinitésimal est préservé.

On appelle I(B, A) une limite de représentation standard de G. Si de plus (A, &) # 0, pour
toute racine imaginaire «, on dit que A est M-régulier et que I(B, A) une représentation standard
de G.

Lemme 10.2 (JAV92], Lemma 8.20). — Si (B, A) et (B, A) sont en bonne position rela-
tive, et que les systémes de racines positives imaginaires et réelles définis par B et B’ sont les
mémes, alors I(B,A) = I1(B’,A).

Remarques 10.3. — 1. Etant donnés un systeme de racines imaginaires positives R}Fm et un
systeme de racines réelles positives Rjge vérifiant (A, @) > 0 pour toute racine o € R}, entiere
et (A, &) < 0 pour toute racine o € RE . enticre, il existe un sous-groupe de Borel B en bonne
position relativement & A tel que RT = R(t,b) contienne Rfm et REE.

— 2. Etant donnés R} et R;rze, le lemme montre que I(B,A) ne dépend pas du choix de
B pourvu qu’il soit en bonne position relativement a A et que Rfm et Rjge soient inclus dans
R(t,b). On peut donc noter

I(B,A) = I(R}

Im>

RE L A).

Si de plus A est M-régulier, c’est-a-dire si (&, \) # 0 pour toute racine imaginaire «, alors R}rm
est déterminé par A, et I'on peut simplement noter

I(B,A) = I(R},, A).
Nous allons maintenant rappeler le lien avec la classification de Langlands.

Séries discretes relatives. Commencons par le cas des séries discretes relatives. On suppose
donc que T est compact modulo le centre. On fixe un systéme de racines positives ¥ = Z}Fm
de t dans g. Soit p la demi-somme des racines positives. Harish-Chandra a montré que les séries
discretes relatives de G sont paramétrées par les couples (A, x) ot A € t* et y est un caracteére
de Z(G) vérifiant deux conditions :

(10.1.2) (A a)#0, (aex’),

(10.1.3) Il existe un caractere I' de T' tel que I'jz(q) = x et dI' = A — p.

Le caractere
A=T®C,

46



est alors un caractere spécifique de T* dont la différentielle est A. Soit B le sous-groupe de Borel
contenant T tel que \ est dominant pour le systéme de racines positives défini par B (le systéeme
¥t choisi au départ n’a finalement pas d’importance).

Remarquons que A détermine (A, x) et que C? étant une représentation spécifique de 77, A
est spécifique si et seulement si I' est un caractere de T'. La série discrete relative de parametre
d’Harish-Chandra A est alors I(B,A) = *Rg (A).

De méme, les limites de séries discretes relatives ﬁRE (A) sont obtenues en abandonnant la
condition . Le sous-groupe de Borel B n’est alors plus déterminé par . Il se peut que
I(B,A) =*Ry (A) soit nul. Ceci arrive si et seulement si I'une des racines simples o de T dans
B telle que (A, &) = 0 est imaginaire compacte.

Pour obtenir une paramétrisation des limites de séries discretes relatives, on peut mettre la
condition (A, &) # 0 pour toute racine simple imaginaire compacte o de T dans B, ou bien
considérer par abus de langage que la représentation nulle est une limite de séries discretes
relative.

Cas général. On revient a T, A comme au-début de la section. On fixe aussi un systeme de
racines imaginaires positives R;rm et un systeme de racines réelles positives REE comme dans la
remarque On note pr,;, la demi-somme des racines dans R;rm, et TPIm le revétement a deux
feuillets de 1" construit avec pr,,. Soit M le sous-groupe de Levi de G défini par T et les racines
imaginaires (M = GAsiT = T,A est la décomposition de T selon 7). Choisissons un sous-groupe
parabolique P = M N de G vérifiant les trois conditions suivantes. Premierement, n est défini sur
R (il est donc stable par o, ou de maniére équivalente, stable par —7). Deuxiémement, Rj_-ée C
R(t,n). Troisiemement, pour toute racine a € R(t,n) telle que (\, &) € Z, on a Re((&, TA—N\)) >
0. Remarquons que cette condition pour les racines réelles est Re((d, A)) < 0, qui est déja
supposée satisfaite, et pour les racines complexes, on est dans le cas (iii) de la définition m
Or si Re({&, 7A — A)) > 0, au moins I'un des entiers (cv, 7A) ou — (&, \) est positif ou nul, ce qui
montre que la condition (7ii) est vérifiée. Un tel sous-groupe parabolique existe. Soit alors B
le sous-groupe de Borel contenu dans P et tel que R}Lm C R(t,b). 1l est alors clair que B et A
sont en bonne position relative. On peut obtenir I(B, A) par induction par étapes en passant
par P. Soit p, la demi-somme des racines de t dans n, et 77" le revétement a deux feuillets de
T construit avec p,. Le caractere 2p, de T est a valeurs réelles, et donc sa valeur absolue admet
une unique racine carrée positive, que nous allons noter |py|. Son relevement & 77" coincide sur

la composante neutre avec le caractere p,. Notons v, le caractere quotient |Z “‘ de TP~ (c’est un
n

caractére & valeurs dans les racines quatrieme de I'unité). On pose
Ay=A® C%.

On vérifie que c’est un caractere du revétement T°'™ dont la différentielle est A. Soit X, la
limite de série discrete relative de M de parametre (Ayr, By = BNM) (ou encore de parametre
(A, RY,,). On a alors (cf. [AV92], Eq. (8.22))

(10.1.4) I(B,A) = Ind%(X ).

Autre réalisation des représentations standard. On repart de T,A,R;rm,REe comme
ci-dessus. Soit L le sous-groupe de Levi défini par T et les racines réelles. Il est défini sur R,
c’est un ¢-Levi au sens de la section [5.2] et I'on note L le groupe de ses points réels. Choisissons
un sous-groupe parabolique Q = LV vérifiant les conditions suivantes. Premierement, Q est 7-
stable. Deuxiemement, R;rm C R(t,v). Troisiemement, pour chaque racine complexe o € R(t, )
telle que (&, \) € Z, Re({(&, A+ \)) > 0. Soit B le sous-groupe de Borel contenant T, contenu
dans Q et tel que RJ}%@ C R(t,b). Alors A et B sont en bonne position relative. Posons by, = bN[;
c’est une sous-algebre de Borel de [. Notons ny, son radical unipotent et p,, la demi-somme des
racines de t dans nz. On un un revétement a deux feuillets 77"z et des caracteres py, , |pn, | €t
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an

o] de ce revétement. Le caracteére
nr,

Tnp =
AL =A®(Cp)" @,
se factorise par T'. Formons la série principale
Xp =Indj, (Ar).
On a alors (cf. [AV92], Eq. (8.23))
I(B,A) = RH(Xy)

ou le foncteur d’induction cohomologique est ici celui normalisé comme dans [Vog81], et d =
d(G,L) = dim(pbN¢g).

10.2. Induites cohomologiques de représentations standards. — On se place mainte-
nant dans la situation suivante. Soit Q = LV un sous-groupe parabolique 7-stable de G, avec L
défini sur R. Soit I(Br, Ar) une représentation standard de L. Ici Ay, est un caractere spécifique
d’un revétement a deux feuillets T°L d’un sous-groupe de Cartan 7' de L et By est un sous-
groupe de Borel de L en bonne position relativement & Ar. Posons d = d(G, L) = dim(v N ¢).
On suppose que la différentielle A\;, de Ap, est dans le good range, et ’on forme

(10.2.1) RII(BL, AL)).
D’apres la section précédente, on peut ecrire I(By, Ar) sous la forme
(10.2.2) I(Br,Ap) =R§ (Indj: (L)

ou L1 est le sous-groupe de Levi de L défini par T et les racines réelles de t dans [, Q; = L1V,
est un sous-groupe parabolique 7-stable de L vérifiant R'LF’ 1m C R(t,01) et pour chaque racine
complexe a € R(t, 1) telle que (&, A1) € Z, Re({&, AL+ Ar)) > 0. D’autre part d = d(L, L) =
dim(v; N¢). Le sous-groupe de Borel By, de L est celui contenant T, contenu dans Q; et tel que
Rzr re C R(t,br). Posons br, = by Ny ; c’est une sous-algebre de Borel de [;. Notons n; son
radical unipotent et p,, la demi-somme des racines de t dans ny. On un un revétement a deux
feuillets TP et des caracteres py,, |pn; | €t Y, = 2 de ce revétement. On a alors

‘p“1|
(10.2.3) ALl =A;® (Cl)ul )* &® Yn, -
Compte tenu de (10.2.1]) et (10.2.2]), on a
(10.2.4) RA(I(Br,A) =R (R (ndfy (A @ (Cp,)* @) )

Posons Q' = L, V.,V = L,V’. C’est un sous-groupe parabolique T-stable de G et par transitivité
de l'induction cohomologique (cf. [Vog81], Cor. 6.3.10), on obtient

(10.2.5) RY(I(Br,Ap)) = Ry (IndglL (AL®(Cp, ) ® %1)) :
Posons
(10.2.6) A=AL®C,,

C’est un caractere du revétement 77 de 7. On a A, = A® (C,,)*, et donc
(10.2.7) Ra(I(Br,AL) = R (I, (A® (Cpy)* @) -

Soit B le sous-groupe de Borel de G contenant T, contenu dans Q' et tel que RJL“’ Re = REe C

R(t,b) (c’est-a-dire B = B V). On vérifie facilement que B et A sont en bonne position relative,
et 'on a finalement

(10.2.8) RI(I(Br,AL)) =I(B,A).
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Réécrivons maintenant ceci en termes de représentations standard de Langlands. On com-
mence par I(Br,Ar) que 'on écrit de maniere analogue a (10.1.4)

I(BL7 AL) = Ind%L:MLNL (XML)

Ici, My, est le sous-groupe de Levi de L défini par T et les racines imaginaires de t dans [,
Pr, = M, Ny, est un sous-groupe parabolique vérifiant les conditions voulues de positivité, Xps,
est la série discrete relative de M de parametre d’Harish-Chandra

AML:AL®(C

Yap,
On obtient alors, avec :
Proposition 10.4. — Awvec les notations ci-dessus :
(10.2.9) Ry (Indp, _pr, v, (Xar,)) = IndB_y v (Xar).
ou Xy est la série discréte relative de M de parameétre d’Harish-Chandra
(10.2.10) Ay =A®C, =AL®C, ®C,, =Ay, ®(Cy,,)" ®C), C,4,.

Ainsi, dans le < good range >, linduction cohomologique envoie une limite de représentation
standard sur une limite de représentation standard, et la formule donne le paramétre
d’Harish-Chandra de la représentation induite en fonction de celui de la représentation indui-
sante.

10.3. Calcul du terme (C,, )" ®C,, ® C,, pour les groupes classiques. — Nous nous
replagons dans le contexte de la section précédente, en particulier de la proposition [10.4] que
nous particularisons au cas des groupes classiques de la section [3.I, avec pour sous-groupe
parabolique Q 1'un de ceux de la section [6.3] En particulier, L est un ¢-Levi maximal de G, et
l'on a
L=U(i,c—1) x G}

ol G} est une forme intérieure pure d’un groupe G’ de méme type que G.

Le caractere C,,, est sans mystere. Tout d’abord py = pg —pr,, et I'on calcule en coordonnées
usuelles, dans chacun des cas :

cas A : py = pg—pr = (nyn —1,...,1) — (%,%,...,—%,n—c,...,l) =
(n—%,...,n—%,O,...O).
CaSB¢PV:PG—pL=(2%,2”2‘3,...,%)—(%,%, et 2oy é):
(Bnepe=2, . 2e=2 0, ..0).
casCetD:pv:pg—pL:(n—l,n—2,...,0)—(c§—1,%, ,—%,n c—1, ,0):

(n—-1-%t ... ,n—1-5%%0,...0).

On constate que p, ne s’integre pas nécessairement en un caractere de L (il y a une condition
sur la parité de ¢ dans chaque cas pour que les coordonnées de py soit des entiers), mais qu’il
définit bien un caractere central d’un revétement double de L, trivial sur le facteur G. Comme
les sous-groupes de Cartan des groupes unitaires sont connexes, py détermine C,,, .

Le terme (C,, )* ® C,, est plus difficile a calculer. Traitons d’abord le cas des groupes
symplectiques. Rappelons que nous sommes parti d’un sous-groupe de Cartan de G que nous
appelons ici D plutot que T comme dans la section précédente. A conjugaison pres, on peut

supposer D de la forme
D ~U(1)" x (C)™ x U(1)™ x (C*)™ x (R*)*2,

avec c =11+ 2my et r1 + 2my + r2 + 2mg + s3 = n.
La sous-algebre parabolique n est la somme d’espaces radiciels gi, avec o racine réelle, et
d’espaces (ga & g"(a))g, ou (a,o(a)) sont des couples de racines complexes. Comme toutes les
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racines réelles de D dans G sont aussi dans L, un supplémentaire de n; dans n est constitué
de la somme d’espaces (ga @ ga(o‘))g, ou «,o(a) est un couple de racines complexes qui n’est
pas dans L. Les racines de D dans G qui ne sont pas dans L sont les £(e; +¢€;), 1 <i < j <e¢,
t(e;te;),1<i<e<j<n,+2e,c<i<n.
On a
ole;))=—€si1<i<r,c+1<i<c+ry,
ole;) =e;sic+ro+2me+1<i<n,

et on peut supposer, quitte a conjuguer, que

o(er42i-1) = —€p42i i 1 < i <my,

U(€c+r2+2i—l> = —€ctry+2i S1 1 <0 <ma.
Fixons ¢ < r1. On regarde les couples de racines complexes («,o(«)) dans n qui ne sont pas
dans ny, pour calculer leur contribution & y,7y, , au besoin en groupant plusieurs couples.

, a+o(a)  erq2j-1— €r42
(€i + eri42j—1, —€i — €r425), 1 < j <my, = ,

2 2
) a+o(a)  —ep+2j-1+ €r42j
(€; + eri42j, —€i — €r42j—1), 1 < j <my, 5 = L 5 =

La contribution de ces deux couples va donc étre triviale.

o+ 0-(04) Cctro+2j—1 = Cetra+2j

(ei + 60+T2+2j—17 —€; — €C+T2+2j)7 ]- S ] S ma, 2 - 2 }
: a+0o(a)  —€cyry12j-1 Tt Cotryt2;
(€5 — €cqrot2j—1, —€i + Coyrot2j), 1 < J < mo, 5 = 5 ,

ou bien

. a+0(Q)  ciry+2j-1 = Cetrat2j
(—€i + €cqrot2j—1,€i — €cyrot2j), 1 < j < ma, 2 = 2 ,
€ct+ro+2j—1"€ctro+2j ) Ma,is
lectrg+2j—1—€ctry+2;]
comme la racine réelle €cqr,42j—1 — €ctrot2; Vit sur un facteur C* qui est connexe, c’est de

toutes facon trivial.

La contribution de ces deux couples va donc étre triviale, ou bien

a+o(w)

(ei+ej,—ei+ej), c+ra+2ma+1<j<n, 5

= 6]7

La contribution d'un tel couple a v,7;, est donc ‘Z—Jl
J

Fixons 1 < ¢ < myj. Les indices r1 + 2¢ — 1 et 1 + 2¢ vont contribuer de la maniere suivante
& pn — pn, (sans recompter les contributions étant déja apparues ci-dessus) :
a+o(w)
2

Mais comme la racine réelle €cyry42j—1 — €ctry42;

(2€r,42i-1, —2€r,42i), 1 <7 <my, = €r42i—1 — €ry+2i;
ec+r2+2j—l_ec+r2+2j

lectry+2j—1—€ctryt2;l”
vit sur un facteur C* qui est connexe, c’est trivial.

La contribution est donc

. ./
(€r142i—1 + €ry 42— 1, —€r142i — € 42i7), 1 < i <1 <my,
a+to(a)  er42i-1— €42 + €rqoi—1 — €p 42

2 2 ’

. ./
(67‘1+2i—1 + 6T1+2i’5 _6T1+2’i - 6T1+2i/—1)7 1 S 1 <1 S my,
a+o(a)  er42i-1— €42 — €piy2i—1 + €p i

2 2 ’
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€ry42i—1—C€r;42i
ler) +2i—1—€r +2i
€r,+2i—1 — €r,+2i Vit sur un facteur C* qui est connexe, c’est trivial. D’autre choix de racines

La contribution de ces deux couples a yny,, est donc . Mais comme la racine réelle

€ 4 0il 1 Cp o4l . ~ :
Tt "1+ mais on a la méme conclusion.

positives peuvent conduire a une contribution ,
|er1+2i/71_er1+2i’

(€T1+2’ifl + eja —€r14+2i — eja c+ 1 S ] S c—+ T2,
a+o(a)  eri2i-1— €42

2 2 ’

(€ri42i—1 — €j, —€rq2i + €5, c+1 < j<c+ry,
a+to(a)  ert2i-1— €42

2 2 ’

€rqi+2i—1—€r 424
[€r)+2i—1—€ry +2i
réelle e, +2i—1 — €7,42; vit sur un facteur C* qui est connexe, c’est trivial.

La contribution de ces deux couples a vy, est donc . Mais comme la racine

. ./
(6T1+2i—1 + €ctro+2/—15 —Cri4+2i — 60+7‘2+2’i’)7 1 <i<i < ma,
a+o(a)  er42i-1— €42 + €ryo—1 — €p 42y
2 2 ’

. ./
(€r42i—1 + €cprot2ir, —€ri42i — €cqrot2ii—1), 1 <0 <@ < ma,
a+o(a)  er42i-1 = €42 — Cofryt2i—1 T Cotprot2il
2 2 ’
€ri+2i—1—Cr{+2i
|€r1+2i—1—€r1+2i
réelle e, 42i—1 — €r,42; vit sur un facteur C* qui est connexe, c’est trivial. D’autre choix de
Cotro+2i/ —1 " Cetro+2i/

La contribution de ces deux couples a v,7y,, est donc . Mais comme la racine

mais on a la méme

racines positives peuvent conduire a une contribution B — -
ctro+2i' —1 ct+rog+2i

conclusion.
(er1+2i—1 + €5, —€r1 42 + €j, C +ro + 2m2 +1 S J S n,
a+o(a)  epq2i-1— €r42 ‘
5 = 5 + ej,
(€r1+2i—1 — €j; —€r 42 — €5, C++ro+2ma+1 < j < n,
a+o(a)  epq2i-1— €r42 ‘
2 2 A
ou bien
(—er42i—1 +€j,er42i + €5, c++r2+2me +1 < j < n,
ato(a)  —erq2i-1tert2i |
5 = 9 + €5,

e'rl +2i—1 _67‘1 +2¢

P ——— Mais comme la racine
Tl 71— 7‘1 1

La contribution de ces deux couples a 7,7, est donc

, . . .. . 2e; TN
réelle e,,12i—1 — €r,+2; Vit sur un facteur C* qui est connexe, c’est trivial. ou bien ﬁ Mais 1a
J

encore, la contribution est triviale a cause du 2.

Finalement, en regardant toute ces contributions, on voit que 1,7y, est le caractere quadra-
\T1 S\ T1+2my S\ ¢
tique de D qui met sur le j-iéme facteur R* le signe (%) = (;—7') = (;—]') .
J J J
Si ¢ est pair, la torsion v, est donc triviale. Si ¢ est impair, notons sgnp ce caractere
quadratique non trivial de D qui met le caractere sgn sur chacun des facteurs R*.

Le calcul pour les groupes orthogonaux est similaire. Pour le cas B des groupes orthogonaux
impairs, on remplace les racines longues 2e; dans le calculs ci-dessus par les racines coutes e;,
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et dans les cas C et D des groupes orthogonaux impairs, on enleve ces racines longues du
calcul. Comme elles ne contribuaient pas et que dans le cas B, les racines courtes e; ne vont pas
contribuer non plus, on obtient exectement le méme résultat.
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