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Préface

Ce cours est une introduction a la géométrie différentielle, ot 'accent est mis sur les as-
pects globaux de la théorie. Il présuppose une bonne familiarité avec le calcul différentiel
classique (fonctions d’ouverts de RP dans RY, équations différentielles), et a pour but
d’introduire un certain nombre de notions fondamentales, a la base de la géométrie mo-
derne (orientation, transversalité, structures riemanniennes, dérivées covariantes, cour-
bures, géodésiques, théorie élémentaire du degré). Comme il nous semble important d’in-
troduire ces idées sans noyer I'étudiant dans un flot de concepts nouveaux, difficiles a
digérer dans un cours de 9 semaines (8 semaines depuis 2015), nous plagons notre étude
dans le cadre des sous-variétés, pour ce qui est de 'extension du calcul différentiel, puis
nous nous restreignons aux courbes et aux surfaces plongées dans R3, pour ce qui concerne
les structures riemanniennes. Ce cadre est largement suffisant pour d’une part acquérir
une bonne intuition géométrique des phénomenes et une maitrise des techniques utilisées,
qui seront mises a contribution dans des théories plus générales (variétés différentielles,
géométrie riemannienne), et d’autre part pour accéder a des résultats marquants, dont cer-
tains sont parmis les plus célebres et les plus beaux de la géométrie classique (théoremes de
points fixes de Brouwer, théoreme de séparation de Jordan, theorema egregium de Gauss,
théoreme de Bonnet, de Hopf-Rinow, de Gauss-Bonnet, pour n’en citer que quelques uns).

Chaque chapitre comporte une introduction décrivant rapidement son contenu. Les
deux chapitres finaux sont des appendices, le premier reprenant les principaux résultats
du calcul différentiel dans les espaces de Banach, le second présentant des éléments variés
de topologie et d’analyse utilisé dans le texte.

Ce cours emprunte beaucoup a trois ouvrages de la littérature : < Differential geometry
of curves and surfaces > de M. P. do Carmo, < Géométrie différentielle : variétés, courbes

et surfaces > de M. Berger et B. Gostiaux, enfin et surtout < Curves and surfaces > de
S. Montiel et A. Ros.

Le texte est loin d’étre sous une forme aboutie. En particulier, il ne fait pas de doute
que de nombreuses coquilles, points obscurs, erreurs, etc, subsistent. Toute remarque pour
améliorer celui-ci est la bienvenue. Un autre manque patent pour un cours de géométrie,
que nous essaierons de combler progressivement, est le manque de dessins.
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Chapitre 1

Sous-variétés de RYY

De nombreux problemes nécessitent de généraliser le calcul différentiel a des fonctions
définies sur des entités géométriques autres que des ouverts d’un espace RV . Par exemple,
on peut étre amené a chercher les extrema d’une fonction dont la variable décrit ’espace
des phases d’un systeme physique, cet espace de phases étant un certain lieu géométrique
dans un espace RY, mais pas nécessairement un ouvert. De tels problemes d’optimisation
sous contrainte apparaissent naturellement en mécanique, en physique, en économie, etc.

Les sous-variétés apparaissent historiquement comme généralisation de la théorie clas-
sique des courbes et surfaces dans I’espace R?. Elles peuvent étre considérées selon différents
points de vue qui font la richesse et la difficulté de la théorie. Une premiere étape va donc
étre de dégager des définitions équivalentes correspondant a ces différents points de vue,
pour pouvoir choisir le plus adapté. L’outil fondamental permettant le lien entre ces points
de vue est le théoreme d’inversion locale. Localement, une sous-variété de dimension m
de RY ressemble a l'inclusion d'un ouvert de R™ dans RY.

Une fois les sous-variétés introduites, on peut définir les applications différentiables, ou
de classe €* entre deux sous-variétés, et généraliser les résultats du calcul différentiel. La
principale différence est que la différentielle df,, en un point p d'une telle application f entre
deux sous-variétés .7 et . est une application linéaire de ’espace tangent a .#7 en p vers
I'espace tangent a .%5 en f(p). Le domaine de définition et 1'espace d’arrivée dépendent
donc de p. Notons que I'une des conséquences du formalisme des sous-variétés est de
pouvoir introduire facilement la notion d’espace tangent en un point, qui possede une
interprétation géométrique évidente. Dans la théorie des variétés abstraites, la définition
des espaces tangents constitue une difficulté initiale non négligeable. Une fois ces outils
mis en place, 'extension des résultats du calcul différentiel est naturelle et guere difficile.

La théorie des équations différentielles, vue sous 'angle géométrique des champs de
vecteurs et de leurs courbes intégrales, s’adapte aussi naturellement aux sous-variétés.
Les points importants de cette théorie sont la définition du flot, local et global, et de ses
propriétés.

Enfin, nous donnons dans ce chapitre une version du théoreme de Sard. Il affirme
qu'une application de classe ¢! a peu de valeurs critiques, ou au contraire, beaucoup
de valeurs régulieres. Plus précisément les valeurs critiques sont de mesure nulle dans
la sous-variété but. Les ensembles de mesure nulle sur une sous-variété sont définis via
les paramétrages a partir des ensembles de mesure nulle dans R™ pour la mesure de
Lebesgue. Ce résultat sert a formaliser I'idée que certaines propriétés, ou configurations,
sont < génériques ». Nous en verrons des applications dans le chapitre III a propos de la
transversalité.
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Dans tout ce qui suit, lorsqu’on parle d’une application ou d'une sous-variété de classe
€*, on suppose que k est un entier au moins égal & 1, ou bien que k = +o0.

I.1 Immersions et submersions

Les notions d’immersion et de submersion sont au coeur de la théorie des sous-variétés.
Rappelons rapidement les points importants.

r—[Déﬁnition I.1.1.] .

Soit f : U — R? une application différentiable définie sur un ouvert I/ de RP.
On dit que f est une immersion (resp. une submersion) en a € U si df, est
injective (resp. surjective) de R? dans R?. On dit que f est une immersion
(resp. une submersion) si c’est une immersion (resp. une submersion) en
tout point de U.

Le résultat qui suit est une conséquence du théoreme d’inversion locale VIII.5.4.

,—[Proposition I.1.2.} \

Soit f : U — RY une application de classe €* définie sur un ouvert U de R™.
Soit a € U tel que df, : R™ — RY soit injective. Alors il existe un voisinage
ouvert U, de a dans U tel que la restriction de f a U; soit une immersion en tout
point, et de plus, f réalise un homéomorphisme entre U; et son image f (U, ).

Démonstration. Soit H un supplémentaire de 'image de df, dans R¥,

RY = dfa(Rm) © H.
On étend f en une application F': U x H — RY en posant

F(g,t) = f(q) +1.

La restriction de F' a U x {0} coincide avec f. D’autre part, F' est différentiable, sa
différentielle en un point (g, t) étant donnée par

dF,;: R™ x H — R", (h,w) > df,(h) + w.

Ainsi, il est clair que dF{,) est un isomorphisme de R™ x H dans RY et le théoreme
d’inversion locale garantit l’existence d’un voisinage de (a,0) dans U x H (que l'on peut
prendre de la forme U; x Y ou U; est un ouvert de U contenant a et ) un ouvert de H
contenant 0) et d’un voisinage V de f(a) dans RY tel que F réalise un difféomorphisme
entre U; x Y et V. Ceci montre que df, est injective pour tout ¢ € U; et que f réalise un
homéomorphisme de U; ~ U, x {0} sur son image f(U) = F (U, x {0}). O
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~ Définition 1.1.3. ] .

Soit f : V — RY une fonction différentiable définie sur un ouvert V de R™.
Sixz €V est tel que df, : R™ — RY n’est pas surjective, = est appelé point
critique de f et a = f(x) € RY est appelée valeur critique de f.

Si o € V n’est pas un point critique, c’est un point régulier. Si a € RY n’est
pas une valeur critique, c’est une valeur réguliere. C’est en particulier le cas
lorsque a n’est pas dans I'image de f.

Exercice I.1.4. Le but de cet exercice est de montrer le
Théoreme du rang constant. Soit f : &/ — R™ une application €7 d’un ouvert U
de R™ dans R™. Soit a € U.

1. Si f est une immersion en a (i.e. si df, est injective) alors il existe un voisinage ouvert
U, de a dans U, un voisinage ouvert Wy de f(a) dans R™ et ¥ : W; — W, C R™ un
difffomorphisme de Wy sur un ouvert W, de R™ tels que f(U;) C Wy et Vo f(xy,...,z,) =
(x1,...,2,,0,...,0) pour tout x = (x1,...,x,) € U;. Autrement dit, & un changement de
variable au but pres, toute immersion est localement égale a 'injection canonique de R"
dans R™.

2. Si f est une submersion en a (i.e. si df, est surjective), alors il existe un voisinage
ouvert U; de a dans U, un ouvert U de R™ et un difféomorphisme ® : Uy — U, tels que

fo®(xy,...,xn) = (T1,. .., )

pour tout z = (z1,...,x,) € W. Autrement dit, & un changement de variable a la source
pres, toute submersion est égale a la projection canonique de R™ dans R™.

3. Posons r = rang(df,). Supposons que df, soit de rang r pour tout = dans un voisinage
de a. Alors il existe

a) un difféomorphisme ® : Uy — U; d’un ouvert Uy de R™ sur un voisinage ouvert U
de a dans U,

b) un difféomorphisme ¥ : W, — W, d’un voisinage ouvert W, de f(a) dans R™ sur
un ouvert W, de R™,

vérifiant f(Uy) C W, et
Vo fod: Uy — Wy, (X1, ..y xp) = (21,...,2.,0,...,0).

pour tout z = (x1,...,2,) € U;.

I.2 Paramétrage local. Systeme de coordonnées

Une premiere facon de voir les sous-variétés est celle de nappe paramétrée. Une sous-
variété de dimension m de RY est un objet paramétré localement par des ouverts de
R™.
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FIGURE 1.1 — Paramétrage local (ici m =2, N = 3)

—~ Définition 1.2.1.} .

Soient m € N et k € N* U {oo}. Un sous-ensemble . de R" est une sous-
variété de dimension m de classe €* si pour tout p € .7, il existe un ouvert
U de R™, un voisinage ouvert V de p dans R" et une application x : & — V tels
que :

1. lapplication x est différentiable de classe €,

2. l'application x est un homéomorphisme de ¢ sur V N .7,

3. (condition de régularité) en tout point ¢ € U, la différentielle dx, : R™ — RY
est injective (autrement dit, x est une immersion).

L’application x est un paramétrage local de la sous-variété .# en p. Son inverse
x1: VN — U, est une carte ou encore un systéme de coordonnées
(locales) de la sous-variété . en p.

La codimension d’une sous-variété .# de dimension m de RY est N —m. Une
sous-variété de codimension 1 est appelée hypersurface. Dans le cas m = 2, on
parlera de surface.

Au point 2, la topologie sur .7 est celle induite par la topologie usuelle de RY.

Remarques 1.2.2.
1. La condition 3 implique que m < N.

2. Nous n’insisterons pas toujours sur les hypotheses de régularité minimales requises
pour définir les notions et obtenir les résultats qui suivent. Le lecteur pourra soit sup-
poser que les sous-variétés considérées sont toujours lisses (i.e. k = 00) et que toutes les
applications sont de classe €°, soit s’il est courageux, déterminer pour quelles classes de
régularité les énoncés ont un sens et sont valides.

3. On peut remplacer RY dans le définition ci-dessus par n’importe quel espace vec-
toriel réel de dimension finie F.

Exemple 1.2.3. Un ouvert U de RY est une sous-variété de RV. En tout point de U/, on
peut choisir comme paramétrage local I'inclusion de ¢/ dans RY.
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Exemple 1.2.4. Une sous-variété de dimension 0 de RY est un ensemble discret.

Exemple 1.2.5. Un sous-espace vectoriel ou affine de R de dimension m est une sous-
variété.

Exemple 1.2.6. Un ouvert d’une sous-variété . de RY est une sous-variété de RY (de
méme classe de régularité et de méme dimension).

Exemple 1.2.7. Soient . et .% des sous-variétés, respectivement de RVt et R™2. Alors
S x S est une sous-variété de RM x RNz,

Exemple 1.2.8. Soit .# une sous-variété de RV et soit ® un difféomorphisme de R¥ sur
lui-méme. Alors ®(.) est encore une sous-variété de RY.

Exemple 1.2.9. Soit f : U — R une application différentiable définie sur un ouvert
U de R™. Soit ¢ € U tel que df, soit injective. D’apres la proposition 1.1.2, il existe un
voisinage ouvert U; de q dans U tel que la restriction de f a U soit une immersion en tout
point réalisant un homéomorphisme sur son image. Ainsi . = f(U;) est une sous-variété
de RY paramétrée par f: U; — 7.

Exercice 1.2.10. Montrer que le cercle C'(a,7) de centre a et de rayon r dans R? est une
sous-variété de R2.

Nous verrons bientot de nombreux autres exemples de sous-variétés. Voici maintenant
quelques exemples d’ensembles qui ne sont pas des sous-variétés :

Exemple 1.2.11. .¥ = [0;4oc[. Tout voisinage ouvert connexe de 0 est de la forme
[0;al, a > 0, qui n’est jamais homéomorphe a R™. C’est évident si m = 0. Pour m = 1,
on remarque que [0;a[\ {0} est connexe, alors que R\ {z} a deux composantes connexes
pour tout z € R. Pour m > 2, [0;a[ \ {b} a deux composantes connexes pour tout
b €10;a[, alors que R™\ {z} n’en a qu'une pour tout x € R.

Exemple 1.2.12. . = (R x {0}) U ({0} x R). Tout voisinage connexe de (0,0) dans .
est encore homéomorphe a .. Or . \ {(0,0)} possede 4 composantes connexes, ce qui
montre que .¥ ne peut étre homéomorphe a un R™.

Exercice 1.2.13. .%¥ = {(t*,t®) € R? t € R}. Le point (0,0) est un point de rebrousse-
ment de premiere espece. Montrer que ’on ne peut pas trouver de paramétrage local en
ce point qui vérifie le point 3 de la définition.

\V

F1GURE 1.2 — Point singulier

Exemple 1.2.14. Voici un contre-exemple ol le paramétrage x : t € R+ (t3 — 4t,t? — 4)
est une immersion en tout point, mais l'image n’est pas une sous-varié¢té de R? & cause
du point multiple en (0, 0).
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F1GURE 1.3 — Point multiple

Exemple 1.2.15. Dans cet exemple, le paramétrage x : t € R — (l_fi—tt?,, 1‘%23) est une
immersion en tout point, et de plus injectif. Néanmoins, I'image n’est pas une sous-variété
a cause du point (0,0) qui n’admet pas de paramétrage local satisfaisant la condition 2

de la définition.

FIGURE 1.4 — Le folium de Descartes

Remarque 1.2.16. On ne suppose pas qu’une sous-variété est connexe. Toute composante
connexe de .% est encore une sous-variété de RY de méme classe de régularité et de méme
dimension.

Remarque 1.2.17. On ne suppose pas quune sous-variété de RV soit fermée dans RY.
Par exemple, dans R?, la spirale définie par le paramétrage

x 1R —R? s+ (efcoss, e’ sins)

a dans son adhérence le point (0,0) qui n’est pas un point de la sous-variété. Comme
autre exemple, on peut citer celui d'une droite privée d’un point.

I.3 Sous-variétés définies par des graphes

Une maniere tres simple de construire des sous-variétés est de considérer les graphes
des applications de classe €* d’un espace vectoriel de dimension finie dans un autre espace
vectoriel de dimension finie.
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,—[Proposition I.3.1.} \

Soit f : U — RY~™ une fonction différentiable de classe €’* définie sur un ouvert
U de R™. Le graphe de f

Graphe(f) = {(u, f(u)), (u € U)}

est une sous-variété de R™ x RN~ = R¥ de dimension m.

Démonstration. Le graphe de f est une sous-variété, un paramétrage global étant

x:U—=RY, ues (u, f(u)). O

Soit A un isomorphisme linéaire de 1'espace ambiant RY dans lui-méme. Il est évident
qu’avec les notations de la proposition, I’ensemble

" = A(Graphe(f)) = {A((u, f(u)); uw € U}

est encore une sous-variété de RY (c’est un cas particulier de I'exemple 1.2.8). Comme la
définition d’une sous-variété est de nature locale, on obtient

,—[Proposition I.S.Z.} \

Soit . une partie de RV et supposons que pour tout point p de .7, il existe un
voisinage ouvert V de p dans RY, un isomorphisme linéaire A : RY — RY un
ouvert U de R™ et une application f : U — R¥N~™ de classe €* tels que

VN =VN{A((u, f(u)); u € U}.

Alors .7 est une sous-variété de dimension m de RY.

Réciproquement, une sous-variété peut-étre vue localement comme un graphe, < a un
isomorphisme linéaire pres > de ’espace ambiant RY.

,—[Proposition I.3.3.} \

Soit . une sous-variété de dimension m de classe €* de RY. Alors pour tout
point p de .7, il existe un voisinage ouvert } de p dans RY, un isomorphisme
linéaire A : RY — RY un ouvert & de R™ et une application f : U — RV=™ de
classe €* telle que

VN =VN{A((u, f(u)); u € U}.

Démonstration. Soit x : U = V N.¥ un paramétrage local en p. Soit ¢ = x~1(p). Soit A
un isomorphisme linéaire de RY dans lui-méme tel que A7 (dx,(R™)) = R™ x {0} C RY.
Alors d(A™tox), = A~'odx, est un isomorphisme linéaire de R™ dans R™ x {0}. Ecrivons
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A~tox sous la forme A" ox(u) = (i(u), j(u)), i(u) € R™, j(u) € R¥~™. Par construction,
dj, = 0 et di, est un isomorphisme de R™ dans R™. Le théoréme d’inversion locale donne
I'existence d'un ouvert U’ de R™ contenant g (que 'on suppose inclus dans ) et d'un
ouvert U; de R™ tels que i réalise un difféomophisme de U’ sur U;. Soit ¢ : Uy — U’ son
inverse. Soit uy € U; et posons u = $(uy) (et donc u; =i(u)). On a alors

A7 ox 0 B(u) = A o x(u) = (i(u), j(u)) = (u, j o Dlur)).

Posons f=jo®: U — RY"™ Alors x(U') = {A(uy, f(w)); (ug €U')}. O

Remarque 1.3.4. Les deux propositions qui précedent fournissent donc une autre définition
d’une sous-variété de dimension m de R : c’est une partie . de RY vérifiant les hy-
potheses de la proposition 1.3.2.

I.4 Sous-variétés définies par des équations

Certaines sous-variétés peuvent étre définie comme ’ensemble des points de I'espace
ambiant solutions d'une équation. Par exemple, le cercle unité dans R? est I’ensemble des
points (z,y) du plan tels que 2%+ y* = 1. En revanche, I’ensemble des points (x,y) de R?
solutions de zy = 0 n’est pas une sous-variété de R?. La proposition suivante donne un
critere sur ’équation pour que ’ensemble de ses solutions soit une sous-variété.

,—[Proposition I.4.1.} \

Soient N et m deux entiers, N > m. Soit f : V — RN~™ une fonction
différentiable définie sur un ouvert V de RY.

1. Soit p € V tel que df, soit surjective. Posons a = f(p). Alors il existe un
voisinage ouvert V; de p dans V tel que f~!({a}) NV, est une sous-variété
de dimension m de RY.

2 Soit a une valeur réguliere de f. Alors . = f~!({a}) est une sous-variété
de dimension m de RY.

Démonstration. Soit p un point de f~'({a}) tel que la différentielle de f en p soit sur-
jective. Soit £ C RY le noyau de df, et soit F' un sous-espace supplémentaire. Comme
df, est surjective, d’apres le théoreme du rang, E est de dimension m. Il existe donc un
isomorphisme linéaire ¢ entre £ et R™. Tout point de V s’écrit de maniere unique sous
la forme p+x +y, avec x € F et y € F. On peut donc définir

U:VRY, prrtye (o), f(p+r+y)
pour tout x € E et tout y € F' tels que p+ x +y € V. La différentielle de ¥ en p est

AV, (v +w) = (p(v), dfy(v + w)) = (p(v), dfp(w)), (vEE, weF).

Le théoreme du rang implique que la restriction de df, a F' réalise un isomorphisme
entre F' et RV=™. On voit donc que dV¥, est un isomorphisme entre RY et R™ x RY—™,
On applique le théoreme d’inversion locale : il existe un ouvert V; C V contenant p,
et des ouverts U, W respectivement de R™ et RV avec 0 € U et a € W tels que
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< v

FIGURE L5 — Sphere : ) 27 =1

U V) — U x W soit un difféomorphisme. Soit ¢; I'injection canonique de U ~ U x {a}
dans U x W. 1l est clair que I'application ¢ = ¥~ 0 1y est différentiable et injective. De
plus f(¢(x)) = f(¥71((x,a))) = a car f = py o ¥, oll py est la projection canonique de
R™ x RY=™ sur RY=™_ Ainsi v(U) = f~1({a}) NV, et ¢ est un paramétrage local de
< = f~1({a}) NV, au voisinage de p.

Le deuxieme point découle immédiatement du premier, puisque par définition d'une va-
leur réguliere, df, est surjective pour tout p € . = f~*({a}). La construction précédente
fournit un paramétrage local en p pour tout p € .. O

Exemple 1.4.2. On voit facilement que la sphére S™ est une sous-variété de R"*!, car
S* = f71({1}) ou f: R"™\ {0} = R, f(z) = ||z||? est différentiable, de différentielle

df,(v) = 2{(z,v), (x € R"™\ {0}), (v € R*™)

donc est une submersion en tout point z.

Exemple 1.4.3. Plus généralement, toutes les quadriques de RY, définies par une équation

de la forme
N
>
i=1
ol les a; sont dans R, sont des sous-variétés de RV .

Exemple 1.4.4 (Le tore). Soit .7 le tore d’axe D = {x = y = 0} dont les distances
respectivement minimale et maximale a 'axe sont a — r et a + r, ou a et r sont deux
réels tels que 0 < r < a, défini par I'équation (/22 +y? — a)?> + 22 = r%. On a donc

S = fF1{r?}) ot f : R = R, f(z,y,2) = (V22 + 9% — a)® + 2°. La fonction f est
différentiable sur .\ D et
0 2e(\/22 +y? —a 0 2u(v/2?2+y2 —a 0
a_f(x7 y? Z) = ( y )7 _f(x7 y7 Z) = y( y )7 _f(x7 y7 Z) = 22'
T 12 + 42 dy V22 + 2 0z

La différentielle df,, ne s’annule donc pas en p € ., ce qui montre que . est une sous-
variété de R®. On notera T? le tore obtenu en prenant a = 2 et r = 1.
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z
Y
x

FIGURE 1.6 — Ellipsoide : >, a;2? =1, a; > 0

z
T
Y

FIGURE 1.7 — Hyperboloide & une nappe : 2% + 9% — 22 =1

%y

FIGURE 1.8 — Hyperboloide & deux nappes : 2>

_x2_y2:1
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FIGURE 1.9 — Tore : (/22 + y? — a)* + 22 = r?

Comme la définition d’une sous-variété est de nature locale, et que par une translation,
on peut sans perte de généralité supposer que a = 0 dans la proposition ci-dessus, on
obtient :

,—[Proposition I.4.5.} \

Soit .7 une partie de RV et supposons que pour tout point p de .7, il existe un
voisinage ouvert V de p dans R¥ et une fonction ¥ : V — RY~™ de classe €*
dont 0 est valeur réguliere tels que

SNV ={zeV]|T) =0}

Alors . est une sous-variété de dimension m de RV.

Réciproquement une sous-variété de RY peut étre définie localement par une équation
du type ¥(z) = 0, z € RY et 0 valeur réguliere de V.

,—[Proposition I.4.6.} \

Soit . une sous-variété de dimension m de classe €* de RY. Alors pour tout
point p de .7, il existe un voisinage ouvert V de p dans RY et une fonction
U: YV — RY=™ de classe €* tels que

SNV ={zeV]|U) =0}

et 0 est une valeur réguliere de W.

Démonstration. Soit p un point de . et soit x : U C R™ — . un paramétrage de . au
voisinage de p. L’image de la différentielle de x au point ¢ = x!(p) est un sous-espace
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vectoriel de dimension m de RY. Soit H un supplémentaire de ce sous-espace vectoriel
dx,(R™) @ H = R".
Le sous-espace H ayant dimension N — m, il est isomorphe & RY~™. Soit
I N ——
un isomorphisme. On considere maintenant ’application
O UxRY™ S RN (u,t) = x(u) + o(t).

L’application ® est continament différentiable et sa différentielle au point (g,0) est un
isomorphisme. Le théoréme d’inversion locale montre qu’il existe un ouvert V de RY
contenant p et une application ¥, différentiable de V dans un ouvert U; X Us de R™ X
RN-m ~ RN g €U, CU, U, ouvert contenant 0 dans RY ™ et tels que ® : Uy x Uy — V
et Wy : V — U; X Us soient inverses I'un de 'autre. L'image par ¥, de l'intersection de
la variété . et de V est incluse dans U x {0}, si 'ouvert V est choisi suffisamment petit.
Composons ¥, par I’application linéaire p,, projection canonique de U x RV =™ sur RN -,
Si W est I'application composée p, o Uy définie sur V, on a

O((u, 1)) = x(u) + ¢(t) & (u, 1) = V1(x(u) + ¢(1)),
d’on
t=po(u,t) = VU(x(u) + ¢(t)).
La variété . est définie par I’équation ¥(x) = 0, au voisinage de p, c’est-a-dire que
Vz eV), [reSf]e[¥(zr)=0].
Comme ¥ est composé de ¥y, qui est un difféomorphisme, et de ps qui est linéaire surjec-

tive, sa différentielle en tout point est surjective, et donc en particulier 0 est une valeur
réguliere de W. O]

Remarque 1.4.7. Les deux propositions qui précedent fournissent donc une autre définition
d’une sous-variété de dimension m de RY : c’est une partie . de RY vérifiant les hy-
potheses de la proposition 1.4.5.

I.5 Autre définition des sous-variétés

On trouve souvent dans la littérature une autre définition des sous-variétés de di-
mension m dans RV, qui exprime le fait que localement une telle sous-variété est < a
difféomophisme pres > l'inclusion d’un sous-espace de dimension m. Cette définition est
proche de celle donnée en 1.2.

,—[Proposition I.5.1.} \

Soient m € N et k € NX U {oo} et . une partie de RY. Alors .% est une
sous-variété de dimension m de classe €* si et seulement si pour tout p € .%,
il existe un voisinage ouvert ¥V de p dans RY, un ouvert W dans R" et un
¢*-difféomorphisme ® : V — W tels que

d(VN.%) = [R™ x {0}) N W.
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FIGURE 1.10 — Redressement local (ici m =2, N = 3)

Démonstration. Supposons que .¥ soit une sous-variété et soient p un point de ., V un
voisinage ouvert de p dans RV, et x : &/ C R™ 5 . NV un paramétrage local de . en
p. Posons ¢ = x1(p) et quitte a translater, supposons ¢ = 0. Soit H un supplémentaire
de l'image de dx, dans R,

RY = dx,(R™) @ H.

C’est un sous-espace de dimension N — m de RY. Choisissons un isomorphisme linéaire
o: RV"™ 5 [
On étend x en une application F : U x R¥~™ — RN en posant
F(u,t) = x(u) + ().

L’application F' est contintiment différentiable et dF{, ) est un isomorphisme de R™ x
RN-m ~ RN dans RY. Ainsi, le théoréme d’inversion locale garantit l'existence d’un
voisinage de (g,0) dans U x RN=™ (que I'on peut prendre de la forme U’ x Y ou U’ est
un ouvert de U contenant g et ) un ouvert de R¥=™ contenant 0) et d’un voisinage V'
de p dans RY tel que F réalise un difféomorphisme entre U’ x Y et V'. On peut aussi
supposer que ces ouverts sont choisis suffisamment petits, de sorte que V' C V. Posons
P=F1:V >5U xY. Onaalors V' N.Y)=R" x {0} N (U x V). Ceci montre que
la condition locale voulue est vérifiée en p.

Réciproquement, soient p un point de ., et ®, W, V comme 1’énoncé de la proposition.
On adonc VN.7 = & 1(R™ x {0} N W). Posons U = R™ x {0} N W. C’est un ouvert du
sous-espace R™ x {0} de RY. En identifiant R™ x {0} et R™, on voit & comme un ouvert
de R™ et si x désigne la restriction de @1 AU, x: U — VN .7 est un paramétrage local
de . en p. n

1.6 Topologie des sous-variétés

1.6.1 Généralités

Nous faisons dans cette section quelques remarques sur la topologie des sous-variétés
dont certaines font appel a des notions de topologie générale peut-étre peu familieres a cer-
tains lecteurs. Ces remarques n’étant pas indispensables dans la suite, nous ne développons
pas ces notions ici.

Les sous-variétés d’un espace euclidien RY (muni de sa structure euclidienne standard)
héritent de la structure d’espace métrique de ’espace ambiant. Ce sont donc en particulier
des espaces topologiques séparés, dont la topologie admet une base dénombrable. Une
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autre fagon naturelle de définir une topologie sur une sous-variété . est d’utiliser les
paramétrages locaux (pour les variétés abstraites, il n'y a pas d’autre moyen). En effet,
les paramétrages locaux en un point forment une base de voisinages de ce point, et la
réunion de toutes ces bases de voisinages forme une base de la topologie. Bien entendu,
les deux manieres de définir la topologie d'une sous-variété (induite de 'espace euclidien
ambiant ou par les paramétrages) coincident (ceci vient de la condition 2 dans la définition
1.2.1, les détails sont en exercice ci-dessous). En particulier, on voit que toute sous-variété
est recouverte par un nombre dénombrable de paramétrages. Bien entendu, une variété
compacte peut toujours étre recouverte par un nombre fini de paramétrages.

D’autre part, la seconde maniere de définir la topologie nous donne immédiatement
d’autres propriétés de celle-ci. En effet, soient .# une sous-variété de RY, p un point
de . et x : U — . un paramétrage local en p. Quitte a le réduire, on peut supposer
que U est une boule ouverte de R™, et donc homéomorphe a R™. Une sous-variété de
dimension m est donc localement homéomorphe a R™ : tout point admet un voisinage
homéomorphe & R™. En particulier, une sous-variété . de RY est localement connexe
par arcs, et donc connexe par arcs si elle est connexe (voir section IX.1). Elle est aussi
localement compacte (tout point admet un voisinage ouvert compact).

Exercice 1.6.1. Montrer que la topologie induite de 1'espace RY ambiant et la topologie
donnée par les paramétrages locaux sur une sous-variété coincident.

1.6.2 Partitions de 'unité

Nous allons utiliser les propriétés de la topologie des sous-variétés vues dans la section
précédente pour démontrer ’existence de partitions de I'unité. Pour cela, introduisons un
peu de vocabulaire.

~ Définition 1.6.2. } .

Un recouvrement dans un espace topologique X est la donnée d’un ensemble
U = (U;)er de parties de X telles que X = |J,U;. Un recouvrement U = (U;);es
deX est dit ouvert si les U; sont des ouverts. Un recouvrement U = (U;);er de X
est dit localement fini si tout point de X possede un voisinage qui n’intersecte
qu’un nombre fini d’éléments du recouvrement.

Etant donné un recouvrement U = (U;);e; d'un espace topologique X, on dit
qu’un recouvrement V = (V;);c; est subordonné au recouvrement U = (U;);e;
si chaque V; est contenu dans I'un des ;.

\. J

Une partition de 1'unité (de classe ") d’une sous-variété . de RY consiste en la
donnée d’un recouvrement ouvert U = (U;);cr de .7, et d’une famille de fonctions (¢;);er
de classe €% & valeurs réelles positives, telle que

PUL. Pour tout i € I, le support Supp(t;) de 1); est inclus dans U;.
PU2. Le recouvrement U = (U;);cr de .7 est localement fini.
PUS3. Pour tout z € .7, > . ¢;(x) = 1.

Remarquons que la somme est en fait une somme finie d’apres les deux premieres
propriétés.
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~ Théoréme 1.6.3. ] \

Soient .# une sous-variété de dimension m de RY et W = (W));er un recouvre-
ment ouvert de .. Alors il existe une famille (dénombrable) de paramétrages
locaux x; : B(0,3) — .7, j € J, tel que (x;(B(0,3))),es forme un recouvrement
ouvert localement fini de . subordonné a W = (W) et telle que les ouverts
(x;(B(0,1))),es recouvrent .#.

Démonstration. Soit (Of)ren une base de la topologie de . constituée d’ouverts Oy tels
que Oy, soit compact dans .. Une telle base de la topologie existe car comme nous
I’avons vu dans la section précédente, une sous-variété est localement compacte a base
dénombrable de voisinage.

Construisons inductivement une suite A;, As, ... de parties compactes de . dont
la réunion est . (en particulier, on voit que . est o-compacte, ou dénombrable a
I’infini) telle que A; est contenue dans I'intérieur de A;,1. Prenons A; = O;. Supposons
avoir construit (Ay,...,A,) avec les propriétés voulues. Soit j le plus petit entier tel que
A, est contenue dans Ukzg ; Op. On prend alors

Apy = U O U0 11.

k<j

I1 est facile de voir que cette construction donne une suite de parties compactes ayant les
propriétés voulues.

Pour tout = € .7, il existe un paramétrage local en = x, : B(0,3) — . dont I'image
est arbitrairement petite. On suppose donc celle-ci contenue dans 'un des ouverts du
recouvrement W = (W, );cr. Pour tout entier k et pour tout = dans 'ouvert /Olkﬁ \ Ap_1,
on prend x, : B(0,3) — . dont 'image est dans cet ouvert. Le compact Agiq \ Ay est
recouvert par les x,(B(0,1)) et donc par compacité, par un nombre fini d’entre eux. En
prenant I'union dénombrable sur k& de tous ces ouverts, on obtient un recouvrement ouvert
de . ayant les propriétés voulues. O

r—[Corollaire I.6.4.} .

Soient . une sous-variété de dimension m de RY et W = (W))ier un recou-
vrement ouvert de .. Alors il existe une partition de I'unité subordonnée a

W= (Wi)iel-

Démonstration. Soit x; : B(0,3) — ., j € J, une famille de paramétrages locaux comme
dans le théoréme. Pour tout j € J, soit ¢; une fonction sur . de classe €* & valeurs dans
[0;1] telle que ¢j(x) = 1 pour tout = € x;(B(0,1)) et ¢;(x) = 0si x ¢ x;(B(0,3)). Voici
comment construire une telle fonction. Soit f une fonction sur R™ de classe €*°, prenant
ses valeurs entre 0 et 1, de support dans B(0,2) et valant 1 sur B(0, 1) (voir [5], .4 pour
la construction de telles fonctions). Pour tout j € J, définissons ¢, sur . par ¢;(p) =0
sip ¢ x;(B(0,3)), ¢; = fox;' sur x;(B(0,3)). Cette fonction est de méme classe que

j
les paramétrages et vérifie les propriétés voulues. On pose alors ¢ = > i ¢;. La somme est
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FIGURE 1.11 — Changement de paramétrage (ici m =2, N = 3)

finie lorsqu’on 1’évalue en un point x de . et a valeurs strictement positives. On pose
alors ©; = ¢;/¢. On vérifie immédiatement que la famille (¢;);es est une partition de
I'unité vérifiant les propriétés souhaitées. O

Remarque 1.6.5. Dans la démonstration du théoreme 1.6.3, nous avons établi au passage
qu'une sous-variété .7 de RY est o-compacte, c’est-a-dire réunion dénombrable de com-
pacts. On en déduit que de tout recouvrement de .# par des ouverts, on peut en extraire
un sous-recouvrement dénombrable.

I.7 Changements de paramétrage

Une sous-variété n’a pas de paramétrages privilégiés. Les objets ou les propriétés
(différentielles, champs de vecteurs, etc) que nous allons étudier ne dépendent pas d'un
choix de paramétrage (néanmoins, un choix judicieux peut souvent faciliter les calculs).
Le résultat suivant nous permet d’assurer que le passage d’un paramétrage a un autre se
fait toujours par une transformation suffisamment réguliere.

,—[Proposition I.7.1.} \

Soit p un point d’une sous-variété . de dimension m de RY et soient
x1:Z/{1—>5ﬁ, X2:Z/{2—>y

deux paramétrages de . au voisinage de p. Notons W = x;(U;) N xa(Us). C'est
un voisinage de p dans ., et le changement de paramétrage

0 =x;'oxy:x, (W) — x7 (W)

est un homéomorphisme. Si les deux paramétrages sont de classe €%, k > 1, le
changement de paramétrage est un ¢*-difféomorphisme.

\ J

Démonstration. Comme 6 est obtenu par composition de deux homéomorphismes, ¢’est un
homéomorphisme. On ne peut pas conclure par cet argument que c¢’est un difféomorphisme,
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puisque x; ' est défini sur l'ouvert W de .7 et que 'on ne sait pas encore ce que signifie
pour une fonction sur . d’étre différentiable en un point. En revanche, puisque # est un
homéomorphisme, il suffit de vérifier que c’est localement un difféomorphisme.

Reprenons des éléments de la démonstration de la proposition 1.5.1. Posons ¢ =
x; '(p) € Uy. Nous avons étendu x; en une application F : U x R¥Y=™ — RY en posant

F(u,t) = x(u) + ¢(1),

oll ¢ est un isomorphisme linéaire entre RY =™ et un supplémentaire de I'image de d(x1),,
dans RY. Nous avons ensuite montré grace au théoréme d’inversion locale que F' se res-
treint en un difféomorphisme d’un voisinage de (q,0) € U; x R¥N~™ sur son image et
appelé ® = F~! le difféomorphisme inverse.

Si I'on note P la projection de U x RN~ sur U, on a alors x; ' oxy = Po®ox, dans
un voisinage de gy = x, '(p) € Uy, ot de plus ® o x, est a valeurs dans U; x {0}. Sous
cette forme, il apparait clairement que x; ' o x5 est un difféomorphisme local en p. O

1.8 Calcul différentiel sur les sous-variétés

Dans cette section, nous généralisons les outils du calcul différentiel aux sous-variétés.

I.8.1 Applications différentiables sur les sous-variétés

Commencons par définir une notion de fonction différentiable.

~ Définition 1.8.1. ] \

Soit f : . — R une fonction définie sur une sous-variété . de dimension m
et de classe €% de RY. On dit que f est différentiable en p € . si pour tout
paramétrage x : U — & avec p € x(U) C &, la fonction fox : U — R est
différentiable en ¢ = x~!(p). On dit que f est différentiable sur .% si elle est
différentiable en tout point de .. On dit que f est de classe €", r < k, sur .%¥
si pour tout paramétrage x : U — . la fonction fox: U — R est de classe €
sur .

Remarque 1.8.2. D’apres la proposition 1.7.1, pour que f soit différentiable en p € .7,
il suffit que fox: U — R soit différentiable en ¢ = x~!(p) pour un paramétrage local
x. De méme, si r < k, pour que f soit de classe ¥" dans un voisinage de p, il suffit que
fox: U — R soit de classe € pour un paramétrage local x de .% en p.

Exercice 1.8.3. Montrer que pour toute fonction f de classe " sur . et tout p € .,
il existe un voisinage ouvert V de p dans RY et une fonction F' de classe " de V dans R
tels que f soit la restriction de F'a YV N.7.

Montrer que l'on peut construire une telle fonction F' sur tout un voisinage de .
(utiliser des partitions de 1'unité).
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Remarque 1.8.4. Soit .¥ une sous-variété de dimension m et de classe €* de R et soit
n € N*. On peut étendre immédiatement les définitions de fonction différentiable en un
point p de .# ou de fonction de classe " sur . aux fonctions a valeurs dans R".

Définissons maintenant plus généralement les applications différentiables entre sous-
variétés. Soient .7 et . deux sous-variétés (respectivement de RM et R™2). Notons que
puisque . et . sont des espaces topologiques (les topologies étant induites des espaces
ambiants), on peut parler d’application continue de .%; dans .%5.

—~ Définition 1.8.5. X

Soit ¢ : A — . une application continue entre les sous-variétés (supposées de
classe au moins 6, (r > 1)) .7 et .% respectivement de RV et RV,
On dit que @ est de classe € (resp. différentiable en p € .#]) si quels que soient
les paramétrages

xlzul—n%, X22u2_>y2

de .7 et .7, l'application x;' o ¢ o x; définie sur x; ' (7! (x2(Us)) N x1(U1)) &

2
valeurs dans U, est de classe € (resp. différentiable en x;*(p)).

Exemple 1.8.6. Les paramétrages locaux d’une sous-variété de classe ¢ sont des appli-
cations de classes €.

Remarques 1.8.7.

1. La proposition 1.7.1 montre que ¢ est de classe €" si 'on peut trouver pour tout
p € ./ des paramétrages locaux x; et Xy respectivement de .77 en p et de %5 en
¢(p) tels que x; " 0 0 x; soit de classe " sur x7 ' (¢! (x2(Us)) N x1 (U1)).

2. On peut voir ¢ : .% — .% comme une application de .#; dans R, et parler en
tant que telle de sa différentiabilité en un point ou son caractere €” (cf. remarque
[.8.4). Nous laissons le lecteur vérifier ¢ : ./ — % est de classe " au sens de la
définition ci-dessus si et seulement si ¢ : . — R™2 est de classe 4" au sens de la
remarque 1.8.4).

3. On vérifie facilement que la composée de deux applications différentiables (resp.
de classe €") est une application différentiable (resp. de classe €).

4. Soit I un intervalle ouvert de R et soit o : I — .7 une courbe paramétrée de classe
€T tracée dans une sous-variété . (de classe au moins ¢") de R™. C’est donc
une application de classe €” de I dans R dont I'image est dans .#}, que I'on peut
aussi voir comme une application de classe €" de la sous-variété I dans la sous-
variété .77 au sens de la définition ci-dessus, d’apres le point 2. Soit ¢ : ./ — S
une application de classe €”. Le point 3 montre alors que f = poa: I — % est
de classe €.

1.8.2 Espace tangent

Intuitivement, il est naturel de définir I’espace tangent en un point p d’une sous-variété
% de RY comme l'espace des vecteurs tangents en p aux courbes tracées sur .¥ passant
par p. Il n’est pas clair que ceci forme un sous-espace vectoriel de RY, mais en utilisant
les paramétrages locaux de .¥, nous allons voir que tel est le cas.



I.8. CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES SOUS-VARIETES 21

~ Définition 1.8.8. ] X

Soit . une sous-variété de dimension m de RY. On dit que ¥ est un vecteur
tangent & .% en p s’il existe une courbe paramétrée v : I — RY de classe €7,
ou I est un intervalle ouvert contenant 0, dont la trace est contenue dans .7,
telle que a(0) = p et o/(0) = v.

On appelle espace tangent a . en p I'ensemble des vecteurs tangents a . en
.

L’espace tangent en un point ¢ d'un ouvert & de R™ est tout simplement I'espace
vectoriel ambiant R™. Faisons le lien grace aux paramétrages locaux.

,—[Proposition I.8.9.} \

Soit . une sous-variété de dimension m de R™. Soient p € L et x: U — &
un paramétrage local en p. Posons ¢ = x *(p). Alors I'espace tangent & . en
p s’identifie a I'image de R™ par I'application dx,. En particulier c’est un sous-
espace vectoriel de dimension m de RV,

Démonstration. Soit ¢ un vecteur tangent a . en p, c’est-a-dire qu’il existe une courbe
paramétrée o : I — RY de classe €' dont la trace est contenue dans .7, définie sur un
intervalle ouvert I contenant 0, telle que a(0) = p et o/(0) = ¥. Quitte & réduire I, on
peut supposer que la trace de a est dans x(U). La courbe 3 = x ' o, I — U est alors
de classe €, d’aprés remarque 1.8.7, point 4 et 'exemple 1.8.6.

Par définition de la différentielle, dx,(5'(0)) = v, ce qui montre que ¥ € dx,(R™).

Réciproquement, si ¥ = dx,(w) pour un certain @ € R™, on peut considérer la courbe

B:1—=U, t—iti+q

ou I est un intervalle ouvert contenant 0. Posons o = x o . On a par définition de la
différentielle v = /(0). Ceci montre que v est un vecteur tangent en p a .. O

~ Définition 1.8.10.] \

Soit . une sous-variété. On note 7, 'espace tangent a .¥ en un point p € .%.
C’est un sous-espace vectoriel de 'espace ambiant RY. On note 7, le sous-
espace tangent affine a . en p, c¢’est-a-dire le sous-espace affine passant par p et
parallele a 7).

De la discussion qui précede, on tire le résultat suivant qui est surtout pour nous le
prétexte a introduire des notations utiles.
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-l >

FIGURE .12 — Cone 22 + 4% — 22 =0

r—[Corollaire I.8.11.} \

Soient .7 une sous-variété de dimension m de RY, p un point de L et x: U — .
un paramétrage local de . en p. Notons u = (uq,...,u,) la variable d’une
fonction définie sur U C R™. Soit (e, ..., e,) la base canonique de R™. Posons

(I.8.1) Xy, (u) = dx,(e;) = — _ x(u+te;) = gz (u)

Alors pour tout u € U, (Xy, (1), ..., Xy, (1)) est une base de Ty ().

Exercice 1.8.12. Montrer que le cone C' = {(z,y, 2)| 2> + y*> — 2? = 0} dans R? n’est pas
une sous-variété de R3.

,—[Proposition I.8.13.] \

Si . = {(u, f(u))} est une sous-variété de R définie par le graphe d’une appli-
cation
f:UCR™ - RVN™

comme dans la section 1.3, alors 'espace tangent en p = (u, f(u)) est le graphe
de df,.
Si .7 est une sous-varié¢té de R™ définie par

 ={z e RY | F(z) =0},

ou 0 est valeur réguliere de F, alors pour tout p € .7, T,. = ker dF),.

Exercice 1.8.14. Démontrer la proposition.
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1.8.3 Différentielle d’une application différentiable

Grace a la notion d’espace tangent, nous allons définir la notion de différentielle d’'une
application entre sous-variétés. Soit ¢ : .7 — % une application continue entre les
sous-variétés .7 et .7 (respectivement de RM et R™2).

Définissons maintenant la différentielle de  en un point p € .#] ou elle est différentiable.
Soit ¥ un vecteur tangent a . en p. Par définition, 7 = o/(0) ot o : [ — .} est une
courbe paramétrée de classe €' d’un intervalle ouvert I contenant 0 dans .# telle que
a(0) = p. Considérons la courbe f = poa : I — %. Elle vérifie 3(0) = ¢(p) et son
vecteur tangent en ¢(p), 5'(0) est donc dans T,(,).%.

Reprenons maintenant des éléments de la démonstration de la proposition 1.8.9. Le
vecteur tangent v = /(0) s’écrit dx, (@), ou x : U — . est un paramétrage local en
p tel que x(q¢) = p et ceci pour un unique W € R™. Il est clair qu’avec ces notations,
B'(0) = d(pox),(w), ce qui montre que 5'(0) ne dépend pas du choix de la courbe «, mais
aussi que d(pox),(w) ne dépend pas du paramétrage choisi et que v — £'(0) = d(pox),(w)
est linéaire.

~ Définition 1.8.15.] .

Soit ¢ : . — % une application continue entre les sous-variétés .7, et .5 et p
un point de .#] ou elle est différentiable. Alors il existe une application linéaire

dgpp : prl — T<p(p)<5ﬂ2

caractérisée par I'une des propriétés suivantes :
1. si 0 € T, s’écrit ¥ = dx (W), ot x : U — .7} est un paramétrage local
en p tel que x(q) = p avec W € R™, alors dy, (V) = d(¢ o x),(W).
2. siv € T, s'écrit v = o/(0), ot a : [ — 7 est une courbe paramétrée de
classe ¢! d’un intervalle ouvert I contenant 0 dans .# telle que a(0) = p,
alors dp,(0) = f'(0) ou f=poa: I = F.
L’application linéaire dy, est appelée la différentielle de ¢ au point p.

Remarques 1.8.16. Placons nous dans le cas ou . = Rz

1. Si . est un ouvert de RV, on a pour tout p € ., T,.#; = RY et I'on retrouve la
définition usuelle de dy.

FIGURE 1.13 — Différentielle
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2. Si p est la restriction d’une fonction différentiable F' définie sur un voisinage ouvert
V de . dans R™, dp, est la restriction de dF), & T).#.

3.Six: U — S est un paramétrage local en p avec x(q) = p, 'application linéaire
do, : T,#t — RN est caractérisée par la propriété suivante

p(x(q+h)) = ¢(p) + dp,(dx,(h)) + o(h)

(comme fonction de h définie dans un voisinage approprié de 0 dans R™).

Les différentielles se composent de la maniere habituelle.

,—[Proposition I.8.17.} \

Soient .7, % et .5 des sous-variétés (respectivement de RM RN et RY3) et
supposons que les applications

3012<5ﬂ1—>5ﬂ2, 3021<5ﬂ2—>y3,

sont telles que ¢ est différentiable en p, et ¢, différentiable en ¢;(p). Alors
1 0 9 est différentiable en p, et

d(p2 0 p1)p = d(902>e01(1>) o d(p1)p.

\ J

Démonstration. Ceci résulte des formules habituelles du calcul différentiel et de la définition
[.8.15. Il

r—[Notations I.8.18.J \

Soient .7 et .% deux sous-variétés (respectivement de R™ et R™?). On note
€ (Wh,-%) lespace des applications de classe € d’'un ouvert Wy de . dans
S.

Exercice 1.8.19. Soit .¥ une sous-variété de RY de classe €.

1. Montrer que l'inclusion i : . — RY est de classe €.

2. Montrer que les applications constantes . — R™? sont de classe €°°.

3. Montrer que 'application identique Id gy : . — . est de classe €.

4. Soit V un ouvert de R contenant .. Montrer que la restriction & .7 d’une fonction
de classe € sur V est de classe €.

Exemple 1.8.20. Soit .¥ une sous-variété de RY de classe €. Soit P un hyperplan de
RY passant par le point py € R”, et soit a € RY un vecteur normal unitaire & P en p,
(c’est-a-dire (x — py,a) = 0 pour tout = € P et ||a|| = 1). La fonction hauteur

h: =R, pw(p—po,a)
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est de classe € car c’est la restriction d’une fonction ¢°° définie sur l'espace RY. Sa
différentielle en p € . est donnée par :

dhy: T, =R, v— (v,a).

Exemple 1.8.21. Soit . une sous-variété de R” de classe €. Soit py € RY. La fonction
distance au carré

f: S =R, pe{p—po,p—p0)=|lp—pol

est de classe € car c’est la restriction d’une fonction ¢ définie sur l'espace RY. Sa
différentielle en p € . est donnée par

dfy : T, = R, v+ 2(v,p—po).

Exemple 1.8.22. Soit . une sous-variété de RY de classe €. Soit py € RV \ .. La
fonction distance

[+ =R, p—|lp—Dpoll

est de classe € car c’est la restriction d’une fonction ¢’>° définie sur 'espace RY \ {po}.

Exercice 1.8.23. Calculer la différentielle en un point p € . de la fonction distance de
I’exemple précédent.

1.8.4 Difféomorphisme local. Inversion locale

Ayant défini les applications différentiables entre sous-variétés et leur différentielles,
on peut étendre certaines notions du calcul différentiel. Commencons par la notion de
difféomorphisme.

~ Définition 1.8.24. ] X

Soient .%; et .% deux sous-variétés (respectivement de RV et RM?) de classe au
moins € et soit

v S — S

une application de ., dans .%. On dit que ¢ est un €*-difféomorphisme si
c’est un homéomorphisme et si ¢ et p~! sont de classe €. On dit alors que .%;
et . sont ¢*-difféomorphes.

Un des problemes fondamentaux de la topologie différentielle est la classification des
variétés a difféomorphisme pres. Un résultat important de H.-Whitney (1936) nous dit que
toute variété différentiable abstraite de dimension m est difféomorphe a une sous-variété
de R*™_ de sorte le probleme se rameéne & celui de la classification des sous-variétés.
C’est d’ailleurs dans cet article de 1936 que la définition rigoureuse des variétés abstraites
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apparait pour la premiere fois, méme si des notions approximatives étaient utilisées depuis
Riemann, en particulier dans les travaux de H. Weyl et en relativité générale.

Voici quelques résultats de classification. Nous n’explicitons pas tous les termes em-
ployés.
Dimension 1. La seule variété compacte connexe de dimension 1 est le cercle St. Il

existe une seule autre sous-variété connexe de dimension 1 non compacte, R. (voir section
I1.4).

Dimension 2. La classification des variétés compactes connexes de dimension 2 est
donnée par la liste suivante : la spheére S?, le tore & g trous, g > 1, le plan projectif, le
plan projectif recollé avec un tore a g trous. Le cas non compact est plus compliqué, car
on peut avoir une infinité de trous, ainsi que des < pointes >.

Dimension 3. Le mathématicien G. Perelman a montré récemment que la seule variété
compacte de dimension 3 connexe et simplement connexe (c’est-a-dire que tout lacet y
est homotope & un lacet constant) est la sphere S3, résolvant ainsi la célebre conjecture
de Poincaré.

,—[Proposition I.8.25.] \

Soient . et . deux sous-variétés (respectivement de RN et R™2) et soit
w: A — S
un difféomorphisme. Alors pour tout p € .1,
oy 3 e == Tui)s
est un isomorphisme, d’inverse
A0 e+ Lo o2 — T

En particulier, les dimensions de .7] et .%5 sont les mémes.

Démonstration. C’est évident par la formule de composition des différentielles. O
,—[Théor‘eme 1.8.26 (Inversion locale).} \

Soient . et .% deux sous-variétés (respectivement de RV et R2) de classe au
moins €, soit p € .7, soit
p: A — S

une application de classe € telle que
dgop 5 prl — Tsp(p)yg

soit un isomorphisme linéaire. Alors il existe un voisinage ouvert V; de p dans
1 et un voisinage ouvert V, de p(p) dans . tel que p(V;) = Vs et la restriction
de ¢ a V; réalise un €*-difféomorphisme de V; sur V.
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Démonstration. Soient x; : U; — .77 et Xa : Uy — % des paramétrages locaux de .| en
p et de 7 en p(p) respectivement, tels que x3(U;) C ¢ 1 (x2(Us)). On peut appliquer le
théoreme d’inversion locale VIII.5.4 a

Xy topoxy: Uy — Us

et en déduire le résultat voulu. O

On en déduit le résultat suivant qui complete la proposition 1.3.3.

r—[Corollaire I.8.27.J \

Soit . une sous-variété de dimension m de RY et soit p € .%. Soit P le sous-
espace affine passant par p et parallele a 7,.. 1l existe un voisinage ouvert W
de p dans ., un voisinage ouvert } de p dans P, un sous-espace vectoriel H de
dimension N — m de RY et une fonction différentiable h : V — H tels que W
est le graphe de h.

\ J

Démonstration. Soit f : . — RY la projection orthogonale sur P. C’est clairement
une application différentiable de . dans P, car c’est la restriction d’une application
différentiable (et méme linéaire) de RY dans lui-méme. En particulier, on a

df, : T, = T,P =1T,%, v df,(v) =v.

Comme df, est 'identité de 7,.#, le théoreme des fonctions implicites s’applique, et il
existe un voisinage ouvert WW de p dans ., un voisinage ouvert V de p dans P tel que f
réalise un difféomorphisme de W sur V, d’inverse g : ¥V — W. On note 7 la projection
orthogonale sur H = (7, )* et 'on pose

h:V—H, h(u)=mr(g(u)).
Tout x € W s’écrit z = g(u), u € V et
r= f(z)+m(x) =u+7n(g(u)).

Ceci montre le résultat, étant entendu un léger abus de langage : on identifie RY & T, x H
par T, x H ~ T, & H = R". O]

Etendons maintenant les notions d’immersion et de submersion aux applications entre
sous-variétés.

~ Définition I1.8.28.] X

Soient . et % deux sous-variétés (respectivement de R™ et RN?) et ¢ : . —
% une application de classe €*. On dit que ¢ est une immersion (resp. une
submersion) au point p € .7} si sa différentielle

dgop : prl — T<p(p)¢72

est injective (resp. surjective). On dit que ¢ est une immersion (resp. une sub-
mersion) si ¢’est une immersion (resp. une submersion) en tout point p € 4.
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,—[Proposition I.8.29.} .

Soient .7 et . deux sous-variétés (respectivement de RNt et RM2), o : A — 7
une application de classe €*.
1. Supposons que ¢ soit une submersion en p € .%;. Alors il existe un voisi-
nage W de p dans .#; tel que Wy N~ ({¢(p)}) soit une sous-variété de
RM incluse dans .7;.
2. Supposons que ¢ soit une immersion en p € .%;. Alors il existe un voisinage
Wi de p dans .7 tel que ¢(W)) soit une sous-variété de R™2_ incluse dans

.

Démonstration. Pour le premier point, on peut, grace a la proposition 1.5.1, supposer que
Sy = (R™ x{0})NVsy, Vy ouvert de RM2, et utiliser alors le point 1 de la proposition 1.4.1.
Pour le second point, on suppose cette fois que .77 = (R™ x {0}) N Vy, V; ouvert de R,
et on utilise 'exemple 1.2.9. O

1.8.5 Points critiques. Maxima et minima locaux

Les résultats suivants du calcul différentiel sur les sous-variétés découlent aisément
de leur analogues en calcul différentiel ordinaire (sur des ouverts de R™) en utilisant des
paramétrages locaux.

—~ Théoréme 1.8.30. } .

Soient .7 et %% deux sous-variétés (respectivement de R™ et RNQ) avec .Y
connexe, et soit

f A — S
une application différentiable telle que df, = 0 pour tout p € .#;. Alors f est
constante.
r—[Théoréme I.8.31.} |

Soit . une sous-variété de dimension m de R et soit f : . — R une fonction
différentiable de . a valeurs réelles. Si p est un extrémum local de f, alors
df, = 0 sur 7,,.7.

On introduit donc pour les fonctions différentiables définies sur des sous-variétés la
notion de point critique, comme en calcul différentiel usuel.
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~ Définition 1.8.32.] X

Soient . et . deux sous-variétés (respectivement de RN et R™?), et soit
p: A — S
une application différentiable. Si, en un point p € .7, la différentielle
dop : Tyt — Typ)2

n’est pas surjective, on dit que p est un point critique de .

Dans le cas d’une fonction différentiable f : . — R d’une sous-variété . de
RY, remarquons que p € . est un point critique de f si et seulement si df,
s’annule.

On définit de méme comme dans la définition [.1.3 les points réguliers, valeurs
critiques et valeurs régulieres.

Exemple 1.8.33. Dans le contexte ci-dessus, supposons que f soit la restriction a %
d'une fonction différentiable g définie sur un ouvert & de RY contenant .#. Alors p € .%¥
est un point critique de f si et seulement si dg,(7,.) = 0, autrement dit 7, C ker dg,.

Exemple 1.8.34. Si x : U — . est un paramétrage local de . en p, p est un point
critique de f si et seulement si d(f ox), =0, ot ¢ = x*(p).

,—[Proposition I.8.35.} \

Soit F : ¥V — RY~™ une application différentiable définie sur un ouvert V de
RY dont 0 est valeur réguliere et soit .7 la sous-variété de dimension m de RY
définie par

S ={x eV | F(x)=0}.

Soit g : ¥V — R une fonction différentiable définie sur V et soit f la restriction
de g & .. Posons F(z) = (Fi(x),..., FN_m(x)). Alors un point p € . est point
critique de f, c’est-a-dire df,, = 0, si et seulement s’il existe des réels w1, ..., wn_p,
tels que

dgp = W d(Fl)p + ...+ wN_md(FN_m)p.

Les composantes du vecteur w = (wy,...,wy_p,) s’appellent les multiplica-
teurs de Lagrange.

Démonstration. L’espace tangent & .% en p est ker dF}, (Proposition 1.8.13). Le point p
est donc un point critique de f si et seulement si

ker dF, C kerdg,,

autrement dit si la forme linéaire dg, s’annule sur ker dF,. Mais remarquons que si
F(z) = (Fi(x),...,Fn—m(x)), alors kerdF, est lintersection des noyaux des formes
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linéaires d(F}),, . .., d(Fn—m)p- Un résultat standard d’algebre linéaire (a faire absolument
en exercice) nous dit que dg, s’annule sur 'intersection des ker d(F;), si et seulement si
dg, est combinaison linéaire des d(F}),, i.e. 8l existe des réels wy, ..., wn_p, tels que

dgp = W1 d(Fl)p + ...+ wamd<Fme)p-
O]

Exercice 1.8.36 (Diagonalisation des matrices symétriques). Soit A un endomorphisme
symétrique de l'espace euclidien RY, c’est-a-dire vérifiant

(Av,w) = (v, Aw), (v,w € RY).

Counsidérons la fonction
f: SV SR, v (Av,v).

Montrer que v est un point critique de f si et seulement si Av = f(v)v. En déduire que A

admet un vecteur propre. Montrer que A est diagonalisable dans une base orthonormale
de RV,

Exercice 1.8.37. Reprenons I'exemple 1.8.21. Soient . une hypersurface de RV de classe
€%, po € RN et

f: =R, p=(p—po,p—po) = |lp—poll*
On suppose . compacte. Montrer qu’il existe une droite normale a . passant par pg
(c’est-a-dire qu'il existe un point p de . tel que p — py est orthogonal a 7,.%).

Montrer que si toute les droites normales a la surface . se rencontrent en un point
Do, alors . est contenue dans une sphere.

1.8.6 Hessienne

Soient .7 et . deux sous-variétés (respectivement de R et ]RNQ) et
f 7 1 — 8% 2

une application de .} dans .%. On suppose ., .% et f de classe au moins €2. On ne peut
pas en général définir une notion de différentielle seconde de f. En effet, la différentielle
premiere en un point p est une application linéaire de 7,7 dans T),.%. Comme T,.7
dépend de p, on ne peut définir df comme une application de . dans un espace vectoriel
fixe, et donc définir sa différentielle.

Six: U — . est un paramétrage local de . en p, fox : U — RN admet une
différentielle seconde en g = x~1(p)

g d(d(fox)),, U LR™ LER™RY™))~LER™ R™RY).

On pourrait étre tenté d’utiliser ce fait pour définir malgré tout une différentielle seconde a
f en p. Cet espoir est ruiné par le fait qu'une telle définition ne saurait étre indépendante
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du paramétrage local choisi. En effet, si h : Uy — U est un difféomorphisme entre un
autre ouvert U; de R™ et U, le paramétrage local

Xy =xoh:U — %

donne :

d(foxy)g =d(foxoh)y =d(foxX)nw odhg, (g1 €U).
Ainsi ¢; — d(f 0x1),, est obtenu comme composition de

a1 = (d(f 0 X)n(g)> dhg,), U — LR™R™M) x LR™;R™)
et de l'application naturelle de composition (bilinéaire)

LR™RY) x L(R™;R™) = LR™;R™?).

Ceci donne avec p = x1(q1) :

(1.8.2) d(d(f 0 x1))g = d(f 0X)q 0 (d(dh))q, + (d(d(f 0%)))g(dhy,, dhq,)-

Cette équation s’interprete ainsi : le membre de gauche est une application bilinéaire de
R™xR™ dans R™2. Le premier terme du membre de droite est la composée de (d(dh)),, qui
est une application bilinéaire de R™ x R™ dans R™ et de d(f ox), qui est une application
lindaire de R™ dans R™2. Le second terme du membre de droite est la composée de
(dhyg, , dhg, ), une application linéaire de R™ x R™ dans lui-méme et de (d(d(f 0x))),, une
application bilinéaire de R™ x R™ dans R™2.

En revanche, si df, s’annule, on a d(f o x), = df, o dx, = 0, et donc

d(d(f o x1))q = d(f ox)q 0 (d(dh))g, + (d(d(f ©x)))g(dhg,, dhq,)
(1.8.3) = (d(d(f o x)))q(dhq, , dhq,).

Ceci permet de définir pour tout v,w € 71,7,
(18.4) & fp(v, w) = d(df )p(v, w) = (d(d(f 0 x)))g(d(x1)p(v), d(x"),(w)).

La formule (1.8.3) montre que cette définition est indépendante du paramétrage, car
(d(d(f 0%1)))qy (d(x1™)p(v), A7) p(w))
= (d(d(f 0x)))q(dhy,, dhg, ) (d(h™" o x71)y(v), d(h™ 0 x 1)y (w))
= (d(d(f 0 x)))g(d(x™)p(v), d(x1)p(w)).

Soit .7 une sous-variété de RV et f : . — R une fonction de classe €2 sur .7.
Comme nous venons de le voir, on ne peut en général pas définir de différentielle seconde
de f en un point p de ., sauf dans le cas ol p est un point critique de f.

—~ Définition 1.8.38.]

Supposons que p est un point critique de la fonction f : . — R de classe €
Posons alors, quels que soient v, w € T,,.%,

&’ fo(v,w) = d(df ), (v, w) = (d(d(f 0 x))),(dx, " (v), dx;, " (w))

ou x est un paramétrage local de . en p. On a montré que cette définition est
indépendante du paramétrage choisi.
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Il découle des propriétés des différentielles secondes en calcul différentiel ordinaire que
d? f, est une forme bilinéaire symétrique sur 7,.%. On appelle cette forme la hessienne de
f au point critique p. D’autre part, si la fonction f admet un maximum (resp. minimum)
local en p, alors d*f, est négative (resp. positive) et réciproquement, si d*f, est définie
négative (resp. définie positive), alors f admet un maximum (resp. minimum) local isolé
en p.

Exercice 1.8.39. Soient f : ., — .% une application de classe €2 entre deux sous-
variétés .7 et ., p un point de .7 ou la différentielle de f s’annule et d”f, la hessienne
de f en p. Montrer que si a : I — .%} est une courbe de classe € tracée sur .#; telle que
a(0) =pet o/(0) =v € 1,7, alors

2

21 (v,0) = %“20 [Flan)].

Exercice 1.8.40 (Lemme de Morse). Soient . une sous-variété de dimension m de
RY, f: . — R une fonction de classe € sur . et p un point critique de f. On suppose
que la hessienne de f en p est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur 7,,.7,
de signature (p, q) (on a donc p+ g =m).

Le but de I'exercice est de montrer qu’il existe un paramétrage local x : U — . de
< en p tel que

f(X(Q)):f(Q)‘FZU?—.Z ui, (g =(ur,. . um) €U).

On note Sym,,, l'espace vectoriel des matrices symétriques m x m.

1. Montrer que 'on peut se ramener au cas ou .¥ est un ouvert V de R™, p = 0,

, , . Yo 1
f(0) =0 et d*f, est représentée par la matrice symétrique A = ( 6’ _O] ) . On se
q
place dans ce cas dans la suite.
2. Montrer qu'il existe une application B : V — Sym,,, ¢ — B(q) = (b;;(¢)):; de

classe € telle que pour tout ¢ = (uy,...,uy) €V,

m
Fla) =D bila) wiuy.
ij=1
3. Soit A = Diag(ay, ..., a,) une matrice diagonale de coefficients diagonaux a; = £1.
Montrer qu’il existe un voisinage W de A dans Sym,, et une application de classe

cgoo
p: W — GL(m,R)

telle que p(A) = I, et si p(B) = @, alors B ='QAQ.

Indication : on pourra raisonner par récurrence sur le dimension m et supposer
le résultat vrai au rang m — 1. Si B = (b;;);; € Sym,, est proche de A, poser

1 - b
b11 b11

0 1

1
o1 ’
\/Tb11| .
0
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aiy 0O ... 0
0
et vérifier que “T'BT est de la forme | . B, ,ou By € Sym,, , est proche
0
de A; = Diag(as, ..., anm).
4. On pose p : ¥V — R™, ¢+ p(B(q))"'(q) ol p est définie au 3 et B au 2. Montrer
que f(q) ="'p(q)Ap(q) et que dpy = Idgm. Conclure.

1.8.7 Théoréeme de Sard

Nous énongons dans cette section une version du théoreme de Sard pour les sous-
variétés. Nous commencons par définir les parties de mesures nulles sur les sous-variétés,
la notion étant supposée connue sur R™ muni de la mesure de Lebesgue (cf. [7]).

~ Définition 1.8.41.] X

Soit . une sous-variété de dimension m de RY. On dit qu'une partie A de .¥
est de mesure nulle si pour tout paramétrage x : U — ., I'ensemble x1(A)
est de mesure de Lebesgue nulle dans R™.

La proposition suivante résume quelques propriétés immédiates des parties de mesures
nulles d’une sous-variété.

,—[Proposition I.8.42.} \

Soit . une sous-variété de dimension m de RY et soit A une partie de .#. Alors :
A. La partie A est de mesure nulle s’il existe une famille de paramétrages
xj: U; — 7, i € I dont les images recouvrent . et telle que x; ' (A) est
de mesure nulle pour tout i € I.
B. Si A est de mesure nulle, son intérieur est vide.
C. Si A est réunion dénombrable de parties de . de mesure nulle, alors A
est de mesure nulle.

Rappellons, concernant la propriété A, que de tout recouvrement d’une sous-variété
par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable (car une sous-variété
est o-compacte, cf. Section 1.6.2).

Voici la version du théoreme de Sard qui nous sera utile dans la suite. Le théoreme
de Sard montre qu'une application de classe €' possede peu de valeurs critiques, ou
autrement dit, beaucoup de valeurs régulieres.
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,—(Théoréme 1.8.43 (Théoreme de Sard).} \

Soient . et % deux sous-variétés (respectivement de RM et R™?) de méme
dimension m, et soit

fit S — S,

une famille dénombrable d’applications de classe € de ., dans .. Alors l’en-
semble des valeurs critiques de la famille (f;);c; (I’ensemble des points de 7%
qui sont valeur critique d’au moins une des f;) est de mesure nulle dans .%5. En
conséquence, I’ensemble des valeurs régulieres des f; est partout dense dans .%%.

Démonstration. Grace aux proprié¢tés des ensembles de mesure nulle sur les sous-variétés
énoncées dans la proposition ci-dessus, on voit qu’il suffit de démontrer le théoreme dans
le cas d'une application f: U — R™ ou U est un ouvert de R™.

~ Lemme 1.8.44. | \

Soient U un ouvert de R™ et f € € (U, R"). Pour tout compact convexe K C U,
il existe une fonction g de R, dans R, de limite nulle en 0" telle que quels que
soient =,y € K,

1f(x) = f(y) = dfy(z = y)Il < gllz = yl]) [z = vl].

Démonstration. On a

17@) = ) = dta =l =11 | (G150 + 1o = 9] = o =) @t

1 1
) / (0f,ritomy (@ — ) — dfy (& — ) ]| < / 1fyst0) @ — ) — dfy( — )| dt
Or (z,y,t) = ||dfyst@—y) — dfy|| est bornée sur K x K x [0;1]. Posons

9(s) = sup {||dfy ey — dfyll; (2,9.8) € K x K x [0;1], |lz —yl| < s},

avec la convention que sup ) = 0. On en déduit

1f () = () = dfy(z = )] < g(llx = yl]) [z = yll.

De la continuité uniforme de df sur le compact K, il résulte que ¢ tend vers 0 en 0F.
Remarquons au passage que la fonction g est croissante. O

Démonstration du théoréme. [’ouvert U est réunion dénombrable de cubes compacts.
En effet R™ admet un ensemble de points dénombrable dense, par exemple les points a
coordonnées rationnelles. Il en est donc de méme de Y. Soit {z;; ¢ € I} un tel ensemble.
Comme U est ouvert, pour tout i € I, il existe un cube centré en x; dont les cotés
sont paralleles aux axes de coordonnées, contenu dans U, et U est réunion de ces cubes.
Comme une union dénombrable d’ensemble de mesure nulle est nulle, il suffit de démontrer
le théoreme en remplacant U par un cube. A translation et homothétie pres sur la variable,
on peut supposer qu’il s’agit du cube unité K = [0;1]™.
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Rappelons qu’'un sous-ensemble A de R"™ est de mesure nulle si pour € > 0, on peut le
recouvrir par une union dénombrable de parallélépipedes dont la somme des volumes est
inférieure a e. Nous allons utiliser ce critere pour montrer que f(A) est de mesure nulle,
ou A = {a € K point critique de f}. Soit M = sup,ck||df||- D’apres le théoreme des
accroissements finis, quel que soient x € K et a € A, on a

(1.8.5) 1f(z) = fla)]| < M [|z — al|.

De plus df, est de rang au plus m — 1 puisque a est un point critique. Soit F;, un hyperplan
affine contenant f(a) + Im (df,). Pour tout = € K, la distance de f(z) a F, vérifie

d(f(x), Fa) < [|f(x) = (f(a) + dfalz = a))]],

puis en appliquant le lemme
(L8.6) d(f(z), Fo) < g(l[z —al]) [z —al|.

Supposons que z € KNB(a,n). On a donc d’apres (1.8.5) et (1.8.6), comme g est croissante,

1f(z) = fla)l| < Mn,  d(f(z), Fa) < g(n)n.

On voit donc que f(z) est dans U'intersection de la boule de centre f(a) et de rayon Mn
et de I'épaississement de I'hyperplan F,, de demi-épaisseur g(n)n. Cette intersection est
contenue dans un parallélépipede, produit d'un cube de F, de rayon 2Mn et d'un intervalle
de longueur 2¢g(n)n. Finalement, on peut conclure que

(1.8.7) Vol(f(B(a,n) NK)) < 2™g(n)n™M™ .

Subdivisons le cube K = [0;1]™ en d™ cubes de coté . Si un tel cube C contient un

point critique a, ce cube est dans la boule B(a, ‘/TH), donc d’apres (1.8.7)

Vol(f(C)) <2™g (@) (@)m M™t

Comme il y a au plus d™ cubes contenant un point critique, on a recouvert f(A) par des
parallélépipedes dont la somme des volumes est inférieure a

() () ()

Comme la limite de cette quantité lorsque d tend vers +oo est nulle, on conclut que f(A)
est de mesure nulle. O

r—[Corollaire I.8.45.} \

L’ensemble des valeurs régulieres d'une famille (f;);c; d’applications de classe €
entre deux sous-variétés . et %5 de méme dimension est dense dans .%. En
particulier, il existe toujours des valeurs régulieres.
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Remarque 1.8.46. Le théoreme de Sard est valide pour des sous-variétés de dimensions
différentes. Il est facile dans le cas dim .} < dim.%, en fait dans ce cas f(.#]) est de
mesure nulle. Le cas dim.] > dim . est assez technique, voir par exemple [3]. Le cas
d’égale dimension est le seul dont nous aurons a faire usage.

Exercice 1.8.47. (Fonctions de Morse)

Soit f : U — R une fonction de classe ¢’ sur un ouvert & de R™. On dit que f est une
fonction de Morse si la hessienne en tout ses points critiques est non dégénérée. Montrer
que pour presque tout a € R”, la fonction

fo: U —R, z — f(z) + (a,x)
est une fonction de Morse.

I.9 Champs de vecteurs sur les sous-variétés

1.9.1 Champ de vecteurs sur un ouvert de RV

~ Définition 1.9.1.} .

Un champ de vecteurs sur un ouvert & de R" est une application
X:U—-RY

On note 2 (U) l'espace des champs de vecteurs de classe € sur U.

Soit U un ouvert de RY. Fixons un vecteur X € RY. Pour toute fonction f €
¢ (U,R), et pour tout p € U, par définition de la différentielle de f en p,

af, (X) = lim flo+tX) = f(p)

t—0 t

Si X : U — R" est un champ de vecteurs €, notons (X - f)(p), le scalaire df,(X(p)).
Ceci définit X - f : p — (X - f)(p) comme une fonction de classe € sur U. Selon ce
point de vue, un champ de vecteurs ¢ est un objet qui agit sur les fonctions €*°, en
transformant une telle fonction en une autre fonction ¢*°. Cette transformation possede
certaines propriétés qui généralisent celles de la transformation f — f’ des fonctions €
de la variable réelle.

—~ Définition 1.9.2.} .

Soit A une R-algebre. Une dérivation de A est une application D : A — A,
R-linéaire, vérifiant quels que soient a,b € A,

D(ab) = D(a)b+ aD(b).

On note Der(.A) 'ensemble des dérivations de A.
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r—[Lemme I.9.3.]

L’espace des dérivations Der(A) d'une R-algebre A est un espace vectoriel, et
quelles que soient Dy, Dy € Der(A), [Dy, Ds] = D10 Dy — Dy o Dy est encore une
dérivation de A.

\.

Démonstration. Il s’agit de simples vérifications laissées au lecteur. n

,—[Proposition I.9.4.}

Soit X : U — RY un champ de vecteurs de classe € sur un ouvert & de RV,
L’application € (U,R) — € U,R), f +— X - f est une dérivation de 1'algebre
¢>(U,R), c’est-a~dire que c’est une application R-linéaire qui vérifie I’identité
de Leibniz :

X -(fo)=X-flg+f(X-9), (f,gec@U,R)).

\ J

Démonstration. Ceci découle de la linéarité de la dérivée et de la regle de Leibniz sur la
dérivée d'un produit. O

Remarque 1.9.5. Notons (ey,...,e,) la base canonique de RY. Un champ de vecteurs
de classe € sur un ouvert U de RY s’écrit
N

p—=X(p)=> ap)e

i=1
ou les a; sont des fonctions € sur Y. On a alors pour toute fonction f € €°(U,R), et
pour tout p = (z1,...,zx5) €U,

(D) =Y i) S0,

On note donc aussi
Yoo
X = a; —.
; ! 0:151

Nous allons maintenant montrer une réciproque a la proposition. Notons Der(i/) I'es-
pace des dérivations de 1'algebre (U, R). Nous allons avoir besoin a plusieurs reprises
du résultat technique mais évident suivant (voir [5], 1.4 ) :

r—[Lemme I.9.6.]

Soient 0 < r; < 79 des réels, et soient & un ouvert de RV et u un point de U.
Supposons que B(u, ) C U. Alors il existe une fonction de classe €

o: U =R

telle que ¢ =1 sur B(u,m) et ¢ =0 sur U \ B(u,r3).
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Nous pouvons grace a ceci démontrer des proprié¢tés importantes des dérivations de
I'algebre € (U, R).

,—[Proposition I.9.7.} \

Soient U un ouvert de RY et D une dérivation de 'algebre €°° (U, R).
1. Si f est une fonction constante sur U, on a D(f) = 0.

2. Soit Uy C U un ouvert contenu dans U. Si f et g sont deux fonctions de
¢>°(U,R) qui sont égales sur Uy, alors D(f) = D(g) sur U.

3. Pour tout i = 1,..., N, notons p; la projection de R sur la i-eme coor-
donnée :
pi: RY SR, u=(up,...,uy) — u.

Soit u® € U. Posons pd(u) = pi(u — u®). On a alors, pour toute f €
¢~ U,R),

N of

D(f)(u®) =Y D) (u") 5 @):
i=1 !

Démonstration. Pour démontrer 1, par linéarité, il suffit de démontrer que D(f) = 0
lorsque f est la fonction constante égale a 1. Or a on pour celle-ci, d’apres les propriétés
d’une dérivation,

D(f) = D(f*) =2D(f).

Pour démontrer 2, il suffit de montrer que si f = 0 sur U, alors D(f) = 0 sur U;. Soit
u € Uy. Soient 0 < 11 < ry des réels tels que B(u,rs) C U, et soit ¢ une fonction comme
dans le lemme précédent. On a alors fo =0 sur U, d’ou

0= D(fp)(u) = Df(u)p(u) + f(u)(De)(u) = Df(u).

Démontrons maintenant 3. Posons u = (uy, ..., uy), u® = (uf,...,u%). Ecrivons
flur,...,uy) = flug,...,un) — fug, ..., u%)
+ f(ulu s 7uN717u9V) - f(ub s 7ufl)\[717u9\7)
+f<u1au(2)7‘-'7u(]]\l)_f(u(l)vuga"'7u9\f)
+ fu),uy, . uy)
N 1 P
:f< ?7“877”9\7)_'_2/0 Ef(ula7uzflatul+<1_t>u?7u?+l77u(])V) dt.
i=1
Or
1o
L2ttt (1 0 o)
0

1

9,

= (ul o 'LL?)/ ou f(uh ces Ui, tu + (1 - t)“??“?—l—l? s 7“9\7) dt
0 %
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Posons F; : U — R,

o
u=(Up,...,un) /0 auf(ul,...,ui_l,tui + (1= t)ud,uf, ... uly) dt
(2
0 f o 0,0 ,0 0
Remarquons que F;(u") = 5 (Uq, .o Uiy, Uy Uiy, - -, upy). On a donc finalement
U

N
flur, . uy) = fudud, ... uly) + Z(ul — ud)Fi(uy, . .. uy)
i=1

N
= f(ud,ul, ... ul) + Zp?(ul, cooun)Fi(ug, . ouy)
i=1

et

N
=> (D)) (uf, . ud) Fiuf, . uly) + pf(uf, . ufy) DFy(ul, .. u})

=1
:Z(Dp?)(u(l)v .- u?\f)a_u(u(l)7 < 7u?fl7u?7u?+17 cee 7u(])\f) L
i=1 v

Corollaire I.9.8.J

Toute dérivation de 'algebre € (U, R) est de la forme f+— X - f, ou X est un
champ de vecteurs ¢ sur U.

1.9.2 Champs de vecteurs sur les sous-variétés

Nous pouvons maintenant généraliser ces concepts a toute sous-variété .7 .

~ Définition 1.9.9. ] .

Soit . une sous-variété de RY. Un champ de vecteurs tangents sur un
ouvert W de . est une application X : W — R¥ telle qu’en tout point p de
W, X(p) € T,..

On note Z» (W) l'espace des champs de vecteurs tangents de classe € sur W.
Si X e ZyW)et fe€°(W,R), onnote fX € Z»(W) le champ de vecteurs
donné par p — (fX)(p) = f(p)X(p).

On note Der(W) l'espace des dérivations de € (W, R).

J

Soient W un ouvert de .#, p un point de W et X € Z»(W). Pour toute fonction
fe € U,R), on pose (X - f)(p) = df,(X(p)). On obtient immédiatement ’analogue de
la proposition 1.9.4.
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Proposition I.9.10.}

Soit X € Z»(W). L'application €°(W,R) = €*(W,R), f — X - f est une
dérivation de l'algebre € (W, R).

De méme, on établit une réciproque qui est ’analogue du lemme 1.9.7 et de son corol-
laire.

,—[Proposition I.9.11.] \

Soient W un ouvert d’une sous-variété .# de RY, et soit D une dérivation de
l'algebre € (W, R).
1. Si f est une fonction constante sur W, on a D(f) = 0.
2. Soit W; un ouvert contenu dans W. Si f et g sont deux fonctions de
%> (W, R) qui sont égales sur Wy, alors D(f) = D(g) sur W;.
3. Toute dérivation de l'algebre €>° (W, R) est de la forme f+— X - f, ou X
est un champ de vecteurs ¢ sur W.

Démonstration. Le premier point se démontre comme dans le lemme 1.9.7. Le second point
s’adapte facilement aussi. En effet, soit p € W, et soit x : U — . un paramétrage local
de . en p tel que x(U) C W. Soit ¢ = x(p) € U. Choisissons 0 < r; < ry < r3 des réels
tels que B(q,13) C U. Soit ¢ une fonction sur U comme dans le lemme 1.9.6. La fonction
1 = pox ! est définie sur Pouvert x(U). Comme ; est nulle en dehors de x(B(q,72)),
on la prolonge par 0 sur W\ x(U). La fonction encore notée ¢, ainsi obtenue est de classe
%> sur W. On utilise alors cette fonction comme dans dans la démonstration du point 2
du lemme 1.9.7 pour montrer le résultat voulu.

Montrons le dernier point. Remarquons tout d’abord que la propriété 2 permet de
définir la restriction d’une dérivation D € Der(W) a un certains ouverts W, C W. En
effet, soit f € €°>°(W;,R). Nous voulons définir une fonction Dy f sur Wi, de sorte que
f +— Dy f soit une dérivation. Soit p un point de W;. Comme ci-dessus, on construit des
voisinages ouverts

Ws C Wy C W,

de p et une fonction ¢; de classe € sur W, identiquement égale a 1 sur Wj et nulle en
dehors de W;. La fonction f¢, définie sur W, coincide donc avec f sur Ws, et est nulle en
dehors de W,. On peut donc la prolonger par 0 en une fonction € sur VW, notée encore
fe1. On pose alors

Dif(x) = D(feu)(x), (v € Ws).

La propriété 2 montre que D, f ainsi définie ne dépend pas du choix de ;. Il est clair que
D est une dérivation de €>° (W, R), que l'on est a bon droit d’appeler la restriction de
D aWw;.

Soit p € W, et soit x : U — % un paramétrage local de . en p tel que x(U) C W.
On vérifie facilement que 'on a une bijection D — D entre Der(U) et Der(x(U)), donnée
par

Df =(D(fox))ox!, (f€¢™(xU)R)),
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son inverse étant D — D donnée par
Df =(D(fox™"))ox, (f€ &> U,R)).

Soit D une dérivation de l'algebre ¢>°(x(U),R) et soit D € Der(U) la dérivation de
%> (U,R) obtenue comme ci-dessus. D’apres le point 3 du lemme 1.9.7, il existe un champ
de vecteurs X € 2 (U) tel que Dg = X - g pour toute g € €°°(U,R). Soit Y € Lo (x(U))
le champ de vecteurs tangents défini par

Y (z) = dxx-1n X (x~ ' (2)), (x € x(U)).
On a alors pour toute f € €°°(x(U),R), pour tout x € x(U),

(V- () = dfa(Y (2)) = dfu (A1) X (<7 ()
— d(f 0 X)x 100y (X(x () = D(f 0 x)(x ()
— D(f)(x).

Revenons a la démonstration du point 3. Soit D € Der(W). S'il existe un recouvrement
W = J, W; de W par des ouverts W, tels que la restriction D; de D a W; soit donnée par
un champ de vecteurs tangents X; € 2 (W), il est facile de voir que les X; coincident
sur les intersections des ouverts W; (utiliser la forme locale sur un paramétrage donnée
par ce qui précede et le point 3 du lemme 1.9.7). En conséquence, il existe un champ de
vecteurs tangents X sur W dont la restriction a W, est X;. Enfin, on a alors Df = X - f
pour toute f € €>°(W,R). Un tel recouvrement existe, puisque ce qui précede montre
qu’il suffit de prendre un recouvrement de VW par des paramétrages locaux. O

1.9.3 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Soit . une sous-variété de RY et soient X,Y € 2 (W) deux champs de vecteurs
tangents sur un ouvert W de .. Nous avons vu que X et Y définissent des dérivations de
¢ (W,R). D’apres le lemme 1.9.3, f — X - (Y- f) =Y - (X - f) est encore une dérivation
de €°(W,R). D’apres la proposition 1.9.11, il existe un champ de vecteurs tangents sur
W qui donne cette dérivation. On le note [X, Y]. L’opération

ZyW) x Zy(W) = Zo(W), (X,Y) = [X,Y]

s’appelle crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y.

Exercice 1.9.12. Soient &/ un ouvert de RY et soient
N
0 0
X = i —, Y = b, —

des champs de vecteurs € sur U (les a;, b; sont donc des fonctions de classe €>° de U

dans R). Calculer [X, Y] dans la base des

8ui ’
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,—[Proposition 1.9.13 (Identité de Jacobi).} \

Soient .# une sous-variété de RY et soient X,Y,Z € 2 (W) trois champs de
vecteurs tangents sur un ouvert W de .. On a alors

[[Xv Y],Z] + HYa Z]7X] + HZvX]>Y] = 0.

\ J

Démonstration. Ceci découle directement de la définition du crochet. .

~ Définition 1.9.14. ] .

Soient .7 et % des sous-variétés, et soit f : . — % un difféomorphisme entre
S et . Soit X un champ de vecteurs tangents a .%;. On définit le champ de
vecteurs tangents f,.X a % par

(£ X)(f(p) = dfp(X(p)), (p € ).

Si @ € €°°(-#,R), on a pour tout p € .7,
(i X) - ) (f(p)) = dps) (fX)(f(p) = deosy (dfp(X(p))) = (X - (w0 [))(p).

r—[Théor‘eme I.9.15.} |

Soient . et % des sous-variétés, et soit f : . — S un difféomorphisme.
Soient X, Y des champs de vecteurs tangents sur .#.

FXY]) = [£X, Y]

\. J

Démonstration. On a pour toute fonction ¢ € €*°(.#,,R), et pour tout p € .7,
(X, Y])-9) (f(p) = ([X, Y] (0o f)) (p) = X- (Y- ((wo /)))p) =Y - (X-((¢of))p)
= fX (LY o) (f(p) — £Y - (LX) (f(p) = ([£X, £Y]- ) (f(p))-

O

r—[Corollaire I.9.16.} \

Soit .7 une sous-variété de dimension m de RY et soit x : U — . un pa-

ramétrage local de .. Les champs de vecteurs x,, o x ', i = 1,...,m, sur

x(U) C . vérifient

1

[Xy, 0 X~ ,Xujoxfl] =0, (i,7=1,...m).




1.10. EQUATIONS DIFFERENTIELLES SUR LES SOUS-VARIETES 43

0

Démonstration. D’apres le théoreme, il suffit de voir que [8—, 0_] = 0, quels que soient
u; Ou;
R %
1,7 =1,...,m. Mais ceci est tout simplement le lemme de Schwarz, i.e. = :
8ui8uj aujﬁul
O

I.10 Equations différentielles sur les sous-variétés

Nous allons maintenant développer une théorie des équations différentielles sur les
sous-variétés. Cette théorie donne des énoncés de nature locale, ou globale. Les premiers
se ramenent (via les paramétrages locaux) a la théorie des équations différentielles sur
les ouverts de R rappelés dans la section VIIIL.6. Les seconds s’en déduisent de la méme
maniere que pour les équations différentielles sur les ouverts de RY. Nous ne donnons
donc pas de démonstration, laissant ce travail de vérification au lecteur, qui est invité
a lire ce qui suit parallelement a la section VIII.6. Le seul résultat nouveau, propre aux
sous-variétés, est le théoreme 1.10.12.

1.10.1 Courbes intégrales et flot d’'un champ de vecteurs tan-
gents

~ Définition 1.10.1.] X

Soient . une sous-variété de RY et soit X un champ de vecteurs tangents sur
. On appelle courbe intégrale de classe €7, du champ de vecteurs X une
courbe paramétrée o : J — . de classe € définie sur un intervalle ouvert J de
R contenant 0, telle que pour tout t € J, o/(t) = X («(t)). Cette courbe intégrale
est dite de condition initiale zq € . si «(0) = xy.

Un flot local en 2y de X est la donnée d’'un voisinage ouvert U de zy dans .7,
d’un intervalle ouvert J de R contenant 0 et d'une application

F:JxU—
tels que pour tout x € U, la courbe paramétrée
a,: J— S, t— F(tx)

soit une courbe intégrale de X de condition initiale x.

Remarque 1.10.2. L’intervalle de définition J de la courbe intégrale «, est indépendant
dex elU.

Enongons ’analogue du théoreme VIII.6.4 et de son corollaire VIII.6.5.
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r—[Théor‘eme I.10.3.} \

Soit X un champ de vecteurs tangents de classe 6! sur une sous-variété . de
RY . Soit zy € .%. Alors il existe un intervalle ouvert .J contenant 0 et un voisinage
ouvert U de zy dans ., tels qu’il existe un et un seul flot local en xy défini et
continu sur J X U. Si le champ de vecteurs X est de classe €7, alors F' aussi.

Remarque 1.10.4. On pourrait établir le méme résultat avec des une condition plus
faible que X de classe €. En effet, pour 1’énoncé analogue (théoréme VIIL.6.4) dans un
ouvert de R™, X localement lipschitzien suffit. Nous laissons au lecteur le soin de trouver
le bon énoncé pour les sous-variétés.

Corollaire I. 10.5.]

Etant donné xq € .7, il existe un intervalle ouvert J contenant 0, tel qu’il existe
une et une seule courbe intégrale définie sur J de condition initiale xy.

Pour définir le flot global, intéressons-nous au probleme du prolongement des courbes
intégrales (voir proposition VIIL.6.6).

,—[Proposition I.10.6.} \

Soit X un champ de vecteurs tangents de classe €7 sur une sous-variété . de
RY. Soient a; et ay, définies respectivement sur des intervalles ouverts J; et Js
contenant 0, des courbes intégrales de X ayant méme condition initiale. Alors
elles coincident sur J; N Js.

Ceci permet de définir les courbes intégrales maximales de X et leurs domaines de
définition.

~ Définition 1.10.7.] X

Soit X un champ de vecteurs tangents de classe € sur une sous-variété . de
RY. Soit 2y € .. Définissons J(x) comme 'union de tous les intervalles ouverts
J contenant 0 tels qu’il existe une courbe intégrale a : J — % de condition
initiale zo. La proposition montre qu’il existe une unique courbe intégrale a,,
de condition initiale zy définie sur J(zp). On appelle cette courbe intégrale la
courbe intégrale maximale de X de condition initiale xg.

Si I est un intervalle de R et ¢ € R, on note I + ¢ l'intervalle {t e R; t —c € I}.

Enoncons 'analogue du théoreme VIII.6.8
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r—[Théoréme I.lO.S.}

Soit X un champ de vecteurs tangents de classe * sur une sous-variété . de
RY. Soient zy € . et a la courbe intégrale maximale de condition initiale x
définie sur l'intervalle J(z). Soit t; € J(xg). Alors la courbe intégrale

61J($0)-t1—>y, t'-)ﬁ(t):@(t‘i‘tl)

est la courbe intégrale maximale de X de condition initiale z; = a(ty).

Nous pouvons maintenant définir le flot global et son domaine de définition.

~ Définition 1.10.9. ] X

Soit X un champ de vecteurs tangents de classe €? sur une sous-variété . de
RY. Posons
D={(t,x) e Rx .L|te J(x)}.

L’application
F:D— ., F(tz)=alt),

ol a, est la courbe intégrale maximale de X de condition initiale x, définie sur
J(x), est appelée flot global de X, et D est son domaine de définition

Remarque 1.10.10. Reformulons le théoreme 1.10.8, en posant pour tout (¢,z) € D,
Fi o= a,(t) = F(t, z).

ou «, la courbe intégrale maximale de X de condition initiale . On a alors, lorsque (¢, x)
et (s, Fy - x) sont dans D,

(1101) FS' (Ft.flf) :Ft+s‘37-

Si D =R xU, F; est défini pour tout ¢ € R, et ¢t — F} est un morphisme de groupes
de (R, +) dans le groupe Diff (.¥) des difféomorphismes de .#.

Le résultat suivant (cf. théoreme VIII.6.11) énonce des propriétés importantes du flot
global d'un champ de vecteurs tangents.

r—[Théoréme I.10.11.} .

Soit X un champ de vecteurs de classe 6P sur une sous-variété . de RV. Alors :
a. D est un ouvert de R x ..
b. F est de classe €7 sur D.
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1.10.2 Flot sur les sous-variétés compactes

Lorsque . est une sous-variété compacte de R, les courbes intégrales d'un champ
de vecteurs tangents sont définies sur R tout entier.

r—[Théor‘eme I.10.12.} \

Soit X un champ de vecteurs tangents de classe ? sur une sous-variété compacte
& de RM. Alors le domaine de définition de son flot global est

D=Rx .%.

Démonstration. En effet, soit x € .. Il existe un flot local en z, donc un intervalle J,
ouvert contenant 0, un voisinage ouvert U, de = dans .7 tels que pour tout y € U,, il
existe une unique courbe intégrale «, définie sur J, de condition initiale y. On a donc
Jr x U, C D. La sous-variété . est recouverte par les ouverts U,, et par compacité, on
peut extraire un sous-recouvrement fini : . = (J_, Uy,. Soit € > 0 tel que |—2¢; 2¢[ soit
inclus dans tous les J,,, ¢ = 1,...,n. Ainsi, pour tout y dans ., il existe une courbe
intégrale o, définie sur |—2¢;2¢[ de condition initiale y, autrement dit |—2¢;2¢[ C J(y).
Soit b = sup J(y). Supposons b < +oo. Alors b—e € J(y). Considérons la courbe intégrale
3 de condition initiale oy, (b— €). Elle est définie au moins sur |—2¢;2¢[ et t — B(t+b—¢)
est une courbe intégrale définie au moins sur |b—3e ; b+€[ qui coincide avec oy, sur |b—3e; b]
car elles ont méme valeur en b — e. On peut alors prolonger «, au-dela de b, ce qui est
contradictoire avec la définition de b. Ceci montre que b = +00. On montre de méme que
inf J(y) = —oo et donc que J(y) = R. O

La formule (I.10.1 ) est donc valide quels que soient t,s € R et € .. D’autre part,
pour tout t € R, F} : v — F,-x = F(t,x) est un difféomorphisme de . d’inverse F_;.
En effet Fy est lidentité de .7 et les F} sont de classe €* car le flot global F I'est. Nous
obtenons donc le

Corollaire I.10.13.}

Notons Diff (.#) le groupe des difféomorphismes de .. L’application ¢ — F} est
un morphisme de groupes de R dans Diff (.¥).

1.10.3 Champs de vecteurs tangents dépendant du temps

De méme que dans la section VIII.6.4, on peut considérer des champs de vecteurs
tangents dépendant du temps.
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~ Définition 1.10.14. |

On appelle champ de vecteurs tangents dépendant du temps sur une
sous-variété .7 de RY une application continue

X:Ix9¥ —R"Y,

ou I est un intervalle ouvert contenant 0. On appelle courbe intégrale de classe
%P, du champ de vecteurs X une courbe paramétrée o : J — ¥ de classe P
définie sur un intervalle ouvert J de R contenu dans I et contenant 0, telle que
pour tout ¢t € J, o/(t) = X (t, «(t)). Cette courbe intégrale est dite de condition
initiale zy € .7 si a(0) = xy.

J
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La définition de flot local en zy € . reste inchangée. On a le théoréeme d’existence et

d’unicité locale suivant.

~ Théoréme 1.10.15. |

Soient X : I x . — RY un champ de vecteurs tangents dépendant du temps
de classe €7 sur une sous-variété . de RN et zq € .#. Alors il existe un intervalle
J ouvert contenant 0 et un voisinage ouvert U de xg dans . tels qu’il existe un
et un seul flot local F' en xy de X défini sur J x U. Si le champ de vecteurs X

est de classe €7, alors F' aussi.

J

La proposition VIIL.6.6 reste valable sans modification pour les champs de vecteurs
dépendant du temps grace au théoreme qui précede. On peut donc définir de la méme
maniere les courbes intégrales maximales de X de condition initiale x(, définie sur un
intervalle J(z). La définition du flot global sur son domaine de définition D est elle-aussi

inchangée, ainsi que le théoreme 1.10.11.

En revanche, le théoreme 1.10.8 et la formule (I1.10.1) ne sont plus valides. En effet, si
t — «(t) est une courbe intégrale de X, il n’en est plus de méme de t — [G(t) = a(t + to).
Il est facile de vérifier que § est une courbe intégrale pour le champ de vecteurs (¢, z) —

X(t + tg, x).
Exercice 1.10.16. Si I’on définit
Fj-x=F(t+s,x)
ou F est le flot global de X, montrer que la formule qui généralise (1.10.1) est
Ft’;rs-x:Ft”S-(F;-x)

ou l'on suppose que toutes les opérations a effectuer sont bien définies.

1.11 Exercices

Exercice 1.11.1. Soit . une sous-varié¢té de RY, contenue dans un ouvert V. Soit ¢ :
V — W un difféomorphisme entre V et un autre ouvert YW de RY. Montrer que ¢(.%) est

une sous-variété de RV, difféomorphe & .7.
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Exercice 1.11.2. Montrer que le groupe SO(n) des matrices orthogonales de déterminant
1 est une sous-variété de M,,(R).

Exercice 1.11.3. (fibré tangent) Soit . une sous-variété de R™. Montrer que I'ensemble
T ={(p,v); pe s, vel, 7}
est une sous-variété de RY x RY.

Exercice 1.11.4. Soit . une sous-variété de dimension m de RY et soit ¢ : ./ — R¥
une application différentiable vérifiant

a. En tout point p € ., d¢, : T,.¥ — R¥ est injective.

b. ¢ est un homéomorphisme de .¥ sur son image ¢(.%).
Montrer que ¢(.#) est une sous-variété de RY et que ¢ : .7 — ¢(.%) est un difféomorphisme.

Application. Soit f : S* — R une fonction de classe € sur la sphere unité.
Montrer que

Z(f)={f(p)p; p€S*}

est une surface compacte de R? difféomorphe a S?.
On dit qu'une surface compacte connexe de R? est étoilée par rapport & 0 s’il n’existe

pas de demi-droite d’origine 0 dans R? tangente & . en un point. Montrer que les surfaces
étoilées par rapport a 0 sont exactement les surfaces .( f) définies ci-dessus.

Exercice 1.11.5. Soit .¥ la partie de R? définie par
S ={(x,y,2) €R® | F(w,y,2) = a* + 222* + y* + 222 — 1 = 0}.

Montrer que c’est une sous-variété de R3.

Soit f: . = R, (z,y,2) — 2® + y* + z2. Montrer que f est de classe €. Trouver
les extrema de f sur ..

Exercice 1.11.6. Soient a > 3 un réel et . la partie de R? définie par
S ={(2,y,2) ER*| F(,y,2) = ¢ + € +¢ —a=0}.
Montrer que c’est une sous-variété de R3?. Exhiber un difféomorphisme entre . et S%.

Exercice 1.11.7. Soient . une surface de R? et a € R3 un vecteur de norme 1.
1. Si.¥ est compact, montrer qu’il existe un point de p de . tel que la droite passant
par p et orthogonale a T},.# soit parallele au vecteur a.
2. Si . est connexe, et si pour tout point p de ., la droite passant par p et or-
thogonale a T, est parallele au vecteur a, alors . est contenue dans un plan
orthogonal a a.

Exercice 1.11.8. Soient . une surface et D € R? une droite de R3.
1. Si.¥ est compact, montrer qu’il existe un point de p de . tel que la droite passant
par p et orthogonale a T,,.# intersecte D perpendiculairement.
2 Si . est connexe, et si pour tout point p de ., la droite passant par p et or-
thogonale a T, intersecte D perpendiculairement, alors . est contenue dans un
cylindre d’axe R.

Exercice 1.11.9. 1. Soit . une surface compacte. Montrer qu’il existe une droite
qui intersecte . perpendiculairement en au moins deux points.
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2. Soient . et ., deux surfaces compactes qui ne s’intersectent pas. Montrer qu’il
existe une droite qui coupe perpendiculairement .¥} en un point et .%5 en un autre
point.

Exercice 1.11.10. Soit .# une surface de R3 se trouvant entierement dans un demi-espace
fermé délimité par un plan P. Montrer que . et P sont tangents en chaque point de leur
intersection.

Exercice I.11.11. Soit . une surface de R? telle que chaque point de . admette un
voisinage contenu dans un plan (resp. une sphere). Montrer que . est contenue dans un
plan (resp. une sphere).

Exercice 1.11.12. Soit . une sous-variété connexe de R, Montrer que deux points de
¥ peuvent étre reliés par un arc de classe €.

Exercice 1.11.13. Soient X et Y deux champs de vecteurs tangents de classe € sur
une sous-variété . de RY et soit h € €>°(.#,R). Montrer que

[X,hY] = (X -h)Y +h[X,Y].

Exercice 1.11.14. Soit X un champ de vecteurs tangents de classe > sur une sous-
variété .7 de RY. Supposons que X (pg) # 0 en un point py de .#. Montrer qu’il existe
un paramétrage local x : U — % en p tel que

X(x(q)) =xu(q), (gel).

Exercice 1.11.15. Soit ¢ : .¥ — .’ un difféomorphisme entre deux sous-variétés. Soit
X un champ de vecteurs tangents de classe € sur . et F': D — . son flot. Montrer
que le flot du champ de vecteurs ¢, X sur .’ est donné par

poFo(ldg x ¢ ') : D' — .7,
ou
D' ={(t,p) eRx I"|(t,6"'(p)) € D}.

Exercice 1.11.16. Soit X un champ de vecteurs tangents de classe € sur une sous-
variété .7 de RY. On suppose le flot global F' de X défini sur R x ., et 'on pose pour
tout t € R,

F: =7, F,(p) = F(t,p).

Montrer que pour toute fonction f € €*°(.,R), pour tout p € .%,

X 1)ty 2T~ £

t—0 t

Exercice 1.11.17. Soit X et Y deux champs de vecteurs tangents de classe € sur une
sous-variété .# de RY. On suppose leur flot global, respectivement F et G, définis sur
R x ., et 'on pose pour tout t € R,

Ftiy%y, Ft(p):F(tap)a
Gi: S =, Gip)=Glt,p).

On veut montrer que pour tout p € p

X, Y](p) = lim 2L~ F)Y(p)

t—0 t
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1. Soit h: |—€;¢[ x ¥ — R une fonction de classe €= telle que pour tout p € .7,
h(0,p) = 0. Montrer qu'il existe une fonction k : |—¢€;€e[ x .¥ — R de classe €

telle que
f(})(t,p) = tk(t,p)
h

On pose ki(p) = k(t, p).
2. Soit f € €°°(,R). En appliquant le point 1 & h(t,p) = f o Fy(p) — f(p), montrer
que 'on a pour tout (¢,p) € R x .7,

[((F):Y) - [T (Felp)) = (V- (f + the) ) (p)-
3. En déduire que

(Y — (F),Y

) f = XY ) =Y (X ),

Conclure.
4. Montrer que [X, Y] est nul en tout point p € . si et seulement si quels que soient
s,teR, GyoF, =F,0G,.

Exercice 1.11.18. Soit S**~! la spheére unité de R?".
1. Montrer que le champ de vecteurs X de R?" défini par

- 0 0
X = —To; + 29
; ? O0xg;_1 ? 18I2z‘

est tangent a la sphere (et donc se restreint en un champs de vecteur sur la sphére).
2. Lorsque n = 2, définir deux autres champs de vecteurs Y et Z, tangents a la sphere,
tels que X, Y et Z soient linéairements indépendants en chaque point de S3.

a —b —c d
.. b a d ¢
Indication. ¢ —d a —bl= —1
d ¢ —b —a
3. En déduire que le fibré tangent T'S? est trivial, c’est-a-dire est difféomorphe &

S3 x R3.

Exercice 1.11.19. 1. Soient Y un ouvert de R™ et f € € (U, R™). Soit A une partie
de mesure nulle de U (pour la mesure de Lebesgue). Montrer que f(A) est de
mesure nulle dans R™.

2. En déduire que si U est un ouvert de R™ et f € €1 (U, R"), avec m < n, alors f(U)
est de mesure nulle dans R".

3. Soit f: A — % une application de classe €' entre deux sous-variétés respecti-
vement de dimension m; dans R™ et de dimension my dans R™2. Montrer que si
my < mg, alors f(.%]) est de mesure nulle dans .. Montrer que si m; = my et si
A est une partie de mesure nulle dans .77, alors f(A) est de mesure nulle dans .%.

Exercice 1.11.20. (Théoreme de Whitney). Le but de 'exercice est de montrer que

toute sous-variété compacte de dimension m de R est difféomorphe & une sous variété
de R2m+1

1. Montrer 'assertion lorsque N < 2m + 1.
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2. On suppose maintenant N > 2m + 1. Posons
h: S x.xR—RY, (z,y,t) — tlx —y),

g: T.9 — RY, (p,v) — v.

Soit @ € RY non nul et soit H I’hyperplan vectoriel orthogonal & a. Notons 7 la
projection orthogonale de R sur H. Montrer que si a n’est pas dans I'image de h,
la restriction 7~ de ™ a & est injective, et que si a n’est pas dans I'image de g,
T|» est une immersion. En conclure que . est difféomorphe a une sous-variété de
RN,

3. Conclure.
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Chapitre 11

Sous-variétés de dimension 1 et
courbes paramétrées

Dans ce chapitre, nous allons étudier les sous-variétés de dimension 1, en étudiant
d’abord des objets plus généraux que sont les courbes paramétrées.

L’accent est mis sur ’étude de propriétés géométriques globales, ou bien sur la maniere
dont des invariants locaux (comme la courbure et la torsion) déterminent celles-ci. Décrivons
en quelques mots les résultats principaux obtenus dans ce chapitre. Lorsque ’espace am-
biant est le plan euclidien R? on montre qu'un seul invariant, la courbure algébrique,
détermine une courbe paramétrée réguliere a déplacement pres (théoremes 11.2.15 et
I1.2.17). Pour les courbes dans R?, on a un résultat analogue pour les courbes birégulieres
avec les deux invariants que sont la courbure et la torsion (théoreme 11.2.25).

Nous établissons un théoreme de classification des sous-variétés de dimension 1 connexes :
une telle sous-variété est soit compacte, et est alors difféomorphe au cercle, soit non com-
pacte et difféomorphe a la droite réelle.

Nous relions ensuite pour les courbes planes périodiques, la courbure algébrique totale
(I'intégrale de la courbure) a un invariant global, le nombre d’enroulement, qui est un
entier décrivant le nombre de tours (comptés avec un signe) que décrit le vecteur unitaire
tangent lorsqu’on parcourt la courbe (théoreme I1.6.4). Lorsque la courbe est simple, c¢’est-
a~dire que sa trace est homéomorphe a un cercle, 'Hopf Umlaufsatz (théoréeme I11.6.8)
affirme que ce nombre d’enroulement est égal a +1. Ces deux résultats sont basés sur
la théorie du degré pour les applications du cercle dans lui-méme, en particulier sur
un résultat fondamental, I'invariance du degré par homotopie (théoreme I1.5.10). Cette
théorie du degré possede d’autres applications spectaculaires, comme le théoreme de point
fixe de Brouwer pour le disque unité du plan (Exercice 11.5.14).

Nous démontrons le théoreme de Whitney-Grauenstein (théoreme 11.6.6) qui affirme
que deux lacets ayant méme nombre d’enroulement sont homotopes. Nous énongons le
théoreme de séparation de Jordan (théoréme I1.6.10) : une courbe plane homéomorphe
au cercle sépare le plan en deux ouverts disjoints, dont 'un est borné et l'autre non.
Dans le chapitre III, un énoncé analogue pour les surfaces sera établi. La démonstration,
convenablement adaptée fournit une preuve du théoreme de Jordan pour les courbes
régulieres. Nous terminons par 1'étude de la convexité d’une courbe plane (section 11.6.6)
et la maniere dont la convexité se lit sur la courbure.

Ce chapitre est loin de constituer une étude exhaustive des courbes. Nous renvoyons
le lecteur a [1], [1] pour des compléments sur le sujet. Notre but est de montrer que la

23
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géométrie de ces objets est déja relativement riche en résultats non triviaux.

II.1 Courbes paramétrées. Arcs

II.1.1 Paramétrages des sous-variétés de dimension 1

Soit % une sous-variété de dimension 1 et de classe €* de RY. Un paramétrage local
x : U = RY de € est donc en particulier une application de classe €* d’un ouvert
U de R dans RY qui est une immersion en tout point. Un ouvert connexe de R est
un intervalle ouvert. Nous allons adopter des notations plus communes dans ce cas, en
remplacant x : U — RY par a : I — R". De méme, on peut alléger les notations pour
les différentielles : pour un point ¢ € I, on note o/(¢) le vecteur day(1) € RY. La condition
d’injectivité de la différentielle en un point se traduit alors par o/(t) # 0 pour tout ¢t € I.

Un paramétrage local d’une sous-variété de dimension 1 est donc en particulier une
courbe paramétrée. Dans la section suivante, nous rappelons la définition de cette notion.

I1.1.2 Définitions : courbes paramétrées, arcs

~ Définition I1.1.1.] .

Une courbe paramétrée de R est une application continue
a: I — RY

d'un intervalle I de R dans l'espace euclidien RY. Sauf mention explicite du
contraire, on suppose que I est un intervalle ouvert. Lorsque N = 2, ou plus
généralement lorsque l'image de la courbe est contenue dans un plan affine de
'espace ambiant RY, on dit que la courbe est plane.

La trace d’une courbe paramétrée o : I — R est le sous-ensemble () de RY.

Exemple I1.1.2. o : |-3;3[ = R? ¢+ (3 — 4t,t> — 4). Cet exemple illustre le fait
que « n’est pas nécessairement injective. La courbe passe deux fois par le point (0,0) (en
t = 4+2). Remarquons que la trace de cette courbe n’est pas une sous-variété.

F1GURE II.1 — Courbe avec point multiple

Exemple I1.1.3. o : R — R?, ¢+ (cost,sint). Dans cet exemple, le paramétrage est
périodique de période 27, en conséquence, sa trace est compacte. Remarquons que cette
trace est une sous-variété.
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(1N
L/

FiGURE I1.2 — Le cercle St

Exemple 11.1.4 (Courbe de Peano). Dans un article de 1890, Giuseppe Peano décrit
une courbe paramétrée [0; 1] — [0; 1] x [0; 1] qui passe par tous les points du carré unité.
Le fait qu’une telle surjection existe illustre un résultat de Georg Cantor qui, en 1877,
établit que [0;1] et [0;1] x [0;1] ont le méme cardinal. La construction de Peano montre
que de plus une telle surjection peut étre continue. En revanche, un point a noter est qu’une
telle courbe ne peut étre injective. La courbe de Peano présente aussi la particularité de
n’étre nulle part dérivable. En 1905, Henri Lebesgue propose une nouvelle courbe qui, elle,
est différentiable en presque tout point. Pour plus de détails, on peut consulter 'article
< courbe de Peano > sur Wikipedia.

La théorie générale des courbes paramétrées est tres riche. Certaines courbes sont
tres singulieres, telle la courbe de Peano (cf. exemple 11.1.4) décrite ci-dessus. Méme
en supposant les courbes paramétrées régulieres, par exemple de classe €°°, le fait que
les dérivées successives puissent s’annuler en un point rend impossible une étude locale
systématique. Dans le cadre de ce cours, les courbes paramétrées que nous étudions sont
presque toujours de classe au moins %' et sont des immersions en tout point (ce qui
signifie que leur dérivée ne s’annule pas). Tout d’abord rappelons la notion de vecteur
tangent.

~ Définition I1.1.5.] \

Soit o : I — RY une courbe paramétrée. On suppose que o est différentiable
en sy € 1. Le vecteur o/(sp) € R™ est le vecteur tangent a la courbe a au point
So-

o/(t)
alt)

FIGURE II.3 — Vecteur tangent



26 CHAPITRE II. COURBES

~ Définition 11.1.6.] .

Une courbe paramétrée a : [ — RY (de classe au moins ¢*) est dite réguliere
si pour tout t € I, o/(t) # 0 (en d’autres termes, c’est une immersion).

On dit que C C RY est une courbe réguliére si c’est la trace d'une courbe
paramétrée réguliere.

Pour alléger un peu la terminologie, nous appellons arc paramétré de classe
¢* une courbe paramétrée de classe €% et réguliere.

\. J

Les courbes paramétrées des exemples I1.1.2 et I1.1.3 sont régulieres. Les paramétrages
locaux des sous-variétés de dimension 1 sont des courbes régulieres.

Exemple I1.1.7. o : R — R? ¢ — (13, 4¢?). Cette courbe paramétrée n’est pas régulicre
car en t = 0, /() = 0. Le point a(0) = (0,0) est appelé point de rebroussement.

F1GURE II.4 — Courbe avec point de rebroussement

Exemple I1.1.8. o : R — R? ¢t — (£3,0). Cette courbe paramétrée n’est pas régulicre
car en t = 0, o/(t) = 0. Sa trace est la droite d’équation y = 0 dans R?. La courbe
paramétrée 3 : R — R?, ¢+ (£,0) est régulicre et & la méme trace que . Le caractere
régulier d’une courbe ne se voit donc pas sur sa trace.

I1.1.3 Changements de paramétrage. Arcs géométriques

~ Définition I11.1.9.] X

Deux courbes paramétrées o : I — RV et B: J — RY de classe €* sont dites
équivalentes s'il existe un €*-difféomorphisme ® 6 : I — J tel que @ = B0 6. Un
arc géométrique de classe €* est une classe d’équivalence d’arcs paramétrés
de classe €*.

Si C est un arc géométrique et si o : I — RY en est un représentant, on dit que
a est un paramétrage de C'. Dans le contexte ci-dessus, le difféomorphisme 6
est appelé changement de paramétrage.

a. Par convention un %°-difféomorphisme est simplement un homéomorphisme.

\ J

Remarque I1.1.10. La trace d'un arc géométrique est bien définie (elle ne dépend pas
du paramétrage de celui-ci) mais elle ne suffit pas a déterminer celui-ci. Par exemple,
a: R — R? «a(t) = (cost,sint) et 3 : |—27;27] — R? B(t) = (cost,sint) ont pour
image le cercle S!, mais I’on ne peut pas passer de I'un & l’autre par un changement de
paramétrage.
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La notion d’arc géométrique est importante dans la mesure ot certaines propriétés clefs
des arcs sont indépendantes du paramétrage choisi. La terminologie introduite ci-dessus
permet d’exprimer ceci facilement.

I1.1.4 Orientation

Sif#: I — J est un changement de paramétrage d’un arc géométrique C, il vérifie
¢'(t) # 0 pour tout ¢t € I. Comme I est connexe et 6 est continue, cette fonction garde
un signe constant. Si ce signe est positif, on dit que 6 préserve 'orientation. On peut
donc introduire sur les arcs paramétrés une relation d’équivalence plus fine que celle d’arc
géométrique.

~ Définition 11.1.11. } \

Deux arcs paramétrés a : I — RY et 8 : J — RY de classe €* sont dits
strictement équivalents s’il existe un ¢*-difféomorphisme 6 : I — J préservant
l'orientation tel que a = B o 6. Un arc géométrique orienté de classe €% est
une classe de stricte équivalence d’arcs paramétrés de classe €*.

Notons qu’'un arc géométrique C' possede exactement deux orientations, généralement
notées C* et C~ (le choix de + étant arbitraire).

I1.1.5 Points d’un arc géométrique

~ Définition 11.1.12. ) X

Soit C' un arc géométrique. On appelle point de C' un point de sa trace dans R¥.
On note p € C pour dire que p est un point de C', méme si c¢’est un abus. On
appelle multiplicité de p € C le cardinal de a~*({p}) olt a est un paramétrage
de C (on vérifie que ceci ne dépend pas du paramétrage). Un point p € C' est dit
simple si sa multiplicité est 1. L’arc géométrique C' est dit simple si tous ses
points sont simples, i.e. tous ses paramétrages sont injectifs.

Remarque I1.1.13. De méme, si % est la trace d’une courbe paramétrée o : I — R, on
dit que € est simple si a est injective.

Exemple I1.1.14. Dans I'exemple I1.1.2, tous les points de 1’arc sont simples sauf (0, 0)
qui a multiplicité 2. Dans '’exemple du cercle I1.1.3, tous les points ont une multipli-
cité infinie. Nous verrons dans la section I1.3 que pour les courbes déterminées par un
paramétrage périodique, il est judicieux de modifier la définition de point simple et de
courbe simple, en ne regardant 'injectivité que sur un intervalle de type [to;to + L[, ou
L est la plus petite période.
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II.1.6 Longueur de l’arc

Dans cette section, nous faisons usage de maniere essentielle de I'existence de vecteurs
tangents aux courbes. Nous supposons pour alléger la rédaction que toutes les courbes
paramétrées sont de classe €, et laissons au lecteur le soin de vérifier que les résultats
sur la longueur de I'arc s’étendent au cas des courbes continues ¢! par morceaux.

La définition ci-dessous fait intervenir la norme des vecteurs tangents, et donc la
structure euclidienne de I'espace ambiant. Le produit scalaire usuel sur RY est noté (., .).
La norme associée est notée || .||.

~ Définition 11.1.15. | Y

La longueur de I’arc d’une courbe paramétrée o : I — R & partir du point
to € I est I'application

t
s: ISR, s(t):/ o (8)]] dt
to

\ J

L’interprétation cinématique est claire, la longueur parcourue est l'intégrale de la vi-
tesse instantanée.

Vérifions que la longueur de 'arc est invariante (au signe pres) par changement de
paramétrage.

,—[Proposition II.1.16.} \

Soient S : J — RY une courbe paramétrée de classe €', et § : I — J un
changement de paramétrage. On pose o = 06 : I — RYN. Soient ty,t; € I et
so = 6(to), s1 = 6(t1) € J. On a alors

| iar = [igas

ou € vaut 1 si # préserve 'orientation et —1 sinon.

\ J

Démonstration. La formule de changement de variable dans les intégrales donne

[ iselias = [Cise@ien = [iseopolsme o= ool

S0 to to

O

L’exercice suivant donne une interprétation géométrique (et donc indépendante du
paramétrage) de la longueur de I'arc.

Exercice I1.1.17. Soit o : I — R une courbe paramétrée de classe € et soit [a;b] un
intervalle compact contenu dans /. La longueur de la courbe entre les points a(a) et «(b)
est d’apres ce qui précede définie par

b
L= [ o de
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Soit P ={ap=a; <a; <...<a, < a,y1 = b} une partition de 'intervalle [a;b], Posons

Lp = llafai) — afa)ll-

=0

C’est la longueur de la ligne polygonale dont les sommets sont a(a), a(ay), .. .,a(a,), a(b).
Pour une partition P = {ap = a1 < a1 < ... < a, < apy1 = b} comme ci-dessus, notons
Pl = max |a;s1 — ail.
1=0,...,n
Le but de cet exercice est de montrer que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour
toute partition P = {ag = a1 < a1 < ... < a, < a,11 = b} de [a;b], si |P| < ¢, alors
|LY — Lp| < €. Posons a(t) = (z1(t),...,zx(t)) et définissons

PN SR (e ty) o J2 ()2 ().

1. Montrer que pour tout ¢ = 1,...,n, il existe (di], o kf]) € [t; ;tiH]N tel que
laain) = ala)ll = FE ... &)t — t).
2. Montrer que pour tout i = 1,...,n, il existe n; € [t;;t;11] tel que

n

Lh=Y " i m)(tion — &)

=0

3. Conclure.

I1.1.7 Paramétrage par la longueur de ’arc

Dans l'interprétation cinématique, la longueur de 'arc est égale au temps de parcours
si la vitesse est constante égale a 1. Ceci conduit a la définition suivante.

~ Définition 11.1.18. ] X

On appelle paramétrage par la longueur de ’arc d'un arc géométrique C'
un paramétrage « : I — RY de C tel que pour tout t € I, ||/ (t)|| = 1.

\. J

,—[Proposition II.1.19.} \

Tout arc géométrique C' possede un paramétrage par la longueur de I'arc.

t
Démonstration. Soit « : I — R un paramétrage de C'. La fonction s(t) = / [|o (w)]| du

to
est croissante, dérivable, et sa dérivée ne s’annule pas, puisque ||o/(t)|| # 0 pour tout
t € 1. Elle est donc strictement croissante et admet un inverse dérivable t : s — #(s).
Considérons le paramétrage
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o Lo ) _
B'(s) = a'(t(s)) t'(s) = s(t(s) |t (®)]]

qui est un vecteur de norme 1 pour tout s. ]

Exercice 11.1.20. Montrer que si o : [ — R" est paramétrage par la longueur de I'arc
d’un arc géométrique C, tout autre paramétrage par la longueur de 'arc de C' est de la
forme ¢t — a(t — t1) ou bien t — a(—t — 1), pour un certain réel t;.

Exercice I1.1.21. Considérons la spirale logarithmique C dont un paramétrage est
a: R —=R?* ts (ae” cost,ae’sint), a>0,b<0.

Calculer la longueur de 'arc a partir du point ¢ty = 0. Donner un paramétrage par la
longueur de 'arc de C.

II.2 Théorie locale des courbes régulieres

11.2.1 Courbure

La courbure est le premier invariant local des arcs géométriques. Elle mesure la varia-
tion infinitésimale du vecteur tangent unitaire. Commencons par définir celui-ci.

~ Définition I11.2.1.] .

Soit o : I — R un paramétrage de I'arc géométrique C. Le vecteur tangent
unitaire au point ¢t € [ est le vecteur

Sip = a(t) € C, on dira par abus de langage (si p est un point multiple de I’arc)
que T'(t) est le vecteur tangent unitaire en p.

Remarques I1.2.2. Si a est un paramétrage par la longueur de l'arc, on a f(t) = /().
Le vecteur unitaire tangent ne dépend que de la classe d’équivalence stricte de . Si on
change 'orientation, on change le vecteur tangent unitaire en son opposé.

Dans la suite, on suppose les arcs de classe €. Ceci permet de définir la courbure en
un point.

Définition 11.2.3. )

Soit av : I — R un paramétrage par la longueur de I'arc d’un arc géométrique
C. On appelle courbure de a au point ¢ € [ la quantité x(t) = ||a”(t)|] € Ry
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Remarque I1.2.4. Si 6 est un changement de paramétrage de C' entre deux paramétrages
par la longueur de 'arc, 8’ est constant, égal a 1 si f préserve 'orientation, et —1 sinon. La
courbure ne dépend donc pas du paramétrage par la longueur de I’arc choisi. Si p = «(t)
est un point de la trace de I’arc C, on dira par abus de langage (si p est un point multiple
de l'arc) que k(t) est la courbure de C' en p.

Proposition II.2.5.}

Soit av: I — RY™ un paramétrage par la longueur de I’arc d’un arc géométrique.
En tout point ¢ € I, les vecteurs o/(t) et o’(t) sont orthogonaux.

Démonstration. Puisque la courbe est paramétrée par la longueur de ’arc, on a

lo/ (@)[]* = (o (8), &/ (1)) = 1.

En dérivant, on obtient

(@”(1), o'(1)) + (' (t), &" (1)) = 2(c/ (1), 0" (1)) = 0. 0

Pour continuer 1’étude locale des arcs géométriques, nous imposons une condition de
régularité supplémentaire.

~ Définition 11.2.6.] \

Soit o : I — RY un paramétrage par la longueur de I’arc d’un arc géométrique
C'. On appelle point birégulier de a un point ¢t € I tel que () # 0. La
birégularité en un point de C' ne dépend pas du paramétrage par la longueur de
I’arc choisi. On dit que 'arc C' est birégulier si tous ses points le sont.

\ J

En un point birégulier, les vecteurs o/(t) et o’(t) sont non nuls et orthogonaux, d’apres
la proposition I1.2.5. En particulier, ils forment une famille libre.

~ Définition I1.2.7.] X

Soit o : I — RY un paramétrage par la longueur de l'arc d’un arc géométrique
C' et soit p = «a(t) un point birégulier de C'. Le vecteur normal unitaire a C
en p = «aft) est
5 " t 1 t
N = 20 _ a0
o @) &(t)

Le plan affine passant par p = a(t) engendré par le vecteur tangent unitaire f(t)
et le vecteur normal unitaire N () s’appelle le plan osculateur a C en p = a(t).

Remarque I1.2.8. Comme nous 'avons vu plus haut, le vecteur tangent unitaire a C'
en p = «(t) n'est défini qu’au signe pres, dépendant du choix d’'une orientation de C'. Le
vecteur normal unitaire & C' en p = «(t) lui ne dépend que de p et pas du paramétrage a.
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11.2.2 Courbure algébrique des courbes planes

Nous supposons maintenant que N = 2 et munissons R? de 'orientation définie par la
base canonique ((0,1), (1,0)) de R? (voir section III.1 pour la notion d’orientation d’un
espace RY). Nous allons définir une notion plus fine de courbure, qui caractérise la courbe
a déplacement direct pres (théoreme 11.2.15).

~ Définition I1.2.9. ] .

Soit o : I — R? un paramétrage par la longueur de 'arc d’un arc géométrique
orienté C'. On définit la courbure algébrique (t) € R pour tout ¢t € I comme
suit. Soit ¢ € I un point birégulier de . Soient T(t), N(t) respectivement le
vecteur tangent unitaire et le vecteur normal unitaire a C' en p = a(t). On pose

#(t) = ek(t)

oll € = 1 si la base orthonormée (T'(t), N(t)) de R? est directe, —1 sinon.
Sit € I n’est pas un point birégulier, c’est-a-dire si o/’(t) = 0, on pose

Remarque I1.2.10. L’analogue de la remarque I1.2.4 vaut pour la courbure algébrique;
celle-ci ne dépend que de I'arc géométrique orienté et pas du paramétrage.

Remarque I1.2.11. Notons pz la rotation du plan d’angle 3. On a

(I1.2.1) a(t) = »(t) pz (/(t)).

Exercice I1.2.12. Calculer la courbure algébrique d’une droite, d'un cercle, d’une ellipse.
Quelles sont les arcs géométriques orientés du plan dont la courbure algébrique est nulle ?
constante 7

Exercice I1.2.13. Soient C' un arc géométrique orienté du plan et a un paramétrage de
C par la longueur de l'arc. On fixe une droite du plan et 'on note 6(t) 'angle que fait la
tangente a C' en p = «(t) avec cette droite fixée. Montrer que ¢'(t) = t¢(t).

Exercice I1.2.14. Montrer que pour un paramétrage o : I — R? d’un arc géométrique
birégulier plan C', la courbure algébrique est donnée par

det(a/(t), o (1))
D= P

Montrer que pour un paramétrage v : I — R? d’un arc géométrique birégulier C, la
courbure est donnée par
_ /() Aa”(t)]]

"0 = e
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Rappelons qu'un déplacement du plan affine R? est une application affine qui conserve
la distance (voir section I1.8). Le théoréme suivant affirme que pour un arc géométrique
orienté, la courbure algébrique caractérise 1'arc a déplacement direct (c’est-a-dire conser-
vant 'orientation) du plan pres.

,—[Théoréme I1.2.15 (Théoréme fondamental de la théorie des courbes planes : unicité).]—

Soient i,y : I — R? des paramétrages par la longueur de l'arc d’arcs
géométriques orientés C et Cy. Supposons que pour tout ¢ € I, s (t) = s5(t).
Alors il existe un déplacement direct du plan A tel que ay = Ao ay.

Remarque I1.2.16. Il est clair que réciproquement, si a1, s = Aoy : I — R? sont deux
arcs paramétrés, ou A est un déplacement du plan, alors pour tout ¢ € I, 3 (t) = »(t).

Démonstration. Fixons tg € I. A translation pres, on peut supposer que a4 (ty) = as(to),
et a rotation pres que o (ty) = a4(ty). Montrons qu’alors a; = «ag. Pour cela, calculons
en utilisant (I1.2.1),

({1 (1), a5(1)))" = (af{ (), a5 () + (i (¢), a5 (1))
=(2(t) pz(ai(t), a5(t)) + (@1 (1), 2(t) pz(ay(t)))
=s(t) ({pz (01 (1)), 05 (1)) + (01 (1), p3(a5(1)))) -

Comme quels que soient 7,y € R?, {pz(2), ) = {ps (o3 (2)), p5 (1)) = —(z,p3 (), on
conclut que ((c)(t), a4 (t)))" = 0. On a donc o/ (t) = o4(t) pour tout t € I. Comme
ay(tg) = as(tp), on en déduit que aq(t) = ay(t) pour tout ¢ € 1. O

Le théoreme précédent est un résultat d’unicité. Complétons-le par un résultat d’exis-
tence.

,—[Théoréme I1.2.17 (Théoreme fondamental de la théorie des courbes planes : existence).}

Soit k : I — R une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R. Alors il
existe un arc paramétré par la longueur de 'arc o : I — R? tel que »(t) = k(t)
pour tout t € I.

Démonstration. Soit 6 : I — R la fonction définie par

oll ty € I est fixé. Alors 0 est €' et correspond géométriquement & une constante pres
a l'angle que doit faire la tangente a la courbe que nous voulons construire avec une
direction fixe (cf. Exercice 11.2.13). Posons

t t
a: I =R aft) = (/ cos O(u) du, / sin 0(u) du) :
to to



64 CHAPITRE II. COURBES

Cette application est de classe €2 et
a'(t) = (cosO(t),sin0(t)).

Ainsi, ||/(t)|] = 1 et a est un arc paramétré par la longueur de l'arc. De o(t) =
(—0'(t)sinb(t), 0 (t) co ( )) et de (I1.2.1) on tire facilement s(t) = ¢'(t) = k(t), pour
tout t € 1. [

Exercice I1.2.18. Soient o, 8 : I — R? deux arcs paramétrés tels que les courbures
respectives s, et g vérifient »,(t) = —5(t) pour tout ¢ € I. Montrer qu'il existe une
isométrie du plan inversant 1’orientation A telle que § = Ao a.

Exercice I1.2.19. Soit o : |—a;a[ — R? un arc paramétré tels que la courbure s vérifie
x#(t) = —x(—t) pour tout t € |—a;al. Montrer que la trace de « est symétrique par
rapport a la normale a o en 0.

I1.2.3 Courbes dans R? : torsion

L’espace ambiant est maintenant R3. Soit o : I — R3 un paramétrage par la longueur
de P'arc d’'un arc géométrique birégulier C' de classe €. Soient T'(t), N(t) respectivement
le vecteur tangent unitaire et le vecteur normal unitaire a C' en p = «(t). Posons,

Bt)=T@{) AN(), (tel)

(voir appendice II1.1.1 pour les rappels concernant le produit vectoriel dans R3).

Calculons, pour t € I,
B'(t)= (T ANY(t)=T(t) AN(t)+T(t) AN'(t) = T(t) A N'(t)

Il s’ensuit que B'(t) est orthogonal & T'(t). Comme il est aussi orthogonal & B(t), puisque
la norme de B est constante, il est colinéaire a N (¢).

~ Définition 11.2.20. ) X

Avec les notations qui précedent, le nombre réel 7(t) tel que

est appelé torsion de la courbe o au point p = «(t) € C.

\. J

Remarque 11.2.21. Supposons que la torsion soit identiquement nulle. Le vecteur B (t)
est alors constant, disons égal & B. On a alors (a(t), B) = (/(t), B) = (T(t), B(t)) = 0.
Ainsi (a(t), B) est constant, disons égal & a. Ceci montre que o(t) reste dans le plan affine
d’équation (Z, B) = a.

Réciproquement si la courbe est contenue dans un plan affine, alors le plan osculateur
est constant, B aussi, et la torsion est nulle.

La torsion mesure donc le défaut de planéité de la courbe.
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Exercice I1.2.22. Montrer que pour un paramétrage o : I — R? d’un arc géométrique
birégulier C', la torsion est donnée par

~det(d/(t), a" (1), 0" (1)
la’(t) A a” (@) ]2

7(t) =

Exercice I1.2.23. Soit C I'hélice circulaire donnée par le paramétrage

t t bt
a: R—R3 t|—>(acos—,bsin—,—), a,b e R*, r =+va?+ b2

r T T

Calculer la courbure et la torsion en tout point de a.

I1.2.4 Repere de Frenet

Soit o : I — R3 un paramétrage par la longueur de l'arc d’'un arc géométrique
birégulier C' de classe €. Nous avons donc, pour tout ¢ € I, une base orthonormale
directe de R?, donnée par

(T'(t), N(t). B(1))

que l'on appelle triedre de Frenet au point «(t).

Définition 11.2.24. |

Le quadruplet («(t), T(t), N(t), B(t)) s’appelle repere de Frenet au point p =
a(t) de C.

Calculons
N'(t) = (BAT)(t) = B'(t) ANT(t) + B(t) AT (t)

= 7(t) N&)AT() + r(t) Bl) AN(t) = —s(t) T(t) — 7(t) B(t).

Les équations de Frenet récapitulent les relations entre les vecteurs f, N , B et leurs
dérivées.

T =k N
N =—-xT—-7B
B =rN

De maniere équivalente exprimons (f ' N', B’ ) dans la base B = (f, N, E) sous la
forme :

(11.2.2) Matg(T", N', B') =

o x O
)
9
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11.2.5 Théoreme fondamental de la théorie locale des courbes

Nous avons vu qu'une courbe plane est déterminée a déplacement pres par sa courbure
algébrique. Dans R3, ce sont sa courbure et sa torsion qui déterminent une courbe
déplacement pres.

,—[Théoréme I1.2.25 (Théoreme fondamental de la théorie des courbes dans l’espace).Jﬁ

Etant données des fonctions & : I — Ry, 7 : I — R, k étant de classe €' et 7
de classe €7, il existe un paramétrage par la longueur de I'arc o : I — R3 d’'un
arc géométrique birégulier C' de classe 6 dont & est la courbure et 7 la torsion.
Tout autre paramétrage par la longueur de l'arc a; : I — R? d'un arc
géométrique birégulier C; de classe € vérifiant les mémes hypotheses est image
de o par un déplacement de ’espace R3.

Démonstration. Commencons par démontrer I'unicité a déplacement pres par une méthode
simple et astucieuse. Soient o, oy : I — R3 deux paramétrages par la longueur de ’arc,
tels que les fonctions courbures et torsions de « et «; coincident. On fixe ty € I. On
peut par translation se ramener au cas ou «(ty) = a1(tp) = 0, puis par une rotation (un
élément de SO(3)), amener le triedre de Frenet associé a a en ¢y sur celui associé a «;.
On se place donc dans le cas ou les reperes de Frenet associés a « et aq coincident en tg.

Introduisons la fonction
0: 1R, ¢ (T(), 7)) + (N@), N (D) + (Blt), Bua(t)).

En utilisant les équations de Frenet, on calcule facilement que ¢'(t) = 0 pour tout t € I.
Comme 0(tg) = 3, on en déduit que 0(t) = 3 pour tout ¢ € I. Or les vecteurs des triedres
de Frenet étant de norme 1, on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz 6(t) < 3. Ceci montre
que pour tout t € I, nous sommes dans les cas d’ egahtes pour les inégalités de Cauchy-
Schwarz utilisées, et donc T et T} (resp. N et Ny, B et Bl) sont positivement liés. Comme
ils sont de norme 1, ils sont égaux. Ainsi, les triedres de Frenet de a et oy coincident en
tout point. En particulier T = T} = &/(t) = &/,(t) pour tout ¢ € I. Comme a(to) = o (t),
en en déduit que a(t) = a;(t) pour tout t € I.

Démontrons maintenant le résultat d’existence. La forme matricielle des équations
de Frenet (I1.2.2) nous montre que ¢t ~— (T(t), N(t), B(t)) est solution d'un systéme
d’équations différentielles du premier ordre et linéaire.

On note 03 et I3 respectivement les matrices nulle et identité dans M3(R). Introduisons
le systeme d’équations différentielles du premier ordre et linéaire dans R? :

03 Ii(t)]g 03
X'(t)=|—-k(t)l3 03 —7(t)I5| X(¢)
03 T(t)]3 03

Fixons tg € I et considérons la solution f : I — R? de I’équation ci-dessus avec la
condition initiale f(ty) = (1,0,0,0,1,0,0,0,1). Posons f = (f1,... fo), T = (f1, f2, [3),
N = (fa, f5, fs) et B = (fz, fs, fo). On a alors

T'(t) = kN(t), N'(t)=—rT(t)—7(t)B(t), B'(t)=71({t)N(t).
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Soit M (t) la matrice

0 k() O
M'(t) = A(t)M(t) — M(t)A(t) ou A@l)= |-k() 0 —7(t)
0 7(t) 0

et que de plus M(ty) = I5. Or la fonction constante égale a I3 vérifie la méme équation
différentielle avec méme condition initiale. On en déduit que M(t) = I3 pour tout ¢t € I.
Ainsi (T'(t), N(t), B(t)) forme une base orthonormée de R3. En particulier on a

det(T'(t), N(t), B(t)) = +1.

—

Comme det( [(to), N(to), B(to)) = det(ly) = 1, par continuité, on a pour tout ¢ € I,
det(T'(t), N(t), B(t)) = 1, ce qui montre que la base (T(t), N(t), B(t)) est orthonormée
directe.

Définissons maintenant « : I — R3 par

—

alt) = /t: T(u) du.

Alors « est différentiable, o (t) = T'(t) est de norme 1 et o est donc un paramétrage par
la longueur de I'arc. On vérifie facilement que la courbure et la torsion de a sont bien k
et 7 respectivement. O

Exercice I1.2.26. Quels sont les arcs paramétrés dans R? de courbure partout nulle ?

Exercice I1.2.27. Montrer qu'un arc paramétré par la longueur de ’arc birégulier « :
I — R3 est plan si et seulement si sa torsion est nulle en tout point.

Exercice I1.2.28. Quels sont les arcs paramétrés par la longueur de l'arc biréguliers
a: I — R3 de courbure et de torsion constante ?

I1.3 Courbes périodiques

Nous allons maintenant nous intéresser a des courbes admettant un paramétrage
périodique. La terminologie souvent employée dans la littérature est courbe < fermée >,
parce qu'une telle courbe se referme sur elle-méme, mais cela interfere avec la notion to-
pologique. Une droite du plan par exemple est un fermé topologique, mais n’est pas une
courbe admettant un paramétrage périodique. Remarquons que si o : R — R est un arc
paramétré périodique, sa trace est compacte dans RY.

Proposition II.3.1.}

Soit o : R — RY un arc paramétré périodique. Alors il existe une plus petite
période A strictement positive. On dit alors que A est la période de a.
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Démonstration. En effet, soit P I’ensemble des périodes de «, c’est-a-dire ’ensemble des
a € RY tels que Vt € R, a(t+a) = «(t). Par hypothese, P est non vide. D’autre part, il est
minoré par 0. Posons A = inf P. Supposons A = 0. 1l existe une suite (a,,)nen d’éléments
de P qui tend vers 0. On a alors

o(t) = lim a(t +a,) — at) _g

n—00 an,

ce qui contredit le fait que a est réguliere.

Montrons maintenant que A € P. Supposons que tel n’est pas le cas. Par définition,
il existe une suite (a,)neny d’éléments de P qui tend vers A. Comme c’est une suite de
Cauchy, et qu’elle est non stationnaire, on peut alors trouver n, m dans N tels que

0<ay,—a, <A.

Or a, — a,, est encore une période de «, et ceci contredit la définition de A. Ce méme
argument montre que P est 'ensemble des multiples de A. O

Les idées de cette démonstration conduisent facilement aussi au résultat suivant.

,—[Proposition II.3.2.} \

Soit o : R — RY une courbe paramétrée, admettant L > 0 comme période, telle
que « soit injective sur [0; L. Alors 'ensemble des périodes de « est I'ensemble
des multiples de L.

Remarque II.3.3. Soit a : R — R"Y un arc paramétré, périodique de période L > 0.
Il se peut que « ne soit pas injective sur [0; L[. Nous laissons au lecteur le soin de s’en
convaincre par un exemple.

Dans ce contexte, on montre la proposition suivante. Le cercle S* est le cercle de centre
0 et de rayon 1 dans R

,—[Proposition II.3.4.] \

Soit o : R — R¥ une courbe paramétrée, admettant L > 0 comme période, telle
que « soit injective sur [0, L[. Alors la trace de « est homéomorphe au cercle
St. Si de plus « est réguliere, alors sa trace est une sous-variété de dimension 1
difféomorphe au cercle S*.

Démonstration. Considérons 'application p : R — S, ¢ — (cos 2f’rt,sin 2f“t) On peut
donc factoriser a par p : il existe o : S' — R tel que

aop=a.

L’application p est un homéomorphisme local, c’est-a-dire que pour tout x € R, il
existe un voisinage ouvert U, contenant x dans R tel que la restriction de p a U, réalise
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un homéomorphisme entre U, et son image. Tel est le cas par exemple si U, est un intervalle
ouvert de longueur inférieure & L /2. D’autre part, p est surjective. Pour tout point de S,
il existe donc un voisinage ouvert V, contenant ce point et un voisinage ouvert & de R tel
que p soit un homéomorphisme de I/ sur V. Sur V, on a donc o = awo p~ !, ce qui montre
que « est continue.

L’injectivité de « sur [0, L[ entraine I'injectivité de a. La trace de « est I'image de a.
Par définition, o est surjective de S! dans la trace de .. Notons % celle-ci. Nous avons

montré que a est une bijection continue de S! dans €, de réciproque a~*.

Comme S! est compact, I'image d’un fermé de S! par a est un fermé de RY. L’image
réciproque par o~ d’'un fermé est donc un fermé, ce qui montre que o' est continue.

La deuxieme assertion est évidente, car ’on vérifie immédiatement que la restriction de
a a tout intervalle de longueur strictement plus petite que la période est un paramétrage
local. O

Introduisons un peu de terminologie.

~ Définition 11.3.5.] .

On appelle arc géométrique périodique de RY un arc géométrique C admet-
tant un paramétrage o : R — R périodique de période A > 0. On dit que C
est simple §’il admet un paramétrage de période L injectif sur [0; L.

On appelle courbe de Jordan un sous-ensemble de R? homéomorphe a S!.

La terminologie provient du célebre théoreme de Jordan (section 11.6.5), qui dit qu'une
telle courbe sépare le plan en deux partie (le complémentaire de la courbe a deux compo-
santes connexes, I'une étant bornée et I’autre non).

Remarque I1.3.6. Un arc géométrique périodique C' simple n’est pas simple au sens de
la définition I1.1.12. Nous avons adapté la définition pour qu’elle soit mieux adapté a ce
que l'on en attend dans le cas des arcs périodiques. On modifie de méme la définition de
point simple d’un tel arc.

Remarque I1.3.7. La proposition I1.3.4 montre que la trace d’un arc géométrique périodique
simple est une sous-variété connexe de dimension 1 de ’espace ambiant. Si celui-ci est R2,
c¢’est une courbe de Jordan.

Remarque I1.3.8. Se donner une application continue périodique h de R dans un espace
topologique Y revient & se donner une application continue de S' dans Y. En effet, si
L > 0 est la période de h, on peut factoriser h par la projection

2 2
pr: R — St t— (COS %t,cos %t) ,

c’est-a-dire qu’il existe une unique fonction continue f : S' — St telle que f o p; = h.
Ceci résulte du fait que py, est un homéomorphisme local.
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~ Définition 11.3.9.] X

Soit C' un arc géométrique périodique dans RY et o : R — RY un paramétrage
de C', de période A > 0. On appelle longueur de I'arc C' la quantité

A
LC:/ o/ (w)]] du.
0

Proposition II.3.10.}

Soit 8 un paramétrage par la longueur de I'arc d'un arc géométrique périodique
C. Alors 3 est périodique, de période L.

Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration de la proposition I1.1.19. On
a alors

B(s + L) = alt(s + Le)) = alt(s) + A) = a(t(s)) = B(s).
L]

I1.4 Classification des sous-variétés connexes de di-
mension 1

Nous avons vu que les paramétrages locaux d’une sous-variété de dimension 1 de RY
sont des arcs paramétrés. Il s’ensuit que localement, une telle sous-variété est la trace
d’un arc paramétré. Mais c’est en fait vrai globalement pour les sous-variétés connexes,
comme le montre le lemme suivant.

r—[Lemme II.4.1.] N

Soit € une sous-variété connexe de dimension 1 de RY. Soient x : [ — € et
y : J = € deux paramétrages locaux de €. On suppose que x(I) Ny(J) # (.
Alors soit x(I) Ny (J) est connexe, et il existe un paramétrage local z : K — &
tel que z(K) = x(I)Uy(J), soit x(/)Ny(J) compte deux composantes connexes,
et € est difféomorphe a S*.

Démonstration. Soient x : [ — % et y : J — ¥ deux paramétrages locaux de % tels que
W =x(I)Nny(J) # (). Ce sont en particulier des arcs paramétrés. On peut donc, quitte
a effectuer un changement de paramétrage, supposer que x et y sont des paramétrages
par la longueur de 'arc. Posons I; = x*(W), J; = y }(W). Ce sont des ouverts (non
connexes a priori) respectivement inclus dans I et J, donc chacun d’eux est réunion
d’intervalles ouverts disjoints. Le changement de paramétrage § = x 1oy : J, — I; est
un difféomorphisme.
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Considérons I'application continue :
viW = I x I g (v He),x N (q)
et son graphe
= {(q,s,t) EWxJIxI|lgeW,s=y q), t= x_l(q)}.

La projection sur la premiere composante py, : I' — W réalise un homéomorphisme de I’
sur W. En particulier, elle induit une bijection entre les composantes connexes de W et
de I'. D’autre part, la projection sur la composante J x I, po : I' — J x [ réalise elle un
homéomorphisme de I" sur

pa(D) = {(s,t) = (y ' (a),x'(q)) [ (g e W)} ={(s.t) € T x I | y(s) = x(t)}.

Cette derniere écriture montre que po(I') est fermé dans J x I. Remarquons maintenant
que py(T') n'est rien d’autre que le graphe de 6 : x 'oy : J; — I;. Il s’ensuit que les
composantes connexes du graphe de 6, qui sont a la fois en bijection avec les composantes
connexes de J; et de I, sont aussi en bijection avec les composantes connexes de W.

Nous allons maintenant exploiter le fait que les composantes connexes du graphe de

0 sont d’une forme tres particuliere. En effet, comme x et y sont des paramétrages par

la longueur de 'arc, on a || = 1, et par continuité de ', ' est constante égale a +1 sur

chaque composante connexes de .J;. Comme nous ’avons remarqué ci-dessus, le graphe

de @ est fermé dans J x I. On voit donc que les composantes connexes du graphe de 6

sont des segments fermés dans I x J de pente +£1 dans J x I. D’autre part comme les

projections sur J ou I d’un de ces segments est une composante connexe respectivement
de J; ou de I, ces segments n’ont pas de point d’arrét dans J x I. Ils se prolongent donc

soit indéfiniment, soit jusqu’a la frontiere de .J x I dans R%. De plus, leurs projection sur .J

(resp. I) sont disjointes, en particulier ils sont eux-méme disjoints. Distinguons plusieurs

cas.

Cas1: I = J = R. Dans ce cas , on voit facilement qu’il y a au plus une seule
composante connexe au graphe de 6. En effet, s’il y en a deux, se sont des droites
paralleles, mais leur projection sur I (par exemple) ne sont pas disjointes.

Cas 2 : I =la;+oo[, J = R. De méme, s'il y a deux composantes connexes au graphe
de 6, ce sont deux demi-droite ouvertes de pente £1 qui rejoignent l'axe y = a.
Leurs projections sur I ne peuvent étre disjointes, ce qui constitue une contradic-
tion. Le graphe de 6 est donc connexe.

Les autres cas ou J x I est un demi-plan ouvert se traitent de méme.

Cas 3: I =]a;+o0], J =]b;+00|. S'il y a deux composantes connexes au graphe de
0, ce sont deux demi-droites ouvertes de pente +1 qui rejoignent I'axe y = a ou
I’axe x = b. Elles peuvent étre paralleles ou de pentes opposées, mais I'inspection
de tous les cas possibles aboutit toujours a une contradiction avec le fait que leurs
projections sur I et J doivent étre disjointes. Le graphe de 6 est donc connexe.
Les autres cas ou J x [ est un quart de plan ouvert se traitent de meme.

Cas4: I =]a;b], J=R. Sy adeux composantes connexes au graphe de 6, ce sont
deux demi-droites ouvertes de pente +1 qui rejoignent l'axe y = a et 'axe y = b.
Leurs projections sur I sont donc égales a I, ce qui est impossible. Le graphe de 6
est donc connexe.

Les autres cas ou J x I est une bande horizontale ou verticale se traitent de méme.
On aboutit aussi a la méme conclusion dans les cas ou J x I est une demi bande
horizontale ou verticale (par exemple I = ]a;b[, J = |c;+00[).
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Cas5: I =]a;b], J =]c;d]. Prenons deux composantes connexes du graphe de 6.
Ce sont des ouverts connexes de droites de pentes +1 qui rejoignent les cotés du
rectangle J x I. Si deux de leur extrémités sont sur un méme coté du rectangle, on
aboutit la encore a une contradiction avec le fait que leur projections sur J et [
doivent étre distinctes. En fait, on s’apercoit vite que la seule possibilité pour qu’il
y ait plus d'une composante connexe est que celles-ci soient deux droites paralleles
joignant chacune une paire de cotés adjacents du rectangle.

En conclusion, soit le graphe de # est connexe, soit on est dans le cas 5. Si le graphe de 6
est connexe, alors W, I, J; le sont également et 6 : I, — J; est un difféomorphisme entre
deux intervalles de R de dérivée constante égale a £1. Quitte a changer y en t — y(+t)+-c,
on peut supposer que # est I'identité et que Iy = J;. On a alors I N J = [; = J; comme
le montre I'analyse du graphe de € dans ce cas. On peut alors poser

z: 1UJ—F, t— x(t)sitel
y(t)siteJ

Ceci est bien défini puisque les deux paramétrages coincident sur I N J.

Si le graphe de 6 a plusieurs composantes connexes, on est dans le cas 5 : W, I et J;
ont chacun deux composantes connexes. Posons Iy = [[UI}, J; = J{UJ}, ou I, I} sont des
sous-intervalles de I et Ji, J; sont des sous-intervalles de J et 6 est un difféomorphisme
de I sur Jj et de I}, sur J5 de méme dérivée constante égale a +1. Quitte a changer y en
t — y(&£t) + ¢, on peut supposer que 0 est I'identité et que I; = J;. On est donc dans la
situation ot a < b<c<d<e< f, I =]a;d], J=]c;f[, I} = J] =|e;d[, I, = l]a;b],
Jhy=1le; fl, et 0: J, — I est donné par t — t + a — e. On pose alors

x(t)sitel=la;d|

a:lase[—C, tH{y(t) siteJ=lc; f]

Ceci est bien défini puisque les deux paramétrages coincident sur I N J = Jc;d[. D’autre
part, sit € Je; fl,on a a(t) =y(t) = (x00)(t) =x(t+a—e€) = a(t +a — e). On peut
donc prolonger « en une fonction périodique sur R, de période L = e — a. L'image de «
est alors difféomorphe & S', car on peut la factoriser par une fonction & de S! dans €

2 2
via la projection R — St ¢ +— (cos %t, sin %t) et donc fermée dans . Comme d’autre

part a(R) = a(f U J) = x(I) Uy(J), elle est aussi ouverte dans ¢, et € = a(R) est
difféomorphe a S*. O]

—~ Théoréme 11.4.2. } .

Soit € une sous-variété connexe de dimension 1 de RY. Alors soit € peut étre
recouverte par un seul paramétrage global injectif, auquel cas € est difféomorphe
a R, soit € est homéomorphe a S!, et il existe un arc paramétré périodique simple
a:R — RY tel que a(R) =%

Démonstration. Supposons ¢ non difféomorphe & S'. L’ensemble des paramétrages x :
I — € est non vide, ordonné par inclusion de leur image. Il existe donc un paramétrage
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maximal, disons x : [ — €. Si x(I) = €, alors x est un difféomorphisme de I sur %.
Comme un intervalle ouvert I est difféomorphe a R, & est difféomorphe a R. Maintenant
si x(I) # €, x(I) est ouvert dans €. Soit x(I) 'adhérence de x(I) dans €. C’est un
fermé de €. Si x(I) = x(I), c’est aussi un ouvert de %, et comme % est connexe, ceci
entraine que x(I) = % , ce qui est exclu par hypothese. On a donc x(I) # x(/). Soient
peIx(I))=x(I)\x(I) C € et soit y: J — € un paramétrage local de € en p. On a
alors y(J) Nx(I) # 0 puisque y(J) est un ouvert de € contenant p. Le lemme précédent
montre que I'on peut trouver un paramétrage local z : K — % tel que z(K) = x(I)Uy(J),
ce qui contredit la maximalité de x. Ce cas est donc exclu, et € est difféomorphe a I. On

conclut car tout intervalle ouvert est difféomorphe a R. ]

Remarque II1.4.3. A quelle condition I'image d'un arc géométrique o : I — RY est-elle
une sous-variété de dimension 1 de RY ?

D’apres la classification des sous-variétés connexes de dimension 1 de RY, si ¢ = a(I)
est une sous-variété de RY, alors soit € est homéomorphe & R, soit homéomorphe & S!.
Dans le premier cas, elle admet un paramétrage global x, qui est aussi un arc paramétré
simple. Le changement de paramétrage entre « et x est un difféomorphisme, ce qui montre
que « est simple et réalise un homéomorphisme de I sur %.

Si € est difféomorphe a S, disons via un difféomorphisme ¢ : € — S!, alors I'applica-
tion poa: I — S' se releve en une application & : I — R telle que poa = ¢ o a, p étant
la projection standard de R sur S'. Comme ¢ et o sont des immersions, il en est de méme
de @, qui est donc une fonction strictement monotone sur I et donc un difféomorphisme
de I sur un sous-intervalle I’ de R. L’image de I’ par ¢! o p est égale & € = a(I), ce
qui montre que la longueur de I’ est plus grande que 2. On ne peut pas dire plus que le
fait que o puisse s’écrire sous la forme o = ¢! o p o @&, avec & difféomorphisme de I sur
un sous-intervalle I’ de R de longueur au moins 27, p la projection standard de R sur le
cercle, et ¢ un difféomorphisme de ¢ sur S' . (On peut donner un exemple olt [ = R et
a n’est pas périodique, par exemple 4 =S' et a: R — S, t — (cose!,sinel) ).

I1.5 Degré d’une application de S' dans S'

On note S! le cercle de centre 0 et de rayon 1 dans R? et p I'application
p:R—=S" =z (cosm,sinm).

L’application p est un homéomorphisme local, ¢’est-a-dire que pour tout z € R, il existe
un voisinage ouvert U, contenant x dans R tel que la restriction de p a U, réalise un
homéomorphisme entre U, et son image. Tel est le cas par exemple si U, est un intervalle
ouvert de longueur inférieure a 7. Notons alors y = p(z) et V, = p(U,) : c’est un voisinage
ouvert de y dans S'. De plus p~*(V,) est égal a la réunion disjointe des intervalles U, + 2k,
k € Z. On dira qu'un voisinage V, de y obtenu comme ci-dessus est distingué.

,—[Théoréme I1.5.1 (théoreme de relévement).} \

Soit I un intervalle de R et soit a : I — S! une application continue. Soient
to € I et xy € R tels que p(zg) = a(ty). Alors il existe un unique relevement
a: I — R de a (cest-a-dire vérifiant p o & = «) continu et tel que &(ty) = xo.
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R
Tk
R

Démonstration. Démontrons tout d’abord l'unicité, en supposant que deux relevements
@y et g vérifient les hypotheses de la proposition. Soit A ’ensemble des points de I ou
Ay et G sont égaux. L’ensemble A est non vide, puisque &4 (tg) = ao(ty) = o, et donc
to € A. Ensuite, montrons que A est ouvert dans I. En effet, si t € A, il existe un voisinage
ouvert U, de x = &, (t) = ay(t) tel que la restriction de p a U, est un homéomorphisme sur
son image. Comme &; et @ sont continus, il existe un intervalle I; ouvert dans I tel que
a1 (I) C U, et as(l;) C U,. Comme po dy = pods = « et que p est un homéomorphisme
sur U,, on en déduit que & = @y sur ;. Ceci montre que A est ouvert dans I. Il est clair
que A est aussi fermé dans I, puisque c’est I’ensemble des zéros de I'application continue
a1 — Gp. On en déduit par connexité que A = I, et donc a; = as.

Montrons maintenant I’existence d'un relevement, en supposant dans un premier temps
que I est compact. Comme « est continu, pour tout ¢t € [, il existe un intervalle I; ouvert
dans I, contenant t et tel que a(l;) soit contenu dans un voisinage ouvert distingué V),
de y = «a(t) dans S'. La famille des I;, t € I est un recouvrement du compact I par des
ouverts, dont on peut donc extraire un recouvrement fini 7@ ... 1™ Quitte & changer
I’énumération de ces intervalles, on peut supposer que t, € (9. Par construction, a (1)
est contenu dans un voisinage distingué V, de yo = a(tp), il existe donc un voisinage Uy
de zy dans R tel que la restriction pg de p a Uy soit un homéomorphisme sur V,. On peut
alors définir pour tout ¢t € 10,

a(t) = pytoalt).

Il est clair que &(ty) = 29 et pod(t) = a(t) pour tout t € I Sl I = 10 1a démonstration
est terminée. Sinom, il existe j € {1,...m} tel que IV N 1© £ (. Qultte a changer
I’énumération des intervalles, on peut supposer que j = 1. Soit tp € IW A IO, On
procede comme précédemment pour montrer qu’il existe un relevement &, de a sur IV
tel que ay(t1) = a(ty). Grace a la propriété d’unicité démontrée ci-dessus, on voit que
&, (t) = a(t), pour tout t € I NI, Notons encore & 'extension de a et a; a I U T

En procédant de la méme maniere, on finit par construire & : I — R ayant les proprletes
voulues. Si [ n’est pas compact, I s’écrit comme union dénombrable croissante d’intervalles

1
compacts (par exemple |0 ; +oo[ = U [—;n]). Le résultat étant établi sur chacun de ces
neNX "
intervalle compact, il ’est sur 1. O
Soit f : S' — S! une application continue. Nous allons utiliser le théoréme de

relevement pour définir son degré. Notons f l'application de R dans S! définie par
f(t) = f(cost,sint). Elle est continue car f = f o p. Choisissons t; € R et x5 € R
tels que p(zo) = f(costo,sinty) = f(to). D’apres la proposition précédente, il existe un
unique relevement continu f : R — R de f tel que f(to) = 9. Soit a € R. Comme
p(f(a+27)) = p(f(a)), la différence f(a + 27) — f(a) est un multiple entier de 2.
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Proposition II.5.2.}

Avec les notations qui précédent, la quantité f (a+2m) — f (a) est indépendante
des choix faits pour la définir (c’est-a-dire de to, de zq et de a).

Ceci permet de définir le degré de f.

~ Définition I1.5.3.] X

Avec les notations qui précedent, le degré de f, noté deg f, est le nombre entier
donné par la formule

o1 x deg f = f(a+2n) — f(a).

Intuitivement, deg f est le nombre de tours (comptés avec un signe) que fait faire f &
[a;a+ 27] en 'enroulant sur S'.

Démonstration de la proposition. Commengons par montrer que c’est indépendant du
choix de zy en considérant x; € R tel que p(z;) = f(to) = p(zo). Alors z; — z( est
un multiple entier de 27r. Soit f; 'unique relévement continu f; : R — R de f tel que
fi(te) = 1. La propriété d’unicité implique clairement que f;(t) = f(t) + (21 — x) et on
voit que le degré défini avec x; coincide avec celui défini par xg.

Montrons maintenant que le degré est indépendant du choix de ty, en considérant un
autre point t; € R. Soit J un intervalle compact contenant ¢ et ¢;. Par continuité uniforme
de f sur J, il existe € > 0 vérifiant la propriété suivante : pour tout sous-intervalle J; de
J de longueur plus petite ou égale a e, il existe un ouvert distingué V de S' contenant
7).

On peut supposer dans un premier temps que |t; —tg| < €, le cas général s’en déduisant
par transitivité. Soit J; un sous-intervalle de J de longueur plus petite ou égale a €
contenant ¢, et t; et soit V un ouvert distingué de S! contenant f (J1). Soit x; dans
la composante connexe U de p~'(V) contenant xq et tel que p(xr;) = y; et soit fi le
relevement de f tel que f1 (t1) = x1. Comme p réalise un homéomorphisme entre U et V
et f=pof=po fisurJy, on en déduit que f = f; sur J;. On en conclut que f = f;
par unicité du relevement.

_ Enfin, montrons que le degré est indépendant du choix de a € R. Posons d(a) =
f(a+27) — f(a). C’est une fonction continue de a € R a valeurs dans Z. Elle est donc
constante. [l

Remarque I1.5.4. On voit par le biais de la remarque I1.3.8 que l'on peut définir de
maniere évidente le degré d'une fonction continue périodique h de R dans S*. La discussion
ci-dessus nous donne la recette pour calculer celui-ci : on releve h sur une période [A; A+ L]
en une application b : [A; A+ L] — R et on a

21 x degh = h(A + L) — h(A).
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Exercice 11.5.5.
1. Montrer que si f : S — S! est une application continue non surjective, alors son
degré est nul.
2. Montrer que le degré de I'application identique de S' est 1.
3. Identifions S' & I’ensemble des nombres complexes de module 1. Quelle est le degré
de 'application z + 2", n € Z, de S! dans S!'?

Exercice I1.5.6. Supposons que f: R — S! soit différentiable (comme fonction de R
dans R?). Ecrivons f sous la forme

f(t) = (a(t), b(t)), a(t)? +b(t)? =1

ou a,b: R — R sont des fonctions différentiables. Soient ¢y € R et z9 € R tels que
p(zo) = f(to). Montrer que le relevement f de f tel que f(tg) = x¢ est donné par

f(t) = xo —|—/ (ab' — ba')(u) du

to

et que dans ce cas, le degré est donné par
1 2
deg f = %/0 (ab' — ba')(u) du.

Indication : Montrer que la fonction
A(t) = a(t) cos f(t) + b(t) sin f(t)
est constante égale a 1. En déduire que
(a(t) = cos f(1))? + (b(t) —sin f(¢))?
est identiquement nulle.

Remarque I1.5.7. Nous verrons dans le chapitre VII une définition du degré d’une ap-
plication entre surfaces compactes basée sur une formule intégrale. Une approche similaire
en dimension 1 est 'objet du probleme 3 de 'examen de 2013.

I1.5.1 Invariance du degré par homotopie

Rappelons tout d’abord la définition d’'une homotopie entre deux applications conti-
nues.

~ Définition 11.5.8.] X

Soient fo, f1 : X — Y deux applications continues entre espaces topologiques X
et Y. Une homotopie entre fy et f; est une application continue

F:[0;1]]xX —Y

telle que pour tout z € X, F(0,z) = fo(z), F(1,2) = fi(x).
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Remarque I1.5.9. Parfois, on exige que toutes les applications x — F'(u,x), pour u €
[0, 1], vérifient certaines propriétés, par exemple qu’elles soient d’une régularité donnée,
ou que leur valeur en point z( soit fixé, etc. On peut formaliser ceci en disant que si F
est une partie de € (X,Y), et si fo, fi € F, 'homotopie F entre f, et fi est dans F si
x +— F(u,z) € F pour tout u € [0;1].

Théoréme II.5.10.}

Soient fy, fi deux fonctions continues périodiques de période L & valeurs dans S!
et soit F' une homotopie entre fy et f;. Alors deg fy = deg f;.

Démonstration. La démonstration consiste a établir un lemme de relevement des homo-
topies, qui étend le résultat obtenu dans le théoreme de relevement I11.5.1.

r—[Lemme II.5.11.} N

Soit I un intervalle de R et soit F': [0;1] x I — S! une application continue.
Soient (ug,tg) € [0;1] X I et 29 € R tels que p(zg) = F'(up, tp). Alors il existe un
unique relevement F : [0:1] x I — R de F (c’est-a-dire vérifiant p o F' = F)
continu et tel que F(uo, to) = o.

Démonstration. La démonstration est la méme que celle de la proposition I1.5.1. Pour
montrer I'unicité, on introduit 1’ensemble des points de [0;1] x I ou les deux relevements
sont égaux : il est non vide par hypothese, fermé par continuité des relevements, et ouvert
car p est un homéomorphisme local, c’est donc [0;1] x I tout entier. Pour l'existence,
on utilise encore le fait que p est un homéomorphisme local pour établir I'existence de
relevements locaux qui se recollent par la propriété d’unicité. O

Revenons & la démonstration du théoreme. Soit zo € p~'({fo(0)}). D’apres le lemme,
il existe une unique application continue

F:[0;1]x[0;L] =R
telle que po F' = F et F(0,0) = .

En notant f, I'application t — F(u,t), on a 21 x deg f, = F(u, L) — F(u,0) et deg f,
apparait comme une fonction continue de u. Comme elle prend des valeurs entieres, elle
est constante sur l'intervalle [0; 1], et I'on obtient le résultat. ]

Exercice I1.5.12. Soient f,g: S! — S!' deux applications continues. Montrer que

deg(f og) = deg f x degg.

Exercice I1.5.13. Soit f : S' — S! une application continue. Soit p une rotation (de
centre 0) du plan R? et s une symétrie par rapport a une droite vectorielle de R?. Le
cercle S est stable par p et s. Quel sont alors les degrés de po f et de s o f en fonction
du degré de f7?
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Exercice I1.5.14 (Théoreme du point fixe de Brouwer). Soit D = B(0, 1) le disque unité
fermé du plan, dont la frontiere est S!.

1. Soit f: D — S' une application continue. Montrer que la restriction de f & S! est
de degré 0.

2. Soit g : D — D une application continue. Supposons que g n’admette pas de point
fixe. Construire f : D — S! continue dont la restriction a S est I'identité.

3. En conclure que g admet un point fixe.

I1.6 Propriétés globales des courbes

Dans cette section, nous allons établir des propriétés globales des courbes, en reliant
celles-ci a la courbure.

I11.6.1 Une formule pour la courbure algébrique

Les arcs sont de régularité au moins €2. Soit o : I — R? un paramétrage par la
longueur de I'arc d’un arc géométrique orienté C'. Soit ¢ € I un point de a. Soient f(t)
et »(t) respectivement le vecteur tangent unitaire et la courbure algébrique en p = a(t).
Considérons I’ application I —St— T(t (t). D’ apres le théoreme I1.5.1, on peut la relever
en une application T : I — R, c¢’est-a-dire que po T = T ou p est la projection de R sur
St définie dans la proposition. On peut facilement se convaincre en inversant localement
p par une fonction de classe € que T est €' puisque T Dest.

—

En dérivant la relation po T = T et en utilisant (I1.2.1), on obtient
T'(6)p(T(1) = T'(t) = () = (1) p5(T(t)).

) et p'(t) = (=sint, cost) = pz(p(t)), d’on
1)) =

T'(t) p3 (T(1)) = (1) p3(T(1)).

D’autre part p(t) = (cost,sint

Ce qui nous donne

(11.6.1) T'(t) = (t).

I1.6.2 Nombre d’enroulement

Nous allons introduire un invariant des arcs géométriques orientés périodiques, qui
compte le nombre de tour que fait un vecteur tangent unitaire lorsqu’on parcourt la
courbe.

~ Définition 11.6.1. ] X

Soit C' un arc géométrique orienté périodique de R? et o : R — R? un pa-
ramétrage de C de période L > 0. Posons

fiRSY £ f(t) = Z/“) _ T(t), teR.

' @)

On appelle nombre d’enroulement de C' le degré de f . On le note Enr(C).
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Nous allons relier le nombre d’enroulement et la courbure algébrique. Tout d’abord,
introduisons la terminologie suivante.

~ Définition I11.6.2.] X

Soit C' un arc géométrique orienté périodique de R? et o : R — R? un pa-
ramétrage par la longueur de I'arc de C' de période L > 0 (de sorte que sa
période soit aussi sa longueur, cf. Proposition 11.3.10). On appelle courbure
algébrique totale de C' le nombre réel

/O ") dt.

Remarque I1.6.3. Si o : R — R? est un paramétrage quelconque de C' de période A, la
courbure algébrique totale est donnée par

/0 () |/ ()] dt.

Théoréme 11.6.4. |

La courbure algébrique totale de C' est égale a 2w x Enr(C).

Démonstration. On a en effet d’apres la formule (I1.6.1) et la définition du degré,

/L x(t) dt = /L T'(t) dt = T(L) — T(0) = 27 x Enr(C).
[

Adaptons la définition de I’homotopie aux arcs paramétrés périodiques. On dit que
deux arc paramétrés ag, a; : R — R? de période A sont homotopes s’il existe une appli-
cation continue a(u,t) : [0;1] x R — R? telle que (0, ) = ap(t), a(1,t) = ay(t), et pour
tout u € [0;1] a : R — R? ¢ a(u,t) est un arc paramétré de période A.

r—[Corollaire II.6.5.} \

Soient g, a; : R — R? deux arc paramétrés de période A homotopes au sens
ci-dessus. On a alors Enr(Cy) = Enr(Cy) ou C; et Cy sont les arcs géométriques
orientés paramétrés respectivement par «q et a;.
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n boucles

Les nombres d’enroulement des arcs ci-dessus sont respectivement 2, n + 1 et 0. En effet, pour
le dernier arc en forme de oo, I'application T n’est pas surjective (la partie hachurée de S! n’est
pas atteinte).

Démonstration. Donnons une premiere démonstration utilisant I'invariance du degré par
homotopie. Les deux arcs ag, a; sont homotopes, appelons F' une homotopie les reliant
dans 'espace des arcs paramétrés. Alors

S F(u,t
H:[0,1] x [0,A] = R?* H(u,t) = M
|52 F (u, 1]
est une homotopie entre ¢ — Tp(¢) et ¢ — 1) (¢).

On peut aussi raisonner directement a partir de la remarque 11.6.3 ci-dessus, en posant
pour tout u € [0, 1],

A
Bur(C) = 5 [ Ol ol

ou C, étant 'arc géométrique orienté paramétré par o, et », sa courbure algébrique. En
utilisant le fait (cf. exercice 11.2.14) que la courbure algébrique est donnée par

) et (1) ax()

la, I
1[4 det(a,(t), /(¢
il est clair que u + Enr(C,) = 7 / ¢ <|T“/( é;ﬁ; ®) dt est une fonction continue de
T Jo e
[0, 1] dans Z. L’image d’un ensemble connexe plz;r une application continue étant connexe,
cette fonction est constante. O

Le théoreme suivant établit une réciproque a la proposition.

,—(Théoréme I1.6.6 (théoreme de Whitney—Grauenstein).} N

Soient Cy, C; deux arcs géométriques orientés périodiques et supposons que leur
nombre d’enroulement est le méme. Alors il existe deux paramétrages ag, ay :
R — R? respectivement de Cjy et C qui soient homotopes.
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Démonstration. Soient ag,a; : R — R? des paramétrages quelconques de Cj et C) et

soient Ag et A; leur période respective. Quitte a remplacer «; par t — 041(A—0t) on peut
1

supposer que g et a; ont méme période A. Nous avons besoin d’un petit lemme.

r—[Lemme II.6.7.] \

Soit C' un arc géométrique orienté périodique de R? et o : R — R? un pa-
ramétrage de C de période A > 0. Soit h une homothétie de R? de rapport
A > 0 et C), larc obtenu a partir de C' par composition avec h (c’est a dire
paramétré par h o «v). Alors Enr(C') = Enr(C},). D’autre part la longueur de Cj,
est la longueur de C' multipliée par A.

1 A
Démonstration. On a Enr(C}) = —/ s, (t) [|ag, (t)]]| dt. Soit A le rapport de h. On a
T Jo
an(t) = Aa(t), d’ou ||ag, (t)]] = [N ||/ (t)]]. D’autre part
det(a}(t), a() 1 det(e’(t),a"(1) 1
(1) = == = (1),
A AL (@) Al

d’ou le résultat. L’assertion sur la longueur se démontre de la méme maniere. O

Revenons a la démonstration du théoreme. Quitte a remplacer C'; par un arc ho-
mothétique (qui lui est clairement homotope), on peut supposer que les deux courbes ont
la méme longueur. On peut alors reparamétrer les deux arcs par la longueur de 'arc, ce
qui revient a supposer que g et a1 sont des paramétrages par la longueur de ’arc et ont
méme période L. Les applications fo et f; de R dans S définie par f;(t) = af(t), i = 0,1
ont méme degré par hypothese. Leur relevements fo et fl vérifient donc

(I1.6.2) fo(L) = fo(0) = fi(L) = f1(0).
Introduisons les applications suivantes :
F:0,1] xR — R, (u,t) = (1= u) folt) +ufi(t),
F:0,1] xR — S, F=poF,
H:[0,1] xR =R, (u,t)H/OtF(u,s)ds%—%/OLF(u,s)ds.

Elles sont clairement continues, et pour tout t € R :

t

t L . L
H(O,t):/o F(0,)ds + %/0 F(O,s)dSZ/Opofo(s)ds + %/g po Jols)ds

:/Otfo(s)ds + %/OLfO(s)ds:/otag(s)ds + %/OLag(s)ds:ao(t)—ao(O).

De méme
H(1,t) = ay(t) — a1(0).

On obtient donc une homotopie reliant ag—ap(0) & () — a1 (0). On en déduit facilement
une homotopie reliant ag et a; en posant

Hy(u,t) = H(u, t) + ((1 — w)ao(0) + uay(0)).
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On vérifie immédiatement que H et H; sont périodiques de période L en la deuxieme
variable. Il reste a voir que les courbes paramétrées

t— oy (t) = Hy(u,t)

sont régulieres. Calculons

it =P+ [ P
g t) = Fu, 7 u, s) ds.

Supposons que ceci s’annule en (u,t). Comme F(u,t) est a valeurs dans S!, ceci donne

1 L 1 L
= POl = g [ P < 7 [Pl <,

Ceci force 1'égalité partout, et la cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous
dit alors que s — F'(u, s) est constante. Par unicité du relevement

s F(u,s) = (1= u)fo(s) + ufa(s)
est aussi constante. On en tire
(11.6.3) (1 —u)fo(L) +ufi(L) = (1 —u)fo(0) +ufi(0)

En résolvant le systeme obtenu avec (11.6.2) et (I1.6.3), on obtient
Jo(L) = fo(0) et fi(L) = f1(0).

Par unicité des relevements, on voit que ceux-ci sont alors périodiques, de période L.
Comme ils sont continus, ils atteignent leur minimum. Quitte a translater les paramétrages
g et aq, on peut supposer que ces minima sont atteints en 0. On a alors

F(u,t) = (1 —u)fo(t) +ufi(t) > F(u,0).

Comme t — F (u,t) est constante, ceci montre que fo et fl sont constantes. Ceci entraine
que les applications tangentes oy, et o) sont constantes. Les arcs paramétrés oy et oo sont
alors des droites, ou bien sont constantes. Dans les deux cas on aboutit & une contradiction.
On a donc bien construit une homotopie dans ’espace des arcs paramétrés. O

11.6.3 Hopf Umlaufsatz

Ce résultat, appelé en anglais < Theorem of turning tangent » affirme le fait intuitif
suivant. Pour une sous-variété connexe compacte de dimension 1 de R?, la tangente fait
exactement un tour.

,—(Théoréme I1.6.8 (Hopf Umlaufsatz).} \

Soit € une sous-variété connexe compacte de dimension 1 de R? et o : R — R?
un paramétrage par la longueur de arc de C' de période L > 0 injectif sur [0, L.

Alors

Enr(C) = L /OL x(s) ds = £1

2T

le signe dépendant de 'orientation de C.
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Un tel paramétrage existe d’apres le théoreme de classification 11.4.2.

Démonstration. Posons «(t) = (z(t), y(t)). Comme les déplacements du plan ne modifient
pas le nombre d’enroulement d’un arc géométrique orienté, ni les translations sur la va-
riable ¢, on se place dans le cas ou inf, y(t) est atteint en 0 et «(0) = (0,0). En particulier,
la trace de la courbe est dans le demi-plan y > 0. D’autre part, on a ¢y'(0) = 0, d’on
comme ||/ (0)]| = 1, 2/(0) = £1. Quitte a changer l'orientation de C, on peut supposer
que o'(0) = (1,0) (voir figure ci-dessous).

(0) = (0,0) > 2(0) = (1,0)

Nous allons exhiber maintenant une homotopie explicite entre o et une certaine courbe
paramétrée § dont il sera facile de calculer le degré. Définissons

T = {(81,82) € R2|O <51 <859 < L},
et

(a(sg) — a(s)

la(s2) = s

sis1 < sy et (s1,52) # (0,L)

. 1 -
F.T—>87 F(Slst)_ o/(S)SiS1:52:3

(—a/(0) si (s1,52) = (0,L).

Remarquons que F' est bien définie car « est injective sur [0, L[. Démontrons que F
est continue. Elle est évidement continue sur le triangle T privé de son hypothénuse (la
diagonale {(s,s), s € [0; L]}) et du sommet (0, L). On a

afsy) — afs)) = /0 d%‘ [ou(s1+7(s2 — 51))] dr = (52 — 51)/0 o (51 +1(sy — s1)) dr,

et donc si s7 # 9,

' (s1471(s2 —s1)) dr

|| [ o'(s1+7r(s2—s1))dr||
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Comme l'intégrale dépend contintiment de s; et so, on a

/ () dr

lim 5’1, 82 /(8)7

(s1,82)—(s,s)
[ / s) dr

pour tout s € [0; L], ce qui montre la continuité de F' sur ’hypothénuse.

Pour montrer la continuité en (0, L), on utilise le fait que a est périodique de période
L, d’ou
a(ss — L) — a(s)
lla(sz = L) = a(s1)]]’

lorsque (s1,82) € T et s1 < s3. Comme sy — L < s1, on obtient

F(Sl, 82)

1
/ ' (s14+71(se — L —s1)) dr
0

F(31782) = - 1 ;
||/ o (514 (s — L— s1)) dr]
0

et donc .
/ a'(0) dr
lim  F(sy,8) = = —d/(0).

(Sl,SQ)H(O,L)
[ / 0) dr]|

Considérons une application continue h : [0;1] x [0; L] — T telle que

h(0,s) = (s,s) sise[0;L]
ML s) = {(0,23) sis € 0:L/2]
(2s —L,L) sise[L/2;L]

et telle que h(u,0) = (0,0) pour tout u € [0, 1].

Il est alors clair que H = Foh: [0;1] x [0; L] — S' est une homotopie entre

vt H(0,t)=d(t), (t€[0;L)])
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et .

a/(0) sit=0
a(2t) i .

e

B:t— H(l,t)= ¢ —a(0) sit=L/2

B a(2t) " '
oy SfEE/2L
a/(0) sit=0L.

\

De plus H(u,0) = F(0,0) = «/(0) et H(u,L) = F(L,L) = /(L) = /(0) pour tout
u € [0, 1]. Par invariance du degré par homotopie, on obtient que

Enr(C) = dega’ = degy = deg 3.

Il reste & montrer que deg 8 = 1. Pour cela, on calcule directement le relevement B de f8
tel que 5(0) = 0 (rappelons que 5(0) = o/(0) = (1,0) = p(0)). Sur Uintervalle |0; L/2|

on a p(f(t)) = B(t) = IIZEZ;H

p(B(L/2)) = B(L/2) = —a/(0) = (—1,0), et donc S(L/2) = 7. En raisonnant de meéme
sur U'intervalle |L/2; L[, ou 8 prend des valeurs opposées, on aboutit & (L) = 27. On en

déduit que deg f = %(B(L) — 5(0)) = 1. O

, et comme y(t) > 0, nécessairement $(t) < 7. De plus

r—[Corollaire II.6.9.] \

Soit C' un arc géométrique orienté périodique de R? et o : R — R? un pa-
ramétrage par la longueur de l'arc de C' de période L > 0 et supposons « in-
jective sur [0, L[ de sorte que la trace de C' soit une courbe simple. Alors C' est
homotope a un cercle dans I’ensemble des arcs paramétrés orientés.

\ J

Démonstration. Ceci découle de I’'Hopf Umlaufsatz et du théoreme de Whitney-Grauenstein.

[]

I1.6.4 Indice d’entrelacement d’un lacet autour d’un point

Soit a : [a,b] — R? une courbe continue fermée (i.e. a(a) = a(b)) Choissisons un
point du plan pg qui ne soit pas dans la trace de « et définissons f : [a,b] — S* par

a(u) — po 1
flu)= ———— wes.
[le(w) = pol|
Le degré de f s’appelle alors I’indice d’entrelacement de o autour de pg. Il joue un

role essentiel dans la théorie des fonctions holomorphes (cf. cours de Frank Pacard [7] en
premiere année).
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11.6.5 Théoreme de Jordan

Le célebre théoreme de Jordan est ’énoncé suivant.

Théoréme II.6.10.]

Soit ¢ une courbe de Jordan de R?. Alors R?\ % a exactement deux composantes
connexes, et ¢ est leur frontiere.

C’est une question encore débattue de savoir §’il faut attribuer la démonstration de
ce théoreme a Jordan, les démonstrations qu’il propose en 1887 puis 1893 étant souvent
considérées comme incompletes. Nous établirons dans le chapitre III un analogue de ce
résultat (le théoreme de Jordan-Brouwer) pour les surfaces connexes compactes de ’espace
R3, dont la démonstration s’adapte au cas des sous-variétés difféomorphes au cercle.

Les deux composantes connexes du complémentaires sont distinguées par le fait que
I'une est bornée, I'autre ne 'est pas. La premiere est appelée domaine intérieur de la
courbe, et 'autre domaine extérieur. On peut s’interroger sur la nature topologique
de ces composantes connexes. L’énoncé suivant, qui complete celui de Jordan, est du a
Schoenflies. Nous le mentionnons simplement ici sans démonstration.

,—[ Théoréme I1.6.11 (Jordan-Schoenflies). } \

Soit v : St — R? une application continue injective. L’application « se prolonge
en un homéomorphisme du disque D(0,1) de frontiere S! dans I'adhérence de
I'intérieur de la courbe de Jordan.

Remarque I1.6.12. Soit C un arc géométrique périodique simple. Sa trace est donc une
courbe de Jordan. Soit €2 le domaine intérieur a C'. Parmi les deux orientations possible de
larc géométrique C, I'une exactement, disons C'", est distinguée par la propriété suivante.
Soit av : R — R? un paramétrage de CT par la longueur de l'arc de période L, f(t) le
vecteur tangent et N(t) = p%(f(t)) le vecteur normal en «(t). Alors ce vecteur normal
pointe vers Q, c’est-a-dire que pour tout ¢, il existe € > 0 tel que pour tout s € |0;€],
a(t) + sN(t) € Q.

11.6.6 Convexité des courbes planes

Nous introduisons maintenant une notion de convexité pour les courbes du plan. La
tangente en un point p = «(t) d'un arc géométrique C' de paramétrage a est la droite
a/(t)

/@)1

affine passant par p et de vecteur directeur f(t) =
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T(S) ]\7(5) .
N(5)
7(S) T(S)
T(S) N(S)
T(S) N( S) 7(S)
T(5)
N vers Dintérieur N vers lextérieur
Orientation positive et négative d’un arc paramétré périodique simple.
~ Définition 11.6.13. | \

Un arc géométrique périodique C' est convexe si en tout point p € C, la trace
de C se trouve dans un des demi-espaces fermés délimités par la tangente a C'
en p. On dit que C est strictement convexe s’il est convexe et de plus, pour
tout point p de C', 'intersection de C' et de la tangente a C' en p est réduite a p.

\. J

Remarque I1.6.14. Il convient de ne pas confondre cette notion de convexité avec la
notion affine, ou une partie £ d’un espace affine A est dite convexe si pour tout couple
de point de F, le segment joignant ces deux points est inclus dans E. Il existe toutefois
un rapport, comme le montre le point A. du théoreme ci-dessous.

Lorsque la courbe est simple, la convexité se voit localement sur la courbure.

Exercice I1.6.15. Soit o : I — R? un arc paramétré par la longueur de l'arc. Fixons
to € I, posons 7i = px(T'(t)) et définissons

FrIoR, tes (at) — alty), ).

Montrer que f(to) = f'(to) =0 et f"(to) = »(to). En déduire :
1. Si s(ty) > 0, alors il existe un voisinage J de ty dans I tel que «(J) est dans le
demi-plan délimité par la tangente a « en t; et le vecteur 7.
2. S’ existe un voisinage J de t, dans I tel que a(J) est dans le demi-plan délimité
par la tangente a « en t( et le vecteur 7, alors s«(t) > 0.
3. Etablir les résultats analogues pour les inégalités inverses.

Remarque I1.6.16. Si C est un arc géométrique convexe, ceci détermine une orientation
positive de C' : on choisit celle-ci de telle sorte que si T est le vecteur tangent unitaire
en un point p de C, alors 7i(t) = px (T(t)) est un vecteur unitaire normal qui pointe vers
le demi-plan délimité par la tangente en p ou se trouve la courbe. L’exercice ci-dessus

montre que si C est convexe, la courbure de 'arc géométrique orienté C* reste alors
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positive ou nulle en tout point. Réciproquement si C' est un arc géométrique orienté dont
la courbure ne s’annule pas, elle reste de méme signe (disons positif, ceci dépend du choix
de Dorientation), et C' est localement strictement convexe.

Introduisons un invariant global d'une courbe périodique, sa courbure totale. La définition

est similaire a celle de la courbure algébrique totale (définition 11.6.2), mais remarquons
qu’elle est valable pour les courbes dans RY, et pas simplement pour les courbes planes.

~ Définition 11.6.17. ) X

Soit C' un arc géométrique périodique de RY et o : R — RY un paramétrage
par la longueur de I’arc de C' de période L > 0 (de sorte que sa période soit aussi
sa longueur). La courbure totale de C' est le réel

/OL k(s)ds

Donnons maintenant un énoncé global pour les courbes périodiques simples planes.

~ Théoréme 11.6.18. | Y

Soit C' un arc géométrique orienté périodique simple du plan. Il y a équivalence
entre les propriétés suivantes :

A. La courbure algébrique de C' garde un signe constant (au sens large).

B. L’adhérence Q du domaine intérieur 2 de C' est convexe,

C. C est convexe,

D. La courbure totale de C' est égale a 2.

Démonstration. Montrons 1’équivalence entre A et D. On a

[ soras= [ polas = | [ atsras| =2

la derniere égalité découlant de I’Hopft Umlaufsatz. Supposons que la courbure algébrique
garde un signe constant. Alors I'inégalité dans la formule ci-dessus est une égalité.

Réciproquement, s’il y a égalité, alors la courbure algébrique garde un signe constant.

Montrons 1’équivalence entre A et C. D’apres le point 2 de 'exercice 11.6.15, si C' est
convexe, la courbure algébrique garde un signe constant. Démontrons la réciproque par
I’absurde. Supposons que s garde un signe constant mais qu’il existe p,q,r € C tels que
q et r soient de part et d’autre de la tangente a C' en p (strictement).

Soit o : R — R? un paramétrage de C' (périodique, de période L) par la longueur de
Iarc. Soit tg € R tel que a(ty) = p. Posons comme dans 'exercice 11.6.15, 7i = p= (T'(10)),
et

f:I—=R, te (at)— alty),n).
Alors f(tg) = f'(to) = 0 et f"(to) = s(to). L’hypothese est donc ici que la fonction f prend
des valeurs strictement positives et strictement négatives. Comme ’arc est périodique, le



I1.6. PROPRIETES GLOBALES DES COURBES 89

maximum et le minimum de f sont atteints, disons respectivement en t;,ts € [0; L[. On
a en ces points f'(t1) = f'(t2) = 0. Comme f'(t) = (/(t),7), les vecteurs o’ (ty), /(1)
et o/(ty) sont tous trois orthogonaux a 7, et comme ils sont de plus de norme 1, ils sont
égaux au signe pres, et deux d’entre eux sont égaux. Il existe donc so < s1 € [0; L[ tels
que o'(sg) = o/(s1) . D’autre part, les tangentes a C' en sy et s; sont paralleles mais non
confondues. Soit 7 : R — R un relevement de 7 = o/ comme dans la section 11.6.1.
D’apres (IL6.1), on a s(t) = T"(t), et donc par hypothése 17" garde un signe constant
(disons positif, quitte a changer 'orientation de C), et T est croissante. D’apres le Hopft
Umlaufsatz, 'enroulement de C' est 27 et ainsi d’aprés le théoreme 11.6.4, T(L) — T(0) =

27, Comme la projection p de R sur S' est injective sur lintervalle [T(0);T(L)[ (de
longueur 27), T(so) = T(s;) implique que T(sq) = T(s;). Comme T est croissante,
t — T(t) est constante sur le segment [so;s], et il en est de méme de ¢ — T(t). On
a donc a(sy) = a(sg) + (s1 — s0)a/(sg), or ceci implique que les tangentes en sy et s;
coincident. Nous sommes donc parvenu a une contradiction.

Montrons que C est équivalent a B. Pour tout p € C, notons H, le demi-plan fermé
délimité par la tangente en p et contenant C. Alors Q C H,. En effet, si tel n’est pas le
cas, il existe y € Q tel que y ¢ H,. Soit D la demi-droite d’origine p et passant par y. En
dehors de p, cette demi-droite est contenue dans le demi-espace ouvert complémentaire
de H,. Parcourons cette demi-droite en partant de y et en s’éloignant de p. Comme Q
est compact, on finit par en sortir, et pour cela, il faut passer par sa frontiere 02 = C.
Mais ceci contredit le fait que C' est dans H,,. Ceci étant valide pour tout p € C, on a
Qc Upec H,. En fait, il y a égalité de ces ensembles. En effet, supposons que x € UpEC H,,
mais ¢ Q. Soit to € R réalisant le minimum de la fonction périodique de classe €
t— d(t) = ||/ (t) — z||?, et soit p = a(ty). On a d'(ty) = 2(a/(ty), a(ty) — z) = 0 et donc
a/(tg) est orthogonale a a(tg) —x = p—x. Par hypothese, x est contenu dans le demi-plan
fermé H,. Ce demi-plan contient () d’apres ce qui précede. Il existe donc des points du
segment ouvert joignant p a x qui sont dans 2. Soit y I'un de ces points. Un des points
du segment entre y et x est sur la frontiere 92 = C, mais ce point est strictement plus
proche de x que p, ce qui est impossible.

Q=JH,

peC

Nous avons donc montré que

ce qui montre la convexité de {2 comme intersection d’ensembles convexes.

Pour la réciproque (B implique C), contentons nous de remarquer que la démonstration
est similaire & celle du fait bien connu que le graphe d'une fonction convexe de classe 6™
est au-dessus de la tangente a ce graphe en tout point.

Ceci termine la démonstration du théoreme. O

Exercice 11.6.19. Soit C' un arc géométrique orienté périodique simple du plan. Montrer
que chacune des propriétés suivantes implique la suivante.
A’. La courbure algébrique de C' garde un signe constant (au sens strict).
B’. Si o: R — R? est un paramétrage par la longueur de I’arc périodique de période
L de C, alors le champ de vecteurs normaux unitaires
- . 1 =
im:R—=S, tepz(T(1))
est une application L-périodique injective sur [0; L.
C’. La courbure algébrique de C' garde un signe constant (au sens large).
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11.6.7 Théoreme de Fenchel et Fary-Milnor

Comme nous 'avons remarqué plus haut, la courbure totale est définie pour un arc
géométrique périodique de RY et pas simplement pour les arcs du plan.

,—(Théor‘eme I1.6.20 (Théoreme de Fenchel).} \

Soit C' un arc géométrique de R? et soit o : R — R? un paramétrage par la
longueur de 'arc de C' de période L > 0. Alors

L
/ k(s)ds > 2.
0

De plus, la courbure totale de C' est égale a 27 si et seulement si C' est plan et
convexe.

Nous démontrerons dans le chapitre VI (théoreme VI.4.3) un analogue partiel de ce
théoreme pour les surfaces, dont la démonstration s’adapte au cas des courbes planes.
Nous laissons les détails de ceci au lecteur.

Nous allons préciser le théoréme de Fenchel en énoncant (sans démonstration) le
théoreme de Fary-Milnor. Pour cela, définissons le fait pour un arc géométrique périodique
de R3 d’avoir une trace nouée (ou dénouée).

~ Définition 11.6.21. | Y

Soit C' un arc géométrique périodique simple de R3 et soit € sa trace. On dit
que % est dénouée s’il existe une homotopie

h:[0;1] xS' = R?
telle que
R({0} x SY) =S', h{1} xSH =%,

et pour tout u € [0;1],
h({u} x S') =€, C R?

est la trace d'un arc géométrique périodique simple de R3. On appelle une telle
homotopie une isotopie. Lorsque % n’est pas dénouée, on dit qu’elle est nouée.

Théoréme 11.6.22 (Féry—Milnor).}

Soit C' un arc géométrique périodique simple de R? dont la trace est nouée. Sa
courbure totale est alors au moins égale a 4.

Pour une démonstration, nous renvoyons le lecteur a [1] ou [0].
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11.7 Exercices

Exercice I1.7.1. Soit o : I — R" une courbe paramétrée et soient a < b € I. Montrer
que

b
L‘;:/ o/ (8)]]dt > [ja(b) — a(a)]].

Exercice I1.7.2. Soit o : I — R? un arc paramétré, et soient a < b € I tels que
a(a) # a(b). Montrer qu’il existe ¢y € Ja; b tel que a(b) — a(a) est colinéaire a o/ (to).

Exercice I1.7.3. Soit o : I — R? un arc paramétré, et soit D une droite de R?. Supposons
que t — d(a(t), D) atteint son minimum en ¢ty € I et que a(ty) ¢ D. Montrer que la
tangente a « en ty est parallele a D.

Exercice I1.7.4. Soient o et 8 des arcs paramétrés dans R? définis sur des intervalles
ouverts contenant 0 Supposons que «(0) = 3(0) = p et que /(0) = £'(0). On dit que «
est au dessus de [ sur un voisinage J de 0 si pour tout t € J,

() = p, pz(T0a(0))) = (B(t) — p. p3 (T5(0))).

Montrer que si « est au dessus de 5 sur J, alors »,(0) > »53(0). Réciproquement, montrer
que si 3,(0) > 25(0), alors a est au dessus de [ au voisinage de 0.

Exercice I1.7.5. Soit o : I — R3 un arc paramétré par la longueur de 'arc birégulier
tel que pour tout t € I, x/(t) # 0, 7(t) # 0. Montrer que la trace de « est contenue dans
une sphere de rayon r si et seulement si

Exercice I1.7.6 (Forme locale canonique). Soit o : I — R3 un arc paramétré par la
longueur de ’arc birégulier. Soit ¢ty € I. Montrer que

alt) = a(t0)+(t _ M) f(t0)+(t lto) | (to)t > N(tg)—itl) ) gy s 4oy,

3! 2 3! 3!

En déduire que si tg = 0, T(to) = e1, N(to) = e, B(to) = es, et a(t) = (2(t),y(t), 2(1)),
alors

x(t) =1t — @ti’) + o(t?),
y(t) = “(20)# n R/éo)t?’ +o(t),
2(t) = —wzﬁ?’ + o(t?).

Exercice I1.7.7. Soient f et g deux applications continues de S' dans S!. On suppose
que pour tout x € S, ||f(z) — g(z)|| < 2, c’est-a-dire que (f(x),g(z)) n’est jamais un
couple de point antipodaux. Montrer que f et g sont homotopes. En déduire que f et g
ont méme degré.

Exercice I1.7.8. Soit f une application continue de S* dans S'. Montrer que si deg f est
impair, alors il existe z € S* tel que f(—x) = —f(x).
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II.8 Appendice : déplacements du plan et de ’espace

Notons E l'espace affine euclidien RY. Un déplacement f de E est une application
de E dans E qui préserve la distance euclidienne, c’est-a-dire

d(f(x), f(y)) = d(z,y), (v,y € E).
Notons fy: E — E, fo(x) = f(z) — f(0). On a alors

o)l = I1f () = FO)]| = d(f(x), £(0)) = d(x,0) = [[]]

Ainsi, fy préserve la norme euclidienne, et donc par la formule de polarisation, le produit
scalaire. Il s’ensuit facilement que fy est linéaire. Appelons isométrie linéaire une appli-
cation linéaire de E dan E préservant la norme euclidienne. Un déplacement f de E est
donc la composée d’une isométrie linéaire et d’une translation.

Si ’application linéaire fj est de déterminant 1, on dit alors que f est un déplacement
direct de E.

Pour N = 2; les déplacements directs sont composés d’une rotation et d’une transla-
tion. Pour N = 3, les déplacements directs sont composés d’une rotation autour d’un axe
et d’une translation.

Les isométries linéaires (resp. isométries linéaires directes) sont représentées dans la
base canonique (plus généralement dans toute base orthonormale (resp. toute base ortho-
normale directe) par une matrice de O(N) (resp. de SO(N)). Soient B et B’ deux bases
orthonormales (resp. deux bases orthonormales directes) de E. Alors il existe un unique
isométrie linéaire (resp. isométrie linéaire directe) envoyant B sur 5.



Chapitre 111

Orientation. Théoremes de
séparation

Dans ce chapitre, nous allons établir des résultats globaux concernant la géométrie
des surfaces dans R®. La premiere notion & laquelle nous allons nous intéresser est celle
d’orientabilité d’une surface. Une surface est orientable si elle admet un champ de
vecteurs normaux unitaires, ou de maniere équivalente, si elle admet un recouvrement
par des paramétrages locaux de telle sorte que les changements de paramétrages sur les
intersections des domaines des cartes soient de déterminant jacobien strictement positif.
Les surfaces définies par un seul paramétrage, ou bien comme graphe, ou bien comme
ensemble de solutions d’équations sont orientables. Toutes les surfaces ne le sont pas, un
contre-exemple étant donné par le ruban de Mobius.

Ensuite, nous introduirons la notion de transversalité entre deux sous-variétés de R,
et nous étudierons plus particulierement le cas de deux surfaces, ou bien d’une courbe et
d'une surface, dans R3. Une intersection entre deux sous-variétés de RY est transverse
si la somme des espaces tangents a ces sous-variétés en un point de leur intersection est
I'espace RV tout entier. L’idée importante, qui découle du théoreme de Sard, est que
génériquement, une intersection entre courbe et surface, ou bien entre deux courbes, est
transverse. Génériquement, ceci signifie intuitivement que si une intersection n’est pas
transverse, elle le devient apres une petite déformation. Le théoreme de Sard permet de
formaliser cette idée.

Comme application de la transversalité, nous démontrerons le théoreme de séparation
de Jordan-Brouwer. Il est I’analogue en dimension 3 du théoreme de séparation de Jordan
en dimension 2 (théoreéme I1.6.5). Il affirme qu’une surface compacte de R? sépare I'espace
en deux domaines, un domaine intérieur, borné, et un domaine extérieur, non borné. La
démonstration, bien qu’assez technique dans les détails, est naturelle. Elle s’adapte sans
difficulté a la dimension inférieure pour fournir une démonstration du théoreme de Jordan
I1.6.5. Une conséquence importante de ce résultat est le théoreme de Brouwer-Samelson :
une surface compacte est orientable.

Notations et conventions. Dans ce chapitre et les suivants, nous ne précisons plus
les classes de régularité des sous-variétés et des applications entre sous-variétés. Nous
parlerons simplement de sous-variétés et d’applications différentiables, le lecteur pouvant
choisir soit de les supposer de classe €°°, soit de s’assurer la validité des énoncés pour
une certaine classe de régularité (au minimum %*).

Nous utiliserons souvent les notations suivantes. Soit .7 une surface de R?, et x : U —

93
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< un paramétrage local de ., U étant un ouvert de R% On note ¢ = (u,v) la variable
dans U, de sorte qu’en un point p = x(q) = x(u, v), les vecteurs

X, (q) = dx,(1,0), x,(q) = dx,(0,1)
forment une base du plan tangent 7,7

L’espace R? est muni de sa structure euclidienne standard. Courbes et surfaces sont
synonymes de sous-variétés de dimension 1 et 2 respectivement.

III.1 Orientation de RY

Une orientation de RY est une classe d’équivalence pour une certaine relation sur
I'ensemble des bases de RY, relation que nous décrivons maintenant. Notons GL(N,R)*
le sous-groupe de GL(N,R) des matrices ayant un déterminant strictement positif. Fixons
deux bases de RY. 1l existe un unique élément dans GL(N,R) qui envoie la premiere sur
la, seconde. Introduisons sur ’ensemble des bases de R la relation d’équivalence ~ ol
deux bases B et B’ vérifient

B~B

si et seulement si I'unique élément de GL(N,R) qui envoie B sur B est dans GL(N,R)™.

On vérifie facilement que c’est bien une relation d’équivalence car le déterminant est
un morphisme de groupes et que cette relation partitionne I’ensemble des bases de RY en
deux classes d’équivalence,

Définition IT1.1.1. ]

On appelle une orientation de R le choix d'une des deux classes d’équivalence
de la relation ~.

Remarques I11.1.2.

1. On peut de méme définir 'orientation de tout espace vectoriel réel de dimension
finie V.

2. Dans le cas de RY, on peut profiter de l'existence d’une base canonique pour
privilégier une des deux orientations. Une base dans la classe d’équivalence de la
base canonique est dite directe.

3. La possibilité de définir une orientation de I’espace vectoriel RV est due au fait
topologique suivant : GL(N,R) possede deux composantes connexes, distinguées
par le déterminant. En effet, considérons

det : GL(N,R) — R.

C’est une application polynomiale en les coefficients des matrices, donc continue.
L’image est contenue dans R* puisque les matrices inversibles sont celles qui ont
un déterminant non nul, et il est facile de voir en considérant des matrices dia-
gonales que cette image est exactement R*. Comme R* possede deux compo-
santes connexes, la continuité du déterminant implique que GL(N,R) en a au
moins deux, I'une dans det ™ (R_) et 'autre dans det *(R,). En fait, si I'on pose
GL(N,R)* = det ' (R,), GL(N,R)™ = det ' (R_), on peut montrer (en utilisant
la décomposition polaire des matrices) que ce sont les composantes connexes de
GL(NV,R).
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4. On ne peut pas définir d’orientation pour un espace vectoriel de dimension finie
complexe : C* et GL(N, C) sont connexes.

II1.1.1 Produit vectoriel

L’espace vectoriel R? est muni de sa structure euclidienne standard.

,—[Proposition III.1.3.} \

L’espace euclidien R?® est muni d'une unique application bilinéaire, anti-
symétrique, notée A :
A R xR - R3

vérifiant, quels que soient x,y, z € R3,

(z ANy, z) = det(z,y, 2).

Démonstration. Fixons z et y dans R3. L’application

z > det(z,y, 2)

est une forme linéaire sur R3 dans R. Il existe donc un unique vecteur, noté x A y tel que
pour tout z € R3

det(z,y,2) = (z Ny, 2).

Les propriétés de bilinéarité et d’antisymétrie découlent directement des propriétés du
déterminant. 0

Exercice III.1.4. Soient z et y dans R®. Montrer que x A y est orthogonal au plan
engendré par x et y, que

=53 )

et que si z et y ne sont pas liés, (x,y,r Ay) est une base directe de R3.

II1.2 Champs de vecteurs normaux. Orientation

En chaque point d'une surface . de R3, I'espace tangent de dimension 2 admet un
supplémentaire orthogonal (pour le produit scalaire ambiant) de dimension 1, donc une
droite. Cette droite porte deux vecteurs de norme 1. Nous allons chercher a associer a
chaque point de la surface un de ces vecteurs normaux unitaires, ceci de maniere a définir
une application différentiable.
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~ Définition II1.2.1. ] .

Soit . une surface de l'espace euclidien R3. Un champ de vecteurs normaux
sur . est une application différentiable N : . — R3 telle qu’en chaque point
p € .7, le vecteur N(p) soit orthogonal au plan tangent 7,.%. Si de plus, en
chaque point, la norme de N(p) est 1, on dit que N est un champ de vecteurs
normaux unitaires.

Localement, un tel champ de vecteurs existe toujours.

Lemme III.2.2.}

Soit x : U — . un paramétrage local de .. Alors il existe un champ de vecteurs
normaux unitaires sur x(U).

Démonstration. Posons, pour tout p = x(q) € .7,

Xu(q) A %0(q)
|Ixu(q) Axu(q)]|
Il est clair que ceci définit une application différentiable de x(U) dans R? telle qu’en

chaque point p = x(q) € x(U), le vecteur N(p) est orthogonal a 7, et de norme 1.
L’application N vérifie alors les propriétés voulues. ]

N(p) =

~ Définition I11.2.3. ] .

Une surface . de I'espace euclidien R? est dite orientable s’il existe un champ
de vecteurs normaux unitaires sur .. Le choix d'un tel champ s’appelle une
orientation de ..

Remarque 111.2.4. Il est clair que si N est un champ de vecteurs normaux unitaires
sur ., —N en est un autre, et que si . est connexe, N et —N sont les seuls champs de
vecteurs normaux unitaires sur .. En effet, soient N et N; deux tels champs de vecteurs.

Soient
A={pe s Np)=Ni(p)}, B={pe; N(p)=-Ni(p}

On a AUB = .7, et d’autre part, A et B sont fermés par continuité de N et Nj. Ils sont
donc aussi ouverts dans ., leur complémentaire étant fermé. Si .¥ est connexe, ou bien
¥ = A, ou bien . = B.

Une surface connexe orientable admet donc exactement deux orientations. Lorsque le
choix du champ de vecteurs normaux unitaires est fait, nous dirons que la surface est
orientée. Ainsi, lorsque nous dirons par exemple < Soit . une surface orientée ... > ceci
suppose qu'un champ vecteurs normaux unitaires est choisi sur . et celui-ci sera toujours
noté N.
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,—[Proposition III.2.5.} \

Soit . une surface de I’espace euclidien R3. Alors .# est orientable si et seulement
s'il existe un recouvrement de . par des paramétrages locaux x; : U; — .7,

)

tels que sur toute intersection W;; = x;(U;) N x;(U;), le changement de pa-
ramétrage :
x;tox;: x5 (W) — U

7

ait un déterminant jacobien strictement positif.

Remarque I11.2.6. La proposition ci-dessus donne une définition équivalente de 1’orien-
tabilité d'une surface de R® qui a l'avantage d’étre généralisable immédiatement aux
sous-variétés de dimension m de RY. La définition utilisant les champs de vecteurs nor-
maux, elle en revanche, ne se généralise qu’aux hypersurfaces de RY (c’est-a-dire aux
sous-variétés de codimension 1). Elle a néanmoins I'avantage d’étre plus < visuelle > et
permet d’introduire directement ’application de Gauss (voir chapitre suivant)

Nous laissons au lecteur la démonstration de cette proposition, sous la forme de I'exer-
cice suivant.

Exercice II1.2.7. Soient . une surface de I'espace euclidien R3,
X U — L, Xy : Uy — S
deux paramétrages locaux de .7, W = x;(Uy) N x2(Us), et
f=x;'oxy: x; (W) — Uy

le changement de paramétrage entre x; et Xs.

Montrer que pour tout p € W,
(x2)ulxz (1)) A (x2)u (5 () = Jac(0) (5™ (1) ((x1)al™ (1) A (x0)u(o1 ' (2)) )

En déduire une démonstration de la proposition.

Exemple II1.2.8. Comme corollaire du lemme II1.2.2, on obtient le fait que les plans
affines sont orientables. Si P est le plan défini par P = {p € R*| (p — po,a) = 0} (le plan
passant par pg et orthogonal au vecteur a de norme 1), alors

T,P={veR?| (v,a) =0}

et donc N : P — R3 pr a est un champ de vecteurs normaux unitaires a P.
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Exemple II1.2.9. Comme autre corollaire du lemme II1.2.2, on voit que les surfaces
définies par des graphes sont orientables. Soit f : &/ — R une application différentiable
sur un ouvert U de R% Un paramétrage global de son graphe .# est donné par

x: U=, (u,0)— (u,v, f(u,v))
et donc, en posant ¢ = x *(p), le champ de vecteurs

XU(Q)/\XU(Q) _ (_fu(q)v_fv(Q)71)

N : y%R y pl—>N(p) - ||Xu(q)/\xv(q)|| ||(_fu(Q)7_fv(Q)71)||’

est un champ de vecteurs normaux unitaires sur .%.

Exemple I11.2.10. Les spheres sont orientables. Soit S(pg, r) la sphere de centre py et de
1

rayon r. Le champ de vecteurs N : S(po,r) — R3; p — —(p—pg) est un champ de vecteurs
r

normaux unitaires sur S(pg, 7). Nous verrons plus tard qu’il est d’usage de choisir 1'autre
orientation, c¢’est-a-dire celle dont les vecteurs pointent vers l'intérieur de la sphere.

Exemple II1.2.11. Les surfaces définies par des équations sont orientables. Soient ¥V un
ouvert de R3, f : ¥V — R une fonction différentiable et a une valeur réguliere de f et
< = f71({a}) la surface définie par f et a. En chaque point p de ., le plan tangent &
< en p est
T, =kerdf, = {v € R*| (Vf(p),v) = 0}
of, . of . of V()

ou Vf(p) = < Dr (p), a—y@)a 92 (p)) # 0 et donc p — T~ est un champ de vecteurs

normaux unitaires sur .#.

Toutes les surfaces ne sont pas orientables, comme le montre ’exemple célebre suivant.

Exemple I11.2.12 (Ruban de Moebius). Soit C' le cercle de centre (0,0) et de rayon
2 du plan R?, vu comme le plan d’équation z = 0 dans R3. Soient py = (0,2,0) € R?,
es = (0,0,1) et L le segment

L={leR*|{=py+tes, t €]-1;1]}.

Le ruban de Moebius est la surface . obtenue comme la réunion des segments construits
en faisant glisser le centre de L le long de C, tout en faisant pivoter L, de sorte que
lorsqu’on revient au point de départ, L ait effectué un demi-tour. Paramétrons cette
surface. Le centre du segment L(t) est

c(t) = (2sint,2cost,0).

En ¢, le segment L(t) a effectué une rotation d’angle ¢/2, c’est-a-dire que le vecteur d(t)
donnant la direction de L(t) est obtenu en appliquant a la direction d’origine e3 une
rotation d’axe ey et d’angle t/2 suivie d'une rotation d’axe e3 et d’angle ¢, ou de maniére
plus explicite :

cost sint 0 1 0 0 0 —sintsint/2
d(t)= [ —sint cost 0 0 cost/2 —sint/2 0] = | —costsint/2
0 0 1 0 sint/2 cost/2 1 cost/2
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Ainsi, on obtient :
S ={c(t)+sdt)|teR, se]-1;1[}
2sint — ssintsint/2
= 2cost — scostsint/2 | [tE€R, se]-1;1]
scost/2
Soit
F:RxR =R (u,v)+ (2sinu — vsinusinu/2,2cosu — vcosusinu/2, v cos u/2)

C’est une application de classe €°. Elle est périodique de période 47 en la variable u et
F(u+2m,v) = F(u,—v). De plus F(Rx]| —1,1[) = F([0, 4n[x]—1;1[) = .~.

Etudions maintenant l'injectivité de F' sur Rx] — 1, 1[. Supposons

2sint — ssintsint/2 2sint’ — §'sint’sint’/2
2cost — scostsint/2 | = | 2cost’ — s’ cost'sint’/2
scost/2 s’ cost' /2

En prennant le carré des deux premieres égalités et en les sommant, on obtient
(2 — ssint/2)? = (2 — s'sint’/2)”.
Comme |ssint/2| <1 et |¢'sint’/2| < 1 dans le domaine considéré, on en déduit
2 —ssint/2=2—¢sint'/2 d'ou ssint/2 = s"sint'/2.

En élevant au carré et en sommant avec le carré de la troisieme équation ci-dessus, on
obtient
|s] = |s'l.
Supposons tout d’abord s = 0, d’out s = 0. Alors sint = sint’ et cost = cost’, d’'ou t =t/
mod 27. Si s # 0 et s = s, on a sint/2 = sint’'/2 et cost/2 = cost’/2, don t/2 = t'/2
mod 27, ou encore t = t' mod 4w. Si s # 0 et & = —s, on a sint/2 = —sint'/2 et
cost/2 = —cost'/2, dou t/2 = t'/2 + m mod 27, ou encore t = t' + 21 mod 47. Pour
résumer, on a
F(t,s)=F(t', s

avec t,t' € Ret s, €] —1,1] si et seulement si
s=¢§=0 et t=t mod2m

s=5 et t=t mod4nr
s=—5 et t=t 427 mod 4r.

De ceci, on déduit que pour tout a € R,
x@ : Ja — g,a—i—g[ x]-1;1[ = R, (u,v) = F(a+ u,v)

est différentiable, injective. La différentielle au point ¢ = (u,v) est donnée par

9

cos(u + a) (2 — vsin(~ ;L a)) — Zsin(u + a) cos(—

2
x( = —sin(u + a) (2—'Usin(u+a)) - gcos(u—i—a) cos(u;a) ;
v u+a

)

—— sin(

2 2
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u-+a

)

—sin(u + a) sin(

x = [ —cos(u+ a) sin(u 5 a)

(u—i—a)
cos
2
Ainsi
cos(u + a) cos(u+a) (2 —vsin(u;a)> - gsin(u—l—a)
xWAx@ = | —sin(u + a) COS(u a) (2 —Usin(u;r&)) - gcos(u+a) ,
sin(u;—a) <vsin(“‘£a) _ 2>
et

2
1@ A x@][2 = (2 - usin(“;a)) + UZ > 0.

Ceci montre que dx(® est partout injective. Pour montrer que x( est un paramétrage, il
reste a voir que cette application réalise un isomorphisme entre son domaine et son image.
Pour ceci, il suffit de remarquer que I'on peut prolonger x(® par continuité au compact

i s
[a— 5 a+ 5] x [—1; 1] et que cela reste injectif. Comme une application continue injective

sur un compact réalise un homéomorphisme entre son domaine et son image, le résultat
voulu s’ensuit. Enfin, il est clair que .7 est recouvert par les ouverts images des x(®. Ceci
montre que . est une surface de R3. Par exemple, et nous nous en servirons ci-dessous,

on peut recouvrir . par les paramétrages x*) = x(%) ol q;, = ]%W, k=0,...4.
Montrons maintenant que .¥ n’est pas orientable. En effet, supposons le contraire,
et choisissons alors un champ de vecteurs normaux unitaires N sur ., de tel sorte qu’il
coincide avec le champ de vecteurs normaux unitaires donné par le paramétrage x(©
sur I'image de celui-ci. Comme les paramétrages x(© et x(1) se chevauchent, et que les
champs de vecteurs normaux unitaires qu’ils donnent coincident sur leur intersection, le
champ N coincide aussi avec le champ donné par le paramétrage x(). En continuant ainsi
de proche en proche, on voit que le champ N doit coincider avec le champ de vecteurs
normaux unitaires donné par le paramétrage x sur 'image de celui-ci. Or cette image
est aussi celle de x(©. Mais les formules explicites ci-dessus montrent que le champ de
vecteurs normaux unitaires donné par le paramétrage x4 est 'opposé de celui donné par
x© (pour le voir, il suffit de regarder ce qui se passe en v = 0). Nous obtenons donc la
contradiction voulue, ce qui montre que le ruban de Moebius n’est pas orientable

Remarque I11.2.13. Nous montrerons plus loin (théoreme I11.4.12) que toute surface
compacte . de R3 est orientable.

Exercice II1.2.14. Montrer que si la surface connexe .7 de R? est 'union de deux surfaces
connexes orientables .77 et .7 telles que . N .% est connexe, alors . est orientable.

Exercice II1.2.15. Supposons que la surface connexe . de R? soit 1'union de deux
surfaces connexes orientables .77 et . telles que .71 N.% ait deux composantes connexes
A et B, et que les orientations choisies sur .#] et ., coincident sur A et sont opposées
sur B. Montrer que . n’est pas orientable. Appliquer ceci au ruban de Moebius.
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~

FIGURE III.1 — Ruban de Moebius

Exercice I11.2.16. 1. Soit f : . — % un difféomorphisme local entre deux surfaces
A et S, Supposons que ¥4 soit orientable. Soit N, un champ de vecteurs normaux
unitaires sur .%. Définissons une application N; : ., — R? de la maniere suivante : si

p € 71, posons
a/Nb

landl

Ni(p)

ou (a, b) est une base de 7,77 telle que
det (df,(a), df,(b), N2(f(p))) > 0.

Montrer que N; est champ de vecteurs normaux unitaires sur .#] et en déduire que .7}
est aussi orientable.

2. Montrer que si deux surfaces .7] et %5 sont difféomorphes, I'une est orientable si et
seulement si 'autre 'est.

3. 51 f: A — S est un difféomorphisme local, et si .#] est orientable, .%5 'est-elle
aussi nécessairement 7

Exercice II1.2.17. Soit .¥ une surface orientée de R? par un champ de vecteurs normaux
unitaires N. Soit p € .. On dit qu'une base (a,b) de 7). est positivement orientée si

det(a,b, N(p)) > 0.

Soit f : A — S un difféomorphisme local entre deux surfaces connexes .7 et %%
orientée par N; et Ny. On dit qu’il préserve l'orientation si la différentielle de f en tout
point p € ¥ envoie une base positivement orientée de 7,7 sur une base positivement
orientée de T},.%,. On définit le déterminant jacobien de f par I’équation

Jac(f)(p) = det (df,(a), df,(b), Na(f(p))),

ou (a,b) est une base orthonormale positivement orientée de 7,.#7. Montrer que Jac(f)
est bien défini et que f préserve I'orientation si et seulement si son déterminant jacobien
est partout strictement positif.

Exercice II1.2.18. Montrer que pour R?, vu comme sous-variété de R3, le choix d’une
orientation (donc au sens de ce chapitre) est équivalent au choix d’'une orientation au
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sens de la section III.1. Plus généralement, montrer que pour une surface .#, le choix
d’une orientation donne une orientation de chaque espace tangent au sens de la section
ITI.1. Réciproquement, interpréter le choix d’une orientation de . comme une collection
d’orientations compatibles de ses espaces tangents.

Exercice II1.2.19. Montrer qu’une sous-variété de dimension 1 est orientable.

I11.3 Transversalité

Dans cette section, nous allons définir la notion d’intersection transverse entre deux
sous-variétés de RV,

~ Définition I11.3.1. ] X

Soient .7, et .% deux sous-variétés de RY de dimension respective m; et msy
et soit p un point de leur intersection. On dit que . et %, s’intersectent
tranversalement en p si

prl +pr2 = RN

On dit que . et % s’intersectent transversalement si elles s’intersectent trans-
versalement en tout point p € . N .%%.

Remarque III1.3.2. Si m; + my < N, ¥ et ¥ s’intersectent tranversalement si et
seulement si leur intersection est vide.

,—[Proposition III.3.3.} \

Soient .% et . deux sous-variétés de RV de dimension respective m; et ms.
Si 7 et S s’intersectent transversalement en un point p, alors il existe un
voisinage ouvert V de p dans RY tel que

ANSNY

soit une sous-variété de RV de dimension m; + my — N.
Si .7 et % s’intersectent transversalement .% N .% est une sous-variété de RY
de dimension m; + my — N.

Démonstration. On sait qu’au voisinage de p, .%) et .5 peuvent étre décrites par des
équations. Plus précisement, d’apres la proposition 1.4.6, il existe des voisinages ouverts
V, et V, de p dans RY et des applications différentiables

Uy V= RY™ et Wy Wy 5 RYT™

tels que
Ylﬂvl :@;1({0}% yngQZ\Dgl({O})
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D’autre part, ker(d(Vy),) = 1,7 et ker(d(V2),) = T,.% (cf. proposition 1.8.13). On a
donc

SN0V NVy) = T1H({0}),

. U (ViNVy) = RY™M x RN=™m2 0 (1) = (U (z), Uy(x)).

L’application W est évidemment différentiable, et dW¥, = (d(¥),, d(¥2),) est de noyau
ker(d(¥y),) Nker(d(Vsy),) = 1,5 N1, .
Or comme par hypothese T, + T,% = RY | on a,
dim(7,4 N1, %) + dim(T,. 7 + 1,7%) = dim(1,.% N 1,.%) + N
= dim(7},.71) + dim(7},.%%) = my + mo,
et donc le rang de d(V), est égal a
N —dim(ker(dV,)) = N — ((m1 +mg) — N) = 2N — (my + ma).

Ainsi d¥,, est surjective. D’apres la proposition 1.4.1, il existe un voisinage ouvert V de p
dans RY (contenu dans V; N );) tel que

VNU{o}) =ANSAHANY

soit une sous-variété de dimension N — (2N — (my + my)) = my +my — N de RY. La
seconde assertion en découle immédiatement. O

Dans le cas des courbes et des surfaces de R?, on obtient donc le résultat suivant.

r—[Corollaire III.3.4.}

1. (Intersection de deux surfaces). Soient .7 et .% deux surfaces de 'espace
euclidien R? s’intersectant transversalement. Alors .%; N .% est soit vide,
soit une sous-variété de dimension 1.

2. (Intersection d’une courbe et d'une surface). Soient . et ¢ une surface et
une courbe de 'espace euclidien R? s’intersectant transversalement. Alors
< NE est soit vide, soit une sous-variété de dimension 0, c’est-a-dire un
ensemble discret de points. Si € ou . est compacte, c’est un ensemble

fini.

I1I.4 Le théoreme de séparation de Jordan-Brouwer

I11.4.1 Séparation locale

r—[Lemme III.4.1.]

Soit . une surface de R? et soit p un point de .. Il existe un voisinage ouvert
connexe W de p dans R? tel que .¥ N W soit connexe et W \ . ait exactement
deux composantes connexes, chacune ayant . N YV comme frontiere dans W.
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F1cURE I11.2 — Intersection transverse d’une surface et d’'une courbe dans R3

Démonstration. D’apres la proposition [.5.1, il existe un voisinage ouvert )V de p dans
R3, un voisinage ouvert V; de 0 dans R? et un difféomorphisme ® entre V et V; tel que
O(L NV) = (R*x {0}) N W. Soit B(®(p), €) une boule ouverte dont le rayon est choisi
de sorte qu’elle soit contenue dans V. Le difféomorphisme ® nous ramene ainsi au cas de
I'intersection d’un plan passant par un point et d’une boule ouverte centrée en ce point,
pour lesquels le lemme est évident. O

,—[Proposition III.4.2.} \

Soient . une surface de R? et ¢ une courbe s’intersectant transversalement dans
R3. Alors . N6 est un ensemble discret de R? et au voisinage de chaque point
pde S NE , il existe des points de la courbe de chaque coté de la surface (les
< cOtés » étant définis par le lemme précédent).

Démonstration. La premiere assertion a déja été démontrée dans le corollaire 111.3.4.
Les difféomorphismes entre ouverts de R? préservent la transversalité des sous-variétés.
La démonstration du lemme de séparation locale ci-dessus montre alors qu’il suffit de
considérer le cas ou . est le plan d’équation z3 = 0. Soit a : I — % un paramétrage
local de € en p, avec to = a~'(p) € I. Dans ce cas, les hypotheses de la proposition
entrainent, en posant a(t) = (z1(t),z2(t), x3(t)), que I'on a x3(ty) = 0 et z5(¢y) # 0. 11
existe alors un intervalle |tg — €ty + €| C I tel que z3 s’annule sur cet intervalle seulement
en t = to, et x3(t) > 0sit > ty, x3(t) < 0sit <ty dans le cas ou z4(tg) > 0, I'inverse
dans le cas ou z(ty) < 0. O

La proposition qui suit est un premier énoncé global du théoreme de séparation.
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Fi1GURE III.3 — Séparation locale pour une surface

Proposition III.4.3.}

Soit . une surface fermée connexe de R3. Alors R? \ .¥ possede au plus deux
composantes connexes. La frontiere de ces composantes connexes est .#.

Démonstration. Comme .¥ est fermée dans R3, R3\ .7 est ouvert, et il en est de méme
de ses composantes connexes. Soit C' 'une d’elle. Sa frontiere dC' = C'\ C est non vide,
car sinon, on aurait C' = C, donc C' ouvert et fermé dans R3, ce qui entraine C' = R3.
Ecrivons alors R*\ . = C'[[ C’, ou (" est la réunion des autres composantes connexes de
R?\ .. Comme c’est un ouvert de R3, CU.% = R3\ ("’ est un fermé et donc C € CU.7.

Ceci montre que

oC=C\CcC.7.

En particulier, 0C' est une partie non vide et fermée de .. Montrons maintenant que
c’est aussi une partie ouverte de .. En effet, si p € 0C' C ., on utilise un voisinage W
de p comme dans le lemme précédent, c’est-a-dire tel que W \ . ait deux composantes
connexes C et Cy dont la frontiere dans W est ¥ N W. Comme W\ . C R?\ .7, C;
et Cy sont contenues dans des composantes connexes de R? \ .. Chaque Cj, i = 1,2 est
donc contenu dans C, ou bien ne rencontre pas C. Imaginons que C;NC =0, 1 = 1,2.
On a donc CNW = 0, et donc p ¢ C. Ceci contredit le fait que p € C. Donc au moins
I'un des C}, 1 = 1,2 est contenu dans C, disons ' pour fixer les notations. On a alors

WHY:aClﬂWCC_&CC_’,

et donc WN . C 0C. Ceci montre que p est intérieur a C, et donc que 0C' est ouvert
dans .. Comme la surface .# est connexe, on a 0C = .¥. De plus, le raisonnement ci-
dessus montre qu’une composante connexe C” de R?\ ., contient 'une des composantes
connexes Cy ou Cy de W \ . pour tout voisinage VW d’un point p de . comme dans
le lemme précédent. Comme ces composantes connexes C” sont disjointes, il ne peut en
avoir plus de deux. O
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I11.4.2 Applications du théoreme de Sard

Dans cette section, nous allons utiliser le théoreme de Sard pour établir des résultats
de transversalité qui entreront dans la démonstration du théoreme de Jordan.

Soit . une surface de R?® et py ¢ . un point de R? extérieur a .. Considérons
I’application différentiable

fig st g PP
|lp = pol|
Soit v € T),. et choisissons une courbe paramétrée a : |—e; e[ — .7, telle que a(0) = p

et @/(0) = v. Alors

(I11.4.1) df,(v) (P — po)-

d <a(t)—po) 1 p=m

dtp=o \lla(t) =poll )~ llp=woll”  [lp = polP

Sip—po €T, ona

1 {p — po,p — Po)
(p—]?(J) -
| lp — pol |2

7= poll (p —po) =0,

dfp(p - pO) =

et donc p — py € ker df,,. Réciproquement, si v € T, non nul est dans ker df,, 1’équation
(IT1.4.1) donne

= plP

(P — po,v)

et donc p — py € T, Ainsi df, a un noyau non trivial si et seulement si p — py € ker df,,.
Autrement dit df, est un isomorphisme entre T),.% et T,)S? si et seulement si la droite
passant par p et pg est transverse & .7 en p. Une valeur a € S? de f est réguliere exactement
lorsque la demi-droite {py +ta, t > 0} coupe la surface . transversalement. Le théoreme
de Sard 1.8.43 et la proposition I11.4.2 impliquent donc :

P —Do v

r—[Lemme III.4.4.] N

Pour chaque point py ¢ ., et pour chaque a € S?, on peut trouver une demi-
droite {py + tb, t > 0}, b € S* aussi proche que I'on veut de a, qui intersecte
< transversalement. L’intersection de ces demi-droites et de .% est un ensemble
discret, et donc fini si . est compacte.

Soit . une surface fermée de R? et soit P un plan affine de R? de vecteur normal
unitaire a € S%. La surface . admet un recouvrement par un nombre dénombrable de
paramétrages (cf. §1.6.1). Sur I'image de chacun d’eux, la surface est orientable et donne
donc deux champs de vecteurs normaux unitaires, que 1’on voit comme des applications
différentiables & valeurs dans S?. D’apres le théoréme de Sard, il existe b € S? aussi
proche de a que I'on veut, qui est une valeur réguliere pour toutes ces applications. Ceci
signifie que tous les points de . dont le plan tangent est perpendiculaire a b sont des
points réguliers de ces applications différentiables. D’apres le théoreme d’inversion locale,
ces points sont discrets dans .. Ils sont donc en nombre dénombrable, et méme fini si
. est compacte. En particulier, dans la famille de plans paralleles de vecteur normal b,
on peut en trouver un P’ aussi < proche > que 'on veut de P qui évite cet ensemble
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dénombrable. En chaque point de I'intersection . N P’, le plan tangent a . n’est pas
parallele a P’, c’est-a-dire que . et P’ s’intersectent transversalement. Nous avons donc
montré le résultat suivant.

Lemme III.4.5.]

Etant donné une surface .% et un plan affine P dans R3, on peut trouver un plan
affine P’ aussi proche que 'on veut de P, qui intersecte .¥ transversalement.

Il reste a expliquer ce que signifie exactement pour deux plans affines de R? d’étre proches
ou de maniere équivalente, ce que signifie pour une suite de plan affines (P,) ey de R? de
tendre vers un plan P fixé. On dit que P, tends vers P si d’'une part I'angle! entre les
droites vectorielles orthogonales respectivement a P, et P tends vers 0 (ce qui signifie que
le plan vectoriel défini par P, tend vers celui défini par P), et d’autre part que la distance
entre les projections orthogonales de 1’origine respectivement sur P, et P tend vers 0.

Exercice II1.4.6. Munir I’ensemble des plans affines de R* d'une distance d, de sorte
qu’une suite de plan affines (P,),en de R? tende vers un plan P fixé au sens ci-dessus si
et seulement si d(P,, P) tend vers 0.

Dans la suite, nous allons aussi avoir besoin dune notion similaire pour les demi-
droites de I'espace. L’ensemble des demi-droites (ouvertes) de R? s’identifie & R3 x S? via
I’application

(p,a) eR*x §* = D ={p+ta t >0}

On munit cet espace d’'une distance, en posant
d(Dy, D2) = max(|[p1 — pa||, [lar — azl]),

lorsque Dy = {p1 +ta; t >0} et D = {ps + tay t > 0}.

,—[Proposition III.4.7.} \

Soit . une surface compacte de R? et soit D une demi-droite dont 'origine p
n’est pas dans . et qui intersecte . transversalement. Alors il existe ¢ > 0
tel que pour toute demi-droite D; de R® dont l'origine n’est pas dans .7 et
vérifiant d(D, D;) < €, alors . et D s’intersectent transversalement, avec une
intersection de méme cardinal que celle de .¥ et de D.

Démonstration. La démonstration comporte plusieurs étapes. Posons “ND = {q1, ..., qn}-

Etape 1. Notons D la droite prolongeant D. Posons .¥ N D = {qi,...,qn}. Fixons
i € {1,...,m}. La demi-droite D étant en somme directe avec le plan tangent a . en
¢, on peut voir localement . comme un graphe sur le plan affine P passant par ¢; et
orthogonal a D. Plus précisément, il existe un voisinage W; de ¢; dans P un voisinage

1. L’angle entre deux droites s’intersectant est un réel compris entre 0 et 7.
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V; de ¢; dans R3, et une application différentiable f; : W, — D tel que . NV soit
exactement le graphe de f.

Etape 2. Il existe n > 0 tel que les boules ouvertes B; de centre ¢;, 7 = 1,...,m, et de
rayon 7 soient toutes disjointes. De plus, on peut choisir 7 tel que pour tout i =1,...,m,
B; € V;, le voisinage de 'étape 1. La surface . étant compacte, il existe R > 27 telle que
& C B(0, R — 2n), de sorte que . Ul,_, ,,Bi C B(0,R). Soit A={t>0; p+ate
B(0, R)}. Comme B(0, R) est convexe et compact, A est un intervalle compact. Pour tout
i=1,...,m,posons I; = {t >0; p+at € B;}. Les I;, i = 1,...,m sont des intervalles
ouverts et relativement compacts disjoints contenus dans A. Soit B le complémentaire
dans A de I'union des ;. C’est un compact. La fonction continue t — d(.%, p+ at) atteint
son minimum ¢§ sur ce compact, minimum qui est non nul, puisque si t € B, p + at n’est
pas 'un des g¢;.

Etape 3. Montrons que 'on peut trouver € > 0 tel que si d(D, D;) < ¢, alors pour
tout t & J;—; 1, p1 +ait ¢ . Soit x € . Alors, pour tout t € B, on a

(1 + art) = || > |[(p + at) — || = |[(pr + art) — (p + at)]]
> 6 = (|lay — all + t|lp1 — pl| = 6 = (L + t)d(D, D)
>0 —(1+M)d(D, D),

ou M est un majorant de A.

Sit ¢ Uiy mliett ¢ B alorst ¢ Aet p+at ¢ B(0,R). On a alors pour tout
r €S,

|(p1 + art) — 2| = [|(p + at) — [| = [[(p1 + art) — (p + at)|]
> [|p+at|| —||2]| = |(p1 + art) — (p + at)]|
>R+2n—R— (1+ M)d(D, D) =2n— (1+ M)d(D, D)
11 suffit donc de prendre € < min(ﬁ, ST )-
Dans la suite, on suppose que d(D, D;) < min(ﬁ, ARV
entre Dy et . a lieu lorsque t est dans 'un des I;.

), de sorte que I'intersection

Etape 4. On regarde maintenant ce qui se passe sur les intervalles I;, 1 = 1,...,m.
On fixe un indice i, que 'on oublie maintenant dans les notations ([; = I, B; = B, etc.).
Montrons que si € est suffisamment petit, alors si d(D, D) < ¢, I'intersection de . et du
segment {p; + ait; t € I;} consiste en exactement un point et est transverse.

Par un déplacement de l’espace, amenons le point ¢ sur 0 et la demi-droite D sur
D = {(0,0,—c) + t(0,0,1)}, pour un certain ¢ > 0. La surface . est alors localement
le graphe d’une fonction différentiable f : W C R? — R, ot W est un ouvert de R?
contenant 0. L’'intervalle I est de la forme |d; e[, contenant c. Posons p; = (21, z2, 235 — ¢)
et a; = (g1, g2, 1 + g3). Nous voulons montrer que si x1, 2, T3, g1, g2, g3 sont suffisamment
petits, I’équation

(11142) f(l'l + glt, To + ggt) =I3—cC+ (1 -+ gg)t

admet une unique solution dans 7. Tout d’abord, [ étant relativement compact, il est clair
par continuité que pour 1, s, g1, g2 suffisamment petits,

(*) (w4 gtz +got) €W, (Vtel),
Posons

F(x1, 29, %3, 01, 92, g3, t) = f(z1 + g1t, 22 + got) — (x5 — ¢+ (1 + g3)1).
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C’est une fonction différentiable, vérifiant F'(0,0,0,0,0,0,¢) =0 et

OF

0 0
E(ﬂcu Ta, T3, 01, 92, 93, 1) = g1 a—i(iﬁ +g1t, To+got) +go a—g(l'l +g1t, a2+ got) — (14 g3).

Par continuité et compacité de I, si x1, x2, 3, g1, g2, g3 sont suffisamment petits, ceci reste
strictement positif sur /. Supposons cette condition (**) réalisée dans la suite.

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert U, de 0
dans R® et un intervalle Jy contenu dans I tel que pour tout (1, s, s, g1, g2, 93) € U,
I'équation (I11.4.2) admette une unique solution dans Jy. Mais remarquons que grace a la
condition (%), cette solution est I'unique solution de (II1.4.2) dans I, la fonction

t s F (21, 29,73, g1, g2, 93, 1)

étant strictement croissante.

Ainsi, on a montré qu’il existe € > 0 tel que si D; est la demi-droite
Dy = {(z1 + git, v2 + gat, 23 — ¢+ (1 + g3)t) ; t > 0},

et si d(D, D) < e alors 'intersection de Dy N.% N B est un singleton. L’intersection est
transverse car si

F($1,$2,I37gl792,g3,t) = 07

le plan tangent a la surface en (x1+¢1t, xo+ got, 23— c+(1+g3)t) est d’apres la proposition
[.8.13 I'espace engendré par les vecteurs

0
1+ git, x4+ got)) et (0,1, —f(xl + q1t, x2 + gaot)).

of
1
( 70 8@/

7%(

Si le vecteur directeur de Dy, (g1, 2,1 + g3) est dans le plan engendré par ces vecteurs,
alors en écrivant celui-la comme combinaison linéaire de ceux-ci, on obtient

0 0
0 Gt it a4 gat) 2 (o it ) = (14 gt

Ceci contredit (**) et montre que I'intersection entre . et D; est transverse en ce point.

111.4.3 Le théoréme de Jordan-Brouwer

Théoréme II1.4.8 (Jordan-Brouwer) }

Soit . une surface compacte connexe de R?. Alors R? \ . possede exactement
deux composantes connexes. Chacune d’elle admet . comme frontiere.

Démonstration. D’aprés la proposition I11.4.3, il suffit de voir que R?\.% n’est pas connexe.
Comme .¥ est compacte, il résulte du lemme I11.4.4 que de tout point p de R3\ .7, il
existe une demi-droite D d’origine p qui intersecte . transversalement et . N D est un
ensemble fini. Soit €y (resp. ;) ensemble des points p de R? \ . tel qu'il existe une
demi-droite D d’origine p qui intersecte .# transversalement en un nombre pair de points
(resp. impair). On a donc R3\ . = Qg U ). D’autre part, d’apres la proposition 111.4.7,
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FIGURE II1.4 — Stabilité d’une intersection transverse

les ensembles 2y et 2 sont ouverts. Il est clair que {2y est non vide, car il existe des
demi-droites n’intersectant pas .. De méme €); est non vide. En effet, si p € .¥ est un
point o une fonction hauteur par rapport a un plan affine fixé admet son minimum (voir
exemple 1.8.20), et donc en particulier un point critique, il existe une demi-droite sur la
normale a . en p qui intersecte . uniquement en p (I'intersection est transverse, et on
utilise la proposition I11.4.2 et sa démonstration). Nous allons maintenant montrer que
Qo et © sont disjoints. Si tel n’est pas le cas, il existe p € R? \ . et deux demi-droites
D et D’ d’origine p qui intersectent . transversalement en un nombre respectivement
pair et impair de points. Soit P le plan contenant D et D’. Soit P’ un plan de R3,
proche de P, et intersectant .7 transversalement. L’existence d’un tel plan est assurée
par le lemme I11.4.5. D’apres le corollaire I11.3.4, 'intersection de . et P’ est une réunion
disjointe de courbes fermées simples C' compacte (donc chaque composante connexe de C'
est homéomorphe & S'). Grace a la proposition I11.4.7, on peut trouver dans P’ deux demi-
droites D; et D] de méme origine g qui intersectent . transversalement en un nombre
respectivement pair et impair de points. Ainsi (D; U D})N.% est de cardinal impair. Mais
(DyUD)) N =CnN(DyUDj). Ceci est en contradiction avec le lemme suivant.

r—[Lemme III.4.9.] N

Soit I' = D; U Dy I'union de deux demi-droites de R® de méme origine p, et soit
C une sous-variété de dimension 1 compacte dans le plan P déterminé par I' qui
ne contient pas p et intersecte Dy et D, transversalement. Alors C' N I" possede
un nombre pair de points.

\. J

Démonstration. I" sépare le plan P en deux composantes connexes, disons O; et O,. Par
transversalité, chaque composante connexe C’ de C intersecte I' en un nombre fini de
points, et en chaque point de cette intersection, C’ passe de Oy a O,. Lorsqu’on parcourt
C’, on voit donc qu’il faut traverser I' un nombre pair de fois. Ainsi C' NI est de cardinal
pair, et il en est de méme de C' N T. O]

Ceci conclut la démonstration du théoreme. OJ
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D,

F1cuRrE II1.5 — L’intersection transverse des deux demi-droites et de la courbe compacte
est de cardinal pair

Remarque II1.4.10. La démonstration du théoreme donne un critere pour savoir dans
quelle composante connexe de R?\ .7 se trouve un point p. On considére une demi-droite
D transverse a . d’origine p : le critere est la parité de . N D.

Remarque IT1.4.11 (Domaine intérieur délimité par une surface). Soit B une boule
contenant la surface compacte .. Alors R®\ B, qui est connexe, est contenu dans I'une
des deux composantes connexes de R?\ .#, qui est donc non bornée. L’autre composante
connexe de R3\ .7 est en revanche contenue dans B, et donc bornée. Il s’ensuit que parmi
les deux composantes connexes de R? \ .%, I'une est bornée et I'autre non. On appelle la
composante bornée le domaine intérieur a .#. Notons-le Q. Il est clair que Q = QU .7
est compact. D’autre part, on peut trouver des demi-droites dont 'origine est hors de B
et qui n’intersectent pas la surface. La remarque précédente permet donc de caractériser
la composante non bornée de R3 \ . comme celle telle que les demi-droites transverses
dont 'origine est dans cette composante intersecte . en un nombre pair de points, et
donc le domaine intérieur €2 est lui caractérisé par le fait que les demi-droites transverses
dont I'origine est dans {2 intersectent . en un nombre impair de points.

Une conséquence importante est le fait quune surface compacte de R? est orientable.

Théoréme I11.4.12 (théoreme de Brouwer—Samelson).}

Une surface compacte connexe de R? est orientable.

Démonstration. Soit . une surface compacte connexe de R3. Soit 2 son domaine intérieur.
Soit p un point de . et N(p) un vecteur normal unitaire a . en p. Considérons

a: R—=R3 t— p+tN(p).
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Fi1GuRrE II1.6 — Orientation d'une surface compacte

La trace de « est une courbe transverse a . en p, et d’apres le lemme I11.4.1 et la
démonstration de la proposition I11.4.2; il existe € > 0 tel que pour tout ¢ € |—e;0[, a(t)
se trouve dans une des composantes R? \ .% et pour tout ¢ € |0;¢[, a(t) se trouve dans
lautre. Si pour tout ¢ € |0;€[, a(t) se trouve dans le domaine intérieur €2, on dit alors
que N(p) pointe vers le domaine intérieur. Nous savons que localement, . admet des
champs de vecteurs normaux unitaires. Supposons que sur un ouvert connexe orientable
W de %, nous ayons choisi un tel champ de vecteurs N, et que en un point py € W,
N(po) pointe vers le domaine intérieur. Alors il en est de méme de N(p) pour tout p € W.
En effet, 'ensemble des points p € W tel que N(p) pointe vers le domaine intérieur est
non vide, ouvert d’apres le lemme I11.4.1 et la démonstration de la proposition 111.4.2, et
fermé par le méme argument : si (p,)nen est une suite de points de W telle que pour tout
n € N, N(p,) pointe vers le domaine intérieur, et que de plus p,, tend vers p € W, alors
en choisissant un voisinage de p dans R?® comme dans le lemme II1.4.1, on voit que N (p)
pointe vers le domaine intérieur. Ceci montre ’assertion. Comme .% est recouvert par de
tels ouverts W, on voit que en tout p, le choix de N(p) comme vecteur normal unitaire
a . en p définit globalement un champ de vecteurs normaux unitaires a ., autrement
dit, une orientation de .7. O

Remarque 111.4.13. Parmi les deux orientations possibles d'une surface compacte . de
R3, dont lexistence est assurée par le théoréme de Brouwer-Samelson, I'une est distinguée
par le fait que N pointe vers le domaine intérieur. Sauf mention explicite du contraire, les
surfaces compactes de R3 seront toujours orientées selon cette convention (cf. exercice
I11.2.10).

II1.5 Exercices

Exercice III.5.1. Soient .# une surface compacte de R3, € son domaine intérieur et p
un point de .. Montrer qu’il existe une sphere S, de rayon r > 0, tangente a .’ en p,
contenue dans €2 et telle que . NS, = {p}.
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Exercice II1.5.2. Soient . une surface compacte de R? et € son domaine intérieur.
Supposons quune droite D de R? intersecte Q) seulement en un point p. Montrer que
p € % et que D est tangente a . en p.

Exercice II1.5.3. Soient . une surface compacte de R? et € son domaine intérieur.
Montrer que si pg ¢ 2 il existe au moins deux droites tangentes & . passant par po.
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Chapitre IV

Courbure des surfaces de R’. La
seconde forme fondamentale

Dans ce chapitre, nous allons étudier la courbure des surfaces de R3. La notion de
courbure d’une surface . est plus subtile que celle d'une courbe. En effet, pour un arc
géométrique paramétré par la longueur de l'arc de R?, nous avons défini la courbure
comme un scalaire qui détermine la dérivée du vecteur tangent a la courbe. Pour une
surface de R?, la courbure en un point est vue comme un endomorphisme symétrique (pour
le produit scalaire ambiant) du plan tangent, donné par la différentielle de I'application
associant a un point de la surface un vecteur normal unitaire a celle-ci (application de
Gauss). La forme bilinéaire sur 'espace tangent associée a I’endomorphisme symétrique
(ou plutot son opposé, appelé application de Weingarten) décrit ci-dessus s’appelle la
seconde forme fondamentale de la surface. Cette terminologie suggere qu’il existe une
premiere forme fondamentale. En effet, celle-ci est juste le produit scalaire sur chaque plan
tangent en un point de la surface induit par le produit scalaire ambiant de R?. L’étude des
propriétés des surfaces ne dépendant que de la premiere forme fondamentale fera I'objet du
chapitre suivant. Les invariants de similitude attaché a I'application de Weingarten sont
les objets d’étude de ce chapitre : courbures et directions principales, courbure de Gauss et
courbure moyenne. Nous en donnons des interprétations géométriques, via le théoreme de
Meusnier et un résultat identifiant la seconde forme fondamentale et la hessienne d’une
certaine fonction hauteur. Nous étudions ensuite la régularité des fonctions courbures
introduites et donnons leurs formules dans des paramétrages locaux. Nous donnons deux
applications globales, déduites d'un résultat de Hilbert : les théoremes de Jellett et de
Liebmann. Le premier affirme qu'une surface connexe compacte de R?® de courbure de
Gauss strictement positive et de courbure moyenne constante est une sphere. Le second
arrive a la méme conclusion en supposant la courbure de Gauss constante. Nous établissons
enfin un théoreme d’existence de voisinage tubulaire d'une surface .. L’idée est d’épaissir
la surface selon la direction normale pour obtenir un voisinage ouvert de R? difféomorphe
a ¥ x |—=d; 0] pour un certain intervalle ouvert |—4d;d[. Ce résultat technique nous sera
utile a de nombreuses reprises dans la suite.

Notations et conventions. Nous utiliserons les mémes notations et conventions
qu’au chapitre précédent.
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IV.1 La seconde forme fondamentale

IV.1.1 L’application de Gauss

Dans cette section, on suppose que toutes les surfaces sont orientables. Rappelons que
cette condition est toujours satisfaite localement. Soit N un champ de vecteurs normaux
unitaires sur la surface .. Comme N(p) est de norme 1 pour tout p € ., on peut voir N
comme une application différentiable de .# dans la spheére unitaire S? de R?. L’application
N : . — S? s’appelle application de Gauss de la surface orientée .7.

Par analogie avec les courbes, on s’attend a ce que I'étude des variations de N au
voisinage d’un point p de .¥ nous donne des renseignements sur la géométrie de la surface
dans ce voisinage. Dans le cas des surfaces, cette variation locale n’est plus décrite par un
simple scalaire (comme la courbure dans le cas des courbes) mais par la différentielle de
N en p, qui est une application linéaire

deZ pr — TN(p)SZ.

Or, l'espace tangent T,.% est l'orthogonal de N(p), mais c’est aussi le cas de Ty, S?,
c’est-a-dire que 7, = T, N(p)S2 (c’est une vraie égalité, pas un isomorphisme plus ou
moins canonique). Ainsi, dN, est un endomorphisme de 7,.7.

,—[Proposition IV.1. 1.} \

Soit . une surface de R*. En tout point p de ., la différentielle dN,, de 'appli-
cation de Gauss est symétrique (pour le produit scalaire sur 7,,.% induit de celui
sur I'espace ambiant R?).

\. J

Démonstration. Il s’agit de montrer que quels que soient v, w € T,,.%,
(ANp(v), w) = (v, dNp(w)).

Soit x : U — ¥ un paramétrage local de . en p. Reprenons les notations du lemme
[11.2.2. On a
(x4, Nox) =0, (x,,Nox)=0.

Différentions la premiere égalité par rapport a la variable v et la seconde par rapport a
u. Par égalité des dérivées partielles secondes x,, = X,,,, on obtient

(Xu, (N 0x)y) = (X, (N 0X)y).
Comme pour tout (u,v) € U,
(N o x)v(u, U) = d(N o x)(w)(o, 1) = de(u’v) o dX(uﬂ,)(O, 1) = de(uﬂ]) (Xv(u, U)),

et que de méme
(N o x)u(u, ’U) = de(u,v) (Xu(u7 U))?

on voit que pour tout ¢ = (u,v) € U,

(dNx(q) (%u(9)); %0(9)) = (%u(q), dNx(q) (x(9)))-

Ceci montre que dNy(,) est symétrique. O
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r—[Corollaire IV.1.2.} \

En chaque point p € ., la différentielle de I'application de Gauss est un endo-
morphisme diagonalisable (sur R), dans une base orthonormale (pour le produit
scalaire sur 7). induit de celui sur I'espace ambiant R?).

IV.1.2 La seconde forme fondamentale. Courbure de Gauss et
courbure moyenne

Avant de définir la seconde forme fondamentale sur une surface . de R3, il parait
convenable de définir la premiere forme fondamentale, méme si celle-ci ne tient dans ce
chapitre qu'un role subalterne. Son heure de gloire viendra au chapitre suivant.

—~ Définition IV.1.3.} \

Soit . une surface dans R3. Le produit scalaire de R? induit sur chaque plan
tangent 7,,.% un produit scalaire, noté (., .),. que 'on appelle la premieére forme
fondamentale de la surface .¥ en p.

Nous étant acquittés des convenances concernant ’ordre des priorités terminologiques,
nous en venons a la notion qui nous intéresse.

Soient . une surface orientée de R®, N : . — S? I’application de Gauss et p € .¥.
Nous avons vu que ’endomorphisme dN,, de T,,.% est symétrique et donc diagonalisable
dans une base orthonormale . Sa classe de similitude est donc caractérisée par ses valeurs
propres, ou bien par son déterminant et sa trace (respectivement le produit et la somme
des deux valeurs propres). D’autre part, un endomorphisme symétrique définit naturel-
lement une forme bilinéaire symétrique. Pour des raisons de conventions historiques, on
va plutot considérer I'endomorphisme symétrique L, = —dN,, appelé application de
Weingarten.

~ Définition 1V.1.4. ) .

La seconde forme fondamentale sur .% est 'application bilinéaire symétrique
o, définie sur 'espace tangent 7, en chaque point p de . par

Up(vv U}) = <LP(U>’ w> = _<de('U)v w)? (U’ w e pr)

Ceci nous amene a la définition suivante.
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~ Définition IV.1.5.} .

Soient . une surface orientée de R, N : . — S? lapplication de Gauss et
p € . On pose L, = —dN,. Comme '’endomorphisme L, de T, est symétrique
et donc diagonalisable dans une base orthonormale, ses valeurs propres sont des
réels. Notons-les ki(p) et ko(p), avec ki(p) < ko(p). On appelle k; et ko les
courbures principales de . en p. Si k; = ky = k, alors L, = kIdr, ». Si k; et
ko sont distinctes, les deux droites propres sont en somme directe orthogonale.
Dans ce cas, les deux droites propres sont appelées directions principales de
< en p.

La courbure de Gauss de .¥ en p est définie par

K (p) = ki(p)k2(p) = det(L,).

La courbure moyenne de . en p est définie par

H(p) = 3 ((p) + ha(0) = 5T (Ly).

Remarque IV.1.6. Choisissons l'orientation opposée sur .. Alors la différentielle de
I’application de Gauss est multipliée par —Id, les deux valeurs propres sont changées en
leur opposées. La courbure de Gauss ne change pas, elle est donc indépendante du choix de
I’orientation, en particulier on peut la définir sur une surface non orientable. En revanche,
la courbure moyenne est changée en son opposée.

Exercice IV.1.7. Calculer courbure de Gauss et courbure moyenne pour un plan, une
sphere, un cylindre.

Exercice IV.1.8. Soit . = {z € R*|(Bz,x) + 2(b,z) + ¢ = 0} ot B € M3(R) est une
matrice symétrique, b € R3 et ¢ € R.
1. Montrer que si p — Bp + b ne s’annule pas sur .¥, c’est une sous-variété de R3, ce
que 'on suppose dans la suite.
_ Bp+b
||Bp + pl|
3. En déduire qu’un ellipsoide a une courbure de Gauss partout strictement positive.

2. Montrer que p — N(p) est une application de Gauss pour .. et ¢ € R.

Exercice IV.1.9. Soit . le paraboloide hyperbolique dans R* donné implicitement par
S ={(z,y,2) e R®|z = 2% — *}.
Montrer que la courbure de Gauss de . au point (0,0, 0) est négative.
Exercice IV.1.10. Soit T? le tore de I'exemple 1.4.4 donné implicitement par I’équation
flz,y,z) = (Va2 + 2 =2 + 22 = 1.

Montrer que

Nap2) =~ (V77 = 20y 2), (/27 32 - 2)
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est une application de Gauss pour T2. Calculer la courbure de Gauss en un point p de
T2. Montrer que K (z,y,z) > 0 si et seulement si 22 + y? > 4 et que K(x,y,2) > 0 si et
seulement si 22 + y? > 4. Montrer que 'image par NV des points ol la courbure de Gauss
s’annule consiste en les deux poles (nord et sud) de la sphere unité S?. Montrer que tous
les points de S? en dehors des poles nord et sud admettent deux préimages par N, I'un
ou la courbure de Gauss est strictement positive et I'un ou la courbure est strictement
négative.

IV.2 Interprétation géométrique

Nous allons donner deux interprétations géométriques de la seconde forme fondamen-
tale.

IV.2.1 Le théoréme de Meusnier

Soit . une surface de I'espace euclidien R? sur laquelle nous avons fixé une application
de Gauss N : . — §? et la seconde forme fondamentale correspondante. Soient p un
point de . et v un vecteur unitaire tangent a .% en p et soit a : I — .% un paramétrage
par la longueur de 'arc d’un arc paramétré tracé sur ., tel que a(ty) = p et que o/(ty) = v
pour un certain ty € 1.

Dans cette situation, on a le résultat suivant qui relie la courbure x(ty) de v en ¢ et la

seconde forme fondamentale en p. Soit 6 I’angle entre le vecteur normal a . en p, N(p),
O//(tg) O//(tg)

la”(to)l] — (to)

et le vecteur unitaire normal a la courbe en p, 7 =

Proposition IV.2.1.]

On a, avec les notations qui précedent, cos @ x k(ty) = o,(v,v).

Démonstration. Comme a(t) € . pour tout t € I, on a o/(t) € Ty, et donc
(o/(t), N(a(t))) =0, (tel).

En dérivant par rapport a ¢ et en évaluant en ¢,, on obtient :

(@”(to), N(p)) = —{a'(to), dNy (< (t0)) = — (v, dNy(v)) = o (v, v).
Or (a(to), N(p)) = [|"(to)[ (7, N(p)) = r(to) cos . B

Soit v un vecteur unitaire tangent a .# en p. Considérons le plan P, engendré par v
et par N(p).

Par définition du vecteur normal unitaire N(p),
1,7 + P, = R®.

Ceci signifie que P, est transverse a .¥ en p. D’apres la proposition I11.3.3, il existe un
voisinage V de p dans R? tel que

S NP,NY =al)
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oll a: I — R3 est un arc paramétré réalisant un homéomorphisme sur son image. Nous
appellerons cette courbe la section normale de .¥ en p de direction v.

On peut supposer que « est un paramétrage par la longueur de 'arc et que v = /(1)
est le vecteur tangent a « en un point ¢y de I, avec a(ty) = p. Dans cette situation, la
proposition précédente se réécrit comme suit.

Proposition IV.2.2.}

La courbure algébrique (%) (dans le plan P, orienté par (v, N(p))) de a en t
est égale a 0,(v,v).

Démonstration. On reprend le calcul de la démonstration précédente, en utilisant (11.2.1)
et en remarquant que

%(to) = <O//(t0)7 N(p)>
]

Cet énoncé est la formulation en langage moderne d’une observation d’Euler, généralisée
ensuite comme ci-dessus par Meusnier, du fait que les courbures des sections normales en
un point donné ne sont pas un ensemble arbitraire de nombres, mais les valeurs prises
par une forme quadratique de deux variables. En fait, si k1(p), k2(p) sont les courbures
principales de . en p, et si (e, e3) est une base orthonormale de vecteurs propres (res-
pectivement pour les valeurs propres k1 (p), k2(p) de L,), on a

s(to) = (v,e1)*k1(p) + (v, €2)*ka(p).

Remarque IV.2.3 (Interprétation géométrique du signe de o,(v,v)). Soit v un vecteur
unitaire tangent a une surface . en p, et soit N le choix d'une orientation sur .. Si
op(v,v) > 0, alors la section normale P, N . vit localement entierement du coté du plan
tangent affine 7,.7 vers lequel pointe le vecteur normal N(p) et d’autre part n’intersecte
ce plan tangent qu’en p.

Réciproquement, si la section normale P, N .% vit localement entierement du coté du
plan tangent affine 7,.% vers lequel pointe le vecteur normal N(p), alors o,(v,v) > 0.

Dans le cas des courbes, une discussion similaire se trouve dans la section 11.6.6.

La remarque précédente entraine que si la seconde forme fondamentale est définie
positive ou définie négative en un point, alors toutes les sections normales a la surface
sont localement entierement d’un seul c6té du plan tangent. (En fait, nous verrons dans
la proposition 1V.2.8 que la surface elle-méme est dans ce cas localement d’un seul coté
de son plan tangent). En dimension deux, cette condition est équivalente au fait que les
deux courbures principales sont de méme signe, ou encore que la courbure de Gauss est
strictement positive. En revanche, lorsque la courbure de Gauss est strictement négative,
alors les sections normales correspondant aux deux directions principales sont situées
localement chacune d’un co6té différent du plan tangent, en particulier la surface intersecte
les deux demi-espaces délimités par ce plan tangent.

Introduisons un peu de terminologie.
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—~ Définition IV.2.4. X

Soit . une surface orientée de R3. Les points ot la courbure de Gauss est
strictement positive sont appelés points elliptiques de la surface. Ceux ou la
courbure de Gauss est strictement négative sont appelés points hyperboliques.
Ceux ou la seconde forme fondamentale admet une valeur propre nulle sans
étre identiquement nulle sont appelés points paraboliques. Enfin, ceux ou la
seconde forme fondamentale est identiquement nulle sont appelés points plans.

Remarque IV.2.5. En un point p d’une surface ., tous les vecteurs unitaires tangents
v vérifient

ki(p) < op(v,0) < ka(p)

(on le voit en décomposant v dans une base orthonormale de vecteurs propres pour L,).
Les courbures principales k; et ks sont donc respectivement le min et le max des courbures
algébriques des sections normales a la surface en p.

En particulier, si les deux courbures principales sont égales, toutes les courbures
algébriques des sections normales a la surface en p sont égales a cette valeur commune.
On a de plus dans ce cas K(p) = H(p)?. On appelle les points ol ceci se produit points
ombilicaux de .¥. Une surface est dite totalement ombilicale si tous ses points sont
des points ombilicaux.

Exercice IV.2.6 (Classification des surfaces totalement ombilicales). Soit . une sur-
face de R? dont tous les points sont ombilicaux. En chaque point, la différentielle de
I’application de Gauss est un multiple de I'identité, on peut donc écrire

dN, = f(p)ldg,», (p€.¥)

pour une certaine fonction différentiable f: % — R.

Soit x : U — . un paramétrage local de . et posons g = f o x. Montrer que

GuXy = GuXy-

En déduire que f est constante. Si f est identiquement nulle, montrer que x(U) est contenu
dans un plan de R3. Si f est identiquement égale & une constante ¢ non nulle, montrer
que

1
x—-Nox:U—R3
c

est constante. En déduire qu’il existe a € R3 tel que x(U) est contenue dans la sphere de
centre a et de rayon ﬁ
En conclure que :
Les seules surfaces connexes de R? totalement ombilicales sont les sous-ensembles

ouverts de plans ou de spheres.

Les seules surfaces connexes compactes de R? totalement ombilicales sont les sphéres.
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IV.2.2 Fonction hauteur et seconde forme fondamentale

Soit . une surface orientée de R3. Soient py un point de R? et a un vecteur unitaire
de R? soit h la fonction hauteur relative au plan affine P passant par py et de vecteur
normal a (cf. exemple 1.8.20) :

h: Y —=R p~(p—poa).
Sa différentielle en en point p € .% est
dh,: T, - R, v~ (v,a),

et donc p € ¥ est un point critique de h lorsque 7, est orthogonal a a, c’est-a-dire
lorsque les plans P et T,.% sont paralleles. Quitte a changer 'orientation de .#, on peut
alors supposer que N(p) = a. Remarquons qu’un point d’une surface est toujours critique
pour la fonction hauteur relative a son plan affine tangent 7,.%. Ceci nous permet d’établir
le résultat suivant. Rappelons que la hessienne en un point critique d’'une application
différentiable entre sous-variétés est définie (cf. section 1.8.6).

Proposition IV.2.7.}

La seconde forme fondamentale au point pg € .% est la hessienne de la fonction
hauteur relative a son plan affine tangent 7,,.7.

Démonstration. Choisissons un paramétrage local x en py. On a

@y (0,0) = d2(h 0 ). (A5 (0), i ().
Ord(hox),: y € R?— (dx,(y), N(po)), d’ott
d*(hox)y: (y,2) € R X R? = (%%, (y,2), N(po)).
Comme pour tout ¢ dans le domaine du paramétrage
(dx,(y), N(x(q))) =0, (y€R?),
on a en différentiant cette identité,
(@*x4(y, 2), N(x(0)) + (dxq(y), d(N 0 x)(2)) =0, (y,2 € R?).
Ainsi, on a finalement
hy, (0, W) = —({dxg, (dx,; (v)), AN, © dxgy (dx,) (w))) = — (v, dNpy (w)) = 0, (v, w).

]

Ce résultat permet d’étudier la position de la surface par rapport a son plan tangent
affine en un point.
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,—[Proposition IV.2.8.} \

Soit . une surface orientée et K sa courbure de Gauss.

1. Si K(p) > 0 (c’est-a-dire si p est un point elliptique), alors il existe un
voisinage W de p dans .% tel que ./ N W est entierement dans I'un des
demi-espaces délimités par le plan affine tangent en p, le seul point d’in-
tersection entre ce plan affine tangent en p et . N W étant p.

2. Si K(p) < 0 (c’est-a-dire si p est un point hyperbolique), alors pour chaque
voisinage W de p dans .7, il existe des points de ./ N W dans les deux
demi-espaces délimités par le plan affine tangent en p.

Exercice IV.2.9. Soit . une surface orientée de R3. Montrer que py un point elliptique
de .7 si et seulement s'il existe un point b € R? tel que la fonction

[ =R, prlp—0bl
admette py comme maximum local.

Exercice IV.2.10. Montrer qu’il n’existe pas de surface compacte de R3 ayant une
courbure négative ou nulle en tout point (on pourra utiliser I’exercice précédent).

IV.3 Etude des courbures principales

Nous étudions dans cette section la régularité des différentes fonctions courbures in-
troduites sur une surface orientée de R3.

,—[Proposition IV.3.1.] \

Soit . une surface orientée de 1’espace euclidien R3. La courbure de Gauss K et
la courbure moyenne H sont des fonctions différentiables sur .. Les courbures
principales k; et kg sont des fonctions continues sur ., différentiables sur I'ouvert
des points non ombilicaux de ..

Démonstration. 11 suffit de faire une étude locale, et pour cela, nous fixons un paramétrage
x: U — & de .. Lapplication de Gauss a été construite dans ce contexte dans le lemme
I11.2.2

Xy N\ Xy

N(x(q)) (q).

Au point p = x(q) les formes bilinéaires symétriques sur 7, que sont la premiere et
la seconde forme fondamentale sont données dans la base (x,(q),x,(q)) de T,.% par des
matrices notées respectivement M et 3. Posons

B ||Xu /\XvH

_(E F B ) B B )
M— <F G)’ E_ ||Xu|| 9 F— <XU7X1)>7 G_ HX'UH .
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Les fonctions E, F' et GG sont clairement différentiables.

De méme, pour la seconde forme fondamentale, ¥ = (; g), ol

e(q) = ox(g)(Xu(@), Xu(q)), f(@) = ox(9)(Xu(2),X0(9)); 9(q) = Ox(q)(X0(q); Xu(q))-
On a

e(q) = ox(q)(Xu(q); Xu(q)) = —(dNx(¢)(Xu(q)), Xu(q)) = —{(N ©x)u(q), Xu(q))
= ((N ox)(q), Xuu(q)),

La derniere égalité provenant du fait que (IV o x(g),x,(¢q)) = 0 pour tout ¢ € U, et que
donc ((N 0 x)(q), Xuu(q)) + (N 0%x)4(q),%x.(q)) = 0. On peut continuer le calcul :

€(a) = (N 0 x)(0), 3u(0)) = {1 ), e (4)
1
= T A%u(@)]] det (x4 (q), Xu(q)s Xuu(q))-
De méme, on obtient

1

flg) = T Ao ()]l det (x4 (q), X0(q), Xuu(q)),
1

9(q) = T Ao ()] det (% (q), Xu(q); Xou(q))-

On voit maintenant apparaitre les fonctions e, f et g comme étant différentiables sur .

Introduisons maintenant la matrice A de la différentielle de I'application de Gauss en
p=1x(q). On a

A _yix__(EF e N -1 Ge—Ff Gf-—Fg

- - \F G f g) EG-F2\-Fe+Ef —Ff+FEqg)’
d’ou
eqg — f2 1eG+gE —2fF
—_—, Hox:_
EG — F? 2 EG-F?
Comme EG — F? = ||x, A x,(¢)||* > 0, on voit donc que K et H sont différentiables sur
U.

Les courbures principales k; et ko sont elles données par

ki=H+ VI~ K,

Kox=detA=

ce qui termine la démonstration. O

Remarque IV.3.2. Les formules établies dans la démonstration ci-dessus permettent de
calculer explicitement la courbure de Gauss et la courbure moyenne sur 'ouvert x(U) de
. paramétré par x en terme des dérivées partielles premieres et secondes de x. Ecrivons-
les pour pouvoir nous y référer plus tard.
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(IV.3.1) Kox:detAzggG;_f];, Hox:%eGgCgfi_Fng
(IV.3.2) E=|xJ F={&ux), G=|x]’
1
1
(IV.3.4) flg) = mdet(xu(q),xv(q),xw(q)),
(IV.3.5) 9(9) ! det(x4(q), %0(q), Xu(q))-

lxu Axu(g)]

Exercice IV.3.3. Soit . le paraboloide elliptique donné implicitement par 1’équation
S ={(z,y,2) € R*| 2z = 2% + ¢*}.

En remarquant que . est le graphe d’une fonction de R? dans R, calculer les coefficients
des premiere et seconde formes fondamentales. En déduire que
1 14 22
K(x,y,2) = ———= e H(xr,y,2)=————5.
(#.9.2) = oy (:9.2) (1+222)2
Exercice IV.3.4. Soit . I’hélicoide donné par le paramétrage
x: R* — R?, (u,v) — (veosu,vsinu, au), (a € R™).

Vérifier que ce paramétrage définit bien une surface de R3. Calculer les coefficients des
premiere et seconde formes fondamentales. En déduire que
a

K(xu,0) = - (s

Exercice IV.3.5. Calculer la courbure de Gauss et la courbure moyenne en tout point
du tore T? d’équation (Va2 +y? — a)2 + 22 =2,

)2 et H(x(u,v)) = 0.

IV.4 Les théoremes de Liebmann et Jellett

Nous allons caractériser la sphére parmi les surfaces compactes de R? en termes du
comportement des courbures de Gauss et courbures moyenne. Pour cela, énoncons un
théoreme du a D. Hilbert

,—[Théoréme IV.4.1 (Hilbert (1945)).} \

Soit . une surface orientée de R? et soient ky, ks (avec k1 < k) les courbures
principales de .. Supposons qu’en un point p € . on ait

(i) La courbure de Gauss est strictement positive : K(p) > 0,

(ii) k; admet un minimum local en p.

(iii) ko admet un maximum local en p.
Alors p est un point ombilical.
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Démonstration. Par un déplacement de l'espace, on améne .¥ dans la position ou p =
(0,0,0) € R? et T, est le plan d’équation z = 0 et les directions principales en p sont
données par les vecteurs e; = (1,0,0) et e5 = (0,1,0). Au voisinage de p, la surface .7 est
définie comme un graphe, c’est-a-dire qu’il existe un paramétrage local en p de la forme

x:U—.7, (u,v)— (u,0, flu,v)),

ol U est un ouvert de R? et f : U — R est une application différentiable. On suppose
de plus que (0,0) € U et p =x(0,0). On a alors
f(0,0) =0, fu(oao) =0, fv(oao) =0.

En effet, x,(0,0) = (1,0, £,(0,0)) € T,,. donc f,(0,0) = 0, idem pour f,(0,0) et on a
x,(0,0) = (1,0,0) = ey, x,(0,0) = (0,1,0) = es. Les formules pour les coefficients de la
seconde forme fondamentale dans le paramétrage x données en (IV.3.3) s’écrivent ici

_ fuu _ fuv _ fm)
CVhErR TVnER Vo

Comme les vecteurs e; et e; sont les directions principales en p, on a

Up(elvel) = 6(070) = fuu(oao) = k1(p)<€1, 61> = ]ﬁ(p),

et de méme f,,(0,0) = o,(e1,e2) =0, f,,(0,0) = k2(p), soit

fuu<070) = kl(p)7 fuv(ovo) = 07 fvv(ovo) = k2<p)

Considérons les courbes paramétrées a et 8 données par

a(u) =x(u,0), pv)=x(0,v),

et
_ 00 g %00)
P = o P 0.0l

Ces définitions nous donnent immédiatement que Ey(v) € T et Ea(u) € Ty @) On
peut donc introduire les fonctions h; et hy

. . _ fuu
hi:v— 5(”)(E1(U)7 El(v)) (1 I f3>m<oa U)?
ho @ w = o) (Ea(u), Ba(u)) = Jun (u,0).

I+ fIVI+H i+ 1]

D’apres Uhypothese (i),

ha(0) = op(e2, e2) = ka(p) = ka(a(u)) = Oaq)(E2(u), Ea(u)) = ho(u),
et de méme, d’aprés I'hypothase (ii),

hi(0) = op(er, e1) = ki(p) < k1(B(v)) < 050 (Er1(v), E1(v)) = ha(v).

Ainsi la fonction A; admet un minimum local en 0 et Ao un maximum local en ce point.
On a donc

(IV.4.1) h(0) < 0 < R!(0).
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Comme

hlz(u) — f’U/UU f’U’UfU'Uf’U fvv(fufuu + f’l)f’u/l)) ) (U, 0)7

((1 VI 2+ (U +22 /11242 (+ 0+ f2+ 237

en dérivant une fois de plus, on obtient
h5(0) = = f2,(0,0) £0(0,0) + fuuwu(0,0).

De méme,
1(0) = = £5,(0,0) fuu(0,0) + fuus(0,0).
De l'inégalité (IV.4.1), on déduit

fuu(oﬁ O)fvv(07 0)(fuu<0a O) - fvv(07 0)) 2 0.
Ceci se réécrit
K(p)(ki(p) — k2(p)) =

0.
Or, comme par hypothese K (p) > 0, on obtient ki(p) > k2(p) et donc ki(p) = ka(p). Le
point p est ombilical. O

Corollaire IV.4.2 (Théoreme de Jellett (1853)).}

Une surface compacte connexe de R? de courbure de Gauss strictement positive
en tout point et de courbure moyenne constante est une sphere.

Démonstration. Une surface compacte est orientable. On choisit une orientation, ce qui
définit ’application de Gauss et les courbures principales k; < ks. Ces fonctions sont
continues sur . d’apres la proposition 1V.3.1. Comme . est compacte, ki admet son
minimum en un point a. Comme ky = 2H — ki et que H est constante, ky admet son
maximum en ce méme point a. D’autre part, le courbure de Gauss étant strictement
positive, nous sommes dans les conditions d’applications du théoreme de Hilbert, et le
point a est ombilical. On a donc, pour tout point p € .7,

ki(a) < ki(p) < ka(p) < ka(a) = ki(a).

Il s’ensuit que ki(p) = kao(p) : la surface .7 est totalement ombillicale. Comme elle est
compacte, c’est une sphere d’apres l'exercice [V.2.6. O

]

Corollaire IV.4.3 (Théoreme de Liebmann (1899)).}

Une surface compacte connexe de R?® de courbure de Gauss constante est une
sphere.

Démonstration. Soit ¢ la valeur constante de la courbure de Gauss sur .. D’apres 1'exer-
cice IV.2.10, cette valeur est strictement positive. On reprend alors la démonstration du
corollaire précédent en utilisant le fait que le minimum de k; est atteint en un point qui
est aussi un maximum pour ks car le produit ki1ky = K est constant. O
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Exercice IV.4.4. Montrer qu'une surface compacte connexe .# de R3 de courbure de
Gauss strictement positive telle que le ratio H/K est constant est une spheére.

Exercice IV.4.5. Montrer qu'une surface compacte connexe . de R3 de courbure de
Gauss strictement positive telle que 'une de ces courbures principales est constante est
une sphere.

Remarque IV.4.6. On peut montrer (théoreme d’Hadamard-Stoker) que si . est une
surface compacte de R? de courbure de Gauss strictement positive, alors I’application de
Gauss N : . — S? est un difféomorphisme.

IV.5 Voisinages tubulaires

Nous allons établir, pour les surfaces de I’espace R?, un résultat d’existence de voisi-
nages de la surface ayant des propriétés utiles pour démontrer certains résultats globaux.
Soit . une surface de R?. Une famille de voisinages de . naturelle est donnée par la
structure métrique de R3. Pour tout réel § strictement positif, posons

Bs() ={p e R* | d(p,.") < 6},

oud(p,.”) = infe||p—q||. Il est clair que Bs(#) est un voisinage ouvert de .. Décrivons
ces voisinages en termes de segments normaux a la surface. Pour tout réel  strictement
positif, pour tout p € ., posons

Ns(p) = {p+tN(p); t € ]—6;]

ou N(p) est un vecteur normal unitaire a .% en p.

~ Lemme IV.5.1.] \

Avec les notations ci-dessus, si . est une surface fermée de R?, on a

Bs() = U Nis(p).

peES

\ J

Démonstration. Si ¢ € Ns(p), il est clair que ||p — ¢|| < 0 et donc que ¢ € Bs(¥).
Réciproquement, supposons g € Bs(.¥). Comme .¥ est fermée, inf,c »||p — ¢|| est atteint
en un point p de . (on se ramene facilement a une partie fermée bornée de ., donc
compacte). Le point p est donc un point critique de p — ||p—q||?, et donc (p—¢q) L T,..
Comme on a aussi ||p — ¢|| = d(q,.¥) < 0, on voit que g € Ns(p). O

Nous allons maintenant faire en sorte de choisir 6 assez petit, de sorte que 'union
dans le lemme précédent soit une union disjointe. Supposons . orientable et introduisons
I’application

F: xR—=R* (pt)—p+tN(p)

ou NN est un champ de vecteurs normaux unitaires de .#. Elle est clairement différentiable,
de plus

F(# x]=6;0)) = [ Ns(p).

peES
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On cherche donc un 6 > 0 suffisament petit, de sorte que la restriction de F' a . x |—d ;0]
soit injective. En fait, nous demandons un peu plus, a savoir que la restriction de F' a
& x |—0;0[ soit un difféfomorphisme sur son image.

~ Définition 1V.5.2. ) .

Si la restriction de
F: xR—=R (pt)—p+tN(p)
a .7 x |=6;0] est un difféfomorphisme sur son image, on dit que

Ns(#) = F( x]-6;4]) = | Ns(p)

peS

est un voisinage tubulaire de .7

r—[Lemme IV.5.3.] \

Soit . une surface de R3. Pour chaque point p € .7, il existe un voisinage
ouvert orientable V de p dans . et un réel § > 0 tel que Ns(V) soit un voisinage
tubulaire de V.

Démonstration. Comme 1’énoncé est local, on peut, quitte a remplacer . par un voisinage
orientable du point p, supposer . orientable. Soit N un champ de vecteurs normaux
unitaires, qui permet de définir F' comme ci-dessus. La différentielle de F' au point (p,t)
est donnée par

(IV51) dF(pyt) (U, 0) =v+ thp(U>, (U c pr), dF(pvt)(O, 1) = N(p)

En particulier
dFp0)(v,0) = v,  dF,0)(0,1) = N(p),

et dF{, ) est un isomorphisme linéaire de 7},.¥ xR dans R3. Le théoréme d’inversion locale
nous donne alors I'existence d’un voisinage ouvert ) de p dans . et d'un réel § > 0 tel
que F' réalise un difféomorphisme de V x |—§;0[ sur F(V x |=6;4]). O

Un argument de compacité nous permet d’assurer l'existence de voisinages tubu-
laires globaux. Rappelons qu’une surface compacte est orientable (Théoreme de Brouwer-
Samelson I11.4.12).

Théoréme IV.5.4.}

Soit . une surface compacte de R3. Alors il existe un voisinage tubulaire de .7.
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F1GURE IV.1 — Voisinage tubulaire d’une surface

Démonstration. En chaque point p de ., le lemme précédent établit I'existence d’un
voisinage ouvert orientable V), et d'un voisinage tubulaire N5 (V,) de V, d’épaisseur d,, > 0.
Or, le recouvrement . = UpE & Vp admet par compacité un sous-recouvrement fini

S =V
i=1
Posons § = min d,,. Par construction F' : . x |—0;d] — R? est un difféomorphisme

i=1,...,n
local. Montrons que 'on peut trouver 0 < € < § tel que F' soit injective sur . X |—¢; €.
En effet, si tel n’est pas le cas, pour tout n € N* | il existe des points p, et g, de .7 tels
que

N1 (py) mN%(Qn) # 0.

Par compacité, et quitte a extraire des sous-suites, on peut supposer qu’il existe p,q € .
tels que p, — p et g, —> ¢. D’autre part, soit r, € N1 (p,) N N1(g,). On a
noo noo n n

1 1
n n

On en déduit que p = ¢. Le lemme précédent assure l'existence d’un voisinage ouvert
orientable V de p et d’un voisinage tubulaire N,(V) de V d’épaisseur p > 0. D’autre part,
il existe N € Ntel quesin > N, p,,q, € V et % < p et donc pour un tel n,

N%(pn) n N%(Qn) C Ny(pn) N Np(gn) = 0.

On aboutit ainsi a une contradiction. En conclusion, il existe € > 0 tel que
F:.% x]—€e;e[ >R

soit un difféomorphisme local injectif. C’est alors un difféomorphisme sur son image. [
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Soit . une surface orientable de R? et supposons qu'il existe § > 0 tel que Ng(%)
soit un voisinage tubulaire de . (par exemple, d’apres le théoréme précédent, tel est le
cas si . est compacte). Soient 7 et r les premiére et seconde composantes respectivement
de I'application

F~': Ns(.F) — & x ]=6:46],

appelée respectivement la projection et la distance normale orientée. Ainsi, pour tout
point z € Ns(#), m(x) est le point de .7 tel que z soit sur le segment normal a .¥
en m(z) et r(x) € |—=4§;4], est la distance entre x et m(x), si x est du coté de . vers
lequel pointe N(m(x)) et 'opposé de cette distance sinon. Les applications 7 et r sont
différentiables car F~! ’est. Dans ce contexte, nous avons la proposition suivante :

,—[Proposition IV.5.5.} \

(i) r'({0}) =~

(ii) Si0 < p <9, alors N,(.) est un autre voisinage tubulaire de .7.

(iii) Changer 'orientation de .% ne change pas 7 et change le signe de 7.
(iv) Sip € .7, et si vy,v9 € T,.% sont les directions principales de . en p,

etsit€|—0;0[,onal—tki(p) >0,i=12et

1 :
d7Tp+tN(p)(Uz‘) = m% 1=1,2, d7Tp+tN(p)<N(p>> =0,

drpren)(vi) = 0, 1=1,2, drpring)(N(p)) = 1.

\.

Démonstration. Les points (i), (ii) et (iii) sont clairs d’apres les définitions. Il ne reste que
(iv) a démontrer. Pour cela, considérons une courbe o : I — . une courbe paramétrée
dans .7 telle que 0 € I, a(0) = p, a/(0) = v;. On définit une autre courbe 3 dans R? par

B(s) = F(a(s),t) = a(s) + tN(a(s)), s € I.
La trace de cette courbe est dans Ng(.¥) et
B(0) =p+tN(p), B(0)=(1—tki(p))vi=dFpy(vi,0),

m(B(s)) = al(s), r(B(s)) =t, (s€l).
Comme F' est un difféomorphisme, dFj, ) (vi,0) = (1 — tk;(p))(vi) # 0. Mais | =0 ;9] est
connexe, et ent =0, 1 —tk;(p) =1 > 0 et donc 1 —tk;(p) > 0 sur . x |—=4;d]. De plus

d

Ay ne((1 = th(p)os) = = [7(8(s)] = a/(s) = vs.

|s=0

Donc par linéarité de dm,iin(p), et le fait que 1 — tk;i(p) > 0, on a dmppng)(vi) =
1

T/{ji(p)vi . De méme

drysovin (o) = - [(5()] =0

On considere ensuite le segment « donné par

v(s)=F(p,t+s)=p+ (t+s)N(p), (sel).
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v(0) =p+ N(p), ~'(0)= N(p),
m(v(s)) =p, r(v(s))=s+t, (s€l).

En prenant la dérivée en s = 0 dans les deux dernieres égalités, on obtient

dmpiney) (N (p)) = 0, drprn(N(p)) = 1. O

Remarque IV.5.6 (Surfaces paralleles). Soit . une surface orientée de R? et soit Nj(.#),
0 > 0 un voisinage tubulaire de .. Comme ’application

F:o S x]=6;0[— Ns(),  (p,t) = p+tN(p)
est un difféomorphisme, pour tout ¢ € |—d ;d[, application
F,: & — R, p— F(p,t)

est un homéomorphisme sur son image. La différentielle de F; en p est la restriction a
T, x {0} de
Ay T (¥ xR) ~ T, x R — R®.

Elle est donc injective puisque F' est un difféfomorphisme. D’autre part, si p € . et si
veT,?, onadapres (IV.5.1),

(IV.5.2) d(F),(v) = v+ tdN,(v) € Ty(S).

La différentielle de F; en p est donc un isomophisme linéaire de 7,,.%. D’apres 'exercice
[.11.4, Fy() est une surface de R3, que 'on note .. Comme en tout point p de .7,
T, = Tp,p); d’apres ce qui précede, on appelle .%; la surface parallele a . a distance
orientée t. En particulier, on peut définir une application de Gauss NV; pour la surface .7
en posant Ny(Fi(p)) = N(p). En différentiant cette égalité, on obtient

(IV53) d(Nt)Ft(p) o d(Ft)p = de
Si eq, es sont les directions principales de . au point p, on a

Comme d(F}), est injective, 1 — thk;(p) # 0, i = 1,2 et donc 1 — 2tH(p) + t*K(p) # 0.

De (IV.5.3) on tire que les vecteurs ey, es sont aussi les directions principales de . au
point Fi(p) et que l'on a

KRG = ;o = L2
K(F(p) Klp) H(F/(p)) Hip)

T 1—2tH(p) + £2K(p)’ T 1—2tH(p) + K(p)
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IV.6 Exercices

Exercice IV.6.1. Soient . une surface orientée de R3 et N son application de Gauss.
Soit b € R3. Considérons la fonction

fr =R pelp-b|f

A 1. Montrer que p est un point critique de f si et seulement si b est sur la droite
normale a . en p.
A 2. Supposons que p soit un point critique de f. D’apres la question 1, on peut écrire

b=p+ AN(p)

pour un certain A € R. Soit d*f, la hessienne de f en p et soit a : I — . une
courbe de classe € tracée sur . telle que a(0) = p et o/(0) = v € T,,.%. Montrer
que

d* fp(v,v) = 2|]v[]* = 2X(a"(0), N (p))

et en déduire que
d*f,(v,v) = 2||v]]* = 2X0,(v, ).

B 1. Montrer que py est un point elliptique de .7 si et seulement s'il existe b € R? tel
que la fonction
fr =R pep—bf

admette py comme maximum local.

B 2. Montrer que si . est compacte, il existe un point elliptique sur .7.

B 3. Montrer que si .% est compacte connexe, et si 'orientation de .¥ est telle que
N pointe vers le domaine intérieur, alors il existe un point p de . ou la seconde
forme fondamentale o, est définie positive.

B 4. Les hypotheses sont les mémes que dans la question précédente, et I’'on suppose
en plus que . est incluse dans une boule de rayon r. Montrer qu’il existe un point
de . vérifiant .

K(p) =

et |H(p)| >

S|

C 1. On fixe p € .¢. Donner une condition suffisante sur A\ € R pour que p soit un
minimum local strict de la fonction

f: =R perp-0|f

définie relativement au point b = p + AN (p).
C 2. Prenons b = p + AN(p), avec A vérifiant la condition trouvée a la question
précédente, de sorte que p soit un minimum local strict de

fr =R pelp-0lf

Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V de p dans .% tel que l'intersection de V
avec la boule fermée By de centre b et de rayon |)| soit réduite & p.

C 3. On suppose maintenant . compacte et connexe, et 'on note €2 son domaine
intérieur. Montrer qu’il existe une sphere S, de rayon r > 0, tangente a .¥ en p,
contenue dans Q et telle que . NS, = {p}.
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Exercice IV.6.2. Soit .# une surface compacte de R? et soit .#x>0 I’ensemble des points
de . de courbure de Gauss positive ou nulle. Montrer que la restriction de N a .k est
surjective. Le résultat reste-t-il vrai si I'on considere plutot .#x~o, ’ensemble des points
de . de courbure de Gauss strictement positive ?

Exercice 1V.6.3. 1. Soit N : .# — S? I'application de Gauss d’une surface orientée
7. Montrer que si S? est orientée par 'application de Gauss pointant vers le
domaine extérieur, alors le jacobien de N et la courbure de Gauss coincident.

2. Montrer que I'application de Gauss d’une surface compacte connexe de R? est un
difféfomorphisme local en tout point si et seulement si sa courbure de Gauss est
partout strictement positive.

Exercice IV.6.4. Soit .¥ une surface compacte connexe de R*® de courbure moyenne
partout strictement positive et soit 2 le domaine intérieur de .. Fixons ¢ € (2. Montrer
que si p est le point de . le plus proche de g, alors ¢ = p + tN(p) pour un certain réel
telo; #@]

Exercice IV.6.5. Soit .# une surface orientable de R? et supposons qu'il existe § > 0
tel que N;(.#) soit un voisinage tubulaire de .. Si

[ —=]-0;4]
est une application différentiable, alors montrer que
Sy ={z € Ns(S)|r(x) = fom(x)},

ou 7 est la projection sur . et r la distance normale orientée, est une surface en vérifiant
que 0 est une valeur réguliere de r — f o .

Exercice IV.6.6. Montrer que toute surface compacte de R? est I'image inverse d’une
valeur réguliere d’une fonction différentiable ' de R3 dans R.

Exercice IV.6.7. Soit . une surface orientée de R? et soit Ns(.#), § > 0 un voisinage
tubulaire de .. Soit ., la surface parallele a .# a distance orientée r. Montrer que si .
est de courbure moyenne constante H = %, alors la courbure de Gauss K ne s’annule pas
et que . est de courbure de Gauss constante égale a %2



Chapitre V

Meétrique sur les surfaces. Géomeétrie
intrinseque

Dans notre étude des courbes et des surfaces est apparue une dichotomie dans la nature
des résultats : certains d’entre eux sont d’une nature locale, et d’autres de nature globale.
Il existe une autre dichotomie, plus difficile & saisir, entre résultats de nature intrinseque
et résultats de nature extrinseque. Tentons d’expliquer la différence, qui est subtile car
masquée par le fait que nous nous sommes placés dans le cadre des sous-variétés de ’espace
euclidien RY. De ce fait, les courbes et surfaces sont munies naturellement d'un produit
scalaire en chacun de leurs espaces tangents. Si nous avions travaillé avec des variétés abs-
traites, il aurait fallu d’une part définir I’espace tangent en un point, et d’autre part munir
tous les espaces tangents de structures euclidiennes (variant de maniere différentiable, ce
qui impose des constructions abstraites relativement techniques, comme le fibré tangent,
les tenseurs, etc...) - ¢’est-a-dire munir notre variété d’une structure riemanienne. On
peut d’ailleurs munir une sous-variété de R de structures riemanniennes qui ne soient
pas héritées de 'espace ambiant. L’adjectif intrinseque se réfere donc a des concepts ou
résultats de la géométrie des variétés étudiées qui ne dépendent que de leur structure rie-
mannienne, et pas de la la maniere dont elles sont réalisées comme sous-variétés de RY. Par
exemple, la longueur des courbes (suffisamment régulieres) tracées sur une surface est une
notion intrinseque. Ceci permet d’introduire sur une surface une métrique intrinseque,
la distance entre deux points étant définie comme la longueur minimale d’une courbe
tracée sur la surface joignant ces deux points. Une fois cette distance introduite, on peut
définir les isométries entre surfaces. On peut alors reformuler le concept d’intrinseque :
cet adjectif s’applique a un résultat ou une notion qui est invariante par isométrie.

Le theorema Egregium (théoréme remarquable) de Gauss est le fait que la courbure
de Gauss, bien que définie via 'application de Gauss, et sa différentielle, I'application
de Weingarten, est une grandeur intrinseque. Pour le démontrer, nous introduisons les
dérivées covariantes, ou connexions, sur les surfaces. Sommairement, une dérivée cova-
riante est une structure qui permet de dériver un champ de vecteurs tangents sur une
surface par rapport a un autre champ de vecteurs tangents. Une surface de R? est munie
naturellement d’une telle dérivée covariante, et l'on peut exprimer la courbure de Gauss
en fonction d’un objet attaché a une dérivée covariante, a savoir son tenseur de courbure.
Or, il se trouve qu'une dérivée covariante possedant certaines propriétés (torsion nulle
et compatibilité avec la structure riemannienne) est déterminée de maniére unique. En
particulier, elle ne doit pas dépendre de la réalisation de la surface comme sous-variété
de R3, mais seulement de la structure riemannienne. C’est ce que confirment les formules
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exprimant cette dérivée covariante.

Nous continuons ensuite notre étude de la métrique intrinseque d’une surface, en nous
intéressant aux courbes minimisant la distance entre deux points. Tout d’abord, nous
introduisons la notion de variation d'un arc paramétré : intuitivement, c¢’est une famille
d’arcs déformant un arc donné. Si I'arc de départ est de longueur minimale parmi tous
les arcs obtenus par variations a extrémités fixées, il est paramétré proportionnellement
par la longueur de l'arc et son accélération est partout normale a la surface. Un arc
vérifiant ces propriétés est appelé une géodésique de la surface. Le théoreme d’existence
et d'unicité des géodésiques affirme qu’étant donnés un point de la surface et un vecteur
tangent non nul en ce point, il existe une unique géodésique maximale passant par ce point
et de vecteur tangent égal a celui fixé. Ce théoreme permet de définir les applications
exponentielles (la terminologie vient du fait qu’elles généralisent d’une certaine maniére
les exponentielles de matrices, mais ce rapport est relativement bien caché). Elles réalisent
des difféomorphismes entre des boules du plan tangent en un point et des voisinages de
ce point dans la surface. Les propriétés de ces applications exponentielles permettent de
montrer que localement, deux points (suffisamment proches) d’une surface sont reliés par
une géodésique qui réalise la longueur minimale d'une courbe joignant ces deux points.
Le théoreme de Hopf-Rinow globalise ce résultat a deux points quelconques d’une surface
fermée.

Nous établissons ensuite le théoreme de Bonnet. Celui-ci affirme qu'une surface connexe
fermée dont la courbure de Gauss est minorée par une constante strictement positive est
compacte, et donne une majoration pour son diametre (la distance maximale entre deux
de ses points). Nous terminons le chapitre en démontrant I’existence de paramétrages
locaux ayant des propriétés utiles pour simplifier les calculs (paramétrages orthogonaux,
paramétrages par les lignes de courbures). Comme application nous caractérisons les sur-
faces connexes de R? de courbures principales constantes (ce sont les ouverts de plans,
spheres, ou cylindres).

V.1 Meétrique sur les surfaces

Nous revenons maintenant sur la premiere forme fondamentale d’une surface . de
R3. L’importance de celle-ci tient au fait que 'on peut grace a elle traiter de questions
métriques sur . sans se référer a 'espace ambiant R3. On peut en quelque sorte oublier
qu’elle provient du produit scalaire canonique sur R?, et la voir comme un objet intrinseque
a la surface ., ¢’est-a-dire comme une famille de formes bilinéaires symétriques dépendant
(de maniere différentiable) du point p € .. Un certain nombre de notions définies sur .
ne dépendent que de cette premiere forme fondamentale, et sont donc < intrinseques >.

Par exemple, I’angle sous lequel deux courbes paramétrées régulieres a : I — . et
g J— .7 s'intersectent en a(ty) = B(to), donné par

(o (to), B'(t0))a(to)
[lo (£o)I| 118 (ta)l]

est une notion intrinseque.

De méme, la longueur de I'arc d"une courbe paramétrée o : I — . de classe €, entre
les points tq et t; de I, donnée par

(V.1L1) /tlHo/(t)Hdt:/t1\/<a’(t),o/(t))dt
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est une notion intinseque. Remarquons que 1'on peut étendre cette formule aux courbes
paramétrées continues et €' par morceaux.

Réécrivons la formule (V.1.1) dans un paramétrage local. Soit x : U — . un pa-
ramétrage local. Soit § : I — U une courbe paramétrée dans U et « = xof: [ — .
son image dans .. On obtient

[ e oia= [ s @

Si on pose [(t) = (B1(t), f2(t)) € R?, on obtient 5'(t) = B|(t)e; + B5(t)es ot (e1, e3) est la
base canonique de R?, d’ott

dx g (B'(t)) = Bi(t) xu(B(1)) + Ba(t) xu(B(1))-

L’expression de la premiere forme fondamentale en coordonnées (IV.3.2) donne alors

[ (@) dt = / ' VEPEGWD) + 28, (OROF (W) + BE2EBR) dt.

Posons, de maniere quelque peu informelle
ds = [lo/(D)][dt, du=pi(t)dt, dv=p(t)dt
On obtient de la formule ci-dessus la < formule >

/ds = /\/Edu2 + 2Fdudv + Gdv?,

ce que 'on exprime par 'identité
(V.1.2) ds?* = Edu® 4 2Fdudv 4+ Gdv?.

On doit comprendre cette identité comme une notation exprimant le produit scalaire
induit sur les espaces tangents par celui de 'espace ambiant dans un paramétrage. Ceci
permet par exemple de calculer en coordonnées locales la longueur d’une courbe tracée
sur une surface, en fonction des coefficients de la premiere forme fondamentale.

La premiere forme fondamentale permet aussi, lorsque . est connexe, de munir celle-ci
d’une métrique intrinseque :

ds(p1,p2) = inf L,

olt av décrit 'ensemble des courbes paramétrées continues, ¢ par morceaux « : [0, 1] — .
tracées sur . joignant p; a py (c’est-a-dire a(0) = p1, (1) = py) et

1
Lo — / o/ ()] dt

,—[Proposition V.1. 1.} \

est la longueur de la courbe a.

Soit . une surface connexe de R3. La fonction d» définie ci-dessus est bien
une distance sur .. C’est une fonction continue de . x . dans R, (. étant
munie de la topologie induite de celle de R?). Elle munit donc . d’une structure
d’espace métrique (différente de la structure induite de celle de R?® en général).
La topologie induite de celle de R3 et celle donnée par la distance d» sont les
memes.




138 CHAPITRE V. GEOMETRIE INTRINSEQUE

Démonstration. L’hypothese de connexité assure l'existence d'une courbe paramétrée de
classe ¢! joignant deux points quelconques de la surface (exercice 1.11.12). Ainsi, I'en-
semble sur lequel on prend 'inf est non vide. On a évidemment d o (p1, p2) = do(pa, p1) > 0
quels que soient py,py € .. L'inégalité triangulaire est évidente (on voit I'utilité d’avoir
considéré des courbes paramétrées continues ¢! par morceaux plutot que €*). 1l reste a
montrer la propriété de séparation, c’est-a~dire [d.»(p1,p2) = 0] = [p1 = po).

Supposons que d.#(p1, p2) = 0. Alors pour tout € > 0, il existe une courbe paramétrée
a: [0;1] = & avec a(0) = p1, a(1) =py et L, < €. On a

lp1 = pol| < La <€

car le chemin le plus court entre deux points dans I'espace euclidien R? est le segment.
On obtient ||p; — pa|| = 0, et donc p; = ps.

Montrons la continuité de d. Soient a et b deux points de .7, et (ap)n, (by), deux
suites de points de . tendant respectivement vers a et b respectivement (pour la distance
euclidienne dans R?). Comme

d,¢<a7 b) S dy(a, an) + dﬁ’(ana bn) + dy(bm b)
on a
dy(a,b) —dy(a,an) — dg (b, b) < dy(an, by) < dy(an,a) +ds(a,b) +ds(b,by)

11 suffit donc de montrer que d«(a,a,) et ds(b,b,) tendent vers 0. Montrons donc que si
(an)n tend vers a, alors d(a, a,) tend vers 0.

Soit x : U — . un paramétrage local de . en a. On peut supposer que la suite (a,)s,
est & valeurs dans 'image de ce paramétrage. Posons ¢ = x~*(a), ¢, = x (a,). Soit r > 0
tel que B(q,7) C U. Pour n assez grand, g, est dans B(q,r). Considérons pour tout n, le
segment
Bn:[0:1] = U, t—tqg+ (1—1)g,

joignant ¢, a ¢. Alors
ap: [051] =7, t—x00,

est un chemin joignant a, a a, et I'on a donc
1 1 1
dotona) < [l at = [ loxo g YOl = [ ldsaoBiel at

Comme x est de classe €', y — dx, est bornée sur le compact B(q,7), il existe une
constante M > 0 telle que pour tout y € B(q,r), pour tout v € R?, ||dx,(v)|| < M ||v]].
D’autre part 5/ (t) = ¢ — ¢,. On obtient donc

dy(an7a) S M||q_Qn||7

ce qui montre le résultat voulu.

La continuité de d » pour la topologie induite de celle de R™ montre que celle-ci est plus
fine que la topologie donnée par la distance d. Pour montrer que ces deux topologies
sont les mémes, il suffit donc de voir que la seconde est plus fine que la premiere, ou
encore que la distance euclidienne induite de R3 sur .% est continue pour la topologie de
R? donnée par d. Ceci est immédiat car ||a — b|| < ds(a,b) quels que soient a,b dans
7. Ceci termine la démonstration de la proposition. O]
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Remarque V.1.2. La distance ds est celle qui est pertinente pour d’hypothétiques
habitants de la surface (un peu comme jusqu’a une époque récente, les humains sur la
surface de la terre). La distance entre deux points p; et po est le temps minimal que met
un de ces habitants pour aller de p; a py en se déplacant a vitesse 1.

Exercice V.1.3. Trouver des exemples de surfaces connexes . dans R? ot la distance
dy et la distance induite de celle de R? ne sont pas équivalentes. Montrer que si .% est
compacte, ces deux distances sont toujours équivalentes.

Ayant muni les surfaces connexes de R?® d'une distance intriseque, on peut définir la
notion d’isométrie entre surfaces connexes.

~ Définition V.1.4.] X

Soient .7 et .%, deux surfaces connexes de R?. Une isométrie de .7, vers .%
est une application différentiable f : 4 — ¥ telle que pour tout couple de
points (p1,p2) dans .77,

ds, (Pl,p2) = dyz(f(pl), f(P2))‘

Remarque V.1.5. Une application qui préserve les distances est nécessairement continue
et injective. Nous imposons de plus 'hypothese de différentiabilité dans la définition d'une
isométrie.

Donnons un critere pour qu’une application différentiable f : . — % soit une
isométrie.

,—[Proposition V.1.6.] \

Une application différentiable f : .7} — . entre deux surfaces de R? est une
isométrie si elle est injective et si pour tout p € .7,

dfp : prl — Tf(p)yg

est une isométrie linéaire.

Une application différentiable f : . — .% entre deux surfaces de R? telle que pour
tout p € A, df, : T, — Ty~ est une isométrie linéaire est appelée une isométrie
infinitésimale de ., dans .%,. Remarquons qu’on ne suppose pas ici que les surfaces
soient connexes. La proposition exprime donc le fait qu'une isométrie infinitésimale injec-
tive est une isométrie.
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Remarque V.1.7. Réciproquement, supposons que f soit une isométrie, donc injective.
Nous montrerons plus loin (proposition V.5.15) que f est une isométrie infinitésimale.
Ceci justifie l'extension suivante de la notion d’isométrie a des surfaces non nécessairement
connexes : une application différentiable f : . — .% entre deux surfaces de R? est une
isométrie si c¢’est une isométrie infinitésimale injective. De plus, nous avons vu qu’alors f
réalise un difféomorphisme sur son image, qui est un ouvert de .%.

r—[Lemme V.1.8.} N

Une application différentiable f: . — .% entre deux surfaces de R? est une
isométrie infinitésimale si et seulement si elle préserve la longueur des courbes
tracées sur .&.

Démonstration. Soit « : [0,1] — .#] une courbe paramétrée tracée sur .#;. Sa longueur

est .
Lo — / o/ ()] dt
0

Soit 5 : [0,1] = S, 8= f o «a. Sa longueur est

Lﬁ—/uﬁ It = /dea (1) dt.

On voit donc que si f est une isométrie infinitésimale, pour tout ¢ € [0, 1], ||dfu ) (¢/(1))|| =
[|a/(t)]], et donc L, = Lg.
Réciproquement, si f préserve la longueur des courbes tracées sur .77, on a pour tout

s € [0,1],
/||a )l dt = Ly(s /HB (1)]] dt = /Ildfa 1)) dt.

En différentiant par rapport a s et en évaluant en s = 0, on obtient

[ (0)]] = [ldf a0 (' (0))]

Or pour tout point p de . et tout vecteur v de 7,7, on peut trouver une courbe
paramétrée o comme ci-dessus telle que a(0) = p et @/(0) = v. Ceci finit de montrer le
lemme. O

Revenons a la démonstration de la proposition. Supposons que f soit une isométrie
infinitésimale injective. En particulier, la différentielle de f en chaque point est un iso-
morphisme linéaire, et par le théoreme d’inversion locale, f est un difféomorphisme local.
L’hypothese d’injectivité nous permet alors d’affirmer que f réalise un difféomorphisme
sur son image, qui est un ouvert de .%5. Quitte a remplacer ., par cette image, on peut
donc supposer que f est un difféomorphisme entre . et .. D’apres le lemme, f préserve
la longueur des courbes tracées sur .#;. On a d, (a,b) = inf L, ol « est une courbe joi-
gnant les points a et b de .#1. Pour un tel a, f o« est une courbe joignant les points f(a)

et f(b) de #%. On a donc
La = Lfoa Z d(¢2 (f(a)a f(b))
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En prenant I'inf sur «, on obtient d, (a,b) > d,(f(a), f(b)). Le difffomorphisme inverse
f~1 vérifie les mémes hypotheses que f, et le raisonnement ci-dessus appliqué & f~* nous
donne 'inégalité dans I'autre sens, ce qui montre que f est une isométrie. O

Remarque V.1.9. Il est clair que la composée de deux isométries infinitésimales est
une isométrie infinitésimale, et que la composée de deux isométries est une isométrie.
D’autre part, comme nous I’avons vu, lorsque f est une isométrie qui de plus est surjective,
c’est alors un difféomorphisme, et son inverse f~! est encore une isométrie. L’ensemble
des isométries bijectives d'une surface . dans elle-méme est donc un groupe pour la
composition des applications que 1’on appelle le groupe d’isométries de la surface.

Exercice V.1.10. Soit P le plan d’équation z = 0 dans R3 et soit C' le cylindre d’équation
22 + y? = 1. Montrer que Papplication f : P — C, f(x,y,0) = (cosz,sinz,y) est une
isométrie infinitésimale.

V.2 Théoreme fondamental de la théorie des surfaces

Ce théoréme est du a O. Bonnet (1867). C’est 'analogue du théoreme fondamental de
la théorie des courbes planes 11.2.25. Commencons par remarquer que les déplacements
de R? préservent les formes fondamentales des surfaces.

Soit ¢ : x — Az + b un déplacement de R?, A étant une matrice dans O(3) et b un
vecteur de R3. En tout point, la différentielle de ¢ est donnée par A.

Soit . une surface de R? et .’ = ¢(.). Posons
f=dy: & — .7

C’est un difféomorphisme entre les surfaces . et .. C’est aussi une isométrie infi-
nitésimale, car

(V.2.1) (dfy(v), dfp(w)) rp) = (Av, Aw) = (v, w)p, (p € Y), (v,w € T,Y)
Si la surface . est orientée, d’application de Gauss N, 'application
N': . —§% p = AoNo f1(p)

est une application de Gauss pour .#” (remarquons que Ty, = A(T,.7)). En différentiant
N'o f=Ao N, on obtient

AN}y o dfy = AodN,, (p€ ).
Les secondes formes fondamentales o et ¢’ de . et .’ sont ainsi liées par la relation :
(V22) O—}(p)(dfp(v)v dfp<w)) = UP(U>w)> (p € y)a (Ua w e pr)
En effet
i) (Afp(v), dfp(w)) = =(dN} ) (dfy (0), dfp(w))) = = (A(dN(v)), df(w)))
= —(A(dN,(v)), A(w))) = —(dN,(v), w) = op(v, w).

L’équation (V.2.2) s’interprete comme le fait qu'un déplacement de I’espace préserve la
seconde forme fondamentale, I'équation (V.2.1) comme le fait qu’elle préserve la premiere
forme fondamentale. Le théoreme de Bonnet établit une réciproque.
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,—(Théoréme V.2.1 (Théoreme fondamental de la théorie des surfaces).]—

Soient .7 et .% deux surfaces orientées de R?, . étant de plus connexe. Soient
Ni et Ny les applications de Gauss associées aux choix d’orientations sur .¥; et
S et g1, 0o les secondes formes fondamentales correspondantes.

Sif: S — S préserve les premieres et secondes formes fondamentales sur
S et S5, alors il existe un déplacement de I'espace ¥ tel que f = V|4, .

Démonstration. Soit pg € .. Comme f est un difféomorphisme local, il existe un voisinage
W, de py dans 7] et un voisinage W, de f(pg) dans %%, tous deux ouverts et connexes,
tels que f : W; — W, soit un difféomorphisme, et d’apres le théoreme d’existence de
voisinages tubulaires (voir section IV.5), quitte a réduire W; et Wh, il existe un nombre
e > 0 tel que les voisinages tubulaires N. (W) et N.(W,) soient bien définis. Définissons

¢: NOW1) = N(Wa),  o(p+tNi(p)) = f(p) +t (N20o f)(p), ([t] <€ p€W).

Nous allons démontrer que ¢ est une isométrie infinitésimale.
L’application ¢ est différentiable, car ¢ = Fy o (f X Idj_¢,) © Ft on

Fy: W x|—€;¢e] > NWy) et Fy: Wy x]|—€e;€¢[ = N.(Ws)
sont les difféomorphismes introduits dans la section IV.5. Comme
poFy=Fyo(fxIdj_c),
on a en différentiant
Ao, (py) © d(F1) ) = d(F2) ).y © (dfp X 1dm).
Evaluons ceci en (v,0) € 1,71 x R, en utilisant le fait (voir équation (IV.5.1)) que
d(FV) (v, h) = Idg, # (v) + td(Ny),(v) + hN1(p), ((v,t) € T,.%1 X R)

et
d(F2) () (v, h) = Idg, 5 (v) + td(N2)y(v) + hNa(y),  ((v,) € TSz X R).

On obtient

(V.2.3) 1z, + td(N:) ) ) © dfy () = dbp ey © (1, + LA(NA), )
De méme, en évaluant en (0,1) € 7,7 x R, on obtient

(V.2.4) dpin, () (N1(p)) = Na(f(P))-

Comme f préserve la seconde forme fondamentale par hypothese, on a

(d(N2) o) (dfyp (), dfp(0)) = =0 ) (dfy (), dfy (V) = —0p(u, v) = {d(N1)p(u), v),

quels que soient u,v € T,.%. Comme f est une isométrie infinitésimale, on en tire

d(N2) j(p) © dfy = dfp 0 d(N1)p.
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En reportant dans (V.2.3), ceci nous donne pour tout v € 7,77,

dfp 0 (v +td(N1)p(0)) = dr py © (v + td(N1)p(v) -

Or Idg, # + td(Ny), est un isomorphisme pour tout (p,t) € W) x |—¢€; €[, donc on obtient
finalement,

ADp 1Ny (p) (v) = dfp(v), (v e TpAN), d¢p+tN1(p)(N1(p)) = Na(f(p))-

Ceci montre que ¢ est une isométrie infinitésimale. Nous allons conclure grace au lemme
suivant.

r—[Lemme V.2.2.] \

Soit F': V; — V, un difféomorphisme entre deux ouverts connexes de R? qui soit
aussi une isométrie infinitésimale. Alors F’ est la restriction a ; d’un déplacement
de I’espace.

\ J

Démonstration. Pour tout = € V;, dF, est un élément de O(3), ¢’est-a-dire que
(dF,(v),dF(w)) = (v,w), (v,w e R?).

Ceci nous donne,

oF OF
(o 52
En dérivant par rapport a xy, k = 1,2, 3, on obtient
O*F OF )+ oF O*F
0z 0z Ox; Ox;’ 0x0x;
En utilisant le lemme de Schwarz, on voit que
OPF  OF
Ox;0x;’ (9_9(;k>
est symétrique en 7 et j, antisymétrique en j et k, d’ou
Gijk = —Girj = —Grij = Grji = Gjri = =Gl = —Gjis.

:(SU, (Z,]:1,2,3)

) =0, (i,5,k=1,2,3).

Gijr = (

Ainsi

O*F  OF

:07 (Z>]7k:172a3)

oF OF OF )

Or [ =—, =—, — | forme une base orthonormale de R? en tout point x € V,, et donc
&ri ox j ox k

PE
&Ei@xj N
Les composantes de F' sont par conséquent des fonctions affines. Ainsi comme V) est
connexe, il existe un endomorphisme A de R? et un vecteur b € R? tels que F(z) = Az +b
pour tout € V;. Comme dF, = A, on a A € O(3), et F est bien la restriction a V; d'un
déplacement de R3. O

0, (i,7=1,2,3).

Finissons la démonstration du théoreme. D’apres le lemme ¢ est la restriction a N. (W)
d’un déplacement de ’espace. Nous avons donc montré que pour tout py € .77, il existe un
voisinage ouvert Wi de pg dans .} et un déplacement de 1'espace = — 1(z) = Az + b tel
que Ypy, = fiw, et (N2 o fw, = (Ao Ni)py,. Comme .7 est connexe, ces déplacements
du plan doivent tous étre les mémes. O
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V.3 Dérivée covariante

V.3.1 Dérivée covariante sur une sous-variété

Soient . une sous-variété de RY et X un champ de vecteurs tangents de classe €
sur .. Nous avons vu que f +— X - f est une dérivation de 'algebre des fonctions ¢ (.)
(voir section 1.9.2).

Nous aimerions maintenant définir de maniere similaire la dérivée d’un autre champ
de vecteurs tangents Y selon le champ tangent X. Il n’existe pas de maniere canonique
de faire ceci (c’est-a-dire d’une maniére qui soit intrinseque a .7, et ne dépende pas de
son plongement dans I’espace ambiant RY). Nous allons donc garder une certaine sou-
plesse, en définissant la notion de dérivée covariante (on emploie aussi la terminologie
connexion) comme étant une transformation qui étant donnés deux champs de vecteurs
tangents X et Y de classe € sur ., produit un autre champ de vecteurs tangents >,
noté VxY, ou l'on impose a 'opérateur V de posséder certaines propriétés généralisant
naturellement les regles du calcul différentiel sur les ouverts de R".

Commencons par étudier le cas ot ./ = U est un ouvert de RY. Dans ce cas, un champ
de vecteurs est simplement une fonction sur & dans RY et I'on dispose d'une maniére
canonique de définir une dérivée covariante sur Y. Soit X, Y des champs de vecteurs >
sur un ouvert U de RY. Si 'on note Y = (yi,...,yn), la dérivée covariante canonique
de Y en p selon X est le vecteur

(DxY)(p) = (d(y1)p(X(P)). -, dlyn)p(X (p))) = dY,(X (p)) € RY.

Il est clair que D définit une application :

D: ZU) x ZU) — ZU), (X,Y)r DyY.

,—[Proposition V.3.1.] .

Soient Y, Z, X, W des champs de vecteurs € sur un ouvert & de RV, f, g €
¢>°(U,R) et p un point de U. On a alors :

(i) Dx(Y +2) = DxY + DxZ,
(ii) DxswY = DxY + DyY,
(iii) DixY = f (DxY),

(v) Dx(fY) = (X-f)Y + f DxY.

Démonstration. Ces propriétés découlent immédiatement de la définition de D et du calcul
différentiel élémentaire. On peut aussi le vérifier avec des formules explicites. Si

Y9 Y9
X:Zaiaxi et Y_Ebia—%,

=1
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alors
N
ob; 0
(V.3.1) JZ_ F

]

Remarque V.3.2. Remarquons que (DxY)(p) ne dépend que de la valeur X(p) du
champ de vecteur X en p. D’autre part DxY est déterminé par la restriction de Y a la
trace d’une courbe paramétrée o : I — U telle que a(ty) = p et o/(to) = X(p). En effet,
si on considere

I—=R"  te (yla(t)),. . yn(a(t)) = (1(D), .- yn (1)),

on a DxY(p) = DxY(a(ty)) = (yi(to), .-, ¥x(to)). En particulier, si o : I — U est une
courbe paramétrée dans U dont on note T' le vecteur tangent (i.e. T'(t) = &/(t) pour tout
tel), etsiY est un champ de vecteurs défini sur a(7), alors DY est bien défini comme

champ de vecteurs sur a(I). Si Y = T, on trouve fo(a(t)) =a(t).

La dérivée covariante canonique D sur RY possede des propriétés relativement au
produit scalaire et au crochet de Lie.

,—[Proposition V.3.3.] \

Soient X,Y, Z des champs de vecteurs € sur un ouvert & de RY. On a :

(V) DyZ - Dzy = [K Z],

(vi) X (Y, Z) = (DxY, Z) + (Y, Dx Z),

\ J

Démonstration. On vérifie directement (v) par le calcul en coordonnées, en utilisant la
formule pour le crochet établie dans I'exercice 1.9.12.

Dans le membre de gauche de (vi), on a noté (Y, Z) la fonction p — (Y'(p), Z(p)), sur
U. Soit p un point de U et soit a: I — U telle que a(ty) = p et o/(ty) = X(p). Posons
Y =(y1,...,yn) et Z = (21,...,2n). Considérons

I —=RY t (y(at),...,ynla®)) = (yi(t),...,yn (1)),
et
[ RY, o (z(ad),. .., z2v(a®) = (20, . .., zv (1),

On a DxY(p) = DxY(a(to)) = (yi(to),--,yn(t0)) et DxZ(p) = DxZ(a(ty)) =
(Z(t0), - .., 2y (to)). Le membre de droite évalué en p est donc

N

Zyl to)z1(to) + yi(to)zy(to) = (ZW%) (to) = (Y o, Zoa)) (to) = (X - (Y, Z))(p).

=1

]

Le résultat suivant prendra tout son sens un peu plus tard (cf. définition V.3.4) .
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,—[Proposition V.3.4.} .

Soient X, Y, Z des champs de vecteurs € sur un ouvert & de RY. On a :

Dx(DyZ) — Dy(DXz) — D[X7y]Z =0.

\ J

Démonstration. On le vérifie directement par le calcul en coordonnées, en utilisant la
formule pour le crochet établie dans I'exercice 1.9.12. O

Revenons maintenant au cas général des sous-variétés. Ce qui précede nous conduit a
la définition suivante.

~ Définition V.3.5.] .

Soit .# une sous-variété de RY. Une dérivée covariante , sur . est un
opérateur

V2 (F)x X(F) = ()

vérifiant quels que soient X, Y, Z, W € 2°(.%), quelle que soit f € €>°(.,R),
(i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

(1) VxiwY = VxY + VyY,

(ii) VixY = f VxY,

(i) Vx(fY) = (X - )Y + f (VxY).

\ J

Remarque V.3.6. La notion de dérivée covariante est fondamentale. Elle permet de
faire agir les champs de vecteurs non seulement sur les fonctions, mais aussi sur les autres
champs de vecteurs, et plus généralement sur des objets de la théorie appelés champs de
tenseurs. C’est une structure supplémentaire dont on peut munir les variétés. En particu-
lier, il n’est pas clair que ceci existe toujours (en fait oui, il y en a méme beaucoup).

Dans le cadre qui nous intéresse (sous-variétés dans un espace euclidien, mais plus
généralement variétés riemanniennes), il se produit un miracle. Il existe une et une seule
dérivée covariante compatible (en un certain sens) avec la structure riemannienne. C’est
ce que nous allons développer dans la section suivante pour les surfaces de R3.

V.3.2 Dérivée covariante sur une surface de R3

On revient maintenant au cas d’une surface .# de l'espace euclidien R®. On note
comme ci-dessus D la connexion canonique sur R*. On suppose .# orientée et on note
N Tapplication de Gauss correspondante et L, = —dN, 'application de Weingarten au
point p € .. Nous allons déduire de D une dérivée covariante sur .&.

~ Définition V.3.7.] X

Soient X et Y des champs de vecteurs € tangents sur .. Posons

VxY = DxY — (LX,Y)N.
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Remarque V.3.8. L’égalité DxY = VxY + (L(X),Y)N est la décomposition orthogo-
nale de DxY en sa composante tangentielle VxY et sa composante normale (L(X),Y)N.
En effet, comme (Y, N) = 0 en tout point, on a

XA{Y, N) = 0 = (Dx¥, N)+(Y, Dy N) = (DxY, N)+{Y,dN(X)) = (Dx¥, N)—(Y, L(X)).

La maniere de définir cette dérivée covariante est la plus simple qui soit : on utilise
la dérivée covariante de l’espace ambiant et la projection orthogonale sur les espaces
tangents.

Le résultat qui suit exprime la compatibilité entre la dérivée covariante et la premiere
forme fondamentale.

—~ Théoréme V.3.9.}

L’opérateur V est une dérivée covariante sur .¥, qui vérifie de plus, quels que
soient X,Y,Z € Z'(.¥),
(v) VvZ =VzY =Y, Z],

(vi) (X - (Y, 2)) = (VxY, Z) + (Y, VxZ).

Démonstration. Montrons tout d’abord que VxY est bien un champ tangent a .%. Il suffit
de voir que (VxY,N) =0. Or

(VxY,N) = (DxY, N) — (LX,Y)(N, N).
Comme (DxY,N) + (Y, DxN) = X - (Y, N) = 0 (propriété (vi) de D), on obtient
(VxY,N) = —(Y, DxN) — (LX,Y) = (Y, L(X)) — (LX,Y) = 0.

I1 est clair que le champ VxY est de classe € si X et Y le sont. Vérifions maintenant
les propriétés (i), (ii), (iii) et (iv) d’une dérivée covariante. Elles découlent facilement
des propriétés correspondantes de D, de la linéarité de L et de la bilinéarité du produit
scalaire. Enfin, les propriété (v) et (vi) de V découlent elles aussi immédiatement des
propriétés (v) et (vi) de D. O

Remarque V.3.10. Soient X,Y € 27 (). La valeur en un point p € . de VxY ne
dépend que de la valeur X(p) de X en p et de la restriction de Y & un arc paramétré
a: I — % passant par p et de vecteur tangent en t égal a X (p). En effet, d’apres la
remarque V.3.2, ceci est vrai pour la dérivée covariante canonique D sur R?, et donc cela
reste vrai pour sa projection sur 7,.%.

V.3.3 Equations de Gauss et de Codazzi-Mainardi

Nous allons maintenant reprendre I’équation de la proposition V.3.4 et la décomposer
selon ses composantes tangentielle et normale.
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La composante tangentielle donne I’équation de Gauss :
(V.3.2) Vx(VyZ) =Vy(VxZ) = Vixy)Z = (L(Y), Z)L(X) — (L(X), Z) L(Y ).
La composante normale donne

(LX), VyZ) + X - (L(Y), Z) = (L(Y),Vx Z) =Y - (L(X), Z) = (L([X,Y]), Z)
= (VyL(X), Z) = (VxL(Y), Z) — (L([X, D,Z>
= (VxL(Y) = Vy L(X) — L([X,Y]), Z) =

Comme ceci est vrai pour tout Z, on en déduit ’équation de Codazzi-Mainardi :

(V.3.3) VxL(Y) = VyL(X) - L([X,Y]) = 0

Soient X, Y et Z des champs de vecteurs € tangents sur .%. Posons
(V.3.4) R(X,Y)=VxVy = VyVx = Vixy.

L’équation (V.3.2) montre que R(X,Y)(Z)(p), p € - ne dépend que des valeurs de X,
Y et Z en p.

Nous déduisons immédiatement de I’équation(V.3.2) le

r—[Théoréme V.3.11.} \

Soient . une surface de R3, p un point de . et X,Y deux champs de vecteurs
tangents définis dans un voisinage de p dans .7 tel que (X,,Y,) = (X (p),Y(p))
soit une base orthonormale de 7},.%. Alors la courbure de Gauss K (p) de . en
p est donnée par

K(p) = det L, = (L(Y}), Yp)(L(Xp), Xp) — (L(Xp), Yp) (Lp(Yp), Xp)

= (R(X,Y)(Y), X)(p)-

Démonstration. Ceci découle immédiatement de 1’équation de Gauss. O]
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Remarque V.3.12. Donnons une formule pour la courbure de Gauss en coordonnées
locales. Soit x : U — % un paramérage local de .. Ecrivons I’équation de Gauss pour
les champs de vecteurs x, ox ! et x, 0ox™ !, en utilisant le fait que [x,0ox ! x,0x7 ] =0
(corollaire 1.9.16). Pour simplifier, écrivons x, et x, & la place de x, ox ! et x,ox~ 1. On
a

(R(Xu, Xy)(Xp), Xu) = (Vx, Vi, Xo — Vi, Vi, Xo, Xy)
= (L(Xy), Xo) (L(%0), Xu) — (L(Xu), X0) (L(Xy), Xu)

= O'(vaxv)o.(xuaxu) - U(XU7XU>2

—eg— f?=(EG-F)K
La derniere égalité provient de la formule (IV.3.1). Finalement, on obtient

<vxuvxvxv - vxvvxuxva Xu>

(Xu Xu) (X, Xo) — (X, Xo)?

(V.3.5) K(x(u,v)) = (u,v)

V.3.4 Dérivée covariante et premiere forme fondamentale

Le résultat important qui suit peut étre vu comme la formulation moderne du célebre
Theorema Egregium (théoreme remarquable) de Gauss. En vertu du théoreme V.3.11
ci-dessus, il exprime en particulier le fait que la courbure de Gauss ne dépend pas de la
seconde forme fondamentale, mais seulement de la premiere.

r—[Théoréme V.3.13.} N

Soit . une surface orientée de R3. La dérivée covariante V ne dépend que de
la premiere forme fondamentale. En effet, il existe une unique dérivée covariante
sur . vérifiant (v) et (vi).

Démonstration. 11 suffit de travailler sur un ouvert x(U) oux : U — . est un paramétrage
de .. En effet, I'unicité sur chacun de ces ouverts montre que les dérivées covariantes
ainsi construites coincident sur leurs intersections.

En chaque point (x,,x,) forme une base de 'espace tangent. Les propriétés (i), (ii),
(iii), (iv) d'une dérivée covariante montrent que celle-ci est entierement déterminée par
Vi, Xp ou a,b € {u,v}. Posons, quels que soient a,b € {u,v},

(V.3.6) Vi, Xp = opxy + 10 %,

La dérivée covariante V est donc entierement déterminée par les I';, sur ¢. On appelle
ces fonctions les symboles de Christophel de la dérivée covariante V.

Réciproquement, étant donnés des fonctions I'¢, sur U, on peut définir Vi, x; par la
formule précédente, et étendre ceci en une dérivée covariante V grace aux propriétés (i),

(i), (iii), (iv).

Nous avons introduit dans la section IV.3 la matrice de la premiere forme fondamentale

(v 6) = () &)
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Notons (M™1);;, i, 5 = 1,2 les coefficients de la matrice inverse.

Si V est une dérivée covariante vérifiant (v) et (vi), comme [X,,%;] = 0 quels que
solent a,b € {u, v}, (voir corollaire 1.9.16), on a

Xa <Xb7Xc> + Xp - <XC7X(L> —X¢ <Xa7Xb> - 2<anxb7xc>-

Exprimons ceci a grace aux symboles de Christophel. On obtient, quels que soient
a,b,c € {u,v},

2 Z Fl;kac =Xp - Mca + Xq - Mcb — X Mba

ke{u,v}

et donc

1 oM, oM, oM,
3 Fk; _ = M_1 cb ca ab .
(V:3.7) w=3 2 )’“< da T Tab T ac

ce{u,v}

Les symboles de Christophel, et donc la dérivée covariante V sont déterminés par la
premiere forme fondamentale. O

,—[Corollaire V.3.14 (Theorema Egregium).} \

Soit f : ¥ — % une isométrie infinitésimale entre deux surfaces orientées
de R3, et soit K, K leur courbures de Gauss respectives. Alors K; = K, o f.
Autrement dit, les isométries infinitésimales préservent la courbure de Gauss.

Démonstration. D’apres le théoreme V.3.11, la courbure de Gauss s’exprime en fonc-
tion de la dérivée covariante V. Or celle-ci, bien que définie au départ en utilisant la
dérivée covariante canonique sur R?® et l'application de Gauss, ne dépend en fait que
de la premiere forme fondamentale. On peut donc exprimer localement la courbure de
Gauss en termes des coefficients de la matrice de la premiere forme fondamentale et de
ses dérivées partielles. Une isométrie infinitésimale préservant par définition la premiere
forme fondamentale, il en est de méme de la courbure de Gauss. O

Pour les surfaces, le nombre de symboles de Christophel reste raisonnable, et on peut
écrire des formules plus explicites.

Posons A = EG — F2 = det M. On a

1 (G -F
,1__
M _A<—F E)
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D’ou
e — ! (GE, — F(2F, — E,))
uu 2A u Uu v
1
" = (—FE,+ E(2F, — E
2A( w+ EQ2F, — E,))

uu

u 1
I, = 74 (GE, — FG,)

1
[V =— (—FE, + EG,)

= 5
Y, = 5 (G, — FG,)

re, = i (-FE,+ EG,)

e i (G(2F, — G.) — FGy)
o~ L (CpeR, -6+ EG).

24

On remarque la symétrie en les indices inférieurs.

Exercice V.3.15. Montrer que si x : Y — .% est un paramétrage local, on a en chaque
point de U
((x0)u — (Xh)0, Xu) = K ox (EG — F?).

Vv U

Ici, xI et xI désignent les composantes tangentielles des vecteurs X,, et X,.,.

Soient f : . — .’ une isométrie infinitésimale injective entre les surfaces . et .,
x : U — . un paramétrage local et x’ = f o x. Montrer que

de(u,v)([XW]T(% v)) = ([X;u]T(uaU))7 de(u,v)([Xuv]T(u> v)) = ([Xiw]T(uaU))v

dfx(u,’u)([xvv]T(u’ U)) - <[X;,U]T<U,, ’U))
Retrouver le fait que K' o f = K.

Exercice V.3.16. Soit p un point de la surface . de R®. Montrer qu’il existe un pa-
ramétrage local x : U — . tel que, si ¢ = x (p),
(i) (xu(q),xy(q)) forme une base orthonormale de 7). .
(i) xuw(q) = 0 et les vecteurs X,,(q) et X,,(¢) sont normaux a la surface.
(iii) Les coefficients E, F' et G de la premiere forme fondamentale ont des dérivées
premieres partielles nulles en q.
(iv) Les dérivée premieres partielles e, f et g de la seconde forme fondamentale
vérifient €,(¢) = fu(q) et gu(q) = fu(q)-

Exercice V.3.17. Existe-t-il une surface . de R? paramétrée par x : U — .7 telle que
les coefficients des premiere et seconde forme fondamentales soient les fonctions constantes

E=G=1,F=0, e=—-g=1, f=0.

Exercice V.3.18. Soit . une surface de R3 paramétrée par x : U — .7 telle que le
coefficient non diagonal I’ de la premiere forme fondamentale soit identiquement nul.
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1. Donner des formules simplifiées pour les symboles de Christophel, et en déduire
que la courbure de Gauss est donnée par

-1 E, Gy
K=—e (== +|—=
wia (V). (7))
2. On suppose maintenant de plus que le coefficient non diagonal f de la seconde forme

fondamentale est identiquement nul. Montrer que ’équation de Codazzi-Mainardi
est alors équivalente au systeme suivant :

_Ev<e+g> _Gu<€+g>
“=92\g ¢/ T2 \gTg)
On pourra commencer par montrer que ’équation de Codazzi-Mainardi

VxL(Y) = VyL(X) - L([X,Y]) = 0

est satisfaite pour tous les champs de vecteurs tangents X et Y sur . des qu’elle
I'est pour X =x, et Y =x,,.

3. Existe-t-il une surface . de R? paramétrée par x : U — . telle que les coefficients
des premiere et seconde forme fondamentales soient les fonctions

E =cos*u, G=1, F =0, e=1,g=cos’u, f=07?

Exercice V.3.19 (Transport paralléle). Soient . une surface de R® et a: I — . un
arc paramétré tracé sur .. Un champ de vecteurs tangents a . le long de € = a([) est
la donnée en tout point p = «(t) € € d'un vecteur tangent Y (p) € 7,7, de sorte que
I'application ¢ — Y («(t)) soit différentiable.

On dit que le champ Y de vecteurs tangents a . le long de € est paralléle si
VzY =0

olt T est le champ de vecteurs tangents & . le long de € défini par T(a(t)) = o/ (2).

1. Montrer que si les champs Y et Z de vecteurs tangents a . le long de € sont
paralleles, alors
t = (Y(a(t), Z(a(t)))

est une fonction constante.
2. Soit x : U — . un paramétrage de . et supposons que o« =xofou pf: I - U
est un arc paramétré dans . On pose

Y(a(t)) = A(t)x.(6(t) + B(t)x,(B(1))-

Ecrire VY dans la base (x,, X,) en fonction de A, B, A, B, 1, 3} et des symboles
de Christophel.

3. Soit py = a(ty) € & et wy € Tp,.. Montrer qu’il existe un unique champ Y de
vecteurs tangents a . le long de € qui soit parallele et tel que Y (pg) = wy.

V.3.5 Applications : rigidité des spheres

Le résultat suivant montre, entre autre, qu'un ouvert d’une sphere ne peut pas étre
isométrique a un ouvert du plan.
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,—[Théor‘eme V.3.20 (rigidité des sphéres).} \

Soit S*(r) une sphere de rayon 7 dans R3 et soit f : S*(r) — . une isométrie
infinitésimale, ou . est une surface connexe. Alors f est la restriction d’un
déplacement de l’espace. En particulier, .# est une autre sphere de rayon 7.

Démonstration. Si f est une isométrie infinitésimale, c¢’est en particulier un difféomorphisme
local, et donc une application ouverte. Son image est en conséquence un ouvert de .#.
C’est aussi un ensemble fermé, car c’est I'image d’un compact. Comme % est connexe,

1
c’est donc une surjection. La sphere S?(r) est de courbure de Gauss constante —. Par le
T

théoreme de Gauss, la surface .¥ est elle aussi de courbure de Gauss constante —. Le
r
théoreme de Hilbert-Liebmann IV.4.3 nous dit que . est aussi une sphere de rayon r. Le

théoreme fondamental de la théorie des surfaces V.2.1 affirme qu’alors f est la restriction
d’un déplacement de 'espace. O

Remarque V.3.21. Ce résultat ne se généralise pas a toutes les surfaces connexes com-
pactes. Il existe des surfaces compactes connexes isométriques (et donc difféomorphes)
mais qui ne sont pas obtenues I'une de 'autre par un déplacement du plan.

V.4 (Géodésiques

Dans cette section, nous nous intéressons aux courbes tracées sur une surface dont la
longueur minimise la distance entre deux points. Lorsque une telle courbe existe, quelles
sont ses propriétés 7 Comment la caractériser infinitésimalement, puis globalement ? Nous
allons tout d’abord introduire la notion de variation d’une courbe, que 'on peut voir
comme une famille de courbe proches de notre courbe originale, et voir ce que donne le
fait pour celle-ci de minimiser la longueur entre deux points parmi cette famille de courbes
proches.

V.4.1 Variation de la longueur

Commencons donc par introduire la variation d’'une courbe paramétrée.
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~ Définition V.4.1.]
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Soit « : [a,b] — . une courbe paramétrée de classe €2 sur une surface . de
R3. Une variation de o est une application de classe 6

F:l—e;e[ xa;b] =7,

définie pour un certain € > 0, telle que F(0,t) = «(t) pour tout ¢ € [a;b]. Pour
chaque u € |—€;¢[, t — F(u,t) est une courbe paramétrée a valeurs dans ..
Lorsque F(u,a) = a(a) et F(u,b) = «a(b) pour tout u € |—e¢; €[, on dit que la
variation est a extrémités fixées.

On associe a une variation F' de « 'application

Via;b) =R V(t) = 68—5(0,75),

appelée champ variationnel de la variation F'. Il est clair que pour tout ¢ € [a; b,
V(t) € Tow), et que si F est a extrémités fixées V(a) = V(b) = 0.

\.

,—[Proposition V.4.2.}

Etant donnés une courbe paramétrée sur une surface . et un champ de vecteurs
tangents a . défini sur la courbe, la proposition suivante montre qu’il existe une variation
dont c’est le champ variationnel.

Soit a : [a;b] — . une courbe paramétrée de classe €' sur une surface . de
R3 et soit V : [a;b] — R? une application différentiable telle que

V(t) € Ta(t)y, (t € [a,b])
Alors il existe une variation
F:l—e;e[x]a;b = 7,

de « dont le champ variationnel est V. Si de plus V(a) = V(b) = 0, on peut
trouver une telle variation I’ dont les extrémités sont fixées.

J

Démonstration. Comme la trace K = «([a;b]) de la courbe est un compact de .¥, on peut

trouver un voisinage W de K dans . tel que YW admette un voisinage tubulaire Ns(W)
pour un certain § > 0 (voir section IV.5). D’autre part, toujours par compacité de K, il
existe € > 0 tel que si d(p, K) < ¢ (dans R?), alors p € Ns(W). Posons € = €'(1 + M)~}
avec M = maxejq||V (¢)||. Donc si u € Je;€l, on a pour tout ¢ € [a;b],

dla(t)+uV(t),K) <e|lV(t)| <eM < €.

On a donc a(t) + uV (t) € Ns(W) quels que soient ¢t € [a;b] et u € |e;e[. Maintenant,
définissons la variation F': Je;e| X [a;b] par

Flut) = n(a(t) + uV(t), (ut) € lese x [a;b)],
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ou 7 est la projection de Ns(W) sur W (voir section IV.5) Il est alors clair que F' est
différentiable. On a F(0,t) = m(«a(t)) = «a(t) et le champ variationnel de F' vérifie (on
utilise la proposition IV.5.5, (iv)),

Z—Z(O,t) = % m(a(t) +uV (1)) o draw(V(t) = V(1)

car a(t) € & et V(t) € Tow”. De plus, si V(a) = V(b) =0,
F(u,a) = n(a(e) + uV(a) = m(a(a) = afa), (u € Je;e).

De méme F'(u,b) = a(b) pour tout u € |e;¢l. O

La longueur de la courbe paramétrée o : [a;b] — . est

b
Lo= [ llto)at

Si F' est une variation de «, on introduit donc pour tout u € |e; €],

/||—ut I dt.

La fonction Lp est appelée longueur de la variation F'. On a Lr(0) = L,.

Supposons maintenant que « soit un paramétrage par la longueur de 'arc. On a
||o/(t)|]| = 1 et donc comme F est de classe €2, il existe 0 < § < € tel que ||% (u,t)|| > 0
pour tout u € |—J; 4] et tout ¢ € [a;b]. Il s’ensuit que Ly est différentiable sur |—¢ ;4] et

e b
vt = [ 5 (150) oy ae

Calculons maintenant L;(0). On a pour tout ¢ € [a;b] :

2 (15 1) 0.0 150 10.0 = 5 (1501) 00 =255 5Dy 0.0,

F
Or comme H%—tH(O,t) = ||a/(¢)|| = 1, on obtient :

(V1) 5 (1551 0.0 = G 2 2000,

r—[Théoréme V.4.3.] \

Soit «v : [a;b] — . un paramétrage par la longueur de I'arc d’une courbe de
la surface .77 et soit I’ : |—€;¢€] x [a;b] — % une variation de . Si Lp est la
longueur de la variation F', on a

ou V est le champ variationnel de F'.
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Démonstration. 11 découle de (V.4.1) que

(V.4.2) (0 = / <%—f, %xo, ) dt.

Une intégration par partie donne alors

F OF OO b 2R oF
or 0 ] —/ 0L OFy 0 1) at.

L4(0) = (5 500 i

(0,0)

OF . O*F ” OF : : . :
Or E(O’ t) =d(t), W(O, t)=a"(t) et %(O, t) = V(t), ce qui termine la demonstratlotr]l.

r—[Corollaire V.4.4.} \

Un arc paramétré « : [a,b] — . sur une surface . a une longueur critique,
c’est-a~dire que L’-(0) = 0 pour toute variation F' de o a extrémités fixées, si
et seulement si pour tout ¢ € [a,b], [a”(t)]" A d/(t) = 0 . En d’autre termes,
en tout point, la composante tangentielle de ’accélération est proportionnelle a
la vitesse. Si a est un paramétrage par la longueur de 'arc, cette condition est
équivalente a [o”(t)]T = 0.

Démonstration. La premiere étape de la démonstration consiste a voir que le fait pour «
d’avoir une longueur critique reste vrai par changement de paramétrage. Soit 6 : [c;d] —
[a;b] un difffomorphisme et § = « o @, le nouveau paramétrage de la courbe. Il est clair
que toute variation de 3 s’obtient a partir d’une variation de a par composition avec 6
sur la premiere variable et réciproquement. Plus explicitement, si F' est une variation de
a, Fi(s,t) = F(s,0(t)) est une variation de § et d’apres les formules précédant (V.4.1),

o ER PRy Q) )2 (2 2 (0,6(t))
h0) = [ S = e [T S sy

" (5 5un) (0.1)

= i/ O 0udl 2 2t = +1).(0).
o %0,

Le signe + devant les intégrales est + si 6 préserve l'orientation et — sinon.

Vérifions de méme que la condition [ (t)]T A o/(t) = 0 est elle aussi invariante par
changement de paramétrage. Avec les notations qui précedent = ao@, f' = (a'00) ¢,

B// — (a// o 9) 9/ + (O{/ o 9) 9//’ d’ol [ﬁ”]T — [(a// o 9)]T 9/ + (O{/ o 9) 9// et
BT A = ([(a"00)]" 0"+ (o' 00) 0") A (a0 0) 0 = (6)*[(a” 0 O)]" A (o’ 0 6)

Comme ¢ ne s’annule pas, Uannulation de [o”]T A o/ est équivalente a celle de [3”]T A 3.

On peut donc supposer que « est un paramétrage par la longueur de I'arc. Comme
dans ce cas ||o/|| = 1, on a (¢/,a”) = 0, c’est-a-dire que 'accélération est orthogonale a
la vitesse. Ceci explique que la condition [o”]T A o/ = 0 est équivalente & [”]T = 0.
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La formule du théoreme précédent, nous donne pour une variation F' de « a extrémités
fixées,

Lumz—/kwmww»a

ou V est le champ variationnnel de F. Supposons que L(0) = 0 pour toute variation
F de a a extrémités fixées. La proposition V.4.2 montre qu’il existe une variation F' a
extrémités fixées dont le champ variationnel est V(t) = h(t)[a”(¢)]T, pour toute fonction
h différentiable sur [a ; b], strictement positive sur |a ;b et telle que h(a) = h(b) = 0. Donc

b
/h@HWﬁWszo

quelle que soit la fonction h comme ci-dessus, et on en déduit que [o”(¢)]T = 0.

Réciproquement, si 'arc paramétré a vérifie [” ()] = 0 pour tout ¢ € [a, b], la formule
du théoreme montre que L'-(0) = 0 pour toute variation F' de a & extrémités fixées. [

V.4.2 Géodésiques

Soit . une surface de R3. Soit a : [a;b] — . un arc paramétré tracé sur . et
supposons que la longueur de o minimise la longueur de tous les arcs paramétrés joignant
p1 = a(a) a ps = a(b). En particulier, la longueur de « est critique, au sens du corollaire
V.4.4. Supposons de plus que « soit un paramétrage par la longueur d’arc. On a donc
pour tout ¢ € [a,b], [@”(t)]" = 0. Physiquement, « est le chemin que décrit une particule
se déplacant sur la surface .7 sujette seulement a la force nécessaire pour la maintenir sur
. Du point de vue du physicien vivant sur la surface, c¢’est la trajectoire d’une particule
ne subissant aucune force extérieure, selon les lois de Newton. Ceci nous conduit a la
définition suivante.

~ Définition V.4.5.] \

Soient . une surface de R® et o : I — . un arc paramétré tracé sur .. On
dit que « est une géodésique si pour tout t € I,

Oé//<t> 1 Ta(t)y.

Remarque V.4.6. Si a: [ — . est une géodésique de .¥, on a pour tout ¢t € I,
d / 2 " /
DI =2(a"(t), o/(t)) =0

et donc, la norme du vecteur tangent a la courbe est constante. Notons aussi que la pro-
priété d’étre une géodésique dépend du paramétrage, puisque par exemple une géodésique
est nécessairement donnée par un paramétrage proportionnel a la longueur de I'arc. Ce
n’est donc pas une propriété de ’'arc géométrique défini par « et encore moins de sa trace.
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,—[Proposition V.4.7.} .

On peut exprimer la propriété d’étre une géodésique en terme de la dérivée
covariante V de . : soit p = a(t) — T(p) = o/(t) Papplication qui tout point
de la courbe associe le vecteur tangent en p (on peut, quitte a restreindre I,
supposer que « est injectif pour lever 'ambiguité due a des points multiples, car
la propriété est locale). La courbe « est une géodésique si et seulement si pour
tout ¢ € 1, fo(a(t)) = 0 (ceci a bien un sens d’apres la remarque V.3.10).

Démonstration. En effet, en reprenant le calcul de la remarque V.3.2, on trouve en p =
a(t),

DsT(p) = " (1),
et donc V4T = [DFT(p)]" = [/ ()]". O

En conséquence, le premier résultat que nous obtenons est que les géodésiques sont
préservées par isométries infinitésimales.

Théoreme V.4.8.}

Soit f : . — S une isométrie infinitésimale, et soit o : [ — .7 une géodésique
de .7, alors f o« est une géodésique de .#5.

Démonstration. La condition d’étre une géodésique est une condition locale. Une isométrie
infinitésimale est localement un difféomorphisme, on peut donc supposer que tel est le cas
entre .71 et .#5. La condition d’étre une géodésique se traduit par fo =0 on T est
le champ de vecteurs tangents a «. Comme une isométrie infinitésimale préserve par
définition la premiere forme fondamentale, et que la dérivée covariante ne dépend que de
celle-ci d’apres le théoreme de Gauss, les géodésiques sont préservées par une isométrie
infinitésimale. O]

Exemple V.4.9 (Géodésiques du plan). Soit P le plan de R? passant par py et de vecteur
normal unitaire b. Soit « : |a;b[ — P un arc paramétré tracé sur P. On a donc pour tout
t€la;b

d’on
((t),b) =0
et donc a(t) € T, P. L'arc paramétré a est donc une géodésique si et seulement si

a’(t) = 0 pour tout ¢. Il s’ensuit que a est de la forme a(t) = ct +d, ¢,d € R3, et que la
trace de «v est un segment de droite dans le plan P.

Exemple V.4.10 (Géodésiques de la sphere). Soient S?(a, r) la sphere de rayon r centrée
en a dans R? et « : ]Ja;b[ — S?(a,r) un arc paramétré par la longueur de 'arc tracé sur
S?*(a,r). On a pour tout ¢ € |a; b|

la(t) —al* =r*,
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d’ou
2(a(t) —a,d'(t)) =0, puis (a(t) —a,a"(t)) + (/(t), ' (t)) = (a(t) —a,a"(t)) +1 = 0.

Comme le plan tangent T, S?(a,r) est le plan orthogonal au vecteur «(t) — a, la com-
posante normale du vecteur o”(t) est

alt)—a, at) —a 1

) = ——l(at) —a),

T r T

(a”(1),

et sa composante tangentielle est

(0" ()" = (1) + ~5(a(t) ~ a).

Ainsi, « est une géodésique si et seulement si pour tout t € |a; b,
rfa(t) +a(t) —a=0, |la(t) —dl*=r* |la'(t)]] =1.
Les solutions sont de la forme
at) = a+pcos£ —l—rvsin;, ou ||p|| =, ||v|]| =1, (p,v) =0.

Autrement dit, p et v étant comme ci-dessus, a est un arc du grand cercle intersection de
SZ(a, r) et du plan engendré par p et v passant par a, parcouru a vitesse constante.

Exemple V.4.11 (Géodésiques du cylindre). Soit € le cylindre d’axe z et de rayon 1,
et soit a : ]Ja;b[ — € un arc paramétré par la longueur de l'arc tracé sur €. Posons
a(t) = (z(t),y(t), 2(t)). On a pour tout t € Ja;b|,

r(t) +yt)? =1, @) +y ) +271t)? =1,
d’ou
2" () (t) + 2 (1) + " (Oy(t) + o' (1) = 2" (t)z(t) + " (H)y(t) +1 = 2'(1)* = 0.

Le plan tangent & € en «(t) est le plan orthogonal au vecteur (z(t),y(t),0). Ainsi, « est
une géodésique si et seulement si pour tout ¢ € Ja; b|, le vecteur o”(t) = (2" (t), y" (), 2" (t))
et le vecteur (z(t),y(t),0). sont liés. Ceci donne

Z(t) =0, 2"(t)y(t) —=(t)y"(t) = 0.

De ceci on tire facilement

(1) = ('(6)* = Da(t), y'(t) = (') = Dy(t),

A une rotation d’axe z suivie d'une translation parallele a cet axe pres, on peut supposer
que la condition initiale est a/(0) = (1,0,0), &/(0) = (0, a,b) ou a® +b* = 1. Les équations
s’'integrent alors pour donner

x(t) = cos(at), y(t) =sin(at), =z(t)=tb.

Les géodésiques du cylindres sont donc des hélices, et les cas limites, c¢’est-a-dire les droites
verticales et les cercles paralleles au plan z, y.
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V.4.3 Existence et unicité des géodésiques

Nous allons maintenant montrer un théoreme d’existence et d’unicité des géodésiques,
en exhibant un systeme d’équations différentielles dont celles-ci sont solutions. Pour cela,
revenons sur la dérivée covariante V et la facon dont elle s’exprime en coordonnées locales
avec les symboles de Christophel.

Soient X et Y des champs de vecteurs tangents sur une surface . de R3. Soit x :
U — & un paramétrage de .. Posons W = x(U).

Ecrivons, pour tout p € W

X(p) = Fi(p)xu(p) + F2(p)xo(p), Y (p) = G1(p)xu(p) + G2(p)x.(p).

Calculons V xY (p) dans la base (x,(p), X,(p)) en fonction de Fy, Fy, G, G5 et des symboles
de Christophel.

Les propriétés de la dérivée covariante V (définition V.3.5 ) donnent
VXY = F1 ((Xu . Gl) Xu + Gl VXUXU + (Xu . Gg) X + G2 quXU)
+ FQ((XU . Gl) Xu + G1 vaxu + (XU . Gg) Xy + GQ VX,UXU),

et en introduisant les symboles de Christophel :

(V.4.3) VxY = Fi (x, - G1)x, + FiGy (T, x4 + T2, %)
+ 1 (% - G2) X + F1Go (T, %, + 17, %)
+ Fy (% - G1) Xy + FoGy (T, x0 + T, %)
+ Fy(x, - G2) %, + 122G (T, %, + 17, %0),

Si 'on pose, pour tout p € W,

VxY(p) = Hi(p)xu(p) + Ha(p)x,(p),

on obtient

(V.4.4) Hi(p) = Fi(p) (xu - G1)(p) + FiG1(p) Tsh,(p) + Fi1Ga2(p) Tt (p)
+ 5(p) (%o - G1)(p) + F2G1(p) Ty, (p) + F2Ga(p) Ty, (p)

(V.4.5) H,y(p) = Fi(p) (x4 - G2)(p) + FiG1(p) Ty, (p) + FiGa(p) Iy, (p)
+ F3(p) (%0 - G1)(p) + F2G1(p) Ty, (p) + F2Ga(p) Ty, (p).

Soit (e1, e3) la base canonique de R% Posons f; = Fy ox, fo = Fy o x. Le champ de
vecteurs X est I'image par dx du champ de vecteurs ¢ — fi(q) e1 + f2(q) e2. En effet, en

posant x(q) = p,
qu(fl(Q) €1 +f2(9) 62) = f1(q) qu(€1) + f2(q) qu(€2) = Fl(p)Xu(p) +F2(p)Xu(P) = X(p).

De méme, avec g, = Gy 0X, gy = Gy oX, hy = Hy ox, ho = Hy o x on obtient
dxg(g1(q) er + g2(q) e2) =Y (p),  dxg(hi(q) €1 + ha(q) e2) = VxY(p).

On a aussi

(% - F1)(p) = d(F1)p(xu(p)) = d(F1)p(dxg(e1)) = d(fi)q(er),
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et de méme

(xy - F1)(p) = d(fi)g(e2),  (xu- F2)(p) = d(fa)g(er), (%0 - F2)(p) = d(f2)q(e2),

Idem pour G; et Gy. Les équations (V.4.4) et (V.4.5) donnent donc :

(V.4.6) hi(q) = fi(q) d(g1)q(er) + frg1(q) T (q) + frg2(q) T (q)
+ fa(q) d(g1)q(e2) + f291(q) T, (@) + f292(q) Iy, (q)

(V.4.7) ha(q) = fi(q) (d(ga2)g(er) + fro1(a) 0, (q) + frg2(a) T, (@)
+ f2(q) (d(g2)q(e2) + f291(q) Ty (q) + fagalq) Ty, (q)-

On a posé, I'" (q) = TI't,(p), etc, plutdt que T, (x(q)), ete, car ceci ne cause pas de
confusion et allege ’écriture.

Soit v : I — . un arc paramétré tracé dans W et posons B : x Lo~ : c’est un arc

paramétré dans U C R2. Traduisons la condition pour v d’étre une géodésique en une
équation différentielle vérifiée par 3, en utilisant les équations (V.4.6) et (V.4.7) . Posons

pour t € I, y(t) = p = x(q) = x(B(1)), et ¥/(t) = T(t) = X (p) = Fi(p)xu(p) + Fa(p)xu(p).
Comme d’autre part
V(1) = dxpn (B'(1))
On voit que le champ correspondant & X sur (/) est le champ
fila) er + fo(q) e2 = Bi(t) e1 + B3(t) ez,

ot ¢ = B(t) = (Bi(t),[2(t)) € U C R2 La condition d’étre une géodésique, a savoir
V7T = 0 se traduit donc par

(V.4.8) 0= fi(q)d(f1)q(er) + [ (q) Tin(q) + f1f2(q) T (q)
+ falq) d(f1)q(e2) + fof1(q) T (q) + f3(q) T (q)

(V.4.9) 0= fu(q) (d(f2)qler) + f1(@) Thu (@) + frfa(@) Thy(@)
+ falq) (d(f2)q(e2) + fofila) Tiu(a) + f5 () Thy(q)-

Comme F1(t) = f1(B(t)), on obtient en dérivant

1) = d(f1)q(B'(t)) = d(f1)q(Bi(t)er + By(t)ez)
= B1()d(f1)q(e1) + Bo(t)d(f1)q(e2) = fr(@)d(fr)q(er) + f2(q)d(f1)q(e2).

De méme
5 (1) = fi(q)d(f2)q(e1) + falq)d(f2)q(e2).

En reportant dans (V.4.8) et (V.4.9), on obtient finalement :

—B1() T () — BiBs() T, (8) — By()B1(8) T, (1) — By(8)* T, (1)
—B1(t)* Thu(t) — BiB3(1) T, (1) — BaB(t) T (t) — B3(1)* T, (1),

La encore, nous avons posé I'Y (t) =T'% (v(t)), etc, pour simplifier les notations.

(V.4.10)  BI(t)
(VA1) BUD)

Ainsi, pour conclure ¢ — 7(t) est une géodésique si et seulement si t — [(t) vérifie
le systeme différentiel (V.4.10), (V.4.11). Ce systeme d’ordre 2 est équivalent au systeme
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d’ordre 1 :
(2/(t) = a3(t),
ﬂf’g(t) z4(t),
wh(t) =— D a(t L (21 (2), 22(1)),
1,j=3,4
Ty(t) = = Y @)z () T (t), as(1)),
L i,j=3,4
les I}, I'}; étant les symboles de Christophel ou les indices inférieurs u et v ont été

remplacés respectivement par 3 et 4.

Les solutions de ce systeme sont les courbes intégrales du champ de vecteurs
K:UxR - R*xR*=R*
(xlaanm37x4) <$3,$47 Z .ZT][E] xth Z xxj x1,$2)>

1,j=3,4 1,7=3,4

Via un paramétrage local, la condition pour v d’étre une géodésique dans W C . se
traduit donc par un systeme différentiel d’ordre 2 sur le domaine du paramétrage U, ou
encore & un systeme d’ordre 1 sur U x R?, dont 1'étude revient a celle des courbes intégrales
du champ de vecteurs K ci-dessus. Exprimons de méme la recherche des géodésiques dans
- comme la recherche des courbes intégrales d’'un champ de vecteurs. Rappelons que

T ={(p,v); pe S, vel,}

est une sous-variété de R? x R3 (cf. exercice 1.11.3). Le champ de vecteurs en question est
un champ sur 7.%. Localement il est 'image par un paramétrage x : U — . du champ
K introduit ci-dessus. Plus exactement, rappelons qu'un paramétrage de T.¥ est obtenu
a partir de x : U — . en posant

(x,dx) U xR* = T.Z, (q,w) — (x, dx,(w)).

r—[Lemme V.4.12.} N

Il existe un unique champ de vecteurs G sur 7. dont les courbes intégrales
sont exactement les courbes paramétrées de la forme ¢t — (y(t),~'(t)), v une
géodésique de .7

Démonstration. Démontrons 1'unicité. Considérons un paramétrage local x : U — 7.
Supposons que les courbes intégrales de G soient de la forme t — (v(t),7/(t)), avec
~v géodésique de .. Avec les notations introduites ci-dessus, les courbes paramétrées
t — (5(t), 5'(t)) sont solutions du systeme (V.4.10), (V.4.11). L’unicité des solutions d'un
tel systeme (courbes intégrales du champ K') montre 'unicité de G. Pour l'existence,
I’argument est encore une fois local. A partir d’'un paramétrage local x : Y — ¥ et du
champ de vecteur K, on obtient un champ de vecteurs G sur TW = {(p,v) € T.¥; p €
W =x(U)} en posant

G (x(q), dxq(w)) = d(x, dx)qw(K(g, w)).

Le théoreme 1.10.11 s’applique alors, et 1’on obtient en particulier
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,—[Théor‘eme V.4.13 (Existence et unicité des géodésiques).}

Soient . une surface de R®. Pour tout p € .7 et tout vecteur tangent v € T,,.%,
il existe € = €(p,v) € ]0;+00] et une unique géodésique v = 7, : |—€;€[ = 7
vérifiant

v0)=p, 7(0) =0,

tels que U'intervalle |—¢; €[ soit maximal pour ces conditions. D’autre part 'en-
semble

o {(p,v,t)|p€<5”, UETPY,t6]—€(p,v);e(p,v)[}
est un ouvert de 7. x R C .¥ x R?® x R ou

T ={(pv)|pe S, veT,¥} C.S xR°

et Vapplication v : €& — .7, (p,v,t) — 7,.(t) est différentiable.

Remarque V.4.14. Soient . une surface de R*, p € . et v € T,,.. Soit

Y=Yt |—€(p,v) s €(p,v)[ —

la géodésique dont l'existence et 1'unicité sont assurées par le théoreme ci-dessus. Pour
tout s > 0, définissons

t s ~(st).
; ; v(st)

Vs *
Alors 7, est une autre géodésique de ., en fait un reparamétrage homothétique de ~, et

75(0) =p,  74(0) = sv.

Le théoreme d’unicité des géodésiques nous donne alors

ou autrement dit

(V.4.12) v(p,v, st) = v(p, sv, t),

V.5 Exponentielle

Soit . une surface de R®. On reprend les notations de la section précédente, en
particulier

T ={(p,v)|pe S, veT, ¥} C.& xR
E = {(p,v,t)|p€<5”, vETPY,tE]—e(p,v);e(p,v)[}

On note

& ={pv1l)|pe S vel,s, (pv1) €&}

On peut identifier £ avec un ouvert & de T.% via la projection

E =TS, (p,v,1)— (p,v).
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On définit alors I'exponentielle

exp: & — .7, (p,v) — v(p,v, 1).

Remarque V.5.1. Si l'on prend comme condition initiale (p,v) = (p,0), la géodésique
Yp.0 est I'application constante égale a p, définie pour tout ¢ € R. En particulier (p,0,1) €
& pour tout p € . et exp(p,0) = p, (p € .¥). Ceci montre que l'ouvert & est non vide
et contient . (vue comme sous-ensemble de 7. via l'inclusion p — (p,0)).

Remarque V.5.2. Si (p,v) € &, alors d’apres la remarque V.4.12, pour tout s € [0;1],
(p, sv) € & et exp(p, sv) = v(p, sv,1) = ¥(p, v, 5).

Remarque V.5.3. Nous avons vu que & est un ouvert de 7.¥, dont la topologie est
celle induite de . x R3. En particulier, pour tout point p € ., il existe € > 0 tel que
siveT,7, ||v]| <e, alors (p,v) € &. D’autre part, la remarque précédente montre que
I'ensemble des v € T,.% tels que (p,v) € & est un ouvert étoilé de 7). contenant 0.
Notons-le £(T,.%) et définissons

exp, : E(T,) — 7, v exp(p,v).

Il est immédiat que exp,, est différentiable et vérifie expp(O) = p. D’autre part

dlexple) = G Lexpy )]y = 5 vt )] Ly = 5 D0 )] = v

ce qui montre que d(expp)o = Idr,».

En appliquant le théoreme d’inversion locale, on obtient :

,—[Proposition V.5.4.} \

Pour tout point p d’une surface .7, il existe € > 0 tel que I'application
exp, : B(0,e) C T, =7

soit un difféomorphisme sur son image.

Cette image est appelée la boule géodésique de centre p et de rayon e et notée
Byeo(p, €). Remarquons que exp, est alors un paramétrage local de . en p. D’autre part,
tout point y € Byeo(p, €) est sur une géodésique passant par p. Réciproquement, si y €
Byeo(p, €), toute géodésique joignant p a y est un reparamétrage homothétique de ¢ —
exp,,(tv) ot v = exp~!(y) € T,.. On appelle celle-ci la géodésique radiale joignant p
ay.

Etudions maintenant la différentielle de exp, en d’autres points.
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,—[Lemme V.5.5 (Gauss).}

Soit p un point d'une surface ., et soit € > 0 tel que 'application

exp, : B(0,¢) C T, =

soit définie. Alors, si v € B(0,¢) C T),.%, on a quels que soient u, w € T,.7,

{H(dexpp)v(um = Jlull siw || v
((dexp,)o(u), (dexp,)y(w)) =0siu || vetw L v

Démonstration. Soit o : I — T, un arc paramétré défini sur un intervalle ouvert
contenant 0 tel que a(0) = v, /(0) = w et ||a(t)|| = ||v|| pour tout ¢ € I (c’est-a-dire que
la trace de a est contenue dans le cercle de centre 0 € 7,.% passant par v). Pour § > 0
suffisamment petit, pour tout s € |[—=1 — ;1 + [ et tout ¢ € I, on a sa(t) € B(0,¢). On
définit alors

F:l-1-6;140[x1— 7, (5,1) = exp,(sa(t)).
On a donc, en utilisant (V.4.12)

F(s,t) = expy(sa(t)) = (p, sa(t), 1) = 7(p, a(t), 5) = Ypaw(s),
et en différentiant par rapport a s, on obtient

d(exp,)sa()(a(t)) = %—Z(s, t) = ’yz’,’a(t)(s).

En s = 1, ¢t = 0 et en prenant la norme (rappelons qu'une géodésique est paramétrée
proportionnellement a la longueur de larc, et donc ||y, ) ()[| = |7, 4 (0[] = lle(t)]] =
l|v]]), on arrive &

[ld(exp,)o (0)]| = [[v]],

ce qui donne la premiere égalité du lemme. En dérivant maintenant par rapport a t 1’égalité

195,011 = (o) = [l
on obtient,
(SE O,
dsot’ 0s'

De ceci, on déduit
) 0 OF OF, _ OF FF,
~ 0s' Ot Os ot’ 0s2'
Comme g2
w(sa t) = Vpag)(s)

F
est toujours normal a la surface puisque 7y ) est une géodésique, et que E(s,t) est

tangent a .%, on a

o or or,
0s' Ot 0Os
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Ainsi (%—Iz, %—F) ne dépend pas de s. Mais comme
OF d ,
W(S’ t) = pr [exp, (sau(t))] = s(dexp,)sa(e)(/(t)),

ceci signifie que
s{d(exp,)sa( (a(t)), d(exp,)saq (@/(1)))

ne dépend pas de s. En écrivant ’égalité des expressions obtenues en (s,t) = (0,0) et
(s,t) = (1,0), il vient

((dexp,)y(v), (dexp, )u(w)) = 0,

qui est la deuxieme égalité du lemme. n

Ainsi, en tout point p de la surface, 'application exponentielle préserve la longueur
des radiales issues de l'origine et la perpendicularité de celles-ci avec I'image des cercles
centrés a l'origine.

Nous allons déduire de ceci le premier résultat vers une réciproque du corollaire V.4.4.
Pour cela, en vue d’'une utilisation ultérieure du théoreme d’Ascoli-Arzela, nous aurons
besoin de considérer une classe de courbes paramétrées plus générale que les courbes
continues, 6! par morceaux. Nous introduisons donc la classe des courbes paramétrées
lipschitziennes, c’est-a-dire les courbes o : I — R? telles que il existe une constante c
vérifiant

||a(t2)—0z(t1)|| §C|t1—t2|, (tl,tQG]).

Une telle courbe paramétrée est bien str continue, mais elle est méme absolument conti-
nue. En particulier sa dérivée o/(t) existe presque partout et est bornée : ||o/(t)|| < ¢. On
peut donc définir la longueur d'une telle courbe comme dans le cas des courbes € par
morceaux.

,—[Proposition V.5.6.] \

Soit Byeo(p,d) une boule géodésique de rayon 6 > 0 de centre p sur une surface
S St at [a;b] = Beo(p,d) est une courbe paramétrée lipschitzienne, avec
a(a) = p, alors

Lo>L,

ou 7 est 'unique géodésique radiale paramétrée par la longueur de ’arc joignant
p a a(b). Si I'égalité a lieu, les traces de av et y coincident.

Démonstration. Si pour ¢ € Ja;b], a(c) = p, 'unique géodésique radiale paramétrée par
la longueur de I'arc joignant p a a(c) est la courbe constante égale a p, qui est plus courte
que n’importe quelle lacet joignant p a lui-méme. On peut donc supposer «(t) # p pour
tout ¢ € |a;b], et écrire a(b) = exp, v pour un certain v € B(0,6) € T,.”. On pose aussi

a(t) = exp, B(t), t€la;b]
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ou B : [a;b] — T, est une courbe paramétrée lipschitzienne vérifiant F(a) = 0 et
B(b) = v et [(t) # 0 pour tout t € |a;b]. On a donc

La= [0l de = [ lexp, o8/l de = [ ldtexp,)seg (0] dr

Pour tout ¢ € [a;b], soit w(t) € T, tel que ( w(t)) soit une base orthonormale

)
B
de T),.”. On a alors partout ou f'(t) est définie,

1
8@

Le lemme de Gauss nous donne

[ld(exp,) s (B(O)I] =

B(t) = B oz (B (0, BO)B(E) + (B'(1), w(t)w(t).

1
1B

ou I'égalité a lieu lorsque 5'(t) et 5(t) sont liés. En conséquence

b 1 / — b — —
Loz [t @0 a2 | [ 0,60) i = [1501]) = 1ol = 1,

S’il y a égalité, alors [3'(t) et B(t) sont liés pour tout t € [a;b] ou B’ est définie. La trace
de (3 est alors contenue dans la droite passant par 0 et v dans 7,,.% et donc la courbe a a
méme trace que la géodésique radiale joignant p et «(b). O

[(B'(1), B(1))]

Exercice V.5.7. Si p est un point de la sphere S?, montrer que S \ {—p} est une boule
géodésique centrée en p. Quel est son rayon ?

Exercice V.5.8. Donner un exemple de géodésique sur une surface . dont la longueur
est plus grande que celle d'une autre courbe paramétrée continue et 4 par morceaux
ayant les mémes extrémités.

Nous allons maintenant donner un résultat qui améliore celui de la proposition V.5.4,
en vue d’une réciproque du corollaire V.4.4. Soit py un point d’une surface .7 de R?
et soient V un voisinage ouvert de py et € > 0 tel que exp, soit défini sur la boule
B(0,¢) € T,. pour tout p € V. Un tel ouvert V et un tel € existent car le domaine de
définition de flot géodésique £ est ouvert.

Considérons un paramétrage local x : U — . en py d’image contenue dans V', posons
go = x '(po) . Choisissons § > 0 de tel sorte que si w € B(0,d) C R?, alors ||dx,(w)|| < €
pour tout ¢ € U (ce que l'on peut toujours faire en remplacant au besoin U par un
voisinage ouvert de py relativement compact inclus dans U). Définissons alors

E: UxB(0,0) — x5, (q,w) = (x(q), exPy(q) (dxq(w)).

C’est une application différentiable, et £(qo,0) = (po, po). Calculons la différentielle de F
n (qo,0) : c’est une application linéaire de R? x R? dans T}, x T),,.. Si w € R? on a

d d
A o (10,0) = - [Bao + 1w, 0)],_, = 2 [(x{a0 + 1), X041 (0))]

dt t
= (dXQO (w)? dXQO( ))
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D’autre part

A0 (0.10) = L [Bla0, )] _y = - (2o 3, (g ()] _y = (0. iy ().

Comme la différentielle dx, est injective en tout point ¢ € U, dE(4, ) est un isomorphisme,
et I’on peut appliquer le théoreme d’inversion locale : il existe un voisinage ouvert de (gg, 0)
dans U x B(0,6), que I'on peut prendre de la forme U’ x B(0, p) avec U’ voisinage ouvert
de qo dans U et p < 4, tel que

E: U x B(0,p) — & X7,

soit un difféomorphisme sur son image, qui est un voisinage de (pg, po) dans . x .. 1l
s’ensuit que si ¢ € YU’, Iapplication partielle

Ey: {q} x B(0,p) — {x(¢)} x &

est aussi un difféomorphisme sur son image.

Comme dx et dx~! sont bornées sur U’, on peut trouver des réels strictement positifs
n < pet T <4 tels que pour tout g € U,

dx,(B(0,n)) C B(0,7) C dx,(B(0,p)).
Soit W un voisinage ouvert de py dans . tel que

W x W C EU x B(0,n)).

Ainsi, la boule ouverte B(0,7) C R? contenue dans B(0, p), a son image par E, dans
la boule géodésique By, (x(q), 7) C .. Une deuxieme conséquence est que si p; et py sont
des points dans W, on peut écrire

p=x(q), P2 = XDy (dxy(w))
pour un certain ¢ € U’ et un certain w € B(0,n) C R% On en déduit
W C exp,, (dxq(B(0,7))) C exp,, (B(0,7)).

Nous avons donc montré le résultat suivant :

,—[Proposition V.5.9 (existence de voisinages normaux).} N

Chaque point py d’une surface .# possede un voisinage ouvert W tel qu’il existe
7 > 0 vérifiant : pour tout p € W, W est contenu dans la boule géodésique
Byeo(p, 7). Un tel voisinage est appelé voisinage normal de p, de rayon 7 dans

.

Comme premiere conséquence de ce résultat, nous obtenons le fait que si .% est une
surface fermée dans R3, alors les géodésiques dont ’existence et I'unicité sont assurés par
le théoreme V.4.13 sont définies sur R tout entier.
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r—[Corollaire V.5.10.J .

Soient . une surface fermée de R* et p € ., v € T,.7. Alors la géodésique
Y = 7Ypo de conditions initiales (p,v) € T.¥ est définie sur R. Il s’ensuit que
I’application exponentielle est définie sur la totalité de T.7.

Remarque V.5.11. Si . est compacte, le résultat découle directement du théoreme
[.10.12.

Démonstration. Soient (p,v) € T.¥ avec v # 0 et supposons que le réel strictement positif
¢(p,v) donné par le théoreme V.4.13 soit fini. Soit (¢, ),en une suite tendant vers e(p, v)
par valeurs inférieures. C’est une suite de Cauchy, et comme

tm
Iy (tn) = (Em)] < ||/ '(8) dt|] < JJvf] [tn =t
tn

la suite (7y(tn))nen est une suite de Cauchy de .. Elle converge donc vers un point ¢
de ., puisque 'on a supposé . fermée. Soit W un voisinage normal de ¢ de rayon €
dans .. Comme 7 est continue, I'image d’un intervalle ] ;e(p, v)[ est dans W si 0 est
bien choisi. Prenons ¢, € ]d;€e(p,v)[ tel que e(p,v) — ty < € et posons r = y(tp). On a
alors v(t) = exp, ((t — to)u) pour tout t € |d;¢e(p,v)[, ou u est un vecteur dans 7,.7 tel
que ||u|| = ||v]||. Ceci montre que 7 peut étre étendu au-dela de €(p,v) (au moins jusqu’a
to+¢€). Ceci constitue une contradiction, et donc €(p,v) = +oo. Il s’ensuit que 1 < €(p, v)
pour tout (p,v) € T.¥, et donc que exp(p,v) = v(p,v,t) est défini. ]

Une seconde conséquence de 'existence de voisinage normaux est la fait que si une
courbe & une longueur minimale parmi toutes les courbes continues et 4! par morceaux
joignant deux points a et b de ., alors cette courbe a une trace qui coincide avec celle
d’une géodésique.

r—[Théoréme V.5.12.} .

Soit a : [a;b] — . une courbe paramétrée lipschitzienne joignant deux points
p = a(a) et ¢ = a(b) d’une surface ayant une longueur inférieure ou égale a toute
courbe paramétrée continue, ¢! par morceaux joignant ces deux points. Alors il
existe une géodésique dont la trace coincide avec celle de a.

\ J

Démonstration. Pour tout ¢t € [a;b], il existe un voisinage normal W; de «(t) dans .. On a
alors un recouvrement [a;b] = |J, @' (W,) du compact [a; b] par les ouverts o' (W,). Soit
d le nombre de Lebesgue de ce recouvrement (cf. proposition 1X.4.1) (c’est-a-dire que pour
tout s € [a;b], [s—d;s+ 0] NJa;b] est inclus dans I'un des o= (W)). Si [¢;d] C [a;b] est
de longueur plus petite que §, alors a([c; d]) est inclus dans I'un des W, et en particulier
dans une boule géodésique de centre a(c). La courbe «a([c;d]) minimise la longueur des
courbes entre a(c) et a(d). La proposition V.5.6 nous dit qu’alors «([c; d]) coincide avec la
trace d'une géodésique radiale issue de a(c). Comme ceci est vrai pour tout sous-intervalle
[c;d] de [a;b] de longueur plus petite que d, le résultat est démontré. ]
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Remarque V.5.13. Rappelons que nous avons défini, quels que soient p,q € .,
d(p,q) = inf Ly

ot I'inf est pris sur toute les courbes paramétrées o : [a;b] — . continues, €' par
morceaux telles que a(a) = p et a(b) = ¢. Le théoreme suivant montre que si .& est
fermée, cet inf est toujours atteint, et il 'est pour une géodésique.

,—[Théor‘eme V.5.14 (Hopf—Rinow).} \

Soit . une surface connexe, fermée dans R? et soient p;, p, deux points de .7.
Alors il existe une géodésique v : [a;b] — .7 avec y(a) = p1, ¥(b) = p2, et
de longueur plus petite ou égale & la longueur de toute courbe continue €' par
morceaux joignant ces deux points.

Démonstration. Si p; = po, le résultat est évident. Supposons que p; # po et fixons deux
réels a < b. Soit T, ,, Uensemble des courbes paramétrées a : [a;b] — % continues, ¢!
par morceaux telles que a(a) = p; et a(b) = pa. Soit (@, )nen une suite dans I'y, ,, telle
que lég L., = ds(p1,p2). On reparametre au besoin ces courbes pour que sur chaque

sous-intervalle ou «,, est réguliere, le paramétrage soit proportionnel a un paramétrage
par la longueur de I'arc, c’est-a-dire

/
o, (D[] = ¢n
pour une certaine constante strictement positive ¢,. On a alors

b
L, = / |, ()] dt = ¢, |b — al.

En particulier, la suite (c,),en converge, et donc est bornée. Si 1,1ty € [a;b], on a

to
[l (t1) — am(t2)]| = ||/ () dt || < e |t — ta.
t1
Le théoreme d’Ascoli-Arzela 1X.3.1 affirme que 'on peut trouver une suite extraite de

(cvn )nen qui converge uniformément vers une courbe paramétrée lipschitzienne « : [a; b] —
R3. Comme . est fermée, a est tracée dans .. De plus

b

L, = / |/ (#)]| dt < (b—a)lime, =lim L,, = do(p1, p2).
La courbe a a donc une longueur inférieure ou égale a la longueur de toute courbe continue
¢! par morceaux joignant p et g. Le théoréme V.5.12 permet de conclure la démonstration.

]

Finalement, nous énoncgons une réciproque de la proposition V.1.6.

Proposition V.5.15.}

Une isométrie f : .1 — % est une isométrie infinitésimale injective.
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Démonstration. 11 est évident que f est injective et c¢’est un homéomorphisme sur son
image car son inverse f~! : f() — . est aussi une isométrie. Soit p € .7 et soit
Byeo(p, €), une boule géodésique dans .7, de rayon € > 0 et de centre p. Soit v € B(0,¢) C
T, et soit v = v,, la géodésique radiale issue de p et de direction v. On a alors pour
tout s € [—1;1],

do (p,y(s)) = L’mo;s} = s [|v]].

Comme f est une isométrie, et donc préserve la distance intrinseque, on a pour tout
d (p,7(s)) = dr (f (), f((5))-

Or, par définition, d,(f(p), f(7(s)) est plus petite que la longueur de toute courbe pa-
ramétrée continue, € par morceaux dans .% joignant f(p) et f((s)). En particulier ceci
s’applique a la courbe § = f o+, et donc

slloll = dapr(s) < [ 1501 dt = [Tt @)]

Les termes extréemes de cette inégalité sont des fonctions de . qui s’annulent en s = 0 et
dérivables a droite en 0. En prenant les dérivées a droites en 0, on obtient

[0l < df5(0)(7/(0)) = [ldf, (v)]]-

Ceci montre que df), est injective. On en déduit que f est un difféomorphisme local, et donc
un difféomorphisme de .#] sur son image. Ainsi f(.] est une sous-variété. En considérant
/7!, on montre I'inégalité inverse. On a donc pour tout v € B.(0) C T,.%,

[ldfp ()] = |v]].

Ceci s’étend par linéarité a tout v € T, et montre que df,, est une isométrie linéaire. [

V.6 Théoreme de Bonnet.

r—[Lemme V.6.1.] N

Soit 7y : [a;b] — & une géodésique paramétrée par le longueur de I'arc d’une
surface fermée .7 de R3. Soit N une application de Gauss sur .¥ et soit K la
courbure de Gauss. La variation de v donnée par

F(s,t) = expo(sf()B®),  (s,t) € R x [a3b],

ou f: [a;b] — R est une fonction différentiable et B(t) = /() A (N o 7)(t), est
bien définie. La variation de la longueur Lp vérifie

LrO) = [ (£ - (K on)OF(2) dr

\ J

Démonstration. Comme . est fermée, 'application exponentielle est définie sur 7.% tout
entier (cf. corollaire V.5.10). Ceci montre que la variation F' est bien définie sur R x [a; b].
Son champ variationnel associé est

Via;b) — Rt f(t)B(t).
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Si L est la longueur de la variation, on a

= [ 25 (150060 at

Exprimons ceci en partant de

PF OF, 9 (,0F OF ) oF 8
o o) = s (3 ) = e (15 12) =205 1 55 (151)

En dérivant encore par rapport a s, on obtient

(ZE O IR DR (2 (42 QH”My 1250).
0s20t’ Ot 0sOt’ 0sot’

Donc

V61) IWQ?WC%%%Hgé%% (2 (1% W)@wa

Notre but est maintenant d’évaluer ceci en s = 0. Remarquons que pour tout ¢ € [a;b],
(7/(t), N(v(t)), B(t)) est une base orthonormée directe de T’ ;). Pour simplifier, notons
simplement N (t) pour N(v(t)). On a donc (y/(t), N(t)) = 0, d’on

('), N(t)) = = (¥ (1), dNyy (' (1)) = a0y (7 (1), /(1))

De plus, 7 étant une géodésique, 7" (t) est normal au plan tangent, donc colinéaire a N(t))
et

OF OF

(V.6.2) 50 1)=71), 500l =[Ol =1,
(V.6.3) %2—5(07 t) ="(t) = ("(1), N(£)) N(t) = oy (7' (1), 7'(£)) N(2).

D’autre part (N(t), N(t)) =1, donc (N(t), N'(t)) = 0, ce qui montre que N'(t) € T,
et par conséquent

N'(t) = N, (7' (1)) = {dNy oy (' (1)), 7 (£)) 7' (1) + (dN o (' (1)), B(1)) B(2)
(V.6.4) = =0y (Y (),7 (1) 7'(t) = 050 (Y (1), B(2)) B(2).

Calculons, en utilisant que +”(¢) est colinéaire a N(y(t)) et (V.6.4)

B'(t) = (v AN)' (1) = (7"(t) AN(1) + (+/(t) AN'(2)
(V.6.5)  =~(t) AN'(t) = =0y (Y (1), B(t) 7'() A B(t) = 040 (' (£), B(£)) N(2).

La définition de I’exponentielle et ’homogénéité des géodésiques permettent d’écrire,
pour tout (s,t) € R x [a; ],

(V.6.6)  F(s,t) = expyy (sf () B(t)) = v(7(£), sf (1) B(), 1) = v(7(t), f({) B(1), ).

On a donc
oF

E(O’” = Y1) = F()B().
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En dérivant par rapport a ¢, on obtient en utilisant (V.6.5) :

82

(V6T

7(0.0) = f(O)B(t) + f(t)B'(t) = f'(1) B(t) + f(t)o,0) (v'(1), B(1)) N(t)

De ceci on déduit

(V68) O 01 = F(0 + £ (1), BO)

Pour évaluer le premier terme de l'intégrale dans (V.6.1), on repart de I’équation
(V.6.6), que l'on dérive cette fois deux fois en s,

82

(V.6.9) -

——(0,) =V sy (0) = f(t)?0yw) (B(t), B(t)) N(t).
La derniere égalité fait appel au théoreme de Meusnier (proposition IV.2.1).
On écrit, en tenant compte de (V.6.9) et (V.6.2)

PF OF 0 0*F OF O*F O0*F

= O (0P, (B(), BW) N0, 7(1)) — 11V 0,0(B(), BO) V(1) 7))

0,1)

2 (15 0.0 = G 0.0,
On a donc
(V.6.10) (Z(1921)) 0.0 = (Zo.0. 2r0.)

= (V'(0), (&) B(#t) + (), (7' (1), BO)IN(£)))” = 0.
En reportant tout ceci dans (V.6.1) (en s = 0), on aboutit &
L (0) = /ab [—F(©)%0, (B(t), B(t)) 040y (7' (1), 7' (1)) + F'(8)* + f ()% (7 (1), B(t))?] dt
= / b [f (t)2(ffw<t> (7' (1), B(1))* = 040 (B(1), B(t)) o1 (7’(25),7’(25))) + f’(t)ﬂ dt
= /ab [—f()*(K oy)(t) + f'(t)?] dt

La derniere égalité est obtenue en remarquant que (v/(t), B(t)) est une base orthonormale
de pr(t)y . ]
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,—(Théoréme V.6.2 (Théoreme de Bonnet).} \

Soit . une surface connexe, fermée dans R? dont la courbure de Gauss vérifie
inﬁfp K(p) > 0. Alors .7 est compacte et la distance maximale intrinseque entre
JUS

. o 02.c p S m ..
deux points de .¥ est inférieure ou égale a . A fortiori, son

inf,e» K(p)
diametre, en tant que sous-ensemble de R3, est inférieur ou égal & cette méme
constante.

Démonstration. Posons k = inf,c» K(p) > 0. Comme les courbures principales sont
solutions réelles de 1'équation X% — 2HX + K = 0, le discriminant de ce binome est
positifs ou nul, donc

H>-—K >0

et il y a égalité si et seulement si 'on se trouve en un point ombilical. On a donc H? >
K > k > 0. En chaque point de de la surface, on considére un voisinage orientable de ce
point, et ’on choisit 'orientation de sorte que H reste strictement positif sur ce voisinage.
Ces choix locaux sont compatibles, et la surface est donc orientable (en fait, toute surface
fermée est orientable). De plus, le théoréme de Hopf-Rinow s’applique, et étant donné
deux points p; et py de ., on sait qu’il existe une géodésique, paramétrée par la longueur
de l'arc v : [0; L] — .77 telle que v(0) = p1, v(L) = p2 et dv(p1,p2) = L. On applique
alors le lemme V.6.1 a cette géodésique et I'on en conclut que

LH@IA(ﬂN—Uﬁw@ﬂNMHSA(ﬂﬁ—ﬁﬂﬁﬁm

ol F(s,t) = exp,)(sf(t)B(t)), (s,t) € Rx [a;b], f: [0;L] — R est une fonction
différentiable et B(t) = +'(t) A (N o 7)(t). Pour une fonction f qui s’annule en 0 et L,
la variation F' est a extrémités fixées, et la fonction longueur Lr admet un minimum en
s = 0. En particulier, L};(0) = 0 et L7(0) > 0. Par conséquent

o< [ (rar - a

pour toute fonction différentiable f : [0; L] — R telle que f(0) = f(L) = 0. Prenons la
kL

fonction f(t) = sin <%t> Un calcul élémentaire donne alors A > 0. On obtient
donc .
lp1 —pol| <Ly, =L < 7
Ceci étant vrai quels que soient pq, ps € ., on obtient
Diam(.#) < T O

V infpef K(p) ‘

Remarque V.6.3. L’inégalité du théoreme de Bonnet est optimale, comme le montre le
cas des spheres. Pour une sphere de rayon r, la courbure de Gauss est constante égale a
%2, et la distance maximale intrinseque entre deux points est atteinte pour deux points
antipodaux et vaut 77 (en revanche son diameétre en tant que partie de R? vaut 2r).
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Remarque V.6.4. L’hypothese de stricte positivité de inf,ec » K (p) ne pas étre affaiblie.
On peut le voir en considérant le cas du paraboloide elliptique

S ={(z,y,2) € R[22 = 2" + 37},

qui est le graphe de f : R? = R, (z,y) — 2(2*+y?). Sa courbure de Gauss en p = (z,y, 2)

1
vaut K (p) = m qui est toujours positif ou nul.

Exercice V.6.5. Enoncer et démontrer un résultat analogue au théoreme de Bonnet pour
les sous-variétés de dimension 1 du plan R2.

V.7 Paramétrages spéciaux des surfaces

Nous allons nous servir du théoreme 1.10.11 sur le flot des champs de vecteurs tan-
gents sur les sous-variétés, pour trouver des paramétrages locaux des surfaces possédant
certaines propriétés. Ceci nous permettra de simplifier certains calculs utilisant des pa-
ramétrages locaux. Nous renvoyons au théoreme [.10.11 pour la définition du flot.

,—[Proposition V.7. 1.} \

Soient X un champ de vecteurs tangents sur une surface . de R3 et F': D — .¥
son flot. Soit py un point de . tel que X (p) # 0. Alors il existe un voisinage
ouvert W de py dans . et une fonction différentiable f : W — R sans point
critique tel que si  : I — W est une courbe intégrale de X, alors f o « est
constante. En d’autre termes, le noyau de df, est exactement la droite vectorielle
engendrée par le vecteur X (p), pour tout p € W.

Démonstration. Soit ¥V un voisinage ouvert de py dans ., et € > 0 tel que le flot F' soit
défini sur |—e; e[ x W (I'existence d’un tel voisinage et de € est garanti par le fait que
D (cf. théoreme 1.10.11) est ouvert dans R x .). D’autre part, comme X (py) # 0, on
peut par continuité supposer que X ne s’annule pas sur W. Soit v € T, un vecteur
linéairement indépendant de X (py), et soit o : |—d ;0] — W une courbe paramétrée telle
que «(0) = po et o/ (0) = v. Définissons 1'application

G: ]=0;0[x]|—e;¢e[ — L, (s,t) = F(t,as)).

On a G(0,0) = F(0,a(0)) = F(0,p0) = po et en différentiant par rapport a s et en
évaluant en s = 0,

%_f<0,0> = LTP0.a()],_ = 0] =

En différentiant par rapport a t, on obtient

oG d

5 (51 = %[F(taa(S))} = (X o F)(t, a(s)) = X(G(s,1)).
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En particulier, comme X (po) et v sont linéairement indépendants, dG g o) est injective. Le
théoreme d’inversion locale s’applique, et 'on peut donc trouver un voisinage ouvert U
de (0,0) dans R? et un voisinage V de p dans .¥ tel que

G:U—W

soit un difféomorphisme. On pose alors f = 70 G~! ot 7y (resp. 7o) est la projection sur
la premiere (resp. la deuxieéme) composante dans R?. On a alors

dfc(sg) © AG sy = d(T1)(s0) = 71,

pour tout (s,t) € Y. En particulier dfg(s4) # 0 en tout point (s,t) € U et donc f n’a pas
de point critique sur W. D’autre part, si o : I — W est la courbe intégrale de X passant
par po en 0, et si 'on pose g =m0 G, on a

G(f(a(u)), g(a(u)) = G(m o G a(u)), m 0 G a(u))) = a(u), (ue ).
De ceci, on tire

X(a(u)) = a(u) = (fo a)’(%)%—f(f(a(w), gla(u))) + (g o a)’(U)%—f(f(a(U)), g(a(w)))

=(fo &)’(U)%—f(f(a(u», gla(u))) + (g0 a) (u) X(G(f(a(u)), g(a(u)), (ue ).

oG
Comme — et X sont linéairement indépendants en chaque point de U, (f o v)'(u) =0

s
pour tout u € I. Ceci montre que foa est constante. La derniere assertion de la proposition
est alors immédiate. O

r—[Théor‘eme V.7.2.} N

Soient . une surface de R? et X, X, deux champs de vecteurs tangents sur .7,
tels qu’en un point pg € .7, X1(po) et Xa(po) soient linéairement indépendants.
Il existe alors un paramétrage local x : U — . de & en pq tel que x, et x,
soient respectivement colinéaires a X; o x et X, o x. Autrement dit les courbes

u— x(u,0) et v x(0,v)

sont des reparamétrages des courbes intégrales de X; et Xs.

Démonstration. Soient Wy, Ws et f1, fo les voisinages ouverts de py dans .% et les fonctions
de ces voisinages dans R donnés par la proposition ci-dessus. Définissons

H: W=WnW, —R* H(p) = (fap), f1(p)).

Alors ker dH,, = kerd(f1), Nkerd(fz), = {0}, ce qui montre que dH, est inversible. Le
théoreme d’inversion locale nous donne un voisinage V de p dans . et un ouvert U de
R? tel que

H:V—U
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soit un difféomorphisme. Posons alors x = H~': &/ — V. On a en effet

fQ(X(u7v)) =u, fl(x(u,v)) =0, ((U,U) GU),
d’ou
d(f?)x(um) (Xv(ua U)) = 07 d(fl)x(uw) (Xu(u7 U)) = 0.

Ceci termine la démonstration car les noyaux respectifs de d( f2), et d(f1), sont engendrés
respectivement par Xs(p) et Xi(p). O

Exemple V.7.3 (Paramétrage orthogonal). Soit y : Y — .¥ un paramétrage local d’une
surface .. En chaque point de p = y(u,v), le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt nous donne une base orthogonale de 7). a partir de la base (y,(u, v), y,(u,v)),

Vu(u,v)

= FuB Y RACON
[y (u, 0)]]

Xl(p) Hyu(uav)H?

y XQ(p) = YU(uv U) - <Yv(u’ U)a yvu(uv U))

Ces champs de vecteurs tangents sont clairement différentiables, et le théoreme nous
donne en chaque point un paramétrage local x tel que (x,(u,v),X,(u,v)) = 0 pour tout
(u,v) dans le domaine de définition de ce paramétrage. On appelle un tel paramétrage un
paramétrage orthogonal.

Exemple V.7.4 (Paramétrage par les lignes de courbures). Soit . une surface orientée
de R? sans point ombilicaux. Soient p € . et x : U — . un paramétrage local orthogonal
de . en p, avec ¢ = x !(p) € U. L’application de Weingarten en L, se diagonalise dans
une base orthogonale de 7),.#. Si la base (x,(q),x,(q)), qui est une base orthogonale de
T, , se trouve étre une base de diagonalisasion de L,, quitte a échanger les variables

u et v, on peut alors supposer que L,(x,(q)) = k2(p) xu(q) et Ly(x,(q)) = k1(p) xu(q).
Comme le point p n’est pas ombilical, on a ki(p) # ko(p), et donc

(V.7.1) Ly((xu(q)) # k1(p) xulq) et Lp((xu(q)) 7 k2(p) xu(q).

Si la base (x,(q),%,(¢)), n’est une base une base de diagonalisasion de L, (V.7.1) reste
vral.

Posons, pour tout r € U,

Ce sont des fonctions continues sur U, qui ne s’annulent pas en ¢, et donc qui ne s’annulent
pas sur un voisinage de ¢. Quitte a réduire U, on peut donc supposer que Z; et Zy ne
s’annulent pas. Comme 'endomorphisme Ly vérifie

(Lxry = k1 (x(7)) Tdry ) ) (Lx(ry = F2(x(r)) 1dzy,).) = 0,

Luwy(Z1(r)) = ka(x(7)) Z2(1) et Lyxwy(Za(r)) = ki(x(r)) Za(r).

Les champs de vecteurs X; = Z; ox ! et Xy = Zy o x ! sont différentiables (on utilise

la proposition 1V.3.1). En chaque point, ils donnent une base de diagonalisation de 1’ap-
plication de Weingarten. En particulier, ils sont orthogonaux. En appliquant le théoreme
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V.7.2, on obtient 'existence en chaque point de . d’'un paramétrage local x : U — .
tel que en tout point g € U, les vecteurs de la base (x,(q),%,(q)) de Tx(y)-# soient les
directions principales en p = x(q).

On appelle ce type de paramétrage un paramétrage par les lignes de courbures,
puisque par définition, une ligne de courbure sur une surface .% est une courbe dont tout
vecteur tangent est un vecteur propre de 'application de Weingarten.

Comme application de I'existence de ces paramétrages spéciaux, nous allons montrer
le résultat suivant qui décrit les surfaces (connexes, orientées) de R® dont les courbures
principales sont constantes.

Théoréme V.7.5.}

Soit . une surface connexe et orientée de R? dont les courbures principales sont
constantes. Alors . est un ouvert d’un plan, d’une sphere ou d’un cylindre droit.

Démonstration. Soient N 'application de Gauss de la surface orientée . et ki, ko ses
courbures principales. Si .¥ est totalement ombilicale, ¢’est un ouvert d’un plan ou d’une
sphere d’apres I'exercice IV.2.6. On se place donc dans le cas ou ky # ko. En chaque point
p € 7, il existe alors un paramétrage local x : U — & par les lignes de courbures,
c’est-a~dire que pour tout ¢ € U, on a

dNx(g)(%u(9)) = k1 %u(q),  dNxq)(x0(q)) = —k2%u(q),  (xu(q):%u(q)) = 0.

On dérive les deux premieres égalités respectivement par rapport a v et u, pour obtenir

(N oX)uy = —k1Xuu(q), (N oX)yy = —koXpu(q).

Comme par le lemme de Schwarz (N ox),, = (N 0X)yy €t Xy (q) = Xuu(q), mais que ky #
ks, on a nécessairement x,,(¢) = 0. En dérivant par rapport a v I’équation (x,(q),x,(q)) =
0, et en tenant compte de x,,(¢) = 0, on aboutit & (x,(q), X (¢)) = 0. Rappelons que le
théoreme de Gauss (remarque V.3.12) nous donne :

(Vi Vi, (X5) — Vi, Vi, (%), %) = (K 0 x)(EG — F?).

Or Vi, (x,) est la composante tangentielle de x,, et est donc nulle. De méme Vy, (x,) est
la composante tangentielle de x,, et I’équation (x,(q), X, (¢)) = 0 nous montre que cette
composante tangentielle est colinéaire a x,(q). Ecrivons donc Vy,(x,) = hx, pour une
certaine fonction différentiable A de ¢ dans R. On a donc

(Vi Vx, (X0); Xu) = (Vy, (h%y), %,) = (h Vi, (X,) + hy Xy, X,) = 0.

L’équation de Gauss s’écrit finalement (K o x)(EG — F?) = 0, et comme EG — F? ne
s’annule pas, on en déduit que la courbure de Gauss est partout nulle sur .. Quitte a
changer l'orientation de ., on peut supposer que k; = 0 < ko. On a alors dNy(x,) =
(N ox) = 0 sur Y. Montrons que les calculs faits ci-dessus impliquent que le champ de

X
vecteurs ﬁ est constant. On a tout d’abord
Xu

<( ~ )U,Nox>:8%<i Nox)— (-5 (Nox)) = 0.

[I5¢u| Il Il




V.7. PARAMETRAGES SPECIAUX DES SURFACES 179

D’autre part

X 0 x X
“ 7X’U = 5 “ 7XU - —u7XUu == 07
<(\|xu||)u )= Ba Tl ™~ il X

(), = =1 (), ) =

est un champ de vecteurs unitaires. Comme en tout point de U, (x,,x,, N 0 x)

et enfin

car
1]

est une base de R3, on conclut que (HX“H> =0.
Xull )

x
Calculons maintenant ( “ )

1]
( Xu ) o Xuw <XuU7Xu> —0
_Tu ) _ = =0.
Ixull /., xall 1%l
Ceci montre que le champ de vecteurs unitaires ] est constant (on a bien siir supposé
X
U connexe). Il existe donc a € S? tel que —— = a, et ainsi

] uH
(xy,a) =0, (N,a) = 0.

Considérons l'application

1
G:U—R q=(u,v)— x(u,v) — (x(u,v),a)a + k—NOX(u,v).
2

+ LN ox)(uv) =0

Gu(u,v) = x,(u,v) — (x,(u,v),a)a k’g

et

1(Nox)( v) =0.

Go(u,v) = x,(u,v) — (x,(u,v),a)a k2

Ceci montre que G est constante sur . Posons

1
x(u,v) — (x(u,v),a)a+ k:_N ox(u,v) = ¢,
2
ol ¢ € R3. On voit facilement que (¢, a) = 0. On a donc trouvé deux vecteurs orthogonaux
de R3, a et c, tel que

x(u,v) — (x(u,v),a)a —c= —k—2N ox(u,v).

En prenant les normes, on obtient

1

[1x(u, ) = el = (x(u,v) — ¢, a) = 2

Autrement dit, la distance du point p = X(u v) € . a la droite D passant par ¢ de

vecteur directeur a est constante et égale a --. Ceci montre que x(U) est inclus dans le

cylindre droit de rayon é et d’axe D. Comme . est connexe, ce cylindre est le méme

pour tous les paramétrages locaux, et ceci termine la démonstration. O
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V.8 Exercices

Exercice V.8.1. Montrer que le groupe des isométries d’une sphere S?(a,r) dans R?
coincide avec le sous-groupe des déplacements de I’espace qui fixent le centre a de S?(a, ).
Montrer que ce sous-groupe est isomorphe a O(3).

Exercice V.8.2. Que dire d'une surface compacte . dont I'application de Gauss N :
. — S? est une isométrie ?

Exercice V.8.3. Considérons les applications

x: RY x]0;27n] = R®,  (u,v) — (ucosv,usinv,logu),

X : R* = R®  (u,v) — (ucosv,usinv,v),

Montrer qu’elles définissent des surfaces .7 et ./ de R3. Montrer que f : .¥ — .
f =x ox ! vérifie K = K' o f mais n’est pas une isométrie.

Exercice V.8.4 (Triedre de Darboux). Soit . une surface de R? orientée par une appli-
cation de Gauss N. Soit v : I — % une géodésique paramétrée par la longueur de I'arc
sur .. Définissons

T.N,B: 1R, T(t)=~(t), N(t)=N~({t), B(t)=T() AN

Alors T, N, B sont différentiables, et pour tout ¢t € I, (T'(t), N(t),B(t)) est une base
orthonormale directe de R?, (T'(t), B(t)) est un base orthonormale de T ).%. Montrer
que pour tout t € I,

En déduire :
1. Siy: I — . une géodésique de . telle que

oy (Y (t),7'(t)) = 0

pour tout ¢t € I, alors la trace de v est un segment de droite.
2. Si les géodésiques de . sont des courbes planes, alors la surface est contenue dans
un plan ou dans une sphere.

Exercice V.8.5. Discutez du probleme de 'unicité des traces des géodésiques joignant
deux points donnés dans le cas d'un plan, d’une sphere et d'un cylindre. En déduire que
pour la sphere unité, une géodésique de longueur strictement inférieure a m minimise la
distance entre ses extrémités.

Exercice V.8.6. Montrer que la distance intrinseque entre deux points de la sphere unité
est inférieure ou égale a 7, et égale a 7 si et seulement si les deux points sont antipodaux.

Exercice V.8.7. Montrer que si p et ¢ sont deux points non antipodaux de la sphere
unité, il existe un point m sur la géodésique joignant p a ¢ a égale distance de p et ¢, et
que p et ¢ sont échangés par la rotation de R? d’angle 7 et d’axe m.
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Exercice V.8.8 (Equations d’Euler-Lagrange). Soit L : R?* — R, (x,y,2) — L(z,y,2)
de classe (au moins) €. Pour toute fonction f : [a;b] — R, t — f(t) de classe (au moins)
¢, on pose

b
= [ L.
Une variation de f est une fonction de classe (au moins) €™
F:l—e;e[x[a;b] = R, (u,t)=F(u,t)

telle que F'(0,t) = f(t). Elle est a extrémités fixés si pour tout u € |—¢; €, F(u,a) = f(a)
et F(u, b) f(b), ce que I'on suppose par la suite. Son champ Varlatlonnel est défini par
V(t) = 5:(0,1).

Posons ,
() = [ 200 P, S (0,0 e

1. Montrer que

TuF —_ — a3 9y Otz

a a

Io(u) = ) (t, F(u,t), %—f(u,t)) dt.

2. On suppose dans la suite que la variation F' est a extrémités fixées. Montrer que
I:(0) = 0 si et seulement si

[ v (‘;—j - %C;—L) (t, £(0), (1)) dt.

3. En déduire que f est critique pour I (c’est-a-dire I(0) = 0 pour toute variation
F de f) si et seulement si

(8L 0 0L

o o) @£ =0

3. Montrer que si L ne dépend pas de z, mais seulement des variables y et z, et si f
est critique pour I, alors la quantité

est constante.

Exercice V.8.9. Si p est un point de la sphére S?, montrer que S? \ {—p} est une boule
géodésique centrée en p. Quel est son rayon ?

Exercice V.8.10. Soient f,g: . — .’ deux isométries infinitésimales entre surfaces,
& étant connexe. Montrer que si f et g coincident en un point p € .% ainsi que leurs
différentielles, alors elles coincident partout. Pour cela, montrer tout d’abord que l’en-
semble des points de . ou f et g coincident ainsi que leurs différentielles est fermé
dans .. Montrer ensuite qu’il est ouvert en utilisant le théoréeme d’existence de boules
géodésiques.
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Exercice V.8.11. Soit Bye,(p, €) une boule géodésique sur une surface connexe . de R?.
Soit av : [ — T, une paramétrisation locale par la longueur de I’arc du cercle unité de
T, . Définissons

D 105e[x I =7, D(t,s) = exp,(ta(s)).

Montrer que la courbure de Gauss K de . vérifie
[ @slfee + (K 0 @) [[s]| = 0
pour tout (t,s) € ]0;¢€[ x I.

Exercice V.8.12 (Formule de Bertrand-Puiseux). Soit Bye,(p, €) une boule géodésique
sur une surface connexe . de R3. Pour tout ¢ € ]0; €[, notons %; le cercle de centre 0 et
de rayon t de T),.. Le cercle géodésique en p de rayon t est alors exp,(%;). Notons L, sa
longueur. Montrer que 1'on a

2t — Lt
K(p) =lim3———.
(p) = lim3——js
Exercice V.8.13 (Théoreme de Minding). Soient . et .’ deux surfaces connexes de
R? de méme courbure de Gauss constante ¢ et soient p € .7, p' € .#" et € > 0 tels que les
boules géodésiques Byeo(p, €) et Byeo(p', €) soient définies. Fixons une isométrie linéaire ¢
entre 7). et T,,." et posons

[+ Bgeo(D, €) — Byeo(p's€), [ =expyopo exp;1 .
Montrer que f est une isométrie infinitésimale.

Exercice V.8.14. Montrer que si . est une surface connexe fermée de R? de courbure
de Gauss identiquement nulle, alors pour tout p € ., Papplication exp,, : T — & est
une isométrie infinitésimale.



Chapitre VI

Intégration sur les surfaces

Dans ce chapitre, nous allons développer une théorie de I'intégration sur les surfaces.
L’idée est d'utiliser les paramétrages locaux pour importer sur la surface l'intégrale de
Lebesgue dans R?. La difficulté technique est de faire ceci de telle sorte que le résultat ne
dépende pas du paramétrage local choisi, et que ’on puisse recoller de maniere cohérente
les contributions des paramétrages locaux. On peut aisément généraliser cette théorie
aux sous-variétés de dimension quelconque, nous laissons cette tache au lecteur coura-
geux. L’intégrale sur les surfaces possede des propriétés similaires a celles de I'intégrale
de Lebesgue (changement de variables, théoremes de Fubini, de convergence dominée, de
continuité et dérivabilité sous le signe somme, etc). Nous démontrons ensuite une for-
mule de changement de variable dans les intégrales, ou le changement de variables n’est
pas un difféomorphisme, mais simplement une application de classe €. Cette formule
est basée sur le théoreme de Sard : les points critiques ne contribuent pas a l'intégrale,
et au voisinage des points réguliers, le changement de variable est un difféomorphisme.
Nous démontrons grace a cette formule le théoreme de Chern-Lashoff : I'intégrale de la
partie positive de la courbure de Gauss sur une surface compacte de R? est au moins
égale a 4. Nous l'utilisons ensuite pour établir la formule de Green-Ostrogradski, reliant
I'intégrale de la divergence d’un champ de vecteurs sur un domaine régulier de R? au flux
de ce champ sur la frontiere du domaine. La formule de Green-Ostrogradski a de nom-
breuses applications, en physique par exemple (théoréeme de Gauss pour 'electrostatique,
théoreme d’Archimede). Nous donnons une démonstration du théoreme de point fixe de
Brouwer pour la boule unité de R? basée sur la formule de Green-Ostrogradski.

V1.1 Déterminant jacobien

Soient . et . deux sous-variétés (respectivement de RM et R"2) de méme dimension
m, et soit

0 A — S

une application différentiable. Nous allons définir la valeur absolue du déterminant jaco-
bien de ¢ en p qui intervient dans les formules de changement de variables.

183



184 CHAPITRE VI. INTEGRATION SUR LES SURFACES

r—[Lemme VI.1.1.] N

Soient V' et W des espaces vectoriels euclidiens de méme dimension finie m, et soit
f V. — W une application linéaire. Soient B; et By deux bases orthonormales
de V' et W respectivement, et M la matrice de f dans les bases B; et By. Alors
| det(M)| est indépendant du choix des bases orthonormales B; et Bs.

Démonstration. Soient B et Bl deux autres bases orthonormales de V' et W respective-
ment, et P, (resp. P») la matrice de passage entre B; et B (resp. entre By et B)). La
matrice M’ de f dans les bases B} et Bj est égale & P, ' M P, et comme P, et P, sont des
matrice orthogonales, on a

| det(M")| = | det(P; ' M Py)| = | det(M)].

]

Revenons a notre application ¢ : . — .%. Grace au lemme précédent on peut définir
| det(dyp,)| en tout point p de .#.

~ Définition VI.1.2.} X

Avec les notations qui précedent, on pose pour tout p € .¥7,

[Jac(p)(p)| = | det(dgp)|-

On appelle cette quantité la valeur absolue du déterminant jacobien de ¢
en p.

Remarque VI1.1.3. Il est important de noter que seule la valeur absolue du déterminant
jacobien est bien définie, pas le déterminant jacobien lui-méme.

Il est clair que la valeur absolue du déterminant jacobien se comporte de la maniere
attendue vis-a-vis de la composition des applications.

,—[Proposition VI.1.4.] \

Soient .7, .%5 et .#3 trois sous-variétés de méme dimension m, et soient
p1: S — Sy o2 S — S,
deux applications différentiables. On a alors pour tout p € .77,

|[Jac(2 0 1)(p)| = [Jac(w2)(#1(p)] [Jac(er) ()]
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Exemple VI.1.5. Soit .# une surface de R3 et soit x : U — .% un paramétrage de .7.
On a alors pour tout (u,v) € U,

(VL.1.1) 1% (u, v) A x,(u, v)|| = [Jac(x(u, v))]

En effet, soit e;, eo une base orthonormale de 7,,.%, ou p = x(u,v). La matrice de dx(y,v
dans la base canonique de R? et la base (ej, e2) est

(fohen o),

(xy(u,v),e2)  (x,(u,v),es)

dont la valeur absolue du déterminant est bien la norme de x,(u,v) A x,(u, v).

V1.2 Définition de l’intégrale sur les surfaces

Soit . une surface de R®. Soit f : YW — R une fonction définie sur un ouvert W de
.. Nous voulons définir 'intégrale de f sur W, notée

/W 7(v) dp.

Supposons dans un premier temps que W est I'image d’'un paramétrage local x : U — 7.
On pose alors

(VI.2.1) /Wf(p) dp = /uf ox(u,v) [Jac(x(u,v))| dudv.

L’intégrale de droite est 'intégrale de Lebesgue sur I'ouvert U de R? de la fonction f ox.
L’hypothése minimale sur f est donc que (f o x) |Jac(x)| soit intégrable au sens de
Lebesgue sur U. Par exemple, tel est le cas si f est continue a support compact.

Remarque VI1.2.1. En vertu de (VI.1.1), on peut réécrire ceci sous la forme
(VI.2.2) / F(p)dp = / £ ox(u,v) |[%(u, v) A% (w, 0)|| du do.
w u

Vérifions que la définition donnée ci-dessus ne dépend pas du paramétrage x. Soit
¢ : U — U un difféfomorphisme, et posons

xX:U —-U, x =xo0¢.
On a alors
/ fox'(u,v) [Jac(x' (v, v"))| du’ do'
= [ foxog(, ) [Jac(x o ¢(u',v"))| du' dv'.
u/

= || oo ol ) acle(o(ul )] a6, ') dut !

_ /M £ o x(u,v) |Jac(x(u, v))| dudv,
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La derniere égalité est obtenue en effectuant le changement de variables (u,v) = ¢(u,v").

Ce calcul montre que (f o x) |Jac(x)| est intégrable au sens de Lebesgue sur U si et
seulement si (f o x’) |Jac(x’)| est intégrable au sens de Lebesgue sur U’ et que de plus

dans ce cas f dp ne dépend pas du paramétrage choisi.
W

Pour définir l'intégrale sur ./, utilisons l'existence de partitions de l'unité sur .#
(corollaire 1.6.4) . Considérons un recouvrement localement fini de . par des ouverts de
la forme W; = x;(U;) ou les x; : U; — 7 sont des paramétrages locaux de . et une
partition de l'unité (¢; : ¥ — R); subordonnée a ce recouvrement. Posons alors :

—~ Définition VI.2.2.} X

Soit . une surface de R3. On définit I'intégrale d’une fonction f continue a
support compact sur . par

[1ora=3 [ ron=3 [ (700 0x)u.0) 1actitu )] dude,

i€l iel

ou les W, et les ¢); sont comme ci-dessus.

Comme f est continue a support compact, les ((f1;)ox;) |Jac(x;)| sont intégrables sur
U;, pour tout i. De plus, le recouvrement étant localement fini, et le support de f étant
compact, seul un nombre fini de fi; sont non nulles : en effet, chaque point du support
de f admet un voisinage ouvert qui ne rencontre qu'un nombre fini de W;. Ces voisinages
forment un recouvrement ouvert de Supp(f). Par compacité, on peut en extraire un sous-
recouvrement fini. Les ouverts de celui-ci n’intersectent qu’un nombre fini de W;, donc il
en est de méme de Supp(f).

Montrons que cette définition de l'intégrale ne dépend pas de la partition de I'unité
choisie. En effet, si (W] = x;(U]), ¢}, )scr est une autre partition de 'unité de ., on a :

Z/VVifmdp:Z/VVif(Zw;) didp= /Wiw;,wifdp

icl icl irel’ ieli’'el’
SOOI BNRCTVZIE o) VA0 ot 2V o) R
ielier Y WinW, el Wi iel irer Wi

On a utilisé le fait que Y, ., Y5 = > ,c; ¥ = 1 et que les ¢; (resp. les ¢},) sont a support
dans W; (resp. W))).

Notons %.(.¥) 'espace vectoriel des fonctions continues a valeurs réelles et a support
compact sur .. Il est clair que f € €.(*) — [, f dp définit une forme linéaire continue
(pour la topologie de la convergence uniforme sur .#) et positive (I'intégrale d’une fonction
positive est positive). Autrement dit, ¢’est une mesure de Radon sur I’espace localement
compact, dénombrable a I'infini . (voir [7], Chapitre 7). On peut donc définir les notions
d’ensembles mesurables sur . (en particulier les ensembles de mesure nulle), ainsi que
les fonctions mesurables et intégrables (on peut aussi procéder comme dans le chapitre
5 de [7] a partir de l'intégrale des fonctions continues a support compact, en remplagant
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RY par .#). On est ainsi capable d’intégrer sur . une classe de fonctions bien plus large
que les fonctions continues a support compact.

Nous laissons au lecteur les détails de cette construction. Nous nous contentons de
donner les principaux résultats concernant cette intégrale.

Remarque VI.2.3. On a défini dans la section [.8.7 un ensemble de mesure nulle A dans
une sous-variété . de R comme un ensemble tel que x !(A) est de mesure nulle pour
tout paramétrage x de .. Nous laissons le lecteur vérifier que cette définition coincide
avec celle donnée ci-dessus.

On peut voir alors qu’une partie A de .¥ est de mesure nulle si et seulement si

/ Xadp =10
5%

ol Y4 est la fonction caractéristique de A.

Exemple VI.2.4. Une réunion dénombrables de points et de courbes dans .% est de
mesure nulle.

Notons maintenant quelques propriétés de l'intégrale sur . héritée directement des
propriétés de I'intégrale de Lebesgue.

,—[Proposition VI.2.5.] \

Soient f, g deux fonctions intégrables sur .. On a alors
(i) Si f et g sont intégrables et si A € R, alors f + Ag est intégrable et

[+rw=[ raerf gu

(ii) Si f et g sont intégrables et f < g, alors

/y}fdpé/ygdp.

Si de plus f et g sont continues, 1’égalité a lieu si et seulement si f = g.
(iv) Si f = g presque partout sur ., alors

/fdpz/ gdp.
5 w

Exemple VI.2.6. Une réunion dénombrables de points et de courbes dans .¥ est de
mesure nulle.

La proposition ci-dessus permet de définir I’aire d’un ouvert relativement compact de

B
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~ Définition VI.2.7.} X

Soit W un ouvert relativement compact de .. L’aire de W est

A:/ dp.
w

Exemple VI1.2.8 (Aire du tore). Soit . le tore de révolution autour de 'axe {z = y = 0}
dont les distances minimale et maximale a I’axe sont respectivement a — r et a + r. Alors
le paramétrage

x:]0;27[ x J0; 27 — R*,  (u,v) = ((a + 7 cosu)cosv, (a + rcosu)sinv, rsinu),

recouvre entierement . a 'exception de la réunion de deux cercles. On calcule alors
AS) = / 1% (1, v) A x4 (u,v)|] dudo.
10;27[x]0 ;27|

Un calcul élémentaire donne

%0 (1, v) A Xy (u,v)|| = r(a+rcosu),
A(S) = / r(a+rcosu) dudv = 4n’ar.
10;27[x]0 ;27

Exercice VI.2.9. Soit .7 le tore de 'exemple précédent. Calculer

/yK(p) dp

ou K est la courbure de Gauss de .¥.

Exemple VI.2.10 (Aire de la sphere). Soit S?(r) la sphere de centre 0 et de rayon r > 0
dans R3. Le paramétrage

x:]0;7[x]0;27[ — R*,  (u,v) = (rsinucosv,rsinusinv,rcosu),

recouvre enticrement S(r) & Pexception d’un méridien. On a donc

A(F) = / ¢, (1, 0) A % (w, 0)]|| du o,
10;7[x]0 ;27 [

Comme
|30 (1w, ) A Xy (1, ) || = 72| sinul.

ce qui donne
A(S) = / r?|sinu| dudv = 472,
10;7[x]0 ;27
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V1.3 Propriétés de ’intégrale sur les surfaces

Une des caractéristiques fondamentale de I'intégrale de Lebesgue sur R™ est la formule
de changement de variables par un difféomorphisme. Celle-ci se transfere immédiatement

a I'intégrale sur les surfaces.

,—[Théoréme VI.3.1 (Changement de variables).

Soient .7 et .% des surfaces de R3 et soit ¢ un difféomorphisme entre . et .%.
On a alors pour toute fonction intégrable f : . — R,

/y (f 0 #)(w1) Hac(@) )| dps = | (o) dn

S

Exemple VI.3.2 (Fonctions impaires sur la sphere S?). Soit f : S? — R une fonction
continue impaire, ¢’est-a-dire vérifiant f(—z) = — f(z) pour tout z € S%. On a alors

f(p) dp—/ f(=p)dp=[ f(p)dp=0,
S2 S2 S2
la premiere égalité découlant du changement de variables z — —x.

Donnons maintenant une version du théoreme de Fubini.
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r—[Théor‘eme VI.3.3.] \

Soit .# une surface de R? et soit I un ntervalle de R. Soit h : I x .¥ — R une
fonction sur I x .. Supposons que

[ ([ meniar)a <o
/y (/Ilh(t,p)l dt) dp < oo

Alors pour presque tout ¢ € I, la fonction p — h(t,p) est intégrable sur ., et
pour presque tout p € ., la fonction ¢ — h(t,p) est intégrable sur I. De plus,
les fonctions

ou bien que

pGYH/h(t,p)dt, tEIr—>/ h(t,p) dp
I Rz

sont intégrables sur . et I respectivement. Enfin

J (e [ ([ a)an

et I'on note simplement
/ h(t,p) dpdt
Ixs

cette quantité.

Démonstration. Ceci découle du théoreme de Fubini usuel et de la définition de I'intégrale
sur les surfaces. |

Exercice VI.3.4. (Aire d’une surface paralléle) Soit .# une surface compacte de R3.
Reprenons les notations de la remarque IV.5.6 sur les surfaces paralleles. L’application
F, . . — ¥ est un difféomorphisme. Montrer que

|[Jac(F3)(p)| = 1 — 2tH(p) + t* K (p).

En déduire que laire de la surface parallele .7, vérifie
M) = A) -2 [ B+ [ Ko)ap
Bz Bz

Exercice VI.3.5. (Volume délimité par des surfaces paralleles) On continue avec les
notations de l'exercice précédent. Soient 2 et €2; les domai_nes intérieurs de . et %
respectivement. Pour ¢ > 0 €, C Q et posons alors € = Q \ €,;. Montrer que

Vol(@) = [ dp= [ |Jac(F)(s.p)] dpds,
: Zx]0:t]

puis que
|[Jac(F)(s,p)| = 1 — 2tH(p) + t*K(p),
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et en déduire

Vol()) = tA(.S) — t* L H(p) dp + g L K(p) dp.

Exercice VI.3.6. (Intégrales en coordonnées sphériques.) Soit B(0,1) la boule unité de
R3, et soit f: B — R une fonction intégrable sur B(0,1). Montrer que

| swa- | ( F(op) dp) dp.
B(0,1) 0:1] \Js2

Les théoremes suivants regroupent des résultats de convergence, de continuité et de
dérivabilité de la théorie de 'intégration sur les surfaces, hérités de ceux bien connus pour
I'intégrale de Lebesgue, dans une version suffisant a nos besoins ultérieurs. La vérification
de leur validité est facile a partir de la définition de I'intégrale sur les surfaces et nous la
laissons au lecteur.

,—[Théoréme VI.3.7 (Convergence dominée et monotone).} ‘

Soit . une surface de R3 et soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur .,
a valeurs réelles et intégrables sur .. Supposons que la suite (f,,)nen converge
presque partout vers une fonction f.
A. Supposons qu’il existe une fonction g, définie et intégrable sur .7, telle
que | f,| < g. Alors f est intégrable et

lim h@@z/ﬂmw
5 5

B. Supposons que la suite (f,)nen soit monotone et que lim [ f,(p) dp

%
existe et est finie. Alors f est intégrable et

lim h@@Z/ﬂmw
5 5
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,—(Théoréme VI.3.8 (Continuité et dérivabilité sous le signe somme).]—

Soient .# une surface . de R3, I un intervalle ouvert et h : I x . — R une
fonction continue. Alors :
A. la fonction

f:I—R, tr—>/h(t,p)dp
5

est continue.
B. Supposons de plus que pour tout p € ., la fonction t — h(t,p) soit

oh oh
dérivable. Notons cette dérivée a(t,p). Si la fonction (p,t) — a(t,p)

est continue, alors la fonction
f:I—R, tH/h(t,p)dp
8%

est de classe €' et sa dérivée est donnée par

[ oh

f,(t> - P E(tap) dp

V1.4 Formule de changement de variables

Nous allons démontrer une formule de changement de variables pour les intégrales sur
les surfaces qui ne suppose pas que celui-ci soit un difféomorphisme. Cette formule est
basée sur le théoreme de Sard. Commencons par une version sur les ouverts de R, valide
en toute dimension m.

Soient U un ouvert relativement compact de R™, ¢ : V — R™ une application de
classe €' sur un ouvert V contenant I et f : U — R une fonction de classe €. Si z
est une valeur réguliere de ¢, alors ¢~ ({x}) est discret dans U (ceci est une conséquence
directe du théoreme d’inversion locale) et donc fini. On peut donc définir
(VI.4.1)

Z f(p), si z est une valeur réguliere de ¢,

n(g, f): R™ >R, x> ¢ pep—({zh)ris

0 sinon .

Le théoreme de Sard nous dit que ’ensemble des valeurs critiques de ¢ est de mesure
nulle dans R™. Remarquons que si ¢ est un diffomorphisme, alors n(¢, f) est égale a
fo¢! sur ¢(U). C’est la raison pour laquelle le théoréme ci-dessous établit une formule
de changement de variable généralisant celle vue en calcul intégral.
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~ Théoréme VI.4.1. ] \

Avec les notations qui précedent, supposons que p — f(p)|Jac(¢)(p)| soit
intégrable sur U. Alors n(¢, f) est intégrable sur R™ et

/ (o, (@) de = / £(9) [Jac(9) ()| dp.

Démonstration. Soit V un ouvert relativement compact de R™ contenant U et notons
encore ¢ un prolongement différentiable de ¢ a V. Soit V; un autre ouvert de R™ avec

UCV,CV, CV.

Supposons tout d’abord qu’aucun point de V; n’est critique pour ¢. Alors, d’apres le
théoreme d’inversion locale, pour tout p € U, il existe un voisinage ouvert connexe V),
de p dans U tel que ¢y, soit un difféomorphisme entre V), et son image. La famille des
ouverts (V,)pew recouvre U, et soit § un nombre de Lebesgue de ce recouvrement (cf.
proposition 1X.4.1). Considérons le pavage cubique standard de R™ par les hypercubes
de coté ¢ choisi de sorte qu'un hypercube soit contenu dans une boule fermée de rayon
d (prendre \/m/2¢ < §). Un nombre fini de ces hypercubes C;, i = 1,...,n suffit a
recouvrir U, et quitte & réduire §, on peut supposer que tous les C; sont dans V;. Chaque
C; est aussi dans un des V), et donc ¢|¢, est un difféomorphisme sur son image. Comme
p — f(p)|Jac(o)(p)| est intégrable sur U, elle 'est sur chaque C; NU, et la formule de
changement de variable en calcul intégral s’écrit pour tout i = 1,...,n,

/mﬁf oo @) de = [ f(p)Jac(d)(p)| dp.

C;nuU
Le théoreme découle alors de la somme de ces identités car n(¢, f) = fo ¢! dans ce cas,

et cette fonction s’annule hors de ¢(Uf).

On déduit le théoreme en toute généralité a partir de ce cas particulier de la fagon
suivante. Considérons 1’ensemble

M = {p e V; |Jac(¢)(p)| = 0}.

Alors K = M NU est compact. On peut trouver une suite décroissante d’ouverts (Uy,)penx
telle que pour tout k,

1
K C U, Vol(l/{k) < VOI(K) + E

La démonstration du théoreme de Sard (I.8.43) montre que pour tout k£ € N*, on peut
trouver un ouvert W tel que

K CWi CWi CUy,  Vol(¢(Wi)) <

| =

L'ouvert U \ Wy vérifie alors la condition du cas particulier envisagé ci-dessus (pas de
points critiques pour ¢ dans son adhérence). Donc

| s gt do = [ ) ac(o)o)] dp.

U\ Wi
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L’intégrale du terme de droite tend lorsque k tend vers +oo vers

f(p)|Jac(o)(p)| dp.
U\K
Ceci est donc la limite du terme de gauche. Or, pour tout x € R3\ ¢(M), d’apres la
définition de n(¢, f), le fait que ¢ soit différentiable sur I et le fait que chaque valeur
réguliere de ¢ n’ait qu'un nombre fini de préimages dans U, il existe k, tel que pour
tout k& >k, n(@pniwps fnow;) (@) = n(@, f)(x). Si f est & valeurs positives ou nulles, le
théoréme de convergence monotone implique que n(¢, f) est intégrable sur R3, et que

F(p) [Jac(6) (p)] dp = / (6, )(x) da.

m

U\K

Dans le cas ou le signe de f n’est pas constant, le théoreme de convergence dominée
permet de conclure car

In (S foow) | < (@i [ fuoow) < nld, | f1)-

Enfin, il reste a remarquer que

£(p) Tac(6) ()| dp = / £(p) |ac(6) ()] dp

U\K u

car |Jac(¢)(p)| =0sipe K. O

Nous allons appliquer ce qui précede pour établir le résultat suivant dans le cas des
surfaces.

—

,—(Théoréme VI.4.2 (Changement de variables). ) N

Soient . et .% des surfaces de R3. Soit ¢ une application de classe € entre
A et S Soit [ A — R une fonction telle que f|Jac(¢)| est intégrable sur
1. Alors la fonction n(¢, f) définie par

n(e, le)= >, f),

pEd~1(q)

est bien définie sur .5 en dehors d’une partie de mesure nulle et est intégrable
sur .%. De plus

1) 1aelé) )l = / n(6, f)(g) dg.

S

\ J

Démonstration. Soit (W;, 1;)ier (resp. (W, 1;);es une partition de I'unité associée a un
recouvrement de .7} (resp. de %), ot les W; (resp. les W;) sont les images de paramétrages
X; U — yl (resp. X; Z/[j — yg)

X Xj

Wi A o Sy W,

e

R R

Ui U .
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Fixons ¢ € [ et j € J et posons
Wy =Wine W), Uy =x""(Wy).
Posons ¢;; = xj_1 o pox;: U; — U; et pour tout ¢ € U;;,
fii(q) = f((xi(q)) [Jacx; ) (d(xi()))| ™ vilxi(a)) v((¢(xi(q)))-

Voici donc la situation a laquelle nous appliquons la formule de changement de va-
riable :

inj Jn(@'j,fij)
R R

Ici, pour tout ¢; € Uj, n(¢sj, fi;) (1) = qu%l(ql) fi;(¢). On obtient
/ fij(q) |Jac(¢i;)(q)| dg = / n(di, fij)(q1) dar.
Uij U

Sommons sur ¢ et j le terme de gauche de cette égalité, en utilisant le fait que

|Jac(dij)(q)] = [Jac(x;")((xi(9)))] [Tac(¢)(xi(q))] [Jac(xi)(q)]-

Ceci donne

Z/M f(xi(q)) vi(xi(q)) 15 (¢ o x4)(q)) [Jac(¢)(xi(q))] [Jac(xi)(q)| dg.
Comme (W, ¥:(1; 0 ¢));; est une partition de I'unité de .77, ceci est égal a
f(p) [Jac(o(p))| dp.
A

Sommons maintenant sur ¢ et j le terme de droite, en notant p; = x;(q1) et en utilisant
le fait que

n(di, fij) (@) = Z fij (@)
a€d;; ({ar})

= > fGale) Pactg ) (0a(@))] ™ ilxi) (6 0 x:)(a))

a€o;; ({ar})

=Y ) e @) ) s (6)

pEGT({P1 MWy
=n(¢, fiw,¥s)(p1)|Jac(x; 1) (p1)| " ¥ (p1)
=n(9, fiwy, ¥i) (x;(q1)) PTac(x) (x5 (@) |7 95(x;(a1))
=n(o, fiw,¥i)(xj (1)) [Jac(x;)(q1)| ¥;(x;(q1))-
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On obtient

Z/u (@, fiw,; i) (x5(q1)) ¥5(%5(q1)) [Jac(x;)(q1))] das

=2 /u (Z n(¢, f|wijwi)<xj(q1))> Yi(x;(an)) [Jac(x;)(ar))] day

i

:/y (Zn((b, fwijwi)(p1)> dp;

)

= [ w6 1)0n)
S
On a donc montré que

£(p) [Jac((p))] dp = / n(6, )pr) dpr.
7 g

S

]

Donnons maintenant une premiere application de cette formule de changement de
variable

,—[ Théoréme VI.4.3 (Chern-Lashoff) } .

Soit . une surface compacte connexe de R? et soit K sa courbure de Gauss.
Notons K = max{0, K}. On a alors

A. / K*(p) dp > 4r.
7

B. / |K (p)| dp > 47 et si I’égalité est atteinte, . a une courbure de Gauss
%

positive ou nulle en tout point.

Démonstration. Soit A C . I’ensemble des points ou la courbure de Gauss est positive
ou nulle. Appliquons la formule de changement de variable du théoreme VI1.4.2 & ¢ = N,
I’application de Gauss de .# dans S? et f = x4, la fonction caractéristique de 1’ensemble
A. On obtient

[ xaw) 1)) dp = [ n(Noxa)(@) da
7 S

Rappelons que la restriction de 'application de Gauss a A est surjective d’apres I'exer-
cice IV.6.2, et donc n(N, x4)(q) > 1 pour tout ¢ € S. Ainsi I'intégrale de droite est mi-
norée par 4m. D’autre part xa(p) |Jac(N)(p)| = K*(p). Ceci prouve la premiere inégalité.
La seconde inégalité et le cas d’égalité résultent de |K| > K. O

V1.5 Théoreme de Green-Ostrogradski

Rappelons la définition de la divergence d’un champ de vecteurs. Rappelons que R3
est munie de la dérivée covariante canonique D (cf. section V.3.1).
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,—[Proposition VI.5.1.}

Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert V de R3. La quantité
3
Z(DEZX(p)7 ei>7
i=1

ou (ey,e9,e3) est une base orthonormale de R3, est indépendante du choix de
cette base.

Démonstration. Soit (fy, fa, f3) une autre base orthonormale de R?. Alors il existe une
unique matrice orthogonale A = (a;;);; telle que Ae; = f;, i =1,2,3. On a donc

Z<Df¢X(p)7 fz> - Z<D2k akiekX(p)a Z ajiej>
= Z akzaJZ<DekX(p)7 €j> = Z(DelX(p)r 61)

Ceci permet de définir la divergence d’'un champ de vecteurs sur un ouvert de R3.

~ Définition VI.5.2.} X

Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert V de R3. Soit (ey, e, e3) une base
orthonormale de R3. La divergence de X, notée DivX, est la fonction

3
DivX : V — R, p— Z(DeiX(p), e).

=1

Remarque VI1.5.3. Dans la base canonique, en posant X = (X7, X5, X3), on obtient

0X, n 0X, n 0X3
le 81'2 8.1'3 '

DivX =

Définition VI.5.4. )

Un domaine régulier de R? est un ouvert 2 dont la frontiere 92 est une surface
compacte (mais pas nécessairement connexe).

Par exemple, si .7 et % sont deux surfaces compactes connexes disjointes dont les

domaines intérieurs respectifs € et Qy vérifient Q; C €2, alors Q = Q,\ Q; est un domaine
régulier et 002 = .7 [ [ S.
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En particulier , si .% est une surface compacte de R?, et si .% est la surface parallele

a . pour t > 0 suffisament petit, 'ouvert V;(#) délimité par ces deux surfaces est un
domaine régulier et 0Vi(.7) = . [[ .

,—[Théor‘eme VI.5.5 (Green-Ostrogradski).

——

Soit © un domaine régulier de R? délimité par la surface compacte .. Si X : Q —
R? est un champ de vecteurs que 1’'on peut prolonger en un champ différentiable
défini sur un ouvert ¥V contenant €2, alors

/QDivX:—/yQ(,N)

ol N est le champ normal unitaire a la surface . pointant vers le domaine €.

Démonstration. 11 est facile de voir qu’il suffit de démontrer le théoreme dans le cas ou 2
est le domaine intérieur d’une surface compacte connexe .. Plagons nous dans ce cas.

Soit P le plan de R? d’équation z = 0 et considérons la projection orthogonale 7 de
R3 dans P donnée par

p|—>7r(p):p—<p,a>a, (pey)v

ou a est le vecteur (1,0,0) orthogonal a P. Posons b = (0,1,0), ¢ = (0,0,1), de sorte
que (a,b,c) est la base canonique de R? et (b,c) est une base orthonormale de P. La
restriction de m a .% est une application différentiable dont la différentielle en tout point

p est la restriction de 7 a T,,.%”. Calculons |Jac(m)(p)|. Soit (€1, e2) une base orthonormale
de T,,..

Jac(m)(p)| = |{dmy(er, BY{dmy(e2), ) — (dmy(ez), b) (dmyler), )|

:‘<el — (e, a)a,b)(es — (e, a)a,c) — (es — (ea,a)a, b)(e; — (e, a>a,c>‘

=|(e1.B)(e2. ) — {ea,b){er,)
:|det(617627a)| = |<€1 /\627a>| = |(N(p),a>|,

ou N est 'application de Gauss de .. O]

Considérons 'application
f : yHRa pr—>sgn(<N(p),a)) <X(p>7a>

ou sgn vaut 1 sur RY, —1 sur R et 0 en 0. Cette fonction est intégrable sur ., car X
est continu sur . donc borné. En appliquant la formule de changement de variables du
théoreme VI.4.2, on obtient

(VL5.1) /y £(p) [Tac(x) ()] d(p) = / il £)(0,9,2) dyd=

Un point z de P est une valeur réguliere de 7 : . — P si pour tout p € . tel que
n(p) = x, dm, : T, — P est inversible, i.e. |Jac(m)(p)| = [(N(p),a)| # 0. Le théoreme
de Sard 1.8.43 implique alors que pour presque toute les droites D perpendiculaires a
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P, les points p de l'intersection de D et de . vérifient (N(p),a) # 0, c’est-a-dire que
a ¢ T, et donc . intersecte D transversalement. Comme .¥ est compacte, le nombre
de points d’intersection entre . et une telle droite D est fini. Les segments de droite
ouverts obtenus en enlevant a D les points de ./ N D sont alternativement dans €2 et dans
R3 \ Q, d’apres la proposition 111.4.2. Comme € est borné, les segments non bornés de
D\ (N D) sont dans R?\ Q, et ainsi le nombre de points de .#’N D est pair. Autrement
dit, si la droite D est paramétrée par

D={q+ta, g€ P, t € R},
alors il existe t; < to < ... < top_1 < tog tels que S ND ={q+ta, i=1,...,2k},

{g+ta, t €ltoirsty[} CQ, (i=1,...k)
{q+ta, t €Jtaistya} C(R*\Q), (i=0,...k+1),

ol 'on a posé tg = —oo et tor1 = +00. Pour ¢ suffisamment proche de 'un des ¢;, ¢ + ta
est dans un voisinage tubulaire de .#, et si r est la distance orientée a .% (voir proposition
IV.5.5), alors pour tout i = 1,.. .k,

’I“(q + (t — tgi_l)a) <0sit< t;, T(q + (t — tzi_l)a) >0sit> t;,

et donc

Comme (N(q + to;—1),a) # 0, on a (N(q+ to_1),a) > 0. De méme, (N(q + t2;),a) < 0.

De ceci, on déduit que pour toute valeur réguliere ¢ = (0,y, z) de 7, on a

n(m, f):»Z fla+ta) = > sen((N(q+ta),a)) (X(q+ta),a)

i=1,...,.2k

Notons X = (X3, X5, X3) dans la base canonique et remarquons que (X,a) = X;. Pro-
longeons le champ de vecteurs X, ainsi que toutes ses dérivées partielles, par 0 en dehors
de ©Q (ce prolongement n’est donc pas nécessairement continu). On a

n(m, f)= Y Xi(q+ta1a) — Xi(q + taa)

i=1,...,k
tog aXl +oo 8X1 +o0 aXl
=- —L(q+ta)dt = — —L(q+ta)dt = — o1 q
2-212:,6/@1 ox (q +ta) /oo O (q + ta) /Oo o (x,y,2)dz
En reportant dans (VI.5.1), on obtient
/<N<p)aa> Xi(p) dp:/zn(w,f)(O,y,z) dyd=
& R
:_/RQ /OO aaxl(x,y,z)dx:_ [ aa;(w’z)dxdydz'

On obtient une identité similaire pour les composantes sur z et y. En sommant, on aboutit
a la formule de Green-Ostrogradski. m
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Exemple VI1.5.6. Donnons une application au calcul du volume du domaine intérieur €2
d’une surface compacte .#, en considérant le champ de vecteurs

p € Q—p.

On a DivX = 3, et la formule de Green-Ostrogradski donne

1
Vol() =~ [ (N ) dp.
Rz
Pour la sphere S?(r) de centre 0 et de rayon 7, ceci donne en utilisant 1'exemple VI.2.10,
1 1 473
Vol(B(0,r)) = ——/ (p, N(p))dp = —/ rdp = )
3 SQ(T.) 3 SQ(’I") 3

Exemple VI.5.7 (Théoreme de Gauss pour l'électrostatique). Soient . une surface
compacte de R?, 2 son domaine intérieur, et Y le champ de vecteurs différentiable défini
sur ) par

p—a
Y =7—m
lp = alf?
ot a € R*\ Q. On calcule
DY) =t sV ) e w)
lp—all® " llp—all

et 'on voit que Div(Y) est partout nulle. On obtient donc par la formule de Green-
Ostrogradski
—a, N
[aNon,
7 |lp—all

Sia € Q, il existe € > 0 tel que B(a,€) C Q. L'ouvert Q' = Q\ B(a, €) est un domaine
régulier, de frontiere .7 [ [ S(a, €). Dans ce cas, la formule de Green-Ostrogradski donne

/ (P —a,N(p)) dp+/ p—a,Np) 4 _ g
s Alp—all? se |IP—all’ '

— 1
Mais la deuxieme intégrale se calcule car N(p) = Hp aH = —(p —a), et l'on arrive a
p—a €
—a, N
Y T P
7 |lp—all

Exemple VI.5.8. Soit V un ouvert de R? contenant 'origine, et soit f : V — R une
fonction de classe €. Pour tout r > 0 suffisamment petit, la boule B(0,r) est contenue
dans V, et 'on peut définir

1
Q:r— / f(p)dp
47T7"2 SQ(T) ( )
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sur un intervalle ]0; R[. Soient r et ro dans [0; R[. L’homothétie de rapport ;= est un
difféomorphisme de S?(rg) sur S?*(r), et la formule de changement de variables donne alors

1 1 rp
o) = o [ SO = = [ e

Le théoreme de continuité et différentiabilité VI.3.8 montre que ¢ est une fonction de
classe ¢, et 1'on a

lim o) = f(0).

On prolonge ¢ par continuité en 0 en posant ¢(0) = f(0). On a aussi

- L w\ »
00 = [0 (2) B

1 p
'0:—/ Vf(0),—)dp=0,
O =gz (VIO )
la derniere égalité étant obtenue en effectuant le changement de variables p — —p dans
I'intégrale. Posons X (p) = Vf <@) On a alors DivX(p) = LAf (Q) Par la formule
To To To

de Green-Ostrogradski, on obtient

'(r 1
o ar (T
r 4mrg B(0,r0) 70

et en passant a la limite en 0,

4rrd 3
La regle de I’'Hopital permet alors de conclure que

i (1 [ s go)) = 2H0.

r—0 471'7’2 S2(r)

VI.5.1 Applications : le théoreme de point fixe de Brouwer

Soient . une surface compacte de R?, Q son domaine intérieur, et X,Y les champs
de vecteurs différentiables définis sur {2 par

X(p) = (p,a)b, Y(p) = (p,a)(p ND)

oll a, b sont des vecteurs de R3. La formule de Green-Ostrogradski appliquée a ces champs
de vecteurs donne

(VL5.2) /y(p, a)N(p)dp = —Vol() a,

(VIL.5.3) /y(p, a)(p A N(p))dp = —Vol(Q) G A a,

1
1w G = dz.
ou G VOI(Q)/QI T
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Exercice VI.5.9. Attendez d’étre dans votre bain, interprétez ces deux égalités et sortez
dans la rue en criant < evpnra >.

Rappelons que si f: V — R est une application différentiable, son gradient V f est

le champ de vecteurs
Vf: V=R

défini par
(VIp),v) =dfy(v), (veER’)

Exercice VI1.5.10. Montrer que si f,g,h: V — R sont des applications différentiables,
Div(Vf AVyg) =0,

det(Vf, Vg, Vh) = Div(h(Vf A Vg)).

,—[Proposition VI.5.11.} .

Soit Q le domaine intérieur délimité par une surface compacte .7 de R? et soit
¢ : Q — R? une application différentiable telle que ¢j» = Id». Alors

/QJac(ng)(x) dz = Vol(Q).

Démonstration. Posons ¢ = (41, 92, ¢3). D’apres 1'exercice ci-dessus

Jac(¢)(x) = det(do,) = det(Vor1, Voo, Voz) = Div(ps(Vpr A Va)),

et le théoreme de Green-Ostrogradski donne

/ Tac(6)(x) da = — / 63(p) det(V1 (), Vou(p), N(p)) dp
Q 5%

Comme ¢» = Idy, ¢3(p) = p3 si p € & et de plus
(Voi(p),v) =d(¢i)p(v) =v;, 1=1,2,3, vel,”,

on obtient

/Jac(¢)(x) dx:—/ ps det(eq, ea, N(p)) dp.
Q

7
La fin de la démonstration découle de l'identité (VI.5.2).

r—[Théor‘eme VI.5.12.] \

Soient . une surface compacte connexe de R? et ) son domaine intérieur. I
n’existe pas d’application différentiable ¢ : Q — R? telle que ¢ = Idy et
P(Q) C 7.
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Démonstration. Supposons qu’une telle application ¢ existe. Pour tout x € et tout
vER3 ona

dg(v)

Ainsi I'image de d¢,, pour tout = € €2, est de dimension au plus deux, et

= — t T .
dtltzogb(x-f- U) S ¢(x)y

Jac(¢)(x) = det(dep,) = 0.

Ceci est en contradiction avec le résultat de la proposition précédente. O

Théoréme VI.5.13 (Point fixe de Brouwer).}

Soit ¢ : B(0,r) — B(0,r) une application différentiable. Alors ¢ admet un point
fixe, c’est-a-dire qu’il existe x € B(0,r) tel que ¢(z) = =.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Pour tout z € B(0,r), notons 1 (z)
le point d’intersection de la demi-droite d’origine ¢(z) et passant par z avec S(0,r).

L’application 1 vérifie alors les hypothese du théoreme précédent, ce qui est impossible.
]

V1.6 Exercices

Exercice VI.6.1 (Théoreme de Pappus). Soit .# une surface de révolution d’axe D,
engendrée par un arc paramétré o : I — R3. Montrer que l'aire de .¥ est égale a

AQO:QW/dm@LDMb

1

Exercice VI1.6.2. Soit .# une surface compacte connexe de R? dont la courbure de Gauss
ne s’annule pas et supposons que 'application de Gauss soit injective. Montrer que

LK@@zM.

Que se passe-t-il si on suppose seulement que N est injective, mais rien sur la courbure
de Gauss?

Exercice VI.6.3. Montrer que quelques soient a,b € R3,

[ e o) o = Grtan),

et en déduire que pour toute matrice A € M3(R),

4
/ (Ap,p) dp = 37 trace(A).
S2
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Exercice VI1.6.4. Soit A € M3(R) une matrice inversible. Montrer que 'application

Ap

p: P =S p
|| Apl|
est un difféomorphisme. En déduire que

1 d 47
JR— p —
s> || Apl[? det(A)

Exercice VI1.6.5. Soient .¥ une surface compacte de R3, .%, une surface parallele a .7,
Q et €); les domaines intérieurs a . et .%; respectivement. Montrer que

/ K(p)dp= [ K(p)dp,

Rz §Z

puis que

Vol(Qt)=V01(9)+§/y(ZH(p)<p,N(p)>—1) dp+t;L(2H(p)—K(p)<p7N(p)>—1) dp—g yK(p) dp.

Exercice VI.6.6. Soient .# une surface compacte de R3, N D'application de Gauss, et
a € R3. Montrer que

/ (N(p).a) dp = 0.
5

Exercice VI.6.7. Soit V un ouvert de R3 et soit f : ¥V — R une application de classe
€. Montrer que les assertion suivante sont équivalentes :
(i) L’application f est harmonique, c’est-a-dire que A(f) = 0, ou A est le Laplacien
(A(f) = Div(V])). )
(ii) Pour tout x € V et tout r > 0 tel que B(x,r) C V,

1
1) =g [ J0) a0

(iii) Pour tout z € V et tout r > 0 tel que B(z,r) C V,

/ (V1 (p).p) dp = 0.
S(z,r)

Exercice VI.6.8. Montrer que si . est une surface compacte de R3,

/ H(p)* dp > 4,
5

le cas d’égalité ayant lieu si et seulement si .% est une sphere.



Chapitre VII

Théoreme de Gauss-Bonnet

L’un des résultats les plus beaux et célebres de la géométrie différentielle < classique >
est le théoreme (ou formule) de Gauss-Bonnet, qui relie la courbure de Gauss totale
d’une surface compacte (c’est-a-dire I'intégrale de sa courbure de Gauss) et un invariant
topologique de la surface, sa caractéristique d’Euler (un entier algébrique).

La premiere version de ce résultat est une version locale, due a Gauss, reliant 'intégrale
de la courbure de Gauss sur un triangle géodésique, et la somme des angles de ce triangle
(celle-ci excede celle-1a de 7). Plus tard, en 1848, Bonnet généralise cette formule a toute
région simplement connexe (i.e. < sans trous ») d'une surface.

Un théoreme de Poincaré et Hopf affirme d’autre part que la caractéristique d’Euler
est égale a la somme des indices des zéros d’un champ de vecteurs sur la surface n’ayant
que des zéros isolés. Les indices des champs de vecteurs sont définis par la théorie du
degré des applications entre surfaces compactes.

La caractéristique d’Euler est le plus souvent introduite en utilisant des outils de
topologie algébrique (triangulations) qui dépassent le cadre de ce cours. La version que
nous donnons ici est une version globale, hybride entre les résultats de Gauss-Bonnet et
de Poincaré-Hopf. Nous montrons que la courbure de Gauss totale est égale a 27 fois
la somme des indices des zéros d'un champ de vecteurs tangents sur la surface n’ayant
que des zéros isolés. D’autre part, nous montrons que pour certains champs, dits non
dégénérés, cette somme est un entier et qu’elle est invariante par difféomorphismes.

Cette relation entre deux quantités de nature apparement tres différentes est tres
révélatrice de l'esprit de la géométrie différentielle moderne, qui cherche a faire le lien
entre la structure topologique globale d'une surface (ou plus généralement d’une variété
riemannienne), et des propriétés de ses courbures.

VII.1 Degré d’une application entre surfaces com-
pactes

Dans la section V1.1, nous avons défini la valeur absolue du déterminant jacobien d'une
application différentiable entre surfaces, sans les supposer orientées. Lorsque les surfaces
sont orientées, nous pouvons donner une définition plus fine qui tient compte du signe.
Commencons par un analogue orienté du lemme VI.1.1

205
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r—[Lemme VII.1.1.] N

Soient V' et W des espaces vectoriels euclidiens orientés de méme dimension finie
m, et soit f : V — W une application linéaire. Soient By et B, deux bases
orthonormales directes de V' et W respectivement, et M la matrice de f dans les
bases B et By. Alors det(M) est indépendant du choix des bases orthonormales
directes B; et Bs.

\ J

La démonstration est la méme que pour le lemme VI.1.1, en remarquant qu'un endomor-
phisme linéaire envoyant une base orthonormale directe sur une autre base orthonormale
directe est de déterminant 1. O]

~ Définition VII.1.2.] X

Soit ¢ : ¥ — .’ une application différentiable entre deux surfaces de R3.
Supposons . et ¥’ orientables, et orientées par le choix d’applications de Gauss
respectives N et N'. On définit pour tout p € ., le déterminant jacobien

Jac(¢)(p) = det(dg,) = det(ddy(e1), ddp(ez), N'(¢(p)))

pour toute base orthonormale (eq, e2) de T),.7, orientée positivement, c’est-a-dire
telle que det(eq, e2, N(p)) = 1.

Remarques VII.1.3. 1. Ce déterminant jacobien n’est bien défini que parce que les
surfaces .7 et %' sont orientées. Le changement d’une de ces orientations change
son signe .

2. Lorsqu’on prend la valeur absolue du déterminant jacobien défini ci-dessus, on
retrouve bien la définition donnée dans la section VI.1

[Jac(9)(p)| = [ldp(er) N doy(ea)ll,  (p € ).

3. Soient ¢ : . — S et p: ' — " des applications différentiables entre deux
surfaces de R3. On a

Jac( 0 6)(p) = Jac()(6(p)) Jac(6) (p).

Ce déterminant jacobien nous permet de définir le degré d’une application différentiable
entre surfaces compactes (et donc orientées).

~ Définition VII.1.4.] Y

Soient . et ." deux surfaces compactes de R? orientées par leur application de
Gauss N et N/, respectivement. Soit ¢ : . — .’ une application différentiable.
Le degré de ¢ est défini comme le nombre réel

det(®) = 7 | acle) o) .
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Il est clair que le degré est additif relativement aux composantes connexes de .. C’est
pourquoi il suffit d’étudier le cas ou ¥ et .’ sont connexes. D’autre part si I'une des
orientations de . ou .’ est changée, le degré change de signe.

Remarque VII.1.5. Si .¥ est connexe et ¢ est un difféomorphisme, son déterminant
jacobien garde un signe constant, positif si et seulement si ¢ préserve l'orientation (c’est-
a-dire que pour tout p € .7, (dp,(e1), dd,(e2), N'(¢(p)) est une base directe de R?). Dans
ce cas, on a

dea(0) = g [ Bcl0)0) a0 = o [ Do)l ap = s [ 1=

De méme, si ¢ renverse l'orientation, on a deg(¢) = —1.

Remarque VII.1.6. Considérons deux applications différentiables
o S =S et S =S

Supposons que ¢ soit un difféomorphisme qui préserve I'orientation. Comme le déterminant
jacobien est multiplicatif, d’apres la remarque VII.1.3.3, on a

deg(u00) = s [ Jac(w0 )0 dp = S | (el 0 0) Inct) dy
1

= A" /y/ Jac() dp = deg .

De méme, si ¢ est un difféomorphisme qui inverse 'orientation

deg(y) 0 ¢) = —deg .

Remarque VII.1.7. Considérons I'application de Gauss N : . — S2. Pour calculer son
degré, il est naturel de choisir sur .¥ l'orientation définie par N. Prenons comme base
orthonormale (ey, e2) de T),.”, p € .7, des vecteurs propres de ’application de Weingarten
—dN,, (en supposant toujours (eq, e2) orientée positivement). On a alors

Jac(N)(p) = det(dN,) = det(dNy(e1), dNp(ez), N(p)) = ki(p)k2(p) = K(p).

Ainsi, le déterminant jacobien de 'application de Gauss est la courbure de Gauss, si 'on
choisit l'orientation de S? par les vecteurs unitaires normaux sortants. C’est pourquoi
dans ce chapitre, contrairement aux conventions précédentes, on suppose que les surfaces
compactes sont orientées par leur application de Gauss ayant leur vecteurs pointés vers
Pextérieur de la surface. En conséquence,

1

(VIL.1.1) deg(N) = o /y K(p) dp.

Exemple VII.1.8. Soit .¥ une surface compacte de R?, et soit X un champ de vecteurs
sur . (pas nécessairement tangents : X est ici juste une application différentiable de .
dans R?) qui ne s’annule pas. On peut donc poser

(/5:5”—>S2, P>
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Pour avancer dans le calcul de son degré, nous avons besoin d'une expression pour deo.
Donnons quelques éléments de ce calcul.

Si U est un ouvert de R? ne contenant pas 0, et si

1
f:U—-R, T —,
|||
alors h
df.(h) = _<‘T3;H3>’ (x €U, h e RY).
Considérons maintenant .
g: U —R, T —
|||
Grace au calcul précédent, on a
h (x,h)
dg.(h) = — — ——-, (x €U, h e RY).
ll] =l

De ceci on tire
_ dXp(v)  (X(p),dX,(v))
X (p)]| X (p)][?

Soient (eq, e2) une base orthonormale orientée positivement de 7,,.%. La définition du
degré fait intervenir le déterminant jacobien

det(dgy(e1), do,(er), N(¢(p))),

olt N est la normale sortante & la sphere S? en ¢(p), ¢’est-a-dire ¢(p) =
de calculs des déterminants impliquent alors que

A6, (v) = dgx)(dX,(v)) X(p), (pe S veD).

X(p)
[ X ()]

Les regles

det(dop(er), dgy(er), N(o(p))) = det (dqﬁp(el), do,(e1), —||§((EZ]Z;H>

1
= W det(dX,(e1), dX,(ea), X (p)).

En conséquence

(VIL.1.2) deg & — % /5, mdet(pr(el),pr(eg),X(p)) dp.

Exemple VII.1.9. Continuons le calcul dans un cas particulier de I'exemple précédent,
ou X est un champ de vecteurs sur une surface compacte connexe . ne contenant pas 0,
donné par

p—X(p)=4p, (pe)

ou A est une matrice 3 x 3 inversible. Dans ce cas, pour tout p € ., dX, = A, et si
(e1,e2) est une base orthonormale orientée positivement de 7,7,

det(Aeq, Aey, Ap) = (p, N(p)) det A.

On obtient donc

deggb_detA/y(p’N(p)}dp'

4 || Apl[®
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Pour calculer le terme de droite plus avant, introduisons un autre champ de vecteurs,
défini sur R? privé de I'origine.

p 3
p=Y ()= (PERN\{0}).
|| Ap][?
Ce champ est différentiable, et
h (Ap, Av)
dY,(h) = - p, (peeR*\ {0}, heR%).
g 1A4plI* || Ap|f?
Sa divergence est donc donnée par
: 3
Div(Y)(p) = TAplF (J|Ap|[> — (Ap, Ae1)(p, e1) — (Ap, Aea)(p, e2) — (Ap, Aes)(p.e3)) ,

olt (€1, e, e3) est ici la base canonique de R3. En écrivant

| Ap||> = (Ap, Ap) = (Ap, A({p, ex)e1 + (p, e2)e2 + (p, e1)er)),

on voit que cette divergence est partout nulle.

Si 0 n’est pas dans le domaine intérieur €2 de ., le théoreme de Green-Ostrogradski
donne
p, N(p
0= / (Y(p), N(p)) dp = / <A—(3>> dp.
7 = ||Ap]]

Ainsi, dans ce cas, deg¢p = 0.

Si 0 est dans le domaine intérieur €2 de ., on prend une boule fermée B(0, €) contenue
dans © et on pose ' = Q\ B(0,¢). Le théoreme de Green-Ostrogradski appliqué au
domaine régulier 2 donne alors

(p,.N(p) . . Py dp — 1
L i ap L (¥ (p), N(p)) dp = /82(07€)<Y<p>,6>dp— /WH o

On trouve finalement que

edet A 1
deg ¢ = —/ ——= dp,
s s20.0 11 API

si & est orientée vers le domaine intérieur. Transformons le terme de droite en une
intégrale sur la sphére S? en appliquant le changement de variable p — ep. On obtient

det A 1
dr - Js ||Apl]?

deggb = dpv

L’exercice VI.6.4 calcule I'intégrale dans le terme de droite, et I’on obtient

dog 6 1 si ‘detA >0
—1si detA <O



210 CHAPITRE VII. THEOREME DE GAUSS-BONNET

VII.1.1 Invariance du degré par homotopie

Grace a la formule de Green-Ostrogradski, nous démontrons le théoreme suivant, dont
I'un des corollaires est I'invariance du degré par homotopie.

~ Théoréme VII.1.10. | .

Soit © un domaine régulier de R? dont la frontiere 99 est une union (disjointe)
de surfaces compactes connexes .77, ..., .%%. Soit

$: Q— .

une application différentiable de Q vers une surface compacte .’ de R3. On a
alors

deggb\yl +deg¢‘y2 +...+degq§|yk =0,

ou 'on a choisi les orientations des .%;, 7 = 1,...,k, de maniere compatible,
c’est-a-dire toutes avec le vecteur normal dirigé vers le domaine extérieur (ou
toutes vers le domaine intérieur).

\ J

Démonstration. La démonstration repose sur la formule de Green-Ostrogradski appliquée
au champ de vecteurs X = X4 défini sur €2 de la facon suivante. Choisissons une applica-
tion de Gauss N’ sur .’ et posons

X = Xy = (det(N' 0 ¢, ¢y, ¢.), det(dy, N' 0 ¢, ¢.), det(¢s, ¢y, N' 0 ¢)).

Calculons la divergence de ce champ de vecteurs. On obtient

0 3, 3,
Div(X) = 5% det(N' o ¢, ¢, ¢.) + 7 det(¢,, N' 0 ¢, ¢.) + 5 det(¢y, y, N' 0 ¢)

= det((N" 0 @), by, ¢:) + det(da, (N 0 @)y, 8.) + det(da, ¢y, (N 0 8).)).
Or,sipeQ, ona
¢y(p) = dop(0,1,0) € Ty, ", ¢.(p) = dg,(0,0,1) € Ty,
(N0 ¢)s = d(N"0¢),(1,0,0) = dNj, (ddy(1,0,1)) € Ty,
ce qui montre que les vecteurs
(N0 ¢):(p); ¢y(p), 6-(p)

sont liés, et donc
det((N' 0 ¢).(p), dy(p), ¢:(p)) = 0.

De méme

det(¢.(p), (N" 0 @), (p), ¢-(p)) = det(¢x(p), ¢y(p), (N 0 ¢).(p)) = 0.

Le champ de vecteurs X est a divergence nulle. La formule de Green-Ostrogradski pour
ce champ de vecteurs s’écrit

(VIL.1.3) / (X,N1)+~~+/ (X,Ny) =0,
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ou les NV; sont les applications de Gauss des surfaces .#;. Pour tout p € .%;, soit (e, e2)
une base orthonormale de T),.%; orientée positivement (i.e. det(ey,ea, N;(p)) = 1). On a
(X, N;)(p) = (X(p),e1 N ex) = det(X(p), e1,e2). Ecrivons ceci autrement, en considérant
pour tout p € Q, les deux formes antisymétriques sur R :

(VIL.1.4) (u,v) — det(X(p),u,v),
(VILL5) (u,v) = det((N" 0 @) (p), dp(u), dp(v)).

Soit (uy,ug, u3) la base canonique de R?. La définition du champ de vecteurs X, implique
que

det(X (p), ur, uz) = (X(p), us) = det((N" 0 ¢)(p), dp(ur), dp(u2)),
det(X(p), u1, us) = —(X(p), u2) = — det((N" 0 ¢)(p), ddp(u1), ddp(us)),
det(X (p), ua, us) = —(X(p), uz) = det((N" 0 ¢)(p), dep(uz2), ddp(us)),

et ainsi par linéarité, ces deux formes sont égales. On en déduit que

(X, Ni)(p) = (X (p), e1 A e2) = det(X(p), €1, e2) = det((N' 0 ¢)(p), ddp(e1), dgy(e2))
= Jac(¢,).

Finalement, en reportant dans (VII.1.3), on obtient la formule voulue. ]

Tirons quelques corollaires de ce résultat, dont le théoreme d’invariance du degré par
homotopie.

~ Corollaire VII.1.11.} \

Si une application différentiable ¢ : . — %’ entre surfaces compactes de R3
s’étend de maniere en une application différentiable de Q) dans .¥’, ou 2 est le
domaine intérieur a ., alors deg ¢ = 0.

r—[Corollaire VII.1.12.}

Soient .7 et . deux surfaces compactes de R? de domaines intérieurs respectifs
Q1 et Qy telles que % C Q. Alors Q = \ﬁ est un domaine régulier de
frontiere . [[ 7 .
Si¢: Q — .7 est une application différentiable & valeurs dans la surface com-
pacte ., alors

deg @ = deg @15,
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,—[Corollaire VII.1.13 (Invariance du dégré par homotopie).} N

Soient . et ./ deux surfaces compactes de R? et ¢ : . x [a;b] — %' une
application différentiable. Posons, pour tout t € [a;b], ¢;(p) = ¢(t,p). Alors

deg ¢, = deg ¢y.

En d’autre termes deux applications homotopes dans ’espace des applications
différentiables ont méme degré.

Démonstration. Soit € > 0 de sorte que Ny (.¥) soit un voisinage tubulaire de .. Soient
Q et (). les domaines intérieurs respectifs de . et .7, la surface parallele a . a distance
eet Q' =Q\ Q le domaine régulier de frontiere . [[ ... Définissons

TS B(EP) =+ INE) = 6(pat (b a)),

ou F: .7 x|—2¢;2¢[ = Ny (p,t) — p+ tN(p) est Papplication étudiée dans la section
IV.5. Comme F est différentiable, 1 I'est de méme, et le corollaire précédent donne

deg iy = deg .,

ou les orientations de . et .7, ont été choisie de maniere compatibles. Or, il découle
de la définition de ¢ que Yy = ¢, et Y = ¢p 0 F7'. Comme F, : ¥ — .7, est un
difféomorphisme qui préserve l’'orientation, on a deg ¢, o F.-! = deg ¢, ce qui termine la
démonstration. O]

Une application remarquable de 'invariance du degré par homotopie est le théoreme
suivant de Brouwer.

Théoréme VII.1.14 (de la sphere chevelue).}

Un champ de vecteurs tangents a la spheére S? s’annule nécessairement.

Démonstration. Supposons qu’il existe un champ de vecteurs tangents a la sphere X ne

s’annulant jamais. Alors V = |I§_\| : §* — §? est différentiable et (V(p),p) = 0 pour tout

p € S%. Définissons

¢: S*x[0;7] —S*  (p,0) > pcosf+ V(p)sinf

Cette application réalise une homotopie entre ¢y = Ids2 et ¢, = —Idg2. Or on calcule que
les degrés respectifs de ces deux applications sont 1 et —1 (car —Idg2 renverse l'orienta-
tion), ce qui contredit I'invariance du degré par homotopie. O

Exercice VII.1.15. Démontrer le théoreme de Brouwer pour la boule B(0,1) dans R? :
toute application différentiable ¢ de B(0,1) dans elle-méme admet un point fixe.
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VI1I.2 Indice d’un zéro d’un champ de vecteurs

Nous allons introduire I'indice d’un champ de vecteurs en un zéro de celui-ci, d’abord
pour des champs de vecteurs de R?, puis pour des champs de vecteurs tangents définis
sur une surface.

—~ Définition VII.2.1.] \

Soit V un ouvert de R? et soit X : ¥V — R? un champ de vecteurs sur V. On dit
qu'un point a € V est un zéro isolé de X si X(a) = 0 et s'il existe un voisinage
ouvert V' de a dans V tel que X ne s’annule pas sur V' \ {a}.

Si a n’est pas un zéro de X, remarquons qu’un voisinage avec les mémes propriétés
existe toujours. Dans un cas comme dans l'autre, fixons un tel voisinage V'. Soit
r > 0 tel que B(a,r) C V'. Soit

X
Q2 2
¢: S*(a,r) — §°, pr—>—||X||(p)

On définit alors I’indice de X en a par :

(X, a) = deg ¢.

Remarque VII.2.2. Le corollaire VII.1.12 montre que I'indice de X en a ne dépend pas
du r choisi. D’autre part, si X (a) # 0, le champ de vecteurs ¢ se prolonge & B(a, ) et dans
ce cas i(X,a) = 0 d’apres le corollaire VII.1.11. D’autre part, ce méme résultat montre
que l'on peut, a la place de la boule B(a,r), prendre n’importe quel domaine régulier
connexe () contenant a et dont adhérence Q est contenue dans V' et prendre le degré de
¢ S — S?% ol .7 est la frontiere de €2, c’est-a-dire une surface compacte connexe de R3.

Nous allons calculer l'indice de X en a lorsque a est un zéro non dégénéré de X.
Par ceci, nous entendons que X (a) = 0 et dX, est un isomorphisme linéaire de R* dans
R3. (De maniere équivalente, Jac(X)(a) = det(dX,) # 0.) Le théoreme d’inversion locale
montre que si a est un zéro non-dégénéré de X, alors c¢’est un zéro isolé. On dit que le
champ X est non dégénéré s’il est non dégénéré en chacun de ses zéros. Dans ce cas,
I’ensemble de ses zéros est discret dans V.

Remarque VII.2.3. Ici, nous considérons des champs de vecteurs X définis sur des
ouverts de R3, et sont donc simplement des applications différentiables d'un ouvert de
R3 dans R3. Leur différentielle est donc une notion bien définie, on peut considérer dX,
dX,, Jac(X), etc. Rappelons que généralement, pour un champ de vecteurs tangents a
une sous-variété, ces objets ne sont pas définis.

Lemme VII.2.4.]

Soit X un champ de vecteurs non dégénéré sur un ouvert V de R3. Alors 'indice
de X en un zéro a est égal a 1 si Jac(X)(a) > 0 et —1 si Jac(X)(a) < 0.
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Démonstration. L'idée de la démonstration est d’approcher X au voisinage de a par dX,
et de se ramener ainsi a 'exemple VII.1.9. On a par définition (cf. exemple VII.1.8)
1 1
i(X,a) = — / _
AT Js2 (0 [ X (D)]?
olt (e1,es) est un base orthonormale de 7,S*(a,r) positivement orientée, Iorientation de
S?(a,r) étant vers le domaine extérieur. On effectue un changement de variable dans
I'intégrale en utilisant le difféomorphisme

det(dX,(er), dX, (ez), X (p)) dp

S* = S(a,r), p+>a+1rp.

On trouve

1 r?
(X = — —_det(dX dX X dp.
O =4 o X g p el Paenea), Xo o))y

Comme X s’annule en a et est non dégénéré en ce point
=dX,(p) #0, (pe$?)

Le terme sous l'intégrale ci-dessus converge donc lorsque r tend vers 0 vers la fonction
continue

lim
r—0

X(a+rp)
r

peS?— m det(dX,(e1),dX,(e2),dX,(p)) = %,
et donc det(dX,) .
=0 e Taxwr
Or, par l'exercice VI.6.4
1 dp — 4 '
s [|dXa(p)[? | det(dX)]
La conclusion du lemme en découle. O

Considérons maintenant des champs de vecteurs tangents sur des surfaces de R3. Soit
% une surface de R3, orientée par le choix d’'une application de Gauss N, et soit X un
champ de vecteurs tangents sur .. On adapte facilement la définition de zéro isolé :
a € . est un zéro isolé s’il existe un voisinage W de a dans .¥ tel que X ne s’annule pas
sur W\ {a}. Dans ce cas, sur une boule centrée en a et de rayon r suffisamment petit,
incluse dans un voisinage tubulaire de W, on définit un nouveau champ de vecteurs Y
par

Y(F(p,t)) =Y(p+tN(p)) = X(p) +tN(p), (p€WnB(a,r)), (t€[0;7]),

ou F(p,t) = p+ tN(p) est application étudiée dans la section IV.5. Ainsi, ¥ est un
champ de vecteurs différentiable sur B(a,r) dont a est zéro isolé.

Définition VIL2.5.]

Avec les notations qui précedent, on définit I'indice i(X,a) de X en a comme
étant l'indice de Y en a.
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Remarque VII.2.6. Comme pour les champs de vecteurs sur les ouverts de R?, on vérifie
immédiatement que (X, a) ne dépend ni du choix de W, ni du choix de r. D’autre part,
si X ne s’annule pas en a, on a i(X,a) = 0.

Remarque VII.2.7. Cette définition de I'indice en un zéro isolé d’un champ de vecteurs
tangents a une surface peut paraitre surprenante : on a utilisé un prolongement idoine du
champ & un voisinage tubulaire pour se ramener & une situation dans R3. Il parait plus
naturel de définir directement I'indice en dimension 2 de la méme maniere qu’en dimension
3, mais en utilisant cette fois le degré des applications de S* dans S étudiée dans le premier
chapitre. C’est cette approche que 'on trouve généralement dans la littérature. Bien str,
au bout du compte, les deux définitions sont équivalentes (ceci demande un peu de travail
pour le démontrer). Notre définition a pour seul mérite d’étre adaptée a la démonstration
de la formule de Gauss-Bonnet.

Notre but est maintenant de donner une définition de champ de vecteurs tangents
non dégénéré sur une surface. Comme la remarque VII.2.3 I'indique, la différentielle de
X n’est pas une notion bien définie intrinsequement. En revanche, on peut voir aussi X
comme une application de . dans R3, pour laquelle la notion de différentielle est définie.
Le probléme est que pour p € ., dX,, est alors une application linéaire de 7). a valeurs
dans R3, et pas dans T,.%. Lorsque a est un zéro de X, tout s’arrange. En effet, supposons
que a soit un zéro de X. Soient v € T,.% et soit 7 : |—€; €[ un arc paramétré dans .7 tel
que ¥(0) = a et 4/(0) = v. On a alors

0= %H(N 0 7(1), X 07(t)) = (N(a), dX,(v)),

et donc dX,(7T,) C T,#. Ceci permet de considérer dX, comme un endomorphisme
de T,.%, ce que l'on fera dans la suite sans autre commentaire. On dit que X est non
dégénéré en a si dX, est inversible (comme endomorphisme de 7,.7), autrement dit si
Jac(X)(a) = det(dX,) # 0.

Montrons que cette propriété est équivalente au fait que le champ de vecteurs Y
construit ci-dessus a partir de X pour définir I'indice est non dégénéré en a. Comme
Y|B(a;)rw = X|B(a,)nw, On a

(dYa)TEKV = ana

et comme de plus, comme pour tout ¢ suffisamment petit, Y (a+tN(a)) = X(a)+tN(a) =
N(a), on a

dY,(N(a)) Y(a+tN(a)) = N(a)

~ dtj=o

on en conclut que
det(dX,) = det(dY,).

Ceci prouve 'assertion.

De tout ceci, on tire le résultat suivant.
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,-[Proposition VII.2.8.} .

Soit X un champ de vecteurs tangents sur la surface .¥ et soit a € .. Si
X(a) # 0, alors i(X,a) = 0. Si X(a) = 0, alors dX, est un endomorphisme de
T,.7. Si c’est un isomorphisme, autrement dit si a est un zéro non dégénéré de
X, alors c’est un zéro isolé et en outre

1 si X
i(X,a) = + ST det(dX,) >0
—1 si det(dX,) < 0.

De plus, si le champ X est non dégénéré et que . est compacte, alors X n’a
quun nombre fini de zéros et

Y iX,e) €L

aes | X (a)=0

Exemple VII.2.9 (Champs conformes sur la sphére). Soit a un vecteur unitaire de R3.
Définissons le champ de vecteurs A sur la sphére S? par

A:peS = Alp) =a— (a,p)p.

On a (p, A(p)) = 0 pour tout p € S* et donc A est un champ de vecteurs tangents. Ce
champ posséde exactement deux zéros antipodaux, a savoir £a. D’autre part, si p € S?
et v € T,S% on a

dA,(v) = —(a,v)p — (a, p)v.

En particulier
dA,(v) = —v, dA_,(v) =wv.

Les endomorphismes dA,, et dA_, des espaces tangents T,S? et T_,S? préservent 1’orien-
tation. Donc d’apres la proposition VII.2.8

i(A,a) =i(A,—a) =1 et > i(Ap) =2

peS? | A(p)=0

Exemple VII.2.10 (Champ sans zéro sur le tore). Considérons le tore T? d’équation

flr,y,2) = (Va2 +y2 =2 + 22 = 1.

Nous avons calculé en IV.1.10 que

N(z,y,z) = \/ﬁ (a:(\/xz + 92 —2),y(v/ 2?2 +y? —2), z(\/2® +y? — 2)>

est une application de Gauss pour T2. On introduit le champ de vecteurs suivants sur T? :

X<x,y,z>=< — = 2_\r2+y2>,

VIR 2 2+ g2

et I'on vérifie que c’est bien un champ de vecteurs tangents. Ce champ de vecteurs ne
s’annule pas.
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Une propriété fondamentale des champs non dégénérés est que l'on peut les transférer
d’une surface a une autre via un difféfomorphisme. Ceci ne change pas les indices des zéros.

,—[Proposition VII.2.11.} \

Soit ¢ : . — .’ un difféomorphisme entre deux surfaces compactes de R? et
soit X un champ de vecteurs tangents sur .. On définit le champ de vecteurs
¢«(X) sur .’ en posant

¢+(X)(0(p)) = dep(X(p)), (p€F).

Si X est non dégénéré, alors il en est de méme de ¢.(X). De plus, p est un zéro
de X si et seulement si ¢(p) est un zéro de ¢.(X) et dans ce cas

i(¢+(X), 0(p)) = i(X, p).

Démonstration. Par définition, Y = ¢.(X) est une application de .’ dans R? telle qu’en
tout p € ., Y(p) € T,.’'. Montrons que cette application est différentiable. Soit p’ =
o(p) € S et soit x : U — & un paramétrage local de . en p. Alors ¢ o x est un
paramétrage local de . en p'. De plus, pour tout (u,v) € U,

Y (¢ ox(u,v)) = dpxuunX (x(u,v)).

Cette écriture fait apparaitre (u,v) — Y (¢ox(u,v)) comme une application différentiable
de R? dans R? et montre que Y est différentiable. Comme ¢ est un difféomorphisme, pour
tout p € .7, d¢, est un isomorphisme linéaire, et ainsi Y (¢(p)) = 0 si et seulement si
X (p) = 0. Nous voulons maintenant montrer que si p est un zéro de X, alors p est un zéro
non dégénéré de X si et seulement si ¢(p) est un zéro non dégénéré de Y. Il s’agit donc
d’étudier la relation entre dX, et dYy(,), le premier étant un endomorphisme de 7,.% et
le second de Ty ,)”’. Montrons que

dY,yé(p) o do, = d, 0 dX,,

Soit 7 : t — 7(t) un arc paramétré tracé sur . tel que v(0) = p, v'(0) =v € 1,.¥. On a
pour tout ¢,

Y(0(v(t)) = dorn (X (v(1))),

ce qui donne en dérivant

AY g0y (dryy (V' (1)) = APy (7 (£), X (7(1))) 4 deby ) (dX 0y (Y (1))

En t = 0, le terme génant s’annule car p est un zéro de X, et ’on obtient

dY¢¢(p) © dgbp(”) = dgbp © pr(v)a

ce qui démontre 'assertion. De celle-ci, il est clair que p est un zéro non dégénéré de X si
et seulement si ¢(p) est un zéro non dégénéré de Y. La proposition VII.2.8 montre alors

que i(X,p) = i(Y, 6(p)). —~
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VII.3 La formule de Gauss-Bonnet/ Poincaré-Hopf

Venons-en au résultat principal de ce chapitre.

~ Théoréme VII.3.1.) .

Soit . une surface compacte de R3, et soit X un champ de vecteurs tangents
sur . n’ayant que des zéros isolés. Alors

/yK(p)dpz% > iX,a),

aes | X (a)=0

ou K est la courbure de Gauss de la surface .#.

\. J

Démonstration. En travaillant composante connexe par composante connexe, on peut
supposer la surface . connexe. Comme .7 est compacte, le nombre de zéros isolés est fini.
Notons I’ensemble des zéros {ay, ..., a;}. Choisissons € > 0 suffisamment petit, de sorte
que Noo () soit un voisinage tubulaire de .. Soient 2_. et {2, les domaines intérieurs
respectifs de ., et .7, les surfaces paralleles a . a distance orientée —e et ¢ de .
respectivement (remarquons qu’ici les surfaces compactes sont orientées vers leur domaine
intérieur) et Q' = Q_. \ Q. le domaine régulier de frontiere .7 [].%.. Soit

Fi: S x]—e;e[ =, (p,t)—p+tN(p)

le difféomorphisme étudié dans la section IV.5. Choisissons r > 0 assez petit, de sorte que
pour tout i € {1,...,k}, laboule B; = B(a;,r) soit contenue dans €', et que de plus toutes
ces boules soient disjointes. Posons Q" = '\ (|J,_; . Bi). C’est un domaine régulier de
R3, de frontiere .7 [ .7 ] (szlk SQ(ai,'r’)>. Considérons comme précédemment le

champ de vecteurs Y défini sur Ny (.¥) par
Y(F(p,t)) =Y(p+tN(p)) = X(p) +tN(p), ((p.1) €S x]=€;€]).

Comme F' est un difféomorphisme, Y est différentiable. D’autre part, Y s’annule exac-
tement aux points ai,...,a;. En conséquence Y ne s’annule pas sur €”. D’apres le le
théoreme VII.1.10 appliqué a

Y (p)

6 Q' — S — ,
1Y (p)]|

on a

k
Z deg Ois2(a,,r) + deg @7 . +deg ge, = 0.
i=1
Il faut prendre garde que dans cette formule, les degrés sont calculés avec une orientation
compatible de toutes les surfaces bordant le domaine Q" (par exemple orientées vers Q).
Si 'on exprime ceci en choisissant cette fois les orientations intérieures de chaque surface
compacte, on obtient

k
> deg $g2(a,) = deg by, — deg @yz..
=1



VII.3. LA FORMULE DE GAUSS-BONNET/ POINCARE-HOPF 219

Pour tout p € |—2¢;2¢[, on a
Yy, =XoF,'+pNoF; = (X+pN)oF,".

Comme de plus F, est un difféomorphisme préservant l'orientation, on a d’apres la re-

marque VII.1.6,
Y X + pN
d v =d — =d — ).
Bh eg(nyu)% (e )

D’autre part, l'invariance du degré par homotopie montre que
q <X+pN) deg N sip>0
e _— =
S\IX+ NI~ des(-N) s p <o,
En effet, si p > 0 , on construit une homotopie

N(p) +tX(p)
[IN(p) +tX(p)]]

V(05 xS =S (tp) —

X + pN

———— et de méme si p < 0,
|| X+ pN|

entre Y = N et 1,1 =

N(p) +tX(p)

Uil xS =8 (Lp) = ]

X+ pN

IX + o]
vecteurs normaux unitaires orientés vers l'intérieur sur ., et que deg NV a été calculé en
(VIL.1.1), on a

esrt une homotopie entre 1,-1 = et g = —N. Comme N est le champ de

1
degqﬁWE:—deggbyE:degN:Zl—/ K(p) dp.
T )

Cecl termine la démonstration du théoreme. O

Corollaire VII.3.2.]

Soit . une surface compacte de R?. Tous les champs de vecteurs sur . dont les
zéros sont isolés ont la méme somme d’indices de leur zéros.

Pour une sphere, cette somme vaut 2, d’apres 'exemple VII.2.9. Ceci montre en par-
ticulier qu'un champ de vecteurs tangents sur la sphere admet au moins un zéro. Pour un
tore, cette somme vaut 0 (exemple VII.2.10).

Notre but est maintenant de montrer que toute surface compacte admet des champs
de vecteurs tangents non dégénérés. D’apres la proposition VII.2.8, ceci implique que la
somme des indices de leur zéros est un entier. Pour cela, nous allons maintenant considérer
un type particulier de champs de vecteurs sur une surface ..

Soit . une surface compacte de R? et soit f : . — R une fonction différentiable.
Rappelons que le gradient V f est défini par

dfy(v) = (Vf(p),v), (veT,), (Vf(p),N(p)) =0
En particulier, V f(p) € T,.% pour tout p € ..
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,—[Proposition VII.3.3.} .

Soit . une surface compacte de R? et soit f : . — R une fonction différentiable.
Alors

A. le champ V f a pour zéros les points critiques de f.

B. Soit a € . un zéro de V f. Alors a est un zéro non dégénéré si et seulement
si la hessienne (d?f),, (cf. section 1.8.6) en ce point critique est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur le plan 7,.7.

C. L’indice de V f en a est +1 si a est un extremum local de f, et égal a —1
si ¢’est un point selle.

Démonstration. Comme pour tout p € . et tout v € T,,.%, df,(v) = (V f(p),v), le point
A est clair, car df, : T, — R est soit nulle, auquel cas le point p est critique, soit de
rang un.

Pour le point B, supposons que p soit un point critique de f, et donc un zéro du champ
de vecteurs Vf. Soit v € T,.% et soit v : |—e¢; €[ un arc paramétré tel que v(0) = p et
7'(0) = v. La définition du gradient nous dit que

(V£G0), 7 (0) = dho (7 () = S5 02)(0),

Dérivons ceci, et évaluons en t = 0. On obtient

j—;(f o)1) = {d(V iy (Y (), 7' (1)) + (VF(v(1), 7" (1)) = (d(V [y (V' (1)), 7 (1)),
et donc
%tzo(f o)1) = (d(Vf)p(v),v) +(Vf(p),7"(0)) = (d(V)y(v),v).

Le terme de gauche est par définition (d?f)(v,v). Il s’ensuit que la forme bilinéaire
symétrique d? f, est non dégénérée si et seulement si p est un zéro non dégénéré du champ
de vecteurs Vf.

Démontrons maintenant le point C. Si p est un point critique non dégénéré de f,
alors la proposition VII.2.8 implique que i(V f,p) = 1 si det(d?f,) > 0 et i(V f,p) = —1si
det(d?f,) < 0. Le premier cas a lieu la forme bilinéaire symétrique d* f,, est définie positive
ou définie négative, c’est-a-dire lorsque p est un extremum local, et le second cas lorsque
d*f, est de signature (1,1), c’est-a-dire lorsque p est un point selle. O

Considérons par exemple la fonction hauteur relativement & un plan de R? de vecteur
normal unitaire a € R3.

he: R* =R, p+ (p,a).

Sa différentielle est
dhp(v) = <U7 CL), (p7U € Rg)

Soit . une surface compacte et notons encore h, la restriction de h, a .. Dans ce
contexte, on a la
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,-[Proposition VII.3.4.] .

Il existe un ensemble A € S* de mesure nulle tel que pour tout a € S*\ A, le
gradient Vh, est un champ de vecteur tangents non dégénéré sur .. De plus, la
somme des indices de ses zéros vérifie

> i(Vha,p) = deg(N,a) + deg(N, —a).
PES |Vha(p)=0

oll pour tout b € S? valeur réguliere de N,

degVb = Y { 1si K(p) >0

pEN—TUBN —1si K(p) <0

\. J

Démonstration. Soit N 'application de Gauss pour la surface .. On définit A C S?
comme le complémentaire des points de S? qui sont des valeurs régulieres & la fois de N
et —N. Le théoréme de Sard (1.8.43) nous dit que A est de mesure nulle. Soit a € §?\ A.
Les points critiques de la fonction hauteur h, sur . sont les points de . ou le plan
tangent est perpendiculaire a a, c’est a dire les points p € . tels que £N(p) = a. Comme
justement a est valeur réguliere de N et —N, le déteminant jacobien de N ne s’annule
pas en ces points. Mais le déterminant jacobien de I'application de Gauss est la courbure
de Gauss, et c’est aussi le déterminant de la hessienne de h, (voir proposition IV.2.7). La
proposition VIIL.2.8 montre alors que le champ de vecteur Vh, est non dégénéré et que
I'indice en chacun de ses zéros est +1 ou —1 selon le signe de la courbure de Gauss en ces
points. ]
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On peut maintenant énoncer le théoreme de Gauss-Bonnet/Hopf-Poincaré sous une
forme plus complete.

,—( Théoréme VII.3.5 (Gauss-Bonnet/Poincaré-Hopf). } N

A toute surface compacte ., on attache un entier, que l'on appelle ca-
ractéristique d’Euler-Poincaré de .7 et que I'on note x (), qui possede les pro-
priétés suivantes.
A. Si .7 et S sont difféomorphes, x(.71) = x (7).
B. Si X est un champ de vecteurs tangents a la surface compacte . dont
les zéros sont isolés, on a

> iX,a) = x().

acs | X (a)=0

C. Si K est la courbure de Gauss de la surface .,

/ K(p)dp = 2m x(7).
S
D. Si N est 'application de Gauss de la surface .7,

2deg N = x(.¥).

On dit qu'une surface de R? est une spheére topologique si elle est difféomorphe a la
sphere S2. Le théoréme implique qu'une telle sphére topologique a une caractéristique
d’Euler-Poincaré égale a deux, comme le montre le calcul explicite de I'exemple VII.2.9.
Sa courbure de Gauss totale est égale a 4m, et la somme des indices des zéros d’un champ
de vecteurs tangents est égale a 2. En particulier, un tel champ s’annule nécessairement.

De méme, une surface de R3 est un tore topologique si elle est difféomorphe au tore
T2. Un tore topologique a une caractéristique d’Euler-Poincaré nulle (exemple VII.2.10).
Sa courbure de Gauss totale est égale nulle, ainsi que la somme des indices des zéros d'un
champ de vecteurs tangents.

Remarque VII.3.6. (culturelle) La caractéristique d’Euler-Poincaré d’une surface com-
pacte de R? est toujours un entier pair plus petit ou égal & 2, et réciproquement, tout
entier pair plus petit ou égal a 2 est la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une surface
compacte de R3.

VII.4 Exercices

Exercice VII.4.1. Soit .¥ une surface compacte connexe orientée de R3. Montrer que
si I'application de Gauss N : . — S? se prolonge en une application différentiable de
Q — S?, ou Q est 'adhérence du domaine intérieur de .#, alors

/y K(p)dp = 0.

Appliquer ceci au tore.
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Exercice VII.4.2. Soit ¢ : .¥ — .’ une application différentiable entre deux surfaces
connexes compactes orientées de R3. Soit W C .’ 'ensemble des valeurs régulieres de ¢.

1. Montrer que pour tout ¢ € W, ¢~*({¢}) est un ensemble fini.
On pose pour tout ¢ € W,

deg(d,q) = > €(p)

pes~({q})

ol €4(p) = 1 si Jac(¢)(p) > 0 et e4(p) = —1 si Jac(o)(p) < 0.
2. Montrer que g — deg(¢, q) est une fonction localement constante sur YW qui vérifie

dego = 5o [ dentona)da

3. Montrer que si f est une fonction intégrable sur .’ on a

[ (teamiawar= [ fa) destonn o
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Chapitre VIII

Rappels et compléments de calcul
différentiel

Le calcul différentiel classique a pour objet d’étude les applications entre RP et R?
(fonctions de plusieurs variables a valeurs vectorielles). En fait, on a parfois besoin d’étendre
le cadre de cette étude a certains espaces de dimension infinie. La propriété cruciale qui
permet cette généralisation est celle de complétude. Nous rappelons dans ce chapitre les
points principaux du calcul différentiel dans les espaces de Banach.

VIII.1 Généralités sur les espaces de Banach

Les espaces vectoriels normés dans ce chapitre sont tous définis sur le corps des nombres
réels R.

Un espace de Banach E est un espace vectoriel normé, qui, en tant qu’espace métrique,
est complet, c’est-a-dire que toute suite de Cauchy dans E est convergente. Nous ren-
voyons le lecteur au cours de premiere année de Frank Pacard [7], chapitre II et IV, pour
ce qui concerne la théorie de base des espaces métriques complets et des espaces de Ba-
nach. Dans la suite, nous utiliserons sans plus de commentaires la caractérisation suivante
des espaces de Banach.

Proposition VIII.l.l.}

Soit E un espace vectoriel normé. Alors F est complet si et seulement si toute
série a valeurs dans E normalement convergente est convergente.

VIII.1.1 Théoréme de Baire

Un résultat important concernant les espaces métriques complets et que nous utili-
serons dans la démonstration du théoreme de I'application ouverte est le théoreme de
Baire.

225
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— Théoréme VIIL.1.2 (Théoreme de Baire (1899)). .

Dans un espace métrique complet, la réunion d’une famille dénombrable de
fermés d’intérieur vide est encore d’intérieur vide. De maniere équivalente, une
intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.

Voir [7] théoreme 4.1.

VIII.1.2 Applications linéaires continues

Soient F et F' des espaces vectoriels normés. On note L£(E; F') 'ensemble des applica-
tions linéaires continues de £ dans F. Rappelons qu'une application linéaire T': F — F
est continue si et seulement si elle est continue en 0 et ceci a lieu si et seulement si 7' est
bornée, c¢’est-a-dire que

T
||T|| := sup —H <x)HF<+OO

vepoy  ||7]]E

D’autre part, si F' est un espace de Banach, || . || est une norme sur L(E; F) et (L(E; F),||.||)
est un espace de Banach. (Voir cours de F. Pacard [7]).

Remarquons que

T(x F
il = sup E@le o r@)e = sup 7@
z€E\{0} ||$||E z€E, ||z||g<1 z€E, ||z||g=1

Si E est un espace de Banach, la norme || .|| définie ci-dessus sur L(E) = L(E; E) est
une norme d’algebre, c’est-a-dire qu’elle vérifie

IAB[| < [IA[[IBIl, (A, B € L(E)).

Plus généralement, si A et B se composent, disons A € L(F;G), B € L(E; F), alors
AB € L(FE;G) et I'inégalité ci-dessus est valable.

Exercice VIII.1.3. Soit F' un espace vectoriel normé. Montrer que L(R; F) s’identifie
canoniquement a F par T — T'(1).

VIII.1.3 Applications multilinéaires continues

Nous avons rappelé qu’une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés
est continue si et seulement si elle est continue en 0 et ceci a lieu si et seulement si elle
bornée sur la boule unité. Ceci s’étend aux applications multilinéaires comme suit.
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,-[Proposition VIII.1.4.} .

Soient Fy, Es, ..., E, et F' des espaces vectoriels normés et soit
f:EixEyx---xE, — F

une application multilinéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f est continue en tout point de £y X Fy X « -+ X E,;

(b) f est continue en 0;

(c) f est bornée sur le produit des boules unités Bg, (0,1) x -+ x Bg,_(0,1).

\. J

Pour une démonstration, voir thm 1.8.1, [2]. Remarquons qu’il n’y a pas lieu de se
demander de quelle norme est munie ’espace produit £} x Ey X --- x E,. La continuité
des applications est une propriété topologique, la proposition fait donc sens des que E; X
Ey x -+ x E, est muni d'une topologie (ici la topologie produit).

On note L(E1, Es, ..., E,; F') 'espace des applications multilinéaires continues de F; X
E5--- x E, dans F.

On peut munir L(FE4, Es, ..., E,; F) de la norme

HfH: sup Hf(xlw'-axn)HF-
(1,2 )EBR, (0,1)x-x Bp,, (0,1)

Comme dans le cas des applications linéaires, si F' est un espace de Banach, alors
L(Ey, Es, ..., E,; F) muni de cette norme est encore un espace de Banach.

VIII.1.4 L’isomorphisme canonique L(E, Ey; F) =5 L(Ey; L(Ey; F))

Intéressons-nous maintenant au cas des applications bilinéaires de E; x Ey dans F,
ou Ei, Ey et F sont des espaces vectoriels normés. Nous allons exhiber une isométrie
(c’est-a~dire un isomorphisme linéaire respectant les normes)

L(En, Ey; F) — L(Ey; L(Ey; F)).
Pour cela, posons pour toute f € L(E}, Es; F),
O(f)(@)(y) = f(z,y), (z€Er, y€Ey)

On vérifie immédiatement que pour tout = € Ey, y — ®(f)(x)(y) est une application
linéaire de Fy dans F'. Comme par définition

f o)l < ([fI < l2lle x Mlylle,, (v € B, y € Ey),
il est clair que que pour tout x € Ey, ®(f)(x) est continue, donc ®(f)(x) € L(Ey; F). De

méme, on vérifie que z — ®(f)(x) est linéaire de £y dans L(Ey; F). Comme

2@l = sup  [[(N)@)Wlr=sup [[f(zy)llr < fI]x 2]z,

yEBEQ (071) yEBEQ (071)

I'application ®(f) : x +— ®(f)(x) est linéaire continue de F; dans L(Es; F'), de norme au
plus || f]|. L’application f — ®(f) est donc bien définie de L(E1, Ea; F') dans L(Ey, L(Es; F)).

Bien entendu, elle est linéaire, et la majoration

(@I < [IfI] < [[z]lpy, (2 € E1)
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obtenue ci-dessus implique que || ®(f)|| < ||f]]- On en déduit que ® est continue, de norme
au plus 1.

Nous allons maintenant définir une application qui est I'inverse de ®. Posons, pour
tout g € L(Ey; L(E; F)),

V(g)(z,y) = g(x)(y), (z € By, y € Ey).

L’application W¥(g) est évidemment bilinéaire. Comme ||g(x)|| < ||g]| X ||z||g,, on a

W (9) (@, )lle = llg@)W)llr < llg@)lIx[lylle, < llgllx[lz]le,x|[yllz, (v € Er, y € E).

Ceci montre que ¥(g) est bilinéaire continue, de norme au plus ||g||. Comme g — ¥(g) est
linéaire, ¥ est une application linéaire de L(Ey; L(E»; F)) dans L(Ey, Ey; F'), qui s’avere
donc étre continue et de norme au plus 1.

Comme par construction, ® et ¥ sont inverses I'une de l'autre, ® est un isomorphisme
linéaire entre L(E1, E9; F') et L(Ey; L(E9; F)) d'inverse ¥, ces deux applications linéaires
étant continues de norme au plus 1. Montrons maintenant que ce sont des isométries. On
aVo® =Idgg, g, r). Pour tout f € L(E, By F)

A1 = 11 o @(A)I| < ¥ < [RNHIT < [[W]] > [[@f] < LA < (1A

On en conclut que ||P(f)|| = ||f||, ce qui prouve que ® (et donc V) est une isométrie.

VIII.2 Théoreme de l’application ouverte et corol-
laires

VIII.2.1 Théoreme de ’application ouverte

Nous allons maintenant énoncer et démontrer un théoreme important de la théorie des
espaces de Banach, le théoreme de I'application ouverte. Il est du a J. Schauder (1930).

Théoréme VIII.2.1 (Application ouverte).}

Soient E et F' des espaces de Banach, et soit f : F — F une application linéaire
continue et surjective. Alors I'image par f d’un ouvert de F est un ouvert de F.

Démonstration. Par translation et linéarité, il suffit de montrer qu’il existe ¢ > 0 tel
que Br(0,¢) C f(Bg(0,1)). Notons B = Bg(0,1) la boule unité ouverte de £ et B son
adhérence. Comme f est surjective, et que par continuité, f(B) C f(B), on a :

F=fE)=f{UnB) =JnrB)=Jnf(B)

n>1 n>1 n>1

Comme F' est complet, d’apres le théoreme de Baire, 'un des n f(B) est d’intérieur non

vide. Donc f(B) est d’intérieur non vide. Comme f(B) est un convexe symétrique (par

rapport a 0), il existe a > 0 tel que Br(0,a) C f(B). Nous allons montrer que ceci
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_ 1
implique que pour tout 8 < «, Bp(0,5) C f(B). En remplagant f par Ef’ il suffit de

montrer que pour tout A < 1, Br(0,1) C f(B) = Br(0,\) C f(B).

(0.)
Soient des réels strictement positifs €,, n € N, tels que Z €n = 1=\ Soit y € Br(0, \).
n=1
Comme :

il existe x; € F tel que ||z1]|g < A, ||y — f(21)||F < €. On a donc
Yy — f(l'l) < BF(O,Gl) = €] BF(O, 1) cC g f(B) = f(BE(O, 61)).

Ainsi il existe zy € E tel que ||xq||p < €1 et ||y — f(x1) — f(x2)||F < €2. En continuant ce
procédé, on obtient des éléments z,, € E, n > 1, tels que :

||$n||E < €p-1, ||y - f(ifl) - f($2) - f(l"n)||F < €n.
Alors
D llzalle <A+ ) en <1
n>1 n>1

Comme E est complet, la série ) x,, converge dans E. Notons x sa somme. On a ||z||g < 1,
et puisque f est continue, f(x) = Zf(:vn) = y. Donc y € f(B), ce que 'on voulait

n>1
montrer. O

VIII.2.2 Théoréeme d’isomorphisme de Banach

Une conséquence facile a obtenir du théoreme de 'application ouverte est le résultat
suivant, du a S. Banach.

Théoreme VIIIL.2.2 (de Banach).}

Soient E et F' des espaces de Banach, et soit f : EF — F un isomorphisme
linéaire, continu. Alors son inverse f~!: F — E est continu.

Démonstration. En effet, le théoreme de ’application ouverte implique qu’il existe ¢ > 0
1

tel que Br(0,¢) C f(Bg(0,1)). On a alors ||f 1| < ~. O
c

~ Corollaire VIIIL.2.3. ] \

Soit F un espace vectoriel muni de deux normes telles que E soit complet
pour chacune d’elles. Alors si ces deux normes sont comparables, elles sont
équivalentes.

\ J

Démonstration. Dire qu’elles sont comparables signifie que 1'une d’elles est plus fine que
Vautre : il existe & > 0 tel que ||z||; < k ||z||2 pour tout z € E. Mais cela signifie que
I'application identité Id : (E,||.||1) — (E,]].|]2) qui est linéaire et bijective, est continue;
elle est donc bicontinue, et les deux normes sont équivalentes. O]
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VII1.2.3 Théoreme du graphe fermé

Un énoncé quivalent au théoreme de ’application ouverte est le théoréme du graphe
fermé.

,—(Théor‘eme VIIIL.2.4 (Graphe fermé).} \

Soient E et F' des espaces de Banach, et soit f : £ — F une application linéaire.
Alors f est continue si et seulement si son graphe

Graphe(f) = {(z, f(z)) e EX F, z € E}

est fermé.

Démonstration. Si f est continue, son graphe est évidemment fermé. Démontrons la
réciproque. Munissons E d’une seconde norme || .|| définie par :

el =llzlle + L f(2)]lr, (z€ E).

Elle est plus fine que || . || et la condition que le graphe de f soit fermé dit que (£, || . ||f)
est un espace complet (on le voit comme un sous-espace fermé dans I'espace complet £ x F'
via I'injection x — (z, f(x))). Les normes || .||z et || .|| sont donc équivalentes : il existe
donc C' > 1 tel que, pour tout = € E :

2l < Cllzls,

soit

[ f(@)|lr <(C=1)||z|le.

VIII.3 Applications différentiables. Différentielle

Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert & d’un espace vectoriel normé E
contenant 0. Rappelons que 'on écrit f(x) = o(x) si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel
que pour tout x € Bg(0,0) NU, |f(x)] < €||z||g.

~ Définition VIIL3.1.} Y

Soient E et F' des espaces de Banach et I/ un ouvert de E. On dit que 'application
f: U — F est différentiable en a € U §’il existe une application linéaire continue,
df, : E — F telle que

(VIIL.3.1) 1f(a+h) = f(a) = dfa(h)|[r = ofh).

On appelle df,, la différentielle de f au point a.
On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U.
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Exemple VIII.3.2. Soit f : U4 — F une application d’'un ouvert U4 de R dans F,
que l'on suppose différentiable au point a € U. Alors df, € L(R, F). Comme L(R, F)
est canoniquement isomorphe a F' (cf. exercice VIII.1.3), on peut identifier df, avec un
vecteur de F' (le vecteur tangent de f en a, donné par df,(1)). Lorsque F' = R, on note
plus couramment f’(a) le réel df,(1).

Remarque VIII.3.3. Dans la définition de la différentielle, il est exigé que df, : £ — F
soit continue. Ceci entraine la continuité de f en a. Alternativement, on peut exiger
la continuité en a dans la définition de la différentiabilité. Une application linéaire df,
vérifiant (VIIL.3.1) est alors nécessairement continue.

VIIIL.3.1 Propriétés de la différentielle

On rappelle maintenant les propriétés de linéarité et de composition des différentielles.
On peut trouver les démonstrations des propositions qui suivent dans [2].

,—[Proposition VIII.3.4 (Linéarité de la différentielle).

—/

Soient E et F' des espaces de Banach, U un ouvert de E et f,g: E — F des
applications différentiables en un point x de U. Alors toute combinaison linéaire
A+ png de f et de g est encore différentiable au point z, et

d<>‘f + Hg)x = Adf; + p dg,.

,—[Proposition VIIL.3.5 (Composition des différentielles).}

Soient F, F' et G des espaces de Banach, U un ouvert de F, f: E — F une
application différentiable en un point x de U, V un ouvert de F' contenant f(x)
et g : F' — G une application différentiable en f(xz). Alors go f est différentiable
en f, et

d(go f)z = dgp(z) © dfs.

VIII.3.2 Quelques exemples

Exemple VIII.3.6. Soit f : E — F une application linéaire continue entre deux espaces
de Banach. Alors f est partout différentiable, et sa différentielle en tout point est f.

En effet, f(zo+ h) — f(x) — f(h) = 0 quels que soient zy et h dans E.

Exemple VIII.3.7. Soient E, Fs et F' des espaces de Banach. On munit ’espace vecto-
riel By x Ey de la norme ||(x,y)|| = ||z||+]|y||- Il n’est pas difficile de voir que E; x E5 est
alors complet. Soit f: E; x Es — F une application bilinéaire continue. La différentielle
de f au point (a,b) est donnée par

Afan) (B, k) = fa, k) + f(h,b), (h€ By, k € B).
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En effet, on a alors
fla+h,b+k)— f(a,b) — dfap(h, k) = f(h, k).
Or [[f(h, B)[|2 < |IF1] > [, < |Kl] £, = o((h, ).

Exercice VIII.3.8. Reprendre 'exemple ci-dessus dans le cadre plus général des appli-
cations multilinéaires continues de la section VIII.1.3.

VIII.3.3 Fonctions a valeurs dans un produit d’espaces de Ba-
nach

Soient E, FY,...F, des espaces de Banach. On munit F' = F} X --- X F}, de la norme

(21, )l = [zl 4 -+ [zl s,
qui en fait un espace de Banach. On considere pour chaque indice i = 1,...,n, la projec-
tion canonique
piIF—>Fi, ($1,...,$n)'—>$i

et 'injection canonique
LiIE—>F, l’il—><0,...,$i,...,0)

(des 0 partout sauf a la i-eme place).

On a alors
(VIIL3.2) pioti=Idp, Y 1op; =1Idp.
i=1
On en déduit le résultat suivant.
,-[Pmposition VIII.3.9.] .

Soit f :U — F = F; x --- x F,, une application continue, ou U est un ouvert de
I’espace de Banach E. Pour que f soit différentiable au point a € U, il faut et il
suffit que pour tout i, f; := p; o f soit différentiable au point a, et 'on a alors

n

df, = Z t; o (dfy)a-

i=1

\ J

Démonstration. Si f est différentiable en a, les f; = p; o f le sont aussi d’apres le théoreme
de composition des différentielles et le fait que les p; sont linéaires. La formule de compo-
sition des différentielles donne

(dfi)a =Pi© dfa-

Réciproquement, si I’on suppose toutes les f; différentiable en a, on obtient de (VIII.3.2)

que
f:ZLiopiof:ZLiofi-
i=1 i=1
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La fonction f est donc différentiable en a, sa différentielle en a étant bien
dfo = tio(dfi)a:
i=1

d’apres la formule de composition des différentielles. O

Exemple VIII.3.10. Soient F, I, Fy et G des espaces de Banach, U un ouvert de F,
et
fl:L{—>F1, 2:U—>F2, bZF1XF2%E

ou b est bilinéaire continue. On définit g : U — G par g(z) = b(f1(z), fo(z)). Supposons
que fi et fo soient différentiables au point a € U. Alors il en est de méme de g, et

dga(h) = b((dfl)a(h)a f2(a)) + b(f2(a)a (de)a<h))

En effet, on écrit g comme composée de b et de x +— (f1(z), fo(z)) de U dans Fy X Fs.
On utilise alors la proposition qui précede, la formule de composition des différentielles,
et la formule de la différentielle d’une application bilinéaire (cf. exemple VIII.3.7).

VIII1.3.4 Différentielles partielles

On se place maintenant dans le cas ou E = E; X --- X E,, est un produit d’espaces de
Banach. Soit & un ouvert de E et soit f : U — F une application de U a valeurs dans un
espace de Banach F'.

Fixons un point a = (a4, ...,a,) de U, et pour tout i = 1,...,m considérons les
applications partielles

f[l] P e f(al, e A1, Ty Qg 1, - .am)

définies respectivement sur des voisinages ouverts de a; dans R.

~ Proposition VIIL3.11.]

Avec les notations ci-dessus, si f est différentiable au point a € U, pour tout

i = 1,...,m, 'application partielle fj; est différentiable en a;. On note 8—f(a)
Ty

la différentielle de fy) en a;. C’est un élément de L(E;; F) que I'on appelle la

dérivée partielle de f par rapport a la variable z;. En outre, on a

N~ Of

i=1 dz;

(VIIL3.3)  dfu(ha,. .. hum) @)(R:), (h1 € Ex, ... h € Ep).

\ J

Démonstration. Comme dans la section précédente, on note ¢; I'injection canonique de E;
dans E et p; la projection canonique de £ sur E;. On a alors fj; = f o )\;, ou Ai(z;) =
a+t;(x;—a;). Comme ¢; est linéaire, elle est partout différentiable, et si f est différentiable
au point a € U, il en est de méme de fj au point a; par le théoreme de composition

des différentielles. De plus, on a par la formule de composition

'(a) = df, 0 t;. Comme

> op; =Idp,ona Y dfsoriopi =Y of (a)op; = df,, ce qui donne bien (VIII.3.3). [
=1 i=1

i=1 z;
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Remarque VIII.3.12. Contrairement a la proposition VIIL.3.9, la proposition n’établit
qu’une implication et non une équivalence. En effet, il est faux d’affirmer que la différentiabilité
des applications partielles implique la différentiabilité de f en un point. Nous reviendrons
sur cette question en VIIL.4.1.

VIIL.3.5 Applications de R dans R”

La combinaison des cas étudiés dans les deux sections précédentes nous permet de
retrouver les notions et notations usuelles du calcul différentiel pour les fonctions de R™
dans R™. Soient f : R™ — R". Fixons un point a € R™. Les applications partielles f; en
a ont été définies dans la section précédente, et les applications f; dans la section VIII.3.3.
De méme, pour tout i =1,...,met tout j = 1,...n, on peut définir f[i]j et f; - Il est facile
de voir que ces deux fonctions définies sur un ouvert de R et a valeurs dans R coincident,
et nous noterons plus commodément f; ; cette fonction. Si f est différentiable en a, les f; ;
(a;) = %(a) (il y a la un léger abus de notations. En effet g—g(a)

est définie comme une application linéaire de R dans R. On identifie ici naturellement une
telle application linéaire et un nombre réel comme dans l'exercice VIII.1.3) et

sont dérivables en a;, f; ;

of:
(VIIL.3.4) dfo= > Y. Lioa—fi(a)opj.

i=1,...mj=1,...n

Autrement dit, 'application linéaire df,, est réprésentée dans les bases canoniques de R™
et R" par la matrice a n lignes et m colonnes (%(a)) ji- On appelle cette matrice la ma-

trice jacobienne de F' en a. Son déterminant noté Jac(f)(a), s’appelle le déterminant
jacobien, ou simplement jacobien, de f en a. L’équation (VIII.3.4) s’écrit alors

o, %(a) %(a) I

orq 0xs 0T, ha
dfa(h1y ... hy) = ' .

Ofn Ofn .

B_xl(a) ) RN (a) h

ou l'on identifie un élément de R" et le < vecteur colonne > (c’est-a-dire une matrice a n
ligne et une colonne) qui lui est associé.

VIII.4 Théoreme des accroissements finis

Nous énongons maintenant une version du théoreme des accroissement finis pour les
applications entre espaces de Banach. La démonstration se trouve dans [2], section 1.3.
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,—[Théoréme VIII.4.1 (Théoreme des accroissements ﬁnis).} \

Soient E et F' des espaces de Banach, U un ouvert de E et f : E — F une
application différentiable sur Y. Soient a et b des points de E. Si le segment
[a,b] = {ta+ (1 —t)b;t € [0,1]} est contenu dans U, alors

17®) = flalllr < sup lldfrara—nell < |Ib - alls.

te(0,1]

En particulier, si U est convexe, et que sup ||df;|| < k pour une constante k
zeU

1F(0) = fla)llr < K b — alle.

\. J

positive, alors

~ Corollaire VIIL.4.2. ;

Si U est connexe, et que df, est nulle pour tout x € U, alors f est constante sur
U.

Démonstration. Ceci découle directement du théoreme si U est convexe. Le cas d’un ouvert
U connexe s’en déduit en utilisant le fait qu'un espace de Banach est localement convexe
(tout point admet un voisinage convexe aussi petit que I'on souhaite). Ainsi, ’hypothese
implique que f est localement constante. Or une fonction localement constante sur un
ouvert connexe est constante. Les détails sont laissés au lecteur. O

VIII.4.1 Classe ¢* et différentielles d’ordre supérieur

Soient E et F' des espaces de Banach et & un ouvert de E. On définit, pour une
application f : U — F, le fait d’étre de classe €%, k € NU oo, par récurrence.

Classe €¢° : f est continue.

Classe € : f est différentiable en tout point x € U et application
df : U — L(E,F), z—df,

est continue.

Classe €%, k € N\ {0,1} : f est différentiable en tout point x € U et df est de classe
¢crL

Classe € : f est de classe €* pour tout k € N.

Les espaces L(E;F), L(E; L(E;F)), L(E; L(E; L(E; F)), ete, sont des espaces de
Banach. Ainsi les questions de continuité et de différentiabilité successive de f, df, d(df),
etc, rentrent-elles bien dans le cadre de notre étude.

Replacons nous dans le cadre de la section VIII.3.4 : E = E;| x --- X E,, est un produit
d’espaces de Banach, U est un ouvert de F et f: U — F une application de U a valeurs

of |

%

dans un espace de Banach F'. Nous avons défini la notion de dérivée partielle (notée

Nous avons alors le résultat suivant, qui complete la proposition VIII.3.11.
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,-[Proposition VIII.4.3.] .

Avec les notations ci-dessus, pour que f soit de classe ¢! sur U, il faut et il suffit

que f admette des dérivées partielles en tout point de U, et que celles-ci

al’i

soient continues.
Pour que f soit différentiable au point a, il suffit que les dérivées partielles
existent en tout point x dans un voisinage de a et qu’elles soient continues en a.

Pour une démonstration, voir [2], théoréeme 3.7.1 et proposition 3.7.2.

Exemple VIII.4.4. Une application linéaire continue est de classe €*°. Elle est égale a
sa différentielle en tout point. Ses différentielles d’ordre supérieur sont nulles.

Intéressons nous de plus prés maintenant au cas de la classe 2. On suppose donc que
f U — F est une application d'un ouvert & d’'un espace de Banach F a valeurs dans un
espace de Banach F de classe 2. Ceci signifie que I'application

df - U — L(E;F), x> dfy
est partout définie sur U et de classe €', en particulier, sa différentielle est une application
d(df) - U — L(E; L(E; F))
Or, nous avons vu dans la section VIII.1.4 que I'on a un isomorphisme naturel
L(E;L(E;F)) = L(E,E;F).

La différentielle seconde d(df), en un point a peut donc étre vue comme une application
bilinéaire de £ x E — F.

Théoréeme VIII1.4.5 (Lemme de Schwarz).}

La différentielle seconde d(df), est une application bilinéaire symétrique de E'x F
dans F'.

Voir [2], théoréme 1.5.1.1)

Exercice VIIL.4.6. Soit f : R? — R une fonction de classe 6. Montrer que le théoréme
ci-dessus est bien équivalent dans ce cas au fait que

09, 090
oxdy’  Oyox’’
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VIII.4.2 TUn exemple d’application € : f +— !

Soient F et F' des espaces de Banach.

~ Théoréme VIII.4.7.] \

L’ensemble Iso(E; F') des isomorphismes bicontinus de £ dans F' est un ouvert
de L(FE; F) et lapplication

U : Iso(E; F) = Iso(F; E), fw f*
est de classe €°°, sa différentielle en f étant donnée par

dUs(g)=—f""ogo f', (g€ L(E;F)).

Démonstration. 1l se peut que Iso(E; F) soit vide, dans ce cas, le théoréme est trivialement
vrai. On se place dans le cas ou Iso(E; F') est non vide. Soit fy € Iso(E; F'). Montrons
que pour tout g € L(E; F') de norme suffisamment petite, fy+ ¢ est encore inversible. En
composant par f; ', il s’agit de montrer que Idg + f; 'g est inversible et donc de montrer
que si h € L(F) est de norme suffisamment petite, alors Idg — h est inversible. Or on sait

que tel est le cas si ||h]| < 1, 'inverse de Id — h étant donné par la série normalement
+0o0

convergente Z h".
n=0
Montrons maintenant que ¥ : Iso(E; F) — Iso(F; E), f — f~! est continue. Fixons
fo € Iso(E; F) et montrons la continuité en ce point. Posons f = fo +g, h = —f; g, ot
g est de norme suffisamment petite, de sorte que si ||h|| < 1,

f=foldg—h), (Idp—h)~" =Y h"et f'= (Z h") fot.

neN neN
On a alors
Tft= (Z h") fat,
n>1
d’ou

e n 1Al
Hf 1__jb1Hj§ (j{:”h“ > HjblH -1 HhHHjblH

n>1

Lorsque f tend vers fy, g tend vers 0 donc h aussi, ce qui montre que f~* tend vers f; .

Montrons maintenant que ¥ est de classe €. On reprend les mémes notations que
ci-dessus. Il s’agit de montrer que pour f = fy + g proche de fj,

' t— —fo gfo 1H—0()

Or, on a vu que

-t = (Zh”> o,

n>1
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d’ou

=ttt = fotaft = (Z h”) fot—fltgfot = ((Z h") - fo_lg> ft
n>1 n>1
()
n>2
Ainsi

h2
1= i~ fade = ||<Zhn> fill < (ZIWH) 1 = i

n>2 n>2

Le terme de droite est bien un o(h), donc un o(g). Ceci montre que ¥ est différentiable
en fo, de différentielle

dVy(g)=—fy'ogofy', (g€ L(E;F)).

L’application f — d¥; est la composée de f +— f~!, dont on a vu qu’elle est continue,
de h — (—h,h) de L(F; E) dans L(F; E) x L(F; E), qui est linéaire continue, et de

LxR: L(F;E)x L(F;E) = LIL(EF),L(F,E)),
(hl, hg) — L X R(hl, hz) : ,C(E, F) — ,C(F, E), g — h1 0go hg,
qui est aussi linéaire, continue (car de norme plus petite que ||hq]| ||h2]])-

Elle est donc continue, ce qui montre que ¥ est de classe €*. Par récurrence, on montre
que si ¥ est de classe €%, elle est de classe €*!; elle est donc de classe €. O]

VIII.5 Inversion locale et théoreme des fonctions im-
plicites

VIIL.5.1 Théoreme de point fixe de Banach

Le théoreme de point fixe de S. Banach (également attribué a E. Picard) a de nom-
breuses applications, en particulier le théoreme des fonctions implicites et le théoreme
de Cauchy-Lipschitz d’existence et d’unicité de solutions d’équations différentielles. Nous
donnons ici la démonstration d’une version avec parametre.

,—(Théor‘eme VIIL.5.1 (Point fixe de Banach).} \

Soient X un espace topologique, Y un espace métrique complet et
g: X XY =Y

une application continue. Soit a € [0;1[. On suppose que pour tout x € X,
I’application
9r: Y =Y,y g(z,y)

est a-lipschitzienne. Alors, pour tout z € X, I'application g, admet un unique
point fixe p(z) et Iapplication X — Y, 2 — () est continue.
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Démonstration. On rappelle tout d’abord la version élémentaire du théoreme : si (Y, d)
est un espace métrique complet et g : Y — Y est une application a-lipschitzienne, alors
g admet un unique point fixe. En effet, soit yo € Y. Montrons que la suite (y,,)nen définie
par récurrence par ¥,+1 = ¢(y,) est de Cauchy. Quels que soient m,n € N, n > m,

A(Yns ym) = d(g™ (9" ™ (W0)), 9" (¥0)) < a™ d(g" ™ (v0), Yo)-

Or on a aussi

/(). (w0)) < Y a7 dlg(un), )
T gl o) <

i
E

(]

d(g" ™ (yo), o) <

[\
— Ti

T d(g(yo) yo)-

D’ou

m

A(Yn, Ym) < 1= d(g(yo): yo),

ce qui montre que la suite (y,)nen est de Cauchy. Comme Y est complet, cette suite est
convergente. Appelons y sa limite. Par continuité de g, on a

9(y) = limg(y,) = limy, 4, =y,

ce qui montre que y est un point fixe de g. Ce point fixe est clairement unique, car si
y1 # y est un autre point fixe,

d(y1,y) = d(g(y1), 9(y)) < ad(y1,y),

ce qui est impossible.

Revenons maintenant a la démonstration du théoreme de Banach avec parametre.
D’apres ce qui précede, g, admet un unique point fixe ¢(x). Il s’agit de montrer que
p: X — Y est continue. On a, quels que soient x1, x5 € X,

< d(g(z1, p(21)), g(22, p(22)))
S d(g(ajla @(xl))a g(x27 90(1'1))) + d(g(x% Qp(ml)% 9(1'27 ¢<x2)))
< d(g(x1, p(21)), g(x2, p(21))) + a d(p(z1), p(22))),

d(p(71), (72))

d’ou
(1 = a) d(p(21), p(22))) < d(g(z1,0(21)), (2, p(21))).

De la continuité de x +— g(x,y) pour y fixé, on déduit la continuité de x — p(z). O

VIIL.5.2 Théoreme des fonctions implicites

Nous renvoyons a la section VIII.3.4 pour les notations concernant les différentielles
partielles.
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,—(Théoréme VIII.5.2 (fonctions implicites).} \

Soient F/, F' et G trois espaces de Banach, U un ouvert de £/, V un ouvert de F,
f une application de classe €%, k > 1, de U x V dans G et (x¢,%,) un point de

0
U x YV tel que la différentielle partielle a—f(xo, Yo) soit un isomorphisme bicontinu

de F dans G. Alors il existe un ouvert Uy de U contenant xq, un ouvert V, de V
contenant yo et une application ¢, définie sur U, a valeurs dans V, telle que :

o(xo) = yo et Y(z,y) € Uy X Vo, flx,y) = f(x0,y0) si et seulement si y = ¢(x).

En outre, sur tout ouvert convexe Uy de U contenant xg, il existe au plus une
application continue ¢ vérifiant les deux conditions précédentes.
L’application ¢ est de classe €, et sa différentielle est donnée par

dpr = (5@ p)) o (o vta)

Démonstration. On applique le théoreme de point fixe de Banach en écrivant 1’équation
f(z,y) = f(xo,y0) sous la forme y = g(z,y), ot

gla,y) =y - (%(a:y)) (Fry) — Fzo,m0)).

L’application g : U x V — V est de classe €%, g(xo, y0) = o et

o) 19
a—z(%,yo) =1d — <a—($0,y0)> 8—5(313073/0) =0.

P _ _
Par continuité de 8_9’ il existe 79 > 0 et s > 0 tels que B(xo,79) X B(yo,s) C U XV
Y
1 0
et H H < 5 sur B(xg,79) x B(yo, s). On peut aussi supposer que Ha—f|| est bornée sur
T

B(xo,ro) x B(yo, s), disons ||8_H < M.
x
On adopte les notations du théoreme VIIL.5.1, en particulier g, est 'application y

g(x,y) de V dans G. Pour tout (x,y) € B(xo,70) X B(yo,s), d(g.), = g—Z(

1 _
I'inégalité des accroissement finis, g, est §—lipschitzienne. Soient r < rg, © € B(xg,r) et

x,y) et d’apres

y € B(yo,5). On a

119:(y) — Yol = 192 (y) — 9o (W) || < 1192(y) — g (Wo)l| + 1192 (y0) — Gz ()

-1

L of B f
< 3lly = oll 1 5 o)) () = Foo sl < 5+ 11( G o)) 1217

Prenons r = min(ry, i ——), de sorte que g,(B(yo,s)) C B(yo, s).

20 || (%o 30)) |
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Comme toute boule fermée d'un espace de Banach est un espace métrique complet, le
théoreme du point fixe s’applique a

g: B(a:o,r) X B(yo,s) — B(yo, s).

On en déduit que g, a un unique point fixe (), et que x — (z) est continue de B(zg,7)
dans B(yo, s). De plus, ¢ est a valeurs dans B(yo, s) et vérifie p(zg) = yo par unicité.

On pose donc Uy = B(xzo,7) et Vo = B(o, s), ce qui acheéve la démonstration de la
premiere assertion.

L 0 . \
L’application x a—f(:c, o(x)) de Uy dans L(F,G) est continue et en zg elle est a
valeurs dans l'ouvert Iso(F,G) de L(F,G) des isomorphismes bicontinus entre F' et G.
Quitte a réduire Uy, on peut supposer que ——(z,¢(x)) est un isomorphisme bicontinu

9y
entre F' et G pour tout x € Uy.

Soient (z,y) € Uy x WV fixé et (h,w) € E x F suffisamment petit, de sorte que
(x+ h,y +w) € Uy x V. Puisque [ est de classe au moins €™,

Blhw) = o+ oy +0) = fe.) - 5@ - 5w

vérifie ||¢(h, w)|| = o((h,w)).

Appliquons ceci & y = ¢(x) et w = p(x + h) — ¢(x). Comme f(x + h,o(x + h)) —
f(z,o(x)) = 0, on obtient

Vb, p(x +h) = (@) = =57 (@, 0(2)) () = 5 (2,0(@))(p(z + h) = ().

—1
En appliquant (g(m‘, go(:c))) , on en déduit
Yy

oetm o) = (Lo (Leowonm)-(Liwown) v stern-o)

Comme |[[>(h, )| = o((h,w)), on a
(*) : pour tout n > 0, il existe § > 0 tel que

si[|hl|[+]lp(z+h)=p(x)[| <4, alors |[¢(h, p(z+h)—p(x))[| < n([|h]|+]|e(z+h)=p()]])-

-1
Notons M et M, respectivement les normes des applications linéaires (a—(x, go(x)))
Y

of
ot 2 0, p(@)).
Si ||h||+||e(x + h) — p(x)|| <, on obtient

lp(x +h) = @(@)|| < MyMol[h]| + Man([[h][+][e(z + h) = @(2)]])-

Choisissons 1 = . On a alors

2M,

lp(2 4+ h) = (@) < (2M1 M, + 1)[|A]|
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des que ||h]]+]|¢(x + h) — o(x)|] < §, ce qui se produit, par continuité de ¢, dés que ||h]]|
est suffisamment petit, disons ||A|| < ;.

Pour ||h|| < 61, on a alors ||A||+||¢(z + h) — p(2)|| < (2M1 My + 2)||h||. Réinjectons
ceci dans (%), pour obtenir 'assertion suivante

(%) : pour tout n > 0, il existe dy > 0 tel que
si [|hl] < 6z, alors [|¢(h, p(a+h)—p(x)[| < n([[All+[[e(z+h)—p()]]) < n(2M1Ma+2)[|A]].

Finalement, en écrivant

-1 -1
oGt —ple)+ (G @) (Gt pten® )= G ple))  vlplorn)-p,

on conclut que pour tout n > 0, il existe d; > 0 tel que si ||h|| < 09, alors

lote ) = plo) + (G opte)) (GGt} < mia(a10t, + 2

Autrement dit, ¢ est différentiable en z, et
_(of ooof
dor =~ (G we) o Gt pte),

-1
Comme (?(x, gp(m))) : g—f(x, ©(z)) et ¢ sont continues, ceci implique que ¢ est €. Si
Y x

f est €%, k > 2, on en déduit facilement par récurrence que ¢ est €” grace au théoreme
de différentiabilité d’une fonction composée. O
VIIL.5.3 Théoremes d’inversion locale et globale

L’énoncé du théoréme d’inversion locale fait appel & la notion de €*-difféomorphisme
entre ouverts d’espaces de Banach.

~ Définition VIIL5.3. ) .

Soit f une application de U dans V, ou U est un ouvert d’un espace de Banach
réel E et ¥V un ouvert d'un espace de Banach F. On dit que f est un €*-
difféomorphisme si f est une bijection de U dans V, de classe €*, ainsi que

fo

\ J

Le théoreme d’inversion locale est 1’énoncé suivant, que nous déduisons du théoreme
des fonctions implicites.

,—[Théoréme VIIIL.5.4 (Théoreme d’inversion locale).} \

Soit f une application de U dans F', ou U est un ouvert d’un espace de Banach
réel et F' un espace de Banach et soit 2, un point de U. Si f est de classe €%,
k > 1 et si la différentielle de f au point x( est un isomorphisme bicontinu, alors
il existe un voisinage ouvert Uy de xy dans U et un voisinage ouvert V, de f(xq)
tels que f se restreigne en un €*-difféomorphisme de U, dans V.
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Démonstration. On considere g : F xU — E, g(y,z) = f(z) — y. Par construction
g(x,y) = 0 équivaut & f(z) = y. L’application g est de classe €* et I'on a g(f(x),x) = 0.

De plus 3_9( f(z0), x9) = df s, est un isomorphisme, et donc, par le théoréme des fonctions
x

implicites, il existe un voisinage ouvert Vo xU; de (f(zo), zo) dans F' XU et une application
@0 Vy — U, de classe €* tels que

{(y,2) e Vo x U | f(x) =y} = {(y, () |y € Vo}.

On pose alors Uy = o~ 1(Vy) : c’est un voisinage ouvert de xo dans U et f induit une
bijection de Uy dans V, d’'inverse ¢ de classe €. [

,—[Corollaire VIIL.5.5 ( Théoreme d’inversion globale).} ‘

Soit f une application de classe €* de U dans F, ot I est un ouvert d'un espace
de Banach réel et F' un espace de Banach. Si f est injective et si pour tout x de
U la différentielle df, de f au point x est un isomorphisme bicontinu, alors f(U)
est un ouvert et la bijection réciproque, de f(U) dans U, est de classe €*.

VIII.6 Equations différentielles

Nous allons énoncer et démontrer dans cette section les théoremes d’existence et d’uni-
cité de solutions d’équations différentielles dont nous avons besoin dans le texte. Nous
adoptons une terminologie a caractere géométrique (champ de vecteurs, courbes intégrales,
etc).

VIII.6.1 Champs de vecteurs et courbes intégrales

—~ Définition VIIL.6.1.) \

On appelle champ de vecteurs sur un ouvert 4 de R une application continue
X:U—RY.

On appelle courbe intégrale de classe ¢*, du champ de vecteurs X une courbe
paramétrée o : J — U de classe P définie sur un intervalle ouvert J de R
contenant 0, telle que pour tout t € J, o/(t) = X(«a(t)). Cette courbe intégrale
est dite de condition initiale xy € U si a(0) = zy.

Nous avons imposé que 0 soit dans l'intervalle de définition des courbes intégrales
pour simplifier les énoncés concernant les conditions initiales. Ce choix est purement
conventionnel, et bien entendu aucune perte de généralité n’en découle.
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~ Définition VIIL.6.2. ) .

Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert I de RY. Un flot local en zy de X
est la donnée d’un voisinage ouvert U’ de xy dans U, d'un intervalle ouvert J de
R contenant 0 et d’une application F': J x U — U tels que pour tout = € U,
la courbe paramétrée

a,: J—=U, t— F(tx)

soit une courbe intégrale de X de condition initiale x.

Remarque VIII.6.3. L’intervalle de définition J de la courbe intégrale o, est indépendant
de x € U.

VIII.6.2 Existence et unicité d’un flot local

—~ Théoréme VIII.6.4. ] .

Soit X un champ de vecteurs sur un ouvert & de RY. Supposons que X soit
localement lipschitzien (c’est-a-dire que pour tout xy € U, il existe un voisinage
ouvert U, de xy dans U et une constante k£ > 0 telle que X soit k-lipschitzien
sur Uy). Soit g € U. Alors il existe un intervalle ouvert J contenant 0 et un
voisinage ouvert U’ de xy dans U, tels qu’il existe un et un seul flot local en xg
défini et continu sur J x U'.

Si le champ de vecteurs X est de classe €P, alors F' aussi.

Démonstration. Quitte a restreindre U, on peut supposer que X est k-lipschitzien sur /.
On cherche une application F(t,z) définie sur J x U’', vérifiant
OF

E(t,x):X(F(t,x)) et F(0,x)=ux.

Ceci équivaut a
t

(VIIL.6.1) F(t,z) ==z —|—/ X(F(s,z))ds.
0

Nous allons trouver une telle application F' comme point fixe d’'un opérateur grace au
théoreme de Banach VIII.5.1.

Supposons dans un premier temps k& > 0. Soit a > 0 tel que B(z¢,2a) C U. Posons
€ = SUD ¢ B(ag.20) | X (x)|]. Soit b > 0, b < inf(¢, ;). Montrons l'existence et I'unicité d’un
flot local en xy défini sur J x U' = |—b;b[ x B(xg,a).

Pour cela, introduisons pour tout x € B(z,a), 'opérateur

St b Su(d), Suld)(t) =+ / X((s)) ds.

agissant sur les fonctions continues ¢ de J dans . Un point fixe ¢, de S, donne une
solution de (VIIL.6.1) en posant F(t,x) = ¢,(t), et réciproquement. Il nous faut chercher
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un espace fonctionnel stable par S,, qui soit un espace métrique complet, pour pouvoir
appliquer le théoreme de Banach.

Munissons ¢°([—b; b], B(z¢,2a)) de la norme de la convergence uniforme sur le com-
pact [—b;b], notée ||.|| : c’est un espace de Banach. Il est clair que l'application
t +— S,(4)(t) est définie et continue pour toute application ¢ € €°([—b;b], B(zo,2a))
et que S;(¢)(0) = x. Montrons que S,(¢)(t) € B(xg,2a). On a

15,(6)(t) — o] = ||x—xo+/o X(6(s)) s

t
<llz = o] +/ X (6(s))|| ds < a + bl < 2.
0

a
La derniere inégalité est le fait que 1’'on a choisi b < 7

Ainsi S, envoie €°([—b;b], B(xo, 2a)) dans lui-méme. Montrons maintenant que S, est
une application contractante. Soient ¢, ¢y € €°([—b; b], B(zo, 2a)).

t

15:(01) = Sa(d2)lloe = sup || [ X(¢1(s)) — X(¢2(s)) ds]|

tE[fb;b] 0
< sup / 1X(61(5)) — X(a(s))]|ds.
te[fb;b} 0

Or, X est k-lipschitzien, donc pour tout s € [—b; ],

1X(01(s)) = X (2(s))]] < Elp1(s) = @a(s)l] < K [¢1 — ¢2lfoc-

On en déduit que

1
Comme on a choisi b < T S, est contractante.

Les conditions d’application du théoreme de Banach sont donc vérifiées pour 'appli-
cation :

S B(zg,a) x €°([~b;b], B(xo,2a)) — €°([—b;b], B(xg,2a)), (x,¢)+— S.(¢).

Pour tout x € B(xy,a), il existe un point fixe a, de S,. D’autre part S, (a,)(0) = a,(0) =
z. Posons
F(t,z) = a.(t).

Il est clair que F' vérifie (VIIL.6.1). Comme d’apres le théoreme de Banach, z — a, est
continue de B(zg,a) dans €°([—b;b], B(xo,2a)), et que 'application d’évaluation

[—b:b] x €°([=b:b], B(zo,2a)) — Blwo,2a), (£, ) — (1)

est elle-aussi évidemment continue, F' est définie et continue sur [—b;b] x B(zg,2a) et est
un flot local en zy. Les applications «a : |—b;b[ — U sont des courbes intégrales de X.

a
Si k = 0, le champ X est constant, disons X (z) = v pour tout x € U, et si b < 7 il

existe un et un seul flot local en xy défini et continu sur |—b;b[ x B(xg,a), a savoir

F(t,z) =z + tv.
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Pour la derniere assertion concernant la régularité du flot local, nous renvoyons le
lecteur a [%]. Remarquons simplement que si le champ est €71, il est localement lipschitzien
d’apres le théoreme des accroissement finis. O

~ Corollaire VIIL6.5. ) .

La démonstration du théoreme établit ’existence et I'unicité locale des courbes
intégrales avec condition initiale : étant donné zy € U, il existe un intervalle
ouvert J contenant 0, tel qu’il existe une et une seule courbe intégrale définie sur
J de condition initiale xg.

VIII.6.3 Flot global

Nous nous intéressons maintenant au probleme du prolongement des courbes intégrales.

,-[Pmposition VIII.6.6.] .

Soit X un champ de vecteurs de classe P sur un ouvert & de RY. Soient o et
«p, définies respectivement sur des intervalles ouverts J; et J, contenant 0, des
courbes intégrales de X ayant méme condition initiale. Alors elles coincident sur
J1 N Ja.

Démonstration. L’ensemble A des points ¢ de J; N Jy tels que a;(t) = as(t) est fermé dans
J1 N Jy par continuité. Il est ouvert d’apres le corollaire VIII.6.5. Comme J; N Jy est un
intervalle ouvert non vide, donc connexe, on a A = J; N Js. O

~ Définition VIIL6.7.) X

Soit X un champ de vecteurs de classe €P sur un ouvert U de RY. Soit z¢ € U.
Définissons J(xy) comme 'union de tous les intervalles ouverts J contenant 0
tels qu’il existe une courbe intégrale a : J — U de condition initiale zy. La
proposition montre qu'il existe une unique courbe intégrale a,, de condition ini-
tiale xo définie sur J(zg). On appelle cette courbe intégrale la courbe intégrale
maximale de X de condition initiale zg.

Si I est un intervalle de R et ¢ € R, on note I 4 ¢ l'intervalle {t e R; t —c € I}.



VIIL.6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 247

~ Théoréme VIIL.6.8. )

Soit X un champ de vecteurs de classe €” sur un ouvert & de RY. Soient z, € U
et a la courbe intégrale maximale de condition initiale xq définie sur l'intervalle
J(xzp). Soit t; € J(xg). Alors la courbe intégrale

ﬁ:J(Io)—tl%u, t»—>5(t):oz(t+t1)

est la courbe intégrale maximale de X de condition initiale z1 = a(ty).

Démonstration. Il est évident que (8 est une courbe intégrale de X de condition initiale
x1 et tout aussi évident qu’elle est maximale, puisque «a 'est. O

~ Définition VIIL6.9. } ,

Soit X un champ de vecteurs de classe €” sur un ouvert U de R". Posons
D={(t,x) eRxU|te J(x)}.

L’application
F:D—-U, F(tz)=a.t)

ou «, est la courbe intégrale maximale de X de condition initiale x, définie sur
J(x), est appelée flot global de X, et D est son domaine de définition

Remarque VIIIL.6.10. Reformulons le théoreme VIII.6.8, en posant pour tout (¢,z) € D,
Gy v = a,(t) = F(t, ).

ol «, la courbe intégrale maximale de X de condition initiale . On a alors, lorsque (¢, x)
et (s, Gy - ) sont dans D,

(VIII62) GS . (Gt . l’) = Gt+8 - I.

Si D =R x U, G; est défini pour tout t € R, et t — G; est un morphisme de groupes
de (R, +) dans le groupe des bijections de U.

—~ Théoréme VIIL6.11. | \

Soit X un champ de vecteurs de classe €P sur un ouvert & de R". Alors :
a. D est un ouvert de R x U.
b. F est de classe €7 sur D.
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Démonstration. Soit (to, zo) € D. Nous allons montrer qu’il existe un voisinage de (to, x¢)
dans R x U inclus dans D ou F est de classe 7. Remarquons que si ty = 0, le théoreme
d’existence d’un flot local montre qu'un tel voisinage existe.

Introduisons ’ensemble A des s € R tels qu’il existe un intervalle ouvert J contenant
s et un voisinage ouvert U’ de zy dans U vérifiant

(i) JxU CD.

(ii) F est de classe €7 sur J x U'.

Posons

Q:co :{te J($O)QR+; [O;t] CA}

Nous voulons établir que Q,, = J(x¢) NR,. Nous avons déja remarqué que 0 € @), ; en
particulier ()., est non vide. On voit donc que )., est un intervalle commencant en 0.
Soit b sa borne supérieure (éventuellement 4+00). Si b = +00, a fortiori la borne supérieure
de J(xy) est aussi +o0o. Supposons b fini. Montrons que b est aussi la borne supérieure
de J(zg). En effet, dans le cas contraire, b € J(xg). Il existe alors un flot local F} en
1 = F(b,x0), défini sur |—a;a[ x Uy, ot U est un voisinage ouvert de z; dans U. Il
existe 7 tel que si ty € |b — n;b], alors 9 = F(ty,29) € U;. Prenons ty dans l'intervalle
Jmax(b — a,b —n);b[. On a alors ty € Q,, et il existe un intervalle J, contenant ¢y et un
ouvert Us de U contenant xq tels que Jo X Uy C D et F est de classe €7 sur Jo X Us.
Comme xy = F(ty,x9) € Uy, et que x — F(t9, ) est continue, en restreignant au besoin
Jy et Uy, on peut supposer que F(ty,x) € Uy pour tout x € Us. 1l existe une courbe
intégrale de condition initiale F'(t, ) définie sur |—a;a] par 7 — Fi(7, F(t2,2)). Donc
pour t € |—a+te;a+ taf, t —ty € |—a;al et t — Fi(t — to, F(t2,x)) est une courbe
intégrale qui passe par F(to, ) en to. Ainsi F' est définie sur |—a +to; a+ to] X Uy (unicité
locale). L'intervalle Iy = |—a + to;a + tof contient b, car to > b — a, et pour tout t € I,
pour tout € Uy, F(t,x) est défini, donc Iy x Uy C D. De plus F' coincide avec F; sur
Iy x Uy, donc est de classe €7 sur cet ouvert. Il en résulte que |b;ts + a| C Q,,, ce qui
contredit la définition de b. Donc b = sup J(xy).

On raisonne de méme avec

Py, = {t € J(wo) NR_|[t:0] C A}

et les bornes inférieures, pour aboutir a la conclusion que

on U on = J(l’o)

Le théoreme est conséquence immédiate de ce résultat. O

VIII.6.4 Champs de vecteurs dépendant du temps

Généralisons les définitions de champs de vecteurs et de courbes intégrales.
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~ Définition VIII.6.12.] \

On appelle champ de vecteurs dépendant du temps sur un ouvert &/ de RV
une application continue

X:IxU—RY,

ou I est un intervalle ouvert contenant 0. On appelle courbe intégrale de classe
¢", du champ de vecteurs X une courbe paramétrée o : J — U de classe €7
définie sur un intervalle ouvert J de R contenu dans I et contenant 0, telle que
pour tout ¢t € J, o/ (t) = X (t, a(t)). Cette courbe intégrale est dite de condition
initiale xy € U si a(0) = xy.

La définition de flot local en xqg € U reste inchangée. Les théoremes d’existence et
d’unicité des flots se déduisent de ceux établis dans la section précédente, comme suit.
Définissons

X, :IxU—RxRY, (t,2) — (1, X(t, x)).

Alors X; est un champ de vecteurs sur louvert I x U de RV*! = R x RV, Si X est de
classe 7, il en est de méme de X;. Si on suppose X de classe €7, X; admet en tout point
un unique flot local F; de classe €7, d’apres le théoreme VIII.6.4.

Soient (tg,z9) € I x U et Fy un flot local en (tg, xp), défini sur J x I’ x U’, ou I’ est
un intervalle contenant tq et contenu dans I, et U’ est un ouvert contenant zy et contenu
dans U. Notons 3 et F les projections de F} sur I et U respectivement, de sorte que pour
tout (s,t,x) € J x I' x U', on ait Fi(s,t,x) = (ﬂ(s,t,x),F(s,t,x)). Alors, pour tout
(s,t,x) € J xI'xU' 5 on a

OF, 08 OF _ _
E(s,t,x) = (%(s,t,x), %(s,t,x)) = Xi(s, Fi(s,t,x)) = (1, X(Fi(s,t, 7)),

et

Fi(0,(t,x)) = (B(0,t,x), F(0,t,x)) = (t,x).

De ceci, on déduit que pour tout (s,t,x) € J x I' xU', B(s,t,x) = s+t et

%—Z(s,t,x) = X(s+t,F(s,t,x)), F(0,tx)=z.

Prenons maintenant ¢, = 0, de sorte que I’ contienne 0. Posons pour tout (s,z) €

J XU, F(s,z) = F(s,0,z). On a alors pour tout (s,z) € J x U,

%;WQ:X@F@@L F(0,2) = .

ce qui montre que F est un flot local de X en xy. Ce flot est au moins aussi régulier que
F, donc de classe 7.

Une courbe intégrale s — a(s) de X définie sur J et de condition initiale x € U’ donne
une courbe intégrale de X, s — a;(s) = (s,a(s)) de condition initiale (0,z). L unicité
de oy donne 'unicité de «. Nous avons donc établi :
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—~ Théoréme VIIL.6.13. \

Soient X : I xU — RY un champ de vecteurs dépendant du temps de classe €7
sur un ouvert U de RY et x, € U. Alors il existe un intervalle J ouvert contenant
0 et un voisinage ouvert U’ de zo dans U tels qu’il existe un et un seul flot local
en xo défini sur J xU’'. Si le champ de vecteurs X est de classe €7, alors F aussi.

La proposition VIII.6.6 reste valable sans modification pour les champs de vecteurs
dépendant du temps grace au théoreme qui précede. On peut donc définir de la méme
maniere les courbes intégrales maximales de X de condition initiale xz(, définie sur un
intervalle J(z¢). La définition du flot global sur son domaine de définition D est elle-aussi
inchangée, ainsi que le théoreme VIII.G.11.

En revanche, le théoreme VIIL.6.8 et la formule (VII1.6.2) ne sont plus valides. En
effet, si t — «a(t) est une courbe intégrale de X, il n’en est plus de méme de ¢ — [B(t) =
a(t+t). Il est facile de vérifier que § est une courbe intégrale pour le champ de vecteurs
(t,x) — X(t+tg,x).

Exercice VIIIL.6.14. Si l'on définit
Gi-x=F(t+s,z)
ou F' est le flot global de X, montrer que la formule qui généralise VIII.6.2) est
Giiorz =G (Gy- )

ou l'on suppose que toutes les opérations a effectuer sont bien définies.



Chapitre IX

Rappels de topologie et d’analyse

IX.1 Connexité

Un espace topologique X est connexe si toute application continue f de X dans {0, 1}
(muni de la topologie discrete) est constante. Comme les singletons {0} et {1} sont des
ouverts de {0,1}, si f: X — {0,1} est continue, f~1({0}) et f~1({1}) sont des ouverts
disjoints de X. Si f est non constante, elle est surjective, et I’'on a donc

X =/tqop [Ir1d

union disjointe de deux ouverts non vides. Donc si X n’est pas connexe, il est union
disjointe de deux ouverts non vides. Réciproquement, si X est union disjointe de deux
ouverts non vides, disons U et V, alors I'application f qui vaut 0 sur U et 1 sur V est
continue, et X n’est pas connexe.

Un espace topologique X est connexe par arcs si pour tout couple de points (z,y) €
X x X, il existe une application continue f : [0;1] — X telle que f(0) =z et f(1) =y.

Exercice IX.1.1. Montrer qu'un espace topologique connexe par arcs est connexe.

Exercice IX.1.2. Soient X un espace topologique, Y et Z deux parties connexes de X.
Si leur intersection est non vide, montrer que leur réunion est connexe. Plus généralement
si (Xa)a est une famille quelconque de parties connexes de X, et si leur intersection est
non vide, montrer que leur réunion est connexe.

Montrer les assertions obtenues en remplagant connexe par connexe par arcs.

Etant donné un point x dans un espace topologique X, la réunion de toutes les parties
connexes contenant x est connexe. C’est la plus grande (au sens de la relation d’inclusion)
de toutes les parties connexes contenant z. On la note C, et on I'appelle composante
connexe de x dans X. Les composantes connexes sont des parties fermées, car ’adhérence
d’une partie connexe est connexe.

Au minimum, on a C, = {z}; cela signifie que {x} est le seul sous-ensemble connexe de
X contenant x mais pas forcément que x est un point isolé. Au maximum, on a C, = X ;
c’est le cas ou X est connexe.

Les composantes connexes des points de X sont donc les parties connexes maximales
pour Uinclusion (il n’y en a qu’une si 'espace est connexe). Elles forment une partition
de X, autrement dit : ce sont les classes d'une relation d’équivalence sur X.
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Exemples 1X.1.3.

1. R* a deux composantes connexes : R} et RX.

2. Dans N et plus généralement dans un espace muni de la topologie discrete, les
composantes connexes sont les singletons.

3. Dans QQ aucun point n’est isolé, mais les composantes connexes sont aussi les sin-
gletons. Le méme phénomene se produit pour I’ensemble de Cantor.

4. Le groupe GL(n, R) des matrices inversibles de taille n a deux composantes connexes,
données par le signe du déterminant.

On peut, de la méme maniere, définir les composantes connexes par arcs d’un espace
topologique X

Un espace topologique X est localement connexe (resp. localement connexe par
arcs) si pour tout point z € X, tout voisinage de z contient voisinage connexe de x
(resp. connexe par arcs). Par exemple, I'espace euclidien R" est localement connexe par
arcs. D’apres 'exercice qui précede, un espace localement connexe par arcs est localement
connexe.

Dans un espace localement connexe (resp. localement connexe par arcs), les compo-
santes connexes (resp. les composantes connexe par arcs), sont ouvertes. En effet, pour
tout point = d’une telle composante U, il existe un ouvert contenant x et connexe (resp.
connexe par arcs), donc inclus dans U.

Tout espace connexe et localement connexe par arcs (par exemple : tout ouvert connexe
de R™ est (globalement) connexe par arcs. En effet, si U est une composante connexe par
arcs d'un tel espace X (non vide) alors, d’apres la propriété précédente, U est ouvert, et
son complémentaire (réunion des autres composantes connexes par arcs) aussi, si bien que
U est un ouvert-fermé non vide du connexe X donc est égal a X.

I1X.2 Homéomorphismes

Soit f: X — Y une application entre deux espaces topologiques.

On dit que f est un homéomorphisme si f est une bijection continue entre X et Y
dont l'inverse f~! est continue.

On dit que f est un plongement si ¢’est un homéomorphisme sur son image f(X)
(celle-ci étant munie de la topologie induite de Y). En particulier f est injective.

I1X.3 Théoreme d’Ascoli-Arzela

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ici I’énoncé du théoreme d’Ascoli- Arzela.
Pour une démonstration, nous renvoyons au cours de premiere année de F. Pacard ([7],
théoreme 4.10).
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,—[Théoréme IX.3.1 (Théoreme d’Ascoli—ArzeléL).} .

On suppose que (X;d) est un espace métrique compact, que F C € (X;RY) est
une famille équicontinue sur X et que pour tout z € X, 'ensemble

{f(z) : feF}

est borné. Alors, de toute suite d’éléments de F on peut extraire une sous-suite
qui converge dans €' (X; RY) (pour la norme de la convergence uniforme).

IX.4 Nombre de Lebesgue d’un recouvrement

,—[Proposition IX.4.1.] \

Soit K un compact de RY, et soit K C Uie; Ui un recouvrement de K par des
ouverts U;. Alors il existe § > 0 ayant la propriété suivante : pour tout k € K, il
existe ¢ € I tel que B(k,d) C U;.

Démonstration. Pour tout n € N*, soit F}, 'ensemble des k € K tels qu’il n’existe pas
de i € I vérifiant B(k, %) C U;. C’est une suite décroissante de parties de K, et si la
conclusion de la proposition est fausse, F,, est non vide pour tout n € N*. Soit alors
(kn)onenx une suite de points de K telle que k,, € F,, pour tout n € N*. Cette suite admet
une valeur d’adhérence dans le compact K, et quitte a extraire une sous-suite, on peut

tout aussi bien supposer que k, admet une limite k£ dans K.

Soit i € I tel que k € U, et soit € tel que B(k,e) C U;. 1l existe n € N* tel que pour
tout n > ng, k, € B(k,¢/3). On a donc pour tout n > ng, B(k,,€/3) C U;. Or k, € F,,
donc B(k, ) n’est pas contenu dans U;, d’olt nécessairement + > ¢/3. On aboutit & une
contradiction pour n assez grand. O]

On appelle un nombre § vérifiant la propriété de la proposition un nombre de Le-
besgue du recouvrement (J,.; U;.
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Chapitre X

Problemes

Devoir a la maison
a rendre le 07/06/2013

Exercice I. On note p : ¢+ (cost,sint) la projection standard de R sur le cercle St.
Soient f : S' — S' une application de classe " du cercle dans lui-méme, f = fop :
R — St et f: R — R un relévement de f.

1. Montrer que pour presque tout y € S*, si ¢t € R est tel que f(t) =y, alors f'(t) # 0.
2. Fixons y € S* vérifiant la propriété du 1, et soit

A={te0;2a[| f(t) =y}

Pour tout ¢ € A, posons €(t) = +1si f/'(t) > 0 et e(t) = —1 si f/(t) < 0. Montrer
que

deg f = Z €(t).

teA

Exercice II. Soit M, (K) l'algebre sur K des matrices carrés n x n a coefficients
dans K = R ou C, munie de la norme || X|| = Tr (*X X). Soit X un élément de M,,(K).

L’exponentielle de X, notée exp X, désigne la somme de la série (normalement convergente
dans 'espace de Banach M,,(K))

1. Montrer les propriétés suivantes de 'exponentielle. Quels que soient X et Y dans
M, (K) :
(i) Si X et Y commutent exp X expY = exp(X +Y).
(ii) L’exponentielle est & valeurs dans GL(n,K) et
(exp X)™! = exp(—X).
(iii) Quels que soient ¢, s dans K,

exp(sX)exp(tX) =exp((s+t)X)

255



256

CHAPITRE X. PROBLEMES

(iv) L’application R — GL(n,K), ¢t — exp(tX) est I'unique solution différentiable
de I’équation différentielle du premier ordre

a(t) = Xalt)

avec la condition initiale a(0) = Id,,.

On peut reformuler (7i7) en disant que ¢ — exptX est un morphisme de groupes
(continu) de R dans GL(n,K). On appelle un tel morphisme un sous-groupe a un
parametre de GL(n, K).

2.

4.

D.

Montrer qu'un morphisme de groupe continu ¢ : R — GL(n,K) est de classe
%¢>°. En déduire que tout sous-groupe a un parametre de GL(n, K) est de la forme
t — exp tX pour un certain X dans M, (K). On pourra commencer par remarquer
que pour tout s,r € R,

[ ot du=ote) [ ot au

On admet que l'application exp de M, (K) dans lui-méme est de classe €. Cal-
culer la différentielle de exp en 0. En déduire qu’il existe un voisinage U de 0
dans M,,(K) et un voisinage V de Id dans GL(n,K) tels que exp réalise un
difféomorphisme de ¢/ sur V. On note Log son inverse.

Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V' de Id dans GL(n,K) tel que le seul
sous-groupe de GL(n,K) inclus dans V'’ soit le sous-groupe trivial {Id}.

Soient X et Y dans M,,(K). Montrer que

lim [exp (%) exp (%) ]" — exp(X +Y),

n—oo

Tim [exp (2—() exp (%) exp (—i—() exp (—%) f — exp(XY — YX).

Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,K). On pose

g={X e M,(K)| exptX € G, (Vt € R)}.

Montrer que g est un sous-espace vectoriel de M,,(K) stable par
(X, V)= [X,)Y]=XY -YX.

Montrer que si G est discret dans GL(n,K), alors g = {0}.

. On suppose dans la suite G non discret, et connexe. Soit (hy,)nen, hn # Id, une

suite d’éléments de GG tendant vers Id. Soit h une valeur d’adhérence de la suite
HIE%EZH;H (cette suite est bien définie pour n assez grand, et est a valeurs dans la

sphere unité de M,,(K)). Montrer que kA € g. On pourra commencer par remarquer

€ 7Z, alors exp (tm> eqG.

ue si
! TCog(Rn)]

t
[|Log(hn)l|

. Soit E un supplémentaire de g dans M,,(K). Montrer qu’il existe un voisinage W

de 0 dans E tel que (expW) NG = {Id}.
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10. Définissons
d: gx FE, (X,Y)—expXexpY.

Montrer qu’il existe un voisinage Uy de 0 dans g, un voisinage W, de 0 dans E et
un voisinage V, de Id dans GL(n, K) tels que ® réalise un difféomorphisme entre
Uy X Wy et Vy. Montrer que 'on a alors VoNG = exp Uy. En déduire que localement,
au voisinage de Id, G est une sous-variété .

11. Montrer que G est une sous-variété de M, (K). Montrer que exp g engendre G.
Montrer que 'espace tangent de GG en Id est g.

12. Expliciter g lorsque G = SL(n,R), SO(n).
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Corrigé du devoir a la maison 2013

Exercice 1. On note p : t — (cost,sint) la projection standard de R sur le cercle
S'. Soient f : S' — S! une application de classe 4 du cercle dans lui-méme, f = fop:
R — S' et f: R — R un relevement de f.

1. Montrer que pour presque tout y € S', si t € R est tel que f(t) = y, alors f'(t) # 0.

Correction 1.1 : On applique le théoreme de Sard & l'application f : R — S! qui est de
classe €. Pour presque tout y € S!, et pour tout ¢ € R tel que f(t) =y, la différentielle
de f en t est inversible, c’est- a—dlre non nulle. Comme p o f (t) = f(t), on obtient que

dp(f(t ))odf()—df()#Oetdoncdf()#()pourtout t. O

2. Fixons y € S! vérifiant la propriété du 1, et soit

A={tel0;2a[| f(t) =y}

Pour tout t € A, posons €(t) = +1si f/(t) > 0 et e(t) = —1 si f'(t) < 0. Montrer

que
deg f = €(t)

teA

Correction 1.2 : notons B = {t € R| f(t) = y} de telle sorte que BN[0;27[ = A. Comme
f! # 0 en tout point de B, cet ensemble est discret, et A est donc fini. Enumérons ses
points A = {0 < x; < 73... < z, < 27}. Observons que f(z;) = f(z;41) pour tout 1,
et donc f (x;) — f (xi41) € 27TZ De plus, par le théoréme des valeurs intermédiaires, nous
avons 0; 1= 27r(f(:z:z+1) — f(x;)) € {~1,0,41}. Plus précisément, lorsque f'(x;) > 0 et
f'(zip1) > 0 alors 6; = +1; lorsque f'(z;) < 0 et f'(z,41) < 0 alors §; = —1; et sinon
0; = 0. En d’autres termes on a

1
0; = 5(6(1’@-) + e(ziy1))

La somme de toutes ces contributions donne :

—
—_

l\DI»—t

n— n

g ) = Fa) = 3= 32 5l eaan)) = geloo) + 3 elm) + 5elon)

n—

%

On note maintenant que |z, 2, + 27[NB = (), et donc on peut donc estimer maintenant
f(@1+2m)— f(x,) comme précédemment sous la forme 5-(f(z1+27) — f(2,)) = 2 (e(x0)+
€(z,)). Finalement on a

n

deg f = 5 (Far +2m) = () = Y elws)

0

ce qui conclut la démonstration. O

Exercice 2. Soit M,(K) l'algebre sur K des matrices carrés n x n a coefficients
dans K = R ou C, munie de la norme || X|| = Tr (*X X). Soit X un élément de M, (K).
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L’exponentielle de X, notée exp X, désigne la somme de la série (normalement convergente
dans l'espace de Banach M,,(K))

1. Montrer les propriétés suivantes de 'exponentielle. Quels que soient X et Y dans
M, (K) :
(i) Si X et Y commutent exp X expY = exp(X +Y).
(ii) L’exponentielle est & valeurs dans GL(n,K) et

(exp X) ™! = exp(—X).
(iii) Quels que soient ¢, s dans K,
exp(sX)exp(tX) = exp((s +t)X)

(iv) L’application R — GL(n, K), ¢t — exp(tX) est I'unique solution différentiable
de I'équation différentielle du premier ordre

a(t) = X al(t)

avec la condition initiale a(0) = I,,.

Correction 2.1 :

Démontrons (7). On a

—+o0 i +o0 —+o0 i
X7 Yk XIy#k

=0 k=0 Gk=1

Par ailleurs si X et Y commutent, on peut écrire

<3 o2 XIyk

(X+Y
exp(X +Y) = E: an Z lkl - ;1 Gk
]’:

n=0 ]Jrkn

On en déduit immédiatement (ii) car exp 0 = I,,, puis ().
Comme la série définissant ’exponentielle converge normalement, on peut la dériver
terme a terme. On obtient

d d [{RXT) R X
7 (exptX) = pr (nz% oy ) = ;% = Xexp(tX) = exp(tX) X.

Comme exp 0 = I,,, 'application t — exptX est bien solution de I’équation différentielle
donnée en (iv).

Supposons que a(t) soit une autre solution. On a

% [a(t) exp(—tX)] = d'(t) (exp —tX) + a(t)(—X) (exp —tX)+ =0

et 'on en déduit que a(t) = exptX. O
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Remarque X.0.2. On peut reformuler (7iz) en disant que ¢ — exp ¢t X est un morphisme
de groupes (continu) de R dans GL(n,K). On appelle un tel morphisme un sous-groupe
a un parameétre de GL(n, K).

2. Montrer qu’un morphisme de groupe continu ¢ : R — GL(n,K) est de classe
%¢>°. En déduire que tout sous-groupe a un parametre de GL(n, K) est de la forme
t — exp tX pour un certain X dans M, (K). On pourra commencer par remarquer

que pour tout s,r € R,
x+s S
[ o du=6() [ ot du
x 0
Correction 2.2 :

Soit ¢ : R — GL(n, K) un morphisme de groupes continu. On a pour tout s, z € R,

/HS d(u) du = /S o(x +u) du

par le changement de variable u — x + u. Or ¢(u + ) = ¢(z)p(u) et donc

/z () du = /qs

Montrons que l'on peut choisir s > 0 assez petlt de sorte que fo ) du soit
inversible. L’idée est que pour un tel s, fo ) du est proche de s1,,, donc 1nver51ble
Pour tout s > 0, on écrit

<5 [ 6w = o)) du

é/osgzﬁ(u) du—é/osgb(O) du

Fixons 1 > ¢ > 0. Par continuité de ¢, il existe s > 0 tel que pour tout u € [0; s],
on ait ||p(u) — ¢(0)]| < e. Comme ¢(0) = I,,, on en déduit que

1 S
5/0 ¢(u) du — 1,

Or, toute matrice A € M,,(K) telle que ||I, — A|| < 1 est inversible. En effet, la
série ) A" est normalement convergente, et on vérife que

—A) (Zm) =1, .

On en déduit que X [ ¢(u) du et donc [ ¢(u) du est inversible. L’écriture

:/: o) du x </OS¢(U) du>_l

montre alors que ¢ est de classe €', puis par une récurrence immédiate, de classe
% . De plus, on a pour tout t € R,

Le (iii) de la question 2.1 montre que ¢(t) = exptX avec X = ¢/(0). O
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3. On admet que l'application exp de M, (K) dans lui-méme est de classe €. Cal-
culer la différentielle de exp en 0. En déduire qu’il existe un voisinage U de 0
dans M,,(K) et un voisinage V de Id dans GL(n,K) tels que exp réalise un
difféomorphisme de U sur V. On note Log son inverse.

Correction 2.3 :
On a

|lexp X —exp0— X|| = HX;m

Posons €(X) = > 7, z%' C’est une fonction définie par une série normalement
convergente, donc continue, et €(0) = 0. Ceci montre que la différentielle de 1'ex-
ponentielle a l'origine est 'application identité de M,,(K).

On déduit du théoreme d’inversion locale qu’il existe un voisinage U ouvert de 0
dans M,,(K) et un voisinage ouvert V de I,, dans GL(n,K) tels que 'application
exponentielle réalise un difféomorphisme de U sur V. Au voisinage de I,,, 'inverse

de 'exponentielle est donnée par la série normalement convergente

Log(l, — A)=— ) A

peENX p+ 1

(convergence normale pour ||A|| < 1). Quitte a réduire U et V ci-dessus, on peut
supposer que V = expU est inclus dans la boule ouverte de centre I,, et de rayon
1 de M,,(K), ou le Log est donné par la série ci-dessus. O

4. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V' de Id dans GL(n,K) tel que le seul
sous-groupe de GL(n,K) inclus dans V' soit le sous-groupe trivial {Id}.

Correction 2.4 :

Soit U" un ouvert borné de M,,(K) contenant 0 et contenu dans 'ouvert U de la
question 3 de telle sorte que exp : U’ — exp(U’) soit un difféomorphisme.

Soit G un sous-groupe de GL(n, K) inclus dans V' := exp(U’/2), et g un élément de
G. Par hypothese, ¢ = exp X pour un unique X € U’/2. Supposons par I’absurde
que X soit non nul. Soit p entier maximal tel que pX appartienne a U’/2. Alors
(p+1)X eU'\ (U'/2) et donc gP™ = exp((p+1)X) = exp(Y) pour un Y € U'/2.
Par injectivité de exp sur U’ on aurait (p + 1)X =Y ce qui est absurde. O

5. Soient X et Y dans M, (K). Montrer que

lim [exp (%) exp (%) r — exp(X +Y),

p—o0

lim, [exp (%) exp <%) exp (—%) exp (-%) ]p2 — exp(XY — YX).

Correction 2.5 :

On a exp <%> =1I,+ % + O(#) et exp <%) =1, +X+0(%), doun

X Y X+Y 1
exp (—) exp (—) =1, + + O(_2)
p D p p
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(o) () - (s 5 w0
= exp (pLog <1n + Ay + O(%))) =exp(X +Y + O(%)).

De méme, en poussant les développements au second ordre :

exp (3) = Lt 34 35+ 0k et exp (3) = L+ 5 + 35 + O(x), o

() (3) (3 ()

X X? 1 Y Y? 1 X X? 1 Y Y? 1 b
(543 70G0) (1 437060 ) (1= 354069 ) (1= 34069

On en déduit

J4 p 2p p 2p P
X24Y?2 4+ XY - X2 - XY - VX - V?+ XY 1\"
_ (zn . - ) 4 0(—3))
p p
2
(XY -YX) 1.\"
= (In + T + O(E)
XY -YX 1 1
= exp (p2 Log ([n + (—2) + O(—3)>) =exp(XY —YX +0(-)),
p p p
ce qui conclut la démonstration. O

Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,K). On pose
g={X e M,(K)| exptX € G, (Vt € R)}.

6. Montrer que g est un sous-espace vectoriel réel de M,,(K) stable par

(X,Y) = [X,Y]= XY - YX.

Correction 2.6 :
Supposons X et Y dans g. Il est clair que pour tout A € R, AX € g. Montrons que
X +Y € g. Par la question précédente, on a

exp(t(X +Y)) = lim | exp <%) o (i) I

p—0o0 p

ce qui fait apparaitre exp(t(X +Y')) comme une limite d’éléments de G. Comme G
est fermé par hypothese, on en déduit que pour tout ¢ € R, exp(t(X +Y)) € G, et
donc X +Y € g. On a montré que g est un sous-espace vectoriel réel de M, (K).
Montrons maintenant que [X,Y] = XY — Y X € g. L’argument est le méme. Pour
tout t € R, I’élément

e ()on () on () on ()1

est limite d’une suite d’éléments de G, donc appartient a G, et [X,Y] est dans
g. 0
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7. Montrer que si G est discret dans GL(n,K), alors g = {0}.

Correction 2.7 :

Si G est discret dans GL(n, K), alors il existe un voisinage ouvert V' de I,,, que I'on
peut supposer inclus dans le voisinage V de la question 3, tel que GNV' = {[,}.
Soit X € g. Par définition exp(tX) € G pour tout t € R, mais pour ¢ proche de 0,
exp(tX) € V. On en déduit que exp(tX) = I,,, puis X = 0. O

8. Omn suppose dans la suite G non discret, et connexe (et toujours fermé). Soit (hy)ken,

hy # Id, une suite d’éléments de G tendant vers Id. Soit h une valeur d’adhérence

de la suite ||]1:0gghk§|| (cette suite est bien définie pour k assez grand, et est a valeurs

dans la sphere unité de M,,(K)). Montrer que h € g. On pourra commencer par

Log(hg)
€ 7Z, alors exp (tHLOg(hk)H) eG.

. t
remarquer que si m
Correction 2.8 :

. t -
Si TEoatm = P € Z, alors

Log(fux) = ex 0 = h?
o ({Lagfiy) = v Losth) = € 6

5 = Pk Tk, avee pp € Zoet 1y € [0;1]. On a alors

En général, on écrit —Lt——
& ) TCog (o

Log(hy) -
exp <t||LT(hZ)||) = exp((pr + ri)Log(hy)) = h}F exp(riLog(hg)).

Comme hy, tend vers I,,, on a

exp(ry Log(hy)) = exp(ry Log(L, + (hy — I,,))) =
exp(ry(—1n + hi) +o(L, — hy)) =
In + ’I“k(—ln + hk) + O(In — hk))

dont la limite est I,, lorsque k& tend vers +oo.

Log(hk)
Toe(h] tende vers

En remplacant h; par une sous-suite extraite, de sorte que
h € M,(K) de norme 1, et en passant a la limite, on obtient

exp(th) = l};rglo hRF.

Comme h}* € G pour tout k et que G est fermé, on en déduit que expth € G, ceci
pour tout t € R, et donc h € g. O

9. Soit E un supplémentaire de g dans M,,(K). Montrer qu’il existe un voisinage W
de 0 dans E tel que (expW) NG = {Id}.

Correction 2.9 :

Supposons que tel ne soit pas le cas. On trouve alors une suite X d’éléments de
de E tendant vers 0 et tel que exp X,, € G. Alors la suite hy, = exp X vérifie
les hypotheses de la question précédente. Quitte a remplacer hy par une sous-
suite extraite, on suppose que Log(he)  tend h € M, (K) de norme 1. La question

L I[Log (R
précédente montre que h € g. Mais d’autre part, on a

Log(hx) _ Log(exp X}) _ X cE
|[Log(hx)||  ||Log(exp Xi|| || Xkl ’
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10.

11.
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pour tout k assez grand. On a donc aussi h € E, ce qui implique h = 0. On obtient
donc une contradiction car h est de norme 1. O

Définissons
d: gx FE, (X,)Y)— exp XexpY.

Montrer qu’il existe un voisinage Uy de 0 dans g, un voisinage W, de 0 dans E et
un voisinage V, de Id dans GL(n,K) tels que ® réalise un difféomorphisme entre
Uy X Wy et Vy. Montrer que I'on a alors VyNG = exp Uy. En déduire que localement,
au voisinage de Id, G est une sous-variété .

Correction 2.10 :

D’apres la question 3., 'application ® est différentiable en (0, 0) et d® (o) = IdgxE.
Le théoreme d’inversion locale donne ’existence des ouverts Uy, W, et V, vérifiant
les propriétés voulues. Quitte a restreindre W,, on peut supposer qu’il vérifie
(expWo) NG = {Id}, grace a la question 9. On a alors

Vo NG = (expUyexp Wy) NG.

Soit exp X exp Y un élément de expUyexp Wy NG, avec X € Uy, Y € W,y. Comme
exp X € (G par définition de g, on a expY € G, et donc expY = 1[,, dou Y = 0.
Ainsi

Vo NG = (expUyexpWy) NG = expUp.

Ceci montre que Vy NG est une sous-variété (cours). O

Montrer que G est une sous-variété de M, (K). Montrer que exp g engendre G.
Montrer que 'espace tangent de G en Id est g.

Correction 2.11 :

Soit g € G. L’application L, : M,,(K) — M, (K), X — ¢X est un difféomorphisme.
En effet L, est polynomiale, donc €, et son inverse L,-1 est elle aussi de classe
¢>. De plus L,(I,) = g et Ly(G) = G. On pose Uy, = Ly(Up), Wy = Ly(Wy),
Vy = Lg(Vo) et &5 = L, 0P oLy-1. Par construction, ®, est un difféomorphisme
de U, x W, sur V, qui donne un paramétrage local de G en g.

Soit Gy le sous-groupe de G engendré par expg : ses éléments sont de la forme
J1-.-Gr avec g1, 9o, ..., g € expg. Soit g € Gy. Alors g - expUy est un ouvert de
G contenu dans Gy, ce qui montre que Gy est ouvert dans . Soit g, une suite
d’éléments de Gy qui tend vers un élément g € G. Il existe un k tel que g €
gexp(—Uy) car gexp(—Uy) est un voisinage de g dans G. Donc g € g expUy C G,
ce qui montre que Gy est fermé dans GG. Comme G est connexe, on en déduit que
Go =G,

Soit X € g. Alors a : t + exp(tX) est une courbe de classe ¢! dont la trace
est dans G. Comme «(0) = [, et &/(0) = X, on voit que X est dans 'espace
tangent a G en I,. Réciproquement, si o : t — «(t) est une courbe de classe
%! dont la trace est dans G avec «(0) = I,,, on peut écrire pour ¢ assez petit
a(t) = exp B(t) ol 3 est une courbe dans Uy de classe € telle que 3(0) = 0. On a
a/(0) = dexpy(5(0)) = p'(0) et donc o/(0) € g. Ceci montre que réciproquement
I'espace tangent a G en I, est inclus dans g, et donne 'identité voulue. O]
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12. Expliciter g lorsque G = SL(n,R), SO(n).

Correction 2.12 :
Soit X € M,(R) telle que exp(tX) € SL(n,R) pour tout ¢t € R. On a donc

det(exp(tX)) = exp(Tr (tX)) = exp(tTr (X)) =1, (t€R).

En dérivant, on obtient Tr (X) = 0. Réciproquement, soit X € M, (R) de trace
nulle. On a alors

det(exp(tX)) = exp(Tr (tX)) = exp(0) =1, (t € R).

et donc X € g. Ceci montre que I'algebre de Lie de G = SL(n, R) est le sous-espace
vectoriel de M,,(R) constitué des matrices de trace nulle.

De méme, soit X € M, (R) telle que exp(tX) € SO(n) pour tout t € R. On a donc
T(exp(tX))exp(tX)=1,, (t€R)

ou "A désigne la transposée de la matrice A. En dérivant et en évaluant en t = 0,
on trouve "X + X = 0. Réciproquement, soit X € M,,(R) antisymétrique. On a
alors

T(exp(tX))exp(tX) = exp(t"X) exp(tX) = exp(—tX)exp(tX) = I,, (t €R),

et donc X € g. Ceci montre que 1’algebre de Lie de G = SO(n, R) est le sous-espace
vectoriel de M,,(R) constitué des matrices antisymétriques.
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Controle classant du 4 juillet 2013

Probleme 1

L’objet de ce probleme est d’étudier les surfaces de révolution. Les différentes parties
sont largement indépendantes. Les questions marquées (*) sont (1égérement) plus difficiles.

On note (e, e, e3) la base canonique de R et D la droite vectorielle de vecteur
directeur es.

A. Soit . une surface de R3 telle que D N.¥ = () et () = .% pour toute rotation
r de 'espace d’axe D. On note r; la rotation de 'espace d’axe D et d’angle ¢, dont la
matrice dans la base canonique est donnée par

cost sint 0
R, = [ —sint cost 0
0 0 1

A1. Montrer que l'intersection de . avec un plan vectoriel P contenant D est non
vide. (On admettra que si P’ est un autre plan vectoriel contenant D, il existe une rotation
de l'espace r d’axe D telle que r(P') = P).

A2. Pour p € . N P, notons a : R — R3¢ — Ry(p). Montrer que a est un arc
paramétré dont la trace est dans . et que o/(0) = p A e3. En déduire que I'intersection
de P et . est transverse en p.

A3. Soit Py le plan vectoriel engendré par e; et e3. Montrer que ¢ = Py N . est une
sous-variété de dimension 1 de R3.

A4. Soit B : I — R? un paramétrage local de €, ot I est un intervalle ouvert de R.
Posons f(t) = (51(t), Ba(t), B5(t)) pour tout ¢ € I. Montrer que pour tout 6 € R,

x: 1 x)0;0 427 — R (u,v) — (Bi(u) cosv, —B;(u)sinv, Bs(u))

est un paramétrage local de ..

B. Soit . une surface de R?® paramétrée globalement par
x: 1 x1]0;0+2r[ =R  (u,v) — (Br(u)cosv, —B1(u)sinwv, Bs(u))

ouf eR, et f:1— Py, B(t) = (H(t),0,P5(t)) est un paramétrage local par la longueur
de I'arc d'une sous-variété € de dimension 1 de R? contenue dans le demi-plan

Pt ={(2,0,2) € R z > 0}

(donc B41(t) > 0 pour tout ¢t € I).

B1. Calculer les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de . dans le
paramétrage X.

B2. Méme question pour les coefficients e, f, g de la seconde forme fondamentale.
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B3. En déduire la courbure de Gauss, la courbure moyenne, et les courbures princi-
pales.

B4 (*). Caractériser les surfaces ci-dessus dont la courbure de Gauss est constante
égale a K = 0. Méme question pour K = +1 puis K = —1.

C. On reprend les hypotheses du B. Montrer que 'aire de la surface . est égale a
21 [, f1(u) du

D. On reprend les hypotheses du B.
D1. Montrer que pour v € |0 ;6 + 2r[ fixé, la courbe

v (Br(u) cosv, —fr(u) sinw, f3(u))

est une géodésique de .. (Une telle courbe s’appelle un méridien de .¥).

D2. Montrer que pour u € [ fixé, la courbe

v v (B1(u) cosv, — B (u) sinwv, B3(u))

(une telle courbe s’appelle un parallele de .¥) est une géodésique de . si et seulement si
p = x(u,v) est un point critique de la fonction

f: =R, p=(p1,p2p3)+— f(p)=d(p,D)* = pi+ps.

D3. Soit ¢ — 7(t) une géodésique paramétrée par la longueur de l'arc de .#. Notons
f(t) =d(y(t), D) = |les Ay(t)|| la distance de (t) a 'axe D et

{es A(1), 7' (1))
lles Ay @I I ()]

'angle que fait 7/(t) avec le parallele passant par ~(¢).

p(t) =

Montrer que ¢ — f(t)p(t) est constante. On pourra montrer que la normale a .% en
v(t) est dans le plan engendré par es et y(t).

Probleme 2

Soient (ey, s, ..., €2,) la base canonique de R*" et S*"~! la sphere unité de cet espace.

E1. Montrer que le champ de vecteurs X de R?" défini par

X(21, 20, ..., %) = E —X9;€2;—1 + T2;_1€2;
i=1

est tangent a la sphere (et donc se restreint en un champ de vecteurs tangents sur la
sphere).

E2. Lorsque n = 2, définir deux autres champs de vecteurs Y et Z, tangents a la
sphere, tels que X, Y et Z soient linéairements indépendants en chaque point de S?.
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a —b —c
.. b a d c
Indication. ¢ —d a —b —1
d ¢ —=b —a

E3. En déduire que I'espace tangent
TS? = {(p,v) € $* x R*}v € T,S*}

est difféomorphe & S? x R3.
E4. (*) Montrer que

TS' = {(p,v) € S' x R?*|v € T,S'}
est difféomorphe & S' x R mais que
TS? = {(p,v) € $* x R*jv € T,§*}

n’est pas difféomorphe a S? x R2.

Probléeme 3

On note p : t — (cost,sint) la projection standard de R sur le cercle S', et J la
rotation d’angle 7 du plan euclidien orienté R2.

F1. Montrer que pour tout p, J(p) est un vecteur unitaire tangent au cercle S* en p.

Soient f : S! — S! une application de classe € du cercle dans lui-méme et f =
fop: R — S On définit, pour tout p € S,

Jac(f)(p) = (J(f(p)), dfp(J(p)))-

F2. Montrer que pour tout p € St,
dfy(J(p)) = Jac(f)(p) x J(f(p)),

puis que pour tout t € R,

Fi(#) = Jac(f)(p(t)) = J(f(1)).

On pose pour tout t € R,

oll ¢ € R est tel que p(c) = f(0), et k(t) = p(k(t)).
F 3. On pose, pour tout t € R, h(t) = || f(t) — k(t)||>. Montrer que
W(t) = =2((f(t), (1)) + (k(2), f'(t))) = 0.

En déduire & est un relevement de f, puis que

deg(£) = 5= [ Jaclpl) .
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Corrigé du controle classant 2013

Al. Comme . est non vide, elle contient un point p. Soit P’ un plan vectoriel contenant
D et p. 1l existe une rotation de r de I'espace d’axe D telle que r(P') = P. On a donc
r(p))er(PPNne)=r(P)Nr(Y)=PnN., ce qui montre que . N P est non vide.

A2.Sip = (p1,p2,p3), 0n a «t) = (costp;+sintps, — sin tp; +cos tpy, p3) ce qui montre
que « est un arc paramétré. Sa trace est dans . puisque . est invariante par r;. On a
o/ (t) = (—sintpy + costpsy, — costp; — sintpy, 0), d’out &/(0) = (p2, —p1,0) = p A es.

Comme p,e3 € P pAes=a'(0) ¢ P et comme o(0) € T,.7, T, n'est pas P. On a
alors T,P + T, = P + T, = R3, ce qui montre que l'intersection est transverse.

A3. I’application x est injective car si
(B1(u) cosv, —B1(u) sinwv, B3(u)) = (1 (u') cosv’, —B1(u') sinv’, B3(u'))
alors B (u)? = B1(uw)? et B3(u) = B3(u’). Or By ne s’annule pas (. N D = @) donc garde

un signe constant), et 'on obtient f(u) = f(u') d’ott w = u’ car § est un paramétrage de
% . De la, on tire facilement v = v'.

L’application x est une immersion, car en ¢ = (u,v), la matrice de dx, dans les bases
canoniques de R? et R? est

Bi(u)cosv  —pf(u)sinw
—pB1(u)sinv  —p(u) cosv
B(u) 0

qui est de toujours de rang 2, car /1 ne s’annule pas et 1, f5 ne s’annulent pas simul-
tanément.

B. Le calcul ci-dessus donne

Xy (u,v) = (B1(u) cosv, =1 (u) sinw, f5(u)), Xy(u,v) = (=F1(u)sinv, —F;(u) cosv,0).
D’ou
E(u,v) = (xu(u,v), %, (u, v)) = Bi(u)* + B3(u)* =1,
Fu,v) = Xu(u, v), % (u, v)) =0,
G (u,v) = (X, (u,v), %, (u,v)) = B1(u)?

Comme (x,(u,v),x,(u,v)) =0,
[I¢u (1, 0) A xy (u, 0) || =[x (u, 0| X ||%0 ()| = Br(w).
On a aussi
Xuu (U, v) = (B7 (u) cosv, — 7 (u) sinv, B3 (u)),
Xuv(u7 U) = <_51 (U) SiH’U, _ﬂi (u) COS v, 0)7
Xy (U, v) = (=1 (u) cos v, B1(u) sinv, 0).
On calcule donc

1

[I¢u(u, v) Axy(u, 0)]|

det(xu, Xy (1, v), Xuu) = B () By () — B (u) B3 (w),

e(u,v) =
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1
[[¢u(u, v) Axy(u, v)]

1 /
e (,0) A ()] 4G (10, om) = =) ().

eg = J2 _ —Bu(w)Bs(w)(BY (u)Bs(u) — Bi(u)B5(u))

f(u7 U) =

det(xy, X, (U, V), Xy) = 0,

g(u,v) = ‘

Blwo)=pe—F = Br(u)?
_ —Ba(w) (B (u) By (u) — B (u) 35 (u))
Bi(u)

Comme [ est un paramétrage par la longueur de l’arc, on a
Bi(u)® + By(u)* =1,
d’ou,
A1 (w)By () + B3(u)B5 (u) = 0.
On en déduit

K (u,0) = —B(w)?By (u) — B (w)2By (w)  —Bi(u)

Br(u) - Biu)
_1eG+Eg—2Ff* 1/e g\
Ho) == =3 (5t 6) -

— 5 (@0 - Bwsw - 2.

Bi(u)
Comme les courbures principales k; et ko sont solutions de

X?—2HX + K =0

—_l(e g T it 4di
avec H = ( 7+ G) et K = ££, on voit immédiatement que

ki = E = 5?(“)@%(“) — B (u)ﬁg(u)

o _ B
2 G 51(U>
C.On a
A(S) = 1% (u, v) A xy(u,v)|| dudv = f1(u) dudv = QW/BI(U) du.
IxJ IxJ I

D. On a v"(u) = (87 (u) cosv, =87 (u) sinv, 55 (u)). comme [ est un paramétrage par
la longueur de I'arc, on a
Bi(w)® + B3(u)* = 1,
d’ou,
B1(u) By (u) + B3(u) 5 (u) = 0.

Ainsi
(7" (u), x4 (u,v)) = b7 (u) cosvfi(u) cosv + B (u) sinvf(u) sinv + B3 (u)B5(u)

= 37 (u) 81 (u) + B4 (u)B5(u) = 0.
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De meéme
(7"(u), %, (u,v)) = =67 (u) cos vB; (u) sinv + B (u) sinv — B (u) cosv = 0.

Ceci montre, comme (x,(u,v), X,(u, v)) est une base du plan tangent en . en x(u, v),
que la composante tangentielle de v”(u) est nulle, et donc ~y est une géodésique.

D2. Le point p = (p1,p2, p3) est un point critique de la fonction f si et seulement si
df, est nulle. Donc x,(u,v) est un point critique de f si et seulement si d(f o X)) est
nulle. Comme (f o x(u,v) = B1(u)?cos? v + B (u)?sin® v = B;(u)?, on a

((f © X)U(uv U)v (f © X)U(U, U) = (251 (U)ﬁi (u)v O))

ce qui montre que x,(u,v) est un point critique de f si et seulement si 1 (u) = 0.

D’autre part
7"(v) = (=pi(u) cosv, Bi(u) sinv, 0)

et donc
(7" (v), xu(u,v)) = —B1(u) cos vy (u) cosv — By (u) sin vy (u) sinv = — G (u) B (u)

(7" (v), %4 (u,v)) = B1(u) cosvfBi(u) sinv — By (u) sin v (u) cosv =0

et donc v est une géodésique si et seulement si 5] (u) = 0.

E1l. Si pP= (p17p27 <o ,an) € 82n—17 on a

n

(X(p),p) = — Z —P2iP2i—1 + P2, —1p2i = 0,

i=1

ce qui montre que X (p) € 1,81 = pt.

E2. Pour tout p = (pi1, p2, p3, ps) € R*, posons

X(p) = (=p2,p1, —pa,p3), Y (p) = (—ps,pa,p1,—p2), Z(p) = (pa,p3, —pP2, —p1).

Comme ci-dessus, on vérifie facilement que Y (p), Z(p) € T,5*"~! =. L’indication nous dit
que det(p, X(p),Y(p), Z(p)) = —1, et donc (X(p),Y(p), Z(p)) est une famille libre, en
tout point p. C’est donc une base de I'espace tangent 7,S%" 1.

E3. Considérons I'application
xR =S xR, (p,(a,b,0) = (p,aX(p) +bY (p) + cZ(p)).

D’apres ce qui précede, elle est a valeur dans T'S®. Elle est clairement différentiable. Son
injectivité, et sa surjectivité (sur TS?"~!) sont immédiate par le fait que (X (p), Y (p), Z(p))
est une base de I'espace tangent 7,S? en tout point p. D’autre part, c’est une immersion,
car pour tout (w, (hy, he, h3)) € T,TS* ! x R3,

AP p,(a,b,c)) (W, (M1, b2, hg)) = (w, (@ dXy(w)+hi X (p), bdY,(w)+heY (p), cdZy(w)+hsZ(p))),

et donc si d®, (4p,))(w, (h1, ke, hg)) = 0, alors w = 0, puis hy = hy = hg = 0. On conclut
que ® est un difféomorphisme de S* x R3 sur T'S?.
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F1. Un vecteur normal unitaire a .%’! au point p est donné par le vecteur p lui-méme.
L’espace tangent & .#! en p est 'orthogonal de p, c’est-a-dire le sous espace engendré par
J(p). D’autre part J(p) est de norme 1, donc {J(p)} est une base orthonormale de 7,S'.

F2. D’apres la premiere question, J(p) est dans l'espace tangent a S! en p, et df,
envoie cet espace tangent sur Pespace tangent a S' en f(p). Comme {J(f(p))} est une
base orthonormale de cet espace tangent, on a

df,(J(p)) = (J(p), dfo(J(p))) J(f(p))-
Comme f'(t) = (f o p)'(t) = dfpuy('(t)) et que p/(t) = (—sint, cost) = J(p(t)), on a
F'(t) = dfpy (T (p(1))) = (T (p(1)), dfpiry (T (p(1)))) T(f((t))) = Tac(f)(p(t) I (F(t))-

F3. On a B ) ) )

W{(t) = 2(f(t) = k(1), f(t) — K'(2)).
= 1 pour tout ¢t € R, on a en dérivant (f(t), f'(t)) = 0. De méme
en déduit

Comme (f(t), f(t
t)) =0

)
(k(t), k'(t)) = 0. On

On a aussi

d’ou

—~
~
SN—
SN—
ol
—
~
N—
=
v

W(t) = =2 (<f(t), J(k(8))Jac(f)(p(t)) + (Jac(f)(p(t))J(f
= —2Jac(f)(p(t)) <<f(t)> J(k(1)) + (J(F(2)), k(t))) = 0.

La derniere égalité s’obtient car J? = —Idge, et quels que soient a,b € R?,
(a, J (b)) = (J(a), *(b)) = —(J(a), ).

On a aussi k(0) = p(k(0)) = p(c) = f(0). Ceci montre que h est constante, égale & 0,
donc que f =k, c’est-a-dire que k est un relevement de f.

On a donc

deg(f) = %(k’ er/ Jac(f
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Controle classant du 2 juillet 2014

Les résultats du cours ou des exercices vus en travaux dirigés peuvent étre utilisés en
donnant des références précises.

Toutes les sous-variétés considérées, ainsi que les applications entre celles-ci, sont sup-
posées de classe €°°.

Probleme 1

Soient Y et Z deux sous-variétés, avec Z C Y. On note my et myz leur dimension
respective. On admet 1’énoncé suivant, qui généralise un résultat du cours :

E) Pour tout 2y € Z, il existe un voisinage V,, de z dans Y et une application
g€ Vzo
o: VY, — R

telle que 0 soit valeur réguliere de @ (c’est-a-dire que pour tout z € V,; tel que ®(z) = 0,
dd, : T.Y — R™ ™z egst surjective), et

o'({0}) = Z NV,

1. Soit z € Z et soient V,, & comme dans (£). Montrer que
T,7Z = kerd®,.

2. Soit f : X — Y une application entre une sous-variété X et la sous-variété Y
considérée précédemment. Soit z € Z et soient V,, ® comme dans (F). Montrer que
U := ® o f est une submersion en un point x € X tel que f(x) = z si et seulement si

T.Y = T.7 + Im df,.

3. Supposons que pour tout x € X tel que z = f(x) € Z la condition
(T) T.Y =T.7Z + Im df,

soit vérifiée. Montrer que W := f~1(Z) est une sous-variété.
4.Six e W, et z = f(x), montrer que

T.W =df; (T.2).

5. Quelle est la dimension de W en fonction de la dimension myx de X, my et mz?

6. Soit V une sous-variété et g : V' — V une application différentiable. On suppose
que pour tout x € V tel que g(x) = x, 'endomorphisme dg, : T,V — T,V n’admet pas
la valeur propre 1.

En considérant Y = V x V| la sous-variété Z = A(V) = {(z,z) € Y,z € V} et
une application bien choisie f : Z — Y, montrer que I’ensemble des points z € V tels
que g(z) = x est une sous-variété de dimension 0. En déduire que si V' est compact,

cet ensemble est fini. (On utilisera sans les redémontrer les identifications T{, .Y =
T,V x T,V et le difffomorphisme V' ~ 7).
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Probleme 11

Soit @ : I — R? un arc paramétré par la longueur de l'arc tel que « réalise un
homéomorphisme entre l'intervalle I et son image ¢ := «([), de sorte que € est une
sous-variété de R?. On plonge R? dans R?® par (x,y) — (x,y,0). On note (e, ez, e3) la
base canonique de R3. On note respectivement

T2 RP = R?, (2,9,2) = (2,9,0), m:RP=R (2,9,2)—(0,0,2)
les projections orthogonales de R? sur R? et R - e3 respectivement. On définit

x: I xR — R (u,v) — alu) + ves.

1. Montrer que . := x(I x R) est une sous-varié¢té de R3. (On pourra commencer par
montrer que x est injective et donner une expression de son inverse a 1’aide de I'inverse
de a: I — a(I) =% et de m2 et ).

2. Calculer les coefficients des premiere et seconde formes fondamentales de .¥ dans
le paramétrage x. En déduire que la courbure de Gauss K est identiquement nulle et que
la courbure moyenne vaut H(x(u,v)) = —3¢(u), ott 3(u) est la courbure algébrique de
l'arc o dans le plan orienté R2.

3. Dans cette question .7 est une surface quelconque de R3. Soit p un point de .
et supposons qu'un segment de droite passant par p soit contenu dans .. Paramétrons
celui-ci par v : t = p + ta pour un certain vecteur a de R de norme 1, sur un intervalle
J de R contenant 0. Montrer que v est une géodésique de ..

4. Revenons a la surface . de notre probleme. D’apres la question précédente, pour
tout u € I, la droite t — a(u) + teg, t € R est une géodésique de .. Notre but est
maintenant de déterminer les géodésiques de .¥ qui ne sont pas de cette forme.

a. Soit v : J — % une géodésique qui n’est pas une droite verticale. Montrer que
pour tout s € J, 7/(s) n’est jamais colinéaire a e.

b. En déduire que w30y : J — € est localement injective, c’est-a-dire que pour tout
s € J, il existe un intervalle J, contenant s ou 75 0 7y est injective.

c. On suppose que w5 0 v est injective. Montrer qu’il existe un difféomorphisme 6 :
J — I et une fonction F': J — R tels que

7(s) = mia(1(s)) + ma(3(s)) = al6(s)) + F(s)es.

d. En utilisant le fait que la composante tangentielle de 4" est nulle, montrer que 6 et
I sont des fonctions affines.

e. Conclure sur la forme des géodésiques maximales de .7 .

Probleme II1

Soit . une surface compacte connexe de R?. On suppose que l'application de Gauss
N : .7 — S? est injective.

Montrer que la courbure de Gauss ne peut pas prendre de valeurs strictement négatives
puis que [, K(p) dp = 4.
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Question subsidiaire (hors baréme)

Démontrer I’énoncé (E) du probleme I.

Corrigé du controle classant du 2 juillet 2014

[. L’énoncé (F) est une généralisation de la proposition 1.4.6. Sa < réciproque > est la
proposition 1.8.29.

I.1. Soit v € T,Z. Soit av: I — Z un arc paramétré tracé dans V, N Z avec o(0) = z
et &/(0) =v € T,Z. On a pour tout t € I, ®(«(t)) =0, et en différentiant

Ao (0 (1)) = 0.

En t = 0, ceci donne d®,(v) = 0. Ainsi T, Z C ker d®,. Pour montrer ’égalité, on compare
les dimensions : par le théoreme du rang,

dim(Imd®,) = dim7,Y — dim(ker d®,)

Comme 0 est valeur réguliere, d®. est surjective et le membre de gauche est my — my.
Le membre de droite est my — dim(ker d®,), d’'ou dim 7,7 = my = dim(ker d®,).

[2. dV, = d(® o f), = do, odf, : T,X — R"™ ™z Supposons dV, surjective.
Soit v € T,Y. Posons w = d®,(v). Par hypothese, il existe u € T, X tel que d¥,(u) =
d®.(df,(u)) = w. Ainsi df,(u) — v € ker d®, = T,Z. Ceci montre que v € T,Z + Im df,.

Réciproquement, si 1.Y =T, 7 + Im df,, on a
R™ ™2 = 4o (T,Y) = d®,(T,Z + Im df,) = d®,(ker d®, + Im df,,)
=d®,(Imdf,) = Imd®, odf, = ImdV,.

[.3. La condition pour étre une sous-variété est locale. Prenons donc a € f~1(Z2),
posons b = f(a) € Z et soient Vj, ® comme dans (E). Sur Vouvert U, := f~1(V})
définissons ¥ = ®o f : U, — R™ ™2 On a donc U, NW = ¥~1({0}). D’autre part, pour
tout © € U, N W, en posant z = f(x) € Z, on a, par hypothese et d’apres la question
précédente,

(1) d¥,(T,X) = dP.(Imdf,) = dD.(Imdf, + ker dP.) = dd.(T.Y) = R™ ™7,

1 montre qu - urjective. mim 1 vral pour tout = ., on vol
Ceci montre que d¥, est surjective. Comme ceci est vrai pour tout x € W NU,, on voit
que 0 est une valeur réguliere de W. Ceci montre que W est une sous-variété.

[.4. Soit x € W. Posons z = f(z) € Z. Ce qui précede, avec les mémes notations montre
que T,W = ker d¥, = ker(d®, o df,). Autrement dit T,W = df(kerd®,) = df (T, 7).

[.5. L’équation (1) montre que
my —myx =dimImd¥, = myxy — dimker ¥,

et d’autre part dimker ¥, = dim 7, X = dim W. On trouve donc dim W = myx —my +my.
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1.6 On prend f(z,z) = (g(z),x). On a alors W = f~1(Z) = {(z,2) € Y, g(x) = z}.
Cet ensemble correspond a l’ensemble des points fixes de g via le difféfomorphisme entre
Vet Z. On a quels que soient v,w € T,V

df(ac,x) (Uv U) = (dga: (U)v U)'

L’espace tangent a Z en (x,x) est {(u,u) € T,V x T,V =T, )Y }. On voit alors que la
condition (7") est vérifiée dans ce cadre si tout vecteur (s,t) € T,V x T,V = T, )Y peut
s’écrire sous la forme
(s,t) = (dgz(v),v) + (u,u)

pour certains u, v, € T,.V. C’est un systeme linéaire qui est de Cramer si et seulement si
Idy,v — dg, est inversible, ce qui est la condition de I’énoncé. D’apres ce qui précede, W
est une sous variété de dimension myz — my +myz = 0. Si V' est compacte, Z aussi, et W
est un ensemble discret dans un compact, donc fini.

IT.1 On vérifie facilement que x est injective : si x(u1,v1) = x(u1,v9), on a a(ur) +
vies = a(uy)+vges. Par indépendance linéaire, on en déduit que a(u;) = a(uq) et vy = vs.
Comme « est injective, on a u; = us.

Soit (z,y,z) un point de .. On cherche une formule pour (u,v) tel que x(u,v) =
(x,9,2). On a nécessairement v = z et (z,y) € ¢ = a(u). Donc si 'on note ™t : € — I
I'inverse de a, on a u = o *((z,y)). Donc (z,y, 2) — (o *((z,y)), 2) est 'inverse de x, et
I'on voit que cet inverse est continu, donc x est un homéomorphisme sur son image.

Montrons enfin que x est une immersion. Quels que soient (u,v) € I x R et (hy, hy) €
R2?,

dX(u,p)(h1, ho) = (R (w), ha).
Ceci est nul si et seulement si hy = 0 et hya/(u) = 0. Comme o' ne s’annule pas, hy = 0.

Ainsi x est une immersion injective qui réalise un homéomorphisme sur son image.
Celle-ci est donc une sous-variété.

I1.2 On calcule : x,(u,v) = o/ (u), X,(u,v) = ez et donc
E=((u),d(uw)=1 G=1, F=0.

On a aussi Xy, (u,v) = o (u), Xyp(u,v) =0, Xyp(u,v) =0 et ||x, A x,|| =1, d’out
e =det(a'(u),e3,a"(u)), f=0, g¢g=0.

On en déduit K =0 et H = 35 det(a/(u), e3, @’ (u)). Or

)

det(a/(u), e3,a”(u)) = —det(a(u), " (u), e3) = —(a/(u) A " (u), e3)

et o (u) = »(u) 1(u), ou 7i(u) est le vecteur normal unitaire a I’arc a en u et 3¢ la courbure
algébrique de o dans le plan orienté R?. En particulier o’ (u) A 7 = e3. On obtient donc
1
H = ——x(u).
)
I1.3. 7"(t) = 0, en particulier [y"(¢)]" = 0.
I1.4.a Si+/(sg) est colinéaire a es, alors d’apres le théoreme d’existence et d'unicité des
géodésiques, v = 7,, (notation du cours) avec p = v(sg) et v = 7'(s¢), et v est alors une
droite verticale : contradiction.
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I1.4.b. Comme ~ est une géodésique, ' ne s’annule pas. D’autre part

7(s) = m2(7(s)) + ms(v(s))

et donc

V'(s) = m2(7(s)) + m3(v'(s))
D’apres 4.a, m12(7/(s)) ne s’annule pas. D’apres le théoreme d’inversion locale, pour tout
s € J, il existe un intervalle ouvert J; contenant s tel que s — m2(7/(s)) réalise un
difffomorphisme avec son image (un voisinage de 7(y(s)) dans %).
I1.4.c Reprenons linverse a=! : 4 — I déja considéré ci-dessus, et posons 6 :
J — I, 0(s) = a(ma(y(s))). Posons m3(y(s)) = F(s)es. Il est clair que 6 et F sont
différentiables. On a donc

V(s) = m2(y(s)) + m3(7(s)) = a(0(s)) + F(s)es.
d’ou
7'(s) = 0'(s)d/ (0(s)) + F'(s)es.
D’apres 4.a, 6’ ne s’annule pas, et donc @ est un difféomorphisme sur son image.

II.4.d On a
7"(5) = 0"(s)a/ (B(s)) + 0'(5)*" (8(s)) + F"(s)es.

Il est clair que ¢'(s)?a”(0(s)) est une composante normale car une base de T, est
(o/(s),e3) et a”(s) est orthogonal a ces deux vecteurs. La composante tangentielle de
v"(s) est donc 0”(s)a/(0(s)) + F"(s)es. Comme v est une géodésique, cette composante
tangentielle est nulle, et comme o/ (0(s)) et e sont linéairement indépendants, on voit que
0" =0, F” =0, ce qui permet de conclure.

I1.4.e Quitte a faire un changement de variable affine sur la variable, on peut supposer
que J C I et que 6 est 'identité (ceci ne change pas le fait que v est une géodésique).
Ainsi, sur un intervalle J C I ol 5 0y est injective, on a

v(s) = a(s) + (as + b)es

pour certaines constantes a,b € R. Par le théoreme d’unicité globale des géodésiques, une
géodésique maximale qui n’est pas une droite verticale passant par un point de % est
aussi de cette forme et son intervalle de définition maximal est I (en particulier, on voit
a posteriori que 5 0 y reste injective sur I).

II1.1 On sait (exercice 2 feuille 5) que la restriction de N a Sx>¢ est surjective. Donc
si N est injective sur ., on a donc nécessairement . = .S >o.

IT1.2 Appliquons la formule de changement de variables a la fonction constante égale
a 1 sur . pour le changement de variables N. On a

L Jac(N) (p)|dp = / n(,1)(q) dg.

SQ

On a |Jac(N)(p)| = |K(p)|] = K(p) car K > 0 d’apres la question précédente. D’autre
part, N est une bijection, donc n(N,1)(¢g) = 1 si ¢ est une valeur réguliere de N et 0
sinon. Notons A 'ensemble des valeurs singulieres de N dans S%. C’est un ensemble de
mesure nulle. On obtient donc

/ K(p)dp:/ 1dg :/ 1dg = 4.
% $2\A 52
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