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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a des propriétés arithmétiques de variétés algébriques. Elle contient
deux parties et huit chapitres que 'on peut lire independamment. Dans la premiére partie on étudie
la R-équivalence sur les points rationnels des variétés algébriques. Au chapitre 1.1 on établit que pour
certaines familles projectives et lisses X — Y de variétés géométriquement rationnelles sur un corps
local k de caractéristique nulle le nombre des classes de R-équivalence de la fibre X (k) est localement
constant quand y varie dans Y (k). Au chapitre 1.2 on s’intéresse a des variétés rationnellement simple-
ment connexes. On établit que la R-équivalence est triviale sur de telles variétés définies sur C(¢). Au
chapitre 1.3 on introduit une autre relation d’équivalence sur les points rationnels des variétés définies
sur un corps muni d’une valuation discréte et on étudie quelques propriétés de cette relation d’équiva-
lence. Au chapitre 1.4 on étudie la R-équivalence sur les variétés rationnellement connexes définies sur
les corps réels clos ou p-adiquement clos. La deuxiéme partie de cette thése est consacrée a ’étude de
quelques questions liées & la cohomologie non ramifiée. Au chapitre I1.1 on utilise le groupe H3 (X, 7Z/2)
pour donner un exemple d’une variété projective et lisse géométriquement rationnelle X, définie sur un
corps fini F,, telle que I'application CH?(X) — CH*(X XF, IF‘p)Gal(]FP/FP) n’est pas surjective. Au cha-
pitre I1.2 on s’intéresse aux fibrations au-dessus d’une surface sur un corps fini dont la fibre générique
est une variété de Severi-Brauer et on montre que le troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée
s’annule pour de telles variétés. Au chapitre I1.3, on établit I'invariance birationnelle de certains termes
de la suite spectrale de Bloch et Ogus pour des variétés sur un corps de dimension cohomologique
bornée. Sur un corps fini, on relie un de ces invariants avec le conoyau de 'application classe de cycle
CH" Y X)®Z; — H;" (X, Zi(n—1)). Au chapitre I1.4, on s’intéresse a «borner» la ramification des
éléments des groupes de cohomologie H" (K, Z/n), r > 0, si K est le corps des fonctions d’une variété
intégre définie sur un corps de caractéristique nulle k.

Mots-clefs : R-équivalence, variétés rationnellement connexes, groupes de Chow, cohomologie non
ramifiée.

TWO CONTRIBUTIONS TO THE ARITHMETIC OF VARIETIES : R-EQUIVALENCE AND
UNRAMIFIED COHOMOLOGY

Abstract

In this Ph.D. thesis, we investigate some arithmetic properties of algebraic varieties. The thesis
consists of two parts, divided into eight chapters. The first part is devoted to the study of R-equivalence
on rational points of algebraic varieties. In chapter 1.1, we prove that for some families X — Y of
smooth projective geometrically rational varieties defined over a finite extension of Q,, the number of
R-equivalence classes on X, (k) is a locally constant function on Y (k). In chapter 1.2, we establish the
triviality of R-equivalence for rationally simply connected varieties defined over C(¢). In chapter 1.3,
we introduce and analyze a different equivalence relation on rational points of varieties defined over a
field equipped with a discrete valuation, and then compare it with R-equivalence. In chapter 1.4, we
study R-equivalence for varieties over real closed and p-adically closed fields. The second part of the
thesis deals with some questions involving unramified cohomology. In chapter II.1, we use the group
H3.(X,Z/2) to give an example of a smooth, projective, geometrically rational variety X defined over
a finite field F,, such that the map CH?(X) — CH?*(X)%(/F») is not surjective. In chapter 11.2,
we prove the vanishing of the third unramified cohomology group for certain fibrations over a surface
defined over a finite field whose generic fibre is a Severi-Brauer variety. In chapter I1.3, we show that
certain terms of the Bloch-Ogus spectral sequence are birational invariants for varieties over fields of
bounded cohomological dimension. Then in the case of a finite field, we relate one of these invariants
to the cokernel of the cycle class map CH" Y (X)®Z; — H2 *(X,Z;(n—1)). Finally, in chapter I1.4,
we establish a «bound» for ramification of elements of the group H"(K,Z/n), r > 0, where K is the
function field of an integral variety defined over a field of characteristic zero.

Keywords : R-equivalence, rationally connected varieties, Chow groups, unramified cohomology.
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Introduction générale

Le théme général de cette thése est I’étude des propriétés arithmétiques des variétés algé-
briques. Elle est formée de deux parties indépendantes, précédées chacune d’une introduction,
et de huit chapitres. Décrivons ici les questions que ’on considére.

Dans la premiére partie, on s’intéresse a [’étude de la R-équivalence. Soit k£ un corps et soit
X une variété propre sur k. On dit que deux points rationnels x1,x9 € X (k) sont directement
R-liés il existe un morphisme p : P — X tel que p(0 : 1) = 21 et p(1 : 0) = z9. On
appelle R-équivalence la relation d’équivalence engendrée et on note X (k)/R l'ensemble des
classes de R-équivalence. D’aprés un résultat de Kollar [Kol04|, 'ensemble X (k)/R est fini
pour X une variété projective et lisse (séparablement) rationnellement conneze, définie sur un
corps local. Dans le premier chapitre de cette partie, en utilisant la méthode de la descente
de Colliot-Théléne et Sansuc (|[CTSan79|,[CTSan87]), on montre que pour certaines familles
projectives et lisses f : X — Y de variétés rationnelles sur un corps local k de caractéristique
nulle le nombre des classes de R-équivalence de la fibre X, (k) est localement constant quand
y varie dans Y (k). Dans le deuxiéme chapitre, suivant les travaux de de Jong et Starr [dJS],
on s’intéresse aux variétés rationnellement simplement connexes et on étudie la R-équivalence
sur de telles variétés. On établit que pour k& = C(t) et pour X une variété projective sur k
rationnellement simplement connexe, I’ensemble des classes de R-équivalence est réduit a un
élément. Dans le troisiéme chapitre, ’étude de la R-équivalence sur les variétés définies sur
les corps p-adiques nous améne & introduire une autre notion d’équivalence, qu’on appelle la
Ri-équivalence et dont on étudie quelques propriétés. Dans le quatriéme chapitre, on s’intéresse
a ’étude de la R-équivalence sur les variétés rationnellement connexes définies sur les corps
réels clos ou p-adiquement clos.

Dans la deuxiéme partie, on étudie quelques problémes liés & la cohomologie non ramifiée.
Soit k un corps. A toute k-variété intégre on associe ([BO74], [CTO89], [CT95a]) les groupes
de cohomologie non ramifice Hp (X, uS%) qui sont des invariants birationnels des k-variétés
intégres. Pour X propre et lisse, ces groupes apparaissent comme certains termes de la suite
spectrale de Bloch et Ogus (|[BOT74|). Dans le premier chapitre de cette partie, en utilisant la
construction de Colliot-Théléne et Ojanguren [CTO89|, on donne un exemple d’une variété
projective et lisse géométriquement rationnelle X, définie sur un corps fini I, telle que d'une
part le groupe H2.(X,Z/2) est non nul et, d’autre part, 'application

CH*(X) — CH?*(X xp, F,)G2(F/Fr)

n’est pas surjective, ce qui répond & une question de Thomas Geisser. Dans le deuxiéme chapitre,
on s’intéresse aux fibrations au-dessus d’une surface sur un corps fini dont la fibre générique
est une variété de Severi-Brauer d’indice premier. On montre que le troisiéme groupe de coho-
mologie non ramifiée s’annule pour de telles variétés, ce qui étend le résultat de Parimala et
Suresh [PS] dans le cas des coniques. Dans le troisiéme chapitre, pour un corps de dimension
cohomologique bornée, on s’intéresse a d’autres invariants birationnels dans la suite spectrale
de Bloch et Ogus. Sur un corps fini, on relie un de ces invariants avec le conoyau de 'application
classe de cycle CH" (X)) ®Z; — H2" *(X,Zi(n—1)). Dans le dernier chapitre, on s'intéresse
a la ramification des éléments des groupes de cohomologie H" (K, Z/n), r > 0, pour K le corps
des fractions d’une variété intégre X définie sur un corps de caractéristique nulle k. On montre
que pour tout élément donné ov € H"(K,Z/n) on peut trouver une extension L de K de degré
[(dimX)? ¢olle que « devient non ramifié sur L (par rapport a k).
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Introduction

Soit k un corps et soit X une variété algébrique propre sur k. La question de décrire les
propriétés de I’ensemble des points rationnels de X constitue I’'objet de I’étude de ses propriétés
arithmétiques. On s’intéresse en particulier a P'existence de paramétrages de 1’ensemble X (k)
des points rationnels de X. Ce type de problémes conduisit Manin [Man72| & introduire dans
les années 1970 diverses relations d’équivalence sur X (k), dont en particulier la R-équivalence.

Définition 0.0.1. Soit k£ un corps et soit X une variété propre sur k. On dit que deux points
rationnels z1,x9 € X (k) sont directement R-liés s’il existe un morphisme p : IP’,IC — X tel que
p(0:1) =z et p(1:0) = z2. On appelle R-équivalence la relation d’équivalence engendrée et
on note X (k)/R 'ensemble des classes de R-équivalence.

En caractéristique nulle, 'ensemble X (k)/R est un invariant birationnel des k-variétés
projectives, lisses, géométriquement intégres [CTSan77].

Pour qu’il soit pertinent d’étudier la R-équivalence, il est nécessaire d’avoir suffisamment
de courbes rationnelles sur X qui soient définies au moins sur une cloture algébrique k de
k. La question naturelle qui apparait ainsi est de trouver une description d’une telle classe de
variétés qui possédent une géométrie assez riche pour établir des résultats. Ce n’est que dans les
années 1990 que des approches différentes pour trouver des analogues des courbes rationnelles
en dimensions supérieures ou des variétés qui se comportent «comme des variétés rationnelles»
ont mené & la notion de variété rationnellement connexe ou, dans le cas de la caractéristique
positive, de variété séparablement rationnellement connexe. Cette notion fut introduite par
Kollar, Miyaoka et Mori et indépendamment par Campana. On renvoie a [Kol96] pour I’étude
détaillée des propriétés générales de ces variétés.

Définition 0.0.2. Soit k£ un corps et soit X une variété sur k. On dit que X est rationnellement
conneze ou RC (resp. séparablement rationnellement conneze ou SRC) s'il existe une variété
Y sur k et un morphisme u : Y X Pi — X tels que 'application

u? Y xPLxPL = X x X
(y,t1,t2) = (u(y,t1), u(y, t2))

est dominante (resp. dominante et génériquement lisse).

Si k est un corps de caractéristique nulle, ces deux notions coincident.

Il existe plusieures autres descriptions des variétés rationnellement connexes. Si k est al-
gébriquement clos de caractéristique nulle, une variété projective sur k est rationnellement
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connexe si et seulement si, pour tout corps algébriquement clos 2 D k, par deux points quel-
conques de X () il passe une courbe rationnelle : pour tous x1,z2 € X () il existe un mor-
phisme f : P§, — Xgq tel que z1,22 € f(PY,). Si X est une variété projective et lisse, définie
sur un corps algébriquement clos k, alors X est séparablement rationnellement connexe si et
seulement si il existe une courbe rationnelle f : IP’,Ig — X trés libre, i.e. telle que f*T'x est ample.
Ce critere est tres utile.

Soit k un corps et soit X une variété projective et lisse sur k. Si X est une courbe, dire
que X est SRC équivaut & dire que X est une droite projective. En dimension 2, la variété
X est SRC si et seulement si elle est géométriquement rationnelle. Toute telle surface est k-
birationnelle a une k-surface de del Pezzo ou & une k-surface fibrée en coniques au-dessus d’une
conique lisse.

En dimension supérieure on ne dispose pas de classification aussi précise. La classe des
variétés rationnellement connexes contient les variétés unirationnelles. La question de savoir
si ces classes sont différentes reste ouverte. Comme exemples de variétés RC, on a aussi les
compactifications lisses d’espaces homogénes de groupes algébriques linéaires connexes. En
caractéristique nulle, une variété de Fano (une variété projective et lisse dont le fibré anti-
canonique est ample) est RC. Cet énoncé fut établi par Campana et Kollar, Miyaoka, Mori
([Cam92], [KMM92b|). En particulier, une intersection compléte lisse dans P de degrés res-
pectifs di, ..., d, avec ), d; < n est rationnellement connexe. En 2003, Graber, Harris et Starr
[GHS03| démontrérent que toute variété projective RC sur un corps de fonctions d’une variable
sur C admet un point rationnel. Leurs méthodes ont permis d’aborder plusieurs autres pro-
blémes sur les variétés RC et furent reprises en particulier dans les travaux de Kollar (|[Kol04]),
sur lesquels nous reviendrons dans la suite.

Si k est un corps non nécessairement algébriquement clos et si X est une variété projec-
tive sur k (séparablement) rationnellement connexe, on s’intéresse a décrire 'ensemble X (k)/R.
Pour certaines variétés rationnelles, on comprend cet ensemble a ’aide de la méthode de la des-
cente, indroduite et développée par Colliot-Théléne et Sansuc dans les années 1970-1980. Pour
les variétés auxquelles cette méthode s’applique, on obtient une injection X (k)/R < H'(k,S)
ot S est le tore dual du Gal(k/k)-module Pic Xj. Ceci vaut pour X une compactification lisse
d’un k-tore (cf. [CTSan77| Théoréme 2 ou [CTSan79|) et, sous des hypothéses supplémentaires
sur k, en particulier pour k un corps local, pour X une compactification lisse d’un k-groupe
réductif connexe (cf. [CT08] 8.4. et 5.4). Cette méthode s’applique aussi & X une surface de
Chéatelet, c’est-a-dire une surface projective lisse, birationnelle & la surface affine d’équation
y? — az? = P(x) avec a € k* et P € k[z] séparable de degré 3 ou 4 (|[CTSan87|). Pour k un
corps p-adique, pour certaines de ces surfaces, on dispose d’une description précise de X (k)/R,
qui forme dans ce cas un sous-groupe de (Z/27)? (|Dal00]).

Dans les années 1990-2000, des résultats généraux sur X (k)/R furent obtenus par Kollar et
Kollar-Szabé. Ils utilisent des méthodes de la théorie des déformations, ainsi que ’extension de
l’approche de [GHS03] au cas ou le corps de base n’est pas nécessairement algébriquement clos.
Ces résultats généraux sont une vaste généralisation de cas particuliers connus auparavant.
Soit k un corps local et soit X une variété projective lisse sur k séparablement rationnellement
connexe. Kollar [Kol99| démontre qu’alors chaque classe de R-équivalence est un ouvert de
X (k), ce qui implique en particulier que I'ensemble X (k)/R est fini. Pour illustrer les méthodes
de Kollar, donnons ici un résumé de la preuve. Soit U une classe de R-équivalence sur X (k) et
soit x € U. Il s’agit de montrer que U contient un voisinage de x. Pour voir cela on utilise que
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pour tout point x d’une variété séparablement rationnellement connexe X définie sur £ il existe
un k-morphisme f : P! — X tel que f*Tx soit ample et f(0: 1) = z (cf.[Kol99], 1.4). Cette
propriété est particuliére aux corps dits fertiles. Posons y := f(1 : 0). Soit V' C Hom(P!, X, (1
0) + y) un ouvert du schéma paramétrant les morphismes de P! dans X, contenant [f] et tel
que ¢g*T'x soit ample pour tout g € V. La condition d’amplitude implique que le morphisme
universel F' : P! x V — X est lisse en dehors de {(1 : 0)} x V. Le résultat découle donc du
fait que les morphismes lisses induisent des applications ouvertes pour la topologie de X (k),
induite par la topologie de k.

Pour k un corps fini, Kollar et Szabo [KS03| établirent que pour X une variété projective et
lisse sur k SRC, 'ensemble X (k)/R est réduit & un seul élément si 'ordre de k est plus grand
qu’une certaine constante qui ne dépend que de la géométrie de X.

La finitude de la R-équivalence pour des variétés SRC sur les corps locaux souléve la ques-
tion naturelle suivante : étant donné un morphisme projectif et lisse f : X — Y dont les
fibres sont des variétés SRC sur un corps local, que peut-on dire de la variation de I’ensemble
Xy(k)/R quand y parcourt les k-points de Y 7 Kollar [Kol04| démontre que dans cette situation
I'application Y (k) = N, y — | X, (K)/R| est semicontinue supérieurement. Nous nous intéres-
sons & savoir si cette application est continue (i.e. localement constante). On ne connaissait
pas de résultats dans cette direction, sauf si chaque fibre X, a bonne réduction (cf. [Kol04],
Remarque 4). En effet, dans ce cas les nombres de classes de R-équivalence sur X, et sur la fibre
spéciale d’'un modele projectif et lisse de X, sur 'anneau des entiers de k sont égaux ([Kol04]).
Plus généralement, soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions k et de corps
résiduel F'. Soit X un k-schéma intégre, propre et lisse, dont on note X = X x4 k la fibre
générique et X5 = X x4 F la fibre spéciale. On a alors une application X (k)/R — Xs(F)/R,
induite par spécialisation (cf. [Mad05]). Si A est hensélien et si X5 est une variété SRC, cette
application est une bijection (|Kol04]).

Par analyse du cas des tores algébriques et de certaines surfaces de Chéatelet sur des corps
p-adiques, cas o I'on comprend explicitement la R-équivalence (|[CTSan77|, [Dal00]), on peut
voir que le cardinal de ’ensemble des classes de la R-équivalence varie contintiment dans les
familles de telles variétés, ce qui donne déja de nouveaux exemples. Plus généralement, dans
le premier chapitre de cette partie, nous établissons la continuité de la R-équivalence dans les
familles de variétés rationnelles, pour lesquelles la méthode de la descente de Colliot-Théléne
et Sansuc s’applique. Plus précisément, on demande que la R-équivalence soit triviale sur les
compactifications lisses des torseurs universels.

D’aprés la définition, on peut voir les variétés rationnellement connexes comme des ana-
logues des espaces connexes par arcs en topologie. En utilisant ce point de vue, dans leurs
travaux récents |dJS|, de Jong et Starr développent une notion analogue a celle d’espace sim-
plement connexe. Cette notion est aussi liée & la recherche d’une classe de variétés qui ont un
point rationnel sur un corps de fonctions de deux variables sur C. Le principe est de demander
que l'espace qui paramétre des chaines de courbes rationnelles qui passent par deux points
x,y de X soit lui méme rationnellement connexe. Dans [dJS], de Jong et Starr proposent une
définition possible d'une variété rationnellement simplement connexe (RSC) et ils démontrent
qu’une intersection compléte lisse dans P™ de degrés respectifs dy, ..., d, avec ), d? <n+1,
de dimension au moins 3, est RSC. Nous nous intéressons & I’étude de la R-équivalence sur de
telles variétés. Dans le deuxiéme chapitre de cette partie nous établissons que pour k un corps
de fonctions d’une variable sur C ou pour k = C((t)) et pour X une variété projective sur k
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rationnellement simplement connexe, [’ensemble des classes de R-équivalence est réduit a un
élément. Ce résultat s’applique aux intersections complétes comme ci-dessus. Cette section est
rédigée en anglais et a fait 'objet d’une publication indépendante [Pirl].

Les questions de comparaison de la R-équivalence sur une variété projective et lisse X,
définie sur un corps p-adique k, avec les propriétés de la fibre spéciale d’'un modéle propre
mais pas nécessairement lisse X de X sur I'anneau des entiers de k£ nous aménent & introduire
une autre notion d’équivalence, que nous appelons la Ri-équivalence. Nous étudions quelques
propriétés de cette relation d’équivalence dans le troisieme chapitre.

Dans le dernier chapitre de cette partie, nous nous intéressons a l’étude de la R-équivalence
sur les variétés rationnellement connexes définies sur les corps réels clos ou p-adiqument clos.
En utilisant des techniques de déformation de Kollar (cf. [Kol99], [Kol04]), on étudie l'injec-
tivité (resp. la surjectivité) de 'application naturelle X (k)/R — Xk (K)/R pour k C K une
extension de corps réel clos (resp. p-adiquement clos) et pour X une variété rationnellement
connexe définie sur k.
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Chapitre 1

Familles de variétés rationnelles et
méthode de la descente

Résumé. La méthode de la descente a été introduite et développée par Colliot-Théléne et
Sansuc. Elle permet d’étudier 'arithmétique de certaines variétés rationnelles. Dans ce chapitre
on montre comment il en résulte que pour certaines familles projectives et lisses f : X — Y
de variétés rationnelles sur un corps local k de caractéristique nulle le nombre des classes de
R-équivalence de la fibre X, (k) est localement constant quand y varie dans Y (k).

Introduction

Soit X une variété propre géométriquement intégre sur un corps k de caractéristique zéro.
La question de décrire les propriétés de ’ensemble de ses points rationnels fait ’objet de
I’étude des propriétés arithmétiques de X. Dans le cas ot X posséde beaucoup de courbes
rationnelles, en particulier, si X est rationnellement connexe, on peut demander de décrire
I'ensemble X (k)/R des classes de R-équivalence. Si k est un corps local et si X est une k-variété
projective lisse rationnellement connexe, Kollar [Kol99] montre que ’ensemble X (k)/R est fini.
Il est ainsi naturel de se demander comment le nombre | X (k)/R| des classes de R-équivalence
varie dans des familles plates de telles variétés. Soit f : X — Y un k-morphisme projectif et
lisse dont les fibres sont des variétés rationnellement connexes. D’aprés le résultat de Kollar
[Kol04], I'application p(f) : Y (k) = N, y — | X, (k)/R| est semi-continue supérieurement pour
la topologie induite par celle de k. On s’intéresse alors & savoir si cette application est de fait
continue ([Kol04],[CT11] 10.10). Pour k£ = R c’est une conséquence du théoréme d’Ehresmann
([Voi02], 9.3). Dans ce texte on montre que lapplication p(f) est continue pour certaines
familles de variétés rationnelles (et a fortiori rationnellement connexes) sur un corps p-adique
en utilisant la méthode de la descente de Colliot-Théléne et Sansuc (|[CTSan79],|CTSan87]).
Pour ce faire, on étudie la continuité en famille d’une relation d’équivalence associée a un
torseur. Plus précisément, soit k un corps local et soit X une k-variété projective et lisse. Soit
S un k-tore que I'on voit comme un X-tore par changement de base. On associe a un torseur
T sur X sous S une relation d’équivalence ~p sur X (k) (cf. section 1.1.1). Pour k£ un corps
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local, 'ensemble X (k)/ ~r est fini. Lorsqu’on a une famille projective et lisse f : X — Y de
k-variétés, un Y-tore S et un torseur 7' sur X sous S, on montre que 'application Y (k) — N,
y + |Xy(k)/ ~, | est localement constante. On en déduit 1'’énoncé pour la R-équivalence en
utilisant que, pour certaines familles de variétés rationnelles, la R-équivalence coincide avec la
relation d’équivalence associée & un torseur particulier, dit universel.

Dans la section 1.1 on rappelle les étapes principales de la méthode de la descente pour
les variétés rationnelles sur un corps. Pour appliquer cette méthode & des familles de variétés
rationnelles X — Y on aura besoin de mettre les torseurs universels en familles. Pour ce faire, il
est nécessaire d’étudier les propriétés du schéma de Picard Picy,y pour de telles familles. Cela
est fait dans la section 1.2. Dans la section 1.3 on étudie la continuité en famille de la relation
d’équivalence associée & un torseur (théoréme 1.3.1). Ensuite, on applique la méthode de la
descente pour montrer que p(f) est localement constante pour certaines familles f : X — YV
de variétés rationnelles sur un corps local (théoréme 1.3.2).

Notations et rappels. Dans tout ce texte sauf dans la section 1.3 on note k& un corps de
caractéristique nulle. On note k& une cloture algébrique de k et on pose g = Gal(k/k).

Soit X une k-variété projective intégre. On dit que X est k-rationnelle si X est birationnelle
alPy. On dit que X est rationnellement connexe si pour tout corps algébriquement clos O k,
par deux points quelconques de X (€2) il passe une courbe rationnelle : pour tous x1,x2 € X (Q)
il existe un morphisme f : P§, — X tel que x1, 29 € f(Py).

Si X est une k-variété projective géométriquement intégre, on dit que X est rationnelle si
X = X Xk est k-rationnelle et on dit que X est rationnellement connexe si X 1’est. Deux points
rationnels 1, 29 € X (k) sont dits directement R-liés s'il existe un k-morphisme p : P+ — X tel
que p(0: 1) = x1 et p(1: 0) = xo. On appelle R-équivalence la relation d’équivalence engendrée
(cf. [ManT72]) et on note X (k)/R l'ensemble des classes de R-équivalence.

Pour X un schéma on note G,, x = G,, xz X le groupe multiplicatif sur X. On appelle
X-tore un X-schéma en groupes localement isomorphe a GZ%  pour la topologie fpgc (|[SGA3|,
VIII et IX). On appelle X -groupe constant tordu un X-schéma en groupes localement constant
pour la topologie fpgc ([SGA3|, X). Lorsque I'on considére des groupes de type fini (resp. a
engendrement fini), ce qui sera toujours le cas ici, on peut remplacer fpge par ét. Lorsque
X est localement noethérien connexe et normal, un X-tore est toujours isotrivial (|[SGA3]|,
X 5.16), c’est-a-~dire, qu'il est diagonalisable aprés un revétement fini étale (morphisme étale
fini surjectif). On a une anti-équivalence de catégories entre les X-tores S et les X-groupes
constants tordus sans torsion M (|[SGA3|, X), via :

S+ S = Homx_g(S, G x), M = D(M) = Homx_g(M, Gy, x).

On appelle torseur sur X sous un X-tore S un espace principal homogéne 7 — X sur X
sous S (|[Mil80], III). Les classes d’isomorphisme de X-torseurs sous S sont paramétrées par le
groupe de cohomologie étale H'(X, S) ([Mil80], ITI). On note [T] la classe de T dans H'(X, S).
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1.1 Meéthode de la descente

Soit X une k-variété rationnelle. La méthode de la descente de Colliot-Théléne et Sansuc
consiste & attacher a la variété X un certain nombre de variétés auxiliaires (Y; o x )ier dont
I’arithmétique est a priori plus simple, méme si leur dimension est plus grande. En particulier,
dans les cas que I’on considére, on aura que chaque classe de R-équivalence de X est précisement
I'image p;(Y;(k)) pour un i € I. Donnons la description plus explicite des étapes principales de
la méthode, nécessaires pour la suite.

1.1.1 Idée de la méthode

Soit X une k-variété projective telle que X (k) # (). Soit S un k-tore que I'on voit comme
un X-tore par changement de base. Un torseur 7 2 X sur X sous S définit une application

X(k) % HY(k, S) (1.1)

Notons que la classe [7;] est triviale si et seulement si 7, (k) # 0, c’est-a-dire, si z € p(T (k)).

Sia € H'(k,S) on note 7@ %3 X un torseur sur X de classe [T] — . On dit que T est
un tordu de T par «. Notons que l'image po(7%(k)) ne dépend que de la classe de o dans
H'(k,S). On a les propriétés suivantes :

1. on a une partition (cf. [CTSan79|)

Xtk)y= || pa(T®)) = || 67w, (1.2)
a€imé acH1(k,S)
ce qui définit la relation d’équivalence ~7 sur X (k) associée a lapplication 6 ;

2. Tapplication # passe au quotient par la R-équivalence ([CTSan77]|, prop. 12) et induit
ainsi une application

X(k)/R % HY(k, S); (1.3)

On voit ainsi que la partition (1.2) est moins fine que la partition en classes de R-équivalence.
La méthode de la descente permet d’établir que sur certaines variétés rationnelles ces partitions
coincident lorsque 7 — X est un torseur dit universel.

1.1.2 Torseurs universels

Soit X une k-variété projective lisse rationnelle admettant un point rationnel. Le g-module
Pic X est un groupe abélien libre de type fini (cf. [CTSan87], 2.A.2 ou [Vos98| p.47). On pose
S = Homyg (Pic X, Gyy, 1) le tore dual. On dispose d’une suite exacte (cf. [CTSan87], 2.2.8) :

0— H'(k,S) — H'(X,S) > Homy,_g (S, Pic X) — 0, (1.4)
ou l'application y associe a un torseur T sur X sous S et a un caractére A : S — G,, le torseur

sur X sous G,, déduit de 7 par A. Cela donne un élément de Pic X = H(X,G,,). _On dit
qu'un torseur T sur X sous S est universel si x([T]) est 'application identité sur Pic X.
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Définition 1.1.1. On dit que les classes de R-équivalence sur X (k) sont paramétrées par des
torseurs universels, si la partition (1.2), obtenue a l’aide d’un torseur universel 7, coincide avec
la partition en classes de R-équivalence.

Notons que cette définition ne dépend pas de choix du torseur universel car les classes de
deux tels torseurs dans H'(X, S) différent par un unique élément de H'(k, S). On peut montrer
(cf. [CTSan87| 2.8.5, ceci utilise I'hypothése car.k = 0) que les classes de R-équivalence sur X (k)
sont paramétrées par des torseurs universels si les torseurs universels 7 sur X qui possédent
un point rationnel sont des variétés k-rationnelles, c’est-d-dire, leurs corps de fonctions sont
transcendants purs sur k.

1.1.3 Cas auxquels la méthode s’applique

On sait que les classes de R-équivalence sur X (k) sont paramétrées par des torseurs uni-
versels dans les cas suivants :

1. X est une surface de Chéatelet : une surface projective, lisse, birationnelle & la surface
affine d’équation
y? —az? = P(x)

avec a € k* et P € k[x] séparable de degré 3 ou 4 ([CTSan87]). Plus généralement, on peut
prendre X une surface projective lisse admettant un morphisme dominant 7 : X — IP’,IC
avec au plus quatre fibres géométriques singuliéres et la fibre générique lisse de genre zéro
(cf. [CTS8T7]).

2. X est une compactification lisse d'un k-tore (cf. [CTSan77| théoréme 2 ou [CTSan79).

3. Sous des hypothéses supplémentaires sur k, en particulier pour k un corps local, ceci vaut
plus généralement pour X une compactification lisse d'un k-groupe réductif connexe (cf.
[CTO8] 8.4. et 5.4). Ce dernier cas est plus délicat. Les torseurs universels avec un point
rationnel ne sont pas ici en général des variétés k-rationnelles, alors que c’est le cas pour
les exemples précédents.

En général, si X est une surface rationnelle, la question de savoir si les classes de R-
équivalence sur X (k) sont paramétrées par des torseurs universels reste ouverte.

1.2 Torseurs universels en famille

On commence par rappeler quelques résultats de Grothendieck sur le schéma de Picard.
Soit Y un schéma noethérien connexe et soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse,
a fibres géométriquement intégres. Supposons que f admet une section. Alors le foncteur de
Picard relatif Picy/y :

Picy,y (T) = Pic(X xy T)/Pic(T)

est un faisceau pour la topologie étale (cf.[Kle05], 9.2.5) qui est représentable par un Y-schéma
Picx/y ([Kle05] 9.4.8). La formation de ce schéma est compatible avec le changement de base
(cf. [K1e05] 9.4.4). De plus, les composantes connexes de Pic x/v sont des Y-schémas projectifs,
qui sont ouverts et fermés dans Picy,y (cf. [Kle05] 9.6.25 et 9.5.7 pour la projectivité).

22



Proposition 1.2.1. Soit Y un schéma noethérien connexe. Soit f : X — Y un morphisme
projectif et lisse, a fibres géométriquement intégres, tel que f admet une section. Supposons que
Hi(Xy, Ox,) =0, i = 1,2 pour tout point géométrique y de'Y . Alors Picy,y est un Y -schéma
en groupes constant tordu.

Démonstration. Soit yo un point fermé de Y de corps résiduel k. Soit & une cloture algébrique
de K et soit X) = Xy X K.

La fibre de Picx/y en yo est le schéma Picx, /.. Soit Picg( la composante connexe
Yo Yo /N

de lidentité (i.e. de Ox, ). Les K-points de ce schéma correspondent aux classes de fais-
ceaux inversibles sur Xy, algébriquement équivalents a Ox ([K1e05], 5.10). Soit NS(Xy,) =

Pic Xy /K(R) / Picg(yo /H(F;) le groupe de Néron-Severi. Ce dernier groupe est un groupe de type
fini ([SGA6], XIIL.5.1).

Puisque H(X,, Ox,) =0, i=1,2 pour tout point géométrique y de Y, le schéma Picy /y
est lisse sur Y et ses composantes connexes sont finies étales sur Y ([Kle05], 5.13 et 5.19). En
particulier, Picg(y0 /i st un r-schéma fini (et étale). Comme il est connexe et contient un x-point
correspondant & Ox, . alors Picg(y0 I est réduit & un point. Ainsi Pic Xy /H(R) =NS (Xyo) est
de type fini. Quitte a remplacer Y par Y/ — Y étale, on peut alors supposer que les éléments
l1,...,ly qui engendrent le groupe M :PichO/H(R) sont tous définis sur k. Autrement dit,
on peut supposer que la fibre Pic Xyo/ de Picx/y en yo est formée de k-points. On I'identifie
alors avec | | Spec k.

M

Montrons qu’il existe un morphisme étale Y’ — Y dont I'image contient le point g, tel
que Picy,y xy Y' =Picx//y/, ot X' = X xy Y, est isomorphe & My+. Comme Picy,y est
lisse, il existe un morphisme étale Y’ — Y avec un s-point au-dessus de yp, tel qu'on a des
sections sy, : Y’ — Picyxs/ys, i = 1,...,m passant par I; (cf. le lemme ci-dessous). On peut
supposer que Y’ est connexe. Comme Picy/ /vy’ représente le foncteur Picxs/y7, chaque section
s1, correspond & un faisceau inversible £; sur X', défini & un isomorphisme et & un élément de
PicY” prés. Inversement, pour tout m = Y. a;l;, le faisceau ®Z-El®'” correspond a une section
Sm telle que sy, (yo) = m. On a ainsi un morphisme de schémas en groupes

(ZS : My/ — PiCX'//Y/7

¢|m><Y’ = Sm.

Le noyau de ¢ est un sous-groupe fermé de My~ car Picx//y+ est séparé. Comme Picy//y+ et
My sont des Y’-schémas en groupes étales, le morphisme ¢ est étale et son noyau est aussi
un sous-groupe ouvert de My (cf. [SGA1| 4.3, 5.3). Puisque My~ est constant, le noyau de ¢
est donc I'union disjointe de copies de Y. C’est donc la section unité de My, car sa fibre en yo
est nulle. Comme ¢ est étale, c’est donc une immersion ouverte. Puisque chaque composante
connexe de Picx//y: est surjective sur Y’ elle rencontre la fibre en 9. On en déduit que ¢ est
un isomorphisme. ]

Lemme 1.2.2. Soit Y un schéma. Soit X — Y un morphisme lisse. Soit x un point de X de
corps résiduel Kk et soit y son image dans Y . Supposons que K est une extension finie séparable
du corps résiduel de y. Il existe alors un morphisme étale Y' — Y, un k-point y' € Y' au-dessus
de y et un Y -morphisme g : Y' — X tels que g(y') = x.
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Démonstration. D’aprés la description locale des morphismes lisses on peut supposer que X
est étale sur Ay.. Prenons une section Y — Ay, qui envoie y € Y sur I'image de point z. Alors
Y' =Y x an X convient : il est étale sur Y, le morphisme g : Y’ — X est donné par projection
et le point 3/ = (y, z) s’envoie sur z. O

Remarque 1.2.3. Dans la proposition 1.2.1 il suffit de demander que les groupes Hi(Xy, Ox,),
1 = 1,2 s’annulent pour un point géométrique y de Y. En effet, dans ce cas les fonctions
h*(X,,Ox,) sont constantes sur Y (cf. [Mum70] section 5, p. 50).

La proposition 1.2.1 s’applique en particulier aux familles de variétés rationnellement
connexes :

Corollaire 1.2.4. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f : X — Y un morphisme
projectif et lisse de k-variétés, dont les fibres sont des variétés rationnellement connexes. Sup-
posons que [ admet une section. Alors Picyy est un Y-schéma en groupes constant tordu
sans torsion.

Démonstration. Si Z est une k-variété projective lisse rationnellement connexe, les groupes de
cohomologie H'(Z,0z) s’annulent pour tout 4 positif. En effet, comme k est un corps de ca-
ractéristique nulle, il suffit de le montrer sur C. D’aprés la décomposition de Hodge, H(Z, Oz)
est isomorphe & H%(Z, Q%) (cf.[Voi02], 6.12). Or H°(Z,Q},) = 0 pour une variété rationnelle-
ment connexe ([Kol96], IV.3.8), on voit que H'(Z,Oz) = 0 pour tout i > 0. En particulier,
Hi(Xy,OXy) =0, ¢ = 1,2 pour tout y € Y. D’apreés la proposition 1.2.1, Picx/y est alors
un Y'-groupe constant tordu. Il est sans torsion car les groupes Picx, /i) le sont (cf. [Deb01],
4.18). 0

On introduit ensuite les torseurs universels en famille exactement de la méme maniére que
sur un corps. On montre d’abord

Lemme 1.2.5. Soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse de k-variétés qui admet une
section s 1 Y — X. Soit S un Y -tore qu’on voit comme un X -tore par changement de base. On
a une suite exacte, fonctorielle en S et en' Y

0— HYY,S) = H'(X,S) 5 Homy (S, R f.Gpn.x) — 0. (1.5)

Démonstration. D’aprés [CTSan87], 1.5.1, on a une suite exacte :

0 — Exty (S, fiGpm.x) — Ext%(S,Gp.x) — Homy (S, R f.G,, x) —
— Exty(S, fiGpm.x) — Exti (S, Gy x).

En effet, il s’agit de la suite des termes de bas degré de la suite spectrale
Ext}, (F,RIf.G) = Exti I(f*F,G),
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appliquée A F = S et G = G, x. Comme f est un morphisme projectif a fibres géométriques
integres, on a f,Gy, x = Gy, y. On applique ensuite [CTSan87|, 1.4.3 qui donne des isomor-
phismes H(X,S) = Ext% (5, Gy, x) et de méme pour Y. On obtient ainsi une suite

0 - HYY,S) —» HMX,S) — Homy(S,R'f.Gnyx) > HXY,S) — H2(X,S).
Comme le morphisme f : X — Y admet une section, cette suite est scindée et donc 9 = 0. On
obtient ainsi la suite de ’énoncé du lemme. O

Remarque 1.2.6. D’aprés [Kle05] 2.11, on peut identifier le faisceau étale R!f.G,, x avec
Picy/y. S Y est le spectre d'un corps, ce dernier correspond au module galoisien Pic X et on
a donc la méme construction que dans la partie 1.1.2.

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse
de k-variétés dont les fibres sont des variétés rationnelles. Supposons que f admet une section.
D’apres le corollaire 1.2.4, Picx/y est représentable par un Y-schéma en groupes constant
tordu. On note S le Y-tore dual.

Définition 1.2.7. On dit qu'un torseur 7 sur X sous S est universel si I'application
X([T]) € Homy (S, Picx/y) déduite de la suite (1.5), est Papplication identité.

Notons que par fonctorialité en Y de la suite exacte (1.5), le torseur 7, est aussi un torseur
universel sur X, sous S, pour tout y € Y (k).

1.3 Relation d’équivalence associée & un torseur en famille

Soit k un corps. Soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse de k-variétés. Soit S un Y-
tore, que 1’on voit comme un X-tore par changement de base. Soit p : 7 — X un torseur sur X
sous S. De la méme maniére que dans la section 1.1.1 on associe & 7 une relation d’équivalence
sur X (k) compatible avec f. Plus précisément, pour y € Y (k) et z1,22 € Xy(k) on a

L1 ~T X2

si o1, v appartiennent & p, (7, (k)) pour un élément o € H'(k, S,).

L’objectif de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1. Soit k un corps localt. Soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse de
k-variétés. Soit S un Y -tore et soit T un torseur sur X sous S. Alors chaque classe d’équiva-
lence de la relation ~1 définie ci-dessus est un ouvert de X, (k) poury € Y (k), et Uapplication
induite fr: X(k)/~, — Y (k) est une fibration a fibres finies, localement triviale pour la topo-
logie du corps k.

On obtient comme conséquence :

1. i.e. une extension finie de Q, ou de Fy((t))
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Théoréme 1.3.2. Soit k un corps local de caractéristique nulle. Soit f : X — Y un morphisme
projectif et lisse de k-variétés dont les fibres sont des wvariétés rationnelles. Supposons que
pour tout y € Y (k) les classes de R-équivalence sur Xy (k) sont paramétrées par des torseurs
universels. Alors la fonction

p(f): Y (k) = N,y — |Xy(k)/R|

est localement constante.

Démonstration. Soit yo € Y (k). Pour montrer que I'application p(f) est continue en gy on peut
remplacer Y par Y’ — Y étale avec un k-point au-dessus de yg et X par X’ = X xy Y’. Cela
provient du fait que les applications étales induisent des applications ouvertes sur les points
rationnels. D’aprés le lemme 1.2.2, on peut donc supposer que f admet une section.

D’apreés le corollaire 1.2.4, sous 'hypothése que k est un corps de caractéristique nulle,
Picy/y est un Y-schéma en groupes constant tordu. Soit S un Y-tore dual. Soit 7 un torseur
universel sur X sous S. Par fonctorialité de la suite exacte (1.5), pour tout point y € Y (k), le
torseur 7, est un torseur universel sur X, sous Sy,. Ainsi la R-équivalence sur X, (k) coincide
avec la relation d’équivalence associée a 7T,. On obtient alors I’énoncé comme conséquence du
théoréme 1.3.1. O

Remarque 1.3.3. Sous les hypothéses du théoréme, soit Ry la relation d’équivalence sur X (k)
engendrée par la R-équivalence dans les fibres de f. D’aprés la preuve du théoréme, on obtient
que la fibration X (k)/Ry — Y (k) est une fibration localement triviale a fibres finies.

Remarque 1.3.4. Plus généralement, dans le théoréme 1.3.2 il suffit de demander que les
fibres de f soient des variétés rationnellement connexes. Dans les cas ol ’on sait que les classes
de R-équivalence sur X, (k) sont paramétrées par des torseurs universels, il s’agit des variétés
rationnelles (cf. section 1.1.3). En particulier, le résultat s’applique pour les familles de surfaces
de Chaételet, pour les compactifications lisses de familles de tores algébriques ou de groupes
réductifs connexes (cf. 1.1.3). Notons que pour ces familles on démontre la continuité de la
R-équivalence uniquement & partir de propriétés de torseurs, sans utiliser le résultat de Kollar
que p(f) est semi-continue.

Pour montrer le théoréme 1.3.1 on établit d’abord un lemme préliminaire.

Lemme 1.3.5. Soit k un corps valué hensélien. Soient X wune k-variété, S un X-tore et
p: T — X un torseur sur X sous S. Alors p(T(k)) est ouvert et fermé dans X (k) pour la
topologie définie par la valuation.

Démonstration. Posons W = p(T (k)). Notons que 7T est lisse sur X comme torseur sous un
X-schéma en groupes lisse (cf. [Mil80|, III 4.2). Puisque k est hensélien, W est ouvert (cf.
[MB10], 2.2.1(i) et 2.2.2). Pour montrer que W est fermé, on va remplacer p : T — X par un
morphisme propre dont I'image dans X (k) est encore W.

Supposons d’abord que S est un tore isotrivial. On dispose alors d’une compactification
lisse équivariante S¢ de S (cf. par exemple [CTHS05]). Soit 7¢ = T x S¢ le produit contracté
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(cf. [SkoO1], 2.2.3), ce qui compactifie dans les fibres 7 — X. C’est-a-dire, p¢: T¢ — X est un
morphisme propre et lisse, et T est dense dans chaque fibre. On a de plus :

W = p(T (k) = p“(T*(k))-

En effet, pour tout x € X (k) les k-points de la fibre T.¢ sont Zariski denses, car T est lisse
et k est un corps fertile?. En particulier, si 7,°(k) est non vide, alors il en est de méme pour
Tz(k). Puisque p¢ est propre, W est fermé dans X (k) (cf. [MB11], 1.4).

Dans le cas général, pour montrer que p(7 (k)) est un fermé de X (k), il suffit de le faire
localement 3. Soit x € X (k). D’aprés [SGA3] X 4.5, il existe un morphisme étale 7 : X’ — X
avec un k-point 2’ au-dessus de z, tel que le tore Sy soit isotrivial. Soit p’ : Tx» — X'. Soit

7 : X'(k) — X (k) application induite par 7. Comme 7 est un morphisme étale, on a que

U 7 (X'(k)) est un ouvert de X (k); de plus, F C U est un fermé de U si et seulement si

7 H(F) est un fermé de X'(k) (cf. [MB10] 2.2.1(i)). Comme Sx- est un tore isotrivial, p/ (T (k))
est un fermé de X'(k). Or 7, ' (p(T (k))) = p/(Tx+(k)), on déduit que p(T (k)) NU est un fermé
de U. Ainsi p(T (k)) est un fermé de X (k) car on vient de 1’établir localement.

O

Fin de la preuwve du théoréeme 1.5.1.

Fixons un point yg € Y'(k). Soit  le nombre des classes de I’équivalence ~7 de X, (k). Ce
nombre est fini d’aprés le lemme 1.3.5 puisque X, (k) est compact. Prenons un point zg ; dans
chacune des classes, j =1,...,7r.

Pour montrer le théoréme, on peut remplacer Y par Y’ — Y étale avec un k-point au-dessus
de yp et X par X' = X xy Y’. D’aprés le lemme 1.2.2, on peut donc supposer qu'il existe r
sections s; : Y — X, j=1,...,r telles que s;(yo) = xo,;-

Soient A; = S;-T, j =1,...,7; on note encore A; leurs images réciproques sur X. Soient
pj : T; = X les tordus de T par les Aj, j = 1,...,r, et soient Q; = p;(7T;(k)). D’aprés cette
construction, pour tout k-point y de Y, la fibre §2;, est la classe de I'équivalence ~7 sur X, (k)
contenant le point s;(y). Ainsi, pour y € Y (k) et pour i # j, soit Q;, et 5, sont disjoints,
soit ils coincident.

D’aprés la construction, les Q; ., j = 1,...,r forment les r classes de 'équivalence ~7 sur
Xyo (k). D’aprés le lemme 1.3.5, les §; sont ouverts dans X (k). Comme f est propre et k est
un corps local, 'image par f du fermé complémentaire de | J ; Q; est un fermé de Y(k) qui ne
contient pas le point yg. Ainsi, les ;, recouvrent les fibres voisines X, (k). Pour y dans un
voisinage assez petit de yo, on a aussi que les ; , et ;. 7 # j sont disjoints. En effet, il suffit
de montrer que s;(y) ¢ €, ce qui résulte du fait que le complémentaire de ©; dans X (k) est
un ouvert (cf. 1.3.5) qui contient le point s;(yo)-

Ainsi, pour y assez proche de yo, on obtient que les classes de 'équivalence ~7 de X, (k)

2. C’est-a-dire, si V est une k-variété lisse connexe telle que V (k) est non vide, alors ’ensemble V (k) est
dense dans V' pour la topologie de Zariski.

3. 81 X(k)= U UioulesU;, i =1,...,r, sont des ouverts de X (k) et si W; = p(7 (k)) NU; est un fermé de
i=1

Ui, alors p(T(k)) = (N (W; U (X (k) \ Us)) est un fermé de X (k). En effet, U; \ W; est un ouvert de X (k), son
i=1
complémentaire W; U (X (k) \ U;) est donc fermé.
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sont précisément les 5 ,(k), j =1,...,7. On termine ainsi la preuve du théoréme. O

Remarque 1.3.6. Dans la preuve du théoréme 1.3.1, on peut méme se ramener au cas d’un
tore constant sur Y. Cette astuce est due & L. Moret-Bailly. Avec les notations du théoréme,
soit yo € Y (k) et soit Sy = Sy, X} Y un tore constant sur Y. D’aprés [SGA3] X 5.10,

ldéf Isomy (S0, S)

est un Y-schéma constant tordu. Ce schéma a un point rationnel y’ au-dessus de yg. Soit
Y’ un voisinage de 3’ dans I qui est de type fini sur Y. L’'immersion Y’ < I correspond a un
isomorphisme Sy, X5 Y’ = S xy Y’ de Y'-tores, ainsi le tore S devient constant sur Y’. Comme
Y’ admet un point rationnel 3/ au-dessus de Y et est étale sur Y, dans la preuve du théoréme
1.3.1 on peut remplacer Y par Y’ et X par X' = X xy Y.

Quant aux applications pour la R-équivalence, cet argument et le corollaire 1.2.4 impliquent
immédiatement le cas des compactifications lisses de familles de tores algébriques ou de groupes
réductifs connexes (cf. section 1.1.3). En effet, si k est un corps de caractéristique nulle et si
X est une compactification lisse d'un k-tore, alors X (k)/R = H'(k,S) ott S est le tore dual
de PicX (cf. [CTSan77| théoréme 2 et proposition 13). Sous des hypothéses supplémentaires
sur k, en particulier pour k£ un corps local, si X est une compactification lisse d’un k-groupe
réductif connexe, on a encore X (k)/R = H'(k,S) ot S est le tore dual de PicX (cf. [CTOS]
8.4. et 5.4). Néanmoins, si X est une surface de Chéatelet, on dispose d’une application injective
X(k)/R — H'(k,S) mais elle n’est pas nécessairement surjective (|CTSan87]).

28



Chapitre 2

R-équivalence sur les intersections
complétes

Let k be a function field in one variable over C or the field C((¢)). Let X be a k-rationally
simply connected variety defined over k. We show that R-equivalence on rational points of X
is trivial and that the Chow group of zero-cycles of degree zero Ay(X) is zero. In particular,
this holds for a smooth complete intersection of r hypersurfaces in P} of respective degrees

T
di,...,d, with 3 d? <n+1.
=1

2.1 Introduction

Let X be a projective variety over a field k. Two rational points x1,zs of X are called
directly R-equivalent if there is a morphism f : IP’}C — X such that z; and x5 belong to the
image of P} (k). This generates an equivalence relation called R-equivalence [Man72|. The set
of R-equivalence classes is denoted by X (k)/R. If X (k) =0 we set X(k)/R = 0.

From the above definition, the study of R-equivalence on X (k) is closely related to the
study of rational curves on X, so that we need many rational curves on X. The following class
of varieties sharing this property was introduced in the 1990s by Kollar, Miyaoka and Mori
[KMM92a|, and independently by Campana.

Definition 2.1.1. Let k£ be a field of characteristic zero. A projective geometrically integral
variety X over k is called rationally connected if for any algebraically closed field €2 containing k,
two general Q2-points x1, 2 of X can be connected by a rational curve, i.e. there is a morphism
IP’%) — Xq such that its image contains x; and x».

Remark 2.1.2. One can define rational connectedness by other properties (|[Kol96|, Section
IV.3). For instance, if k is uncountable, one may ask that the condition above is satisfied for
any two points x1, zo € X ().

By a result of Campana [Cam92] and Kollar-Miyaoka-Mori [KMM92b|, smooth Fano varie-
ties are rationally connected. In particular, a smooth complete intersection of r hypersurfaces
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T
in P} of respective degrees dy, ..., d, with ) d; < n is rationally connected. Another important
i=1
result about rationally connected varieties has been established by Graber, Harris and Starr

[GHS03]. Let k be a function field in one variable over C, that is, k is the function field of a
complex curve. Graber, Harris and Starr prove that any smooth rationally connected variety
over k has a rational point.

One can see rationally connected varieties as an analogue of path connected spaces in
topology. From this point of view, de Jong and Starr introduce the notion of rationally simply
connected varieties as an algebro-geometric analogue of simply connected spaces. For X a
projective variety with a fixed ample divisor H we denote by M 2(X,d) the Kontsevich moduli
space for all genus zero stable curves over X of degree d with two marked points (see section
2 for more details). In this paper we use the following definition :

Definition 2.1.3. Let k£ be a field of characteristic zero. Let X be a projective geometrically
integral variety over k. Suppose that Hy(X,Z) has rank one. We say that X is k-rationally
simply connected if for any sufficiently large integer e there exists a geometrically irreducible
component M, o C M2(X,e) intersecting the open locus of irreducible curves M 2(X, e) and
such that the restriction of the evaluation morphism

evy: Meo — X x X

is dominant with rationally connected general fiber.

Remark 2.1.4. Following the work of de Jong and Starr, we restrict ourselves to the case
where Hy(X,Z) has rank one.

Note that a k-rationally simply connected variety X over a field k is rationally connected
as X x X is dominated by M. 2 N Mo 2(X, e) from the definition above. This implies that over
any algebraically closed field €2 D k two general points of X (£2) can be connected by a rational
curve.

By a recent result of de Jong and Starr [dJS|, a smooth complete intersection X of r

hypersurfaces in P} of respective degrees dy,...,d, and of dimension at least 3 is k-rationally
T
simply connected if > d? <n+ 1.
i=1

Let us now recall the definition of Ay(X). Denote by Zy(X) the free abelian group generated
by the closed points of X. The Chow group of degree 0 is the quotient of the group Zy(X) by
the subgroup generated by the 7. (dive(g)), where 7 : €' — X is a proper morphism from a
normal integral curve C, g is a rational function on C and divg(g) is its divisor. It is denoted
by CHy(X). If X is projective, the degree map Zy(X) — Z which sends a closed point x € X
to its degree [k(z) : k] induces a map deg : CHy(X) — Z and we denote by Ag(X) its kernel.

At least in characteristic zero, the set X (k)/R and the group Ag(X) are k-birational inva-
riants of smooth projective k-varieties, and they are reduced to one element if X is a projective
space. Thus X (k)/R =1 and Ap(X) = 0 if X is a smooth projective k-rational variety.

Let k£ be a field of characteristic zero and let X be a rationally connected variety over k.
Assuming one of the following hypotheses :
(i) k= C(C) a function field of a complex curve;
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(ii) k= C((t)) a formal power series field;

(iii) kis a C field;

(iv) cdk <1
one wonders (|CT11], 10.11) if the set X (k)/R is trivial. In general, the answer is not expected
to be positive, as pointed out in [CT11], see also the remark below.

Nevertheless, it turns out that this is the case in all results we know :

1. X is a smooth compactification of a linear algebraic group and edk < 1 ([CTSan77]);

2. X is a surface fibered in conics of degree 4 (w-w = 4) over the projective line and ed k < 1

(|CTS87]) :
3. X is a smooth intersection of two quadrics in P} with n > 5 and cd k < 1(|CTSSD87]) ;
4. X is a smooth cubic hypersurface in P} with n > 5 and k is Cy ([Mad08]) ;

Remark 2.1.5. The triviality of R-equivalence for smooth projective geometrically rational
surfaces over C(¢) would imply the unirationality of (smooth projective) varieties of dimension
3, fibered in conics over P2, which is an open question.

In fact, let p: X — IP’(QC be a morphism from a smooth projective variety X of dimension
3, such that the general fiber of p is a conic. As IP’?C is birational to IP’}C X IP%:, we can replace
X by p/ : X' — PL x PL with the same assumption : the general fiber of p’ is a conic.
Let n : SpecC(t) — }P’}C be the generic point. Base change by 7 on the second factor gives a
morphism p; : X, — IP’%:( p)- The variety X, is a (geometrically) rational surface over k = C(t). If

the R-equivalence on X7 (k) is trivial, one can find a rational curve f : C' = ]P’(lc( pn X, joining
two rational points in different fibers of p%. This means that the induced map p;? of :C — IP’}C( )
is surjective. Base change by p;? o f gives the following diagram :

_ oy 9 ~ Pl

/
Xy
The general fiber of g is a conic, having a rational point as the map ¢ has a section by our

construction. This means that Y is rational over C(¢). The projection ¥ — X{7 now shows that
X' is unirational.

We prove the following result :

Theorem 2.1.6. Let k be either a function field in one variable over C or the field C((t)). Let
X be a k-rationally simply connected variety over k. Then

(1) X(k)/R=1;

(ii) Ap(X) = 0.

Combined with the theorem of de Jong and Starr, this gives :
Corollary 2.1.7. Let k be either a function field in one variable over C or the field C((t)). Let
X be a smooth complete intersection of r hypersurfaces in P of respective degrees di, ..., d,.

Assume that Y d? <n+ 1. Then
i=1
(i) X(k)/R=1;
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(ii) Ao(X) = 0.

Note that one knows better results for smooth cubics and smooth intersections of two
quadrics. Let k be either a function field in one variable over C or the field C((¢)).

In the case of smooth cubic hypersurfaces in P} we have X (k)/R =1 if n > 5 ([Mad0§|,
1.4). It follows that Ap(X) =0 if n > 5. In fact, we have Ap(X) = 0 if n > 3. One can prove it

by reduction to the case n = 3. The latter case follows from the result on geometrically rational
k-surfaces (|CT83|, Thm.A), obtained by K-theoretic methods.

In the case of smooth intersections of two quadrics in P} we have X(k)/R =1ifn > 5
(|CTSSD87], 3.27). Hence Ap(X) = 0 if n > 5. In fact, we also have Ap(X) =0ifn =4 as a
particular case of [CT83|, Thm.A.

It was also known that under the assumption of the theorem there is a bound N =
N(di,...,dy) such that Ag(X) = 0 if n > N ([Par94], 5.4). The bound N here is defined
recursively : N(dy,...,d,) = f(dy,...,d; N(dy — 1,...,d, — 1)) where the function f grows
rapidly with the degrees. For example, one can deduce that N(3) = 12 and N(4) = 3 + 3'2.

Theorem 2.1.6 is inspired by the work of de Jong and Starr [dJS] and we use their ideas
in the proof. In section 2.2 we recall some notions about the moduli space of curves used in
[dJS] and we analyse the case when we can deduce some information about R-equivalence on
X from the existence of a rational point on the moduli space. Next, in section 2.3 we deduce
Theorem 2.1.6. In section 2.4 we give an application to complete intersections.

2.2 Rational points on a moduli space of curves

2.2.1 The moduli space M, (X, d)

Let X be a projective variety over a field k of characteristic zero with an ample divisor
H. Let k be an algebraic closure of k. While studying R-equivalence on rational points of X
we need to work with a space parametrizing rational curves on X. We fix the degree of the
curves we consider in order to have a space of finite type.

The space of rational curves of fixed degree on X is not compact in general. One way to
compactify it, due to Kontsevich (JKM94|, [FP97]), is to use stable curves.

Definition 2.2.1. A stable curve over X of degree d with n marked points is a datum
(Capb s 7pn7f) of

(i) a proper geometrically connected reduced k-curve C' with only nodal singularities,

(ii) an ordered collection p1, ..., p, of distinct smooth k-rational points of C,

(iii) a k-morphism f: C — X with deg f*H =d,
such that the stability condition is satisfied :

(iv) C has only finitely many k-automorphisms fixing the points py, ..., p, and commuting

with f.

We say that two stable curves (C,p1,...,pn, f) and (C',p},....p,, f') are isomorphic if

there exists an isomorphism ¢ : C' — C’ such that ¢(p;) =p},i=1,...,nand fo¢p = f.
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We use the construction of Araujo and Kollar [AKO03] to parametrize stable curves. They
show that there exists a coarse moduli space My ,(X,d) for all genus zero stable curves over
X of degree d with n marked points, which is a projective k-scheme ([AKO03|, Thm. 50). Over
C the construction was first given in [FP97|. The result in [AKO03| holds over an arbitrary, not
necessarily algebraically closed field and, more generally, over a noetherian base.

We denote by My (X, d) the open locus corresponding to irreducible curves and by
evn : Mon(X,d) - X x...x X
n

the evaluation morphism which sends a stable curve to the image of its marked points. When
one says that Mg, (X,d) is a coarse moduli space, it means that the following two conditions
are satisfied :

(i) there is a bijection of sets :

isomorphism classes of
genus zero stable curves over k
f:C — Xg with n marked points,
deg f*H =d

D : =5 Moyn(X, d)(%);

(ii) if C — S is a family of genus zero stable curves of degree d with n marked points,
parametrized by a k-scheme S, then there exists a unique morphism Mg : S — M (X, d)

such that for every s € S(k) we have
Mg(s) = ®(Cs).

In general, over nonclosed fields we do not have a bijection between isomorphism classes
of stable curves and rational points of the corresponding moduli space, see [AK03| p.31. In
particular, a k-point of M ,(X,d) does not in general correspond to a stable curve defined
over k.

2.2.2 Rational points on M(X,d)

Let P and @ be two k-points of X. Suppose there exists a stable curve f : C' = Xj over
k with two marked points mapping to P and @, such that the corresponding point ®(f) is a
k-point of Mo 2(X,d). Even if we are not able to prove that f can be defined over k, using
combinatorial arguments we will show that P and ) are R-equivalent over k. Let us state the
main result of this section.

Proposition 2.2.2. Let X be a projective variety over a field k of characteristic zero. Let P
and Q be k-points of X. Let f : C — X}, be a stable curve over k of genus zero with two marked
points mapping to P and Q). Let H be a fized ample divisor on X and let d = dego f*H. If
the corresponding point ®(f) € Mo2(X,d) is a k-point of Mo2(X,d), then the points P and
Q are R-equivalent over k.

Let us first fix some notation. Let k be a field of characteristic zero. Let us fix an algebraic
closure k of k. Let L <5 k be a finite Galois extension of k, and let G = Auti(L). For any

33



o € G we denote by ¢ : Spec L — Spec L the induced morphism. If Y is an L-variety, denote
by °Y the base change of Y by ¢* and ?Y; the base change by (i o 0)*. We denote the
projection Y — Y by ¢* too. If f: Z — Y is an L-morphism of L-varieties, then we denote
by °f: °Z — °Y and °f}, : ?Z;, — °Y the induced morphisms.

Note that if Y C P? is a projective variety, then “Y can be obtained by applying o to each
coefficient in the equations defining Y. Thus, if Y is defined over k, then the subvarieties Y, 7Y
of P7 are given by the same embedding for all o € G. In this case the collection of morphisms
{c* 1Y — Y},eq defines a right action of G on Y. By Galois descent ([BLR90]|, 6.2), if a
subvariety Z C Y is stable under this action of GG, then Z also is defined over k.

For lack of a suitable reference, let us next give a proof of the following lemma :

Lemma 2.2.3. Let C' be a projective geometrically connected curve of arithmetic genus
pa(C) = h'(C,0¢) = 0 over a field k. Assume C has only nodal singularities. Then any
two smooth k-points a,b of C' are R-equivalent.

Proof. Since the arithmetic genus of C is zero, its geometric components are smooth rational
curves over k intersecting transversally and, moreover, there exists a unique (minimal) chain
of k-components joining a and b. We may assume that all the components of the chain, as well
as their intersection points, are defined over some finite Galois extension L of k. By unicity we
see that every component of the chain is stable under the action of Auty(L) on Cf, hence it is
defined over k. By the same argument, the intersection points of the components of the chain
are k-points. We conclude that the points a and b are R-equivalent over k. O

Let us now give the proof of Proposition 2.2.2.

We call a and b the marked points of C. We may assume that C, f, a and b are defined
over a finite Galois extension L < k of k. Let us put 7' = Spec L and G' = Autg(L). Note that
T X k =[] Spec k where the morphism Speck — T is given by (i o 0)* on the corresponding

G

component. We view T as a k-scheme and f : C — X Xx; T as a family of stable curves
parametrized by 7. Thus we have a moduli map My : T = Spec L — M 2(X,d) defined over

k and such that for every t € T'(k), corresponding to o € G, we have
Mr(t) = ®(7Cp)
where 7 fz : °Cy — X and the marked points of ?Cj, are o(a) and o(b).
Since the curve f; : C;; — X} corresponds to a k-point of M 2(X,d), we can factor My as

T = Spec L — Speck (b(—ff) My (X,d).

We thus see that for every ¢t € T'(k) the point Myp(t) is the same point ®(fz) of Mo o(X,d).
Hence for every o € G the curves ?Cy and Cj; are isomorphic as stable curves. This means that
there exists a k-morphism ¢, : Cf — ?Cf, such that ¢, (a) = o(a), ¢»(b) = o(b) and 7 frop, =
Jr-

As a consequence, the proposition results from the following lemma.
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Lemma 2.2.4. Let X be a projective variety over a perfect field k. Let L be a finite Galois
extension of k with Galois group G. Let P and Q) be k-points of X. Suppose we can find an
L-stable curve of genus zero f : C — Xy with two marked points a,b € C(L), satisfying the
following conditions :

(i) fla)="P, f(b) =Q;

(ii) for every o € G there exists a k-morphism ¢, : C;, — °Cy. such that

¢o(a) =o(a), ¢ps(b) = o(b) and 7 f; 0 ¢ = f-
Then the points P and @ are R-equivalent over k.

Proof. By lemma 2.2.3, we have a unique (minimal) chain {C1,...,C),} of geometrically
irreducible L-components of C, joining a € C1(L) and b € C,,(L).

Let us take ¢ € G. We have two chains of k-components of °C' joining o(a) and o(b) :
{9C1 5, °C k) and {¢6(Cy £), ..., 0 (Cp, 1)} - Since the arithmetic genus of ?Cy, is zero,
we thus have

QZ)U(C“}) = GC@E, 1= 1, e, m.

Let us fix 1 < ¢ < m. Denote the image f(C;) of C; in Xy by Z;. From the commutative
diagram

oc; —L, ox

l l

we see that 7 f(7C;) = ?Z; and that 7 fr(7C; ;) = 7Z, ; (using base change by i : L — k in the
first line of the diagram above). On the other hand, since ¢,(C; ;) = °C; ; and  fy o0 ¢y = ff,
we have 7Z;; = °fi(7Cig) = “fi(00(Cip)) = fr(Cig) = Z;f. Since 7Z; and Z; are L-
subvarieties of X, we deduce that ?Z; = Z; for all ¢ € G. By Galois descent, there exists a
k-curve D; C X such that Z;, = D; xy, L.

Let [)i — D; be the normalisation morphisr~n. Since C; is smooth, the morphism f|¢, :
C; — D; X, L extends to a morphism f; : C; — D; X L :

Di XkL
fi

fle.
Ci 4>‘01Di Xk L.

We have ¢,(C;NCiy1) = 7C;N 7Ci4q and 7 fik© o = [;f, as this is true over a Zariski open
subset of D;. Using the same argument as above, we deduce that the point f;(C; N C;11) is a
k-point of D;. This implies that D; is a k-rational curve as it is L-rational and has a k-point.
We also notice that the point f(C; N Cj41) is a k-point of X as the image of f;(C; N Cit1). We
deduce that P and Q) are R-equivalent by the chain Di—X,i=1,...m. [

Remark 2.2.5. If the cohomological dimension of the field k is at most 1, one can use more
general arguments to prove Proposition 2.2.2 : we discuss it in the appendix.
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2.3 Proof of the theorem

In this section we use the previous arguments to prove Theorem 2.1.6. Let k be a function
field in one variable over C or the field C((¢)). Let X be a k-rationally simply connected variety.
In particular, X is rationally connected. Note that by the theorem of Graber, Harris and Starr
|GHSO03|, a smooth rationally connected variety over a function field in one variable over C
has a rational point, and the same result is also known over k = C((¢)) (cf. [CT11] 7.5). As
any smooth projective variety equipped with a birational morphism to X is still rationally
connected, it has a rational point. This implies that X (k) # 0.

Let us fix a sufficiently large integer e and an irreducible component M, o C Mo 2(X,e)
such that the restriction of the evaluation morphism evy : M, 2 — X X X is dominant with
rationally connected general fibre.

Let P and @ be two k-points of X. A strategy is the following. We would like to apply
[GHS03] and to deduce that there is a rational point in a fibre over (P, Q). Then, by Proposition
2.2.2, we deduce that P and @) are R-equivalent. But we only know that a general fibre of evs is
rationally connected. If k£ = C((¢)), this is sufficient as R-equivalence classes are Zariski dense
in this case by [Kol99]. If k is a function field in one variable over C, our strategy will also
work by a specialization argument of the lemma below (see also [Sta| p.25 and |Liel0] 4.5). So
we obtain X(k)/R =1 as X (k) # 0.

Let us now prove that the group Ag(X) is trivial. Pick z¢g € X (k). It is sufficient to prove
that for every closed point z € X of degree d we have that x — dxg is zero in CHp(X). Let us
take a rational point 2’ € X k(z) over the point z. By the first part of the theorem, applied to
Xi(z), @' is R-equivalent to xg over k(x). Hence 2’ — xg is zero in C'Ho(Xy(y)). Applying the
push-forward by the morphism p : Xj,) — X, we deduce that x — dzg is zero in CHy(X).
This completes the proof. O

Lemma 2.3.1. Let k = C(C) be the function field of a (smooth) complex curve C. Let Z
and T be projective k-varieties, with T smooth. Let f : Z — T be a morphism with rationally
connected general fibre. Then for every t € T(k) there exists a rational point in the fibre Z;.

Proof. One can choose proper models 7 — C and F : Z — T of T and Z respectively with T
smooth. We know that any fibre of F' over some open set U C T is rationally connected (cf.

[Kol96] IV.3.11).

The point ¢ € T'(k) corresponds to a section s : C'— T. What we want is to find a section
C — Z x7 C. One can view the image s(C) in T as a component of a complete intersection
C’ of hyperplane sections of T for some projective embedding. In fact, it is sufficient to take
dim 7 — 1 functions in the ideal of s(C) in T generating this ideal over some open subset of
s(C). Moreover, one may assume that C” is a special fibre of a family C of hyperplane sections
with general fibre a smooth curve intersecting U. After localization, we may also assume that
C is parametrized by C[[t]]. We have the following diagram :

36



ZXTCHZ

§——Cocy C C T

| |

Spec C ——— Spec C[[¢t]].

Let K = C((t)) and let K be an algebraic closure of K. By construction, the generic fibre
of Fig : ZX7C Xcpp K—¢C R[] K is rationally connected. By [GHS03| we obtain a rational
section of Fz. As K is the union of the extensions C((t'/V)) for N € N, we have a rational
section for the morphism Z x7 C[[t'/N]] — C Rc) C[[t'/N]] for some N. By properness, this
section extends to all codimension 1 points of C ®¢p] C[[t'/N]], in particular, to the point & on
the special fiber. This extends again to give a section C' — Z x7 C' as desired. O

Remark 2.3.2. Let k be a field of characteristic zero. Let X be a k-rationally simply connected
variety. Using a difficult result of Hogadi and Xu [HX09] instead of Lemma 2.3.1 in the proof
of the theorem, one can show that
(i) if any rationally connected variety over k has a rational point, then X (k)/R = 1;
(ii) if for any finite extension k’/k, any rationally connected variety over k' has a rational
point, then Ay(X) = 0.

2.4 Proof of the corollary

The following result is essentially contained in [dJS|. We include the proof here as we need
the precise statement over a field which is not algebraically closed.

Proposition 2.4.1. Let k be a field of characteristic zero. Let X be a smooth complete inter-
T

section of v hypersurfaces in P} of respective degrees dy,...,d, with d? < n+ 1. Suppose
i=1

that dim X > 3. Then for every e > 2 there exists a geometrically irreducible k-component

Mo C Mo2(X, e) such that the restriction of the evaluation morphism

6U2:Me,2—>X><X

1s dominant with rationally connected generic fibre.

Proof. Let us first recall the construction of [dJS| in the case k = C. Note that, as dim X > 3,
we know that Ha(X,Z) = Za where the degree of « is equal to 1 ([Voi02], 13.25).

In [dJS], de Jong and Starr prove that for every integer e > 2 there exists an irreducible
component Mgo C MOQ(X, e) such that the restriction of the evaluation morphism evy :
Meos — X x X is dominant with rationally connected generic fibre. In order to convince
ourselves that M, is in fact the unique component satisfying the above property, we will
specify the construction of M, 2 more precisely :
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1. One first shows that there exists a unique irreducible component M 1 C Moyl(X , 1) such
that the restriction of the evaluation evi|ns , : M1 — X is dominant ([dJS], 1.7).

2. The component M; o C Mo o(X,1) is constructed as the image of M1 under the mor-
phism M 1(X,1) — Mo o(X,1) forgetting the marked point. Then one constructs the
component of higher degree M, o as the unique component of M, o(X, e) which intersects
the subvariety of M o(X,e) parametrizing a degree e cover of the smooth, free curve
parametrized by M o ([dJS], 3.3).

3. The component M, C MOQ(X ,€) is the unique component such that its image under
the morphism M2 (X, e) = Mo, o(X,e), which forgets about the marked points, is M g.

Let us now consider the general case. Let k be an algebraic closure of k. As k is of finite
type over Q, we may assume that & C C. Since the decomposition into geometrically irreducible
components does not depend on which algebraically closed field we choose, by the first step
above there exists a unique irreducible component M 1 C Mg 1(Xj, 1) such that the restriction
of the evaluation ev; | My, 1s dominant. As this component is unique, it is defined over k. Hence,
from the construction above, the component M, > is also defined over £k, which completes the
proof. O

Let us now prove the corollary. Let X be a smooth complete intersection of r hypersurfaces
T
in P} of respective degrees dy, ..., d, with > d? < n+1. Thus, if dim X = 1 then X is a line
i=1
and the corollary is obvious. If dim X = 2 then X is a quadric surface in IP’%. We have that X is
birational to IP’% as it has a k-point and the corollary follows. If dim X > 3, we have that X is
k-rationally simply connected by Proposition 2.4.1. If k£ is a function field in one variable over
C or the field C((¢)) we have X (k)/R =1 and Ap(X) = 0 by Theorem 2.1.6. This completes
the proof of the corollary.

Remark 2.4.2. The next argument, due to Jason Starr, gives a simpler way to prove the
corollary in the case ) dg < n. More precisely, we have :

Proposition 2.4.3. Let k be a Cy field. Let X <y P7 be the vanishing set of v polynomials
fi,-- fr of respective degrees dy,...dy. If 5" d? < n then any two points y1,ys € X (k) can be
joined by two lines defined over k : there is a point x € X (k) such that l(x,y;) C X, i=1,2,
where l(z,y;) denote the line through x and y;.

Proof. We may assume that y3 = (1:0:...:0)and yo=(0:1:0:...:0) via the embedding
i. The question is thus to find a point z = (xg : ... : x,) with coordinates in k such that

{ filtwo + s,twy, .. tay) i=1,...7

=0
filtxo, txy + s, ... tx,) =0,
As y1,y2 are in X (k) these conditions are satisfied for ¢ = 0. Thus we may assume ¢ = 1. Wri-

di ) .
ting fi(zo + s,21,...2n) = > Pj(x0,...2n)s’ where P; are homogeneous polynomials with
5=0

degP; = d; — j we see that each equation f;(zo + s,z1,...2,) = 0 gives us d; conditions on
xo, ... %, of degrees 1,...d;. By the same argument, each equation f;(xg,z1 +s,...2,) = 0
gives d; — 1 conditions of degrees 1,...d; — 1 as we know from the previous equation that we
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T
have no term of degree zero. The sum of the degrees of all these conditions on zg, ...z, is ) df.
i=0

.
As Y. d? < nand k is a C field, we can find a non trivial solution over k, which completes

=0
the proof. 0

2.5 Appendix

We will give a second proof of Proposition 2.2.2 in the case when the base field k is
of cohomological dimension at most 1. In fact, using this assumption and the fact that the
automorphism group of a stable curve is finite, we will show that any rational point of a coarse
moduli space corresponds to an object defined over the base field. We will present the point of
view of [DDE00], all the arguments can be found there.

Definition 2.5.1. Let k be a perfect field, k an algebraic closure and G = Gal(k/k). We say
that k is of cohomological dimension at most 1 if for any (continuous) finite G-module M and
any integer i > 2 we have H'(G, M) = 0.

Example 2.5.2. Any (] field is of cohomological dimension at most 1. Note that the converse
is not true (|[Ax75|). Thus finite fields, function fields in one variable over an algebraically closed
field and formal series fields in one variable over an algebraically closed field give examples of
a field of ed < 1.

Let us give a short sketch of the argument. It is a general fact that, given a point x on a
coarse moduli space, corresponding to an object over k with the automorphism group G, the
obstruction to lifting x to an object over k lives in a certain (non-abelian, as G is not necessarily
abelian) 2-cohomology set (and not a group in general), in the sense of [Gir71]. Now, the fact
that G is finite, allows us to reduce to the abelian case and to deduce that H? vanishes under
the hypothesis cd k < 1.

We first give some notions from non-abelian cohomology.

Gerbes and non-abelian cohomology

Let X be a scheme. Denote by S the étale site X¢;.

Definition 2.5.3. An S-gerbe is a stack ! satisfying the following conditions :
(i) locally each fibre is nonempty : there exists a covering (U; — X);es such that for any
i € I the fibre above U; is nonempty.
(ii) for any U € Ob(S) any two sections over U are locally isomorphic.

1. Let us briefly recall the definition of a stack. It is a category X fibered in groupoids over S (i.e. for each
open U C S the fiber X(U) is a groupoid), such that for each open U C S and z,y € X(U), Hom(z,y) is a
sheaf and the following glueing condition is satisfied : given an open U C S, an open covering (U;);er of U and
elements z; € X(U;),i € I, if for all 4, there exists an isomorphism ¢;; between the restrictions of z; and x;
to U; N Uj such that ¢i; = ¢ixepr; over U; N U; N Uy, then there exists z € X (U) restricting to x; over Us.
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Example 2.5.4. Consider the same notations as in Proposition 2.2.2. Let us define the follo-
wing stack Gy over the étale site Spec k¢; :
(i) the objects of Gy over an extension L of k are stable curves D — X, over L which
become isomorphic over k to the k-curve C' — X} corresponding to the point ®(f), note
that this condition does not depend on the embedding L < k;
(ii) the morphisms between two stable curves over L are L-isomorphisms.
One can also view Gy as the fibre of the morphism Mo 2(X,d) — My 2(X,d) over the point
®(f), where Mo 2(X,d) is the stack of all genus zero stable curves over X of degree d with
two marked points. By this description, the objects of G exist locally (that is, over some finite
extension of k). Moreover, any two such objects are locally isomorphic (that is, after taking
some finite extension of k). What we want to prove is the existence of objects over k, that is,
that the curve C' — Xj, is defined over k.

Definition 2.5.5. A gerbe which has objects over S is called neutral.

Remark 2.5.6. The following picture may illustrate the terminology of gerbes and stacks :

OBIECTS OVERL
4

COARSE MODULT

By considering the automorphism groups of objects of G one can associate a band £ = L(G)
to the gerbe G, see [Gir71] Ch.IV for details. For example, if S = Spec ke, then an S-band
corresponds to a group A endowed with a homomorphism Gal(k/k) — Aut(A)/Inn(A). Next,
one can define a cohomological set H?(S, £) parametrizing all classes of gerbes whose associated
band is £. Note that in the case of Gy the automorphism group of objects is locally (that is,
starting from some extension of k) a finite constant group consisting of the automorphisms of
C — Xj, over k.

A morphism u : £ — M of bands induces a relation
H*(S, L) — H*(S, M)
where p — ¢ means that there are gerbes P and @ of classes p and ¢ respectively and a

u-morphism P — Q. If p is neutral and if p —o ¢ than ¢ is neutral.
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Reduction to the abelian case

For the sake of completeness, let us give a sketch of the proof of the following result of
Deébes, Douai and Emsalem (|[DDE00], cor. 1.3) :

Theorem 2.5.1. If the cohomological dimension of k is at most one, then any gerbe G over the
étale site S = Spec kg whose associated band L is locally a constant finite group C' is neutral.

Proof. As the authors point out, their idea goes back to the work of Springer [Spr65|. Let us
first suppose that C' is not nilpotent. Then one can find a prime p and a p-Sylow subgroup H
of C' which is not normal. One verifies that the following data define a gerbe G’ over S :
(i) the objects of G’ over a separable extension L of k are the couples (z,T), where 2 € G(L)
and T is a sheaf of p-Sylow subgroups of Auty(z);
(ii) the L-morphisms (z,T) — (2/,T’) are the L-morphisms a : * — 2’ such that the
induced morphism a, : Auty(z) — Auty(z’) maps T to T".
The band associated to the gerbe G’ is locally the normalizer B = N¢(H) and by construction
B is a proper subgroup of C. From the definition, if G’ has objects over k, then we have the
same for G.

Thus we may reduce to the case C' is nilpotent. Let
00" —-C5H0C" =0

be an exact sequence where C” is the derived subgroup of G. One may define a band 7,£ and
a morphism m, : H*(S,L£) — H?(S,m.L) (cf. [Gir71] VI.2.5 and IV.1.3.7 for the definition of
7 L). As cdk <1 and C” is abelian, the image 7. ([G]) is zero. As one can check, this implies
that [G] comes from an element of H2(S, Lc). Thus we conclude the proof by an induction
argument. [

Now we can apply the previous theorem to Gy. We conclude that Gy is neutral and thus
there is a genus zero k-stable curve f': ¢’ — X with two marked points a,b € C'(k) such that
the images of a and b are respectively the points P and Q). By lemma 2.2.3 we deduce that a
and b are R-equivalent in C’, thus their images P and @ in X are also R-equivalent.
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Chapitre 3

Ri-équivalence

Introduction

Soit K un corps et soit X une variété propre sur K. On dit que deux points rationnels
x1, w2 € X(K) sont directement R-liés s’il existe un morphisme p : ]P’}{ — X tel que p(0:1) =
x1 et p(1 : 0) = x9. On appelle R-équivalence la relation d’équivalence engendrée et on note
X(K)/R lensemble des classes de R-équivalence. Si K est le corps des fractions d’un anneau
de valuation discréte hensélien A et si X a un modéle sur A dont la fibre spéciale X, est
une variété projective et lisse, séparablement rationnellement connexe, Kollar [Kol04| a montré
qu’on dispose d’une application de spécialisation bijective entre ’ensemble des classes de la
R-équivalence sur X et sur la fibre spéciale X;. Le cas ot X n’a pas nécessairement bonne
réduction, méme si X admet un modéle régulier propre sur A reste ouvert. Pour une telle
variété X, nous introduisons une autre notion d’équivalence sur X (K), que nous appelons la
Ry-équivalence. Cette relation ne coincide pas nécessairement avec la R-équivalence, méme pour
les variétés rationnellement connexes (3.3.5). Néanmoins, on arrive a relier la Rj-équivalence
avec certaines propriétés de la fibre spéciale d’'un modéle régulier X de X.

Notations. On note A un anneau de valuation discréte, K son corps des fractions, 7 une
uniformisante et F' le corps résiduel. On pose S = SpecA et on note s le point de .S correspon-
dant a l'idéal maximal (7) de A .

3.1 Relations R,

Soit X une K-variété. Soit n > 1 un entier. On introduit des relations d’équivalence sur les
points de X (K).

Définition 3.1.1. On dit que deux K-points P,Q € X(K) sont R,-liés s’il existe une A-
courbe C connexe, réguliére, un K-morphisme f : Cx — X et deux K-points a,b € C(K) tels
que

(i) f(a) =P f(b) = Q;
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(ii) les points a et b se prolongent en des sections a,b € C(A) qui ont méme réduction dans
C(A/m™).
On appelle R,-équivalence la relation d’équivalence engendrée. On note X (K)/R,, I'ensemble
des classes de R,-équivalence.

Dans cette définition, les points a et b sont dans 'ouvert de lissité de C sur A. On peut
alors demander que C' soit lisse sur A.

Remarque 3.1.2. Pour n = 1 la condition (ii) dit que les points a et b ont méme réduction
dans C(F).

Remarque 3.1.3. Pour X propre, dans la définition ci-dessus on peut demander que C' soit
reguliére et propre. En effet, on dispose d’un plongement C — D ou D est une A-courbe
connexe, réguliére et propre (cf. [CS86| XI). Comme X est propre, le morphisme f: Cx — X
se prolonge en un morphisme Dg — X.

Les propriétés suivantes sont immeédiates d’aprés la définition.

Lemme 3.1.4.
(i) Soit X une K-variété. Soit K' une extension finie de K munie d’une valuation discréte
prolongeant la valuation de K. Si deux K-points P et Q) de X sont R, -équivalents dans
X (K), alors ils le sont dans X (K').
(ii) Soit f : X — Y un morphisme de K-variétés. Si deur K-points P et QQ de X sont
R, -équivalents, alors f(P) et f(Q) sont Ry-équivalents dans Y . En particulier, on a une
application X(K)/R, — Y (K)/R, induite par f.
O

Soit X une K-variété. Si X n’est pas nécessairement propre, on dit que deux K-points P, Q)
de X (K) sont directement R-équivalents s’il existe un ouvert U C IP’}( contenant les points 0
et 1 et un morphisme p: U — X tels que p(0) = P et p(1) = Q.

Lemme 3.1.5. Si deur K-points de X sont R-équivalents, alors ils sont R, -équivalents pour
tout entier n > 1.

Démonstration. Soient P,Q € X(K). On dispose d'un ouvert U C IP’}( contenant les points
0 et 1, et d'un morphisme p : U — X tels que f(0) = P et f(1) = Q. On considére le K-
automorphisme o : P}, — Pk défini par (u,v) — (7"u,v). Ceci envoie le point (0, 1) sur (0,1)
et le point (1,1) sur (7", 1). Les deux points (0,1) et (7", 1) ont méme réduction modulo 7"
et le morphisme f oo~ ! les envoie sur P et Q respectivement. ]

En particulier, on voit que la R,-équivalence est triviale sur P72 (K).

On démontre U'invariance birationnelle de ’ensemble X (K)/R,, de la méme maniére que
pour la R-équivalence (cf.[CTSan77| Proposition 10).

Proposition 3.1.6. Soit K un corps de caractéristique zéro muni d’une valuation discréte.
Soient X,Y deur K-variétés projectives lisses géométriquement intégres. St X et Y sont K-
birationnelles, alors on a une bijection X (K)/R, ~ Y (K)/R,.
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Démonstration. Montrons d’abord l’assertion dans le cas ot X est un éclatement d’un sous-
schéma fermé lisse Z de Y de codimension 7 + 1. On a donc une application X (K)/R, —
Y (K)/R,, qui est surjective. Montrons qu’elle est injective. Soient P,Q € Y (K) deux points
qui sont R,-équivalents. Il suffit de considérer le cas ou ils sont directement R,-liés. Soit A
I’anneau de valuation de K. Soit C' une A-courbe connexe, réguliére, telle qu’on dispose d’un
K-morphisme f : Cx — Y et de deux K-points a,b € C(K) tels que f(a) = P, f(b) = Q et
que de plus a et b ont méme réduction dans C'(A/7™). Montrons qu’il existe des préimages
P,Q1 € X(K) de P et @, qui sont Rp-équivalents. C’est le cas si 'image de Cx n’est pas
incluse dans Z. En effet, le morphisme Cx — Y se reléve dans ce cas & un morphisme Cx — X.
Sinon il existe un ouvert U de fx(Ck) contenant P et @ tel que U xy X est K-isomorphe &
U x i P% pour r > 0 convenable. On utilise ici que si B est un anneau semi-local connexe, tout
B-module projectif est libre (cf. [Ser57]). On a donc 'application f~(U) — X, ¢+ (f(c), 2),
ou z est un point rationnel de P%. En utilisant le lemme 3.1.5 et le fait que les fibres de
X — Y au-dessus des points rationnels de Y sont des espaces projectifs, on déduit I'injectivité
de X(K)/R, — Y(K)/R,.

Dans le cas général, soit g : X — Y un morphisme birationnel. D’aprés Hironaka il existe
un diagramme commutatif de morphismes K-birationnels

X/ > Y/

.

X—Y

tels que les fléches verticales sont composées d’un nombre fini d’éclatements comme ci-dessus.
D’apreés ce qui précéde on a un diagramme

X'(K)/Rn —Y'(K)/ Ry,

[ )

X(K)/Rn ——=Y(K)/Rn,

d’out on déduit le résultat. O

L’énoncé suivant relie la Rj-équivalence avec la R-équivalence sur la fibre spéciale d’un
modéle propre X de X.

Proposition 3.1.7. Soit X une K-variété propre et soit X un modéle propre de X sur S. Si
x1,x9 € X(K) sont deuz points de X qui sont Rj-équivalents, alors leurs réductions T1 et T
dans X (F') sont R-équivalentes.

Démonstration. D’aprés les hypothéses de la proposition, on dispose d’un morphisme f : C' —
X ou C est une K-courbe connexe, réguliére et propre, et de ¢1,c2 € C(K) tels que f(c1) =
x1, f(co) = w9 et que de plus ¢; et c2 ont méme réduction ¢ dans Cs pour un modéle régulier
propre C de C. Cette réduction est un point lisse de Cs.

Le morphisme f : C — X donne une application rationnelle C --» X. Soit ' C C x X
ladhérence de son graphe. Le morphisme I' — C est birationnel. Soit C’ une surface réguliére
birationnelle & T, qui existe d’apreés [Liu02| 8.3.50. Le morphisme C' — C est encore birationnel
et, d’aprés [Liu02] 9.2.2, c’est un éclatement de points fermés. Ainsi les réductions des points
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c1 et ¢y dans la fibre spéciale de C' sont R-équivalentes. Puisqu’on a un morphisme C' — X,
les points Z; et Ty sont aussi R-équivalents. O

3.2 Le cas régulier

Proposition 3.2.1. Soit X une K -variété lisse. Soit X /A un modéle régulier! de X. Si x1,xo
sont deuzr K -points de X qui se prolongent en des sections x1,zo € X (A) ayant méme réduction
dans X(A/7™), alors les points x1 et xo sont Ry, -équivalents dans X (K).

Démonstration. Soit X'5¢ Pouvert de lissité de X. Notons Z la réduction de z1 et x5 dans
la fibre spéciale Xp. Puisque X est régulier, z € X% D’aprés la description locale des
morphismes lisses il existe un ouvert U C X¥5%¢ contant Z et étale sur Y = A% .Onazxi,z9,T €
U. Soient y1, y2, 4 les images des points z1, z2, Z dans Y. On voudrait avoir une courbe réguliére
C et un morphisme C — Y dont 'image passe par les points y; et ys.

Soient y1 = (yi,...y%) € AN, yo = (v},...9%) € AN. Notons C = A; la droite affine sur
A. Considérons le morphisme

¢p:C—Y
2 _ gl
£ (‘y’ny’t + y})
T i=1..N
2_,1
Puisque y; et y2 ont méme réduction modulo 7™, le quotient ?JITZ!Z est un élément de A,

i.e. application ci-dessus est bien définie. De plus, ¢(0) = y; et ¢(7™) = ya.

Soit C" = C xy X I'image réciproque de C. C’est une courbe lisse qui posséde deux K-points
z1 = (0,21),29 = (7", 22) qui ont méme réduction modulo 7™ et qui s’envoient sur z; et x
par la projection sur X.

3.3 Comparaisons

Définition 3.3.1. Soit k un corps. Soit X/k une variété. Soient P,Q € X (k). On dit que P
et @ sont Brauer-équivalents si pour tout élément o € Br(X) on a :

a(P) = «(Q) dans Br(k).

Lemme 3.3.2. Soit k un corps. Soit X/k une variété propre. Si P,Q € X(k) sont R-
équivalents, alors ils sont Brauer-équivalents.

1. pas nécessairement propre
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Démonstration. 11 suffit de considérer le cas ot P est directement lié & ). On dispose alors
d’un morphisme f : IF",lg — X, 0 P,oo — Q. On a le diagramme commutatif suivant :

Br(X) x X (k) — Br(k)

|

Br(PL) x P (k) — Br(k).

On en déduit 'énoncé du lemme, vu que Br(Pi) ~ Br(k). O

La proposition suivante établit le lien entre la Rj-équivalence et 1’équivalence de Brauer.
Comme précédemment, on note A un anneau de valuation discréte, K son corps des fractions
et F' le corps résiduel. Soit X une K-variété.

Proposition 3.3.3. Soit [ un nombre premier différent de la caractéristique p de F. Soit
a € Br(X) un élément de torsion l-primaire. Si P,Q € X(K) sont R;-liés, alors a(P) et
a(Q) ont méme image par Uapplication résidu

Br(K){1} — H'(F,Q,/Zy).

Démonstration. Soient P, Q € X (K) deux points R;-liés, soit C/A une courbe correspondante.
On dispose du diagramme commutatif suivant (cf.[CTS96]) :

Br(X) x X(K) — Br(K)

L

Br(Cx) x C(K) — Br(K)

11 suffit alors de montrer que si a,b € C(K) ont méme réduction a dans C(F), alors pour tout
a € Br(Cg) les images de a(a) et a(b) par Papplication résidu Br(K){l} — H'(F,Q;/Z;) sont
les mémes. Il existe un ouvert affine U de C contenant les points a et b. Fixons a € Br(Ck).
D’aprés [CTS96] I'image de a(a) par application résidu est égale & f(a) ou B est un certain
élément de H'(Spec B,7Z/1) ou Spec B est étale sur U 2. Ainsi cette image ne dépend que de
la réduction de a dans la fibre spéciale Cr, d’ou le résultat. O

Proposition 3.3.4. Supposons que A est hensélien. Soit X/K une variété propre. Si P,Q €
X(K) sont Ri-équivalents, le zéro-cycle P — @Q appartient & un sous-groupe uniquement -
divisible de Ag(X), | # p.

Démonstration. (cet argument est dit & L. Moret-Bailly) Il suffit de considérer le cas ou X = C
est une courbe projective et lisse, avec un modéle régulier et propre C tel que les points P
et  ont la méme spécialisation. D’aprés [BLR90] 9.5.1, la composante neutre du schéma de
Picard de C sur S est représentable par un schéma en groupes lisse est quasi-projectif P, qui
est le modéle de Néron de la jacobienne de C. On a P(K) = Pic®(C) = Ay(C), puisque C(K)

2. On peut de plus s’assurer qu’il existe un point b € SpecB au-dessus de @
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est non vide. Soit U C P(S) le noyau de I'application de spécialisation P(S) — P(k). On a
P — @ € U. Puisque la multiplication par [ dans P est étale et A est hensélien, on obtient le
résultat. u

Remarque 3.3.5. L’équivalence de Brauer permet de comparer la R-équivalence et la Ri-
équivalence. L’exemple suivant montre que pour K p-adique méme pour les variétés rationnel-
lement connexes ces deux notions d’équivalence ne coincident pas a priori.
Prenons K = Q9 et soit X¢ un modéle projectif et lisse de la surface de Chéatelet X d’équation
affine

y* — 322 = (. — 5)(x — 43)(z + 2).

On voit que X¢ est fibré en conique au-dessus d’une droite projective. On a donc que X¢ est
rationnellement connexe. Dans X on trouve une courbe affine C' d’équation :

y? = (z — 5)(x —43)(z + 2).

Soit C€ la compactification de C d’équation y?t = (x—5t)(x —43t)(x+2t) et soit C° 'adhérence
de C° dans }P’%Q. Soit C¢ un modéle régulier propre de C° sur Zy. On vérifie que les points
P:z=t=0y=1letQ:2=2,t=8,y=19-9 =171 vérifient ’équation de C' et ont méme
réduction dans la fibre spéciale CS/Fqo de C¢, qui est un point lisse de CS. Ainsi P et @ sont
des points lisses de C¢ (lemme de Hensel) et donc I'application C¢ — C© est un isomorphisme
sur un ouvert U contenant ces deux points. On écrit de méme P et Q pour les points de C°
correspondants. Par propreté, 'application rationnelle CNE( --» X° qui peut étre supposée un
plongement sur U d’aprés la construction, se prolonge a un morphisme. On note zp et xg les
images des points P et () respectivement.

D’apres la construction, les points xp et xg sont Ri-équivalents. Montrons qu’ils ne sont pas
R-équivalents. D’aprés le lemme 3.3.2, il suffit d’exhiber un élément o € Br(X€) qui ait des
résidus différents en xp et xg. Prenons « la classe de (z — 5,3) dans Br(K(X)). On vérifie
que tous les résidus de a aux points de codimension 1 sont nuls. On a donc a € Br(X°¢).
L’image de a(xp) par Papplication Br(X¢) x X¢(K) — Br(K) est la classe de (—5,3) dans
Br(Q2) et 'image de a(zq) est la classe de (—3,3). D’aprés [Ser68], p.219, on a (—5,3) = —1
et (—3,3) = 1. Ces classes sont donc différentes, d’oir 'assertion.

Par ailleurs, il est connu (cf.[CTSan79|) que pour X une surface de Chételet on a une
injection
X(K)/R < (K*/NL*)?
ott L = K(+/3), qui est donnée par

(z,y,2) = (z — €1,z — e2)

sur 'ouvert x # e1, x # e2. Ainsi on doit comparer (—5, —43) et (—3, —41). Comme précédem-
ment, —5 n’est pas une norme de L, puisque la classe de (—5,3) n’est pas triviale, bien que
—3 € NL*. On obtient encore que xp n’est pas R-équivalent a zq.

Remarque 3.3.6. Soit X une variété projective et lisse, rationnellement connexe, définie sur
un corps p-adique K. Soient x1,x9 € X(k). L'exemple précédent montre que si x; est Ri-
équivalent a x9, on n’a pas nécessairement que x1 est R-équivalent & xo. La question de savoir
si la condition que x; est R,-équivalent a xo pour tout m > 1 implique que x1 et xo sont
R-équivalents reste ouverte.
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Chapitre 4

R-équivalence sur les corps réels clos et
p-adiquement clos

Résumé. Dans ce chapitre on s’intéresse a la R-équivalence sur les variétés rationnellement
connexes définies sur les corps réels clos ou p-adiquement clos.

4.1 Corps réels clos.

Définition 4.1.1. Un corps réel est un corps F' qui vérifie une des propriétés équivalentes
suivantes (cf. [BCR87] 1.1.6) :

(i) F peut étre ordonné;

(ii) —1 n’est pas une somme de carrés dans F';

(iii) Pour tous 1,...2, € F,si Y22 =0, alors 7, =0,i=1,...n.

Notons qu’un corps réel est toujours de caractéristique 0.

Définition 4.1.2. Un corps réel clos est un corps réel F' qui n’admet pas d’extension algé-
brique réelle non triviale. Il est équivalent de dire (cf.[BCR87| 1.2.2) que c¢’est un corps réel tel
que F[i] = F[z]/(z? + 1) est un corps algébriquement clos.

Proposition 4.1.3. Tout corps ordonné F a une cléture réelle, i.e. une extension algébrique
qui est un corps réel clos dont ’ordre prolonge celui de F', unique & un unique F-isomorphisme

pres (cf. [BCR87[, 1.3.2).

Donnons quelques exemples de corps réels clos :
1. Le corps des nombres réels R, le corps R,;, des nombres réels qui sont algébriques sur Q.

2. Le corps R(X)" des séries de Puiseux a coefficients réels (cf. [Wal78], p.98), i.e. le corps
dont les éléments s’écrivent sous la forme

—+00
5= g aiX’/q,
i=k
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ouk€Z,qeN\O, a; €R. On pose

v(s) = k/q.

On dit qu’'un tel élément s est positif si ay > 0.

On obtient ainsi un exemple d’'un corps réel clos non-archimédien : il contient des élé-
ments infinitésimaux par rapport a R, i.e. des éléments qui sont plus petits que chaque
nombre réel. Par exemple, une série & un terme X.

Soit k& C K une inclusion de corps réels clos. La construction suivante tient compte des
éléments de K qui sont infinitésimaux par rapport & k. Plus précisément, considérons ’anneau :

A={ac K|3bek,—b<a<b}.

On appelle cet anneau I’anneau de Bir'. Son corps des fractions est K. En effet, sia € K \ 4,
que 'on peut supposer positif sans restreindre la généralité, alors il existe b € k tel que a > b.
On a donc a™! < b~ !, ie. a=! € A. Considérons l'idéal

m={acK|Vbek,b>0ona —b<a<b}CA.

On vérifie que ¢’est un idéal maximal. Notons k = A /m le corps résiduel. C’est un corps réel. En
effet, il s’agit de vérifier que —1 n’est pas une somme de carrés dans k. Supposons le contraire :
—1=a?+...4+a2. Soient a; € A\ m des relévements des a;. On a donc : a? +...+a2 +1 = q,
a € m. Puisque K est un corps réel, alors a > 0 et cet élément n’est pas infinitésimal par
rapport a k, puisque les a; ne le sont pas. On obtient une contradiction avec le fait que a € m.
Montrons que le corps k est un corps réel clos. Il s’agit de montrer que le corps l;[z] est algébri-
quement clos. Soit f € k[i][z], f = Z;‘L:O(Bj + &;i)a?. Soit f € K[i][x] un polynéme obtenu en
relévant arbitrairement l~)j et ¢j. Puisque K est réel clos, le polyndome f a une racine x = a + ib.
On obtient donc que a + ib est une racine de f , d’ou le résultat.

Le résultat suivant est trés important en géométrie algébrique réelle. C’est le principe de
Tarski-Seidenberg, qu’on énonce sous la forme suivante (cf. [BCR87| 1.4.6) :

Théoréme 4.1.4. Soit F' un corps réel, soient f1(z,Y),... fo(x,Y) des polynomes en n + 1
variables (z,Y), Y = (y1,...yn), @ coefficients dans F. Soit S un systéme d’équations et
d’inégalités fi(x,Y)|0 ou | est un des symboles >, < ou =. Alors il existe une combinaison
booléenne B(Y) d’équations et d’inégalités polynomiales en des variables Y a coefficients dans
F' telle que :

pour tout corps réel clos R contenant F et tout y € R™ le systéme S a une
solution x dans R si et seulement si B(y) est vraie dans R.

Remarque 4.1.5. Les parties de K™, ot K est un corps réel clos, définies par des intersections
finies, des unions finies et par des passages au complémentaire des parties définies par des équa-
tions et des inégalités polyndémiales & coefficients dans K s’appellent parties semi-algébriques

de K™ (cf. IBCR&7] 2.1.3).

1. on peut étre plus précis et dire que c’est I’anneau de Bar de K par rapport a k
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Corollaire 4.1.6. Soient k C K deux corps réels clos. Soit X une k-variété, i.e. un k-schéma
séparé et de type fini. Alors X (k) # 0 ssi X (K) # (.

Démonstration. L’'implication X (k) # 0 = X(K) # () est immédiate. Pour le sens inverse il
suffit de considérer le cas affine : X = Speck[z1,...2z,]/(f1,... fm). Montrons que si le systéme
d’équations et d’inégalités S, (x1,...x,) en n variables a coefficients dans k& admet une solution
dans K, alors on a une solution dans k. L’assertion du lemme en est une conséquence. En faisant
la récurrence sur n, d’aprés le principe de Tarski-Seidenberg il suffit de le montrer pour n = 1.
Dans ce cas soit 'ensemble des solutions Sy (z1) contient un intervalle (a, b) a coefficients dans k
et donc ‘%“b est une solution de S1(z1), soit cet ensemble coincide avec I’ensemble des solutions
d’une équation a coefficients dans k. Les solutions sur k£ de ce systéme sont donc ses solutions
sur k[i] qui sont stables par conjugaison. On sait qu’il existe une solution sur K, i.e. une solution
qui est stable par conjugaison. Alors cette solution est en effet définie sur k.

O

4.2 Corps p-adiquement clos.

Définition 4.2.1. Un corps p-valué de rang d est un corps K muni d’une valuation v dont
le corps résiduel est de caractéristique p et telle que dimp,O/(p) = d, oit O est 'anneau de
valuation.

Définition 4.2.2. Un corps p-adiquement clos est un corps p-valué K qui n’admet pas d’ex-
tension algébrique non triviale L qui est un corps p-valué de méme rang.

D’apreés le lemme de Zorn on voit que tout corps p-valué a une cléture qui est un corps
p-adiquement clos. Cette cléture n’est pas forcément unique.

Donnons quelques exemples de corps p-adiquement clos :

1. les corps suivants sont des corps p-adiquement clos de rang 1 :
(a) le corps Q, muni d’une valuation p-adique vy, ;
(b) la cloture algébrique leg de Q dans Qy;

(c) le corps des séries de Puiseux a coefficients dans @, ot la valuation considérée est
v: K — QxZ,Q xZ est muni d’ordre lexicographique,

400 .
v(s) = (k/q,vp(ag)) pour s = 3 a; X9 k€ Z, ¢ € N\ 0, a; € Qp;
i=k

(d) une cloture p-adique de Qp(t) ot Qp(¢) est muni de la valuation v : Qu(t) - Q x Z

telle que v( Y a;t™ ") = (m, vp(ap));
i=0

2. les extensions algébriques de degré d de QQ, sont des corps p-adiquement clos de rang d.

Le lemme suivant est un analogue de 1’énoncé 4.1.6.

Lemme 4.2.3. Soient k C K deuz corps p-valués de méme p-rang avec k p-adiquement clos?.
Soit X une k-variété, i.e. un k-schéma séparé et de type fini. Alors X (k) # 0 ssi X(K) # 0.

2. par exemple, Q3 C Q,
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Démonstration. Soit K une cloture p-adique de K. Si X(K) # (), alors X(K) # (. On en
déduit que X (k) # 0 d’aprés le principe de la théorie des modéles [PR84] 5.1 qui dit que K
est une extension élémentaire de k. C’est-a-dire, tout «énoncé du premier ordre & parameétres
dans k» qui est vrai dans K est vrai dans k. L’énoncé qui dit que la k-variété X a un point en
est un exemple. O

4.3 R-équivalence et changement de base

Soit X une variété projective sur un corps k. Rappelons que deux points z, 2’ € X (k) sont
dits directement R-équivalents s'il existe un morphisme p : P! — X tel que p(0 : 1) = z et
p(1:0) = 2'. La relation d’équivalence ainsi engendrée est la R-équivalence.

Le théoréme suivant décrit la R-équivalence pour les variétés rationnellement connexes sur

R.

Théoréme 4.3.1 (|[Kol99]). Soit X une R-variété projective et lisse rationnellement conneze.
Alors chaque classe de R-équivalence est un ouvert de X (R) et l'ensemble X (R)/R est fini. Plus
précisément, les classes de R-équivalence de X (R) coincident avec les composantes connezes de

X(R).

Soit k C K une extension de corps. On a ainsi une application naturelle injective
X (k) = Xg(K), ce qui donne une application X (k)/R — Xk (K)/R.

Dans la suite on s’intéresse aux questions suivantes :

1. Soient k C K deux corps réels clos (resp. p-adiquement clos). Soit X une k-variété
projective. Sous quelles conditions sur X peut-on obtenir que I'application X (k)/R —
Xk (K)/R est bijective (resp. injective, surjective) ?

2. Soit k un corps réel clos (resp. p-adiquement clos). Soit X une k-variété projective. Est-ce
que ’ensemble des classes X (k)/R est fini, au moins si X est rationnellement connexe ?

Proposition 4.3.2. Soient k C K deux corps réels avec k réel clos (resp. deux corps p-valués
de méme p-rang avec k p-adiquement clos). Soit X une k-variété projective. Alors 'application
X(k)/R = Xk (K)/R est injective.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si deux k-points x,y de X peuvent étre liés par une
chaine de courbes rationnelles définies sur K, alors ils peuvent étre liés par une chaine dé-
finie sur k. Plus précisément, dire que x,y sont R-équivalents dans X (K) est équivalent a
dire qu’il existe une courbe projective C' définie sur k avec deux k-points a et b marqués,
qui est une chaine de IP’,lg dont les points d’intersection sont des k-points, telle que le schéma
Hom(C, X,a + z,b — y) a un K-point, i.e. il existe une composante de type fini H de ce
k-schéma qui admet un K-point. Elle a donc un k-point d’aprés 4.1.6 (resp. 4.2.3), les points
x,y sont donc R-équivalents sur k. ]
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Avec les notations de la proposition ci-dessus, 'application X (k)/R — Xk (K)/R n’est en
général pas surjective. Par exemple, on peut prendre X une courbe elliptique avec X (k)/R =
X(k)et Xg(K)/R=Xg(K) et X(k) C Xg(K). On va étudier la surjectivité dans le cas des
variétés rationnellement connexes.

Proposition 4.3.3. Soient k C K deux corps réels clos (resp. deux corps p-adiquement clos de
méme p-rang) avec K = R (resp. avec K une extension algébrique de degré d de Q). Soit X une
k-variété projective et lisse rationnellement connexe. Alors lapplication X (k)/R — Xk (K)/R
est bijective.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente il suffit de montrer la surjectivité. C’est-a-
dire, il s’agit de montrer que chaque classe de R-équivalence de X (K) admet un point défini
sur k. D’aprés Kollar (cf.[Kol99]), chaque telle classe est ouverte dans X (K). Il suffit donc de
montrer que X (k) est dense dans X (K), ce qui résulte du lemme ci-dessous. O

Lemme 4.3.4. Soient k C K deux corps réels clos (resp. deuzx corps p-adiquement clos de
méme p-rang) avec K =R (resp. avec K une extension algébrique de degré d de Q). Soit X
une k-variété. Alors X (k) est dense dans X (K).

Démonstration. Considérons le cas ot K est une extension algébrique de degré d de Qp, le cas
des corps réels clos est analogue. Montrons d’abord que k est dense dans K. Soient eq,...eq € k
tels que leurs images dans Oy /(p) forment une base de O /(p) sur Fp,. Alors e, ... eq, vus comme
éléments de K sont indépendants sur Q). Comme le degré de K est d, c’est donc une base de
K sur Q. Comme Q est dense dans Qp, alors Q(ex, ..., eq) est dense dans K. Donc k est dense
dans K.

Pour montrer le lemme il suffit de supposer que X est affine. Soit x = (A1,... 4,) € X (K).
Un ouvert U de X (K) tel que = € U, contient une partie de K™, définie par les équations de
X et des inégalités v(z; — A4;) > v(B;) ou les A;, B; € K. Montrons que quitte & prendre un
ouvert plus petit on peut choisir 4;, B; € k.

Puisque k est dense dans K il existe des éléments b; € k tels que v(b;) > v(B;) et des
éléements a; € k tels que v(a; — A;) > v(b;). Considérons un ouvert V de Xx(K) qui est une
partie de K™, définie par les équations de X et des inégalités v(z; —a;) > v(b;). Notons d’abord
que V(K) CU(K) : siv(z;—a;) > v(b;), alors v(x; — A;) = v(z; —a;+a; — A;) > v(b;) > v(B;)
car v(a; — A;) > v(b;) et v(b;) > v(B;). De plus, V(K) # 0 : (A1,... A,) € V(K) puisque
v(A; —a;) > v(b;). On obtient donc que U contient un ouvert V' défini sur & tel que V(K) # 0.
D’aprés le principe de la théorie des modeéles [PR84] 5.1, V(k) est non vide, X (k) est donc
dense dans X (K), ce qui finit la preuve du lemme. O

Remarque 4.3.5. Plus généralement, la proposition ci-dessus s’applique pour k£ C K deux
corps réels clos (resp. p-adiquement clos de méme p-rang) tels que k est dense dans K.

On déduit de la proposition précédente que si k C K C L sont des corps réels clos avec
L =R (resp. des corps p-adiquement clos de rang d avec L une extension algébrique de degré
d de Qp), alors X(k)/R ~ Xg(K)/R pour une k-variété X projective lisse rationnellement
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connexe. En effet, ces deux ensembles sont en bijection avec X1, (L)/R.

Proposition 4.3.6. Soit X une variété projective et lisse rationnellement connexe sur k =R
(resp. sur k une extension algébrique de degré d de Qp). Soit K D R un corps réel clos (resp.
K D k un corps p-adiquement clos de rang d). Alors Uapplication X (k)/R — Xk (K)/R est
bijective.

Démonstration. Considérons le cas ol k est une extension algébrique de degré d de Q,, le cas
des corps réels clos est analogue. Soit x € X (k) un point rationnel. D’apreés [Kol99], il existe
une courbe rationnelle trés libre f, : PL — X, f,(0: 1) =z, fu(1:0) = y # z. La condition
«trés libre» implique qu’on a un k-point [f,] du schéma Hom(Pi, X, (1 : 0) ~ y) qui est un
point lisse. De plus, il existe un voisinage ouvert U, C Hom(P, X, (1 : 0) — y) de ce point
tel que le morphisme d’évaluation e : U, — X, g — ¢(0 : 1) soit lisse. Ainsi e(Uz(k)) est un
ouvert de X (k) qui contient le point x. Puisque X (k) est compact, on peut trouver un nombre
fini de points x; € X (k), tels que X (k) = |, e(Us,(k)). D’aprés le principe de la théorie des
modéles [PR84] 5.1, Xx (K) est aussi recouvert par J; e(Uy, (K)). Chaque point de X (K) est
donc R-équivalent sur K & un des k-points z;. L’application X (k)/R — Xk (K)/R est donc
surjective, ce qui finit la preuve de la proposition d’apres 4.3.2. O

D’aprés les deux propositions précédentes, si k& C K sont deux corps réels clos (resp. deux
corps p-adiquement clos de rang d) avec k C R (resp. avec k C L, ou L est une extension
algébrique de degré d de @), alors on a X (k)/R ~ X (K)/R pour une k-variété X projective
rationnellement connexe. De plus, ce sont des ensembles finis.

4.4 Le cas d’une infinité de classes de R-équivalence

Dans larticle [Kol04] J. Kollar construit des exemples des variétés rationnellement connexes
(et méme unirationnelles) qui ont une infinité de classes de R-équivalence. La méme construc-
tion s’applique aussi dans le cas de certains corps réels clos. Donnons ici les arguments.

Soit K = R(X)". Plus généralement, on considére k C K deux corps réels clos, tels que K
contient un élément ¢ inﬁnitésirr{al par rapport a k, A 'anneau de Bér de K par rapport a k,
k est le corps résiduel. On note k£ = R dans le premier cas. La construction est la suivante :

1. Soit Y une Q-variété lisse. D’aprés Mumford (cf. [Mum69|) il existe un plongement de ¥
dans P™ tel que Y peut étre définie par des équations quadratiques g1 = ... = g, = 0 et
qu’elle soit contenue dans une quartique lisse ¢ = 0. On considére la K-variété projective
X définie par I’équation

X:9?2+.. . +¢g2 +tg=0.

On note Xj, la fibre spéciale de X. C’est une k-variété définie par équation 3

X;C:g%—i—...—kgfnzo.

3. notons que k D k D Q dans le deuxiéme cas
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Puisque le corps k est un corps réel clos,

De plus, l'inclusion Yz < X; donne une bijection
Vi (k)/R ~ X (k)/R.

Cette application est surjective d’aprés la construction. Elle aussi injective. En effet, si
h : P! — X; est un morphisme, alors 'image h(P') est contenue dans I'adhérence de
Zariski de X ,;(l;:) 4 donc dans Y;. On a donc que si deux points de Y7 sont R-équivalents
dans Xj, alors ils sont R-équivalents dans Y;.

D’aprés [Kol04], on dispose d’une fleche de spécialisation

X(K)/R — X;(k)/R ~Y;(k)/R.
Cette fleche est surjective : chaque point de X ,;(l;:) se reléve en un point de X (K) d’apreés
le choix de g1,...9m, g et le lemme ci-dessous.

2. D’aprés [Kol04], on peut prendre Y = E U Z l'union disjointe d’une courbe elliptique
ayant une infinité de Q-points et d’une autre variété Z telles que la variété X construite
ci-dessus soit unirationnelle. On a ainsi une surjection :

X(K)/R — Ep(k) + Z;(k)/R,

ce qui montre que le nombre des classes de R-équivalence de X (K) est infini.

Cette construction montre que I’application X (k)/R — X(K)/R, ou k C K est une inclu-
sion de corps réels clos et k € R n’est pas forcément surjective méme si X est rationnellement
connexe. Si I'on prend pour k le corps des séries de Puiseux et si I'on construit X/k comme
ci-dessus, on a que X (k)/R — X (K)/R n’est pas surjective si k 2 k. Cela montre aussi que la
composée X (k)/R — Xk(K)/R — X];(l;:)/R n’est pas forcément une bijection.

Lemme 4.4.1. Soit A un anneau de valuation, dont le corps résiduel k et le corps des fractions
K sont des corps réels clos. Soit S = Spec A. Soit X un S-schéma, x € X (k) un point lisse de
X. 1l existe alors une section s : S — X, telle que s(Speck) = x.

Démonstration. On peut supposer que X est étale sur Y = Spec A[xy, ... xy). Soit (a1, ...a,) €
Y (k) 'image du point z. On le reléve en un point (A, ... A,) € Y(A). La fibre du morphisme
X — Y en ce point est étale sur S, on peut donc supposer que c’est Spec(A[T]|/P)¢, ot P
est un polynome unitaire séparable. Il s’agit donc de montrer que si sa réduction P admet une
racine y € k, alors P admet une racine y dont la spécialisation est g. En utilisant que K est
un corps réel clos et le lemme de Gauss, il suffit de considérer les cas ot P est quadratique. Si
P n’a pas de racine sur K, alors ces racines sont ¢ £ id, ¢,d € K, d # 0. Puisque P admet une
racine sur k, on a que 'image de d est zéro dans k et on obtient une contradiction avec le fait

que P est séparable. O
Remarque 4.4.2. Voir aussi [Duc02].

4. les l%—points de P! sont Zariski denses
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Deuxiéme partie

Cohomologie non ramifiée
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Introduction

Soit k un corps. A toute k-variété intégre on associe ([BO74], [CTO89], [CT95a]) les groupes
de cohomologie non ramifiée définis de la maniére suivante.

Pour n un entier inversible sur k, on note p, le k-schéma en groupes (étale) des racines
n-iémes de 1'unité. Pour i un entier positif on note pu&* = u, ® ... @ py, (i fois). On pose
pst = Homk,gT(ug(_Z),Z/n) si i est négatif et u&° = Z/n.

Pour F' un corps de fonctions sur k£, j > 1 un entier naturel et ¢ € Z un entier relatif on
définit
Hﬂr(F/k,uj?i) = ﬂKer[Hj(R M%i) ‘9_‘% H]'—l(kA”u%)i—l)]'
A

Dans cette formule, A parcourt les anneaux de valuation discréte de rang un, de corps des
fractions F', contenant le corps k. Le corps résiduel d’un tel anneau A est noté k4 et ’application
04 est 'application résidu.

Pour X une k-variété intégre, on note

Hi (X, 520 < HI (k(X) /K, 127

ol k(X) est le corps de fonctions de X.

On utilise aussi les groupes Hi. (X, Q/Z(i)) (resp. Hix(X,Q;/Zy(i)) pour | un nombre pre-
mier) obtenus par passage a la limite inductive.

Définis comme ci-dessus, les groupes de cohomologie non ramifiée sont de maniére évidente
des invariants birationnels des k-variétés intégres.

Ces groupes furent utilisés par Colliot-Théléne et Ojanguren [CTO89| en 1989, qui mon-
trérent que ce sont des invariants birationnels stables. Ceci leur a permis de donner de nouveaux
types d’exemples des variétés unirationnelles non rationnelles sur C (cf. aussi [AMT72], [Sal84]).
L’étude détaillée de leurs propriétés générales est disponible dans [CT95a).

Lorsque X est propre et lisse, les résultats de Bloch et Ogus [BO74] permettent d’identifier le
groupe Hi (X, u&") au groupe de cohomologie de Zariski HO(X, 1 (7)), ot HI (u&*) désigne
le faisceau de Zariski sur X associé au préfaisceau U — HZ (U, u2") (cf. [CT95a| 4.1.1). Pour
X propre et lisse, pour vérifier qu'un élément de H7(k(X), %) est non ramifié, il suffit de le
faire pour les anneaux de valuation discréte associés aux points de codimension 1 de X :

ng(Xv/‘%i): m Kera@x,z'
xeXxX(®)
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On dispose d'une description explicite des groupes H}, et H2,. Pour X une variété intégre,
projective et lisse sur C et pour tout entier n > 0, on a (|[CT95a| 4.2.1 et 4.2.3) :

Hy (X, pin) = Pic(X)[n]
H2 (X, pn) = Br(X)[n)].

En degrés supérieurs on n’a pas de formules analogues (voir [Duc02], [Pey08], [Ngul0] pour
des cas ou 'on trouve des descriptions plus précises).

On voit en particulier que les groupes H. (X, u,) et H2.(X, pu,) sont des groupes finis.
Méme pour des variétés projectives et lisses sur C, la situation en degré 3 n’était pas connue
dans les années 1990. En 2002, Schoen a donné des exemples ot le groupe HJ (X, u%?) est
infini ([Sch02], [CTV]).

Les groupes de cohomologie non ramifiée en degré 3 apparaissent dans plusieurs contextes
dans les travaux récents, en particulier dans [CTV], [CTK], [Kah]. Pour les variétés complexes,
il y a un lien avec le défaut de la conjecture de Hodge entiére en degré 4 ([CTV]). Sur des
corps finis, on relie le groupe H3, avec le groupe de Chow CH?(X) de cycles de codimension 2
modulo I’équivalence rationnelle ([CTK], [Kah]). Soit X une variété projective et lisse sur un
corps fini F, géométriquement rationnelle et soit X = X xy F. On obtient en particulier un
complexe

0— CH*(X)— CH*(X)Y - H3 (X,Q/Z(2)) = 0,

qui est exact a la car.F-torsion prés. Dans le premier chapitre de cette partie, on donne des
exemples ou le terme de droite de ce complexe est non nul. Plus précisement, en utilisant la
méthode de Colliot-Thélene et Ojanguren, pour une infinité de nombres premiers p, on construit
un ezemple d’une variété projective et lisse de dimension b, géométriquement rationnelle, définie
sur le corps fini B a p éléments telle que le groupe H3.(X,Z/2) n’est pas nul. Ainsi, via le
complexe ci-dessus, on obtient des exemples de variétés sur un corps fini, telles que l’application
CH?*(X) — CH?*(X)Y n'est pas surjective. Cela répond a une question de T. Geisser et a fait
I'objet d’une publication [Pir2].

Soit IF un corps fini et soit [ un nombre premier différent de la caractéristique de F. Pour une
variété projective et lisse X sur IF, de dimension 3, on ne sait pas si le groupe H3 (X, Q;/Z;(2))
est toujours nul (cf. [CTK]| 5.4). D’aprés un résultat de Parimala et Suresh [PS], il en est ainsi
dans le cas ou la variété X est fibrée en coniques au-dessus d’une surface. Dans le deuxiéme
chapitre de cette partie, on étend leur résultat aux fibrations au-dessus d’une surface dont la
fibre générique est une variété de Severi-Brauer associée a une algebre centrale simple dont
Vindice | est premier et différent de la caractéristique de F (cf. [Pirll]).

Dans le cas des variétés complexes, les résultats de comparaison de Colliot-Théléne et Voisin
permettent de démontrer la nullité du groupe H2.(X,Q/Z(2)) pour X une variété complexe de
dimension trois, uniréglée, projective et lisse ([CTV] 6.2). Sur un corps fini F, on conjecture la
nullité du groupe H3 (X, Q;/7(2)), | # car.F, pour X projective et lisse de dimension trois,
géométriquement uniréglée. Le théoréme de Parimala et Suresh démontre un cas particulier
de cette conjecture. Considérons un autre cas, ot on a une fibration X — C au-dessus d’une
courbe, dont la fibre générique X,, est géometriquement rationnelle. On s’intéresse particulie-
rement a ce cas pour la raison suivante. Colliot-Théléne et Kahn viennent d’établir ([CTK]|
7.7) que pour une telle variété X, sous la conjecture de Tate pour les diviseurs, si le groupe
H3.(X,Qu/Z(2)) est divisible, alors 'existence d’un zéro-cycle de degré premier a [ sur X, se
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détecte seulement en utilisant I’obstruction de Brauer-Manin. Plus précisement, s’il existe sur
la surface X, une famille de zéro-cycles locaux de degré 1, orthogonale au groupe de Brauer
de X,, via I'accouplement de Brauer-Manin (cf. [ManT71]), alors il existe sur X,, un zéro-cycle
de degré premier & [. La nullité du groupe H3.(X,Q;/Z;(2)) pour de telles variétés reste un
probléme ouvert.

En dimension plus grande, pour X une variété projective et lisse sur un corps fini F, de
dimension n, munie d’un morphisme X — C' ou C' est une courbe, Saito [Sai89]| obtint la méme
conclusion sous ’hypothése que 'application classe de cycle [-adique

CH" M (X)®7Z — H2" *(X,Zi(n — 1))

est surjective. Plus précisément, sous cette hypothése, s’il existe sur la fibre générique X,
une famille de zéro-cycles locaux de degré 1, orthogonale au groupe de Brauer de X, alors il
existe sur X, un zéro-cycle de degré premier a [. On s’intéresse ainsi a décrire le conoyau de
Papplication CH"1(X) ® Z; — H2" (X, Z(n — 1)) pour des variétés sur des corps finis. Ce
dernier probléme est considéré dans le troisiéme chapitre de cette partie.

Soit X une variété intégre projective et lisse sur un corps k, soit n un entier premier a
la caractéristique de k et soit HA (pu3") le faisceau de Zariski sur X associ¢ au préfaisceau
U — HL(U,u%"). La conjecture de Gersten, établie par Bloch et Ogus ([BO74|) permet de
calculer les groupes de cohomologie de ces faisceaux comme les groupes de cohomologie du
complexe

0= H(K(X),nS") = P H ' (k@) p" )= ...—» @ H (k) p ) - ...
zeX M) zeX ()

ot X désigne l'ensemble des points de codimension r de X ; k(zx) est le corps résiduel du
point . Les fleches de ce complexe sont induites par des résidus et le terme €, () est en
degré r.

Ce résultat permet de voir les groupes de cohomologie non ramifiée Hﬁr(X,uffi) =
HO(X, H7(u2%), ainsi que les autres groupes de cohomologie H"(X,H7(u2%)) comme les
groupes de Chow associés & des modules de cycles de Rost [Ros96]. En utilisant cette
description, dans le troisiéme chapitre on établit [’invariance birationnelle des groupes
H"(X, ”H"*d(u%i)) pour X une variété projective et lisse, géométriquement integre, de dimen-
ston n, définie sur un corps k de dimension cohomologique au plus d, sous I’hypothése que |
est premier 4 la caractéristique de k. Sur un corps fini, on obtient l'invariance birationnelle
pour les groupes H"(X,H™(Qi/Z(i))) (avec une condition r < n—1 sii =n—1) et on
relie le groupe H"3(X,H™(Q;/Zi(n — 1))) avec le conoyau de lapplication classe de cycle
CH" YX)®Z; — H" *(X,Zi(n — 1)).

Dans le quatriéme et dernier chapitre de cette partie on revient & des questions de ramifi-
cation et on considére le probléme suivant. Soit £ un corps de caractéristique nulle et soit X
une variété géométriquement intégre sur k, de corps des fractions K = k(X). Soit n > 0 un
entier. Supposons que K contient une racine primitive n-iéme de I'unité. On a dans ce cas un
isomorphisme g5’ = Z/nZ pour tout j. Soit o € H'(K,Z/n). Si la classe o est ramifiée, i.e.
si a n’appartient pas au sous-groupe H] (K/k,7Z/n) de H"(K,Z/n), on peut se demander si
I’on peut borner la ramification de «. Plus précisément, on demande s’il existe une extension
finie L de K dont le degré est borné et ne dépend pas de «, telle que a devient non ramifiée
sur L. Dans le cas ou k est un corps p-adique et X est une courbe, Saltman ([Sal97]|, [Sal98|)
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démontra que pour [ premier différent de p, tout élément de H?(K,Z/1) devient non ramifié sur
une extension L de K of degree [2. Ce résultat implique que « est triviale sur L, en utilisant que
le groupe de Brauer d’une courbe réguliére propre sur I’anneau des entiers d’un corps p-adique
est nul (cf. [Lic69], [Tat57]). Pour les dimensions supérieures on ne dispose pas de résultats
généraux qui permettent de déduire qu’un élément non ramifié est trivial. Néanmoins, dans le
quatriéme chapitre on démontre que si X une variété géométriquement intégre sur un corps k,
de corps des fractions K, alors pour tout élément donné o € H"(K,7Z/n) on peut trouver une
extension L de degré [(dimX)? yerre que a devient non ramifié sur L. Cette partie, qui répond
a une question soulevée pendant 'atelier & Palo Alto en janvier 2011, est rédigée en anglais.
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Chapitre 1

Sur le groupe de Chow de codimension
deux des variétés sur les corps finis

Résumé. FEn utilisant la construction de Colliot-Théléne et Ojanguren, on donne un
exemple d’une variété projective et lisse géométriquement rationnelle X, définie sur un corps
fini IFp, telle que d’une part le groupe H3.(X,7Z/2) est non nul et, d’autre part, I’application
CH?*(X) - CH*(X xp, F,)GalE/Fe) pest pas surjective.

Soit F, un corps fini de cardinal p. Soit IF'p une cloture algébrique de F, et soit G =
Gal(F,/Fp) le groupe de Galois absolu. Soit X une F,-variété projective et lisse, géométrique-
ment connexe, de dimension d et soit X = X xp, F,. On dispose d'une application naturelle

CH(X) — CH(X)“

entre les groupes de Chow des cycles de codimension i sur X (resp. sur X ) modulo ’équivalence
rationnelle. Cette application est surjective pour ¢ = 0,1, d (cf. remarque 1.3.1). Suivant Geisser
|Ge|, on s’intéresse a savoir s'il en est ainsi pour 2 < ¢ < d.

Dans ce chapitre, on donne un contre-exemple pour ¢ = 2. Dans ce cas, des arguments de
K-théorie algébrique (cf. [Kah96]) permettent de faire un lien entre le conoyau de l’application
CH?(X) — CH*(X)Y et le groupe de cohomologie non ramifiée H3 (X, Q;/Z;(2)). On montre
qu’il suffit d’assurer que ce dernier groupe est non nul (cf. section 1.2). Pour ce faire, les
techniques développées par Colliot-Théléne et Ojanguren [CTO89] sont disponibles. En utilisant
leur méthode, on construit ainsi (cf. section 1.3) une variété projective lisse X géométriquement
connexe définie sur un corps fini F,, convenable, telle que

'application CH?(X) — CH?*(X)% n’est pas surjective.

Plus précisément, X est une variété géométriquement rationnelle de dimension 5, admettant
un morphisme vers IF’% a fibre générique une quadrique lisse «voisine» de Pfister. Notre mé-
thode permet d’obtenir de tels exemples sur des corps finis I, pour une infinité de nombres
premiers p.

63



1.1 Notations et rappels

1.1.1 Notations

Etant donné un corps k, on note £* le groupe multiplicatif k — {0}, k une cloture séparable
de k et G = Gal(k/k) le groupe de Galois absolu. On note F), le corps fini de cardinal p.

Si X est une variété algébrique définie sur un corps k, on note X = X5 = X xy, k. Si X
est intégre, on note k(X) son corps des fractions et si X est géométriquement intégre, on note
k(X) le corps des fractions de X. On dit que X est k-rationnelle si X est birationnelle & Py et
on dit que X est géométriquement rationnelle si X est k-rationnelle.

Pour une k-variété intégre X et un entier ¢, on note X (©) Tensemble des points de X de
codimension ¢ et on note CH"(X) le groupe des cycles de codimension i modulo I'équivalence
rationnelle.

Si A est un groupe abélien et si n est un entier, on note A[n] le sous-groupe de A formé par
les éléments annulés par n. Pour [ un nombre premier, on note A{l} le sous-groupe de torsion
[-primaire.

Pour M un G-module continu discret on note H'(k, M) = H(G, M) le i-éme groupe de
cohomologie galoisienne et on note M¢ = H Y(k, M) le sous-groupe formé par les éléments
invariants par G.

1.1.2 Rappels de cohomologie étale

Etant donnés un corps k et un entier n inversible sur k, on note p, le k schema en groupes
(étale) des racines n-iémes de 'unité. Pour j un entier positif, on note Mn =lUp Q... R ln
(j fois). On pose p$? = Homy,_ gr(un (=4) ,Z/n) si j est negatlf et u®° = Z/n. Ces k-schémas
en groupes donnent des faisceaux étales, notés encore u 7. sur toute k-variété X. On note
H (X, ,un ) les groupes de cohomologie étale de X a valeurs dans unj Lorsque n = 2, on a un
isomorphisme py? =+ 7/2 pour tout ;.

Définition 1.1.1. Soit k£ un corps. Soit F' un corps de fonctions sur k. Soient j > 1 un entier
naturel et ¢ € Z un entier relatif. On définit les groupes de cohomologie non ramifiée par la
formule

. . ) y
Hrjlr(F/k,M%Z)ZﬂKer[H](F,M;?Z) ]’A (k/h ®Ri— 1)]

Dans cette formule, A parcourt les anneaux de valuation discréte de rang un, de corps des
fractions F', contenant le corps k. Le corps résiduel d’un tel anneau A est noté k4 et ’application
0j,4 est I'application résidu.

def

Pour X une k-variété intégre, on note Hi (X, u®) S Hi (k(X)/k, u&b).

Lorsque X est propre et lisse, les résultats de Bloch et Ogus permettent d’identifier le
groupe Hi (X, u2%) au groupe de cohomologie de Zariski H°(X, H7 (u2?)), ott H7 (1) désigne
le faisceau de Zariski sur X associé au préfaisceau U — H7 (U, u&%) (cf. [CT95a]).
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- On note HY(X,Q/7Z(j)), resp. H:.(X,Q/Z(3)) (resp. H'(X, Qi/Zi(j)), resp.
Hi (X,Q;/7(4))) la limite inductive des groupes H*(X, ua”), resp. H: (X, ) lorsque n va-
rie parmi les entiers (resp. parmi les puissances d’un nombre premier [, | # car.k).

On note G, le groupe multiplicatif sur un schéma X et le faisceau étale ainsi défini. On écrit
Br X = H2/(X,G,,) pour le groupe de Brauer cohomologique de X et Pic(X) = H}, (X, O%) ~
Hét(X7 Gy,) pour le groupe de Picard.

1.1.3 Rappels de K-théorie

Pour X un schéma noethérien et j un entier positif on note X; le faisceau de Zariski associé
au préfaisceau U — K;(HY(U, Oy)), le groupe K;(A) étant celui associé par Quillen [Qui73| a
Panneau A.

Lorsque X est une variété lisse sur un corps k, la conjecture de Gersten, établie par Quillen
[Qui73], permet de calculer les groupes de cohomologie de Zariski H*(X, K;) comme les groupes
de cohomologie du complexe de Gersten. Lorsque j = 2, qui est le cas qui nous intéresse dans
la suite, ce complexe s’écrit

Kk(X) %3 P k)3 P z,

ajeX(l) xeX(Q)

ou l'application d2 est donnée par le symbole modéré et ’application d; est obtenue par
la somme des fleches diviseurs aprés normalisation des variétés considérées. On a ainsi

H°(X,K3) = Kerds et H'(X, K2) = Ker dy /Im ds.

Etant donné un corps k, le groupe Kok coincide avec le groupe de K-théorie de Milnor
Ké\/[ k, quotient de k* ®z k™ par le sous-groupe engendré par les éléments a ® b avec a + b = 1.

Cette description permet de voir que pour X une variété lisse sur un corps k on a une fléche
naturelle

Pic(X) ® k* — HY(X, o). (1.1)
En effet, on a le diagramme commutatif suivant

EX) @k —s @ k* — Pie(X)®k* — 0

zeX @)

| al
KkX) —25 @ k@) % @ z
xeX @) xeX(2)

ou la premiére ligne est obtenue & partir de la suite exacte définissant le groupe Pic(X) par
tensorisation avec k*. On vérifie que la composé d; o ¢ vaut zéro, ce qui permet de définir la
fleche Pic(X) ® k* — H'(X, K2) par chasse au diagramme.
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1.2 Comparaison entre groupes de Chow en codimension deux
et cohomologie non ramifiée en degré trois

Dans cette section on donne la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1. Soit X une Q-variété projective et lisse, géométriquement rationnelle. Pour
presque tout nombre premier p, il existe une réduction X, de X modulo p qui est une Fy-variété
projective et lisse, géométriquement rationnelle, telle que

ng(vaQl/Zl@)) = Coker[C'H2(Xp) — CHQ(XP)G]{Z}

pour tout nombre premier [, (I,p) = 1.

Remarque 1.2.2. Pour définir X, on choisit un modéle projectif et lisse X de X au-dessus
d’un ouvert convenable U C SpecZ, (p) € U, et on pose X, = X ® F),. Cette construction
dépend du modeéle choisi.

Pour démontrer le théoréeme 1.2.1, on utilise le résultat suivant de B. Kahn :

Théoréme 1.2.3. ([Kah96|, Th.1 et corollaire p.397, partie 1)) Soit k un corps de caractéris-
tigue p > 0, de dimension cohomologique au plus 3. Soit X une k-variété projective et lisse.
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Kok = HO(X,Ks);

(ii) le groupe H3 (X, Q/Z(2)) est nul, resp. de torsion p-primaire si car.k > 0.

Alors on a une suite exacte naturelle, resp. exacte a la p-torsion prés si car.k > 0

H'(k,HY(X,K3)) — Coker[H3(k,Q/Z(2)) — H2.(X,Q/Z(2))] —
— Coker[CH?(X) — CH?*(X)Y) — H*(k, H'(X,K5)). (1.2)

Remarque 1.2.4. Voir [Kah96] p.398 pour la définition des groupes de cohomologie a coeffi-
cients dans Q/Z(2) en caractéristique positive.

I1 est ainsi nécessaire de vérifier les hypothéses (i) et (i7) pour une variété géométriquement
rationnelle X. Les énoncés suivants, cas particuliers de [CT95a], 2.1.9 (cf. aussi 4.1.5), sont
bien connus.

Proposition 1.2.5. Soit k un corps. Soit X une k-variété projective et lisse, k-rationnelle.
Alors

(i) Hie(X, pi") ~ HI (k, p$%) pour tout j > 1;

(ii) Uapplication naturelle Kok — H(X,K3) est un isomorphisme ;

(iii) le groupe Pic(X) est libre de type fini.

L’énoncé suivant permet de comprendre le module galoisien H'(X, Ks).

Proposition 1.2.6. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Le noyau
K(X) et le conoyau C(X) de lapplication Pic(X) ® k* — HY(X,Ks) sont des invariants
birationnels des k-variétés intégres, projectives et lisses. En particulier, l’application Pic(X) ®
k* — HY(X,K3) est un isomorphisme pour X une variété projective et lisse, k-rationnelle.
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Démonstration. Considérons le complexe de groupes abéliens

Pic(X) ® k* — HY(X, o).

Ce complexe est fonctoriel contravariant pour les morphismes dominants de variétés pro-
jectives et lisses. Le noyau K(X) et le conoyau C(X) de Pic(X) ® k* — H' (X, K2) sont alors
des foncteurs contravariants pour de tels morphismes. Soit F' 'un de ces foncteurs.

Soient X,Y deux variétés intégres, projectives et lisses. Montrons qu'un morphisme bi-
rationnel X — Y induit un isomorphisme F(Y) — F(X). D’aprés Hironaka, il existe deux
k-variétés projectives et lisses X’ et Y’ et un diagramme commutatif

X/ > Y/

s

X—Y

ou les fléches verticales sont des suites d’éclatements de centres lisses. D’aprés le lemme ci-
dessous, F(X) est isomorphe a F(X'), respectivement F(Y') est isomorphe & F(Y”’). On en
déduit par fonctorialité que F'(X) est isomorphe a F(Y).

Si maintenant on a une application rationnelle X --» Y, on utilise Hironaka pour trouver
une variété projective et lisse Z avec Z — X et Z — Y deux morphismes birationnels. D’aprés
ce qui précede, F(X) ~ F(Z) ~ F(Y). Ainsi F(X) est un invariant birationnel des k-variétés
intégres, projectives et lisses.

Le fait que F(P?) = 0 est bien connu. On établit d’abord que H'(A}, K2) = 0 et ensuite
que H I(AZ, KC2) = 0 par des fibrations successives & fibres A!. L’énoncé pour P} s’en suit par
récurrence, en se restreignant a I’hyperplan & I'infini. O

Remarque 1.2.7. On peut montrer plus généralement que pour X lisse sur un corps,
H'(A%,K;) est isomorphe & H'(X,K;), et donner une expression explicite de H'(P%,K;) en
termes de K-cohomologie de X, cf. [She79|.

Lemme 1.2.8. Soit k un corps algébriquement clos. Soit X une k-variélé intégre, projective
et lisse. Soit Z C X une sous-variété intégre, projective et lisse, de codimension au moins 2
et soit m : X' — X Uéclatement de X le long de Z. Alors les applications K(X) — K(X'),
respectivement C(X) — C(X'), sont des isomorphismes.

Démonstration. Soit Z' le diviseur exceptionnel de X’ et soit U = X \ Z ~ X'\ Z’. Suppo-
sons d’abord que Z est de codimension 2. On a les suites exactes horizontales de complexes
verticaux :
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0 —— k(X)) —— Kk(U) — 0

l ! !

0 —— @ k@) — P k@) —— 0

JL’EX(I) xEU(l)
0 z ®z — DT —0
zeX (2 zeU®@)

et

zeXx’/(M) zeUW)
0— p Z—— b z — bz ——0
zez' (D) zeX' () zeU2)

On a ainsi des suites longues induites en cohomologie :

0— HYX,Ky) = HY(U,Ky) = 0 —» HY(X,Ky) = HY(U,Ky) - Z —
— CH*(X) —» CH*(U) = 0, (1.3)

0— HYX',Ko) = H'(U,Ks) = k* = HY(X',K3) — H'(U,Ks) — Pic(Z') —
— CH*(X') = CH*(U) = 0. (1.4)

Dans la suite (1.3), la floche Z — CH?(X) est donnée par 1 + [Z]. En prenant l'inter-
section avec un hyperplan général, on voit que cette fléche est injective. Ainsi 'application
HY(X,K) — H' (U, K3) est un isomorphisme.

Si Z est de codimension plus grande que 2, on a encore la suite (1.4) et les groupes H'(X, Kz)
et H'(U, K2) sont isomorphes, car ils ne dependent que de points de codimension au plus 2.

Par fonctorialité, on a le diagramme commutatif suivant :

HO(X, Ky) —— HO(U, K,)

l

HOY(X', K2)—— H(U, K3).
Ainsi 'application H°(X',KC2) — H°(U, K3) est un isomorphisme. En utilisant la suite (1.4),
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on obtient le diagramme commutatif de suites exactes suivant :

HY(X,Ky) —— HY(U,K»)

| H

0 k* HY (X', Ky) —— HYU,Ky).

On a donc une suite exacte scindée :
0— k* = HY (X', Ko) — H(X,Ks) — 0.

Ainsi HY(X',KC2) ~ HY (X, K2) @ k*. Puisque Pic(X') = Pic(X)@®Z-[Z’], on en déduit 1'énoncé
du lemme. O

Remarque 1.2.9. En utilisant 'action des correspondances sur les groupes de Chow supé-
rieurs, on peut établir la proposition 1.2.6 en toute caractéristique. Cela n’est pas nécessaire
pour la démonstration du théoréme 1.2.1.

Preuve du théoréme 1.2.1. Puisque X est une Q-variété géométriquement rationnelle,
il existe une extension finie K/Q et une K-variété projective et lisse Z, deux morphismes
K-birationnels Z — Xg et Z — P, et deux diagrammes commutatifs

7 — X' et 7/ ——Y (1.5)
L L
Z— Xk 7 —Pg

ou les fleches verticales sont des suites d’éclatements de centres lisses. Pour presque toute
place v de K, les centres d’éclatements admettent des réductions lisses et les diagrammes (1.5)
induisent des diagrammes analogues sur le corps résiduel k(v). Ainsi, pour presque toute place
v de K, on peut définir une réduction X,, de X modulo p, p = car.k(v), qui est une [F,-variété
projective et lisse, géométriquement rationnelle et des réductions de Z, Z', Z" X et Y sur k(v),
qui sont des variétés lisses et telles qu’on a des diagrammes commutatifs sur IF’p

Zo) — X'1w) et Zyy — Vi)
Zk(v) Xp Zk(v) - PITF‘LP

ou les fleches verticales sont des suites d’éclatements de centres lisses. En appliquant le lemme
1.2.8, on déduit que I'application Pic(X,) ® F, — H L(X,, K2) est un isomorphisme (cf. aussi
1.2.6).

Montrons que les hypothéses du théoréme 1.2.3 sont satisfaites pour une telle réduction X,.
D’aprés la proposition 1.2.5, KoF, = H%(X,, K2) = 0 car X, est géométriquement rationnelle.
De méme, H3.(X,, Q1/Zi(2)) = H3(Fp, Q;/Zi(2)) = 0 car F, est séparablement clos.

Montrons ensuite que le groupe H'(F,, H(X,, K2)) ~ H'(F,, Pic(X,) ® F,") est nul pour

tout ¢ > 1. D’apreés la proposition 1.2.5, le Z-module Pic(X),) est libre de type fini. Considérons
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une extension finie galoisienne L/, qui déploie Pic(X,). Considérons la suite de restriction-
inflation :

0 — H'(Gal(L/Fp), PicX,,  ® L*) — H'(F,,PicX, ® F}) — H'(Gal(F,/L), PicX, ® F,").

On a H'(Gal(F,/L), PicX,®F,") = 0 d’aprés le théoréme 90 de Hilbert. Puisque la dimension
cohomologique de [, est 1, HY(Gal(L/Fy,),PicX,  ® L*) = 0 (cf. [Ser68], p.170). On a donc
H(F,, Pic(X,) ® F,") = 0 pour tout i > 1.

Notons que H?(Fp, Q;/Z;(2)) = 0 car la dimension cohomologique de F, est 1. La suite
(1.2) donne alors un isomorphisme :

H3 (X, Q1/7:(2)) = Coker[CH?*(X,) — CH*(X,)“|{l}.

O

Remarque 1.2.10. Pour établir H'(k, H'(X,K3)) = 0,7 = 1,2 pour X une variété projective
et lisse, géométriquement rationnelle, définie sur un corps fini k, on aurait pu faire appel a des
résultats généraux sur les variétés projectives et lisses (JCTR85] 2.12 et 2.14, [GS88] 4.1). Ces
résultats généraux reposent en particulier sur les conjectures de Weil (démontrées par Deligne).
Pour ce dont on a besoin dans la suite, le théoréme 1.2.1 suffit.

Remarque 1.2.11. En utilisant des méthodes de la cohomologie motivique, Colliot-Théléne
et Kahn (cf. [CTK] 6.9) viennent d’établir que pour toute variété projective et lisse géométri-
quement rationnelle X définie sur un corps fini de caractéristique p on a un complexe

0— CH*(X)— CH*(X)Y - H3 (X,Q/Z(2)) — 0,

qui est exact & la p-torsion preés.

1.3 L’exemple

Dans cette section, pour une infinité de nombres premiers p, on construit une variété pro-
jective et lisse géométriquement rationnelle X, définie sur le corps fini F,,, telle que I'application

CH?*(X) - CH*(X)®
n’est pas surjective.

Remarque 1.3.1. Si X est une variété projective et lisse, géométriquement intégre, de di-
mension d, définie sur le corps fini F,, 'application CH!(X) — CH!(X)% est surjective
pour i = 0,1,d. Le cas i = 0 est immédiat. Pour i = 1, Pic(X) = CH(X) car X est
lisse. Puisque X est projective et géométriquement intégre, E[X I* = k* et la suite spectrale
EY = HP(G,HY(X,G,,)) = HPT4(X,G,,) donne une suite exacte

0 — Pic(X) — Pic(X)Y — H*(G,k*) — Br X.

Puisque le groupe H?(G, k*) = Br k est nul pour un corps fini, on a la surjectivité pour i = 1.
Plus généralement, il en est ainsi pour toute variété X projective et lisse, géométriquement
intégre, avec un point rationnel, définie sur un corps k quelconque : pour une telle variété
I'application H?(G, k*) — Br X est injective.
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Pour ¢ = d, c’est-a-dire dans le cas de zéro-cycles, on sait que X posséde un zéro-cycle de
degré 1 d’aprés les estimations de Lang-Weil (cf.[LW54]). 11 suffit donc de voir que l'applica-
tion entre les groupes de Chow de zéro-cycles de degré zéro Ag(X) — Ag(X )G est surjective.
Ceci résulte de la comparaison de ces derniers groupes avec les points rationnels (resp. les

Fp-points) de la variété d’Albanese Albx de X. En effet, 'application Ag(X) — Albx (F,) est

surjective (cf. [KS83|, Prop. 9, p.274), et 'application Ay(X) — Albx(IF,) est un isomorphisme
(cf.[Roj80] et [Mil82]).

D’aprés le théoréme 1.2.1, si X est géométriquement rationnelle, il suffit d’assurer que le
groupe H2 (X,Q;/7;(2)) est non nul pour un certain nombre premier I, [ # p. Dans l'article
[CTO89], Colliot-Théléne et Ojanguren construisent de tels exemples sur le corps des com-
plexes pour | = 2. Les variétés qu’ils construisent sont unirationnelles (c¢’est-a-dire, dominées
par un ouvert de 'espace projectif). Via la proposition 1.2.5, ils obtiennent ainsi des exemples
de variétés unirationnelles non rationnelles. Dans la suite, on utilise la méthode de [CTOS89]
pour produire des exemples sur les corps finis.

La stratégie est la suivante :

1. On considére une quadrique projective et lisse @ sur le corps F' = F,(x,y), p # 2, définie
dans IP"}J par une équation homogéne

22 —ax? — fri 4 afrld — gigori =0 (1.6)
ou a € Fy est une constante et f,g1,92 € ™. La quadrique ) admet un point rationnel
sur F,(x,y), elle est donc Fp(x, y)-rationnelle.

2. On donne des conditions suffisantes sur les coefficients dans (1.6) pour que le cup-produit
(a, f, g1) soit non nul dans H3 (F(Q)/Fp,Z/2).

3. On vérifie que l'on peut trouver a € Z et f,g1,92 € Q(z,y) tels que leurs réductions
modulo p vérifient les conditions de ’étape précédente pour le corps I, pour une infinité
de nombres premiers p. Par Hironaka, on trouve une variété projective et lisse X définie
sur Q, admettant une fibration sur IP’?@ de fibre générique la quadrique définie par (1.6).
Pour presque tout p, X admet une réduction X, modulo p qui est lisse sur [F,, et pour
une infinité de premiers p le groupe H3.(X,,Z/2) est ainsi non nul.

1.3.1 Cohomologie des quadriques

On commence par citer un résultat d’Arason [Ara75| sur la cohomologie des quadriques.

Soit k un corps, car.k # 2. Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée de dimension m
définie sur k. On note X la quadrique projective et lisse dans ]P’Zl_1 définie par ¢. On appelle
n-forme de Pfister sur k une forme quadratique de type (1,—a1) ® ... ® (1,—ay,), a; € k*.
Une forme quadratique non dégénérée ¢ est dite «woisine de Pfister» s’il existe une forme de
Pfister ¢’ sur k et a € k* tels que ¢ soit une sous-forme de a¢’ et que la dimension de ¢ soit
strictement supérieure a la moiti¢ de la dimension de ¢'.

Théoréme 1.3.2. (cf. [Ara75]) Soit k un corps, car.k # 2. Soit ¢ une forme quadratique
définie sur k, voisine d’une 3-forme de Pfister (1,—aq) ® (1, —ag2) @ (1, —as). Alors

ker[H?(k,Z/2) — H*(k(Xy),Z/2)] = Z/2(a1, az, as), (1.7)
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chaque a; étant identifié a sa classe dans H'(k,Z/2) ~ k* /k*2.

Soit @ la quadrique définie sur le corps F' = Fp(z,y), p # 2, par I'équation homogéne (1.6).
D’aprés le théoréeme d’Arason,

ket H3(F, Z/2) — H*(F(Q), Z/2)] = Z/2(a. f, 9192).

Pour trouver un élément non nul dans H3.(Q, Z/2), on peut ainsi essayer de chercher un élément
de H3(F,7/2), différent de (a, f,g192) et qui devient non ramifié dans H3(F(Q),Z/2) (par
rapport a [F,). On va choisir les éléments a, f, g1 et g2 pour que I’élément (a, f, g1) convienne.

Faisons d’abord quelques rappels sur les calculs de résidus.
Proposition 1.3.3. ([CTO89|, 1.3 et 1.4) Soit A un anneau de valuation discréte, de corps
des fractions K et de corps résiduel k. Soit j > 1 un entier.

1. Soit o € HI(A,7Z/2) et soit ag € HI(k,Z/2) son image par Uapplication de réduction.
Soit b € K* de valuation m dans A et soit B la classe de b dans H'(K,Z/2). Alors
da(a U B) = mayg.

2. Soit a € HI(K,Z/2) et soit b € A* dont la classe est un carré dans k. Soit B la classe
de b dans HY(K,Z/2). Alors (U B) = 0.

On décrit ensuite les conditions qu’on va imposer sur les coefficients de la quadrique Q :

Proposition 1.3.4. Soit k un corps de dimension cohomologique au plus 1, car.k # 2. Soit
F = k(x,y) le corps des fractions rationnelles a deuz variables sur k. Soit a € k*\ k*? et soient
f,91,92 € F non nuls. Soit Q la quadrique lisse dans }P"}p d’équation homogéne

2 2 2 2 2
xy —axr] — fry +afxz — gigoxy = 0.

Supposons
1. pour tout 1 = 1,2, il existe un anneau de valuation discréte B; de corps des fractions F,
tel que Op,(a, f,9:) #0;
2. pour tout anneau de valuation discréte B de corps des fractions F', associé & un point de
codimension 1 de P2, soit dg(a, f,g1) = 0, soit dp(a, f,g2) = 0.

3. pour tout anneau de valuation discréte de corps des fractions F', centré en un point fermé
M de IP’%, quitte o la multiplier par un carré dans F*, l'une au moins des fonctions f, g1, g2
est inversible en M.

Alors image Epq) du cup-produit & = (a, f,g1) dans H*(F(Q),Z/2) est un élément non nul
de H}.(F(Q)/k,Z/2).

Démonstration. Notons d’abord que (a, f, g1) est non nul dans H?(F(Q),Z/2). Sinon, d’aprés
le théoréme 1.3.2, on a soit (a, f,g1) = 0, soit (a, f,91) = (a, f, g1g2). Ainsi soit (a, f,g1) = 0,
soit (a, f, g2) = 0, contradiction avec la condition 1.

Montrons que

pour tout anneau de valuation discréte B de F)
soit aB(avf’gl) = 05 soit 83(&, fa 92) = 0. (*)
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Pour un tel anneau B on dispose d’un morphisme Spec B — IP’% et les cas 2 et 3 correspondent
a deux possibilités pour I'image du point fermé de B. La condition 2 assure (x) si cette image
est un point de codimention 1 de ]P’i. Sinon I'image du point Spec kp est un point fermé M de
IP’%. Soit Oy 'anneau local de M, son corps des fractions est F. On dispose d’un morphisme
d’anneaux Oy — B.

On peut supposer, sans perte de généralité, que la fonction g; est inversible dans Oy, quitte
a la multiplier par un carré. Ainsi la fonction g; est inversible dans B. Soit m la valuation de
f dans B. D’aprés 1.3.3.1, dp(a, f,g1) = 9B(¢1,a,f) = m(g1,a), on I'on note g; (resp. a)
la classe de g; (resp. a) dans H'(kp,Z/2). Comme g; et a sont inversibles dans Oy, ces
derniéres classes proviennent de classes dans H'(kys,Z/2). Ainsi (g1, a) provient d’un élément
de H?(kps,7/2). Ce dernier groupe est nul, car kj; est de dimension cohomologique au plus 1.
Ainsi 0p(a, f,g1) = 0.

Montrons maintenent que () est non ramifié. Soit A un anneau de valuation discrete de
F(Q) de corps résiduel k4. Si A contient F, alors £ () provient d'un élément de H?(A,Z/2)
et son résidu est donc nul. Supposons que A ne contient pas F'. Alors B = ANF est un anneau

de valuation discréte de F. Soit kp son corps résiduel. On a le diagramme commutatif suivant
(cf. [CTO89], §1) :

0
H(F(Q),Z/2) — = H*(ka, Z/2)
I‘eSF/F(Q)T TEB/AI‘GSkB/kA

H3(F,7,/2) —22 > H2(kp, 7,/2).

D’aprés ce qui précede, dp(a, f,9;) = 0 pour i@ = 1 ou pour ¢ = 2. Si dg(a, f,g1) = 0,
alors d4(a, f,g1) = 0 d’aprés le diagramme ci-dessus. Supposons que dg(a, f,g2) = 0. Ainsi
da(a, f,g2) = 0. Comme (a, f,g192) est nul dans H3(F(Q),Z/2), son résidu 'est aussi dans
H?(ka,Z/2). On a donc d4(a, f,91) = dala, f,g192) — Bala, f,g2) = 0. Ainsi &p(g) est non
ramifié. O

1.3.2 Construction explicite

On procéde maintenant & la construction des exemples.

Soit k un corps. Dans la suite, on va prendre & = F), ou kK = Q. On fixe z,y, z des coor-
données homogenes pour PZ. Soit a € k* \ k*2. Soient b;, ¢;,d; € k* \ {~1}, i = 1,2, et soit
l; = bjx+c;y+d;z. Solent hj, j = 1,...,8, les formes linéaires e;x+e,y+ez, ez, ey, e, € {0,1}.

On choisit b;, ¢;, d; de sorte que :
i) Les droites dans P? données par les équations z =0,y =0, 2=0,l;+h; =0, i = 1,2,
k J

j=1,...,8, soient deux & deux distinctes.

(ii) Pour tous 1 < j, 4" < 8 les trois droites z = 0, Iy + hj = 0, Iz + hjy = 0 dans P2 sont
d’intersection vide.

(iii) Pour tous 1 < j, j’ < 8 les trois droites y = 0, Iy + hj = 0, Iy + hjy = 0 dans P2 sont
d’intersection vide.
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On prend pour f, g1, 92 € k(IP?) les éléments suivants :

| glzw, g — L2 £13) (1.8)

X
=5 y 28

Remarque 1.3.5. Soit h; = e,z +e,y+e.z. Les droites x = 0, 1 +h; = 0 s’intersectent en un
seul point [0 : (d1 +e.) : —(c1 +ey)]. Ainsi les conditions (ii) et (iii) ci-dessus sont équivalentes
aux conditions suivantes :

(ii’) les ensembles

{l(di +e.): —(c1 +ey)], ey, e, € {0,1}} et {[(d2 +€,) : —(c2+€y)],ey,e, € {0,1}}

sont d’intersection vide ;
(iii’) de méme,

{[(d1 +ez): —(b1 + ez)],ex,e. € {0,1}} N {[(d2 +e;) : —(b2 + €x)],ex,e. € {0,1}} = 0.

Par exemple, pour
h=x4+y+2z,ls=3x+3y+ =2

il s’agit de vérifier que les ensembles {[2 : —1],[2 : —2],[3 : —1],[3 : —=2]} et {[1 : =3, [1 :
—4],[2 : =3],[2 : —4]} sont d’intersection vide. Cette condition est satisfaite pour £ = Q ou
k =IF, un corps fini avec p > 13.

Proposition 1.3.6. Soit F =T,(x,y) le corps des fractions rationnelles a deux variables sur
le corps fini Fp, p # 2. Soit Q la quadrique lisse dans IP"}m d’équation homogéne

g — axf — fal + afrl — grgrat =0
avec a € Ty \ IF';;Q et f,g1,92 définis comme dans (1.8) pour k = F,. Alors le groupe
H3.(F(Q)/Fp,Z/]2) est non nul.

Démonstration. Notons A, resp. Ay, resp. A, resp. B; ;, 'anneau de valuation discréte associé
au point générique de la droite z = 0, resp. y = 0 resp. z = 0, resp. l; + h; = 0,7 = 1,2,
j=1,...,8.

Il s’agit de vérifier les conditions 1, 2 et 3 de la proposition 1.3.4. Soit B un anneau de
valuation discréte de F'. On a les cas suivants & considérer :

1. B correspond a un point de codimension 1 de PIQF,,‘

(a) Si B est différent de A,, Ay, Az, B; j, le résidu 0p(a, f, 9:), i = 1,2, est nul, puisque
les fonctions a, f, g1, g2 sont inversibles dans un tel anneau B.

(b) B =B, . Sir#i,r=1,2,alors dp,,(a, f,gi) = 0 comme le cas précédent. Fixons
i € {1,2}. Montrons que Jp, ;(a, f,g;) # 0. Supposons h; = 0, les autres cas sont
identiques. Soit k le corps résiduel de B; g, i.e. le corps des fonctions de la droite
bix+ciy+diz =0, b, ¢;, d; € k* (pour h; différent de zéro on utilise ainsi I’hypothése
que b;, ¢;, d; sont différents de —1). D’apreés le lemme 1.3.3.1, 9, , (a, f, gi) = (a, %) €
H?(k,7/2). Aprés passage a des coordonnées affines, on est réduit a établir que le
cup-produit (a,z) n’est pas nul dans H%(F,(z),Z/2). On le voit par exemple en
appliquant le lemme 1.3.3.1 & 'anneau de valuation discréte associ¢ a x =0:a € I,
est non carré.
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(¢) B = A,. Montrons que 94, (a, f,g;) = 0,1 =1,2. Soit k, le corps résiduel de A,, i.e.
le corps des fonctions de la droite = 0. D’aprés le lemme 1.3.3.1, 04, (a, f, ;) =
—0a,(a,gi, f) = —(a,giz) € H*(ky,Z/2), ot g; , désigne la fonction induite par g;
sur la droite = 0. Mais g;, est un carré dans k;, d’ott 04, (a, f,9;) = 0 d’apres
1.3.3.2.

(d) B = A,. Comme dans le cas précédent, 0a,(a, f,92) = (a, g2,4) = 0.
(e) B=A,. Alors 04, (a, f,g1) = 0, car les fonctions a, f, g1 sont inversibles dans A,.
2. B correspond & un point fermé M de ]P’IQFP.

(a) Si M n’est pas situé sur une des deux droites x = 0, y = 0, alors f est inversible
dans B.

(b) Si M est situé sur une des deux droites x = 0, y = 0, alors I'une au moins des
fonctions g; ‘Z—:, g2 est inversible dans B d’apreés les hypotheéses (ii)-(iii), car le systéme
zy = 0,[];(lu +hy) = 0,I[;(l2 + h;) = 0 n’a pas de solutions.

O]

On finit par décrire explicitement les exemples énoncés.

Théoréme 1.3.7. Soit QQ la quadrique lisse dans }P’a d’équation homogéne

(z,y)
xg — ax] — fo5 + afai — gigaat =0

avec a € Q*\ Q*? et f, g1, g2 définis comme dans (1.8) pour k = Q. Soit X un modéle projectif
et lisse de @ sur IP’?@ : X est une k-variété projective et lisse et admet une fibration sur IP’?@ a
fibre générique Q). Pour une infinité de nombres premiers p, la réduction X, de X modulo p
est bien définie et est une IFj-variété projective et lisse, telle que :

(i) H3(X, Z/2) 40

(ii) Uapplication CH?(X) — CH?(X)% n’est pas surjective.

Démonstration. D’aprés Hironaka, un modéle projectif et lisse X de @@ comme dans 1’énoncé
existe. De plus, pour une infinité de nombres premiers p, I'image de a dans [F, n’est pas un
carré (par Chebotarev, ou par application de la loi de réciprocité quadratique) et la variété
X a bonne réduction en p : X, est lisse. D’aprés la proposition 1.3.6, le groupe ng(Xp, 7]2)
est non nul. Ainsi, le groupe H3 (X,, Q2/Z2(2)) est non nul (cf. [Mer81], [MS82] p. 1045). Le
théoréeme 1.2.1 permet de conclure. O

Remarque 1.3.8. Plus précisément, d’aprés la construction 1’énoncé ci-dessus vaut pour
presque tout nombre premier p, sur tout corps fini F de caractéristique p tel que I'image de a
dans ' n’est pas un carré.
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Chapitre 2

Cohomologie non ramifiée en degré
trois d’'une variété de Severi-Brauer

Résumé. Soit K le corps des fonctions d’une surface projective et lisse, géométriquement
intégre, définie sur un corps fini F, car.F # 2. Soit C'//K une conique. Parimala et Suresh [PS|
ont montré que le groupe de cohomologie non ramifice H3 (K (C)/F,Q;/Z;(2)) est nul pour
tout [ # car.F. Dans ce chapitre on étend leur résultat aux variétés de Severi-Brauer associées
& une algébre centrale simple dont l'indice [ est premier et différent de car.F.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on garde les mémes notations que dans le chapitre précédent. Précisons
ici les notions suivantes de la cohomologie non ramifie, qu’on va utiliser dans la suite. Soit K
un corps. Soit F' un corps de fonctions sur K. Soient j > 1 un entier naturel et ¢ € Z un entier
relatif.
(i) Hi(F/K, &) = NKer[H! (F, u&) Oig HIi7 Y (kq, p®~1)]. Dans cette formule, A par-
A

court les anneaux de valuation discréte de rang un, de corps des fractions F', contenant
le corps K. Le corps résiduel d'un tel anneau A est noté k4 et l'application 0; 4 est
I’application résidu.

(ii) Pour X une K-variété intégre, on note

Hi(X, 12 < HIL(K(X) /K, 1.

Pour X propre et lisse, les résultats de Bloch et Ogus permettent d’identifier H; ﬂr(X , 1)
au groupe de cohomologie HO (X, H7 (u®")), oit H (u?) désigne le faisceau de Zariski sur
X associé au préfaisceau U — H7 (U, u&?) (cf. [CT95a]).

(iii) Si X est régulier en codimension 1, on pose

HL(K(X)/X, 43 = [ Kerdjoy,
xeXxX(®)

la cohomologie non ramifiée de K (X) par rapport a X.
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(iv) Si K est le corps des fractions d'un anneau de valuation discréte R, on note
Hi (K, p&") = Ker 9; g.

Soit maintenant K le corps des fonctions d’une surface lisse géométriquement intégre S, défi-
nie sur un corps fini F. Dans [PS], Parimala et Suresh montrérent que H3. (K (X)/F,Q;/Z(2)) =
0, | # car.F, pour X une conique sur K. Le but de ce chapitre est d’étendre leurs arguments
au cas des variétés de Severi-Brauer d’indice premier :

Théoréme 2.1.1. Soit K le corps des fonctions d’une surface projective et lisse, géométrique-
ment intégre S, définie sur un corps fini F. Soit X la variété de Severi-Brauer associée & un
corps gauche de centre K et d’indice premier | # car.F. On a alors H3.(K(X)/F,Qu /Zy(2)) =
0 pour tout premier l', I’ # car.F.

Remarque 2.1.2. Ce résultat est aussi vrai pour une variété de Severi-Brauer associée a
une K-algébre centrale simple d’indice premier [ # car.F. En effet, H3.(X,Qy/Zy(2)) =
H3 (X x P, Qp/Zy(2)) dapres [CTO89] 1.2.

Pour montrer ce théoréme, on doit essentiellement établir que H3 (K (X)/F, ufw) =0 (cf.
section 2). Pour ce faire, on suit les mémes étapes que dans [PS]. On montre d’abord que
tout élément B € Hﬁr(K(X)/F,ul@?) provient d'un élément & € H3(K, ”;@2)_ En utilisant le
principe de type local-global de [PS], on montre ensuite que I'on peut en effet supposer que
¢ € HE (K/S,u?). D'aprés le théoréme de Colliot-Théléne, Sansuc et Soulée [CTSS83], le
groupe H2, (K/S, ,ul®2) est nul, ce qui nous permet de conclure.

2.2 Comparaison entre cohomologie non ramifiée en degré trois
d’une variété de Severi-Brauer et cohomologie du corps de
base

Proposition 2.2.1. Soit K un corps. Soit X la variété de Severi-Brauer associée a un corps
gauche D de centre K et d’indice premier | # car.K. L’application naturelle

H3 (K, Qi/Zi(2)) % H3.(X, Qu/Z(2))

est surjective.

Démonstration. Cette proposition est une conséquence des résultats de B. Kahn [Kah97|,
[E(ath]. Supposons d’abord que K est parfait. Soient K® une cloture séparable de K,
X = X xg K® et G = Gal(K*°/K). D’apres |Kah97| 5.3(8) et [Kahl0] 2.5, pour X une

K-variété de Severi-Brauer, on a alors un complexe :
0 — Coker ¢ — Coker[CH2(X) — CH2(X)C)|{1} > Br K{i},

qui est exact sauf peut-étre au terme du milieu. Si X est une conique, on a immédiatement
Cokerg = 0 car CH?(X) = 0 (ce résultat est dii a Suslin, [Sus82]).
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Supposons que > 3. Fixons un isomorphisme X ~ P%.. Puisque D est d’indice premier ,
on a que Coker[CH?(X) — CH?(X)%] ~ Z/IZ ([MS82], 8.7.2). Dans ce cas, d’aprés [Kah97]
7.1 et [Kahl10] 2.5, on a explicitement §(1) = 2[D] # 0, ou [D] désigne la classe de D dans
BrK et 1 € Z/IZ est identifié au générateur de Coker[CH?(X) — CH?(X)%]. Ainsi, sur un

corps K parfait, 'application H?(K,Q;/Z;(2)) 2 H3.(X,Q;/Z(2)) est surjective. Dans le cas
général, on passe & une cloture parfaite de K et on déduit le résultat par un argument de
corestriction. O

Corollaire 2.2.2. Soit K le corps des fonctions d’une surface projective et lisse, géométrique-
ment intégre S, définie sur un corps fini F. Soit X la K-variété de Severi-Brauer associée a
un corps gauche de centre K et d’indice premier | # car.IF. Alors

(i) pour toutl' # l,car.K, on a H3.(K(X)/F,Qu/Zy(2)) =0;

(ii) H3.(K(X)/F,Q;/7(2)) = H3.(K(X)/F, ,ufm) et l'image de lapplication naturelle

H (K, p%) — H(K(X), 1i7"%)

contient le groupe H3.(K(X)/F, ui?).

Démonstration. Soit K’ une extension de K de degré [, telle que X+ est isomorphe & un
espace projectif. Par le méme argument que dans [CT95a] 2.1.10, on a une application entre
les cohomologies non ramifiées

HY (K(X)/F,Qu/Zy(2)) = Hyy (K'(Xgr) [F, Qu /2 (2)).

Puisque K'(Xg) est une extension transcendante pure de K’, on a un isomorphisme ([CTO89]
1.2) :

H (K'JF,Qu/Zy(2)) = H (K (Xk)/F, Qu/Zy(2)).

Le groupe H2,(K'/F,Qp/Zy(2)) est nul d’aprés [CTSS83] p.790. Notons que les raisonnements
ci-dessus s’appliquent aussi a coefficients Q;/Z;.

Par un argument de corestriction, on obtient alors que pour [’ premier, I’ # [, on a
H3 (K (X)/F,Qu/Zy(2)) = 0, et que tout élément de H3.(K(X)/F,Q;/Z(2)) est annulé par
I. On a alors que tout élément de H3 (K (X)/F,Q;/Z;(2)) est annulé par [ et il vient donc de
H3.(K(X)/F, uP?) par [MS82] (p. 1045).

Soit ¢ € HJ, (K (X)/F, 1??). On voit ¢ aussi comme un élément de H3, (X, 11°%) et on déduit

de la proposition précédente que ¢ provient d'un élément 8 € H3(K,Q;/Z;(2)). Montrons que
[ est annulé par [.

Par le méme raisonnement que précédemment, 'image ¢ de & dans H?(K'(Xg/), ,u;@Z) est
nulle. En effet, ¢ € H3(K'(X)/F, u?) = H3.(K'/F, 1) = 0. On en déduit que 'image
de 8 dans H3(K',Q;/7(2)) est nulle. On a alors : I3 = Corgi g o Resgr i (B) = 0. D’apreés
[MS82], on a alors que 3 vient d'un élément de H3(K, ,ul®2). O]
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2.3 Preuve du théoréme 2.1.1

Lemme 2.3.1. Soit R un anneau de valuation discréte dont on note K le corps des fractions et
k le corps résiduel. Soit X la variété de Severi-Brauer associée a un corps gauche D de centre
K et d’indice premier [, (I,car. k) = 1. Soit a la classe de D dans Br K. Soit ¢ € H3(K, ,ufw).
Supposons que pour toute valuation v sur K(X) induisant sur K soit la valuation triviale, soit
la valuation associée a R, le résidu 0y({k(x)) est nul. On a alors :
(1) sia est non ramifiée en R, alors Or(€) est un multiple de la spécialisation & = Or(aUT),
ot 7 est la classe d’une uniformisante de R dans H'(K, ) ;
(i1) si « est ramifiée en R, alors ou bien & est non ramifiée en R, ou bien Or(&) est iso-
morphe a une algebre cyclique (Or(a),c) pour c € H (k, u).

Démonstration. Pour prolonger la valuation sur K en une valuation sur K (X) on s’intéresse a
la structure de la fibre spéciale d’'un modéle de X au-dessus de R.

Quitte a remplacer K par son complété, on peut supposer que K est complet. Notons
d’abord que « est trivialisée par une extension non ramifiée de K. En effet, soit K, I’extension
maximale non ramifiée de K, soit R,, 'anneau des entiers de K,, et soit k° une cloture
séparable de k. On a une suite exacte

0 — HX(Rop, i) — H2 (K, i) 28 HY(K*, Z)1Z0).

Puisque k° est séparablement clos, on a H(k%,Z/IZ) = 0 et H*(Ruy, 1) = H*(k*, 1i7) = 0,
d’ott H?(Kpy, 17) = 0 et donc « est trivialisée par une extension non ramifiée de K.

Supposons que « est non ramifiée. Dans ce cas, puisque « est trivialisée par une extension
non ramifiée de K, on a que D se prolonge en une algébre d’Azumaya A sur R, qui a pour
classe a (cf. [Fro97|, 1.1 et 1.2). Ainsi X se prolonge en un schéma de Severi-Brauer au-dessus
de R, associé a A, dont la fibre spéciale X est donnée par I'image de o dans H?(k, 11;), qui est
précisement a.

Supposons que « est ramifiée. Sous I’ hypothése que « est trivialisée par une extension non
ramifiée de K, d’aprés Artin [Art82] 1.4, il existe un modéle de X au-dessus de R dont la fibre
spéciale géométrique contient | composantes de multiplicité 1, conjuguées sur k, qui sont des
variétés rationnelles.

On voit ainsi qu’il existe une valuation v sur K (X) qui prolonge la valuation sur K avec le
corps résiduel x(v) tel que
— k(v) = k(X), ou X est une k-variété de Severi-Brauer de classe @, si a est non ramifiée ;
— k(v) est une extension transcendante pure d’une extension &’ de k de degré [, sinon.
On a le diagramme commutatif suivant :

Res
Hg(Ka /’L(ZXQ) - H3(K(X)7:ul®2)

Jon Jo

H2(k, ) —2> H2(1(v), ).

Puisque ¢ devient non ramifiée sur K(X), on a que 9r(&) est dans le noyau de 'application
H?(k, ) — H*(k(v), ). Si a est non ramifiée, (&) est alors un multiple de & d’aprés le
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théoréme d’Amitsur, ce qui établit (7).

Supposons maintenant que « et £ sont ramifiées en R. Puisque k(v) est une extension
transcendante pure de k', H2(k', 1i7) s’injecte dans H?(k(v), pi7). Ainsi Or(€) est dans le noyau
de I'application H?(k, ;) — H2(K', ).

D’autre part, puisque « devient triviale sur K (X), on voit que dr(«) est dans le noyau de
I'application H'(k,Z/1Z) — H'(K', Z/IZ) par le méme argument. Puisque O (c) est un élément
non nul dans H'(k,Z/IZ), il correspond & une extension galoisienne, cyclique, de degré I, qui
coincide avec k' car Og(a) € Ker[H(k,Z/1Z) — H'(K',Z/IZ)] et [k’ : k] = . Puisque Op(&) est
dans le noyau de P'application H2(k, ;) — H?(K', 1), cela implique que dp(€) est isomorphe
a une algébre cyclique (Og(a),c) pour ¢ € H(k, u;) ([Ser68], p.211), ce qui établit (i4).

O

Passons maintenant & la preuve du théoréme 2.1.1. D’aprés le corollaire 2.2.2, il suffit
d’établir que H2.(K(X)/F, u?®) = 0. Notons qu’on peut supposer que K contient une racine
primitive l-ieme de l'unité. En effet, le degré d de I'extension K’ de K, obtenue en ajoutant
une racine primitive [-iéme de I'unité, divise [ — 1. Ainsi dId = Corg/(x)/k(x) © Resgr(x)/k(x)
est un isomorphisme sur Hy, (K (X)/F, u?). Il suffit donc d’établir H3,(K'(X)/F, u?) = 0.

Soit « la classe de D dans BrK. Soit 8 € H3.(K(X)/F,Z/IZ). D’aprés le corollaire 2.2.2, 3
provient d’un élément & € H3(K,Z/IZ). Montrons qu'il existe f € K* tel que £ = aU f. Pour
ce faire, on utilise le principe local-global de Parimala et Suresh 2.4.1 (cf. la section suivante).

D’aprés ce théoréme, il suffit de trouver, pour tout point z € S de codimension 1, un
élément non nul f, dans le complété K, de K en z tel que &€ — a U f, € H3.(K,,Z/IZ). On a
trois cas a considérer :

1. € est non ramifiée en x. Dans ce cas, f, = 1 convient.

2. £ est ramifiée en x et « est non ramifiée en z. D’aprés le lemme 2.3.1, 9,(§) = ra. Soit
7 une uniformisante de Og . Alors f, = @" convient : 0,(§ —aU7n") =ra —ra =0.

3. & est ramifiée en x et v est ramifiée en x. D’apreés le lemme 2.3.1, on peut écrire 9,(§) =
(0z(a),c). On reléve ¢ en une unité ¢ pour la valuation de K,. Puisque 9,(a U ) =
(0z(),¢), fz = convient.

Ainsi il existe f € K* tel que € = aU f € H3.(K/S,Z/IZ). On a donc que 3 provient de
aU f, dou ng(K(X)/F,/Lf@Z) = 0, ce qui termine la preuve du théoréme 2.1.1. O

2.4 Le principe local-global de Parimala et Suresh dans le cas
d’indice premier

Le théoréme suivant est démontré dans [PS| seulement dans le cas ot « est un symbole.
Rappelons ici la preuve pour nous assurer que I’hypothése que «a est d’indice [ suffit.

Théoréme 2.4.1. Soit K le corps des fonctions d’une surface projective et lisse, géométrique-
ment intégre S, définie sur un corps fini F. Soit | un entier premier, (I,car.K) = 1. Supposons
que K contient une racine primitive l-ieme de lunité. Soit o € H?(K,Z/IZ) un élément d’in-
dice | et soit ¢ € H3(K,Z/IZ). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe f € K* tel que { =a U f;
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(1i) pour tout point x € S de codimension 1, il existe un élément non nul f, dans le com-
plété K, de K en x tel que € —a U f, € H3 (K., Z/IZ).

Soit K le corps des fonctions d’une surface réguliére propre, géométriquement intégre .S,
définie sur un corps k. Soit [ un entier premier, (I, car.k) = 1. Supposons que K contient une
racine primitive l-iéme de I'unité. Soit o € H?(K,Z/IZ) un élément d’indice [. Pour démontrer
le principe 2.4.1 on va utiliser la théorie de ramification d’algébres & division, développée par
Saltman ([Sal97], [Sal98]).

Soit ramg () le diviseur de ramification de v dans S. D’aprés la résolution des singulari-
tés de surfaces, quitte a éclater S, on peut supposer que le support de ramg(«) est réunion de
courbes réguliéres intégres a croisements normaux. On note C1, . .. C, ces courbes. D’aprés Salt-
man, aprés éventuellement quelques éclatements, on peut associer a chaque C; son coefficient s;.
La construction de s; tient compte de la ramification de « au-dessus des points d’intersections
des divers C; et C;. Pour la suite on n’aura pas besoin de détailler cette construction.

Soient Fi,...F,. des courbes irréductibles réguliéres et propres dans S, telles que
{C4,...Cp, F1,... F,} solent a croisements normaux. Soient my,...m, des entiers. L’assertion
suivante est démontrée dans [PS], 2.2 (et utilise [Sal97], 4.6 et [Sal9g], 7.8) :

Proposition 2.4.2. Avec les notations précédentes, il existe f € K* tel que
n T t
diVS(f) = Z $;C; + stFs + Z nij +IF
=1 s=1 j=1

ou
(i) D1,...Dy sont des courbes irréductibles, distinctes de C1,...Cy, F1,...F,;
(i) E' est un diviseur sur S ;
(iii) (nj, 1) =1;
(iv) la spécialisation de o en Dj est dans H2,.(k(D;)/Dj, ZJIZ).

Remarque 2.4.3. La spécialisation & de o en D; est définie par & = Jpg,, (@ Um) ou 7
)

est une uniformisante de Og p,, £(D;) est son corps résiduel. Le groupe H},.(k(D;)/ Dy, Z/1Z)
désigne ici le sous-groupe de H?(k(D;),Z/IZ) formé des éléments qui sont non ramifiés pour
toute valuation discréte de (Dj) au-dessus d’un point fermé de D;. Cette définition ne néces-
site pas d’hypothése de régularité de D;.

On passe maintenant & la preuve du principe local-global de [PS].

Démonstration du théoréeme 2.4.1.

L’implication (i) = (i) est immédiate. Montrons que (i) = (i). On dispose alors des
éléments f, dans le complété K, de K pour tout point z € S de codimension 1. Notons (x)
le corps résiduel de K.

Soit C un ensemble fini de points de codimension 1 de S, qui consiste exactement des points
de ramg(«a) Uramg(§). Par 'approximation faible, il existe un élément f € K* tel que, pour
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tout « € C, f/f, est une puissance l-iéme dans K,. On écrit :

divs(f) =C =Y msF.+1E
s=1

ot C est a support dans C et o Fy ¢ SuppE, s =1,...7.

Ensuite, par 'approximation faible, on choisit u € K* tel que

(i) la valuation de u en Fj est m;;

(ii) u est une unité en chaque point z € C et I'image @, de u dans s(z)*/(k(z)*)" est

_— { Oz(a), x €ramg(w);
“ ]| non nul, sinon.

On pose L = K(y/u). On note Y = S la normalisation de Sr. Notons que la condition
(mj,l) = 1 assure que Y % S est ramifié en Fj. Ainsi on trouve une seule courbe Fj dans
la préimage de F; et, de plus, n(ﬁ’z) = k(F;). Soit Y % Y un modele régulier de Y, tel que
ramy-«y, et les transformés stricts des Fi, que 'on note aussi 1:"1-, soient & croisements normaux.

On applique ensuite la proposition 2.4.2 4 Y, ay, et Fy. On trouve g € L* tel que

r t
divy(9) = C'+> msF+ Y n;D; +1E
s=1 j=1

ot C' est a support dans ramgar. De plus, la spécialisation de aj en Dj; est dans
H},(k(Dy)/ Dy, Z)1Z).

Soit ¢ % ¢ — a U N,k (g). Montrons que ¢ € H3,(K/S,Z/IZ). Soit z € SU. On a trois
cas & considérer :

L. si x ¢ ramg(a) Uramg (&) U Supp(f Nz k(9)), £ est non ramifiée en x.

2. Supposons que z € ramg(a) Uramg(£). D’aprés le choix de f, on a 0,(( —a U f) =

0:(§ — aU f;) = 0. Montrons que 9;(aU N/k(g)) = 0. On étend la valuation sur K
donnée par x en une valuation v sur L. D’aprés le choix de u, «y, est triviale sur L,. Ainsi

Ox(a U NL/K(g)) = 8I(Coreva/Km(aL Ug)) =0.

3. Supposons que z € Supp(f Nz, x(g)) \ (ramg(a) Uramg(€)). On a alors 9,(¢') = 0,(a U
fNr/k(g)). On a i
divs(fNr K (9)) = divs(f) — mn«(divy (g)). Puisque k(F;) = x(F;), on en déduit

t
divs(fNp/k(9)) = C" + Y njman.(D;) + LE",
j=1

ot C" est supporté sur C.

Soit D = m(n(Dj)). Si mun«(D;) = cDj est non nul et si l { ¢, on a nécessairement
que k(D7) = k(Dj). Ainsi soit dy(aw U fNp/k(g)) est nul, soit c’est un multiple de la
spécialisation de a en D7, qui est dans H? (k(D;)/D;,Z/IZ) par le choix de g. Puisque D;
est une courbe sur un corps fini, H2,(x(D;)/Dj, Z/IZ) = 0. On obtient donc 9,(¢') = 0.

Ainsi ¢’ € H2.(K/S,Z/1Z). D’aprés [CTSS83], p.790, ce groupe est nul (cf. [CT95a] 2.1.8
pour l'identification de divers groupes de cohomologie non ramifiée), ce qui termine la
preuve. O
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Chapitre 3

Invariants birationnels dans la suite
spectrale de Bloch-Ogus

Résumé. Dans ce chapitre, on établit Iinvariance birationnelle des groupes
Hi(X, ’H”*‘i(u%ﬂ )) pour X une variété projective et lisse, géométriquement intégre, de dimen-
sion n, définie sur un corps k de dimension cohomologique au plus d, (I, car.k) = 1. En utilisant
la conjecture de Kato, démontrée récémment par Kerz et Saito [KS|, on obtient aussi un résultat
analogue sur un corps fini pour les groupes H* (X, H"(Q;/Z;(j))) et on relie un de ces invariants
avec le conoyau de 'application classe de cycle CH" (X)) ®7Z; — H2' *(X,Z(n — 1)), ce qui
donne une version sur un corps fini d’un résultat de Colliot-Théléne et Voisin [CTV] 3.11 sur
le corps des complexes.

3.1 Introduction

Soit k un corps et soit X une k-variété intégre, projective et lisse. Pour [ un nombre
premier, (I,car.k) = 1, et pour r > 0 un entier, soit H% (,u?;] ) le faisceau de Zariski sur X

associé au préfaisceau U — Hgt(U ) u(lzfj ). La conjecture de Gersten, établie par Bloch et Ogus
([BOT4]) permet de calculer les groupes de cohomologie de ces faisceaux comme les groupes de
cohomologie du complexe

0 — HI(k(X), pi2’) — @ H( er( - @ HO( Mze?(j Z))—>~--
zeX () zeX ()

ot X désigne I'ensemble des points de codimension i de X ; k(z) est le corps résiduel du
point z. Les fleches de ce complexe sont induites par des résidus et le terme €, ) est en
degré i.

On a une suite spectrale (cf. [BO74])
Ey? = HP (X, 1 (")) = HE (X, 1577). (3.1)
Les termes qu de cette suite spectrale s’identifient a des groupes de cohomologie non

ramifice Hyy (X, ,u?,f]) qui sont des invariants birationnels des k-variétés intégres projectives et
lisses. Dans ce chapitre on s’intéresse a d’autres invariants birationnels dans (3.1).
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Pour k un corps de dimension cohomologique au plus d on établit I'invariance birationnelle
des groupes H'(X, Hq(,uffj)) pour ¢ = n + d. Ceci est fait dans la section 3.3 par un argument
d’action des correspondances. Cette action est fournie par la théorie de cycles de Rost, dont on
fait des rappels dans la section 3.2. D’aprés la conjecture de Kato (|[Kat86], [KS|) les groupes
HY(X ,’H”H(u%")), i < n, sont nuls pour X une variété projective et lisse, géométriquement
intégre, de dimension n, définie sur un corps fini IF, avec | premier a la caractéristique de F.
Dans ce cas, on établit I'invariance birationnelle des groupes H* (X, H™(Q;/Z(j))), cf. 3.4.2.
Dans la section 3.4.3, on montre que le quotient du groupe H"3(X, H"(Q;/Z;(n—1))) par son
sous-groupe divisible maximal est isomorphe au groupe de torsion du conoyau de 'application

classe de cycle CH" (X)) ® Z; — H2" *(X,Zi(n — 1)).

3.2 Rappels sur les modules de cycles de Rost

Tous les énonceés de ce paragraphe se trouvent dans les articles de Rost [Ros96] et de Déglise
[Deg06].

Soit k un corps, soit X un k-schéma équidimensionnel et soit F(X) une classe de corps sur
X (corps qui contiennent un corps résiduel d'un point de X).

1. On peut voir un module de cycles comme un foncteur M : F(X) — Ab, M = [[ M,, qui
satisfait certains axiomes (existence des analogues de restriction, corestriction, résidus,
multiplication par K7 et compatibilités entre ces applications).

Exemples.
o Mp(F)=1[,HI(F,D® ,ul@?q) oit D est un G-module fini continu, d’exposant * .
o My(F)=T[, K} (F).
Le groupe K, éw (F) est le g-iéme groupe de K-théorie de Milnor de F'. C’est le quotient
de F* ® ... ® F” par le sous-groupe engendré par les éléments a1 ®. . .®a, avec a;+a; =
—————
q fois
1 pour certains 1 < i < j < ¢q. En particulier, K} (F) = Z et KM (F) = F*.

2. Un accouplement M x M’ — M" de modules de cycles est la donnée pour tout F €
F(X)de M(F)x M'(F) — M"(F), qui satisfait des propriétés de compatibilité.
Ezxemple. Pour tout module de cycles M, la multiplication par K; donne un accouplement

Mg x M — M.
3. Complexes et groupes de Chow. Les groupes C'(X, M) := [] M(k(x)) forment
zeX ()

un complexe ' '

C(X,M)=1[..—C(X,M)— CT (X, M) —..]
et on note ‘ ‘

A(X,M)=H'(C(X,M)).

FExemples.

e D’aprés la définition, le groupe de Chow CH!(X) est un facteur direct de A*(X, My).

e Pour X lisse, d’aprés les résultats de Bloch et Ogus [BO74], on a AY(X, Mpy) =
11, HY (X, HY(D @ pp?)), ot HY(D @ pi?) désigne le faisceau de Zariski sur X associé
au préfaisceau U — HY(U, D ® p;?).

1. Tous les énoncés de ce paragraphe sont vrais aussi a coefficients p,, ot m > 0 est un entier.
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4. Fonctorialités.

(a) Pour f:Y — X propre, on a f, : AY(Y, M) — A% (X, M) ou dy =dimY —dim X
est la dimension relative de f (pour simplifier, pour X et Y intégres). Ce morphisme
est induit par un morphisme de complexes de bidegré (dy,0), correspondant respec-
tivement & la graduation de C' et de M (cf. [Deg06] 1.3). Il est fonctoriel, c’est-a-dire,
pour g : Z — Y propre, on a (f o g)« = fx 0 g« (JR0s96] 4.1).

Ezxzemples.
e Pour Y de codimension 1 dans X et f:Y — X une immersion fermée on a

H(Y,HI(D ® p&9)) —» HH (X, 1D @ p 1)),
e Pour Y propre et f: X xY — X une projection, on a
Hz(X % K qu(D ® M?Q)) N Hi—dimY(X’ qu—dimY(D ® M;S;(qfdimY)))‘

(b) Pour f:Y — X un morphisme plat, on dispose d’un morphisme f* : AY(X, M) —
AY(Y, M), induit par un morphisme de complexes de bidegré (0,0). Dans le cas ou
X et Y sont lisses, par la construction plus difficile ([Ros96] 12, [Deg06] 3.18) on
dispose d'un morphisme f* : AY(X, M) — AY, M) pour f : Y — X quelconque.
Pour g: Z — Y avec Z lisse, on a (f o g)* = g* o f* ([Ros96| 12.1).

5. Localisation. Pour Y 2% X un fermé purement de codimension ¢ et U = X \ 'Y & X
son complémentaire, on a une longue suite exacte de localisation ? ([Ros96] 5, p.356)

2 Ay, M) s A, M) S AT, M) B A (Y, M)

6. Invariance homotopique. Pour m : A%y — X la projection naturelle, I’application
7 AYX, M) — AY(A%, M) est un isomorphisme? ([Ros96] 8.6).

7. Cup-produits. Pour un accouplement N x M — M de modules de cycles, on a des
produits ' '
x :CP(Y,N) x C(Z, M) — CPT(Y x Z,M).

Pour X lisse cela donne
A*
U: A*(X,N) x A"(X,M) - A*(X x X, M) = A*(X, M)

ou Ax est la diagonale. On a ici une formule de projection (|[Deg06] 5.9(3)) pour X,Y
lisses et f:Y — X propre
felzU fry) = fix Uy.

Ezemple. En utilisant que CHP(X) est un facteur direct de AP(X, Mg), pour X propre
et lisse, 'accouplement Mg x M — M donne

CHP(X) x AY(X, M) — APTY(X, M).
Pour M = My cela donne

CHP(X) x H/(X,H1(D ® i) — HPP(X, HTP(D ® Mlég(qup)))_

2. sans hypothéses de lissité
3. sans hypothéses de lissité
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8. Action de correspondances. (cf. [Deg06] §6) Etant donné une correspondance o €
CHP(X xY) avec X et Y propres et lisses, on définit une application ay : A*(X, M) —
Ap+i=dim Xy M) par la formule usuelle

() = py(a Upxw),

ou px (resp. py) est une projection de X XY sur le premier (resp. sur le deuxiéme) facteur.
Au moins pour les correspondances finies, i.e. pour les correspondances « € CHP(X xY')
qui sont finies et surjectives sur une composante connexe de X, cette action est compatible
avec la composition de correspondances, d’aprés [Deg06] 6.5. Ce cas de correspondances
finies nous suffira pour la suite. Dans le cas général, on peut voir qu’il suffit de vérifier
les trois propriétés de [CTV] 9.3; on les trouve dans [Deg06| 5.9, puis dans [Ros96] 12.5.

3.3 Application aux invariants birationnels

Soit k un corps et soit X une k-variété projective et lisse, géométriquement intégre. Soit
[ un nombre premier, (I,car.k) = 1. On peut voir les groupes H'(X, ’Hq(,uff])) comme les
groupes de Chow, associés & des modules de cycles de Rost. On dispose ainsi d’une action de
correspondances sur ces groupes.

Lemme 3.3.1. Soit k un corps et soit X une k-variété projective et lisse, géométriquement
integre, de dimension n. Soit Z C X x X un cycle premier de dimension n, dont l'image par la
premiere projection est contenue dans une sous-variété fermée stricte D C X. Soient 1,q > 0 et
j des entiers. Soit | un nombre premier, (I, car.k) = 1. Supposons que le groupe H'(V, Hq(uf?]))
est nul pour toute k-variété projective et lisse V', de dimension n — 1. Alors pour toute classe
o€ H(X,HU () on a [Z].(a) = 0.

Démonstration. On peut supposer que D est un diviseur sur X.

D’aprés le théoréme de de Jong, amélioré par Gabber (cf.|Ill]), il existe un morphisme
propre, génériquement fini f : X’ — X dont le degré dy est premier a I, tel que X’ est lisse et
f71(D)yeq est & croisements normaux, en particulier, ses composantes irréductibles sont lisses.

On a le diagramme commutatif suivant, ot 'on note Xo = X x X, X} = X' x X', H? =

Hq(uﬁj) et HIT™ = ”Hq+"(,uf?(n+j)) :

idxpry

CH™(X}) x H' (X', H9) ——= CH"(X}) x H' (X}, H?) —— H" (X}, HIt" H{(X', HT)

J/f* f*T lf* f*T J/f* if*
idxpry T

CH™(X5) x H'(X,H?) —— CH™(X3) x H (X, H?) —— H""*(Xs, HH”)% HY(X,H?)

T2,
) ——

Le carré au milieu de ce diagramme commute d’aprés la formule de projection. C’est-a-dire,
siz e CHY (X)) et y € H(X2,HY), on a fix Uy = fu(z U f*y). Soit o € H(X,H). Puisque
f«f*Z] = d[Z] dans CH™(X3), on a

df[Z)« () = prax«(df[Z] Upry xa) = prox . (f(f7[2] U fpri xa)) =
= felprox «(f7[Z]Upr] x [* ) = £ ([f*Z]:(f7a)).
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Puisque dy est premier a [, il suffit donc de montrer que [f*Z].(f*a) = 0. On peut le faire pour
chaque composante irréductible séparément. On peut donc supposer que Z’ := f*Z est inclus
dans D’ x X" avec D' lisse. On écrit 2 pour les inclusions D’ < X’ et D' x X' — X x X',

On a le diagramme

idxprf

CH" (D' x X') x H(D' x X', H? HY (X' H?)

- |

. T x0U .
CH™(X' x X') x H(X' x X', H?) —=> Hi(X', ).

pro «oU
) —

CH" Y(D' x XY x HY(D',H?)

-

CH™(X' x X') x HY(X', H?)

idxpr{

On a donc que l'action de [Z'] se factorise par H*(D’,H9), groupe qui est nul d’aprés
I’hypothese. Cela termine la preuve du lemme. O

Remarque 3.3.2. (i) Ce lemme s’applique aussi & des groupes H* (X, H4(Q;/Z(j))).

(i) Plus généralement, le lemme s’applique & des groupes A*(X, M,) pour un module de
cycles M = [] My, sous les hypothéses que A*(X,M,) est de torsion [-primaire avec
(I,car.k) = 1 et que AY(V, M,) = 0 pour toute k-variété V projective et lisse de dimen-
sion n — 1.

Théoréme 3.3.3. Pour k un corps de dimension cohomologique cdk < d, les groupes
Hi(X, Hn+d(uf$ﬂ)), ot j € Z et (l,car.k) = 1, sont des invariants birationnels des k-variétés
projectives et lisses, géométriquement intégres, de dimension n. De plus,
(i) pour X/k lisse, Hi(X,’H”"'d(/L?;j)) ~ Hi+N(P%,H”+N+d(M§(J+N))),'
(ii) on a Hi(IP’éV,HNer(u?ﬁj)) =0 pouri < N et HN(Pg,HN+d(u%j)) ~ Hd(k:,u(l%(]_N)) ;
(1ii) st X et'Y sont des k-variétés projectives et lisses, géométriquement intégres, de di-
mensions respectives nx et ny, stablement birationnelles*, alors

HY (X, MM+ () oo = (y, gyt (20 =m0y g >,

Démonstration. On raisonne comme dans [CTV] 3.4. Soient X,Y deux k-variétés géométri-
quement intégres, projectives et lisses, et soit ¢ : X --» Y une application birationnelle.
On note n = dimX = dimY. L’adhérence I', du graphe de ¢ définit une correspondance
[T4] € CH™(X xY). On note I'y-1 CY x X le graphe de ¢~!. D’apres [CTV] 3.5, le composé
[[y-1] o [I'y] € CH"(X x X) se décompose comme [['y-1] o [I'y] = Ax + W ou Ax est la
diagonale de X et W est un cycle sur X x X supporté sur D x X, D étant une sous-variété
fermée propre de X.

Les correspondances [I'y] et [I'y-1] permettent de définir des applications entre les groupes
Hi(X, H”*d(uﬁj)) et HY(Y, H”*d(u?ﬁj)) (cf. section 3.2). D’aprés Bloch-Ogus et I'hypothése
cdk < d, H(V, H”*d(u}%j )) = 0 pour toute k-variété projective et lisse V', de dimension
n — 1. Le lemme ci-dessus, appliqué a chaque composante irréductible de W (resp. a chaque
composante de [['g] o [[',-1] — Ay ), montre alors que les applications composées induites sont
des identités, d’ou le premier énoncé du théoréme.

4. c’est-a-dire, il existent des entiers Nx et Ny tels que X x ]P’kNX et Y x ]P’kNY sont birationnelles
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D’aprés ce qui précéde, pour établir (i), il suffit de montrer que H'(X ,H”*d(,u??j ) =~
HFY (X xP!, H”*d“(u?ﬁ(ﬁl))). On écrit la suite de localisation pour Y = X x {co} € X x P! :

H{(X x A1’/Hn-l—d-&-l(ul@?(j—i-l)))_)Hi(X’ Hn-i—d(ul@?j))_)Hi—l—l(X % P17Hn+d+1(u(l$;(j+l))) -

N Hi+1(X % AlenerH(M%(Hl)))_

On a
HS(X % Al’/]_[n—i-d—l—l(lul@?(j-i-l))) p:_ff H5(X, Hn+d+1(M%(j+1))) —0,5>0

d’aprés Bloch-Ogus (dim X = n et edk < d). On applique cela & s = i et i + 1 et on obtient
I’énoncé (7).

Les énoncés (ii) et (iii) résultent de (i), ce qui termine la preuve du théoréme. O

3.4 Invariants sur un corps fini

3.4.1 Rappels sur la conjecture de Kato

Soit X un schéma de type fini sur un corps fini F. Soit [ un entier, (I,car.F) = 1 et soit
r > 0. Dans [Kat86], Kato a introduit le complexe KC(X,Z/I"7Z) suivant :

o @ HT k() 1) D Hi(k(),up V) =
Z‘EX(,) IEX(ifl)

o P HA@), ) —» @ H k(). Z/IZ))
IEX(U :DEX(O)
ol le terme @xeX(i) est en degré ¢. On note K H;(X,Z/I"7Z) le i-éme groupe d’homologie de
ce complexe.

On pose KC(X,Q;/Z;) = @KC(X, ZJU"Z) et on note KH;(X,Q;/Z;) le i-éme groupe
d’homologie de ce complexe.

Pour X projective et lisse, géométriquement intégre, Kato [Kat86| a conjecturé I'exactitude
de ces complexes, sauf au terme 0. Cette conjecture a été récemment démontrée par Kerz et
Saito, ce qui utilise aussi des travaux de Jannsen.

Théoréme 3.4.1. (Kerz et Saito [KS|, Thm.0.4) Soit X une variété projective et lisse sur F
et soit | un nombre premier, (I,car.F) = 1. Alors KH;(X,Z/I"Z) = 0 pour touti >0 etr >0
et KHy(X,ZJU'Z) ~ Z]I"Z.

D’aprés la définition, pour X une F-variété projective et lisse, de dimension n,
HY(X, H" ™ (ui™)) = KH,,_;(X,Z/I"). Ces invariants birationnels sont donc tous nuls, sauf
le dernier.

Pour j # n et pour les coefficients Q;/Z;, un lemme de Sato et Saito permet de voir
aussi la nullité des groupes H (X, H" 1 ((Q;/Z(5))), ce qui n'utilise pas la conjecture de Kato.
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En effet, on a dans ce cas que tous les termes dans la résolution de Bloch-Ogus du faisceau
/HnH(Ql/Zl (7)) sont nuls.

Proposition 3.4.2. (Kahn [Kah93a|; Saito et Sato [SS10|, Lemma 2.7) Soit L un corps de
degré de transcendance t sur F. Soit I un nombre premier, (I,car.F) = 1. Alors

H™YL, Qu/Z(5)) = 0

pour tout j # t. En particulier, pour X une variété projective et lisse sur F de dimension n et
pour tout j # n le faisceau H" 1 (Qy/Zy(5)) est identiquement nul, ainsi que tous les termes de
sa résolution de Bloch-Ogus. Ainsi, H'(X, H" " (Q;/Z(j))) = 0 pour tout i et pour j # n.

Quant aux coeflicients finis, en utilisant certains des arguments de Bruno Kahn [Kah93a],
on établit aussi la nullité des groupes H*(X, H"*l(uﬁj )) pour j € Z et i < n comme une consé-
quence de la conjecture de Kato. Cette méthode utilise également la conjecture de Bloch-Kato.
Donnons ici les arguments, ce qui corrige la preuve de [Kah93a].

Proposition 3.4.3. Soit X une variété projective et lisse sur I, de dimension n, et soit [ un
nombre premier, (I,car.F) = 1. Alors H (X, H”*l(uﬁj)) =0 pouri<n etr>0.

Démonstration. Soit L/F une extension galoisienne, de groupe G, qui trivialise le faisceau
uff(j ) et qui est minimale pour cette propriété. Soit m: Y = X xgp L — X le revétement de
X correspondant. Soit F = HE () et soit

0 F—>F s Fl 5 .5 F*>0

la résolution de Gersten de F.

Lemme 3.4.4. (i) on a H*(G,m.F') =0;
(i) (meF)S = HE ().

Démonstration. (cf. [Kah93a] prop.2) D’aprés la définition, F? est la somme directe sur les
points de codimension i de Y des faisceaux zy’*H"H*i(/i(y),,uf?(j_i))). Pour établir (i), il
suffit donc de voir que H*(G, H" '~ (k(z) ®x Y, ,u?;(j_i))) = 0 pour ¢ > 0 et pour tout point
ze X0, S y est un point de Y au-dessus de z et D, C G son groupe de décomposition, on
a H*(G, H"=i(k(z) ®x Y, pSU ™)) = B(Dy, H" 1 (k(y), g ™)) d’aprés le lemme de
Shapiro. On peut donc supposer que G est le groupe de décomposition de y.

Sous la condition cd; k(x) < n+ 1 —4, on a un isomorphisme
H™ 7 0s(y) ™) = H™ 7 (), YY),

induit par la corestrection. On peut le voir par exemple en utilisant une suite spectrale de Tate
([Ser68], appendice au ch. 1, Th. 1)

B2, = Hy(G, H™ 7 (k(y), i) = H™H 77070 (), 070,

Puisque G est cyclique (F est un corps fini), pour conclure, il suffit d’établir que la restriction

induit un isomorphisme H”+1_i(m(az),u%(j7i)) — H”“_i(ﬁ(x),;zl@?(j*i))q Sous la conjecture
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de Bloch-Kato, c’est I’énoncé (1) du Th. 1 de Bruno Kahn [Kah93b|. O

Pour montrer la proposition, on utilise la cohomologie mixte de Grothendieck. On a deux
suites spectrales (|[Gro57]|, 5.2.1) :

EY = HP(G, HY X zar, ™ F)) = HP (X 747, G; T F)
EF? = H(X g4r, H(G, m.F)) = H"* (X 74,, G; 7. F)
oit les HY(X 74, G; G) désignent les foncteurs dérivés du foncteur
G —T(X,6)¢

de la catégorie des faisceaux de Zariski sur X, munis d’une action de G, compatible avec I’action
triviale de G sur X, dans la catégorie des groupes abéliens.

D’aprés le lemme de Shapiro, les termes E? de la premiére suite spectrale se récrivent
comme E5Y = HP(G, H1(Y 247, F)). Ainsi, pour p < n, le théoréme 3.4.1 et la suite FY? donnent

HP(X z4r, Gy F) = 0. (3.2)

D’apres [Kah93a|, prop. 3, la suite
0 — HYG,mF° — HY(G, m,F') — ... = HY(G, 7, F") — 0
est une résolution flasque de HY(G, m.F). Ainsi, HP(X z4,, H1(G, 7, F)) = 0, ¢ > 0, d’aprés le

lemme précédent. La deuxiéme suite spectrale, commencant & E;p et le (i7) du lemme donnent
alors des isomorphismes pour tout p > 0 :

H” (X zar, G; e F) = H(X 247, H* (G, 7.F)).

D’apres 3.4.4(ii) et (3.2), cela donne, pour 0 < p <n
0 = HP(X zar, G5 muF) = HP(X, 1y ().

Cela termine la preuve de la proposition. O

3.4.2 Les invariants

Sur un corps fini, on a des analogues du théoréme 3.3.3.

Théoréme 3.4.5. Soit F un corps fini. Les groupes H'(X, H"(Q;/Zi(n —1))) otti <n —1 et
(I,car.F) = 1, sont des invariants birationnels des F-variétés projectives et lisses, géométrique-
ment intégres, de dimension n. De plus,
(i) pour X/F projective et lisse, de dimensionn et pouri <n—1 on a H/(X, H™(Q;/Zi(n—
1)) = H4Y (B, 1Y Q) Zi(n - 1)) ;
(ii) on a H/(PY, HN(Q/Zi(n —1))) =0 pouri < N —1;
(iii) si X et'Y sont des k-variétés projectives et lisses, géométriquement intégres, de di-
mensions respectives nx < ny, stablement birationnelles®, alors

H (X, 1™ (Q/Zi(n — 1)) ~ H™ 5 (VHY (Q/Zi(n — 1)), i < nx — L.

5. c’est-a-dire, il existent des entiers Nx et Ny tels que X X ]P’kNX et Y x ]P’]kvy sont birationnelles
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Démonstration. On procéde comme dans la preuve de 3.3.3. Avec les mémes notations, pour
établir la premiére partie, il suffit de montrer que la correspondance [W] agit trivialement sur
HY(X,H"(Q;/Z;(n—1))). Cela résulte du lemme 3.3.1, car les groupes H*(V, H™(Q;/Z;(n—1))),
i < n — 1, sont nuls pour toute k-variété projective et lisse V', de dimension n — 1, d’aprés le
théoréme de Kerz et Saito 3.4.1. On obtient I’énoncé (i) en utilisant la suite de localisation et
le fait que

Hi(X x AL H™ Y (Qu/Zi(n — 1)) "= HI(X, HY Q) Zi(n — 1)) =0, i <n—1,
d’aprés 3.4.2; (i4) et (i4i) en résultent.
0

Notons que pour i = n — 1 le groupe H" (X, H"(Q;/Z;(n — 1))) n’est pas un invariant
birationnel. En effet, ce groupe est dual de H%(X,Z;(1)) (cf.[Mil86b| 1.14).

Pour des variétés projectives et lisses, de dimension n sur un corps fini F on a ainsi
le schéma suivant de la page E» de la suite spectrale de Bloch et Ogus [BO74| EY? =
HP (X, HY(Qy/Zi(n — 1)) = HL™(X,Qp/Z(n — 1)), ot les lignes p = 0 et ¢ = n (sauf pour
les points p =n — 1 et p = n) sont formées d’invariants birationnels (cf. [CT95a] 4.4.1 pour la
ligne p = 0).

n+2

n+l

n-1| n n+l P

Remarque 3.4.6. L’énoncé du théoréme ci-dessus vaut aussi dans les deux cas suivants :
(i) Pour les groupes H* (X, H™(Q;/Z(j))) otri >0, j #n—1 et (I,car.F) = 1. Dans ce cas,
comme dans la preuve du théoréme ci-dessus, pour appliquer le lemme 3.3.1, on utilise
3.4.2 pour voir que les groupes H*(V, H"(Q;/Z;(n — 1))) sont nuls pour V projective et
lisse de dimension n — 1. Cela n’utilise donc pas la conjecture de Kato.
(ii) Pour les groupes H*(X, ?{”H(,u%j)) oui <n—1et (l,car.F) = 1. Dans ce cas on utilise
3.4.3 pour appliquer le lemme 3.3.1.
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3.4.3 Lien avec les 1-cycles

Pour k£ un corps, X un k-schéma lisse et A un groupe abélien, on dispose d’un complexe
de faisceaux Ax(n)g (resp. Ax(n) pour le complexe de faisceaux de Zariski), défini & partir
du complexe de cycles de Bloch 2"(X, ) (cf. par exemple [Kah] 2.2). On note H%, (X, Ax(n))
(resp. H'(X, Ax(n)) ) 'hypercohomologie de ce complexe. Pour n = 0 on a Zx(0) = Z. Pour
n =1 le complexe Zx (1) est quasi-isomorphe & G,,[—1] (cf. par exemple [Kah| (2.4)).

Pour X quasi-projectif et lisse, on a CH"™(X,2n — i) ~ H (X, Zx (n)).

Pour X lisse, on a une suite spectrale de coniveau ( [Kah10] 2.7),

EY' = P HL P (k(2), Z(n ~ p)) = HE (X, Zx ()
zeX (@)
ol
1. pour ¢ > n + 2, EYY = HP(X,HI"Y(Q/Z(n))), cf. [Kah97] 5.1.

2. EP" =0 pour ¢ = n+ 1 (sous la conjecture de Bloch-Kato, qui est maintenant établie
par Voevodsky [Voe|), cf. [Kahl0] 2.7.

Théoréme 3.4.7. Soit X une F-variété projective et lisse, de dimension n. On a une suite
exacte a la car.F-torsion prés

H" (X, H"(Q/Z(n —1))) = CH" (X)) = HZ *(X,Zx(n —1)) = H" *(X,H"(Q/Z(n — 1))) = 0

Démonstration. On dispose d’une suite spectrale de coniveau pour Zx(n — 1)) :

B = @ H(6(0). 20— 1~ p) = HE (X, Zx(n — )
zeX ()

Ona:
EP?=FEPM =0 pour p>n+1 car X () est vide pour un tel p.
la ligne E5™ est constituée de zéros, sous la conjecture de Bloch-Kato;
ERMT — HP(X, H(Q/Z(n — 1)));
a la p-torsion prés, EX"? = HP(X, H"t1(Q/Z(n —1))) = 0 d’aprés 3.4.2;
pour ¢ > n + 3, EY? = HP(X,H?1(Q/Z(n))) = 0 d’aprés Bloch-Ogus (dim X = n et
cdF <1);

6. pour ¢ =n — 1 et pour ¢ =n — 2, By’ = E{"! = 0. En effet, pour F' un corps et pour
m < 0,ona H"(F,Z(m)) = HYF,Q/Z(m — 1)) = 0 pour r < 0, cf. [Kah97] 2.4.

7. By = CHPY(X). En effet, B}V = @, cxoen B (k(2), Z) = @,e x 1) Z et
B2 = @, 2 HE (5(2), Z(1)) = @ xn2) K@)

Gl W o=

Ainsi, & la p-torsion prés, dans la filtration sur Hzf_Q(X ,Zx(n—1)), on n’a que deux termes
EL73m = By = HY (X, HN(Q/Z(n - 1))

et
protn-l = grolaslypredntl _ opel (0 HA(X, HY Q) Z(n — 1),
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On obtient ainsi la suite du théoréme. O

La méthode de Colliot-Théléne et Kahn [CTK] 2.1 permet de relier le groupe
H"3(X,H"(Q;/Zi(n—1))) avec le conoyau de I'application classe de cycle CH" 1(X)®7Z; —
H?"=2(X,Z;(n — 1)). Rappelons que pour un corps k on dit que k est & cohomologie galoi-
sienne finie, si pour tout module galoisien fini M et tout entier ¢ > 0, les groupes de cohomologie
H(k, M) sont finis. L’énoncé suivant pour i = 2 est dans [CTK] 2.1. La preuve du cas général
utilise les mémes arguments, on les détaille ci-dessous.

Théoréme 3.4.8. (cf. [CTK] 2.1) Soient k un corps a cohomologie galoisienne finie, X une
k-variété lisse et I un nombre premier, (I,car.k) = 1. Soit i > 0. Notons

M = Coker[CH(X) ® Z; — HZ(X,Z(i))]
le conoyau de l'application classe de cycle l-adique étale et
C = Coker[CH (X) — HZ(X, Zx (1))]

le conoyau de l'application classe de cycle motivique étale.
Alors le groupe (fini) de torsion Miys est isomorphe au quotient du groupe C{l} de torsion
l-primaire de C par son sous-groupe divisible mazimal.

Remarque 3.4.9. Le groupe C est de torsion. En effet, il résulte de [Kah| (2.2) et 2.6(c) qu'on
a un isomorphisme CH'(X) @ Q = H%Z, (X, Qx (i) = H%(X,Qx (7).

En combinant le théoréme ci-dessus avec le théoréme 3.4.7, on obtient

Corollaire 3.4.10. Soit X wune F-variété projective et lisse, de dimension n et soit | un
nombre premier, (I,car.F) = 1. Alors le groupe (fini) de torsion du conoyau de l’application
classe de cycle CH" (X)) ® Z; — He?t"_Q(X, Zi(n — 1)) est isomorphe au quotient du groupe
H"3(X, H"(Q;/Zi(n — 1))) par son sous-groupe divisible mazimal.

Remarque 3.4.11. (i) Sin > 2 et si BrX est fini (ce qui est le cas sous la conjecture de
Tate pour les cycles de codimension 1), le conoyau de l'application CH" (X)) ® Z; —
H?2(X,Zy(n — 1)) est fini ([CTK] 7.3).

(ii) Pour X une variété appartenant a la classe Brate(F) (conjecturalement, c’est le cas
pour toute F-variété projective et lisse), le groupe 11-11277;“2()(7 Zx(n —1)) est de type fini
([Kah03] 3.10). Ainsi, le groupe H"3(X,H"(Q;/Zi(n — 1))) est conjecturalement fini.

Remarque 3.4.12. Soit X une F-variété projective et lisse, de dimension n, munie d’un
morphisme ¢ : X — C ou C est une courbe projective et lisse, géométriquement connexe. Soit
[ un nombre premier, (/,car.F) = 1. D’aprés un théoréme de Saito (cf. [Sai89| et [CT99]), si
'application classe de cycle l-adique CH" (X)) ® Z; — He?f_Q(X, Zi(n — 1)) est surjective,
alors I'existence d'un zéro-cycle de degré premier a [ sur la fibre générique X, de 'application
¢ se détecte seulement en utilisant ’obstruction de Brauer-Manin. Plus précisement, s’il existe
sur X, une famille de zéro-cycles locaux de degré 1, orthogonale au groupe de Brauer de X,
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via I’accouplement de Brauer-Manin (cf. [ManT71]), alors il existe sur X,, un zéro-cycle de degré
premier & [.

Démonstration du théoréme 3.4.8. Pour montrer ce théoréme, on va d’abord établir qu’on
a une application naturelle ¢ : H2! (X, Zx (i) ® Z; — H2(X, Zi(i)) telle que

(i) le conoyau de ¢ est sans torsion ;

(ii) lapplication induite

O/ [HE (X, Zx (1)) ® Zy) /I — HZ (X, Zy()) /I

est injective.
On dispose d’un triangle exact (cf. [Kah| 2.6)

Ze(i) %5 Ty (i) — p&l,
En prenant 'hypercohomologie, on en déduit une suite exacte
0 — HZ (X, Zx () /1" = HE (X, p') = HZ (X, Zx (i) [I'] = 0. (3.3)
Puisque le groupe de milieu est fini, on obtient une suite exacte en passant & la limite projective :

0 — Ln[E%(X, Zx (1))/'] — HE(X, Zy(i)) — Im[EZ P (X, Zx )] > 0. (3.4)

Les applications H2Z(X,Zx(i)) — H%(X,Zx(i))/I" induisent une application
H%(X,Zx (1)) ®Z; — @[Hzé(X, Zx(i))/1"] qui est surjective d’aprés [CTK] 2.2 (ii). On définit
alors ¢ comme une application composée

¢ HE (X, Zx (i) ® Zy — Um[HE (X, Zx () /U] = HE (X, Zi(0)).
Son conoyau est sans torsion car le terme de droite de la suite (3.4) 'est, puisque c’est un
module de Tate.
L’injectivité de ¢/I" résulte du diagramme commutatif suivant
[HE (X, Zx (1) @ Zo] /1" ——— HZ(X,Z(2)) /1"
o] |
He (X, (i) /1" ———  HE (X, ).

ot les applications du bas et de droite sont injectives (cf. la suite (3.3) pour celle de droite) et
lapplication du haut est un isomorphisme d’aprés [CTK] 2.2 (i).

Puisque C est de torsion (cf. 3.4.9), on a un diagramme commutatif suivant

CH'(X)®7 — H2(X,Zx())®Z; — C{I} —— 0

El ¢l wol
CH(X)®7 —— H*(X,%Z(i)) ——— M —— 0.
ou l'application g est induite par le diagramme. Notons que la commutativité du carré de
gauche de ce diagramme, i.e. la compatibilité des applications classe de cycle résulte de [Kah|
3.1.

Comme C{l} est un groupe de torsion, I’application vy induit une application ¢ : C{l} —
Miors. Puisque le conoyau de ¢ est sans torsion, on déduit par chasse au diagramme que 1) est
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surjective. Puisqu’on a de plus que ¢/I" est injective, on en déduit qu’on a un isomorphisme
/1" C{U} /1™ — Miors /1™

Puisque le groupe M;,rs est fini, on a Mps =~ Mtors/lN pour N assez grand, i.e. pour
N > Np. Pour un tel N, on a donc un isomorphisme (N+1C{i} ~ INC{i}. Ainsi, le groupe
INoC{l} est le sous-groupe divisible maximal de C{l} et le quotient de C{l} par ce sous-groupe
et isomorphe & Moy s. O
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Chapitre 4

Ramification dans les corps de
fonctions

Let k be a field of characteristic zero, let X be a geometrically integral k-variety of dimension
n and let K be its field of functions. Under the assumption that K contains all 7" roots of unity
for an integer r, we prove that, given an element o € H™(K,Z/r), there exist n? functions

{fi}.i=1,..n2 such that a becomes unramified in L = K( II/T, e fiér)

4.1 Introduction

Let K be a field and let @ € Br K be an element of order r. In [Sal97|, [Sal98|, Saltman
proved that if K is the function field of a p-adic curve and (r,p) = 1, then « becomes trivial
over an extension of K of degree r2. As a motivation for the question we consider in this paper,
let us give a brief sketch of his arguments. Let us assume that r is prime and that K contains
all r*® roots of unity. In fact, one can see that this case implies the general case. We view K as
a function field of a regular, integral two-dimensional scheme X, projective over the spectrum
of the ring of integers of a p-adic field. Saltman then proved that one can find two functions
f1, f2 € K such that a becomes unramified in L = K ( 11/T, 21/T) with respect to any rank one
discrete valuation ring centered on X. This is sufficient to conclude, using the classical result
that the Brauer group of a regular flat proper (relative) curve over the ring of integers of a
p-adic field is trivial (cf. [Lic69], [Tat57]).

Let us consider the case of higher dimensions, that is, assume that K is the field of functions
of an n-dimensional variety X, defined over a field k. Following Saltman’s work, given a class
«a € Br K, one may wonder if there is a bound N depending only on K, such that we can
kill the ramification of @ with NV functions. Our result (cf. theorem 4.2.1) gives an affirmative
answer N = n? for a of order r under the assumption that K contains all ' roots of unity.
Our method also works for elements of H™(K,Z/r) and not only for m = 2.

96



4.2 Statement of the main result

Let k be a field of characteristic zero. For L a function field over k containing all r roots
of unity we fix an isomorphism s, = Z/r of Gal(K /K)-modules and we write

HI(L/k,Z)r) = (\Ker[H™(L,Z/r) % H™ (ka, Z/r)),
A

where A runs through all discrete valuation rings of rank one with & C A and fraction field L.
We denote by k4 the residue field of A and by 94 the residue map.

Theorem 4.2.1. Let k be a field of characteristic zero. Let X be an integral k-variety of dimen-
sion n and let K be its field of functions. Let v be an integer and assume that K contains all r®

roots of unity. Let o be an element of H™(K,Z/r). There exist n* functions {f;} ;-

that o becomes unramified over L = K ( 11/r, e T%T

.....

), that is, we have oy, € HW(L/k,Z/r).

We first prove two lemmas.

4.3 Local description

In the case of dimension two, the following statement is due to Saltman (cf. [Sal97] 1.2).

Lemma 4.3.1. Let k be an infinite field. Let A be a local ring of a smooth k-variety and let K
be its field of fractions. Let r be an integer prime to characteristic of k. Assume that K contains
all v™ roots of unity and fix an isomorphism p, — Z/r of Gal(K /K)-modules. Let o be an
element of H™(K,7Z/r) ramified only at s1,...,sy forming a regular subsystem of parameters
of the maximal ideal of A. Then

o =ay+ Z arU sy,
0#£IC{1,...h}

with ag € H™(A,Z/r), ar € H" W(A,Z/r), and s; = Uier(s;), where we denote by (s;) the
class of s; in H'(K,Z/r) ~ K*/K*".

Proof. We proceed by induction on h and m. Assume first h = 1. For A a local ring of a smooth
k-variety, with field of fractions K and for Y = Spec A, we have an exact sequence due to

Bloch and Ogus (cf. [CTHK97] 2.2.2)

0— H™A,Z/r)— H"(K,Z]r) — H H™ Y (k(x),Z)r) — H H™ 2 (k(x),Z/r) — ... (4.1)
zeY® )

where the maps are induced by the residues. Denote by K(A/s1) the field of fractions of A/s;.
As « is ramified only at s1, we see from the sequence (4.1) that 0s, (o) € H™ Y (K (A/s1),Z/r)
is unramified. Hence, from the sequence (4.1) for A/sj, it comes from an element of
H™ Y(A/s1,7Z/r). From Levine’s conjecture (generalizing Bloch-Kato’s conjecture proved by
Rost and Voevodsky), proved by Kerz [Ker09] 1.2, any element of H™ 1(A/s1,Z/r) is a sum
of cup products of units in A/s;. In particular, any element of H™ !(A/sy,Z/r) lifts to A :
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there exists an element a; € H™ (A, Z/r) such that &; = 0, (). Hence o — oy U (s1) is
unramified, so it comes from ag € H™(A,Z/r), by (4.1) again.

If m = 1, we have a = (s) for s a function in K and the result follows from the decomposition
s=wul], s with t; € Z and u € A*.

Next, we assume the assertion for (m — 1, h — 1) and (m,h — 1) and we prove it for (m, h).
From the sequence (4.1), 8, (o) € H™ (K (A/s1),Z/r) is ramified only at 39, ..., 5, where we
denote by 5; the image of s; in A/s1. By induction, 05, (@) = &1 + 3 12, py O U 51, Where
a € H" Y(A/s1,2)r), a; € H" '"(A/sy,Z/r), and 51 = Uje;(5;). As before, we deduce
from [Ker09] 1.2 that all the &; and a; are sums of cup products of units in A/s; and so we
can lift them to ay (resp. to a1) on A. Now the element o — (a1 + > g cqa, .y a1 U s1) U (51)
is ramified only at so, ..., sy and the lemma follows by induction.

O

4.4 Divisor decomposition

Lemma 4.4.1. Let k be a field of characteristic zero and let X be a smooth projective k-variety
of dimension n. Let D be a divisor on X. There exists a sequence of blowing-ups f : X' — X
such that the support of the total transform f*D is a simple normal crossing divisor which can
be expressed a union of n reqular (but not necessarily connected) divisors of X'.

Proof. By Hironaka, we may assume that Supp(D) is a simple normal crossing divisor, which
means that any irreducible component of Supp(D) is smooth and that the fiber product over
X of any ¢ components of Supp(D) is smooth and of codimension c¢. Let G = (V, E) be the
dual graph of D :

— the vertices of V' correspond to irreducible components D1, ... Dy of D

— the edge (D;, D;) is in E if the intersection D; N D; is nonempty.

We say that we blow-up the edge (D;, D;) if we change X by the blow-up of the intersection
D; N Dj (with reduced structure) and we change G by the dual graph of the total transform of
D, i.e. we add a vertex and corresponding edges. We write again G = (V, E) for the modified
graph.

We will show that after a finite sequence of blowing-ups f : X’ — X of some edges we
may color the vertices of G in n colors so that for any edge AB € F the vertices A and
B are of different colors. Then Supp(f*D) is a simple normal crossing divisor and we have
n

Supp(f*D) = |J F; where F; is the (disjoint) union of components of f*D such that the
i=1

corresponding vertex is of the i*" color. Hence Fj are regular and the lemma follows.

If n = 2 we may assume, after blowing-ups of some edges, that any cycle in G has even
number of edges, which is sufficient to conclude.

Let us now assume that n > 3. We proceed by induction on the number N of irreducible
components of D. If N < n the statement is clear. Assume it holds for N. Let D be a divisor
with N 4+ 1 components. By the induction hypothesis, after blowing-ups of some edges, we
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may assume that we may color all but the vertex Dy41 of G in n colors as desired. We have

n
Supp(D) = |J F; UDyy1 where F} is the union of components of D of the it" color. If Dy 1

i=1

does not intersect F; for some ¢ we color Dyy1 in i*™® color. Hence we may assume that all the
intersections Dy 1 NF; are nonempty. By the same reason, we may assume that the intersection
F> N Fy is nonempty. On the other hand, note that the intersection (7); F; N D41 is empty as
Supp(D) is a simple normal crossing divisor. We proceed by the following algorithm :

1.

We first blow up all the edges DDy for all the components D; of Fi. Let us denote
by Fp the union of all the exceptional divisors. This union is disjoint as the components
of F| do not intersect. Note that 1 N Fy N ... N F, = (. Otherwise, we get a point in
the intersection (1), F; N D41 by projection. Moreover, there are no more edges between
(the components of) F} and Dy41 as the strict transforms of the corresponding divisors
do not intersect.

. Next, we blow up all the edges between F, and F3 and we call Es the (disjoint) union of

all new exceptional divisors. Again, we have no more edges between F5 and F3 and also
EsnEiNFEyN...NE, =0 (or E;N Ey is empty if n = 3).

. If n = 3 we have the following picture :

2O
Here and in what follows the dotted line (for example, F5F3) means that there are no
edges between components of corresponding groups (e.g. no edges between elements of
F, U F3).
We color (all the vertices from) F} and Dy, in red, Fy and Es in green and F» and F3
in blue and this terminates the algorithm.

. Assume that n > 4. We proceed until we get the group of exceptional divisors F,_1 and

then we go to step 6. Suppose 3 < i <n — 1 and we constructed F;_5 and F;_; but not
E;. Suppose there are some edges between E;_o and F; 1, otherwise we go to step 5. We
blow up all these edges and we call F; the (disjoint) union of all new exceptional divisors.
We get no more edges between F;_o and F;;q and also B, N E; 1N FoN...NE, =0.

If there are no edges between E;_5 and Fjy1, we have the following picture :

B, B, B,

1 b}

Beat o 00
Oood.d o

E EEFE E, FE

3 i+l
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We color F7 and Dy 41 in the first color, F» and F3 in the second color, F; and Fj in the
third, ... , E;_o and Fjy; in the ith_color, E;_; in color i + 1, and, finally, Fi1o, ... F), in
colors ¢ 4+ 2, ...n respectively.

6. At this step, we have the following picture :

E1 E2 E, E,E_

]:%H—lT ?? CPQO
OG@On 0

E F E F 28

3

1

Moreover, E,,_1 N E,_ o = () by construction. We color F; and Dy in the first color,
F5 and F3 in the second color, F; and Fj in the third, ... , E,_3 and F}, in color n — 1,
FE,_1 and E,_»5 in color n. This terminates the algorithm. O

4.5 Proof of theorem 4.2.1

By resolution of singularities, we may assume that X is smooth. By lemma 4.4.1, we may
assume that the ramification divisor D = ram(«) is a simple normal crossing divisor whose
support is a union of n regular divisors : Supp D = |J;-_; D;.

Let G be a divisor on X. We say that G is in general position with a closed subvariety
7 C X if for any irreducible component Z; of Z and for any irreducible component W; of the
intersection G N Z; we have dim W; < dim Z;.

By a semilocal argument, we successively choose functions f{ € K,57=1,...,n, then
f3€K,j=1,...,n,...,and then fj, € K, j =1,...,n, such that

divx(f)) = Di + E!

BV

where Ef are in general position with D N[ 7

7'<j

We claim that with this choice of n? functions o is unramified. Let v be a discrete valua-
tion on L and let x € X be the point where the discrete valuation ring R of v is centered. We
may assume that x € Supp D, otherwise « is already unramified at v. From the construction,
for any i, D N(j_, EZJ = (). Hence for any 1 < i < n we can find j; such that = ¢ EZ]Z, which
means that s; = fljl is a local parameter of D; at x. Now the theorem follows from lemma
4.3.1, as any sy from the lemma is a cup product of r* powers on L. O

Remark 4.5.1. The bound n? is not sharp. For example, for n = 3 one can kill all the
ramification with four functions. Let us write ram(a) = Dy U D2 U D3 as in lemma 4.4.1. As
in the proof of the theorem above, we take f; € K, ¢ =1,...4, such that

div(f1) = D1 + D2 + D3 + Ei;
div(f2) = D1 + D2 + Eo;
div(f3) = D2 + D3 + E3;

div(f4) = D1+ 2Dy + D3 + Ejy.
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and each F; is in general position with ram (o) N[, ; Supp(Ej ). Let 2 be a center of a valuation

von L = K(fil/r)izl,mA. We may assume that x € ram(«). It is sufficient to see that if x € D;

then a local parameter of D; at x can be expressed as a product of powers of the functions f;.
1. If z € XM then z lies on only one component D;, which is thus defined by f;.
2. If 2 € X@ and if z lies on two components D; and Dj, then % defines Dy, f}% defines

Do, % defines Djs. If z lies on only one component D;, then, by construction, x ¢ F; UE;,
for at least two indexes 1 < 41 < i3 < 3. By construction, D; is then defined at x by at
least one among the functions f;; and f;,.

3. Suppose that z is a closed point of X. If x € D1 N DyN D3, we use the same formulas as in
the previous case. Next, suppose that x lies on only two components of ram(«). Consider
the case x € D1 N Do, the other cases are similar. By construction, = lies on at most one
component among E1, Fy, E3. Hence we see that if x ¢ Fo U E3 (resp. x ¢ E1 U Ej3, resp.
x ¢ E1 U Ey) then D is defined by % and Ds is defined by f3 (resp. by % and by f3,
resp. by % and by %)

The last case is when x lies on only one component of ram(«). Consider the case x € Dy,
the other cases are similar. Then x ¢ Fy N Ey N Ey4 by construction. Then D; is defined

by fi1 (resp. by fa, f4) if  does not lie on E; (resp. on Eo, Fy).

Remark 4.5.2. By the same arguments as in the previous remark, if r is prime to 2 and 3
and if n = 3, one can kill all the ramification with three functions fi, f2, f3, such that

div(f1) = D1+ 3Ds + 3D3 + Ey;
div(f2) = D1 + 2Dy + D3 + Es;
div(f3) = D1 + D3 + 2D3 + Es.

and each Ej is in general position with ram(a) N (), _; Supp(£y).
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