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1 Ââåäåíèå
1.1 Ïðîáëåìà Í¼òåðà
Ïðîáëåìà (Noether): Ïóñòü k(x1, . . . xn) � ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå
ïîëÿ k è ïóñòü çàäàíî ëèíåéíîå äåéñòâèå êîíå÷íîé ãðóïïû G íà ïîëå k(x1, . . . xn).
ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì íàä k ïîëå èíâàðèàíòîâ k(x1, . . . xn)G?

Ñëó÷àé k = Q:
Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè Q(x1, . . . xn)G/Q ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì
ðàñøèðåíèåì, òî îáðàòíàÿ ïðîáëåìà Ãàëóà ðàçðåøèìà äëÿ G: ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà L/Q, òàêîå, ÷òî G ' Gal(L/Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. ÐàñøèðåíèåQ(x1, . . . xn)/Q(x1, . . . xn)G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì
Ãàëóà ñ ãðóïïîé G. Óñëîâèå Q(x1, . . . xn)G = Q(t1, . . . tn), ãäå t1, . . . , tn
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí f = f(t1, . . . tn)(y) ∈ Q(t1, . . . tn)[y], ïîëåì ðàçëîæåíèÿ
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëåQ(x1, . . . xn). Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû
íåïðèâîäèìîñòè Ãèëüáåðòà : äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé
(a1, . . . an) ∈ Qn ìíîãî÷ëåí f(a1, . . . an)(y) îñòà¼òñÿ íåïðèâîäèìûì, è,
çíà÷èò, ïîëå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(a1, . . . an)(y) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Îäíàêî ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, êîãäà ðàñøèðåíèå Q(x1, . . . xn)G/Q íå
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì (Swan äëÿ G = Z/47, Saltman äëÿ
Z/8.)

Ñëó÷àé k = C: ïðîáëåìà Í¼òåðà òàêæå ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíûé îòâåò,
è äëÿ ëèíåéíîãî äåéñòâèÿ, è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G (G = Z/2,
Clemens-Gri�ths, Artin-Mumford). Â ýòîì êóðñå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì îäèí
èç ïðèìåðîâ.
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Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü L � ïîëå ôóíêöèé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 = x(x − 1)(x + 1),
L = C(x,

√
x(x− 1)(x + 1) ). Èñïîëüçóÿ äèñêðåòíûå íîðìèðîâàíèÿ, ïîêàæèòå, ÷òî L/C íå

ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì:
1. Íàïîìíèì, ÷òî äèñêðåòíûì íîðìèðîâàíèåì (ðàíãà 1) íà ïîëå F íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

v : F → Z∪∞, òàêîå, ÷òî v(ab) = v(a)+v(b), v(a+b) ≥ min {v(a), v(b)} è v(a) = ∞ ⇐⇒
a = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ v íà L, v(x) ÿâëÿåòñÿ
÷¼òíûì.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî x íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì ýëåìåíòà ïîëÿ L.
3. Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò a ïîëÿ C(t) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v(a) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì äëÿ ëþáîãî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ v íà C(t).

1.2 Ðàöèîíàëüíûå è óíèðàöèîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîãîîáðàçèå X íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Pn

k 99K X. Ýêâèâàëåòíî, ïîëå
ôóíêöèé X ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîãîîáðàçèå X íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ óíèðàöèîíàëüíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò äîìèíàíòíîå îòîáðàæåíèå Pn

k 99K X. Ýêâèâàëåòíî, ïîëå ôóíêöèé
X ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ k.

Ïðèìåðû.
Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå.

1. dim X = 1: ðàöèîíàëüíîñòü ⇐⇒ óíèðàöèîíàëüíîñòü (L�uroth).

2. dim X = 2: ðàöèîíàëüíîñòü ⇐⇒ óíèðàöèîíàëüíîñòü (êëàññèôèêàöèÿ
ïîâåðõíîñòåé).

3. dim X = 3: ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè,
íî ÿâëÿþòñÿ óíèðàöèîíàëüíûìè (Clemens-Gri�ths, Artin-Mumford, Èñêîâñêèõ-
Ìàíèí).

4. Xd � ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d â Pn.

(a) X3 ⊂ P4 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì (Clemens-Gri�ths).
(b) X4 ⊂ P4 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì (Èñêîâñêèõ-Ìàíèí),

óíèðàöèîíàëüíîñòü â îáùåì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.
(c) Åñëè d = 3, òî ìíîãîîáðàçèå X3 óíèðàöèîíàëüíî (Koll�ar).
(d) Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n (ò.å. n > n(d) äëÿ íåêîòîðîé

ôóíêöèè n(d)), ìíîãîîáðàçèå Xd óíèðàöèîíàëüíî (Harris, Mazur, Pand-
haripande).
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(e) Åñëè 2
3
n+1

3
≤ d ≤ n, òî "áîëüøèíñòâî"1 ìíîãîîáðàçèé Xd íå ÿâëÿþòñÿ

ðàöèîíàëüíûìè (Koll�ar).

5. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå X óíèðàöèîíàëüíî, òî ñóùåñòâóåò U ⊂ X
íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå, òàêîå, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè x, y ∈
U(C) ìîæíî ñîåäèíèòü ðàöèîíàëüíîé êðèâîé (íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî U = X). Ìíîãîîáðàçèÿ, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàþòñÿ
ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûìè. Îáðàòíûé âîïðîñ: ¾ñóùåñòâóþò ëè ìíîãîîáðàçèÿ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ óíèðàöèîíàëüíûìè¿,�
îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Âîçìîæíûå êàíäèòàòû: Xn ⊂ Pn, n ≥ 5; X � ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè 3, ðàññëîåííîå íà êîíèêè íàä P2

C.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ëåêöèé. Â ýòîì êóðñå ìû ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà
äîêàçàòåëüñòâà íåðàöèîíàëüíîñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð êîìïëåêñíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè 3, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, íî ÿâëÿåòñÿ
óíèðàöèîíàëüíûì (ñì. [CTOj], [Oj]). Âî âòîðîé ÷àñòè ìû îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì
íåðàöèîíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî (ñì. [Kol]). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàöèîíàëüíîñòè
â ïåðâîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ òåîðèþ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
èíâàðèàíò Wnr(C(X)/C) êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì äëÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûõ
ðàñøèðåíèé. Âî âòîðîì ñëó÷àå, íàì ïîòðåáóþòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà íåêîòîðûõ
ñâîéñòâàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Ωi

X .

2 Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû
2.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà
Ïóñòü F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè car.F 6= 2.

Îïðåäåëåíèå 2.1. 1. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ïàðà
(V, F ), ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F è q : V → F �îòîáðàæåíèå,
òàêîå, ÷òî

q(λx) = λ2x ∀λ ∈ F, x ∈ V ;

îòîáðàæåíèå Bq(x, y) : =
1

2
[q(x + y)− q(x)− q(y)] ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì.

Îáîçíà÷åíèå: (V, q) èëè (V, Bq), ñîêðàù¼ííî, q.

2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè

Rad(q) := {x ∈ V, ∀y Bq(x, y) = 0} = {0}.
1âîçìîæíî, çà èñêëþ÷åíèåì ãèïåðïîâåðõíîñòåé, çàäàííûõ óðàâíåíèåì, êîýôôèöèåíòû

êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì óñëîâèÿì èç ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà óñëîâèé.
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3. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé, åñëè ∃x ∈ V \ {0}, q(x) =
0.

4. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû (V, q) è (V ′, q′) íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f : V → V ′, òàêîé, ÷òî q(x) = q′(f(x)), ∀x ∈
V . Îáîçíà÷åíèå: q ' q′.

5. Ðàçìåðíîñòü: dim q := dim V .

6. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé q: Dq(F ) = {a ∈ F ∗,∃x ∈ V, q(x) = a}.
7. Åñëè (V, q) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàä ïîëåì F è L/F � ðàñøèðåíèå ïîëåé,

îáîçíà÷èì
qL := (V ⊗ L, q ⊗ L), Dq(L) := DqL

(L).

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåâûðîæäåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Ïóñòü (V, q) � (íåâûðîæäåííàÿ) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
õîðîøî èçâåñòíû :

Óòâåðæäåíèå 2.2. 1. Ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òàêîé, ÷òî q =
a1x

2
1 + . . . + anx2

n.
Îáîçíà÷åíèå: q ' 〈a1, . . . an〉.

2. Ïóñòü a ∈ F ∗. Òîãäà a ∈ Dq(F ) ⇐⇒ ∃a2, . . . an ∈ F, q ' 〈a, a2, . . . an〉.2

3. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé ⇐⇒ q ' 〈1,−1, a2, . . . an〉.

2.2 Êîëüöî W (F )

Íà ìíîæåñòâå âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1. ⊥ : åñëè (V1, q1) ' 〈a1, . . . an〉 è (V2, q2) ' 〈b1, . . . bm〉, òî (V1, q1)⊥(V2, q2) :=
(V1 ⊕ V2, 〈a1, . . . an, b1, . . . bm〉).

2. ⊗ : (V1, Bq1) ⊗ (V2, Bq2) := (V1 ⊗ V2, Bq1⊗q2), ãäå Bq1⊗q2(x1 ⊗ x2, y1 ⊗ y2) =
Bq1(x1, y1)Bq2(x2, y2).
Îáîçíà÷åíèå: Åñëè q ' 〈a1, . . . an〉, òî îáîçíà÷èì aq := 〈a〉⊗q ' 〈aa1, . . . aan〉.

Òåîðåìà 2.3 (Ñîêðàùåíèå Âèòòà). Ïóñòü q, q1, q2 � êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íàä
ïîëåì F . Òîãäà

q⊥q1 ' q⊥q2 ⇐⇒ q1 ' q2.

2ðàññìîòðåòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Fe, ãäå e ∈ V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ q(e) = a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f :
〈a〉⊥q1

∼→ 〈a〉⊥q2, òî q1 ' q2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò ïî èíäóêöèè.
Ïîëîæèì Q = 〈a〉⊥q1. Ïóñòü (x, V ) (ñîîòâ. (y, W )) � áàçèñ, â êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà Q èìååò âèä 〈a〉⊥q1 (ñîîòâ. 〈a〉⊥q2). Ïîëîæèì (x′, V ′) = (f−1(y), f−1(W )).
Òàê êàê q(x) = q(x′), òî cóùåñòâóåò îòðàæåíèå u : V → V , òàêîå, ÷òî u(x) = ±x′

(ñì. óïðàæíåíèå 2). Òàê êàê V = x⊥ è V ′ = x′⊥, òî u èíäóöèðóåò èçîìåòðèþ
ìåæäó q1 è q2.

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü (V, q) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ïóñòü e ∈ V , q(e) 6= 0. Îòðàæåíèåì
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l = Fe ⊂ V íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèÿ (V, q) → (V, q) çàäàííàÿ ìàòðèöåé( −Id 0

0 Id

)
â áàçèñå (e, e⊥). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè q(x) = q(y) 6= 0, x, y ∈ V , òî ñóùåñòâóåò

îòðàæåíèå u, òàêîå, ÷òî u(x) = εy, ãäå ε = 1 èëè −1 (ðàññìîòðåòü îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé x− y èëè x + y).

Îïðåäåëåíèå 2.4. 1. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü: H ' 〈1,−1〉.
2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè q ' mH :=
H⊥ . . .⊥H (m ðàç).

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàçàòü, ÷òî DH(F ) = F ∗.

Ñëåäñòâèå 2.5. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî iq è àíèçîòðîïíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà qan, åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà, òàêèå, ÷òî q ' iqH⊥qan.

Îïðåäåëåíèå 2.6 (Êîëüöî Âèòòà).

W (F ) := {êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íàä F}/ ∼,

ãäå q1 ∼ q2 åñëè q1⊥r1H ' q2⊥r2H, r1, r2 ∈ Z.
Çàìåòèì, ÷òî W (F ) îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ⊥ è ⊗.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ôóíäàìåíòàëüíûì èäåàëîì â WF íàçûâàåòñÿ èäåàë IF ,
îáðàçîâàííûé êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè ÷¼òíîé ðàçìåðíîñòè.

Ëåììà 2.8. Èäåàë IF ïîðîæäàåòñÿ ôîðìàìè 〈〈a〉〉 := 〈1,−a〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî 〈a, b〉 = 〈1,−1, a, b〉 = 〈1, b〉−〈1,−a〉.

Óïðàæíåíèå 4. 1. Ïîêàæèòå, ÷òî 〈a, b〉 ' 〈a + b, ab(a + b)〉.
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2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè q, q′ � àíèçîòðîïíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, òàêèå, ÷òî q⊥ − q′ '
nH⊥ρ, òî ñóùåñòâóåò ïðåäñòâëåíèå q ' φ⊥q1 è q′ ' φ⊥q′1, ãäå φ, q′, q′1 � íåêîòîðûå
êâàäðàòè÷íûå ôîðìû è dim φ = n.

3. Ïóñòü V (F ) � àääèòèâíàÿ ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè [a], a ∈ F , ñâÿçàííûìè
ñîîòíîøåíèÿìè [a] = [ab2], [−a] = −[a], [a]+ [b] = [a+ b]+ [ab(a+ b)]. Ïîêàæèòå, ÷òî
åñëè 〈a1, . . . an〉 ' 〈b1, . . . bn〉, òî [a1] + . . . + [an] = [b1] + . . . + [bn] â V (F ).

(a) ðàññìîòðèòå ñëó÷àé n = 1, 2.
(b) åñëè n ≥ 3, ïðèìåíèòå óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ê q = 〈a1, . . . an−1〉, q′ =

〈b1, . . . bn−1〉.
4. Ïîêàæèòå, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà W (F ) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè 〈a〉, ñâÿçàííûìè

ñîîòíîøåíèÿìè:

〈a〉 = 〈ab2〉, 〈−a〉 = −〈a〉, 〈a, b〉 = 〈a + b, ab(a + b)〉. (1)

2.3 Ôîðìû Ïôèñòåðà
Îïðåäåëåíèå 2.9. 1. Ôîðìîé Ïôèñòåðà íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà 〈〈a1, . . . an〉〉 := 〈〈a1〉〉 ⊗ . . .⊗ 〈〈an〉〉.
2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà φ íàçûâàåòñÿ ñîñåäíåé ê ôîðìå Ïôèñòåðà π, åñëè

(i) dim φ > 1
2
dim π,

(ii) π ' cφ⊥π′, ãäå π′ � íåêîòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà è c ∈ F ∗.

Óòâåðæäåíèå 2.10. Ïóñòü π � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Ïôèñòåðà íàä ïîëåì F .

1. π èçîòðîïíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π ãèïåðáîëè÷íà.

2. c ∈ Dπ(F ) ⇐⇒ π ' cπ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè.

1. Ñëó÷àé π = 〈〈a〉〉 ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (u2 − av2)(x2
1 − ax2

2) = (ux1 −
avx2)

2 − a(vx1 − ux2)
2.

2. Ïåðåõîä îò π ê π ⊗ 〈〈a〉〉:
(i) π ãèïåðáîëè÷íà ⇒ π ⊗ 〈1,−a〉 òîæå; DH(F ) = F ∗.

(ii) Ñëó÷àé π àíèçîòðîïíà è π ⊗ 〈〈a〉〉 èçîòðîïíà: π(u) − aπ(v) = 0.
Èìååì: π(u) 6= 0 6= π(v) è π ' π(u)π, aπ ' aπ(v)π ' π(u)π ïî
èíäóöèè. Ïîëó÷àåì: π⊥ − aπ ' π(u)π⊥ − π(u)π� ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ôîðìà; DH(F ) = F ∗.
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(iii) Ñëó÷àé π àíèçîòðîïíà è π ⊗ 〈〈a〉〉 àíèçîòðîïíà.
Ïóñòü c ∈ Dπ⊗〈1,−a〉 : c = π(u)− aπ(v).
Ñëó÷àé u = 0 (ñîîòâ. v = 0) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî π ' π(v)π (ñîîòâ.
π ' π(u)π).
Åñëè π(u) 6= 0 6= π(v), òî π(u)π ' π ' π(v)

π(u)
π, îòêóäà:

c(π⊥−aπ) ' (1−a
π(v)
π(u)

)(π⊥−a
π(v)
π(u)

π) ' (1−a
π(v)
π(u)

)〈〈aπ(v)
π(u)

〉〉π ' 〈〈aπ(v)
π(u)

〉〉π ' π⊗〈〈a〉〉.

2.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà Dq, òåîðåìû Ïôèñòåðà è Êàññåëñà-
Ïôèñòåðà

Òåîðåìà 2.11 (Cassels-P�ster). Ïóñòü (V, q) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàä ïîëåì
F è ïóñòü f ∈ F [x]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ Dq(F (x)). Òîãäà f = q(v′) äëÿ
íåêîòîðîãî v′ ∈ V ⊗ F [x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 3, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôîðìà
q àíèçîòðîïíà. Ïî óñëîâèþ, êâàäðèêà Q : {fx2

0−q = 0} ⊂ Pn
F (x) èìååò ðàöèîíàëüíóþ

òî÷êó P . Ïîëîæèì P = (f0 : . . . fn), ãäå fi ∈ F [x] âçàèìíî ïðîñòû. Íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî âûáðàòü P òàêóþ, ÷òî ñòåïåíü degf0 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.
Ïîäåëèì fi íà f0 ñ îñòàòêîì: fi = f0gi+ri. Ïóñòü P ′ = (g0 : . . . : gn). Åñëè P ′ ∈ Q,
òî òåîðåìà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íåñëîæíî ïîêàçàòü (óïðàæíåíèå),
÷òî âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PP ′ ñ êâàäðèêîé Q ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
êàê (s0 : . . . : sn), si ∈ F [x], degs0 < degf0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Óïðàæíåíèå 5. ×òî ïðîèçîéä¼ò, åñëè â òåîðåìå çàìåíèòü F (x) íà F (x1, . . . xm)?
(Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ìíîãî÷ëåí f(x, y) = 1 + x4y2 + x2y4 − 3x2y2 ∈ R[x, y]. Òîãäà

f(x, y) =
(1 + x2 − 2x2y2)2 + [xy(1− x2)]2 + [xy2(1− x2)]2 + [x2y2(1− x2)]2

(1 + x2)2
.

Ïîêàæèòå, ÷òî f(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ â R[x, y].)

Ñëåäñòâèå 2.12. Ïóñòü q = 〈a1〉⊥q′ � àíèçîòðîïíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàä
ïîëåì F . Ïóñòü b ∈ F ∗. Åñëè a1x

2 + b ∈ Dq(F (x)), òî b ∈ Dq′(F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì q′ = 〈a2, . . . an〉. Ïî òåîðåìå Êàññåëñà-Ïôèñòåðà,

a1x
2 + b = a1f

2
1 + . . . + anf 2

n, fi ∈ F [x]. (2)

Òîãäà fi ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå fi = pix + qi. Ïîäñòàâèâ x = q1

1−p1
èëè

x = −q1

1+p1
(åñëè p1 = 1) â (2), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ñëåäñòâèå 2.13. Ïóñòü P ∈ F [x1, . . . xm] è c = (c1, . . . cm) ∈ Fm. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî P (c) 6= 0. Åñëè P ∈ Dq(F (x1, . . . xm)), òî P (c) ∈ Dq(F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî òåîðåìó Êàññåëñà-Ïôèñòåðà ê
P (x1, . . . xm) ∈ F (x1, . . . xm−1)[xm], çàòåì ê P (x1, . . . xm−1, cm) ∈ F (x1, . . . xm−2)[xm−1]
è ò.ä.

Òåîðåìà 2.14 (P�ster). Ïóñòü q = 〈a1, . . . an〉 è q′ = 〈a′1, . . . a′n〉. Ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) q′ = q⊥ρ äëÿ íåêîòîðîé ôîðìû ρ;

(ii) a1x
2
1 + . . . + anx2

n ∈ Dq′(F (x1, . . . xn)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a1x
2
1+. . .+anx2

n ∈ Dq(F (x1, . . . xn)), òî íåîáõîäèìîñòü
î÷åâèäíà.

Ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïðèìåíèâ ñëåäñòâèå 2.13 ê P = q, ïîëó÷èì an =
q(0, . . . , 0, 1) ∈ Dq′(F ). Ñëåäîâàòåëüíî, q′ = 〈an〉⊥q′′ (ñì. óòâåðæäåíèå 2.2).
Ïî ñëåäñòâèþ 2.12, a1x

2
1 + . . . + an−1x

2
n−1 ∈ Dq′′(F (x1, . . . xn−1)). Óòâåðæäåíèå

òåîðåìû ñëåäóåò ïî èíäóêöèè.

2.5 W (F ) è W (F (q)), òåîðåìà Àðàñîíà-Ïôèñòåðà
Ïóñòü q = 〈a1, . . . an〉 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàä ïîëåì F è ïóñòü Xq ⊂ Pn−1

F �
êâàäðèêà q = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (q) ïîëå ôóíêöèé êâàäðèêè Xq:

F (q) = F [x1, . . . xn−1]/a1x
2
1 + . . . + an−1x

2
n−1 + an.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) q ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé;
(ii) Xq(F ) 6= ∅;
(iii) Xq ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.15 (Arason-P�ster). Ïóñòü q � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ñîñåäíÿÿ ñ
ôîðìîé Ïôèñòåðà π. Òîãäà

Ker [W (F ) → W (F (q))]

ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì π.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé:
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Óòâåðæäåíèå 2.16. Ïóñòü L = F (
√

a) � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå è ïóñòü
(V, q) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàä F .

(i) Ôîðìà qL èçîòðîïíà ⇐⇒ q ' q′⊥c〈1,−a〉 äëÿ íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû q′ íàä F è c ∈ F ∗.

(ii) Ôîðìà qL ãèïåðáîëè÷íà ⇐⇒ q ' q′⊗〈1,−a〉 äëÿ íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû q′ íàä F .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïî óñëîâèþ, q(u +
√

av) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ u, v ∈ V ,
îòêóäà ïîëó÷àåì q(u) = −aq(v) 6= 0 (q � àíèçîòðîïíà) è Bq(u, v) =
0. Òàêèì îáðàçîì, 〈q(v), q(u)〉 = q(v)〈1,−a〉 è èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå q
ïîëó÷àåòñÿ â áàçèñå (v, u, (v, u)⊥).

(ii) Òàê êàê 〈1,−a〉F (
√

a) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ôîðìîé, òî ïîëó÷àåì (ii)
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì óòâåðæäåíèÿ (i).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôîðìà q íàä ïîëåì F ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíîé, òî è ôîðìà
qF (t) ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíîé. Ïîëó÷àåì:

Ëåììà 2.17. Îòîáðàæåíèå W (F ) → W (F (t)) èíúåêòèâíî.

Óòâåðæäåíèå 2.18. Ïóñòü π � ôîðìà Ïôèñòåðà ðàçìåðíîñòè dim q ≥ 4.
Ïóñòü q � àíèçîòðîïíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Åñëè êëàññ q â W (F (π)) ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì, òî q = π ⊗ q′ äëÿ íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì π = 〈1, a2, . . . an〉. Ïóñòü c ∈ Dq(F ). Ïîêàæåì, ÷òî
q = cπ⊥q1. Ïî òåîðåìå Ïôèñòåðà 2.14, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

cx2
1 + ca2x

2
2 + . . . + canx

2
n ∈ Dq(F (x1, . . . xn)). (3)

Ïîëîæèì f = a2x
2
2+. . .+anx2

n. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî êëàññ ôîðìû q ïðèíàäëåæèò
ÿäðó îòîáðàæåíèÿ

W (F (x2, . . . xn)) → W (F (x2, . . . xn)
√
−f).

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.16 ïîëó÷àåì, ÷òî

qF (x2,...xn) ' 〈1, f〉 ⊗ q1

äëÿ íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû q1 íàä F (x2, . . . xn). Èìååì:

(x2
1 + f)qF (x2,...xn) ' (x2

1 + f)〈1, f〉 ⊗ q1.
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Òàê êàê (x2
1+f) ∈ D〈1,f〉(F (x1, . . . xn)), òî (x2

1+f)〈1, f〉 ' (x2
1+f) ïî óòâåðæäåíèþ

2.10. Ïîëó÷àåì:
(x2

1 + f)qF (x1,x2,...xn) ' qF (x1,x2,...xn).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè c ∈ Dq(F ), òî cx2
1 + cf ∈ Dq(F (x1, . . . xn)), òî åñòü óñëîâèå

(3) âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, q = cπ⊥q1. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

ôîðìû q1, òàê êàê ôîðìà Ïèñòåðà π ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ãèïåðáîëè÷åñêîé, íàä F (π). Ïðèìåíèâ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå ê q1, ïîëó÷àåì:
q = cπ⊥c1π⊥q2 è àíàëîãè÷íî äëÿ q2 è ò.ä., îòêóäà ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå q =
π ⊗ q′ ïî èíäóêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.15. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìà πF (π) èçîòðîïíà è,
ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðáîëè÷íà (ñì. 2.10): πF (π) ' mH. Òàê êàê dim q > 1

2
dim π

ïî îïðåäåëåíèþ, òî qF (π) = H⊥q′ äëÿ íåêîòîðîé ôîðìû q′, òî åñòü ôîðìà qF (π)

èçîòðîïíà. Òàêèì îáðàçîì, ðàñøèðåíèå F (π)(q)/F (π) � ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå
ðàñøèðåíèå. Ïî Ëåììå 2.17, îòîáðàæåíèå W (F (π)) → W (F (π)(q)) èíúåêòèâíî.

Àíàëîãè÷íî, ôîðìà qF (q) èçîòðîïíà è, çíà÷èò, ôîðìà πF (q) òàêæå èçîòðîïíà.
Ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñøèðåíèå F (π)(q)/F (q) ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíî è îòîáðàæåíèå
W (F (q)) → W (F (π)(q)) èíúåêòèâíî.

Èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

W (F )
α1 //

α2

²²

W (F (q))Ä _

²²
W (F (π)) Â Ä // W (F (π)(q)).

ñëåäóåò, ÷òî kerα1 = kerα2. Ïî òåîðåìå Àðàñîíà-Ïôèñòåðà, kerα1 = kerα2

ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì ôîðìû π.

3 Óíèðàöèîíàëüíûå è íåðàöèîíàëüíûå êîìïëåêñíûå
ìíîãîîáðàçèÿ

3.1 Íåðàçâåòâë¼ííàÿ ãðóïïà Âèòòà
Ïóñòü F � ïîëå è ïóñòü v � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå íà F . Îáîçíà÷èì Av �
êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ v, kv � ïîëå âû÷åòîâ è πv � ôèêñèðîâàííûé ëîêàëüíûé
ïàðàìåòð.

Óòâåðæäåíèå 3.1. 1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï ∂1 :
W (F ) → W (kv), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

(i) ∂1(〈u〉) = 0 åñëè u ∈ Av è v(u) íå÷¼òíî.
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(ii) ∂1(〈u〉) = 〈ū〉, åñëè u ∈ A∗
v, ū îáîçíà÷àåò îáðàç u â ïîëå kv.

2. ßäðî îòîáðàæåíèÿ ∂v : W (F ) → W (kv), q 7→ ∂1(πvq) íå çàâèñèò îò
âûáîðà ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà πv.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
∂1 ñîõðàíÿåò ñîîòíîøåíèÿ (1) (ñì. óïðàæíåíèå 4), ÷òî ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó q íàä F ìîæíî ïðåäcòàâèòü â âèäå 〈a1, . . . an〉⊥πv〈b1, . . . bm〉,
ai, bj ∈ A∗

v. Òîãäà ∂v(q) = 〈b̄1, . . . b̄m〉. Åñëè π′v � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð Av, îòëè÷íûé
îò πv, òî πv = uπ′v äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ A∗

v. Åñëè 〈b̄1, . . . b̄m〉 = 0 â W (kv), òî è
ū〈b̄1, . . . b̄m〉 = 0 â W (kv), èç ÷åãî ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü F/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé.

Wnr(F/k, µ⊗j
n ) :=

⋂
A

Ker∂v,

ãäå ïåðåñå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî âñåì êîëüöàì äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ
(ðàíãà 1) A ⊃ k, ñ ïîëåì ÷àñòíûõ F .

Òåîðåìà 3.3 (Milnor). Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

W (k)
∼→ Wnr(k(t)/k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ (ñì. [Lam] IX.3.1)
Óïðàæíåíèå 7. 1. Ïóñòü i : W (k) → W (k(t)) � åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è ïóñòü τ :

W (k(t)) → W (k) � îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå ∂1 äëÿ íîðìèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
t (ñì. óòâåðæäåíèå 3.1). Äîêàæèòå, ÷òî τ ◦ i ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

2. Åñëè P ∈ k[t] íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, îáîçíà÷èì κ(P ) � ïîëå âû÷åòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî
äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ. Ïóñòü Ld ⊂ W (k(t)) � ïîäêîëüöî, ïîðîæä¼ííîå ýëåìåíòàìè
〈f〉, ãäå f ∈ k[t] ñòåïåíè íå áîëåå d. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

⊕

degP=d

∂P : Ld/Ld−1 →
⊕

degP=d

W (κ(P )) (4)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì:

(i) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f, P ∈ k[t], deg P = d è f = Pf ′ + r � äåëåíèå ñ îcòàòêîì f
íà P , òî 〈fP 〉 = 〈rP 〉modLd−1 (èñïîëüçóéòå, ÷òî 〈f〉 + 〈frPf ′〉 = 〈Pf ′〉 + 〈r〉 â
W (k(t))).

(ii) Åñëè ḡ ∈ κ(P ), ïóñòü g ∈ k[t] � åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå d, îáðàç
êîòîðîãî â κ(P ) ðàâåí ḡ. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå τP : W (κ(P )) → Ld/Ld−1,
〈ḡ〉 7→ 〈Pg〉+ Ld−1 îïðåäåëåíî êîððåêòíî (ïî àíàëîãèè ñ óòâåðæäåíèåì 3.1).

(iii) Äîêàæèòå, ÷òî ∂P ◦ τP = Id.
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(iv) Ïîêàæèòå, ÷òî Ld àääèòèâíî ïîðîæäàåòñÿ Ld−1 è ýëåìåíòàìè 〈fg1 . . . gs〉, ãäå
f ìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d, è g1, . . . gs � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëåå
d−1 (èñïîëüçóéòå, ÷òî Ld ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè 〈f1 . . . frg1 . . . gs〉, ãäå f1, . . . fr

ìîíè÷åñêèå, ñòåïåíè d, è g1, . . . gs � ñòåïåíè íå áîëåå d − 1; èñïîëüçóéòå, ÷òî
〈f2, h〉 ' 〈f1f2, f1f2h〉)

(v) Ïîêàæèòå, ÷òî Ld/Ld−1 àääèòèâíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè τP .
(vi) Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò, ïîêàæèòå èçîìîðôèçì (4).

3. Ñäåëàéòå âûâîä, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → W (k) → W (k(t)) ⊕∂P→
⊕

P

W (κ(P )) → 0.

Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè ðàñøèðåíèå F/k � ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå,
òî W (k)

∼→ Wnr(F/k).

3.2 Ïðèìåð
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèì ïðèìåð êîìïëåêñíîãî óíèðàöèîíàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
X ðàçìåðíîñòè 3, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ìû ïîñòðîèì X, ðàññëîåííîå
íà êîíèêè íàä P2

C :
φ : X → P2

C

ñ îáùèì ñëîåì

q : x2
0 − ax2

1 − bx2
2 = 0, a, b ∈ k := C(P2

C). (5)

Óòâåðæäåíèå 3.5. ker[W (k) → W (k(q))] = {0, 〈〈a, b〉〉}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìà q ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíåé ê ôîðìå Ïôèñòåðà 〈〈a, b〉〉. Ïî
òåîðåìå 2.15, ker[W (k) → W (k(q))] ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì ôîðìû 〈〈a, b〉〉. Îäíàêî
W (k)〈〈a, b〉〉 = 〈〈a, b〉〉, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.
Óïðàæíåíèå 8. (i) Ïîëå k íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ci, åñëè êàæäàÿ ïðîåêòèâíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü

â Pn
k ñòåïåíè d c n ≥ di èìååò ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó. Ïî òåîðåìå Òöåíà, åñëè k ÿâëÿåòñÿ

ïîëåì Ci, òî k(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Ci+1. Äîêàæèòå ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû:
êàæäàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàä C(x, y) îò ïÿòè èëè áîëåå ïåðåìåííûõ èìååò ðàöèîíàëüíóþ
òî÷êó.

(ii) Ïóñòü k � ïîëå C2 è ïóñòü a, b, c ∈ k. Äîêàæèòå, ÷òî 〈〈a, bc〉〉 = 〈〈a, b〉〉+ 〈〈a, c〉〉 â W (k).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b = −b1b2. Òîãäà 〈〈a, b〉〉 = 〈〈a, b1〉〉−〈〈a, b2〉〉 (ñì. ïðåäûäóùèå
óïðàæíåíèå). Îáîçíà÷èì αi = 〈〈a, b1〉〉,

Ramkαi = {v äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå íà k, ∂v(αi) 6= 0}, i = 1, 2.

Ïóñòü F � ïîëå ôóíêöèé ìíîãîîáðàçèÿ X, F = k(q).
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Òåîðåìà 3.6. Ïðåäïîëîæèì

Ramkα1 6= 0, Ramkα2 6= 0, Ramkα1 ∩Ramkα2 = ∅. (6)

Òîãäà Wnr(F/C) 6= 0. Ìíîãîîáðàçèå X íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Åñëè a �
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2 îò x è y, òî ìíîãîîáðàçèå X óíèðàöèîíàëüío.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî α1,F 6= 0. Òàê êàê 0 6= Ramkα1 6= Ramkα2 6= 0,
òî 0 6= α1 6= α2. Åñëè α1,F = 0, òî ïîëó÷àåì äâà ðàçëè÷íûõ íåòðèâèàëüíûõ
ýëåìåíòà α1 è α1 − α2 â ker[W (k) → W (F )], ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì 3.5.

Ïîêàæåì, ÷òî α1,F ∈ Wnr(F/C). Ïóñòü w � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå íà F .
Åñëè k ⊂ Aw, òî ∂w(α1,F ) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, w èíäóöèðóåò äèñêðåòíîå
íîðìèðîâàíèå v íà k. Òàê êàê α1,F = α2,F è ïî óñëîâèþ ∂v(α1) = 0 ëèáî ∂v(α2) =
0, òî ∂w(α1,F ) = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî Wnr(F/C) 6= 0. Òàê êàê W (C) = 0, òî ðàñøèðåíèå F/C íå
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì ïî ñëåäñòâèþ 3.4, çíà÷èò, ìíîãîîáðàçèå X
íå ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, F = k(q) ⊂ k(q)(

√
a) è

ðàñøèðåíèå k(q)(
√

a)/k(
√

a) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì, òàê êàê êâàäðèêà
qk(

√
a) èçîòðîïíà. Ïîëå k(

√
a) = k[z]/(z2 − a) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ôóíêöèé êîíèêè

C : z2 − a = 0 íàä ïîëåì C(z), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì C1. Ñëåäîâàòåëüíî,
êîíèêà C èìååò ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó è ðàñøèðåíèå k(

√
a)/C(z) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî

òðàíñöåíäåíòíûì. Ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñøèðåíèå k(q)(
√

a)/C ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíî,
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ óíèðàöèîíàëüíûì.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ïîñòðîèì a, b1, b2, òàêèå, ÷òî óñëîâèå
(6) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü v � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå íà F è ïóñòü Av � êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ
v. Òàê êàê X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, òî âëîæåíèå îáùåé òî÷êè Spec F →
X èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå iv : Spec Av → X. Ïîëîæèì xv = iv(Spec kv). Ìû
áóäåì íàçûâàòü φ(xv) öåíòðîì íîðìèðîâàíèÿ v â P2

C.
Óïðàæíåíèå 9. Êîëüöà äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ìîãóò èìåòü äîâîëüíî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó.
Ïóñòü A = k[x, y, z], K = k(x, y, z) è R =

⋃
n≥1 k[[x1/2n

, y, z]]. Ïóñòü f = z−∑
n≥1 x1/2n

yn, f ∈
R. Îáîçíà÷èì R̄ = R/f è L = FracR̄.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî A ⊂ R̄.
2. Ïóñòü µ � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå íà L, çàäàííîå ýëåìåíòîì y ∈ L. Ïóñòü v �

îãðàíè÷åíèå µ íà A è ïóñòü k(v) � ïîëå âû÷åòîâ v. Íàéäèòå v(y), v(x), v(z).
3. Ïóñòü k̄ = ∪n≥1k((x1/2n

)). Ïîêàæèòå, ÷òî k̄ ⊂ k(v). Êàê ñëåäñòâèå, ïîêàæèòå, ÷òî
ðàñøèðåíèå k(v)/k èìååò ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè 1, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì
êîíå÷íîãî òèïà.

Ïîñòðîèì a, b1, b2 êàê ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ôàêòîðîâ. Ïîëîæèì b1 =
l1l2m1m2, b2 = l3l4m3m4 è a = xy (ñì. ðèñóíîê). Ïóñòü v � äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå
íà F è ïóñòü P � öåíòð v â P2

C. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ. Ìû
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ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ, êîãäà P ∈ P2 (1)
C è P ∈ P2

C(C). Îñòàëüíûå ñëó÷àè ìû
îñòàâëÿåì êàê óïðàæíåíèå.

1. Åñëè P ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé L1, òî îáðàç ā ýëåìåíòà a â kv = C(L1) èìååò
íóëè p1 è q1 êðàòíîñòè 1 è îñîáåííîñòü êðàòíîñòè 2 íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ā íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì è ∂v(α1) 6= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
a, b2 ∈ O∗

P2
C,P

, îòêóäà ∂v(α2) = 0.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P � çàìêíóòàÿ òî÷êà, íàïðèìåð p1. Òîãäà ôóíêöèÿ
f = b1/l

2
1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé â òî÷êå p1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∂v(α1)

èíäóöèðóåòñÿ êëàññîì f(p1) ∈ C, ÷òî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, îòêóäà ∂v(α1) =
0.

4 Ïðèìåðû íåðàöèîíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèì ïðèìåðû íåðàöèîíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî
ðàçìåðíîñòè d, äëÿ ëþáîãî d ≥ 3 (ñì. îïðåäåëåíèå â §4.1).

Ïëàí ïîñòðîåíèÿ.

1. Â ÷àñòè 4.1 ìû óñòàíîâèì ñëåäóþùåå ïðåïÿòñòâèå ê ðàöèîíàëüíîñòè,
îñíîâàííîå íà ñâîéñòâàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì:

Ïóñòü X � ãëàäêîå, ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëüøîé îáðàòèìûé ïó÷îê L
íà X, òàêîé, ÷òî L ⊂ ∧i ΩX äëÿ íåêîòîðîãî i > 0. Òîãäà X íå
ìîæåò áûòü ñåïàðàáåëüíî óíèëèíåé÷àòûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè.
Åñëè æå k � ïîëå õàðàêòèðèñòèêè íóëü è L ⊂ ∧i ΩX � áîëüøîé îáðàòèìûé
ïó÷îê, òî i ìîæåò áûòü òîëüêî i = dim X (Áîãîìîëîâ, Sommese, ñì.
[EV] p.58), è, â òàêîì ñëó÷àå, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ωX áûëî áîëüøèì, ÷òî
íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé Ôàíî.

2. Ìû ïîñòðîèì êîíå÷íîå íàêðûòèå π : Z → Pn, çàäàííîå â àôôèííîé êàðòå
x0 6= 0 óñëîâèåì

yp − f(
x1

x0

, . . .
xn

x0

) = 0,

ãäå f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè mp è ÷èñëà m,n, p óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

n + 1 < mp < n + 1 +
n + 1

p− 1
. (7)

Äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f , ìíîãîîáðàçèå
Z ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì è èìååò òîëüêî èçîëèðîâàííûå ñèíãóëÿðíûå òî÷êè.
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Ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàçäóòèÿ ýòèõ òî÷åê, ìû ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå
q : Z ′ → Z, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (ñì. óïðàæíåíèå 11, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êîíêðåòíûé ïðèìåð). Óñëîâèå mp < n+1+n+1

p−1
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå

Z ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî.

3. Åñëè k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p, ìû ïîñòðîèì L ⊂ ∧n−1 ΩX � áîëüøîé
îáðàòèìûé ïó÷îê: L := q∗π∗OPn(mp− n− 1).

4. ×òîáû ïåðåéòè ê ñëó÷àþ íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (Matsusaka):

Ïóñòü A � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ ïîëåì ÷àñòíûõ
K è ïîëåì âû÷åòîâ k. Ïóñòü X � íîðìàëüíàÿ íåïðèâîäèìàÿ
ñõåìà, ïðîåêòèâíàÿ íàä S = Spec A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
XK̄ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì è ìíîãîîáðàçèå Xk̄ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì.
Òîãäà êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ Xk̄ ÿâëÿåòñÿ
ëèíåé÷àòûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ (è â êîíêðåòíîì ñëó÷àå óïðàæíåíèÿ
11), ïîñòðîåííîå íàêðûòèå Z → Pn ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê îáùèé ñëîé Z = XK̄

íàêðûòèÿ X → Pn
A, ãäå A � íåêîòîðîå êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ.

Ñïåöèàëüíûé ñëîé Xk̄ → Pn
k̄
, car. k > 0, íå ìîæåò áûòü ëèíåé÷àòûì ìíîãîîáðàçèåì

(èç ïóíêòîâ 1−3). Ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z íå ìîæåò áûòü ðàöèîíàëüíûì.

4.1 Ââåäåíèå
Íàïîìíèì âêðàòöå íåêîòîðûå ôàêòû è ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
â ýòîé ÷àñòè.

Äèâèçîðû, áîëüøèå äèâèçîðû (ñì. [Deb], [Har]).

1. Ïóñòü X � öåëàÿ ñõåìà. Ïóñòü K(X) � ïîëå ôóíêöèé X. Íàïîìíèì, ÷òî
äèâèçîð Êàðòüå (Ui, fi)i íà X çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè äàííûìè: X = ∪Ui

îòêðûòîå ïîêðûòèå X, fi ∈ K(Ui)
∗(= K(X)∗), òàêèå, ÷òî fi/fj ∈ O∗

X(Ui ∩
Uj). Äèâèçîð Êàðòüå íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì åñëè fi = f äëÿ f ∈ K(X).
Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ Êàðòüå (ïî
ìîäóëþ ãëàâíûõ äèâèçîðîâ) è ãðóïïîé Ïèêàðà Pic X (êëàññû èçîìîðôèçìîâ
îáðàòèìûõ ïó÷êîâ íà X), äèâèçîðó (Ui, fi)i ñîîòâåòñòâóåò ïó÷îê, ïîðîæä¼ííûé
ýëåìåíòîì 1

fi
íà Ui. Åñëè g : Y → X � äîìèíàíòíûé ìîðôèçì öåëûõ ñõåì

è D = (Ui, fi)i � äèâèçîð Êàðòüå íà X, òî ìîæíî îïðåäåëèòü äèâèçîð
Êàðòüå g∗D íà Y : (g−1(Ui), fi◦g). Îáðàòèìûé ïó÷îê L (è ñîîòâåòñòâóþùèé
äèâèçîð Êàðòüå) íàçûâàåòñÿ îáèëüíûì åñëè äëÿ ëþáîãî êîãåðåíòíîãî
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ïó÷êà F íà X ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥
n0, ïó÷îê F ⊗ L⊗n ïîðîæäàåòñÿ ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè. Åñëè ñõåìà X
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèâèçîðà Âåéëÿ: ýòî ôîðìàëüíàÿ
ñóììà D =

∑
niDi, ãäå Di ⊂ X � çàìêíóòûå ïîäñõåìû êîðàçìåðíîñòè 1 è

ni ∈ Z, ïî îïðåäåëåíèþ D ≥ 0 ⇐⇒ ni ≥ 0. Ãëàâíûé äèâèçîð Âåéëÿ:
div(f) =

∑
V ∈X(1) ordV (f)V, ãäå f ∈ K(X). Êàæäîìó äèâèçîðó Âåéëÿ

D ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðåôëåêñèâíûé(òî åñòü èçîìîðôíûé
ïó÷êó, ïîëó÷åííîìó äâàæäû ïðèìåíèâ îïåðàöèè äóàëèçàöèè) ïó÷îêOX(D),
Γ(V,OX(D)) = {f | div(f)|V + D|V ≥ 0}. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåñòâèå ìåæäó êëàññàìè äèâèçîðîâ Âåéëÿ è êëàññàìè èçîìîðôèçìîâ
ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 1. Åñëè ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, òî
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äèâèçîðàìè Êàðòüå
è äèâèçîðàìè Âåéëÿ (ñîîòâ. ãëàâíûìè äèâèçîðàìè Êàðòüå è Âåéëÿ). Åñëè
X � íîðìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå è U ⊂ X � îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå
êîðàçìåðíîñòè íå ìåíåå 2, òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó äèâèçîðàìè Âåéëÿ íà X è íà U . Â ýòîé ÷àñòè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
ëèáî äèâèçîðû íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ëèáî èõ îáðàòíûå îáðàçû ïðè
ïîìîùè äîìèíàíòíûõ ìîðôèçìîâ.

2. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü D � äèâèçîð Êàðòüå íà X.
Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

(i) D ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îáèëüíîãî è ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðîâ;
(ii) äëÿ íåêîòîðîãî m > 0, îòîáðàæåíèå f : X 99K PH0(X, mD) èíäóöèðóåò

áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì ìåæäó ìíîãîîáðàçèåì X è åãî îáðàçîì.

Äèâèçîð D (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé îáðàòèìûé ïó÷îê), óäîâëåòâîðÿþùèé
ýòèì ñâîéñòâàì, íàçûâàåòñÿ áîëüøèì.

3. Ïóñòü f : Y → X êîíå÷íûé ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé è ïóñòü D � îáèëüíûé
äèâèçîð Êàðòüå íà X. Òîãäà f ∗D òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì.

4. Ïóñòü f : Y → X ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé, êîíå÷íûé â îáùåé òî÷êå, è
ïóñòü D � áîëüøîé äèâèçîð Êàðòüå íà X. Òîãäà f ∗D òàêæå ÿâëÿåòñÿ
áîëüøèì.

Çàìå÷àíèå Óòâåðæäåíèå 3 íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáèëüíûõ äèâèçîðîâ. (Ïóñòü
X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, ïóñòü D � äèâèçîð Êàðòüå íà X. Åñëè
C ⊂ X � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðå÷åíèå D · C, êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå ïðîåêöèè f ∗D · C = D · f∗C, ãäå Y � ïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå è f : Y → X � íåêîòîðûé ìîðôèçì. Åñëè D � îáèëüíûé äèâèçîð,
òî D ·C > 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè f∗C = 0, òî åñòü åñëè dim f(C) = 0, òî f ∗D íå
ìîæåò áûòü îáèëüíûì. Ýòî ïðîèçîéä¼ò, íàïðèìåð, åñëè f � ðàçäóòèå è êðèâàÿ
C âëîæåíà â èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð.)
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Ïó÷êè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàä ïîëåì
k ìû îáîçíà÷àåì ΩX � ïó÷îê äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà X.

1. Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ïó÷îê ΩX ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
ñâîáîäíûì.Êàíîíè÷åñêèé ïó÷îê îïðåäåëÿåòñÿ êàê ωX =

∧dimX ΩX . Äèâèçîð
KX , òàêîé, ÷òî, ωX ' OX(KX), íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì äèâèçîðîì3.
Åñëè Z ⊂ X �ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå X, òî âûïîëÿåòñÿ ôîðìóëà ïðèñîåäèíåíèÿ

KZ ' (KX ⊗OX(Z))|Z .

Åñëè ìíîãîîáðàçèå Z ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî äèâèçîð KZ , êàê äèâèçîð
Âåéëÿ, òàêæå îïðåäåë¼í è ôîðìóëà ïðèñîåäèíåíèÿ îñòà¼òñÿ âåðíîé (äîñòàòî÷íî
ýòî ïîêàçàòü íà ãëàäêîì îòêðûòîì ïîäìíîãîîáðàçèè Zsm ⊂ Z, êîðàçìåðíîñòü
êîòîðîãî íå ìåíåå äâóõ, ñì. [Har] II.6.5).

2. Íîðìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî,
åñëè äèâèçîð KX ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì Êàðòüå (â áîëåå îáùåé ôîðìå, Q-
Êàðòüå) è −KX ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì.

Ïó÷êè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è ðàöèîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü X � ãëàäêîå, ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Òîãäà

Γ(X, Ω⊗m
X ) = 0, ∀m ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ : Pn 99K X � áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ìû
ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî φ îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì ïîäìíîãîîáðàçèè U ⊂ Pn

êîðàçìåðíîñòè íå ìåíåå äâóõ (ñì. óïðàæíåíèå 10).
Ïîëó÷àåì âëîæåíèå φ∗Ω⊗m

X ↪→ Ω⊗m
U . Ñëåäîâàòåëüíî,

Γ(X, Ω⊗m
X ) ⊂ Γ(U, Ω⊗m

U ) = Γ(Pn, Ω⊗m
Pn ),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîðàçìåðíîñòü U íå ìåíåå äâóõ.
Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Γ(Pn, Ω⊗m

Pn ) = 0. Ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → ΩPn → OPn(−1)⊕(n+1) → OPn → 0.

Çíà÷èò, (ΩPn)⊗m ⊂ (OPn(−1))⊕(n+1)m , îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå,
òàê êàê Γ(Pn,OPn(−m)) = 0,m > 0.

3äèâèçîð KX îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåòíîñòè
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Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü X � íîðìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå è ïóñòü Y � ñîáñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå.
Ïóñòü f : X 99K Y � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî f èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå
f : U → Y , ãäå U ⊂ X èìååò êîðàçìåðíîñòü íå ìåíåå äâóõ.

Çàìå÷àíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå k ÿâëÿåòñÿ íåñ÷¼òíûì. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
X íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1, x2 ∈ X(k̄)
ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ f : P1

k̄
→ Xk̄, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x1 è x2:

x1, x2 ∈ f(P1
k̄
). Çàìåòèì, ÷òî ðàöèîíàëüíûå è óíèðàöèîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ

ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûìè. Åñëè k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, òî ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûìè (Koll�ar-Miyaoka-
Mori, Campana).
Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà âûïîíÿåòñÿ äëÿ ðàöèîíàëüíî ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé íàä
ïîëåì k íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, òî åñòü, åñëè Γ(X, Ω⊗m

X ) =
0,∀m ≥ 1, òî X � ðàöèîíàëüíî ñâÿçíîå, ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåçîé Ìàìôîðäà.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ áîëåå òîíêèé êðèòåðèé.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ëèíåé÷àòûì, åñëè ñóùåñòâóåò
ìíîãîîáðàçèå Y è áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå Y × P1 99K X. Ìíîãîîáðàçèå
X íàçûâàåòñÿ óíèëèíåé÷àòûì (ñîîòâ. ñåïàðàáåëüíî óíèëèíåé÷àòûì), åñëè
ñóùåñòâóåò ìíîãîîáðàçèå Y è äîìèíàíòíîå îòîáðàæåíèå Y ×P1 99K X, êîíå÷íîå
â îáùåé òî÷êå (ñîîòâ. êîíå÷íîå è ñåïàðàáåëüíîå â îáùåé òî÷êå).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü X � ãëàäêîå, ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëüøîé îáðàòèìûé ïó÷îê L íà X, òàêîé,
÷òî L ⊂ ∧i ΩX äëÿ íåêîòîðîãî i > 0. Òîãäà X íå ìîæåò áûòü ñåïàðàáåëüíî
óíèëèíåé÷àòûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü φ : Y×P1 99K X � äîìèíàíòíîå
îòîáðàæåíèå, êîíå÷íîå è ñåïàðàáåëüíîå â îáùåé òî÷êå. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,
ìû ìîæåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì4. Òàê êàê φ ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì è ñåïàðàáåëüíûì ìîðôèçìîì â îáùåé òî÷êå, òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå
îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå U ⊂ Y×P1, íà êîòîðîì φ ÿëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ φ∗ : φ∗ΩX → ΩY×P1 íà U ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, φ∗L ⊂ ∧i ΩY×P1 . Òàêèì îáðàçîì,

φ∗L⊗m ⊂ (
i∧

ΩY×P1)⊗m ' [
i∧

(p∗1ΩY ⊕ p∗2OP1(−2))]⊗m,

ãäå p1 è p2 îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêöèè íà Y è íà P1. Òàê êàê
îáðàòèìûé ïó÷îê L ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì è ìîðôèçì φ � êîíå÷íûé â îáùåé òî÷êå,

4φ èíäóöèðóåò ìîðôèçì P1
k(Y ) → Xk(Y ), à, çíà÷èò, è îòîáðàæåíèå V × P1 → X äëÿ

íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ V ⊂ Y .
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òî φ∗L òàêæå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì îáðàòèìûì ïó÷êîì. Îäíàêî,

H0(Y×P1, φ∗L⊗m) ⊂ H0(Y×P1, [
i∧

(p∗1ΩY⊕p∗2OP1(−2))]⊗m) = H0(Y×P1, (
i∧

p∗1ΩY )⊗m).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî s ∈ H0(Y × P1, φ∗L⊗m), çíà÷åíèå s(y, t) äëÿ (y, t) ∈
(Y × P1), íå çàâèñèò îò t. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå Y × P1 99K PH0(Y × P1, φ∗L⊗m)
íå ìîæåò áûòü èçîìîðôèçìîì íà îáðàçå Y × P1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

4.2 Ïîñòðîåíèå öèêëè÷åñêîãî íàêðûòèÿ Z → Pn

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîñòðîèì íîðìàëüíîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Z, âìåñòå
ñ êîíå÷íûì ìîðôèçìîì Z → Pn ñòåïåíè p.
Óïðàæíåíèå 11. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2. Ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü

D : f(x1, . . . , x4) = x1 + x5
1x2 + x5

2x3 + x5
3x4 + x5

4 = 0 ⊂ A4
k.

1. Äîêàæèòå, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. (Íàïîìíèì, ÷òî P = (x1, . . . x4) ∈
D ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé åñëè ∂f

∂xi
(P ) = 0 ∀i.)

2. Òî÷êà P = (x1, . . . x4) ∈ A4
k íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé f , åñëè ∂f

∂xi
(P ) = 0 ∀i, è

íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé f , åñëè ê òîìó æå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

det| ∂2f

∂xi∂xj
(P )| 6= 0.

Ïîêàæèòå, ÷òî f èìååò êðèòè÷åñêèå òî÷êè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.
3. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå

X : x2
5 − f = 0 ⊂ A5

k = Spec k[x1, . . . x4, x5].

Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è èìååò òîëüêî èçîëèðîâàííûå
ñèíãóëÿðíûå òî÷êè.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P0 = (1, . . . 1) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé X. Ïóñòü X ′ =
BlP0X

π→ X � ðàçäóòèå X â òî÷êå P0. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå X ′ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì â êàæäîé òî÷êå èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà E. (Íàïîìíèì, ÷òî X ′ = BlP0X ⊂
A5

k ×P4
k çàäàíî óñëîâèÿìè x2

5− f = 0, (xi− 1)yj − (xj − 1)yi = 0, ∀i, j, ãäå (y1 : . . . : y5) �
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû P4

k. Çàìåòèì, ÷òî X \ P0 ' π−1(X \ P0); äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
yj = yi

xj−1
xi−1 ãäå i � òàêîé èíäåêñ, ÷òî xi 6= 1. Èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð çàäà¼òñÿ

óñëîâèÿìè xi = 1 ∀i. Íàïðèìåð, åñëè U5 ⊂ P4
k îòêðûòàÿ êàðòà y5 6= 0, òî X ∩ A5

k × U5

çàäà¼òñÿ óñëîâèÿìè x2
5 − f = 0, xi = 1 + (x5 − 1) yi

y5
= 0,∀i ≤ 4 è èñêëþ÷èòåëüíûé

äèâèçîð çàäà¼òñÿ óñëîâèåì x5 − 1 = 0.)

Ïîñòðîåíèå.
Ïóñòü x0, . . . xn � îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû Pn è ïóñòü Vi ⊂ Pn � îòêðûòîå
ïîäìíîãîîáðàçèå, ãäå xi 6= 0. Ïóñòü U → Pn � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, òàêîå,
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÷òî U =
n⋃

i=0

Ui, Ui = Vi × A1, yi � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû äëÿ A1, è ôóíêöèè
ñêëåéêè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

yi = (
xi

xj

)−myj. (8)

Ïóñòü F (x0, . . . xm) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè mp

è ïóñòü Z ⊂ U � çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå óñëîâèåì

yp
i −

F

xmp
i

= 0 íà Ui.

Ïî ïîñòðîåíèþ, èìååì êîíå÷íûé ìîðôèçì π : Z → Pn ñòåïåíè p. (9)
Óïðàæíåíèå 12. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Z èìååò òîëüêî èçîëèðîâàííûå ñèíãóëÿðíûå
òî÷êè äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà F .

Çàìåòèì, ÷òî yp
i − F

xmp
i

= ( xi

xj
)−mp[yp

j − F
xmp

j
], îòêóäà ïîëó÷àåì

OU(−Z) = π∗OPn(−mp), (10)

òàê êàê ôóíêöèè ñêëåéêè ( xi

xj
)−mp äëÿ ýòèõ ðàññëîåíèé ñîâïàäàþò.

Ïóñòü H � ãèïåðïëîñêîñòü â Pn.
Óòâåðæäåíèå 4.4. (i) KZ ' (mp−m− n− 1)π∗H.

(ii) Ìíîãîîáðàçèå Z ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî, åñëè mp−m < n + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → π∗ΩPn → ΩU → π∗OPn(−m) → 0 (11)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé: dyi = d[( xi

xj
)−myj] = ( xi

xj
)−mdyj+d[( xi

xj
)−m]yj, ãäå d[( xi

xj
)−m] ∈

π∗ΩPn è ( xi

xj
)−mdyj 7→ ( xi

xj
)−m � ëîêàëüíûé ïàðàìåòð π∗OPn(−m).

Òàêèì îáðàçîì,

ωU =
n+1∧

ΩU = (
n∧

π∗ΩPn)⊗ π∗OPn(−m) = π∗OPn(−n− 1−m).

2. Ïî ôîðìóëå ïðèñîåäèíåíèÿ,
KZ ' (KU ⊗OU (Z))|Z ' (−n− 1−m)π∗H ⊗ (mp)π∗H ' (mp− n− 1−m)π∗H.

Åñëè mp−m < n−1, òî KZ ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì, òàê ìîðôèçì π : Z → Pn

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, π∗ ïåðåâîäèò îáèëüíûå äèâèçîðû
â îáèëüíûå.
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4.3 Cëó÷àé ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè
Óòâåðæäåíèå 4.5. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p. Ïóñòü π : Z → Pn �
êîíå÷íîå íàêðûòèå ñòåïåíè p, ïîñòðîåííîå â (9). Òîãäà

(i) îòîáðàæåíèå d : OU(−Z)|Z → ΩU |Z èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå OZ-ìîäóëåé

d : π∗OPn(−mp) → π∗ΩPn .

(ii) Ïóñòü Q � êîîáðàç îòîáðàæåíèÿ d. Ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → Q → ΩZ → π∗OPn(−m) → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî d(yp−f(x1, . . . xn)) = − ∂f
∂x1

dx1−. . .− ∂f
∂xn

dxn, òàê
êàê pyp−1dy = 0 â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè p. Ñëåäîâàòåëüíî, d(OU(−Z)|Z) ⊂
π∗ΩPn . Òàê êàê OU(−Z) = π∗OPn(−mp) (ñì. (10)), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (i).

Óòâåðæäåíèå (ii) ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

0

²²
π∗OPn(−mp) //

²²

π∗ΩPn //

²²

Q // 0

π∗OPn(−mp) // ΩU |Z //

²²

ΩZ
// 0

π∗OPn(−m),

ãäå âòîðàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷åíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

OU(−Z)|Z d→ ΩU |Z → ΩZ → 0. (12)

(ñì. [Har] II.8.12.), à ñðåäíÿÿ âåðòèêàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � èç (11).
Çàìå÷àíèå.

Åñëè áû Z áûëî ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, òî ìû ìîãëè áû èñïîëüçîâàòü âëîæåíèå∧n−1 Q ⊂ ∧n−1 ΩZ , îòêóäà
n−1∧

Q =
n∧

ΩZ ⊗ π∗OPn(m) = ωZ ⊗ π∗OPn(m) = π∗OPn(mp− n− 1)

îáèëüíûé ïó÷îê (è, çíà÷èò, áîëüøîé) ïðè mp > n + 1.
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Óòâåðæäåíèå 4.6. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 4.5 ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
Z ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì è èìååò òîëüêî èçîëèðîâàííûå ñèíãóëÿðíûå òî÷êè.
Ïóñòü q : Z ′ → Z � ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé Z, ïîëó÷åííîå êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå
ðàçäóòèå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê Z. Ïîëîæèì L = q∗π∗OPn(mp − n − 1). Òîãäà L
ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì îáðàòèìûì ïó÷êîì è L ⊂ ∧n−1 ΩZ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêOPn(mp−n−1) ÿâëÿåòñÿ îáèëüíûì è π◦q � ìîðôèçì,
êîíå÷íûé â îáùåé òî÷êå, òî îáðàòèìûé ïó÷îê L ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì. Îñòà¼òñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî L ⊂ ∧n−1 ΩZ′ . Ïóñòü Zsm ⊂ Z � îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ãäå
Z ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïî óñëîâèþ, êîðàçìåðíîñòü Zsm íå ìåíåå
äâóõ. Ïóñòü Q � êîîáðàç îòîáðàæåíèÿ d, êàê â óòâåðæäåíèè 4.5. Çàìåòèì, ÷òî∧n−1 Q ' π∗OPn(mp− n− 1) íà Zsm (ñì. ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå).

Íà îòêðûòîì ïîäìíîãîîáðàçèè, ãäå ∂f/∂xi 6= 0,
∧n−1 Q ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì

ηi = (−1)i dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn

∂f/∂xi

.

Òàê êàê êîðàçìåðíîñòü Zsm íå ìåíåå äâóõ, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïó÷îê
íà âñ¼ì Z, êîòîðûé ëîêàëüíî ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè ηi. Ïî îïðåäåëåíèþ L,
ïîëó÷àåì, ÷òî q∗ηi ïîðîæäàþò L. Òàê êàê L ⊂ ∧n−1 ΩZ′ íà q∗Zsm, òî îñòà¼òñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî q∗ηi ∈

∧n−1 ΩZ′ â îêðåñòíîñòè èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà.
Ïóñòü y, x1, . . . xn � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû Z â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîé

òî÷êè P . Ïóñòü y, x′1, . . . x
′
n � àôôèííàÿ êàðòà ðàçäóòèÿ Z ′, xi = yx′i. Ðàññìîòðèì

q∗ηn äëÿ p = 2, îñòàëüíûå ñëó÷àè àíàëîãè÷íû.
Òàê êàê P � íåâûðîæäåííàÿ ñèíãóëÿðíîå òî÷êà, òî f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå f = x1x2 + x2x3 + . . . + xn−1xn + g, ãäå ïîðÿäîê g(y, x1, . . . xn) íå ìåíåå 3-õ.
Ïîëó÷àåì:

q∗ηn =
d(yx′1) ∧ . . . ∧ d(yx′n−1)

∂(y2 + x1x2 + x2x3 + . . . + xn−1xn + g)/∂xn

= (äëÿ íåêîòîðîãî h′)

= [yn−1(dx′1 ∧ . . .∧ dx′n−1) +
n−1∑
j=1

yn−2(dx1 ∧ . . .∧ dy ∧ . . .∧ dxn)]/[y(x′n−1 + yh′)] =

= yn−3

[
[y(dx′1 ∧ . . . . . . ∧ dx′n−1) +

n−1∑
j=1

(dx1 ∧ . . . ∧ dy ∧ . . . ∧ dxn)]/[(x′n−1 + h′)]

]
,

îòêóäà q∗ηi ∈
∧n−1 ΩZ′ åñëè n ≥ 3.

4.4 Ñâîéñòâà ðàöèîíàëüíîñòè â ñåìåéñòâàõ, ïåðåõîä ê íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêå

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî ðàöèîíàëüíîñòè íå ñîõðàíÿåòñÿ
â ñåìåéñòâàõ ìíîãîîáðàçèé.
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Ïðèìåð 4.7. Ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü

X : x3
0 − x3

1 − x3
2 − px3

3 = 0 ⊂ P3
Z(p)

, p 6= 3.

Ïîâåðõíîñòü XQ ⊂ P3
Q ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ è, çíà÷èò,

ðàöèîíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîâåðõíîñòü XFp : x3
0 − x3

1 − x3
2 = 0 ⊂ P3

Fp

ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì íàä ãëàäêîé êðèâîé E : x3
0 − x3

1 − x3
2 = 0 ⊂ P2

Fp
, g(E) = 1 è,

çíà÷èò, X áèðàöèîíàëüíî ïîâåðõíîñòè E×P1, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé.

Òåîðåìà 4.8 (Matsusaka). Ïóñòü A � êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ñ
ïîëåì ÷àñòíûõ K è ïîëåì âû÷åòîâ k. Ïóñòü X � íîðìàëüíàÿ íåïðèâîäèìàÿ
ñõåìà, ïðîåêòèâíàÿ íàä S = Spec A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå XK

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Òîãäà êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ
Xk ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì ìíîãîîáðàçèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå XK ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.
Òîãäà ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå φ : Pn

S 99K X. Ïóñòü Γ ⊂
Pn

S×S X � çàìûêàíèå ãðàôèêà φ. Ïóñòü ν : Γ̃ → Γ � íîðìàëèçàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
Γ : ìíîãîîáðàçèå Γ̃ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì è ìîðôèçì ν ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
è áèðàöèîíàëüíûì. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p1 : Γ̃ → Pn

S, ïîëó÷åííîå ïðè
êîìïîçèöèè ν ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèåé. Îòîáðàæåíèå p1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
è áèðàöèîíàëüíûì. Ïóñòü Y ⊂ Γ̃k íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà. Âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ:

1. p1(Y ) = Pn
k . Òîãäà Y ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì.

2. dim(p1(Y )) < n. Ïî Ëåììå Àáúÿíêàðà (ñì. íèæå), Y ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì
ìíîãîîáðàçèåì.

Ðàññìîòðèì áèðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå p2 : Γ̃ → X. Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå Γ̃
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì è X ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî îáðàòíîå áèðàöèîíàëüíîå
îòîáðàæåíèå X 99K Γ̃ îïðåäåëåíî â êîðàçìåðíîñòè 1 (ñì. óïðàæíåíèå 10).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Y ′ ⊂ Xk � íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà, ÷òî ñóùåñòâóåò
êîìïîíåíòà Y ⊂ Γ̃k, òàêàÿ, ÷òî p2(Y ) = Y ′ è p2|Y : Y → Y ′ ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëüíûì
îòîáðàæåíèåì. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ìíîãîîáðàçèå Y , à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîãîîáðàçèå
Y ′, ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìû èñïîëüçóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà (ñì. [KM]).

Òåîðåìà 4.9 (Abhyankar). Ïóñòü p : V1 → V2 � ñîáñòâåííûé áèðàöèîíàëüíûé
ìîðôèçì íåïðèâîäèìûõ ñõåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñõåìà V1 íîðìàëüíà è V2 �
ðåãóëÿðíà. Ïóñòü E1 ⊂ V1 � íåïðèâîäèìàÿ ïîäñõåìà êîðàçìåðíîñòè 1 è ïóñòü
E2 � îáðàç E1 â V2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim E2 < dim E1. Òîãäà ñóùåñòâóåò
áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì ìåæäó E1 è W ×E2 P1

E2
äëÿ íåêîòîðîé ñõåìû W .
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Çàìå÷àíèå.

(i) Â òåîðåìå 4.8 äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå XK ÿâëÿåòñÿ
ëèíåé÷àòûì. Òîãäà êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ Xk

ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì ìíîãîîáðàçèåì (Matsusaka).

(ii) Àíàëîãè÷íî, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ìíîãîîáðàçèå
XK̄ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì è ìíîãîîáðàçèå Xk̄ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, òî
êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ Xk̄ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì
ìíîãîîáðàçèåì.

4.5 Ïðèìåð (Rosenberg)
Ïóñòü f � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí f(x0, x1, . . . , x4) = x5

0x1 + x5
1x2 + x5

2x3 + x5
3x4 +

x5
4x0 è ïóñòü G(x0, . . . x4) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì ãèïåðïîâåðõíîñòü

D : f + 2G = 0 ⊂ P4
Z(2)

è ïóñòü Z → P4
Z(2)

ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéíîå íàêðûòèå. Ìíîãîîáðàçèå ZQ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî. Ãèïåðïîâåðíîñòü x5

0x1 + x5
1x2 + x5

2x3 + x5
3x4 +

x5
4x0 = 0 ⊂ P4

F2
èìååò íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè (ñì. óïðàæíåíèå 11).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéíîå íàêðûòèå P4
F2

íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì
ìíîãîîáðàçèåì. Ïî òåîðåìå 4.8, ìíîãîîáðàçèå ZQ (ñîîòâ. ZQ) íå ìîæåò áûòü
ðàöèîíàëüíûì.
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