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Résumé. — Inspirés par un argument de C. Voisin, nous montrons l’exis-
tence d’hypersurfaces quartiques lisses dans P4

C qui ne sont pas stablement
rationnelles, plus précisément dont le groupe de Chow des zéro-cycles n’est
pas universellement égal à Z.

Rez�me. — Suwestvu�t gladkie kvartiki X ⊂ P4
C, kotorye ne �vl��t-

s� stabil~no racional~nymi, a imenno, gruppa Q�ou nul~ ciklov X ne

�vl�ets� universal~no trivial~no$i. Dokazatel~stvo osnovano na metode

specializacii, vved ennom K. Vuazan.

Introduction

SoitX ⊂ P4
C une hypersurface quartique lisse. Dans [7], Iskovskikh et Manin

montrent que tout automorphisme birationnel de X est un automorphisme, ce
qui implique que le groupe des automorphismes birationnels est fini et que la
variété de Fano X n’est pas rationnelle. Des choix convenables de X donnent
alors des contrexemples au théorème de Lüroth pour les solides.

Cette méthode, dite de rigidité, a depuis été fort développée. Elle ne permet
pas de répondre à la question de la rationalité stable de ces variétés, que l’on
trouve posée explicitement dans des prépublications récentes ([6], [9]).

Artin et Mumford [1] construisirent d’autres exemples de solides X/C pro-
jectifs et lisses qui sont unirationnels mais non rationnels. L’invariant qu’ils
utilisèrent est le sous-groupe de torsion H3(X,Z)tors du troisème groupe de
cohomologie de Betti H3(X,Z), isomorphe pour un solide projectif et lisse
au groupe H4(X,Z)tors. Pour toute variété X/C projective et lisse uniration-
nelle, le groupe H3(X,Z)tors est isomorphe à un autre invariant birationnel, le
groupe de Brauer Br(X). Ce groupe est nul pour toute variété X/C stablement
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rationnelle, et même pour toute variété rétracte rationnelle. Leurs exemples
ne sont donc pas stablement rationnels. La méthode ne peut s’appliquer di-
rectement aux variétés intersections complètes lisses de dimension au moins 3
dans un espace projectif Pn

C, car le groupe de Brauer de telles variétés est nul.
Dans un récent article [14], C. Voisin a montré qu’un solide lisse revêtement

double d’une surface quartique lisse très générale de P3
C n’est pas stablement

rationnel. Elle utilise une famille propre f : X → B de variétés, de base une
courbe B lisse, d’espace total une variété lisse X, dont une fibre spéciale Y
est un solide d’Artin-Mumford, de désingularisation Z → Y . Par un argument
de spécialisation, elle montre que si une fibre très générale admettait une
décomposition de Chow de la diagonale, alors il en serait de même de toute
fibre. Utilisant le fait que le solide Y n’a que des singularités quadratiques
ordinaires, elle montre que cela impliquerait que la torsion du groupe H3(Z,Z),
est nulle, ce qui d’après Artin et Mumford n’est pas le cas. Ceci implique qu’une
fibre très générale de f n’est pas stablement rationnelle.

Dans le présent article, nous montrons qu’une hypersurface quartique très
générale dans P4

C n’est pas stablement rationnelle. Pour ce faire, nous relâchons
les hypothèses dans la méthode de C. Voisin. D’une part nous autorisons l’es-
pace total X à ne pas être lisse, d’autre part nous relâchons l’hypothèse sur
le diviseur exceptionnel d’une résolution des singularités Z → Y . Que l’on
puisse un peu relâcher cette dernière hypothèse est déjà mentionné dans [14,
Remarque 1.2].

Nous donnons deux versions de l’argument de spécialisation, l’un purement
en termes de groupes de Chow des zéro-cycles (§1), l’autre, extension de [14],
en termes de correspondances (§2).

Nous exhibons une hypersurface quartique singulière Y birationnelle à un
solide d’Artin-Mumford, dont nous construisons une résolution des singularités
Z → Y . Nous avons relégué cette construction à l’appendice. Nous montrons
que le diviseur exceptionnel remplit les conditions suffisantes dégagées aux
paragraphes précédents pour faire fonctionner la méthode de spécialisation.

Le résultat de spécialisation de zéro-cycles (§1) montre qu’une déformation
générique de cette hypersurface quartique Z n’est pas géométriquement sta-
blement rationnelle, ni même rétracte rationnelle.

Le point de vue “groupe de Chow de zéro-cycles” (§1) établit l’existence
d’hypersurfaces quartiques non stablement rationnelles définies sur une clôture
algébrique de Q(t), et montre que les paramètres de telles hypersurfaces sont
denses pour la topologie de Zariski sur l’espace projectif paramétrant ces
variétés. Le point de vue des correspondances (§2) établit la non rationa-
lité stable pour les hypersurfaces quartiques “très générales” sur le corps des
complexes.
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Un exemple de quartique singulière Y dans P4
C avec une résolution des

singularités Z → Y satisfaisant les deux conditions : la torsion de H4(Z,Z)
est non nulle, et le diviseur exceptionnel E satisfait les conditions suffisantes
mentionnées ci-dessus, avait déjà été construit par J. Huh [6]. Pour l’exemple
que nous construisons, point n’est besoin de calculer la torsion de H4(Z,Z) :
il suffit de renvoyer à l’article d’Artin et Mumford, ou au calcul birationnel du
groupe de Brauer de Z [3, Exemple 2.5].

Dans tout l’article, k désigne un corps de caractéristique zéro.
Une k-variété est un k-schéma séparé de type fini. Une k-variété intègre

est dite k-rationnelle si elle est k-birationnelle à un espace projectif Pn
k . Une

k-variété intègre X est dite stablement k-rationnelle s’il existe des espaces
projectifs Pn

k et Pm
k tels que X ×k Pn

k est k-birationnel à Pm
k . Une k-variété

intègre X est dite rétracte rationnelle s’il existe des ouverts de Zariski non
vides U ⊂ X et V ⊂ Pm

k (m convenable), et des k-morphismes f : U → V et
g : V → U tels que le composé g ◦ f est l’identité de U . Une k-variété intègre
stablement k-rationnelle est rétracte rationnelle.

1. Groupe de Chow des zéro-cycles et spécialisations

Lemme 1.1. — Soient X et Y deux k-variétés géométriquement intègres.
S’il existe un corps L contenant k tel que l’une des propriétés suivantes est
satisfaite :

(i) XL est L-birationnelle à YL,
(ii) XL est L-rationnelle,
(iii) XL est stablement L-rationnelle,
(iv) XL est une L-variété rétracte rationnelle,

alors cette propriété vaut pour une extension L finie convenable de k.

Démonstration. — Montrons (i). On se ramène au cas k algébriquement clos
et L = k(Z) est le corps des fonctions d’une k-variété intègre. Les k-variétés
X×k Z et Y ×k Z sont birationnellement équivalentes par une équivalence qui
respecte la projection sur Z. Il existe des ouverts non vides U ⊂ X ×k Z et
V ⊂ Y ×k Z qui sont k-isomorphes. Il existe une extension finie F de k et un
F -point de Z tel que les fibres au-dessus de ce point soient des ouverts non
vides de X, resp. de Y , et qui soient isomorphes. Ceci établit l’énoncé dans
le cas (i), lequel implique immédiatement l’énoncé dans les cas (ii) et (iii). La
démonstration dans le cas (iv) est analogue. �

Définition 1.2. — On dit qu’un k-morphisme propre f : X → Y de k-
variétés est CH0-trivial si, pour tout corps F contenant k, l’application induite
f∗ : CH0(XF ) → CH0(YF ) sur les groupes de Chow de zéro-cycles est un
isomorphisme.
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Dans le cas particulier du morphisme structural d’une k-variété, on a la
définition suivante.

Définition 1.3. — On dit qu’une k-variété propre X est CH0-triviale si son
groupe de Chow de degré zéro est universellement égal à Z, c’est-à-dire si,
pour tout corps F contenant k, l’application degré degF : CH0(XF ) → Z est
un isomorphisme.

Exemple 1.4. — Soit Y une courbe intègre, non nécessairement lisse, sur un
corps k algébriquement clos. Si Y est rationnelle, i.e. de genre géométrique
zéro, alors elle est CH0-triviale.

Lemme 1.5. — Soit X une k-variété intègre projective et lisse. Si la k-
variété X est rétracte rationnelle, c’est une k-variété CH0-triviale.

Démonstration. — L’hypothèse étant invariante par changement de base de k
à un surcorps F , il suffit de montrer que la flèche degk : CH0(X)→ Z est un
isomorphisme. Par définition, il existe des ouverts de Zariski non vides U ⊂ X
et V ⊂ Pm

k , et des k-morphismes f : U → V et g : V → U tels que le composé
g ◦ f est l’identité de U . En utilisant la résolution des singularités, on voit
qu’on peut étendre f et g en des k-morphismes de k-variétés projectives et
lisses f ′ : X ′ → Y et g′ : Y → X, avec U ⊂ X ′ et V ⊂ Y , et en particulier
g′ ◦ f ′ un k-morphisme birationnel. Par fonctorialité covariante des groupes
de Chow, on obtient des homomorphismes CH0(X ′) → CH0(Y ) → CH0(X).
Ces homomorphismes sont compatibles à l’application degré. L’invariance bi-
rationnelle des groupes de Chow des zéro-cycles (cf. [5, Ex. 16.1.11]) assure
que l’homomorphisme composé est un isomorphisme. L’invariance biration-

nelle montre par ailleurs que le degré induit un isomorphisme CH0(Y )
'→ Z.

L’homomorphisme degk : CH0(X)→ Z est donc un isomorphisme. �

Remarque 1.6. — A. S. Merkurjev nous fait remarquer que le lemme 1.5 est
connu et vaut sans restriction sur la caractéristique de k. C’est une conséquence
du fait, dû à M. Rost, que CH0 s’étend à la catégorie des correspondances
rationnelles. La démonstration [8, Appendix RC] n’utilise pas la résolution
des singularités.

Proposition 1.7. — Soit f : Z → Y un k-morphisme propre de k-variétés
algébriques. Les hypothèses suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout point M du schéma Y , de corps résiduel κ(M), la fibre ZM
est une κ(M)-variété CH0-triviale.

(ii) Pour tout corps F contenant k et tout point M ∈ Y (F ), la fibre ZM est
une F -variété CH0-triviale.

Elles impliquent que le k-morphisme f est CH0-trivial.
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Démonstration. — L’équivalence des deux hypothèses est immédiate. Pour
établir l’énoncé, il suffit de montrer que pour F = k, la flèche f∗ : CH0(Z)→
CH0(Y ) est un isomorphisme. L’hypothèse assure immédiatement que la flèche
f∗ : CH0(Z) → CH0(Y ) est surjective. Soit z un zéro-cycle sur Z. Si f∗(z)
est rationnellement équivalent à zéro sur Y , alors il existe des courbes fermées
intègres Ci ⊂ Y et des fonctions rationnelles gi ∈ k(Ci) telles que f∗(z) =∑

i divCi(gi). En appliquant l’hypothèse au corps des fonctions de la courbe

Ci, on trouve des courbes fermées intègres Dj
i ⊂ Z en nombre fini telles que

f induise des morphismes finis surjectifs f ji : Dj
i → Ci tels que, pour chaque

i, on ait une égalité
∑

j n
j
ideg(f ji ) = 1, avec les nji ∈ Z. On note encore gi la

fonction rationnelle sur Dj
i image réciproque par f ji de la fonction rationnelle

gi sur Ci. Le zéro-cycle z′ := z−
∑

i[
∑

j n
j
idivDji

(gi)] sur Z satisfait f∗(z
′) = 0

comme zéro-cycle sur Y . Il existe donc des points fermés Qj de Y en nombre
fini tels que le zéro-cycle z′ soit sur Z somme de zéro-cycles zj , chaque zj
étant supporté sur la fibre ZQj = f−1(Qj). L’hypothèse assure que chacun
des zj est rationnellement équivalent à zéro sur ZQj , donc sur Z. Ainsi z est
rationnellement équivalent à zéro sur X. La flèche f∗ : CH0(Z) → CH0(Y )
est donc injective. �

Exemple 1.8. — Soient k un corps algébriquement clos, Y une k-courbe pro-
jective intègre de genre géométrique zéro, et f : X → Y un morphisme de k-
variétés propres intègres, de fibre générique une conique lisse. Le k-morphisme
f est CH0-trivial et X est une k-surface CH0-triviale.

Proposition 1.9. — Soit f : Z → Y un k-morphisme propre birationnel de
k-variétés algébriques projectives géométriquement intègres. Supposons :

(i) La k-variété Z est lisse et possède un zéro-cycle de degré 1.
(ii) Le k-morphisme f est CH0-trivial.
(iii) Il existe un ouvert non vide U ⊂ Y lisse sur k, d’image réciproque

V = f−1(U) ⊂ Z tel que f : V → U soit un isomorphisme, et tel que pour
tout corps F contenant k, tout zéro-cycle de degré zéro sur UF a une image
nulle dans CH0(YF ).

Alors la k-variété Z est CH0-triviale.

Démonstration. — Les hypothèses étant invariantes par changement de corps
k ⊂ F , il suffit d’établir que sous les hypothèses ci-dessus la flèche degk :
CH0(Z) → Z est un isomorphisme. D’après (i), la flèche est surjective. Un
lemme de déplacement facile et classique assure que tout zéro-cycle de degré
zéro sur la k-variété lisse Z est rationnellement équivalent sur Z à un zéro-cycle
de degré zéro dont le support est dans V . D’après (iii), l’image du cycle f∗(z)
dans CH0(Y ) est nulle. L’hypothèse (ii) assure que f∗ : CH0(Z) → CH0(Y )
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est un isomorphisme. Comme cet isomorphisme respecte le degré, on conclut
que la flèche degk : CH0(Z)→ Z est un isomorphisme. �

Proposition 1.10. — Soit A un anneau de valuation discrète de corps des
fractions K et de corps résiduel k. Soit X un A-schéma propre et plat, X =
X ×A K la fibre générique et Y = X ×A k la fibre spéciale.

(i) On a une application naturelle de spécialisation CH0(X) → CH0(Y ) ;
elle est compatible avec les applications degré à valeurs dans Z.

(ii) Si A est hensélien, et si la flèche degK : CH0(X) → Z est un isomor-
phisme, alors tout zéro-cycle de Y à support dans le lieu lisse Ylisse de Y et
de degré zéro a une image nulle dans CH0(Y ).

(iii) Si A est hensélien et X/K géométriquement intègre, de désingularisa-

tion X̃, et si la flèche degK : CH0(X̃) → Z est un isomorphisme, alors tout
zéro-cycle de Y à support dans le lieu lisse Ylisse de Y et de degré zéro a une
image nulle dans CH0(Y ).

Démonstration. — L’énoncé (i) est un cas particulier de la construction d’ho-
momorphismes de spécialisation (Fulton [5, §20.3]). L’énoncé (ii) résulte de
l’énoncé (i).

Montrons (iii). Soit Xlisse ⊂ X l’ouvert de lissité. Compte tenu de l’inva-
riance birationnelle du groupe de Chow des zéro-cycles pour les variétés pro-
jectives et lisses, on peut supposer que la résolution des singularités X̃ → X
induit un isomorphisme au-dessus de Xlisse. Par Hensel, un zéro-cycle z de
degré zéro sur Ylisse se relève en un zéro-cycle z1 de degré zéro sur Xlisse,
lequel est l’image d’un zéro-cycle de degré zéro z2 sur X̃. L’application com-
posée CH0(X̃) → CH0(X) → CH0(Y ) envoie z2 sur z. Or, par hypothèse,

z2 = 0 ∈ CH0(X̃). �

Remarque 1.11. — Dans la situation qui nous intéresse, à savoir le cas où
A est un anneau local d’une courbe lisse sur un corps, outre [5, §20.3] qui
passe par [5, Theorem 6.3] et donc la déformation au cône normal [5, §5],
des constructions antérieures de l’homomorphisme de Gysin pour l’inclusion
du diviseur principal Y ⊂ X , donnant naissance aux homomorphismes de
spécialisation CHr(X) → CHr(Y ), sont disponibles. On consultera [4, §4] et
[5, §2.3].

On renvoie à [12] pour la théorie des modules de cycles de Rost (voir aussi
les rappels dans [11] et [2]). Rappelons que les groupes de cohomologie étale

H i(•, µ⊗jn ) définissent une théorie des modules de cycles sur les k-variétés, et
que pour Y une k-variété projective intègre de désingularisation Z → Y , le
groupe de cohomologie non ramifiéeH2

nr(k(Y )/k, µn) s’identifie au sous-groupe
de n-torsion du groupe de Brauer Br(Z).
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Théorème 1.12. — Soit A un anneau de valuation discrète de corps des
fractions K et de corps résiduel k algébriquement clos. Soit X un A-schéma
fidèlement plat et propre sur A. Supposons :

(i) La fibre générique X = X ×A K est une K-variété géométriquement
intègre qui, sur une clôture algébrique K de K, est rétracte rationnelle.

(ii) La fibre spéciale Y = X×Ak est intègre, et possède une désingularisation
f : Z → Y telle que le morphisme f est CH0-trivial.

Alors
(a) La k-variété Z est CH0-triviale.
(b) Pour tout module de cycles M i sur le corps k, pour tout corps L conte-

nant k, et tout i ≥ 0, la flèche M i(L)→M i
nr(L(Z)/L) est un isomorphisme.

(c) Pour tout corps L contenant k, la flèche naturelle Br(L)→ Br(ZL) est
un isomorphisme.

(d) Br(Z) = 0.

Démonstration. — On peut supposer A = k[[t]]. Il existe une extension finie
L/K telle que la L-variété XL soit rétracte rationnelle. La clôture intégrale
de A dans K1 est un anneau de valuation discrète complet A1, qui a comme
corps résiduel k. Pour établir le théorème, on peut donc supposer A = k[[t]]
et que la K-variété X est rétracte rationnelle. Ces propriétés sont respectées
si l’on remplace k par un corps F quelconque contenant k et A par F [[t]].

L’hypothèse (i) et le lemme 1.5 impliquent alors que toute désingularisation

X̃ de X est CH0-triviale. L’énoncé (a) résulte alors des propositions 1.9 et
1.10 (iii). L’énoncé (b) est une conséquence de (a) ([11, Thm. 2.11], cf. [2,
Thm. 1.4]). Les énoncés (c) et (d) sont alors des conséquences immédiates. �

Lemme 1.13. — Soit X une k-variété propre géométriquement intègre de
dimension n, possédant un zéro-cycle z0 de degré 1 dont le support est dans le
lieu lisse de X. Soit K le corps des fonctions rationnelles de X.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La flèche degK : CH0(XK)→ Z est un isomorphisme.
(ii) Il existe une sous-variété fermée D ⊂ X de codimension 1 et un cycle

Z ∈ Zn(X ×X) supporté dans D ×X tel que le cycle

∆X − Z −X × z0 ∈ Zn(X ×X)

ait une classe nulle dans CHn(X ×X).
(b) Si ces conditions sont satisfaites, alors tout zéro-cycle de degré 0 à

support dans le lieu lisse de X est rationnellement équivalent à zéro sur X, et
la propriété (ii) vaut en y remplaçant z0 par tout autre zéro-cycle de degré 1
à support lisse.

(c) Si de plus la k-variété X est lisse, alors elle est CH0-triviale.

(d) Si une désingularisation X̃ → X admet une décomposition de Chow de
la diagonale, alors il en est de même de X.
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Démonstration. — Pour (c), voir [2, Lemma 1.3]). L’énoncé (d) s’obtient par

poussette CHn(X̃ ×k X̃)→ CHn(X ×k X). �

Dans la situation du point (ii) du lemme, on dit que l’on a une décomposition
de Chow de la diagonale de la k-variété X (cf. [14]).

Remarque 1.14. — Si k est algébriquement clos, tout point rationnel est
rationnellement équivalent à un zéro-cycle de degré 1 supporté dans le lieu
lisse, et les conditions du lemme impliquent CH0(X) = Z.

Le lemme 1.13 nous permet de généraliser le théorème 1.12.

Théorème 1.15. — Soit A un anneau de valuation discrète de corps des
fractions K et de corps résiduel k algébriquement clos. Soit K une clôture
algébrique de K. Soit X un A-schéma propre et plat à fibres géométriquement
intègres. Soit X̃ → X une désingularisation de X = X ×A K.

Supposons que la fibre spéciale Y = X ×A k possède une désingularisation
f : Z → Y telle que le morphisme f est CH0-trivial.

Supposons qu’il existe un zéro-cycle relatif σ dans X , de degré 1, de support
contenu dans le lieu de lissité de X → Spec A.

(i) Si X admet une décomposition de Chow de la diagonale, alors Y admet
une décomposition de Chow de la diagonale.

(ii) Si X̃ est une K-variété CH0-triviale, alors Z est une k-variété CH0-
triviale.

(iii) Si la fibre générique géométrique X ×K K admet une décomposition
de Chow de la diagonale, alors Y admet une décomposition de Chow de la
diagonale.

(iv) Si X̃ ×K K est CH0-triviale, alors la k-variété Z est CH0-triviale.

Démonstration. — On peut supposer A = k[[t]]. Notons n la dimension de X.
Démontrons (i). Soient, sur le corps K, Z,D et z0 = σ(K) comme dans

le lemme 1.13. Soit Z =
∑
niZi avec Zi ⊂ D × X irréductibles. On peut

étendre Zi et D en des schémas Zi et D, propres et plats au-dessus de A,
avec Zi ⊂ D ×A X pour tout i. Soit Zi,k la fibre spéciale de Zi, soit Zk =∑

i niZi,k et soit ∆X ⊂ X ×A X la diagonale relative. D’après l’hypothèse, le
cycle ξ := [∆X ]− Z − [X × σ(K)] est rationnellement équivalent à zéro dans
CHn(X × X). En utilisant [5, Section 20.3], on obtient que la spécialisation
ξ = [∆Y ] − Zk − [Y × σ(k)] ∈ CHn(Y ×k Y ) est rationnellement équivalente
à zéro.

Le lemme 1.13 appliqué à la K-variété lisse X̃ montre que l’hypothèse de
(ii) implique l’existence d’une décomposition de Chow de la diagonale de X̃,
donc de X par le lemme 1.13 (d).
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D’après (i) et le lemme 1.13 (b) appliqué à Y , tout zéro-cycle de degré zéro
à support dans Ylisse a son image nulle dans CH0(Y ). L’énoncé (ii) résulte
alors de la proposition 1.9.

On établit (iii) en passant à une extension finie de k((t)) sur laquelle on a
une décomposition de la diagonale, et en remplaçant A par sa clôture intégrale
dans cette extension, où l’on applique (i). On procède alors comme ci-dessus
pour déduire (iv). �

Théorème 1.16. — Dans l’espace projectif PN paramétrant les hypersur-
faces quartiques dans P4

C, l’ensemble E des points de PN (C) paramétrant une
quartique non rétracte rationnelle, et donc en particulier non stablement ra-
tionnelle, est Zariski-dense. Fixons un plongement Q(t) ⊂ C. Le sous-ensemble
de E formé des points dont les coordonnées sont dans Q(t) est Zariski dense
dans PN .

Démonstration. — Soit W ⊂ PN
Q le fermé correspondant aux quartiques sin-

gulières. D’après l’appendice, ou d’après J. Huh [6], il existe une quartique
singulière Y définie sur Q et une résolution des singularités f : Z → Y telles
que le Q-morphisme f est CH0-trivial et que BrZC 6= 0, ce qui implique
BrZ 6= 0. Soit D = P1

Q ⊂ PN
Q une droite passant par un Q-point M ∈ PN

associé à la quartique Y , et non contenue dans WQ. Soit A l’anneau local de
la droite D au point M , et soit K son corps des fonctions. Le théorème 1.12
implique que la quartique lisse sur K = Q(t) correspondant au point générique
de D n’est pas géométriquement rétracte rationnelle.

Tout choix d’un point R de D(C)\D(Q) définit un plongement Q(D) ↪→ C,
qui définit un plongement d’une clôture algébrique de Q(D) dans C. Par le
lemme 1.1, la quartique lisse associée au point R ∈ D(C) ⊂ PN (C) n’est donc
pas rétracte rationnelle.

On voit donc que, pour tout point R de PN (C) non dans PN (Q) et non
dans W tel que la droite joignant R et M soit définie sur Q, la quartique lisse
associée à R n’est pas rétracte rationnelle. �

Remarque 1.17. — Soit Y un revêtement double d’une surface quartique
d’Artin-Mumford [1] définie sur Q. La variété Y a exactement 10 points sin-
guliers quadratiques ordinaires. Une désingularisation Z → Y s’obtient par
éclatement de ces 10 points, au-dessus de chacun de ces points on a une qua-
drique lisse de dimension 2. La proposition 1.7 montre immédiatement que le
morphisme de désingularisation est CH0-trivial.

On obtient ainsi l’énoncé suivant, cas particulier d’un théorème de C. Voisin
[14, Cor. 1.4] : Dans l’espace projectif PN paramétrant les surfaces quartiques
f = 0 dans P3

C, l’ensemble des points de PN (C) tels que le revêtement double
associé z2 − f = 0 dans l’espace multihomogène P(2, 1, 1, 1, 1) ne soit pas une
variété stablement rationnelle est Zariski-dense.
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Remarque 1.18. — La démonstration du théorème 1.16 que nous avons
donnée repose sur le théorème 1.12 et donc sur l’opération de spécialisation
des zéro-cycles CH0(X) → CH0(Y ), où X, resp. Y , est la fibre générique,
resp. la fibre spéciale, d’un A-schéma propre fidèlement plat sur un anneau
de valuation discrète A de corps des fractions K et de corps résiduel k. On
pourrait si l’on voulait ignorer cette opération en la remplaçant par l’opération
de spécialisation de la R-équivalence X(K)/R→ Y (k)/R, facile à définir [10].
Cette dernière suffit à établir le théorème 1.12.

2. Décomposition de la diagonale en famille et action des
correspondances

2.1. Sur le lieu de décomposition de la diagonale. —

Lemme 2.1. — Soit B un schéma intègre de type fini sur un corps non
dénombrable k. Soit k une clôture algébrique de k. Soit {Bi}i une famille
dénombrable de sous-schémas fermés de B. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) un des Bi cöıncide avec B ;
(ii)

⋃
iBi contient le point générique de B ;

(iii) B(k̄) ⊂
⋃
iBi(k̄) ;

(iv)
⋃
iBi contient un point général de B : il existe un ouvert U ⊂ B tel

que U(k̄) ⊂
⋃
iBi(k̄) ;

(v)
⋃
iBi contient un point très général de B : il existe une famille

dénombrable {Fj}j de fermés stricts de B, telle que (B(k̄) \
⋃
j Fj(k̄)) ⊂⋃

iBi(k̄).

Démonstration. — Les énoncés (i) et (ii) sont équivalents. Les implica-
tions (i) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (v) sont évidentes. Supposons (v). On a alors
B(k̄) =

⋃
j Fj(k̄)∪

⋃
iBi(k̄) avec Fj ⊂ B des fermés stricts. Comme k̄ est non

dénombrable, cela implique qu’un des Bi cöıncide avec B, d’où (i). �

Soit k un corps algébriquement clos. Soit X une variété propre intègre sur
k, de dimension n, et soit x ∈ Xlisse(k). Comme rappelé au §1 (Lemme 1.13 et
remarque subséquente), on dit que X admet une décomposition de Chow de la
diagonale s’il existe un diviseur D ⊂ X et un cycle Z ∈ Zn(X ×X) à support
dans D ×X tels que

(2.1) [∆X ] = [Z] + [X × x] dans CHn(X ×X).

Proposition 2.2. — Soit B un schéma intègre de type fini sur un corps
algébriquement clos k. Soit X → B un morphisme propre et plat, de di-
mension relative n, qui admet une section σ : B → X. Il existe une famille
dénombrable {Bi}i de sous-schémas fermés de B telle que pour tout point
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b ∈ B(k), on a

b ∈
⋃
iBi(k)⇔ Xb admet une décomposition de Chow de la diagonale.

Démonstration. — Notons d’abord qu’on a une union dénombrable de
schémas projectifs de type fini {Fi}i au-dessus de B qui paramètrent les
cycles Z de codimension n sur X ×B X à support dans D ×B X pour D un
diviseur dans X (il suffit de prendre les composantes du schéma de Hilbert
Hilb(X ×B X/B) ×B Hilb(X/B) qui paramètrent les couples (Zi, Di) où Zi
est une composante irréductible dans une décomposition fixée Z =

∑
niZi,

Di est un diviseur irréductible et Zi ⊂ Di × X ; les familles (ni)i dans la
décomposition forment un ensemble dénombrable). Soit Fi un de ces schémas.
Il s’agit de formaliser la condition que le cycle Z correspondant à un point de
Fi est rationnellement équivalent à ∆X −X × σ dans les fibres. Soit Hjm une
composante de type fini du schéma de Hilbert de X ×B P1 qui paramètre les
m-uplets des sous-schémas de X ×B P1 de codimension n, qui dominent P1.
Soit Gijm ⊂ Fi ×Hjm le sous-schéma fermé

{(Z,C1, . . . , Cm) | ∆X − Z −X × σ =
m∑
t=1

(Ct,0 − Ct,∞).}

L’image Bijm de Gijm dans B est un sous-schéma fermé de type fini. D’après
[5, Section 1.5],

⋃
i,j,mBijm convient. �

En appliquant le lemme 2.1, on obtient

Théorème 2.3. — Soit B un schéma intègre de type fini sur un corps
algébriquement clos k. Soit X → B un morphisme propre et plat. Supposons
qu’il existe un k-point b0 ∈ B, tel que la fibre Xb0 n’admet pas de décomposition
de Chow de la diagonale. Alors pour b ∈ B un point très général, la fibre Xb

n’admet pas de décomposition de Chow de la diagonale.

Démonstration. — Il existe un changement de base φ : B′ → B fini avec un
point b′0 au-dessus de b0, un ouvert non vide U ⊂ B′ contenant le point b′0 et
une section U → XB′ . Soit F ⊂ B′ le complémentaire de U dans B′. D’après
le lemme précédent, on trouve une famille dénombrable de fermés Ui ⊂ U tels
que, pour b ∈ U , Xb admet une décomposition de Chow de la diagonale si et
seulement si b ∈

⋃
Ui. Soit Ūi l’adhérence de Ui dans B′. On a donc que, pour

tout point b dans le complémentaire de l’union des fermés φ(F ) ∪
⋃
φ(Ūi), la

fibre Xb n’a pas de décomposition de Chow de la diagonale. Ce complémentaire
est non vide car il contient le point b0. �
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2.2. Décomposition de la diagonale et action des correspondances
sur la cohomologie de Betti d’un solide. —

Proposition 2.4. — Soit Y un solide projectif intègre qui admet une
décomposition de Chow de la diagonale. Supposons qu’il existe une désin-
gularisation π : Ỹ → Y de Y telle que pour toute composante Ei du
diviseur exceptionnel E de π le groupe de cohomologie H2(Ẽi,Z) d’une

désingularisation Ẽi de Ei n’a pas de torsion.
Alors le groupe H4(Ỹ ,Z) n’a pas de torsion.

Démonstration. — D’après les hypothèses, on peut écrire une équivalence ra-
tionnelle de cycles

∆Ỹ ≡ Z + [Ỹ × x] + Z1 + Z2 ∈ CH3(Ỹ ×k Ỹ ),

où Z ⊂ Ỹ × Ỹ est à support dans D × Ỹ pour D ⊂ Ỹ un diviseur, Z1 est à
support dans E × Ỹ et Z2 est à support dans Ỹ ×E. Comme la variété Ỹ est
lisse, on dispose d’une action des correspondances sur H4(Ỹ ,Z).

Soit Z une composante irréductible de Z2 ; l’image de Z par la deuxième
projection est contenue dans un fermé F ⊆ Ei de codimension c ≥ 0, pour
un certain i. Soit πF : F̃ → F une désingularisation de F . Comme Z do-
mine F , on peut supposer que Z = πF,∗Z ′ pour Z ′ ⊂ Ỹ × F̃ . Montrons que

l’action de Z se factorise par le groupe H2−2c(F̃ ,Z). Soit ι : F̃ → Ỹ . On a
le diagramme commutatif suivant, où le carré du milieu commute d’après la
formule de projection (cf. [13, Chap. 5, §6]) :

H4(Ỹ ,Z)
pr∗1 // H4(Ỹ × F̃ ,Z)

·[Z′] // H8−2c(Ỹ × F̃ ,Z)
pr2,∗ //

ι∗

��

H2−2c(F̃ ,Z)

ι∗��
H4(Ỹ ,Z)

pr∗1 // H4(Ỹ × Ỹ ,Z)
·ι∗[Z′] //

ι∗

OO

H10(Ỹ × Ỹ ,Z)
pr2,∗ // H4(Ỹ ,Z).

Le groupe H2−2c(F̃ ,Z) n’a pas de torsion : si c = 0, c’est l’hypothèse de la
proposition, et si c > 0, soit ce groupe est nul, soit c’est le groupe H0 d’une
courbe lisse et il est donc isomorphe à Z. L’application Z2,∗ est donc nulle sur

H4(Ỹ ,Z)tors. De même, l’application [Ỹ × x]∗ est nulle sur H4(Ỹ ,Z)tors.
De la même manière, d’après le diagramme commutatif ci-dessous l’action

de chaque composante de Z1 qui est à support dans Ei× Ỹ se factorise par le
groupe H4(F̃ ,Z) pour F ⊆ Ei et F̃ → F une désingularisation de F :

H4(F̃ ,Z)
pr∗1 // H4(F̃ × Ỹ ,Z)

·[Z′] // H8−2c(F̃ × Ỹ ,Z)
pr2,∗ //

ι∗

��

H4(Ỹ ,Z)

H4(Ỹ ,Z)
pr∗1 //

ι∗

OO

H4(Ỹ × Ỹ ,Z)
·ι∗[Z′] //

ι∗

OO

H10(Ỹ × Ỹ ,Z)
pr2,∗ // H4(Ỹ ,Z).
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Le groupe H4(F̃ ,Z) est isomorphe à Z ou nul, donc sans torsion, car F̃ soit
est une surface lisse, soit est de dimension au plus un. L’application Z1,∗ est

donc nulle sur H4(Ỹ ,Z)tors. De même, l’application Z∗ se factorise par un

groupe H4(F̃ ,Z) pour F ⊆ D un fermé et F̃ → F une désingularisation de F ;

l’application Z∗ est donc nulle sur le groupe de torsion H4(Ỹ ,Z)tors.

Comme l’application ∆Ỹ∗
est l’identité, le groupe H4(Ỹ ,Z)tors est nul. �

Remarque 2.5. — On notera que les hypothèses faites sur le diviseur excep-
tionnel de la désingularisation π : Ỹ → Y sont a priori plus faibles que la
CH0-trivialité universelle demandée au §1.

Dans l’appendice, nous partons d’un solide quartique V , défini par une
équation

(2.2) α(z0, z1, z2)z2
3 + β(z0, z1, z2)z3 + γ(z0, z1, z2) + z2

0z
2
4 = 0,

birationnel à un solide d’Artin-Mumford [1]. Nous construisons une désingularisation
W → V satisfaisant

(i) Les composantes irréductibles du diviseur exceptionnel E de W → V
sont des surfaces rationnelles.

(ii) le groupe H4(W,Z)tors est non nul (ceci est donné par [1]).

Théorème 2.6. — Dans l’espace projectif PN paramétrant les hypersurfaces
quartiques dans P4

C un point très général correspond à une hypersurface quar-
tique lisse qui n’est pas rétracte rationnelle, et en particulier non stablement
rationnelle.

Démonstration. — On applique le théorème 2.3 avec B = PN et b0 le point
correspondant à une quartique V comme dans (2.2). D’après la proposition
2.4, la quartique V n’a pas de décomposition de Chow de la diagonale car le
groupe H4(W,Z)tors est non nul. L’énoncé suit alors des lemmes 1.5 et 1.13 a).
�

Appendice A

Résolution des singularités d’une quartique V ⊂ P4
C biratonnelle à

un solide d’Artin–Mumford.

Soient E1, E2 ⊂ P2 deux courbes elliptiques lisses définies par des équations
ε1(z0, z1, z2) = 0 et ε2(z0, z1, z2) = 0, et qui s’intersectent transversalement en 9
points, et soit A ⊂ P2 une conique lisse, définie par une équation α(z0, z1, z2) =
0, et qui est tangente à chaque Ei en 3 points distincts des points d’intersec-
tion E1 ∩ E2. D’après [1], il existe deux formes homogènes β(z0, z1, z2) et
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γ(z0, z1, z2), de degrés respectifs 3 et 4, telles que

β2 − 4αγ = ε1ε2.

Lemme A.1. — Soit S ⊂ P3 la surface quartique définie par l’équation ho-
mogène

(A.1) g = α(z0, z1, z2)z2
3 + β(z0, z1, z2)z3 + γ(z0, z1, z2) = 0.

(i) Les singularités de la surface S sont des points doubles ordinaires : le
point P0 = (0 : 0 : 0 : 1) et les neuf points dont les projections depuis P0 sur
le plan z3 = 0 sont les points de E1 ∩ E2.

(ii) L’ensemble M = {g = 0, ∂g∂z1 = 0, ∂g∂z3 = 0} ∪ {g = 0, ∂g∂z2 = 0, ∂g∂z3 = 0}
est fini.

Démonstration. — La partie (i) est dans [1]. Montrons (ii). Soit Q = (z0 :
z1 : z2 : z3) ∈ M \ {P0}. Soit q = (z0 : z1 : z2) la projection de Q sur le plan

z3 = 0. Supposons ∂g
∂z1

(Q) = 0, le deuxième cas est identique. La condition
∂g
∂z3

(Q) = 0 donne β(q) = −2z3α(q). Montrons que l’on a α(q) 6= 0. Sinon,

la condition précédente donne β(q) = 0 et donc γ(q) = 0 d’après l’équation.
Ainsi la multiplicité de ε1ε2 en q est 2. Comme E1 et E2 sont lisses, on en
déduit que Q ∈ E1 ∩ E2 et on obtient une contradiction car A ne passe pas

par E1 ∩ E2. On a donc α(q) 6= 0 et z3 = − β(q)
2α(q) .

On écrit

(A.2) 4α · g = (2z3α+ β)2 − ε1ε2.
Comme β(q) = −2z3α(q), on a donc ε1ε2(q) = 0. On peut supposer ε1(q) =

0, le deuxième cas est similaire. Comme α(q) 6= 0, on a z3 = − β(q)
2α(q) . En

dérivant l’équation (A.2) par rapport à z1, on déduit ∂g
∂z1

(Q) = 0⇒ ∂ε1ε2
∂z1

(q) =

0. Comme ε1(q) = 0, on a soit ε2(q) = 0, soit ∂ε1
∂z1

(q) = 0. Dans le premier
cas, q appartient à l’ensemble fini E1 ∩ E2. Sinon q appartient à l’ensemble
{ε1 = 0, ∂ε1∂z1

= 0}, qui est fini car E1 est une courbe elliptique lisse.
�

Comme l’ensemble M \ {P0} est fini, quitte à avoir fait un changement
linéaire en les coordonnées z0, z1, z2, on peut supposer dans la suite :

(A.3)
L’hyperplan z0 = 0 ne contient aucun point de M \ {P0} ni aucun point

de l’intersection de A et E1 ∪ E2, et il n’est pas tangent à la conique A.

Soit V ⊂ P4 une quartique définie par l’équation homogène

(A.4) f = α(z0, z1, z2)z2
3 + β(z0, z1, z2)z3 + γ(z0, z1, z2) + z2

0z
2
4 = 0.
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Soit L ⊂ P4 la droite d’équation z0 = z1 = z2 = 0.

Lemme A.2. — Les points singuliers de la quartique V qui ne sont pas situés
sur la droite L sont 9 points doubles ordinaires.

Démonstration. — Soit Q = (z0 : z1 : z2 : z3 : z4) ∈ V \ L un point singulier.
Si z0 = 0, alors le point (z0 : z1 : z2 : z3) est un point singulier de S. D’après
le choix de l’hyperplan z0 = 0, c’est le point (0 : 0 : 0 : 1) ∈ L. On a

donc z0 6= 0. On a ∂f
∂z4

= 2z2
0z4 = 0, d’où z4 = 0 et le point (z0 : z1 : z2 : z3)

correspond encore à un point singulier de la surface S définie par (A.1). Comme
la surface S n’a que des points doubles ordinaires d’après le lemme A.1, on a
des coordonnées locales zi, i = 1 . . . 3 telles que l’équation locale de g s’écrive
comme une somme de

∑3
i=1 z

2
i et de termes de plus haut degré. Comme z0 6= 0,

on a les coordonnées locales z1, . . . z3, z4 de Q et l’équation de f s’écrit comme∑3
i=1 z

2
i +z2

4 +termes de degré supérieur ; on a donc que Q est un point double
ordinaire. �

Soit V ′ → V l’éclatement de la droite L ⊂ V . Soit P ∈ L le point z3 = 0.

Lemme A.3. — La variété V ′ est lisse en tout point de V ′ au-dessus de L\P .
Le diviseur exceptionnel E′ de V ′ → V est une surface rationnelle, les fibres
de l’application E′ → L sont des coniques et la fibre générique est lisse.

Démonstration. — Soit Q′ ∈ V ′ un point singulier au-dessus d’un point Q =
(0 : 0 : 0 : z3 : z4) ∈ L. On a donc soit z3 6= 0, soit z4 6= 0.

1. Si z4 6= 0, on a une équation de V dans les coordonnées affines xi = zi
z4

,
0 ≤ i ≤ 3

α(x0, x1, x2)x2
3 + β(x0, x1, x2)x3 + γ(x0, x1, x2) + x2

0 = 0.

Comme les rôles de x1 et x2 sont symétriques, on n’a que deux cartes de
l’éclatement à considérer :

(a) x0 = y0, x1 = y1y0, x2 = y2y0, x3 = y3. L’équation de V ′ s’écrit

α(1, y1, y2)y2
3 + β(1, y1, y2)y0y3 + γ(1, y1, y2)y2

0 + 1 = 0.

Pour tout point de V ′ au-dessus de L on a y0 = 0 et on obtient
l’équation de E′

α(1, y1, y2)y2
3 + 1 = 0.

Les fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques et la
fibre au-dessus du point générique Spec C(y3) de L est lisse.

Si Q′ = (0, y1, y2, y3) est un point singulier de V ′ au-dessus d’un
point de L, on a donc α(Q′)y2

3 + 1 = 0 de l’équation ci-dessus et
α(Q′) · 2y3 = 0, en dérivant par rapport à z3, ce qui n’est pas
possible.
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(b) x0 = y0y1, x1 = y1, x2 = y1y2, x3 = y3. L’équation de V ′ s’écrit

(A.5) α(y0, 1, y2)y2
3 + β(y0, 1, y2)y1y3 + γ(y0, 1, y2)y2

1 + y2
0 = 0.

Pour tout point de V ′ au-dessus de L on a y1 = 0 et l’équation de
E′ s’écrit

α(y0, 1, y2)y2
3 + y2

0 = 0.

Les fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques. Pour un
point singulier de la fibre au-dessus du point générique Spec C(y3)
de L, on vérifie d’abord que y0 = 0, puis que (0 : 1 : y2) donne
un point singulier de A (défini sur le corps C(y3)), ce qui n’est pas
possible. La fibre générique est donc une conique lisse.

Soit Q′ = (y0, 0, y2, y3) un point singulier de V ′.

(i) Si y3 6= 0, on a α(Q′) · 2y3 = 0, d’où α(Q′) = 0. On déduit

de l’équation de V ′ que y0 = 0 et puis que ∂α(y0,1,y2)
∂yi

=
∂α
∂zi

(y0, 1, y2) = 0 pour i = 0, 2. Comme α(0, 1, y2) = 0, on

en déduit que le point (0 : 1 : y2) est un point singulier de A,
contradiction.

(ii) Si y3 = 0, alors y0 = 0 de l’équation de V ′. On vérifie qu’ef-
fectivement tous les points de la droite y0 = y1 = y3 = 0 sont
des points singuliers.

2. Supposons z3 6= 0. On a donc l’équation de V en coordonnées affines :

α(x0, x1, x2) + β(x0, x1, x2) + γ(x0, x1, x2) + x2
0x

2
4 = 0.

Il suffit d’analyser deux cartes de l’éclatement :

(a) x0 = y0, x1 = y1y0, x2 = y2y0, x4 = y4. L’équation de V ′ s’écrit

α(1, y1, y2) + β(1, y1, y2)y0 + γ(1, y1, y2)y2
0 + y2

4 = 0.

Pour tout point de V ′ au-dessus de L, on a y0 = 0, et l’équation
de E′ s’écrit

α(1, y1, y2) + y2
4 = 0.

Le fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques et la
fibre au-dessus du point générique Spec C(y4) de L est lisse.

Si Q′ = (0, y1, y2, y4) est un point singulier de V ′ au-dessus d’un
point de L, on a donc 2y4 = 0, d’où y4 = 0 et puis α(Q′) = 0.
Comme dans le cas 1(b)(i), on montre que Q′ est un point singulier
de A, contradiction.

(b) x0 = y0y1, x1 = y1, x2 = y2y1, x4 = y4. L’équation de V ′ s’écrit

α(y0, 1, y2) + β(y0, 1, y2)y1 + γ(y0, 1, y2)y2
1 + y2

0y
2
4 = 0
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et au-dessus de L on a y1 = 0 et on obtient l’équation

α(y0, 1, y2) + y2
0y

2
4 = 0.

Ici encore pour un point singulier au-dessus du point générique
Spec C(y4) de L on voit d’abord que y0 = 0, puis que le point
(0 : 1 : y2) correspond à un point singulier de A (défini sur le corps
C(y4)), contradiction.

Si Q′ = (y0, 0, y2, y4) est un point singulier de V ′, on a 2y4y
2
0 = 0.

On a donc α(Q) = 0 et ∂α(y0,1,y2)
∂yi

= 0, i = 0, 2, on obtient donc un

point singulier de A, contradiction.

�

Soit L′ ⊂ V ′ la droite image réciproque du point P . Soit V ′′ → V ′

l’éclatement de la droite L′.

Lemme A.4. — Les seules singularités de V ′′ sont des points doubles or-
dinaires. La variété V ′′ est lisse en tout point au-dessus de L. Le diviseur
exceptionnel E′′ de V ′′ → V ′ est une surface rationnelle lisse et les fibres de
l’application E′′ → L′ sont des coniques.

Démonstration. — On reprend l’équation de la carte singulière (A.5) de V ′ :

α(y0, 1, y2)y2
3 + β(y0, 1, y2)y1y3 + γ(y0, 1, y2)y2

1 + y2
0 = 0.

Notons qu’on a une deuxième carte singulière, en échangeant les rôles de x1

et x2 dans le lemme précédent.
On a trois cartes affines dans l’éclatement V ′′ de la droite L′ : y0 = y1 =

y3 = 0 au-dessus de la carte (A.5).

1. y0 = u0, y1 = u0u1, y2 = u2, y3 = u0u3. L’équation de V ′′ s’écrit

α(u0, 1, u2)u2
3 + β(u0, 1, u2)u1u3 + γ(u0, 1, u2)u2

1 + 1 = 0.

Pour tout point au-dessus de L′ on a u0 = 0 et obtient l’équation de E′′

α(0, 1, u2)u2
3 + β(0, 1, u2)u1u3 + γ(0, 1, u2)u2

1 + 1 = 0.

Pour un point singulier de E′′, on a α(0, 1, u2) ·2u3 +β(0, 1, u2) ·u1 = 0
et β(0, 1, u2) · u3 + γ(0, 1, u2) · 2u1 = 0, d’où

α(0, 1, u2)u2
3 + β(0, 1, u2)u1u3 + γ(0, 1, u2)u2

1 = 0 6= −1.

De même, pour un point singulier Q′′ de V ′′ on montre que

α(Q′′)u2
3 + β(Q′′)u1u3 + γ(Q′′)u2

1 = 0 6= −1.
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2. y0 = u0u1, y1 = u1, y2 = u2, y3 = u1u3. L’équation de V ′′ s’écrit

α(u0u1, 1, u2)u2
3 + β(u0u1, 1, u2)u3 + γ(u0u1, 1, u2) + u2

0 = 0.

Pour tout point au-dessus de L′ on a u1 = 0 et on obtient l’équation de
E′′

α(0, 1, u2)u2
3 + β(0, 1, u2)u3 + γ(0, 1, u2) + u2

0 = 0.

Pour un point singulier de E′′ on a 2u0 = 0, donc

α(0, 1, u2)u2
3 + β(0, 1, u2)u3 + γ(0, 1, u2) = 0.

Puis on obtient 2α(0, 1, u2)u3 + β(0, 1, u2) = 0 en dérivant par rapport à

u3. Comme ∂α(0,1,u2)
∂u2

= ∂α
∂z3

(0, 1, u2) et de même pour β et γ, en dérivant

par rapport à z2, on déduit que (0 : 1 : u2 : u3) ∈M \ {P0}, ce qui n’est
pas possible d’après l’hypothèse A.3.

Pour un point singulier Q′′ de V ′′ on a une analyse similaire :
∂α(u0u1,1,u2)

∂u0
= 0 et de même pour β et γ, d’où u0 = 0 en prenant la

dérivée par rapport à u0. En prenant la dérivée par rapport à u2 on
en déduit que la projection (0 : 1 : u2 : u3) de Q′′ est dans M \ {P0},
contradiction avec le choix de l’hyperplan z0 = 0.

3. y0 = u0u3, y1 = u1u3, y2 = u2, y3 = u3. L’équation de V ′′ s’écrit

α(u0u3, 1, u2) + β(u0u3, 1, u2)u1 + γ(u0u3, 1, u2)u2
1 + u2

0 = 0.

Ici, pour tout point au-dessus de L′ on a u3 = 0 et on obtient l’équation
de E′′

α(0, 1, u2) + β(0, 1, u2)u1 + γ(0, 1, u2)u2
1 + u2

0 = 0.

Pour un point singulier de E′′ on a 2u0 = 0, d’où

α(0, 1, u2) + β(0, 1, u2)u1 + γ(0, 1, u2)u2
1 = 0.

Si u1 6= 0, on montre de la même façon que dans la carte précédente que
(0 : 1 : u2 : 1

u1
) ∈ M \ P0 et on obtient une contradiction. Si u1 = 0, on

a α(0, 1, u2) = 0 de l’équation, et puis β(0, 1, u2) = −2u1γ(0, 1, u2) = 0.
On a donc (0 : 1 : u2) ∈ A ∩ (E1 ∪ E2), contradiction avec l’hypothèse
A.3.

Pour Q′′ un point singulier de V ′′ on a ∂α(u0u3,1,u2)
∂u0

= 0 et de même

pour β et γ, d’où u0 = 0. On déduit de même que soit u1 6= 0 et (0 : 1 :
u2 : u−1

1 ) ∈ M \ {P0}, soit u1 = 0 et (0 : 1 : u2) ∈ A ∩ (E1 ∪ E2), ce qui
n’est pas possible d’après le choix de l’hyperplan z0 = 0.

�

Soit W → V ′′ l’éclatement des points doubles ordinaires de V ′′.
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Proposition A.5. — (i) La variété W est lisse.
(ii) Le diviseur exceptionnel E de la résolution π : W → V s’écrit comme

l’union disjointe E = t10
i=1Ei, où

(iia) les composantes E1, . . . E9 sont des quadriques lisses au-dessus de
points doubles ordinaires ;

(iib) E10 est l’union de deux surfaces rationnelles E′ ∪ E′′, le morphisme
π induit une fibration E′ → L dont les fibres sont des coniques et la fibre
générique est lisse, E′′ est lisse et π(E′′) = P .

(iii) Le morphisme W → V est un CH0-isomorphisme universel.
(iv) le groupe H4(W,Z)tors est non nul.

Démonstration. — Les propriétés (i) et (ii) résultent de la construction et
des lemmes précédents. D’après la proposition 1.7, pour établir (iii) il suffit
de vérifier que sur tout corps F les fibres de WF → VF au-dessus des F -
points sont CH0-triviales, ce qui résulte de (ii) car ces fibres sont soit la
F -surface rationnelle projective et lisse E′′F , soit une F -conique lisse avec un
point rationnel, soit une conique réductible sur F , soit une F -surface quadrique
lisse déployée. Puisque W est birationnelle à la variété d’Artin-Mumford, la
propriété (iv) résulte de [1]. �
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91405 Orsay Cedex, France • E-mail : jlct@math.u-psud.fr
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