HYPERSURFACES QUARTIQUES DE DIMENSION 3 :
NON RATIONALITE STABLE

par

J.-L. Colliot-Thélene & A. Pirutka

Résumé. — Inspirés par un argument de C. Voisin, nous montrons 'exis-
tence d’hypersurfaces quartiques lisses dans P¢ qui ne sont pas stablement
rationnelles, plus précisément dont le groupe de Chow des zéro-cycles n’est
pas universellement égal a Z.

Pestome. — Cymecrsyior raajgkue ksapruku X C P&, koropbie He siBiisiior-
csl CTaOM/IBHO PAIMOHAJIBHBIMU, 8 WMEHHO, Ipymnra Koy Hy/Ib IUKJIOB X He
SABJISIETCSA YHUBEPCAJIBHO TPUBHUAIBHOU. [[0Ka3aTEIHCTBO OCHOBAHO HA METO/Ie
crrenmanu3anuy, sBeagéanom K. Byazam.

Introduction

Soit X C Pfé une hypersurface quartique lisse. Dans [7], Iskovskikh et Manin
montrent que tout automorphisme birationnel de X est un automorphisme, ce
qui implique que le groupe des automorphismes birationnels est fini et que la
variété de Fano X n’est pas rationnelle. Des choix convenables de X donnent
alors des contrexemples au théoreme de Liiroth pour les solides.

Cette méthode, dite de rigidité, a depuis été fort développée. Elle ne permet
pas de répondre a la question de la rationalité stable de ces variétés, que 'on
trouve posée explicitement dans des prépublications récentes ([6], [9]).

Artin et Mumford [I] construisirent d’autres exemples de solides X/C pro-
jectifs et lisses qui sont unirationnels mais non rationnels. L’invariant qu’ils
utiliserent est le sous-groupe de torsion H?(X,Z)srs du troiseme groupe de
cohomologie de Betti H3(X,Z), isomorphe pour un solide projectif et lisse
au groupe H*(X,Z)sors. Pour toute variété X/C projective et lisse uniration-
nelle, le groupe H?(X,Z)sors est isomorphe & un autre invariant birationnel, le
groupe de Brauer Br(X). Ce groupe est nul pour toute variété X /C stablement
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rationnelle, et méme pour toute variété rétracte rationnelle. Leurs exemples
ne sont donc pas stablement rationnels. La méthode ne peut s’appliquer di-
rectement aux variétés intersections completes lisses de dimension au moins 3
dans un espace projectif P¢, car le groupe de Brauer de telles variétés est nul.

Dans un récent article [14], C. Voisin a montré qu’un solide lisse revétement
double d’une surface quartique lisse tres générale de P(Sc n’est pas stablement
rationnel. Elle utilise une famille propre f : X — B de variétés, de base une
courbe B lisse, d’espace total une variété lisse X, dont une fibre spéciale Y
est un solide d’Artin-Mumford, de désingularisation Z — Y. Par un argument
de spécialisation, elle montre que si une fibre tres générale admettait une
décomposition de Chow de la diagonale, alors il en serait de méme de toute
fibre. Utilisant le fait que le solide Y n’a que des singularités quadratiques
ordinaires, elle montre que cela impliquerait que la torsion du groupe H3(Z,7Z),
est nulle, ce qui d’apres Artin et Mumford n’est pas le cas. Ceci implique qu’une
fibre tres générale de f n’est pas stablement rationnelle.

Dans le présent article, nous montrons qu'une hypersurface quartique tres
générale dans Pfé n’est pas stablement rationnelle. Pour ce faire, nous relachons
les hypotheses dans la méthode de C. Voisin. D’une part nous autorisons 1’es-
pace total X a ne pas étre lisse, d’autre part nous relachons I’hypothese sur
le diviseur exceptionnel d’une résolution des singularités Z — Y. Que l'on
puisse un peu relacher cette derniére hypotheése est déja mentionné dans [14],
Remarque 1.2].

Nous donnons deux versions de ’argument de spécialisation, I’'un purement
en termes de groupes de Chow des zéro-cycles (§1), 'autre, extension de [14],
en termes de correspondances (§2).

Nous exhibons une hypersurface quartique singuliere Y birationnelle & un
solide d’Artin-Mumford, dont nous construisons une résolution des singularités
Z — Y. Nous avons relégué cette construction a 'appendice. Nous montrons
que le diviseur exceptionnel remplit les conditions suffisantes dégagées aux
paragraphes précédents pour faire fonctionner la méthode de spécialisation.

Le résultat de spécialisation de zéro-cycles (§1) montre qu'une déformation
générique de cette hypersurface quartique Z n’est pas géométriquement sta-
blement rationnelle, ni méme rétracte rationnelle.

Le point de vue “groupe de Chow de zéro-cycles” (§1) établit I'existence
d’hypersurfaces quartiques non stablement rationnelles définies sur une cléture
algébrique de Q(t), et montre que les parametres de telles hypersurfaces sont
denses pour la topologie de Zariski sur ’espace projectif paramétrant ces
variétés. Le point de vue des correspondances (§2) établit la non rationa-
lité stable pour les hypersurfaces quartiques “tres générales” sur le corps des
complexes.
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Un exemple de quartique singuliere Y dans Pé avec une résolution des
singularités Z — Y satisfaisant les deux conditions : la torsion de H*(Z,Z)
est non nulle, et le diviseur exceptionnel E satisfait les conditions suffisantes
mentionnées ci-dessus, avait déja été construit par J. Huh [6]. Pour I’exemple
que nous construisons, point n’est besoin de calculer la torsion de H*(Z,Z) :
il suffit de renvoyer a ’article d’Artin et Mumford, ou au calcul birationnel du
groupe de Brauer de Z [3, Exemple 2.5].

Dans tout D'article, k désigne un corps de caractéristique zéro.

Une k-variété est un k-schéma séparé de type fini. Une k-variété integre
est dite k-rationnelle si elle est k-birationnelle a un espace projectif P}. Une
k-variété integre X est dite stablement k-rationnelle s’il existe des espaces
projectifs P} et P} tels que X xj, P} est k-birationnel a P}'. Une k-variété
integre X est dite rétracte rationnelle s’il existe des ouverts de Zariski non
vides U C X et V C P} (m convenable), et des k-morphismes f : U — V et
g:V = U tels que le composé g o f est I'identité de U. Une k-variété integre
stablement k-rationnelle est rétracte rationnelle.

1. Groupe de Chow des zéro-cycles et spécialisations

Lemme 1.1. — Soient X et Y deux k-variétés géométriquement intégres.
S’il existe un corps L contenant k tel que 'une des propriétés suivantes est
satisfaite :

(i) X1 est L-birationnelle a Y7,

(i) X1 est L-rationnelle,

(iii) X, est stablement L-rationnelle,

(iv) X1 est une L-variété rétracte rationnelle,
alors cette propriété vaut pour une extension L finie convenable de k.

Démonstration. — Montrons (i). On se ramene au cas k algébriquement clos
et L = k(Z) est le corps des fonctions d’une k-variété integre. Les k-variétés
X X Z et Y X Z sont birationnellement équivalentes par une équivalence qui
respecte la projection sur Z. Il existe des ouverts non vides U C X X Z et
V CY X Z qui sont k-isomorphes. Il existe une extension finie F' de k et un
F-point de Z tel que les fibres au-dessus de ce point soient des ouverts non
vides de X, resp. de Y, et qui soient isomorphes. Ceci établit ’énoncé dans
le cas (i), lequel implique immédiatement 1’énoncé dans les cas (ii) et (iii). La
démonstration dans le cas (iv) est analogue. O

Définition 1.2. — On dit qu'un k-morphisme propre f : X — Y de k-
variétés est C' Hg-trivial si, pour tout corps F' contenant k, I’application induite
f« : CHy(XF) — CHy(YFr) sur les groupes de Chow de zéro-cycles est un
isomorphisme.
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Dans le cas particulier du morphisme structural d’une k-variété, on a la
définition suivante.

Définition 1.3. — On dit qu'une k-variété propre X est CHp-triviale si son
groupe de Chow de degré zéro est universellement égal a Z, c’est-a-dire si,
pour tout corps F' contenant k, ’application degré degp : CHo(Xp) — 7Z est
un isomorphisme.

Exemple 1.4. — Soit Y une courbe integre, non nécessairement lisse, sur un
corps k algébriquement clos. Si Y est rationnelle, i.e. de genre géométrique
zéro, alors elle est C Hy-triviale.

Lemme 1.5. — Soit X wune k-variété intégre projective et lisse. Si la k-
variété X est rétracte rationnelle, c’est une k-variété C Hy-triviale.

Démonstration. — L’hypothese étant invariante par changement de base de k
a un surcorps F, il suffit de montrer que la fleche degy : CHy(X) — Z est un
isomorphisme. Par définition, il existe des ouverts de Zariski non vides U C X
et V C P, et des k-morphismes f : U — V et g: V — U tels que le composé
g o f est 'identité de U. En utilisant la résolution des singularités, on voit
qu’on peut étendre f et g en des k-morphismes de k-variétés projectives et
lisses f/: X' Y et g :Y — X,avec U C X' et V C Y, et en particulier
¢’ o f/ un k-morphisme birationnel. Par fonctorialité covariante des groupes
de Chow, on obtient des homomorphismes CHy(X") — CHy(Y) — CHy(X).
Ces homomorphismes sont compatibles a 'application degré. L’invariance bi-
rationnelle des groupes de Chow des zéro-cycles (cf. [5, Ex. 16.1.11]) assure
que I’homomorphisme composé est un isomorphisme. L’invariance biration-
nelle montre par ailleurs que le degré induit un isomorphisme C' Hy(Y) 5 7.
L’homomorphisme degy : C Hy(X) — Z est donc un isomorphisme. ]

Remarque 1.6. — A.S. Merkurjev nous fait remarquer que le lemme [I.5] est
connu et vaut sans restriction sur la caractéristique de k. C’est une conséquence
du fait, dd a M. Rost, que C'Hy s’étend a la catégorie des correspondances
rationnelles. La démonstration [8, Appendix RC] n’utilise pas la résolution
des singularités.

Proposition 1.7. — Soit f : Z — Y un k-morphisme propre de k-variétés
algébriques. Les hypothéses suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout point M du schéma Y, de corps résiduel k(M), la fibre Zy;
est une k(M)-variété C Hy-triviale.

(ii) Pour tout corps F' contenant k et tout point M € Y (F'), la fibre Zy; est
une F-variété C Hy-triviale.

Elles impliquent que le k-morphisme f est C Hy-trivial.
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Démonstration. — L’équivalence des deux hypotheses est immédiate. Pour
établir I’énoncé, il suffit de montrer que pour F' = k, la fleche f, : CHo(Z) —
CHy(Y) est un isomorphisme. L’hypothese assure immédiatement que la fleche
f« : CHo(Z) — CHy(Y) est surjective. Soit z un zéro-cycle sur Z. Si fi.(2)
est rationnellement équivalent a zéro sur Y, alors il existe des courbes fermées
integres C; C Y et des fonctions rationnelles g; € k(C;) telles que fi(z) =
> divg,(g:). En appliquant I’hypothese au corps des fonctions de la courbe
C;, on trouve des courbes fermées integres D] C Z en nombre fini telles que
f induise des morphismes finis surjectifs f{ : D! — C; tels que, pour chaque
1, on ait une égalité Zj nldeg(f]) =1, avec les n] € Z. On note encore g; la
fonction rationnelle sur D? image réciproque par f; de la fonction rationnelle
gi sur Cj. Le zéro-cycle 2 := 2 =37, [37 nidiv,; (gi)] sur Z satisfait f.(2') =0

K3
comme zéro-cycle sur Y. Il existe donc des points fermés @); de Y en nombre
fini tels que le zéro-cycle 2’ soit sur Z somme de zéro-cycles z;, chaque z;
étant supporté sur la fibre Zg, = ffl(Qj). L’hypothese assure que chacun
des z; est rationnellement équivalent & zéro sur Zg,, donc sur Z. Ainsi z est
rationnellement équivalent & zéro sur X. La fleche f. : CHy(Z) — CHy(Y)

est donc injective. O

Exemple 1.8. — Soient k un corps algébriquement clos, Y une k-courbe pro-
jective integre de genre géométrique zéro, et f : X — Y un morphisme de k-
variétés propres integres, de fibre générique une conique lisse. Le k-morphisme
f est C' Hy-trivial et X est une k-surface C Hy-triviale.

Proposition 1.9. — Soit f : Z — Y un k-morphisme propre birationnel de
k-variétés algébriques projectives géométriquement integres. Supposons :

(i) La k-variété Z est lisse et posséde un zéro-cycle de degré 1.

(ii) Le k-morphisme f est CHy-trivial.

(iii) Il eziste un ouwvert non vide U C Y lisse sur k, d’image réciproque
V = fYU) C Z tel que f:V — U soit un isomorphisme, et tel que pour
tout corps F' contenant k, tout zéro-cycle de degré zéro sur Up a une image
nulle dans CHy(YF).

Alors la k-variété Z est C' Hy-triviale.

Démonstration. — Les hypotheses étant invariantes par changement de corps
k C F, il suffit d’établir que sous les hypotheses ci-dessus la fleche deg;, :
CHy(Z) — Z est un isomorphisme. D’apres (i), la fleche est surjective. Un
lemme de déplacement facile et classique assure que tout zéro-cycle de degré
zéro sur la k-variété lisse Z est rationnellement équivalent sur Z a un zéro-cycle
de degré zéro dont le support est dans V. D’apres (iii), 'image du cycle f.(z)
dans C'Hy(Y') est nulle. L’hypothese (ii) assure que f, : CHy(Z) — CHy(Y)
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est un isomorphisme. Comme cet isomorphisme respecte le degré, on conclut
que la fleche degy : CHy(Z) — Z est un isomorphisme. O

Proposition 1.10. — Soit A un anneau de valuation discréte de corps des
fractions K et de corps résiduel k. Soit X un A-schéma propre et plat, X =
X x4 K la fibre générique et Y = X X 4 k la fibre spéciale.

(i) On a une application naturelle de spécialisation CHy(X) — CHy(Y) ;
elle est compatible avec les applications degré a valeurs dans Z.

(ii) Si A est hensélien, et si la fleche degr : CHo(X) — Z est un isomor-
phisme, alors tout zéro-cycle de Y a support dans le lieu lisse Yisse de Y et
de degré zéro a une image nulle dans CHy(Y').

(iii) Si A est hensélien et X/ K géométriquement intégre, de désingularisa-
tion X', et si la fleche degy : CHO(X) — 7 est un isomorphisme, alors tout
zéro-cycle de Y a support dans le lieu lisse Yjjsse de Y et de degré zéro a une
image nulle dans CHy(Y').

Démonstration. — L’énoncé (i) est un cas particulier de la construction d’ho-
momorphismes de spécialisation (Fulton [5, §20.3]). L’énoncé (ii) résulte de
I’énoncé (i).

Montrons (iii). Soit Xjsse € X Douvert de lissité. Compte tenu de l'inva-
riance birationnelle du groupe de Chow des zéro-cycles pour les variétés pro-
jectives et lisses, on peut supposer que la résolution des singularités X — X
induit un isomorphisme au-dessus de Xj;sse. Par Hensel, un zéro-cycle z de
degré zéro sur Yisse se releve en un zéro-cycle z; de degré zéro sur Xjsse,
lequel est 'image d’un zéro-cycle de degré zéro zo sur X. L’application com-
posée C’Ho(f() — CHy(X) — CHy(Y) envoie z9 sur z. Or, par hypothese,
29 =0 € CHy(X). O

Remarque 1.11. — Dans la situation qui nous intéresse, a savoir le cas ou
A est un anneau local d’une courbe lisse sur un corps, outre [5, §20.3] qui
passe par [5, Theorem 6.3] et donc la déformation au céone normal [5, §5],
des constructions antérieures de 'homomorphisme de Gysin pour I'inclusion
du diviseur principal Y C X, donnant naissance aux homomorphismes de
spécialisation CH,(X) — CH,(Y), sont disponibles. On consultera [4] §4] et
[5], §2.3].

On renvoie & [12] pour la théorie des modules de cycles de Rost (voir aussi
les rappels dans [11] et [2]). Rappelons que les groupes de cohomologie étale
Hi(e, /,ng) définissent une théorie des modules de cycles sur les k-variétés, et
que pour Y une k-variété projective integre de désingularisation Z — Y, le
groupe de cohomologie non ramifiée H2, (k(Y)/k, ji,) s’identifie au sous-groupe
de n-torsion du groupe de Brauer Br(Z).
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Théoréme 1.12. — Soit A un anneau de valuation discréte de corps des
fractions K et de corps résiduel k algébriguement clos. Soit X un A-schéma
fidelement plat et propre sur A. Supposons :

(i) La fibre générique X = X x4 K est une K-variété géométriquement
integre qui, sur une cloture algébrique K de K, est rétracte rationnelle.

(ii) La fibre spéciale Y = X x gk est intégre, et posséde une désingularisation
f:Z =Y telle que le morphisme f est CHy-trivial.

Alors

(a) La k-variété Z est C Hp-triviale.

(b) Pour tout module de cycles M* sur le corps k, pour tout corps L conte-
nant k, et tout i >0, la flecche M*(L) — M., (L(Z)/L) est un isomorphisme.

(c) Pour tout corps L contenant k, la fleche naturelle Br(L) — Br(Z1) est
un isomorphisme.

(d) Br(Z) = 0.

Démonstration. — On peut supposer A = k[[t]]. Il existe une extension finie
L/K telle que la L-variété X soit rétracte rationnelle. La cloture intégrale
de A dans Kj est un anneau de valuation discréte complet Ay, qui a comme
corps résiduel k. Pour établir le théoreme, on peut donc supposer A = k[[t]]
et que la K-variété X est rétracte rationnelle. Ces propriétés sont respectées
si Pon remplace k par un corps F' quelconque contenant k et A par F|[[t]].
L’hypothese (i) et le lemme impliquent alors que toute désingularisation
X de X est C'Hg-triviale. L’énoncé (a) résulte alors des propositions et
[1.10] (iii). L’énoncé (b) est une conséquence de (a) ([11, Thm. 2.11], cf. [2]
Thm. 1.4]). Les énoncés (c) et (d) sont alors des conséquences immédiates. [

Lemme 1.13. — Soit X une k-variété propre géométriquement integre de
dimension n, possédant un zéro-cycle zo de degré 1 dont le support est dans le
liew lisse de X . Soit K le corps des fonctions rationnelles de X.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La fleche degy : CHo(X k) — Z est un isomorphisme.

(i) 1l existe une sous-variété fermée D C X de codimension 1 et un cycle
7Z € Zn(X x X) supporté dans D x X tel que le cycle

Ax —7Z — X Xz € Zp(X x X)

ait une classe nulle dans CH, (X x X).

(b) Si ces conditions sont satisfaites, alors tout zéro-cycle de degré 0 a
support dans le lieu lisse de X est rationnellement équivalent a zéro sur X, et
la propriété (ii) vaut en y remplacant zo par tout autre zéro-cycle de degré 1
a support lisse.

(c) Si de plus la k-variété X est lisse, alors elle est C Hy-triviale.

(d) Si une désingularisation X — X admet une décomposition de Chow de
la diagonale, alors il en est de méme de X.
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Démonstration. — Pour (c), voir [2, Lemma 1.3]). L’énoncé (d) s’obtient par
poussette CHp (X X X) — CHp(X xi X). O

Dans la situation du point (ii) du lemme, on dit que ’on a une décomposition
de Chow de la diagonale de la k-variété X (cf. [14]).

Remarque 1.14. — Si k est algébriquement clos, tout point rationnel est
rationnellement équivalent & un zéro-cycle de degré 1 supporté dans le lieu
lisse, et les conditions du lemme impliquent CHy(X) = Z.

Le lemme [1.13| nous permet de généraliser le théoreme [1.12

Théoréme 1.15. — Soit A un anneau de valuation discréte de corps des
fractions K et de corps résiduel k algébriquement clos. Soit K une cléture
algébrique de K. Soit X un A-schéma propre et plat a fibres géométriquement
intégres. Soit X — X une désingularisation de X = X x4 K.

Supposons que la fibre spéciale Y = X X 4 k posséde une désingularisation
f:Z =Y telle que le morphisme f est CHy-trivial.

Supposons qu’il existe un zéro-cycle relatif o dans X, de degré 1, de support
contenu dans le lieu de lissité de X — Spec A.

(i) Si X admet une décomposition de Chow de la diagonale, alors Y admet
une décomposition de Chow de la diagonale.

(ii) Si X est une K-variété CHo-triviale, alors Z est une k-variété C'Hy-
triviale.

(iii) Si la fibre générique géométrique X x i K admet une décomposition
de Chow de la diagonale, alors Y admet une décomposition de Chow de la
diagonale.

(iv) Si X xx K est CHy-triviale, alors la k-variété Z est C'Hy-triviale.

Démonstration. — On peut supposer A = k[[t]]. Notons n la dimension de X.

Démontrons (i). Soient, sur le corps K, Z,D et zg = o(K) comme dans
le lemme Soit Z = > n;Z; avec Z; C D x X irréductibles. On peut
étendre Z; et D en des schémas Z; et D, propres et plats au-dessus de A,
avec Z; C D x4 X pour tout i. Soit Z; la fibre spéciale de Z;, soit Zj =
> niZiy et soit Ay C X x4 & la diagonale relative. D’apres I'hypothese, le
cycle £ := [Ax] — Z — [X x o(K)]| est rationnellement équivalent & zéro dans
CH,(X x X). En utilisant [5, Section 20.3], on obtient que la spécialisation
E=[Ay] - 2, - [Y x o(k)] € CH,(Y x;Y) est rationnellement équivalente
a zéro. .

Le lemme appliqué a la K-variété lisse X montre que ’hypothese de
(ii) implique D'existence d'une décomposition de Chow de la diagonale de X,
donc de X par le lemme (d).
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D’apres (i) et le lemme m (b) appliqué a Y, tout zéro-cycle de degré zéro
a support dans Yj;sse a son image nulle dans CHy(Y'). L’énoncé (ii) résulte
alors de la proposition [1.9

On établit (iii) en passant a une extension finie de k((¢)) sur laquelle on a
une décomposition de la diagonale, et en remplagant A par sa cloéture intégrale
dans cette extension, ou I'on applique (i). On procede alors comme ci-dessus
pour déduire (iv). O

Théoréme 1.16. — Dans l’espace projectif PN paramétrant les hypersur-
faces quartiques dans Pé:, Iensemble E des points de PN (C) paramétrant une
quartique non rétracte rationnelle, et donc en particulier non stablement ra-
tionnelle, est Zariski-dense. Fizons un plongement Q(t) C C. Le sous-ensemble

de E formé des points dont les coordonnées sont dans Q(t) est Zariski dense
dans PV,

Démonstration. — Soit W C Pg le fermé correspondant aux quartiques sin-
gulieres. D’apres 1'appendice, ou d’apres J. Huh [6], il existe une quartique
singuliere Y définie sur Q et une résolution des singularités f : Z — Y telles
que le Q-morphisme f est CHy-trivial et que BrZc # 0, ce qui implique
BrZ # 0. Soit D = P}@ C P% une droite passant par un Q-point M € PV
associé a la quartique Y, et non contenue dans W@. Soit A I'anneau local de
la droite D au point M, et soit K son corps des fonctions. Le théoreme [1.12)
implique que la quartique lisse sur K = Q(t) correspondant au point générique
de D n’est pas géométriquement rétracte rationnelle.

Tout choix d'un point R de D(C)\ D(Q) définit un plongement Q(D) — C,
qui définit un plongement dune cléture algébrique de Q(D) dans C. Par le
lemme la quartique lisse associée au point R € D(C) € PV (C) n’est donc
pas rétracte rationnelle.

On voit donc que, pour tout point R de PV(C) non dans PV (Q) et non
dans W tel que la droite joignant R et M soit définie sur Q, la quartique lisse
associée a R n’est pas rétracte rationnelle. O

Remarque 1.17 — Soit Y un revétement double d’une surface quartique
d’Artin-Mumford [1] définie sur Q. La variété Y a exactement 10 points sin-
guliers quadratiques ordinaires. Une désingularisation Z — Y s’obtient par
éclatement de ces 10 points, au-dessus de chacun de ces points on a une qua-
drique lisse de dimension 2. La proposition montre immédiatement que le
morphisme de désingularisation est C Hy-trivial.

On obtient ainsi I’énoncé suivant, cas particulier d’un théoreme de C. Voisin
[14] Cor. 1.4] : Dans l’espace projectif PN paramétrant les surfaces quartiques
f =0 dans P(SC, Iensemble des points de PN (C) tels que le revétement double
2 — f =0 dans lespace multihomogéne P(2,1,1,1,1) ne soit pas une
variété stablement rationnelle est Zariski-dense.

associé z
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Remarque 1.18. — La démonstration du théoréme que nous avons
donnée repose sur le théoreme [1.12] et donc sur 'opération de spécialisation
des zéro-cycles CHy(X) — CHp(Y), ou X, resp. Y, est la fibre générique,
resp. la fibre spéciale, d’'un A-schéma propre fidelement plat sur un anneau
de valuation discrete A de corps des fractions K et de corps résiduel k. On
pourrait si 'on voulait ignorer cette opération en la remplagant par ’opération
de spécialisation de la R-équivalence X (K)/R — Y (k)/R, facile & définir [10].
Cette derniere suffit & établir le théoréme [[.12]

2. Décomposition de la diagonale en famille et action des
correspondances

2.1. Sur le lieu de décomposition de la diagonale. —

Lemme 2.1. — Soit B un schéma integre de type fini sur un corps non
dénombrable k. Soit k une cléture algébrique de k. Soit {B;}; une famille
dénombrable de sous-schémas fermés de B. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) un des B; coincide avec B ;

(1t) U; Bi contient le point générique de B ;

(iii) B(E) C U, Bi(F) ;

() J; Bi contient un point général de B : il existe un ouvert U C B tel
que U(K) U, Bi(F) ;

(v) U; Bi contient un point tres général de B : il existe une famille
dénombrable {F;}; de fermés stricts de B, telle que (B(k) \ U]FJ(E‘)) C

Ui Bi(]%)-

Démonstration. — Les énoncés (i) et (ii) sont équivalents. Les implica-
tions (i) = (ili) = (iv) = (v) sont évidentes. Supposons (v). On a alors
B(k) = U, Fj(k) UlU; Bi(k) avec F; C B des fermés stricts. Comme £ est non
dénombrable, cela implique qu'un des B; coincide avec B, d’ou (i). ]

Soit k£ un corps algébriquement clos. Soit X une variété propre integre sur
k, de dimension n, et soit € Xj;ss¢ (k). Comme rappelé au §1 (Lemme et
remarque subséquente), on dit que X admet une décomposition de Chow de la
diagonale 'il existe un diviseur D C X et un cycle Z € Z,(X x X) a support
dans D x X tels que

(2.1) [Ax] = [Z] + [X x 2] dans CH, (X x X).

Proposition 2.2. — Soit B un schéma intégre de type fini sur un corps
algébriquement clos k. Soit X — B un morphisme propre et plat, de di-
mension relative n, qui admet une section o : B — X. Il existe une famille
dénombrable {B;}; de sous-schémas fermés de B telle que pour tout point
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be B(k), on a

be U, Bi(k) & Xy admet une décomposition de Chow de la diagonale.

Démonstration. — Notons d’abord qu’on a une union dénombrable de
schémas projectifs de type fini {F;}; au-dessus de B qui parameétrent les
cycles Z de codimension n sur X xpg X a support dans D xg X pour D un
diviseur dans X (il suffit de prendre les composantes du schéma de Hilbert
Hilb(X xp X/B) xp Hilb(X/B) qui parametrent les couples (Z;, D;) ou Z;
est une composante irréductible dans une décomposition fixée Z = > n;Z;,
D; est un diviseur irréductible et Z; C D; x X ; les familles (n;); dans la
décomposition forment un ensemble dénombrable). Soit F; un de ces schémas.
Il s’agit de formaliser la condition que le cycle Z correspondant a un point de
F; est rationnellement équivalent & Ax — X x o dans les fibres. Soit H,, une
composante de type fini du schéma de Hilbert de X x g P! qui parametre les
m-uplets des sous-schémas de X xp P! de codimension n, qui dominent P*.
Soit Gijm C F; X Hjp, le sous-schéma fermé

m

{(Z,C1,....Cn) | Ax —Z - X x 0= (Cro—Cioo)-}

t=1

L’image B;jm de Gjjm, dans B est un sous-schéma fermé de type fini. D’apres
[5, Section 1.5], Uum Bijm convient. O

En appliquant le lemme [2.1} on obtient

Théoréme 2.3. — Soit B un schéma intégre de type fini sur un corps
algébriquement clos k. Soit X — B un morphisme propre et plat. Supposons
qu’il existe un k-point by € B, tel que la fibre Xy, n’admet pas de décomposition
de Chow de la diagonale. Alors pour b € B un point trés général, la fibre X
n‘admet pas de décomposition de Chow de la diagonale.

Démonstration. — 11 existe un changement de base ¢ : B’ — B fini avec un
point bj, au-dessus de by, un ouvert non vide U C B’ contenant le point b, et
une section U — Xpr. Soit F' C B’ le complémentaire de U dans B’. D’apres
le lemme précédent, on trouve une famille dénombrable de fermés U; C U tels
que, pour b € U, X; admet une décomposition de Chow de la diagonale si et
seulement si b € |JU;. Soit U; adhérence de U; dans B’. On a donc que, pour
tout point b dans le complémentaire de 1'union des fermés ¢(F) U] ¢(U;), la
fibre X n’a pas de décomposition de Chow de la diagonale. Ce complémentaire
est non vide car il contient le point by. U
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2.2. Décomposition de la diagonale et action des correspondances
sur la cohomologie de Betti d’un solide. —

Proposition 2.4. — Soit Y wun solide projectif intégre qui admet une
décomposition de Chow de la diagonale. Supposons qu’il existe une désin-
gularisation m : Y — Y de Y telle que pour toute composante E; du
diviseur exceptionnel E de w le groupe de cohomologie HQ(EZ',Z) d’une
désingularisation E; de E; n'a pas de torsion.

Alors le groupe H4(1~/,Z) n’a pas de torsion.

Démonstration. — D’apres les hypotheses, on peut écrire une équivalence ra-
tionnelle de cycles

Af/EZ—}-D}XfL‘]—f-Zl—i-ZQECH3(Y/X]€Y/),

ot ZCY xY est asupport dans D x Y pour D C Y un diviseur, Z; est &
support dans E X Y et Zs est & support dans Y x E. Comme la variété Y est
lisse, on dispose d’une action des correspondances sur H 4(Y, 7).

Soit Z une composante irréductible de Zs; 'image de Z par la deuxieme
projection est contenue dans un fermé F' C FE; de codimension ¢ > 0, pour
un certain ¢. Soit wp : I — F une désingularisation de F. Comme Z do-
mine F', on peut supposer que Z = wp 2" pour Z' C Y x F. Montrons que
I’action de Z se factorise par le groupe HQ*QC(F’,Z). Soit t: F = Y. On a
le diagramme commutatif suivant, ou le carré du milieu commute d’apres la
formule de projection (cf. [13, Chap. 5, §6]) :

pry

Z) —— H*(Y x F,Z) —> 1 -2 (Y x F,Z) ——> H* ?*(F,7)

HY(Y,
1, 7) P BT x V,2) —EL g0y« v, 2) — T HA Y 7).

p7‘2 *

Le groupe H2*2C(13',Z) n’a pas de torsion : si ¢ = 0, c’est hypothese de la
proposition, et si ¢ > 0, soit ce groupe est nul, soit c’est le groupe H® d’une
courbe lisse et il est donc isomorphe a Z. L’application Z5 . est donc nulle sur
H4(}~/,Z)t0r5. De méme, l’application [V x 2], est nulle sur H4(}~/,Z)to,«s.

De la méme maniére, d’apres le diagramme commutatif ci-dessous 'action
de chaque composante de Z1 qui est a support dans F; X Y se factorise par le
groupe H*(F,Z) pour F C E; et F — F une désingularisation de F :

pri (2]

HY(F,7) ——= H*(F xY,Z) —= H* >(F x Y,Z) —— H
HYY,2) 2 B4V < V,7) —=EL oy « v, 7) 225
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Le groupe H 4(F ,Z) est isomorphe & Z ou nul, donc sans torsion, car F soit
est une surface lisse, soit est de dimension au plus un. L’application Z . est
donc nulle sur H 4(?,Z)tors. De méme, I'application Z, se factorise par un
groupe H*(F,Z) pour F C D un fermé et ' — F une désingularisation de F';
I’application Z, est donc nulle sur le groupe de torsion H 4(17, L)tors-

Comme P’application Af,* est l'identité, le groupe H 4(17, ZL)tors est nul. O

Remarque 2.5. — On notera que les hypotheses faites sur le diviseur excep-
tionnel de la désingularisation m : Y — Y sont a priori plus faibles que la
C Ho-trivialité universelle demandée au

Dans l'appendice, nous partons d’un solide quartique V', défini par une
équation

(2.2) a0, 21, 22)23 + B(20, 21, 22) 23 + ¥(20, 21, 22) + 2523 = 0,

birationnel & un solide d’Artin-Mumford [I]. Nous construisons une désingularisation
W — V satisfaisant

(i) Les composantes irréductibles du diviseur exceptionnel £ de W — V
sont des surfaces rationnelles.

(ii) le groupe H*(W, Z)ors est non nul (ceci est donné par [I]).

Théoréme 2.6. — Dans Uespace projectif PN paramétrant les hypersurfaces
quartiques dans P% un point trés général correspond a une hypersurface quar-
tique lisse qui n’est pas rétracte rationnelle, et en particulier non stablement
rationnelle.

Démonstration. — On applique le théoreme avec B = PV et by le point
correspondant a une quartique V' comme dans . D’apres la proposition
la quartique V' n’a pas de décomposition de Chow de la diagonale car le
groupe H*(W, Z)sors est non nul. L’énoncé suit alors des lemmeset a).
O

Appendice A

Résolution des singularités d’une quartique V C Pé biratonnelle a
un solide d’Artin—Mumford.

Soient Ey, Fy C P? deux courbes elliptiques lisses définies par des équations
€1(20, 21, 22) = 0 et €2(20, 21, 22) = 0, et qui s’intersectent transversalement en 9
points, et soit A C P? une conique lisse, définie par une équation a(zg, 21, z2) =
0, et qui est tangente a chaque E; en 3 points distincts des points d’intersec-
tion Ey N Ey. D’apres [1], il existe deux formes homogenes [(zp, 21, 22) et
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(20, 21, 22), de degrés respectifs 3 et 4, telles que

52 — 404’)’ = €1€2.

Lemme A.1. — Soit S C P? la surface quartique définie par ’équation ho-
mogene
(A1) g = 20, 21, 22)75 + B(20, 21, 22)23 + (20, 21, 22) = 0.

(i) Les singularités de la surface S sont des points doubles ordinaires : le
point Py = (0:0:0:1) et les neuf points dont les projections depuis Py sur
le plan z3 = 0 sont les points de E1 N Es.

.. s _ _ dg __ dg __ _ dg __ dg __

(i1) L’ensemble M = {g = 0,5L- =0,5L =0tU{g=0,5Z =0, 5L =0}

’ Oz3 ' Oza ' Oz3
est fini.
Démonstration. — La partie (i) est dans [1]. Montrons (ii). Soit @ = (2o :
z1:29:23) € M\ {Py}. Soit ¢ = (20 : 21 : 22) la projection de @ sur le plan

z3 = 0. Supposons aa—zgl(Q) = 0, le deuxiéme cas est identique. La condition

%(Q) = 0 donne S(q) = —2z3a(q). Montrons que l'on a a(g) # 0. Sinon,
la condition précédente donne 3(q) = 0 et donc v(¢q) = 0 d’apres 1’équation.
Ainsi la multiplicité de €1e2 en ¢ est 2. Comme Eq et Eo sont lisses, on en

déduit que @ € E; N E3 et on obtient une contradiction car A ne passe pas
par £y N Ey. On a donc a(q) # 0 et z3 = — B(q)

On écrit ol
(A.2) da-g = (2230 + B)? — e1€a.

Comme 3(q) = —2z3a(q), on a donc €1e2(q) = 0. On peut supposer €1(q) =
0, le deuxieme cas est similaire. Comme a(q) # 0, on a 23 = —fa((qq)). En

dérivant I’équation 1' par rapport a z1, on déduit 68791(@) =0= %e—f(q) =
0. Comme €1(gq) = 0, on a soit e2(q) = 0, soit g—Z(q) = 0. Dans le premier
cas, q appartient a ’ensemble fini £ N E5. Sinon ¢ appartient a ’ensemble

{e1 =0, 2—2 = 0}, qui est fini car E; est une courbe elliptique lisse.
O

Comme l'ensemble M \ {Py} est fini, quitte & avoir fait un changement
linéaire en les coordonnées zy, z1, z2, on peut supposer dans la suite :

(A.3)

L’hyperplan zg = 0 ne contient aucun point de M \ {Fy} ni aucun point
de l'intersection de A et F1 U Es, et il n’est pas tangent & la conique A.

Soit V' C P* une quartique définie par I’équation homogene

(A.4) f = a(z0, 21, 22)25 + B(20, 21, 22) 23 + (20, 21, 22) + 2525 = 0.
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Soit L C P* 1a droite d’équation zp = 21 = 20 = 0.

Lemme A.2. — Les points singuliers de la quartique V' qui ne sont pas situés
sur la droite L sont 9 points doubles ordinaires.

Démonstration. — Soit @ = (29 : 21 : 22 : 23 : 24) € V' \ L un point singulier.
Si zp = 0, alors le point (2o : 21 : 22 : 2z3) est un point singulier de S. D’apres
le choix de I’hyperplan zy = 0, c’est le point (0 : 0 : 0 : 1) € L. On a
donc zg # 0. On a 6(997{; = 22224 = 0, dott z4 = 0 et le point (20 : 21 : 29 : 23)
correspond encore a un point singulier de la surface S définie par . Comme
la surface S n’a que des points doubles ordinaires d’apres le lemme on a
des coordonnées locales 3;, ¢ = 1...3 telles que I’équation locale de g s’écrive
comme une somme de Z?:1 522 et de termes de plus haut degré. Comme 2y # 0,
on a les coordonnées locales 31, .. .33, 24 de @ et I’équation de f s’écrit comme
2?21 322 + 22 +termes de degré supérieur ; on a donc que @ est un point double
ordinaire. ]

Soit V! — V D’éclatement de la droite L C V. Soit P € L le point z3 = 0.

Lemme A.8. — Lavariété V' est lisse en tout point de V' au-dessus de L\ P.
Le diviseur exceptionnel E' de V' — V est une surface rationnelle, les fibres
de lapplication E' — L sont des coniques et la fibre générique est lisse.

Démonstration. — Soit Q" € V' un point singulier au-dessus d’un point @ =
(0:0:0:23:24) € L. On a donc soit z3 # 0, soit z4 # 0.
1. Si z4 # 0, on a une équation de V dans les coordonnées affines x; = j—i,
0<i<3
(o, z1,w2)3 + B(wo, 11, x2)w3 + (w0, 1, T2) + 35 = 0.
Comme les roles de x1 et zo sont symétriques, on n’a que deux cartes de
I’éclatement a considérer :

(a) o = Yo, 1 = Y1Yo0, T2 = Ya2Yo, T3 = y3. L’équation de V' s’écrit

Oé(l, y1792)y32, + 5(17111, y2)y0y3 + 7(17 Yt, yQ)yg +1=0.

Pour tout point de V' au-dessus de L on a yy = 0 et on obtient
I’équation de E’

Oé(l, Yt, yQ)y?% +1=0.
Les fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques et la
fibre au-dessus du point générique Spec C(y3) de L est lisse.
Si @ = (0,y1,¥2,y3) est un point singulier de V' au-dessus d’un
point de L, on a donc a(Q’)y3 + 1 = 0 de I’équation ci-dessus et
a(Q') - 2ys = 0, en dérivant par rapport & z3, ce qui n’est pas
possible.
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(b) o = yoy1, T1 = Y1, T2 = Y1Y2, T3 = y3. L’équation de V' s’écrit

Ol(y(), ]-a y2)y?2> + /B(y(]a ]-7 y2)y1y3 + 7(y07 17 y2)y% + yg =0.

Pour tout point de V' au-dessus de L on a y; = 0 et I’équation de

E’ s’écrit

a(yo, 1,y2)y3 + yg = 0.

Les fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques. Pour un
point singulier de la fibre au-dessus du point générique Spec C(ys)
de L, on vérifie d’abord que yy = 0, puis que (0 : 1 : y2) donne
un point singulier de A (défini sur le corps C(y3)), ce qui n’est pas

possible. La fibre générique est donc une conique lisse.
Soit @' = (yo,0,y2,ys3) un point singulier de V.

(i) Siys # 0, on a a(Q’) - 2y3 = 0, d’ott a(Q') = 0. On déduit

da(yo,l,y2) _
y;
g—g(yo,l,yQ) = 0 pour ¢ = 0,2. Comme «(0,1,y2) = 0, on

de 1’équation de V' que yg = 0 et puis que

en déduit que le point (0 : 1 : y2) est un point singulier de A,

contradiction.

(i) Siys = 0, alors yp = 0 de I'équation de V'. On vérifie qu’ef-
fectivement tous les points de la droite yg = y1 = y3 = 0 sont

des points singuliers.

2. Supposons z3 # 0. On a donc ’équation de V' en coordonnées affines :

Oé(x(],.l'l,LUQ) + 5(1’0,561, x2) =+ 7('7707'1‘17'%2) + .’E(Q)J}Z =0.

Il suffit d’analyser deux cartes de 1’éclatement :

(a) xo = Yo, 1 = Y1Y0, T2 = Ya2Yo, T4 = Y4. L’équation de V' s’écrit

a(1,y1,y2) + B(L, v, y2)v0 + (1, y1, y2) v + y3 = 0.

Pour tout point de V' au-dessus de L, on a yy = 0, et ’équation

de E' s’écrit

a(17ylvy2) + yz =0.

Le fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques et la

fibre au-dessus du point générique Spec C(y4) de L est lisse.

Si @ = (0,y1,Y2,y4) est un point singulier de V' au-dessus d’'un
point de L, on a donc 2ys = 0, d’out y4 = 0 et puis a(Q’) = 0.
Comme dans le cas 1(b)(4), on montre que @’ est un point singulier

de A, contradiction.

(b) zo = yoy1, T1 = Y1, T2 = Y21, T4 = Y4. L'équation de V' s’écrit

a(yo, 1,y2) + Bwo, L, y2)y1 +v(vo, L, y2)yi + ydyi = 0
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et au-dessus de L on a y; = 0 et on obtient I’équation

a(yo, 1,y2) + ygyi = 0.

Ici encore pour un point singulier au-dessus du point générique
Spec C(y4) de L on voit d’abord que yo = 0, puis que le point
(0:1:y9) correspond a un point singulier de A (défini sur le corps
C(ya)), contradiction.

Si @ = (y0,0,y2,y4) est un point singulier de V', on a 2y4y3 = 0.

On a donc a(Q) =0 et %@Lw) =0,7=0,2, on obtient donc un

point singulier de A, contradiction.

0

Soit L' C V' la droite image réciproque du point P. Soit V’ — V'
I’éclatement de la droite L’.

Lemme A.}. — Les seules singularités de V" sont des points doubles or-
dinaires. La variété V' est lisse en tout point au-dessus de L. Le diviseur
exceptionnel E" de V" — V' est une surface rationnelle lisse et les fibres de
Uapplication E" — L' sont des coniques.

Démonstration. — On reprend I’équation de la carte singuliere (A.5) de V' :

a(yo, 1, y2)y2 + B(yo, 1, y2)y1ys + (w0, 1, y2)y? + 32 = 0.

Notons qu’on a une deuxieme carte singuliere, en échangeant les roles de x;
et xo dans le lemme précédent.

On a trois cartes affines dans 1’éclatement V" de la droite L' : yog = y1 =
ys = 0 au-dessus de la carte (A.5)).

1. yo = up, y1 = uou1,y2 = us,y3 = upug. L’équation de V" s’écrit
alug, 1, ug)u2 + Bluo, 1, ug)usus + v(ug, 1, us)u? +1 = 0.
Pour tout point au-dessus de L’ on a ug = 0 et obtient I’équation de E”

(0,1, u2)u3 + £(0, 1, u2)usuz + v(0, 1, uz)us + 1 = 0.

Pour un point singulier de E”, on a a(0, 1, uz)-2us+ 3(0,1,u2)-u3 =0
et B(0,1,u2) - ug +v(0,1,uz2) - 2u; = 0, d’ou

(0,1, u2)u§ + B8(0, 1, u2)ujug + (0, 1, UQ)U% =0+# —1.
De méme, pour un point singulier @” de V" on montre que

a(Q")uz + B(Q")uruz +¥(Q")ui = 0 # —1.
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2. yo = upu1,y1 = ui,y2 = uz2,y3 = uiug. L’équation de V" s’écrit
a(ugur, 1,u)uj + Buous, 1, uz)us + y(ugus, 1, up) + ug = 0.
Pour tout point au-dessus de L' on a u; = 0 et on obtient I’équation de
E//
(0,1, uz)u3 + B(0,1, uz)us 4+ v(0, 1, uz) 4+ ud = 0.

Pour un point singulier de E” on a 2ug = 0, donc
O[(O, 17 UQ)'U,% =+ 6(07 17 ’LL2)U3 + fY(Oa 17 u2) =0.

Puis on obtient 2a/(0, 1, ug)us + (0, 1, u2) = 0 en dérivant par rapport a
ug. Comme %Z’uz) = g—g(o, 1,u3) et de méme pour S et 7, en dérivant
par rapport a zg, on déduit que (0:1:ug:ug) € M\ {Py}, ce qui n’est
pas possible d’apres 'hypothese

Pour un point singulier Q” de V” on a une analyse similaire :
aa(#ulo’l’w) = 0 et de méme pour B et 7, d’ou ug = 0 en prenant la
dérivée par rapport a ug. En prenant la dérivée par rapport a uo on
en déduit que la projection (0 : 1 : ug : us) de Q" est dans M \ {Fp},
contradiction avec le choix de ’hyperplan zg = 0.

3. Yo = ugusz,y1 = uiuz, Yy = us,y3 = uz. L’équation de V" s’écrit
alugus, 1,u2) + B(uous, 1, ug)uy + (uous, 1, ug)ui + ug = 0.

Ici, pour tout point au-dessus de L' on a ug = 0 et on obtient I’équation
de E"

a(0, 1, uz) + (0, 1, uz)ur + (0, 1, uz)ui + uf = 0.
Pour un point singulier de E” on a 2ug = 0, d’out
a(0,1,u2) + (0,1, u2)u; + (0, ].,UQ)U% =0.
Si u1 # 0, on montre de la méme fagon que dans la carte précédente que
(0:1:wug: u%) € M\ Py et on obtient une contradiction. Si u; = 0, on
a a(0,1,u2) = 0 de I"équation, et puis 5(0,1,us) = —2u1y(0,1,u2) = 0.
On a donc (0 :1: uz) € AN (B U Ey), contradiction avec ’hypothese

A3l

Pour Q" un point singulier de V" on a %w = 0 et de méme
pour (3 et v, d’ott ug = 0. On déduit de méme que soit ug # 0 et (0:1:
ug :uyt) € M\ {Po}, soit ug =0 et (0:1:up) € AN (Fy U Ey), ce qui
n’est pas possible d’apres le choix de 'hyperplan zg = 0.

0

Soit W — V" I’éclatement des points doubles ordinaires de V.
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Proposition A.5. — (i) La variété W est lisse.

(ii) Le diviseur exceptionnel E de la résolution = : W — V' s’écrit comme
lunion disjointe E = U2, E;, ot

(iia) les composantes Eq,...Eg sont des quadriques lisses au-dessus de
points doubles ordinaires ;

(1ib) Eig est Uunion de deux surfaces rationnelles E' U E", le morphisme
7 induit une fibration E' — L dont les fibres sont des coniques et la fibre
générique est lisse, E" est lisse et m1(E") = P.

(iii) Le morphisme W — V' est un C Hy-isomorphisme universel.

(iv) le groupe H*(W,Z)1ors est non nul.

Démonstration. — Les propriétés (i) et (ii) résultent de la construction et
des lemmes précédents. D’apres la proposition pour établir (iii) il suffit
de vérifier que sur tout corps F' les fibres de Wrp — Vp au-dessus des F-
points sont CHyp-triviales, ce qui résulte de (i7) car ces fibres sont soit la
F-surface rationnelle projective et lisse E7, soit une F-conique lisse avec un
point rationnel, soit une conique réductible sur F', soit une F-surface quadrique
lisse déployée. Puisque W est birationnelle & la variété d’Artin-Mumford, la
propriété (iv) résulte de [1]. O
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