
Le théorème d'uniformisation de Ofer Gabber et un survol de quelques
conséquences : �nitude, Lefschetz a�ne et pureté.

Fabrice Orgogozo
Exposé oral : 7 avril 2006 ; texte : 24 janvier 2007.

1. Le théorème d'uniformisation ([Gab05b] �1)

1.1. � SoitX un schéma. Notons (pf/X) la catégorie des schémas localement de présentation
�nie sur X. On munit cette catégorie de la topologie engendrée ([SGA4 ii 1.1.6]) par les familles
de morphismes suivantes : (i) Y ′ → Y , propre de présentation �nie et surjectif (ii) (Yi → Y )i∈I ,
un recouvrement par des ouverts de Zariski. On l'appelle topologie pspf (pour � propre, surjectif,
de présentation �nie �).

Proposition 1.2. � La topologie pspf est plus �ne que la topologie étale.

Démonstration (esquisse). � Soit U → X un morphisme étale surjectif entre schémas a�nes
supposés excellents pour simpli�er. On va montrer que le morphisme U → X est dominé par un
recouvrement Zariski d'un schéma �ni surjectif au-dessus de X. Quitte à remplacer X par un
schéma �ni surjectif au-dessus, on peut supposer X réduit, irréductible et �nalement normal.
Soit K le corps des fractions de X et L l'anneau total des fractions de U . Si K ′ est une extension
�nie séparable de K telle que L⊗K K ′ soit une K ′-algèbre diagonale, et X ′ est le normalisé de
X dans K ′, le produit �bré U ×X X ′ est étale (surjectif) sur X ′ et génériquement trivial ; c'est
donc un recouvrement par des ouverts de Zariski.

Remarque 1.3. � Le spectre d'un anneau de valuation à corps des fractions algébriquement
clos est pspf local (exercice).

Dé�nition 1.4. � On dit qu'un recouvrement pspf est standard s'il est de la forme (Ui →
X ′ → X) où X ′ → X est un morphisme propre surjectif de présentation �nie et (Ui → X ′) est
un recouvrement par des ouverts de Zariski.

Proposition 1.5. � Tout recouvrement pspf d'un schéma cohérent est dominé par un recou-
vrement pspf standard.

Démonstration (esquisse). � Il su�t de montrer que si {Ui → X}i∈I est un recouvrement deX
par des ouverts de Zariski et {Xi → Ui}i∈I une collection de morphismes surjectifs, propres de
présentation �nie, il existe un morphisme surjectif, propre de présentation �nie X ′ → X et un
recouvrement par des ouverts de Zariski {U ′

i → X ′} tel que chaque morphisme composé U ′
i → X

se factorise à travers Xi → X. Sous nos hypothèses, les morphismes (composés) Xi → X
sont compacti�ables ; notons, pour chaque i, Xi → X une compacti�cation et observons que
Xi|Ui

= Xi. Posons X ′ = X1×X · · · ×X Xr, où I = {1, . . . , r}, et U ′
1 = X1×X X2×X · · · ×X Xr,

U ′
2 = X1 ×X X2 ×X X3 ×X · · · ×X Xr etc. Les ouverts U ′

i recouvrent les schémas X, surjectif,
propre et de présentation �nie sur X. Par projection sur le i-ième facteur, chaque U ′

i s'envoit
sur Ui.

Théorème 1.6 (Théorème d'uniformisation ; [Gab05b], 1.1)
Soient X un schéma noethérien quasi-excellent ([Ill06], �1), et Z un fermé rare de X. Il

existe une famille �nie de morphismes (Xi
fi→ X)i∈I , qui est couvrante pour la topologie pspf,

et telle que pour chaque i ∈ I :

i. le schéma Xi est régulier et connexe,
ii. le sous-ensemble fermé Zi = f−1

i (Z) de Xi est soit vide soit le support d'un diviseur stric-
tement à croisements normaux,
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iii. le morphisme Xi → X est quasi-�ni au-dessus d'un ouvert dense de X, et envoie le point
générique de Xi sur un point maximal de X.

Commençons par un dévissage.

Proposition 1.7. � Pour démontrer 1.6, on peut supposer X local hensélien.

Démonstration. � Soit X comme dans loc. cit. et x un point de X. Le localisé X(x) de X en
x pour la topologie étale est excellent ([ÉGA iv 18.7.6]) de sorte qu'on peut supposer qu'il
existe une famille �nie (fi : Xi → X(x))i∈I comme dans 1.6. D'après [ÉGA iv 8.8.2], les fi
proviennent par image inverse d'un voisinage étale X ′ → X de x ; on véri�e également que les
propriétés (i)-(iii) sont conservées. La topologie étale étant plus �ne que la topologie pspf (1.2),
cela su�t pour conclure.

La démonstration se fait en deux temps :

Théorème 1.8 (Théorème d'approximation ; [Mor06a], �2)
Soit d ≥ 0 un entier et supposons le théorème d'uniformisation vrai pour toute paire (X,Z),

où X est un schéma noethérien local complet de dimension ≤ d et Z est un fermé rare. Alors,
le théorème d'uniformisation est également vrai pour toute paire (X,Z) où X est un schéma
noethérien local hensélien excellent de dimension ≤ d.

Théorème 1.9 ([Gab05b] �5 (cf. �2 ci-dessous)). � Soit d ≥ 0 un entier, et supposons le
théorème d'uniformisation vrai pour toute paire (S, T ), où S est un schéma noethérien quasi-
excellent de dimension ≤ d−1 et T un fermé rare. Alors, le théorème d'uniformisation est vrai
pour toute paire (X,Z), où X est un schéma noethérien local complet de dimension ≤ d.

Donnons ici quelques idées sur la démonstration du théorème 1.8. La démonstration complète
fait l'objet de [Mor06a]. Partant d'une uniformisation du complété d'un schéma hensélien
excellent, on descend l'uniformisation par la procédure suivante. La di�culté est de véri�er que
les propriétés des schémas (p. ex. la régularité) et des morphismes (p. ex. être génériquement
�ni) sont conservées.

Construction 1.10. � Soient A un anneau local hensélien excellent, X = Spec(A) son

spectre, et X̂ = Spec(Â) le spectre de son complété. Pour tout morphisme de présentation

�nie f : Y → X̂, toute sous-A-algèbre B de type �ni de Â de spectre X ′ munie d'un morphisme

de présentation �nie f ′ : Y ′ → X ′ induisant f̂ , et toute section σ : X → X ′, on note fσ
(i) le

morphisme f ′ ×X′,σ X : Yσ → X. On dira que σ approche X̂ → X ′ à l'ordre n si les composés

X(n) ↪→ X
σ→ X ′ et X(n) ↪→ X̂ → X ′ coïncident, où l'on a posé X(n) := Spec(A/mn).

(La notation Y , sans doute préférable à Ŷ , est copiée de [Art69].)
La dernière hypothèse entraîne que les deux X̂-schémas Y et Yσ ×X X̂ ont même réduction

modulo mn. On appellera par la suite f ′ un modèle de f sur X ′ et on notera Ŷσ le schéma
complété Yσ ×X X̂.
Partant d'un morphisme f , l'existence de telles données résulte de l'hypothèse de présentation

�nie (=type �ni ici), ainsi que du théorème d'approximation d'Artin-Popescu : pour chaque X ′

comme ci-dessus et chaque entier n ∈ N, il existe une section X → X ′ approchant le morphisme
X̂ → X ′ à l'ordre n.
En d'autres termes, pour chaque f ′, n, on a au moins un diagramme à carrés cartésiens et

triangle inférieur commutatif :

(i)La notation est quelque peu abusive : on oublie la dépendance en le choix de f ′.
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Théorème 1.11 (Théorème d'approximation II). � Soient X un schéma local hensélien

excellent, Z un fermé rare, et (fi : Y i → X̂)i∈I une uniformisation de la paire (X̂, Ẑ) comme
en 1.6.
Il existe un choix de X ′ et n comme en 1.10 tels que pour toute section σ approchant X̂ → X ′

à l'ordre n, il existe des ouverts Ui,σ (i ∈ I) des Yi,σ tels que la famille (Ui,σ → X) soit un
recouvrement pspf de X et satisfasse aux propriétés (i)-(iii) de 1.6 relativement à Z.

Le choix de X ′, n ne dépend pas seulement de f :
∐

i∈I Y i → X̂ mais aussi des diviseurs
dé�nissant Z dans les Y i (cf. 1.14 ci-dessous).

1.12. � Étant donnés des X̂-schémas Y i et un entier n, on obtient par 1.10 des X-schémas
Yi,σ tels que lesX(n)-schémas Y i× bXX(n) et Yi,σ×XX(n) soient isomorphes. On va montrer que
l'on peut avoir un résultat bien plus fort. Pour l'énoncer nous utiliserons la dé�nition suivante
(qui épaissit un peu la notion d'isomorphisme sur les GrI) :

Dé�nition 1.12.1 ([Gab05b], �2). � Soient A un anneau, I un idéal et n ∈ N. Deux A-
modules M,M ′ sont (I, n)-isomorphes s'il existe un isomorphisme de ⊕k∈ZI

k-modules

⊕k∈ZI
kM/Ik+nM → ⊕k∈ZI

kM ′/Ik+nM ′.

On convient que I−r = A pour r ≤ 0. Si B et B′ sont deux A-algèbres, ont dit qu'elles sont
(I, n)-isomorphes s'il existe un isomorphisme de ⊕k∈ZI

k-algèbres comme ci-dessus.

On a alors :

Théorème 1.13 (Théorème d'approximation des morphismes)
Soient X comme en 1.10 et f : Y → X̂ un morphisme a�ne de type �ni. Il existe un

entier c ∈ N, une factorisation X0 → X de type �ni du morphisme X̂ → X et un modèle
de f sur X0 tels que pour toute telle factorisation X ′ → X0 → X comme ci-dessus et toute

section σ de X ′ → X approchant X̂ → X ′ à un ordre n ≥ c+ 1, les X̂-schémas Y et Ŷσ soient
(m bX , n− c)-isomorphes.

L'hypothèse d'a�nité sur f n'est là que pour simpli�er l'exposition : on peut faisceautiser la
dé�nition d'un (m bX , n)-isomorphisme et démontrer un résultat semblable dans le cas général.
L'utilité du théorème précédent provient essentiellement du lemme suivant :

Lemme 1.13.1. � Soient A un anneau, I un idéal de A et B,B′ deux A-algèbres noethé-
riennes.

i. La dimension est préservée par (I, 1)-isomorphisme : si B et B′ sont (I, 1)-proches (comme
A-algèbres), pour tout x ∈ Spec(B/I) = Spec(B′/I), on a :

dim(Bx) = dim(B′
x).

ii. La régularité est préservé par (I, 2)-isomorphisme : si B et B′ sont (I, 2)-proches (comme
A-algèbres), pour tout x ∈ Spec(B/I) = Spec(B′/I), Bx est régulier ssi B′

x est régulier.
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Démonstration. � Le premier point résulte du fait que pour tout anneau local noethérien C et
tout idéal strict J de C, on a dim(C) = dim GrJ(C) ; cf. p. ex. [Mat89], 15.7. Pour le second,
il su�t de constater que si B est un anneau local et I un idéal strict, le quotient mB/m

2
B est

isomorphe au quotient mB/m
2
B
où B = B/I2 ; en particulier il ne dépend que de la classe de

(I, 2)-isomorphisme.

1.14. Application de 1.13 à 1.11. � Partant d'un recouvrement pspf f : Y =
∐
Y i → X̂

ayant un modèle sur X ′, la construction 1.10 permet d'obtenir un recouvrement pspf de X :
quitte à grossir X ′, on se ramène au cas où le recouvrement de X̂ est standard, auquel cas il
est clair que les propriétés à véri�er (recouvrement Zariski, propreté, surjectivité) sont stables
par changement de base. Les propriétés (i)-(iii) sont plus délicates à véri�er.
On applique pour cela le théorème 1.11 ci-dessus pour n−c ≥ 2. D'après le lemme précédent,

les schémas Yi,σ sont alors réguliers le long de la �bre spéciale sur X. (On utilise le fait que la
régularité se teste (sans hypothèse d'excellence) après complétion.)
Comme le lieu régulier d'un schéma excellent est ouvert, on conserve un recouvrement pspf

en considérant les ouverts Ui,σ = Yi,σrég :

Lemme 1.14.1 ([Mor06a], 2.4.6). � Soient X un schéma local noethérien et Y → X un
morphisme de type �ni pspf-couvrant. Pour tout voisinage U de la �bre spéciale, le morphisme
U → X est encore couvrant.

La propriété (i) peut donc être satisfaite. Véri�ons brièvement (ii). On peut supposer Y
connexe ; il est également régulier par hypothèse. Par hypothèse, on peut supposer que l'image
inverse (topologique) du fermé Z de X dans Y est dé�nie par l'équation t1 · · · tr = 0. Posons
Dj := V (tj) ; pour chaque J ⊂ [1, r], les schémas DJ := ∩j∈JDj sont réguliers, purement de
codimension #J . On applique le théorème 1.13 (pour n−c ≥ 2) au coproduit Y

∐ ( ∐
J DJ

)
→

X̂ ; en particulier on peut supposer les Dj dé�nis sur le modèle Y ′ de X ′. Le morphisme σ étant
une section, l'image inverse topologique de Z dans Yσ est égale au support du sous-schéma
Dσ := ∪jDj,σ. D'après ce qui précède, quitte à considérer un voisinage ouvert (régulier) de
la �bre spéciale du morphisme Yσ → X, on peut supposer que les intersections des Dj,σ sont
régulières, de la codimension attendue.
Pour la propriété (iii) ainsi que les détails sur les points précédents, nous renvoyons le lecteur

à [Mor06a], �2.

1.15. Sur la démonstration du théorème 1.13. � La Â-algèbre B := Γ(Y ,OY ) est
isomorphe au quotient d'une algèbre de polynômes Â[T ]. Elle s'identi�e donc au conoyau d'un
morphisme Â[T ]-linéaire

Â[T ]r
ϕ→ Â[T ].

En termes géométriques, on plonge Y dans un X̂-espace a�ne.
Il existe un sous-anneau A0 de Â, de type �ni sur A, tel que ϕ provienne par extension des

scalaires d'un morphisme A0[T ]r
ϕ0→ A0[T ], de conoyau noté B0, un modèle de B (de type �ni)

sur A0 (rappelons que le produit tensoriel est exact à droite). De même pour A′/A0 de type
�ni. Par le procédé 1.10, on en déduit, pour chaque σ comme dans loc. cit., un morphisme
A[T ]r

ϕσ→ A[T ], de conoyau noté Bσ. Si σ est une approximation à l'ordre n, après réduction
modulo mnbA, les morphismes ϕ et ϕ̂σ sont isomorphes. Comme il s'agit d'applications linéaires
entre modules libres, on véri�e aisément qu'elles sont même (m bA, n)-isomorphes.
Remarquons que cette construction s'étend immédiatement au cas d'une résolution à trois

termes de B : Â[T ]s
bψ→ Â[T ]r

bϕ→ Â[T ](→ B). Comme ci-dessus, elle se descend à tout A′ sur
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un A0 convenable et produit, par image inverse par une section n-approximante, un complexe
sur A (non nécessairement exact au milieu). Cela sera utile en 1.15.2.

On veut montrer que pour n su�samment grand, B et B̂σ sont (m bA, 2)-isomorphes.

Cela résulte des deux propositions suivantes (appliquées à C = Â[T ]). Il s'agit de cas parti-
culiers de résultats bien plus généraux ; cf. [Gab05b], �2 (énoncés) et [Mor06a], �1 (démons-
trations).

Proposition 1.15.1. � Soient C un anneau noethérien, I un idéal, r, s, c ≥ 0 des entiers
naturels et n ≥ c un entier. Dans le sous-C-module de HomC(Cr, Cs) constitué des applications
dont c est une constante d'Artin-Rees(ii), deux applications qui coïncident modulo In ont des
conoyaux (I, n− c)-proches.

(En d'autres termes, si ϕ, ϕ′ : Cr → Cs sont deux morphismes de C-modules libres de type �ni
et c une constante d'Artin-Rees commune, les deux ⊕Ik-modules ⊕IkCoker(ϕ)/Ik+n−cCoker(ϕ)
et ⊕IkCoker(ϕ′)/Ik+n−cCoker(ϕ′) sont isomorphes dès que les deux morphismes (C/In)r →
(C/In)s coïncident.)

Proposition 1.15.2. � Soient C un anneau noethérien, I un idéal et K = (Cr ψ→ Cs ϕ→ Ct),

K ′ = (Cr ψ′→ Cs ϕ′→ Ct) deux complexes de C-modules libres de type �ni, le premier étant exact
au milieu. Supposons que l'on ait l'égalité K /Ic+1 = K ′/Ic+1, où c est une constante d'Artin-
Rees pour Im(ϕ) et Im(ψ). Alors, c est également une constante d'Artin-Rees pour Im(ϕ′).

On trouvera également des résultats semblables dans [CdJ02] (lemme 3.1, théorème 3.2) et
dans [PS73] (�6).

Démonstration de 1.15.1. � Pour chaque k ∈ Z, il nous faut montrer que les � dénomina-
teurs � du quotient

IkAs/(Ik+n−cAs + IkAs ∩ Im(ϕ))

et son analogue pour ϕ′ coïncident sous les hypothèses de la proposition (ou plutôt la paraphrase
qui la suit). Soit x ∈ IkAs ∩ Im(ϕ). On a supposé que IkAs ∩ ϕ(Ar) ⊂ ϕ(Ik−cAr), de sorte que
x = ϕ(v) où v ∈ Ik−cAr. Décomposons : x = (ϕ− ϕ′)(v) + ϕ′(v). Le premier terme appartient
à In+(k−c)As (car ϕ − ϕ′ est congru à 0 modulo In) tandis que le second appartient à Im(ϕ′).
Par soustraction, ce dernier terme appartient également à IkAs (puisque c'est le cas de x).
Finalement, x ∈ Ik+n−cAs+IkAs∩Im(ϕ′). Par symétrie, on a l'égalité Ik+n−cAs+IkAs∩Im(ϕ) =
Ik+n−cAs + IkAs ∩ Im(ϕ′) désirée.

Démonstration de 1.15.2. � L'entier c étant une constante d'Artin-Rees pour les images des
di�érentielles de K , la suite spectrale E•(K ) : Hp+qGrpFK ⇒ GrpFHp+q(K ) associée à la �ltra-
tion I-adique (notée F ) du complexe K (cf. p. ex. [Ser65], II-15, théorème) dégénère en Ec+1.
Or, les termes E1(K ), . . . , Ec+1(K ) ne dépendent par construction que des F p(K )/F p+r(K )
pour r ≤ c + 1. Puisque que K /Ic+1 et K ′/Ic+1 sont égaux (de sorte que K et K ′, dont
les constituants sont libres, sont (I, c + 1)-proches), on en déduit que la diagonale p + q = 0
de Ec+1(K ′) est nulle (cela résulte du fait que H0(K ) = 0). À partir du cran c + 1, la suite
spectrale de K ′ est donc concentrée sur les diagonales p + q ∈ {−1, 1} ; avec tous ces zéros,
elle ne peut que converger à partir de ce cran. Le théorème de loc. cit. étant une équivalence,
l'entier c est une constante d'Artin-Rees pour ϕ′ (et ψ′).

(ii)Pour tout t ≥ c, on a ItCs ∩ Im ⊂ It−cIm.
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2. Fibration dans le cas complet

Les ingrédients essentiels à la démonstration de 1.9 sont le théorème ci-dessous, le théorème
de de Jong sur les familles de courbes et le théorème de résolution des singularités des log-
schémas log-réguliers dû à K. Katô. Cette partie de la démonstration des théorèmes de Gabber
n'est pas discutée ailleurs dans le groupe de travail. Nous espérons donner tous les détails
nécessaires.

Théorème 2.1 (Théorème d'algébrisation partielle). � Soient X = Spec(A) un schéma
local complet noethérien normal de dimension d ≥ 2, et Z un fermé strict. Il existe :

i. un morphisme �ni dominant ν : X ′ → X, avec X ′ = Spec(A′) local normal,

ii. un sous-anneau local intègre hensélien excellent Ã′ de A′, de complété (pour la topologie de
l'idéal maximal) isomorphe à A′,

iii. un fermé Z̃ ′ strict de X̃ ′ := Spec(Ã′) dont l'image inverse sur X ′ contient ν−1(Z),

iv. un morphisme essentiellement de type �ni Spec(Ã′)→ S ′ = Spec(B′), où B′ est un anneau
local complet régulier de dimension d− 1.

En égale caractéristique, on peut supposer que ν est l'identité.

Notre acception de l'expression � essentiellement de type �ni � que est plus générale que celle
employée d'habitude : il s'agit ici du composé d'une hensélisation et d'un morphisme de type
�ni (cf. �n du 2.5).

Remarque 2.2. � D'après [Gab05b], théorème 5.1, on peut s'arranger pour avoir une égalité
dans (iii).

Le lecteur qui voudra bien admettre ce résultat peut passer directement à la section 3.
Nous allons maintenant démontrer 2.1. On encourage le lecteur à ne se référer aux deux

sections suivantes qu'au court des besoins et à commencer sa lecture par la section �2.5.

2.3. Égale caractéristique (préparatifs). �

Théorème 2.3.1 (Théorème de Cohen-Gabber ; Ofer Gabber, [Gab05a], lemme 8.1)
Soit A un anneau local complet noethérien réduit, d'égale caractéristique p > 0, équidimen-

sionel de dimension d et de corps résiduel k. Il existe un sous-anneau A0 de A, isomorphe à
k[[t1, . . . , td]], tel que A soit �ni sur A, sans torsion et génériquement étale.

Ce résultat apparaît explicitement comme hypothèse (dans le cas intègre) dans [ÉGA 0iv 21.9.5].
La démonstration du théorème, tirée de [Gab05a], occupe les paragraphes 2.3.2 à 2.3.6.

2.3.2. � Soient t1, . . . , td ∈ A un système de paramètres, {bi}i∈I une p-base de k = A/mA,
{βi}i∈I des relèvements des bi dans A (que nous changerons par la suite), et κ ⊂ A le corps de
représentants correspondant (cf. [Bourbaki, A.C. chapitre ix, �2, N�2]).
Notons C l'ensemble des composantes irréductibles de A, {℘α}α∈C l'ensemble des idéaux pre-

miers minimaux de Spec(A), et Aα := A/℘α l'anneau intègre de dimension d correspondant à la
composante irréductible α. L'anneau A étant réduit, on a (0) = ∩α℘α ; c'est une décomposition
primaire réduite : ∀α,∩β 6=α℘β ( ℘α.
Pour tout ensemble �ni e ⊂ I, posons κe := κp(βi, i /∈ e) ⊂ κ. Les trois propriétés suivantes

sont évidentes :

(?) [κ : κe] < +∞, κe∪e′ ⊂ κe ∩ κe′ et ∩e⊂I κe = κp.
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2.3.3. � Pour simpli�er les notations, �xons α ∈ C et posons B = Aα, L son corps des
fractions et τi l'image de ti ∈ A dans B par la surjection canonique. Considérons les anneaux
suivants :

Rκ = κ[[τ1, . . . , τd]] ⊂ B,

Lκ = FracRκ ⊂ L,

Rκ,e = κe[[τ
p
1 , . . . , τ

p
d ]] ⊂ Rκ,

Lκ,e = FracRκ,e ⊂ Lκ;

les morphismes d'inclusion sont �nis (cf. p. ex. [ÉGA 0IV 19.8.8], démonstration).
D'après [Mat89], �30, lemme 6, et l'analogue de (?) pour les sous-corps Lκ,e de Lκ, on a

l'égalité
rangLΩ1

L/Lκ,e
= rangLκ

Ω1
Lκ/Lκ,e

,

dès que l'ensemble �ni e est su�samment grand.
En particulier, on peut supposer cette égalité valable pour chaque composante irréductible α.
Le terme de gauche est le rang (générique) du B-module Ω1

B/Rκ,e
; remarquons que d'après

[ÉGA 0IV 21.9.4], Ω1
B/Rκ,e

s'identi�e au module Ω̂1
B/κe

des formes di�érentielles continues. Le
terme de droite est le rang du Rκ,e-module libre Ω1

Rκ,e/Rκ
. Ce dernier est égal à d+rangκΩ

1
κ,κe

=

d+ |e| de sorte que l'on a :

(2.a) rangBΩ̂1
B/κe

= d+ |e|

Lemme 2.3.4. � Pour tout idéal non nul I de B, l'ensemble des d(i) ⊗B L, pour i ∈ I, est
une famille génératrice du L-espace vectoriel Ω̂1

B/κe
⊗B L.

Démonstration. � En e�et, si i0 ∈ I est non nul et si l'on pose v0 = d(i0), l'ensemble d(Bi) =
{bv0 + i0db, b ∈ B} contient v0 et est générateur puisque l'ensemble des db l'est.

2.3.5. � Supposons e choisi comme ci-dessus. Identi�ons l'ensemble C des composantes irré-
ductibles de Spec(A) à l'ensemble {1, . . . , c}, et notons pour tous i ∈ e et j ∈ {1, . . . , c}, βi,j
l'image dans Aj = A/℘j de βi ∈ A. (Rappelons que les βi font partie d'une p-base de κ ⊂ A.)
Fixons 0 ≤ j ≤ c−1 et supposons qu'il existe des éléments {mi}i∈e dans mA tels que les images
des éléments βi+mi dans chacun des anneaux A1, . . . , Aj ait des di�érentielles linéairement in-
dépendantes (dans Ω1

A1/Rκ,e
⊗A1 FracA1, . . ., Ω1

Aj/Rκ,e
⊗Aj

FracAj,). (Pour j = 0, cette condition
est vide.) Véri�ons qu'il en est de même pour j + 1. On peut supposer que les mi (i ∈ e) sont
nuls ; nous le ferons pour simpli�er les notations. A�n de ne pas altérer les choix précédents
sur les composantes A1, . . . , Aj, on considère l'idéal ℘1 ∩ · · · ∩ ℘j = Ker(A → A1 × · · · × Aj).
Comme rappelé plus haut, l'idéal ℘1 ∩ · · · ∩ ℘j n'est pas contenu dans ℘j+1 de sorte que son
image dans B := A/℘j+1 est un idéal non nul ; nous le noterons I. D'après les résultats du para-
graphe précédent, rangBΩ̂1

B/κe
= d+ |e| ≥ |e| et la famille d(I) est génératrice dans Ω̂1

B/κe
⊗B L

(où L = FracB). Il existe donc des éléments m′
i ∈ I, i ∈ e, tels que les di�érentielles des

éléments d(βi,j+1), i ∈ e, soient linéairement indépendantes. Il su�t alors de relever les m′
i dans

℘1 ∩ · · · ∩ ℘j ⊂ mA pour obtenir les éléments souhaités.

2.3.6. � D'après les résultats des deux paragraphes précédents, il existe un ensemble �ni e
tel que pour chaque composante irréductible B de A on ait rangBΩ̂1

B/κe
= d+ |e| et d'autre part

des éléments β′i, i ∈ e, relevant les bi, dont les di�érentielles sont linéairement indépendantes
dans ces groupes. Si l'on considère le corps κ′ := κp(βi, i /∈ e; β′i, i ∈ e) = κe(βi, i ∈ e) ⊂ A,
celui-ci s'envoie isomorphiquement sur k par la surjection canonique A→ k = A/mA et l'on a

rangBΩ̂1
B/κ′ = d

pour toute composante connexe B de A. Pour simpli�er les notations nous noterons ce nouveau
corps de représentants κ.
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Le A-module Ω̂1
A/κ étant de rang (générique) d sur chaque composante irréductible, on montre

en procédant comme précédemment, qu'il existe des éléments f1, . . . , fd de A tels que les
d(fi mod℘α) ⊗Aα FracAα forment une base de Ω̂1

Aα/κ
⊗Aα FracAα pour chaque composante

irréductible Aα. Quitte à les multiplier par une puissance p-ième d'un élément non nul ap-
partenant à mA, on voit que l'on peut les supposer dans mA. Rappelons que l'on a choisi un
système de paramètres t1, . . . , td dans A, de sorte qu'en particulier, comme rappelé plus haut,
le morphisme A/k[[t1, . . . , td]] est �ni.
Posons, pour i ∈ [1, d],

t′i := tpi (1 + fi).

Soit A0 le sous-anneau κ[[t′1, . . . , t
′
d]] de A. Le morphisme A/A0 est �ni : cela résulte du fait

que les éléments 1 + fi sont des unités de A. Il est génériquement étale sur chaque composante
irréductible compte tenu de l'hypothèse sur les éléments fi et de la formule

d(t′i) = tpi dfi.

2.4. Caractéristique mixte (préparatifs). � Commençons par quelques rappels.

Théorème 2.4.1 (Helmut Epp, [Epp73], théorème 1.9). � Soit T → S un morphisme
dominant de traits complets, de caractéristique résiduelle p > 0. Notons κS et κT leurs corps
résiduels respectifs. Supposons κS parfait et le sous-corps parfait maximal de κT algébrique sur
κS. Il existe une extension �nie de traits S ′ → S telle que le produit �bré réduit normalisé

T ′ := (T ×S S ′)νréd
ait une �bre spéciale réduite au-dessus de S ′.

Nous n'utiliserons ce théorème qu'en caractéristique mixte ; dans ce cas, le produit �bré
T ×S S ′ est réduit.
2.4.2. � Commençons par véri�er que l'hypothèse sur les corps résiduels est satisfaite dans de
nombreux cas. Nous dirons qu'une extension de corpsK/k de caractéristique p > 0 a la propriété
de Epp si le sous-corps Kp∞ := ∩i≥0K

pn
de K est étale sur k, où, de façon équivalente, contenu

dans une clôture séparable k
sép

de k.

Lemme 2.4.2.a. � Pour tout corps K, on a, dans une clôture séparable K
sép

de K,

(Kp∞)
sép

= (K
sép

)p
∞
.

Démonstration. � L'inclusion (Kp∞)
sép ⊂ (K

sép
)p
∞
est évidente : Kp∞ est parfait donc toute

extension algébrique, en particulier sa clôture séparable (Kp∞)
sép
, l'est également. Comme cette

dernière est contenue dans K
sép
, elle est également contenue dans son plus grand sous-corps

parfait (K
sép

)p
∞
.

Réciproquement, considérons x ∈ (K
sép

)p
∞
, et notons, pour chaque entier n ≥ 0, xn sa

racine pn-ième dans K
sép

et fn son polynôme minimal (unitaire). En élevant l'égalité fn(xn) à
la puissance p, on obtient f (p)

n (xpn) = 0, où f (p)
n est le polynôme tel que f (p)

n (Xp) =
(
fn(X)

)p
.

Comme xpn = xn−1, on a f
(p)
n (xn−1) = 0 et, par irréductibilité de fn−1, fn−1|f (p)

n . Écrivons
f

(p)
n = fn−1 · h dans K[X] ; en l'évaluant en Xp, on en déduit : fpn = fn−1(X

p)h(Xp). Comme
fn est irréductible, on a fn−1(X

p) = f rn pour un r ∈ [1, p]. En dérivant cette égalité, on obtient
l'égalité 0 = rfnf

′
n. Le polynôme fn étant séparable, on a f ′n 6= 0 de sorte que r = p et �nalement

fn−1(X
p) = fpn = f

(p)
n (Xp). En conclusion, fn−1 = f

(p)
n et, par récurrence, f0 = f

(pn)
n , de sorte

que les coe�cients du polynôme minimal f0 de x, appartiennent à Kp∞ .

Proposition 2.4.2.b (Cf. [Epp73], �0.4). �
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i. Soient L/K et K/k ayant la propriété de Epp. Alors, L/k a la propriété de Epp.
ii. Toute extension �nie a la propriété de Epp.
iii. Pour tout entier n, et tout corps k, l'extension

(
Frac k[[x1, . . . , xd]]

)
/k a la propriété de

Epp.
iv. Soit A un anneau local complet noethérien intègre de corps résiduel k. Alors, l'extension

(FracA)/k a la propriété de Epp.

Démonstration. � (i) Par hypothèse, Lp
∞ ⊂ K

sép
. Comme le corps Lp

∞
est parfait, on en

déduit que Lp
∞ ⊂ (K

sép
)p
∞

= (Kp∞)
sép ⊂ k

sép
, où l'égalité résulte du lemme précédent.

(ii) Toute extension étale a tautologiquement la propriété de Epp. D'après (i), il reste à
considérer le cas d'une extension radicielle K/k. Si elle est de hauteur ≤ r, on a Kpr ⊂ k et en
particulier Kp∞ ⊂ k ⊂ k

sép
.

(iii) Soit A = k[[x1, . . . , xd]] et K son corps des fractions. Montrons que Kp∞ = kp
∞
. Comme

K est contenu dans k((x1, . . . , xd−1))((xd)), on se ramène par récurrence au cas où d = 1. Tout
élément de k((x))p

∞
a une valuation in�niment p-divisible donc nulle, de sorte que k((x))p

∞
est

contenu dans k[[x]]× et �nalement dans kp
∞
par un calcul immédiat.

(iv) Cela résulte des observations précédentes et du théorème de structure de Cohen.

2.5. Démonstration du théorème 2.1 en égale caractéristique. � Soit (X =
Spec(A), Z) comme dans loc. cit. et supposons le schéma X d'égale caractéristique. Puisque
l'on s'autorise à agrandir le fermé Z, on peut supposer ce dernier égal à V (f)(iii) où f ∈ A
est non nul. D'après 2.3.1, si k est le corps résiduel de A, il existe un sous-anneau A0 de A,
isomorphe à k[[t1, . . . , td]] tel que le morphisme X → X0 := Spec(A0) soit �ni, génériquement
étale. Soit g ∈ A0 une équation du lieu de rami�cation. Quitte à agrandir Z, on peut supposer
que f appartient à A0 : on peut prendre sa norme (rappelons que l'anneau A0 est normal).
Rappelons l'énoncé du théorème de préparation de Weierstraÿ sous la forme qui nous sera

utile (ici ainsi qu'en caractéristique mixte).

Théorème 2.5.1 (Karl Weierstraÿ). � Soient κ un anneau local séparé complet d'idéal
maximal m et d un entier.

i. Pour tout élément s ∈ κ[[t1, . . . , td]] non nul modulo (m, t1, . . . , td−1), il existe une unité
u ∈ κ[[t1, . . . , td]]× et un polynôme P , unitaire en td, P ∈ κ[[t1, . . . , td−1]][td], tel que

s = u · P.

ii. Pour tout élément s ∈ κ[[t1, . . . , td]] non nul modulo m, il existe un automorphisme κ-
linéaire c de κ[[t1, . . . , td]], tel que c(td) = td et c(s) soit non nul modulo (m, t1, . . . , td−1).

iii. Soit s ∈ κ[[t1, . . . , td]] congru modulo (m, t1, . . . , td−1) à utNd + λd+1t
N+1
d + · · · où u est une

unité de κ et les λi, pour i ≥ N + 1, appartiennent à κ. Pour tout h ∈ κ[[t1, . . . , td]], il
existe un unique couple (q, r) ∈ κ[[t1, . . . , td]] × κ[[t1, . . . , td−1]][td] tel que h = qs + r et
degtd(r) < N .

Il résulte immédiatement de (i-ii) (où l'on pose κ = k et m = 0) que quitte à changer les
variables, il est loisible de supposer f et g unitaires en la variable td (et à coe�cients dans
k[[t1, . . . , td−1]]). Ils appartiennent donc tautologiquement au sous-anneau (hensélien) Ã0 de
A0 isomorphe à k[[t1, . . . , td−1]]{td} (séries entières henséliennes). En�n, on déduit du (iii) que
la paire (X̃0 = Spec(Ã0), V (g)) est hensélienne (au sens de [Elk73], �0.1). On peut donc

(iii)Plus précisément au support du schéma V (f).
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appliquer le théorème d'algébrisation de Elkik (op. cit., théorème 5) qui assure l'existence d'un
carré cartésien

X

��

// X̃

��

X0
// X̃0

où X̃ → X̃0 est �ni, étale au-dessus du complémentaire de V (g) et où X → X̃0 est le morphisme
de complétion (qui coïncide avec la complétion (g)-adique). Par construction, le fermé V (f)

de X (qui contient le fermé Z d'origine) provient bien d'un fermé de X̃ (et même de X̃0).
Remarquons en�n que Ã0 est l'hensélisation en l'origine de l'anneau k[[t1, . . . , td−1]][td], de type
�ni sur B′ = k[[t1, . . . , td−1]].

2.6. Démonstration du théorème 2.1 en caractéristique mixte. � On cherche à imiter
la démonstration précédente. L'analogue du théorème 2.3.1 est ici bien connu : génériquement
on est en caractéristique nulle de sorte que le théorème de structure de Cohen fait l'a�aire.
Cependant, a�n de pouvoir appliquer les théorèmes de Weierstraÿ et de Elkik, il faut plus ; le
lieu de rami�cation ne doit pas être trop vertical (sur Zp). Cela est possible grâce au théorème
de Epp. Précisons.

2.6.1. � Soit k0 = kp
∞

le sous-corps parfait maximal du corps résiduel k de A (supposé
maintenant d'inégale caractéristique) et notons W0 = W (k0) l'anneau des vecteurs de Witt
correspondant. Il résulte d'un théorème de I.S. Cohen que l'on a un morphismeX := Spec(A)→
S0 := Spec(W0) relevant l'inclusion k0 ↪→ k ([ÉGA 0iv 19.8.6]).
Pour tout point maximal p de la �bre spéciale Xp, l'anneau de valuation discrète Ap a pour

corps résiduel FracA/p, où A/p est un anneau complet intègre noethérien de corps résiduel
k. D'après 2.4.2.b (i) & (iv), l'extension Frac(A/p)/k0 satisfait donc l'hypothèse du théorème
de Epp. Les idéaux p étant en nombre �ni et la conclusion du théorème de Epp étant stable
par changement de base (c'est un résultat de lissité formelle), il existe donc une extension �nie
S ′0 = Spec(W ′

0)→ S0 telle que la �bre spéciale du produit �bré normalisé X ′ := (X ×S0 S
′
0)
ν =

Spec(A′) soit réduite en ses points maximaux.
D'après le lemme suivant, la �bre spéciale est alors réduite.

Lemme 2.6.1.a. � Soit X un schéma noethérien normal. Tout diviseur de Cartier généri-
quement réduit est réduit.

2.6.2. � Procédons comme dans [Gab05b], �5.3 et notons k′0 le corps résiduel de W
′
0, �ni sur

k0, $′ une uniformisante de W ′
0, et remplaçons si nécessaire X ′ par une composante connexe

dominante surX. Soit k′ son corps résiduel, �ni sur k. L'inclusion k′0 ↪→ k′ déduite du morphisme
X ′ → S ′ est formellement lisse, car k′0 est parfait, donc se relève d'après [ÉGA 0iv 19.7. 1 et 2]
en un morphisme formellement lisse W ′

0 → I ′ où I ′ est un anneau local complet noethérien. Cet
anneau est un anneau de valuation discrète. L'anneau A′/$′ étant réduit (et équidimensionel
de corps résiduel k′′), il existe d'après le théorème de Cohen-Gabber (2.3.1), un morphisme
(k′0-linéaire) k

′ ↪→ A′/$′ et des éléments t1, . . . , td−1 ∈ A′/$′ tels que le morphisme induit
k′[[t1, . . . , td−1]]→ A′/$′ soit �ni, génériquement étale en haut et en bas.
Par lissité formelle de W ′

0 → I ′, le morphisme composé I ′ → k′ → A′/$′ se relève en un W ′
0-

morphisme I ′ → A′. En relevant les xi dans A′, cela nous permet de construire un morphisme
A′

0 := I ′[[t1, . . . , td−1]]→ A′, �ni (cf. p. ex. [ÉGA 0iv 19.8.8 (démonstration)]), étale au-dessus
du point générique de la �bre spéciale.

2.6.3. � Pour simpli�er les notations supposons que X est �ni au-dessus de X0 :=
Spec(I[[t1, . . . , td−1]]), où S = Spec(I) est un trait de Cohen, et étale au-dessus du point
générique de la �bre spéciale. Décomposons Z en Z ′ ∪ Z ′′ où Z ′ est une union de composantes
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irréductibles contenues dans la �bre spéciale (sur S) et Z ′′ ne contient pas de composante
irréductible de la �bre spéciale. D'après le théorème de Weierstraÿ 2.5.1 (appliqué à κ = I
et m = (p)) on peut supposer Z ′′ et le lieu de rami�cation du morphisme X → X0 dé�-
nis par des polynômes unitaires en td−1. Le schéma X (resp. Z ′′) se descend donc par le
théorème d'Elkik (resp. tautologiquement) en un schéma X̃, �ni génériquement étale sur
X̃0 := Spec(I[[t1, . . . , td−2]]{td−1}) (resp. en un fermé de X̃). Le fermé Z ′ se descend à X̃
car les composantes irréductibles de la �bre spéciale de X/S s'obtiennent par complétion à
partir des composantes irréductibles de la �bre spéciale de X̃/S. Cela résulte du fait que cette
�bre spéciale est un schéma excellent (cf. [ÉGA iv 18.9.2]). (Plus grossièrement, on pourrait
agrandir un peu plus Z ′ et considérer toute la �bre spéciale.)

3. Fibration en courbes : résolution des singularités de la paire (X,Z)

Dans cette section, on utilise le théorème d'algébrisation partielle (2.1) pour démontrer le
théorème d'uniformisation dans le cas complet (1.9). Soit d,X, Z comme dans loc. cit. ; on
procède par récurrence sur l'entier d. Quitte à éclater Z, localiser, normaliser puis compléter
(rappelons que cette opération commute ici à la normalisation) on peut supposer que Z est un
diviseur dans un schéma X (local noethérien complet) normal. On peut supposer d ≥ 2, sans
quoi le résultat est bien connu.
D'après 2.1, on peut supposer de plus queX (resp. Z) est la complétion d'un schéma hensélien

normal X̃ (resp. l'image inverse d'un fermé Z̃ de X̃), essentiellement de type �ni sur un schéma
S local complet régulier de dimension d − 1. Si f̃ : Ỹ → X̃ est un morphisme pspf couvrant
satisfaisant les conditions (i)-(iii) de 1.6 relativement à Z̃, il en sera de même de son image
inverse sur X relativement à Z. Cela résulte de la régularité du morphisme X → X̃ ([Ill06], 1.1
(i)) et du fait que cette propriété est stable par changement de base ([ÉGA iv 6.8.2]). Notre
problème se ramène donc au cas de la paire (X̃, Z̃), que l'on peut supposer a�ne. Par passage
à la limite ([ÉGA iv 8.6 et 8.8]), on peut supposer que X̃ et Z̃ sont a�nes, de type �ni sur S.
Pour simpli�er les notations, nous noterons dorénavant (X,Z) cette paire. Quitte à remplacer
S et X par leurs normalisés dans une extension radicielle leurs corps des fractions, on peut
donc �nalement supposer que :
� X est une S-courbe a�ne, à �bre générique lisse, géométriquement connexe, avecX normal,
connexe,

� les composantes irréductibles du diviseur Z qui dominent S sont génériquement étales.
Il résulte du théorème de de Jong sur les familles de courbes ([dJ97], 2.4, étendu au cas

d'un morphisme a�ne) que quitte à altérer S (qui n'est donc plus local mais malgré tout
justiciable de l'hypothèse de récurrence), on peut supposer que f est une courbe nodale, et que
les composantes irréductibles dominantes de Z sont dans le lieu de lissité de f , et étales sur S.
Soit Zvert la partie verticale de Z (c'est-à-dire l'union de ses composantes irréductibles non

dominantes). Soit T le fermé strict f(Zvert) ∪ SingS(f). Par hypothèse de récurrence, on peut
supposer que S est régulier et que T est un diviseur à croisements normaux. Le morphisme f
est donc une courbe nodale, lisse sur S − T , Zhor est contenu dans le lieu de lissité de f et est
étale sur S. D'après le théorème de structure locale des courbes nodales (cf. [dJ96], 2.23 &
3.3), on en déduit que la paire (X,Zhor ∪ f−1(T ) = Z ′) est log-régulière.

3.1. Rappels ([Mor06b]). � La log-régularité (loc. cit. 1.1.8(2) et 1.4.1) est locale pour
la topologie étale ; rappelons que si X = Spec(A) est strictement local noethérien intègre et
Z = V (f), on dit que la paire (X,Z) est log-régulière si et seulement si on a :

B := A/
(
(A ∩ A[f−1]×) \ A×)

est régulier et dim(A) = dim(B) + rgZ(A ∩ A[f−1]×/A×)gp.
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(Exemple : A = k[[x2, y2, xy]], f = xy.) Le schéma X est de plus régulier si le monoïde

(A ∩ A[f−1]×)/A× est isomorphe à un Nr.

(Dans l'exemple précédent, ce monoïde est isomorphe au quotient non libre N3/{e1+e2 = 2e3}.)
Dans ce cas, Z est le support d'un diviseur à croisements normaux (loc. cit., 1.4.8 et 1.4.3).
De plus, on a la généralisation suivante d'un théorème de K. Katô (cf. loc. cit. �2) :

Théorème 3.2 ([Niz06], �5). � Soient (X,Z) log-régulier et U = Z−X. Il existe un schéma
noethérien régulier X ′, un diviseur D′ ⊂ X ′ à croisements normaux et un morphisme projectif
surjectif f : X ′ → X tel que f−1(Z) = D′ et que le morphisme induit X ′ − D′ → U soit un
isomorphisme(iv).

3.3. � L'image inverse du diviseur Z peut donc être supposée contenue dans un diviseur à
croisements normaux. C'est donc un diviseur à croisements normaux et, quitte à localiser (pour
la topologie étale) on peut le supposer strict.

4. Le théorème de �nitude

Dans cette section, on donne les grandes lignes de la démonstration du théorème suivant
(plus faible que [Ill06], 3.1) :

Théorème 4.1. � Soient S un schéma noethérien quasi-excellent, f : X → S un morphisme
de type �ni, n un entier inversible sur S et F un Z/n-faisceau constructible sur X. Alors, pour
tout entier i ∈ N, le faisceau Rif∗F est constructible.

Remarquons que l'on ne dit rien sur l'annulation en grand degré. Cela nécessite des résultats
plus �ns, qui seront discutés ailleurs (notes du printemps 2007) et reposent les résultats de
[Mor06b].
Des dévissages standards nous ramènent au cas où f est une immersion ouverte et F le

faisceau constant Z/n.

4.2. Rappels. �

Théorème 4.2.1 (Pureté absolue, Ofer Gabber ([Fuj02], �8))
Soient S un schéma régulier noethérien, D =

∑
i∈I Di un diviseur strictement à croisements

normaux, f : X = S −D → S l'immersion ouverte et n un entier inversible sur S. Alors on a
R0f∗Z/n = Z/n, R1f∗Z/n = ⊕i∈IZ/nDi

et Rqf∗Z/n = ∧qR1f∗Z/n. En particulier, Rf∗Z/n ∈
Db
c(S,Z/n).

Nous renvoyons à [Ill06], �2 pour une discussion ainsi que la dé�nition des �èches. Le choix
(peu orthodoxe) des notations est motivé par un soucis de cohérence avec celles de [Org06].

Théorème 4.2.2 (Constructibilité générique, Pierre Deligne ([SGA41
2

Th. fini-

tude 1.9]))
Soit f : X → S un morphisme de type �ni où S est un schéma noethérien sur Z[ 1

n
]. Pour

tout Z/n-faisceau constructible F sur X il existe un ouvert dense U ↪→ S tel que Rf∗F |U ∈
Db
c(U,Z/n).

L'énoncé est en fait plus précis ; cf. [Ill06], 3.2.

(iv)On peut également supposer que (X ′, D′)→ (X, Z) soit log-étale.
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4.2.3. � Rappelons ([Las06], 1.5.1) qu'un morphisme f : S ′ → S est de descente coho-
mologique (pour une catégorie de faisceaux donnée) si l'unité Id → Rεf ∗εf

∗ est un isomor-
phisme (évalué en les faisceaux de la catégorie), où εf désigne le morphisme d'augmentation
cosqS0 (S ′)→ S induit par f . Il est dit de descente cohomologique universelle s'il est de descente
cohomologique après tout changement de base. Les exemples classiques sont : les morphismes
avec section, les morphismes propres (pour la catégorie des faisceaux de torsions : on utilise le
théorème de changement de base propre pour se ramener au cas précédent) et, plus simplement,
les recouvrements par des ouverts de Zariski. D'après un théorème de P. Deligne (loc. cit. 3.0.1),
cette classe de morphisme forme une topologie ; elle est (en vertu des exemples ci-dessus) plus
�ne que la topologie pspf. Cette dernière remarque rend plausible l'énoncé (iii) du théorème
ci-dessous.

4.3. �

Théorème 4.3.1. � Soient S un schéma noethérien quasi-excellent, Z un fermé rare, f :
S−Z ↪→ S l'immersion ouverte et N un entier �xé. Il existe un S-schéma simplicial ε• : S• → S
satisfaisant les conditions suivantes :

i. pour chaque i ≤ N + 1, le schéma Si est régulier connexe,
ii. pour chaque i ≤ N + 1, l'image inverse (topologique) Zi de Z dans Si est soit vide soit le

support d'un diviseur strictement à croisements normaux,
iii. pour tout g : Y → S, le complexe g∗(Rf∗Z/n) est quasi-isomorphe au complexe

RεY •∗(g
∗
•Rf•∗Z/n), où f• est S• − Z• → S•, g• : Y• → S• et εY • est Y• → S.

4.3.2. Démonstration du théorème de �nitude 4.1. � Soit (S, Z) comme dans le théorème
précédent. On souhaite montrer que pour tout i, le faisceau Rif∗Z/n est constructible. Il su�t
de montrer ([SGA4 ix 2.4.(v)]) que pour tout fermé g : Y ↪→ S, le faisceau g∗Rif∗Z/n est
constructible sur un ouvert dense. Soit N ≥ i et S• comme ci-dessus. D'après le théorème
de pureté 4.2.1, le complexe g∗•Rf•∗Z/n est à cohomologie constructible en degré ≤ N +
1. Par ailleurs, il résulte du théorème de constructibilité générique (4.2.2) (et de la suite
spectrale calculant une image directe simpliciale) qu'il existe un ouvert de Y au-dessus duquel
τ≤NRεY •∗g

∗
•Rf•∗Z/n est constructible. D'après (iii) cela donne le résultat escompté.

Discutons maintenant brièvement la démonstration du théorème 4.3.1 Les principaux détails
font l'objet de [Org06].

4.3.3. Hyperrecouvrements pspf et changement de base. � Rappelons qu'un morphisme S• →
S est un hyperrecouvrement pspf si pour tout entier n ≥ 0 le morphisme d'adjonction Sn →
(cosqSn−1S•)n est couvrant pour la topologie pspf.
Partant du théorème d'uniformisation 1.6, l'existence d'un tel hyperrecouvrement satisfaisant

aux propriétés (i) et (ii) est classique : on utilise la construction [Del74], �6.2. Il résulte des
théorèmes généraux de descente cohomologique que la propriété (iii) est valide pour Y = S
([Las06]). Le point clef est que la propriété (iii) est vraie pour tout hyperrecouvrement pspf :

Théorème 4.3.4. � Soient X
f→ S

g← Y un diagramme de schémas avec f cohérent et
ε : S• → S un hyperrecouvrement pspf. Notons f• : X• = X ×S S• → S•, de même pour g, et
en�n εY : Y• = Y ×S S• → Y . Pour tout faisceau F de torsion sur X, le morphisme

g∗Rf∗F → RεY ∗
(
g•
∗Rf•∗F|X•

)
est un isomorphisme.

5. Lefschetz a�ne

Dans cette section, on donne quelques idées sur la démonstration du théorème suivant. Une
démonstration détaillée se trouve dans [PS06].
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Théorème 5.1. � Soient S = Spec(A) un schéma a�ne strictement hensélien noethérien
excellent de dimension d, a ∈ A et n un entier inversible sur S. Alors, pour tout i > d, on a

Hi(Spec(A[a−1]),Z/n) = 0.

C'est un cas particulier d'un théorème de Lefschetz a�ne ([Ill06] 4.2, [PS06]), généralisant
[SGAiv xiv 3.1].

5.2. � Il résulte du théorème d'approximation d'Artin-Popescu que l'on peut supposer A
complet. (Cela n'utilise pas l'hypothèse faite sur n.) La méthode consiste alors à se ramener,
par des techniques semblables à celle de la section �1, au cas particulier où A est de type �ni
sur un corps ou un trait. Dans ce dernier cas, le théorème est déjà connu (et également dû à
O. Gabber), cf. [Ill03], 2.4.
Puisque l'on suppose S complet, notons le plutôt S (sic) ; de même on notera a la fonction

dé�nissant l'ouvert a�ne dont on veut estimer la dimension cohomologique. Il résulte du théo-
rème de structure de Cohen, que l'on a une immersion fermée S ↪→ T̂ = Âr

W , où r est un entier
et W un trait de Cohen ou bien un corps. La complétion est relative à l'origine de l'espace
a�ne. Remarquons que le corps résiduel de W est par hypothèse séparablement clos. Soit T
l'hensélisé (strict) en l'origine du schéma Ar

W . D'après le théorème de Popescu, le T -schéma
T̂ est une limite de schémas réguliers locaux strictement henséliens avec sections (notées σ),
et morphismes de transitions locaux. Soit N > d et S• → S comme dans le théorème 4.3.1
relativement au fermé V (a) et à l'entier N . Le procédé 1.10 fournit, pour chaque σ : T → Tα,
un T -schéma que nous notons Sσ. Il s'agit de véri�er les deux propriétés suivantes :
i. dim(S) = dim(Sσ) (facile, mais faux pour les S ′ intermédiaires ; cf. 1.a),
ii. Hi(S[a−1],Z/n)

∼← Hi(Sα[a
−1
α ],Z/n)

∼→ Hi(Sσ[a
−1
α ],Z/n) pour σ su�samment grand (de

sorte qu'en particulier a ∈ OSα).
Cette dernière propriété repose d'une part sur le théorème de pureté (qui rend combinatoire le

calcul de la cohomologie) et d'autre part sur 4.3.1(iii) qui permet de concentrer notre attention
sur les �bres spéciales (seul lieu où l'on puisse dire quoi que ce soit ; cf. p. ex. 1.13.1).

5.3. Combinatorisation. �

Proposition 5.3.1. � Soient is l'immersion canonique du point fermé s d'un schéma stric-
tement local S, j : U ↪→ S une immersion ouverte et ε : S• → S un hyperrecouvrement pspf
(4.3.3). Pour tout entier non nul n, le morphisme d'adjonction

RΓ(U,Z/n)→ Rεs∗
(
is•

∗Rjs•∗Z/n
)

est un isomorphisme.

C'est un corollaire immédiat du théorème 4.3.4. La propriété d'être un hyperrecouvrement
pspf étant stable par changement de base, on a également :

Corollaire 5.3.2. � Soit S ′ → S un morphisme local de schémas strictement locaux de points
fermés s et s′. Soient S• → S un hyperrecouvrement pspf, n > 0, N ≥ 0 deux entiers, U un
ouvert de S et U ′ son image inverse sur S ′. Supposons que pour tout k ≤ N + 1, le morphisme
d'adjonction

(
is k

∗Rjk∗Z/n
)
|S′

s′ k

→ i′s′ k
∗Rj′k∗Z/n soit un isomorphisme. Alors, le morphisme

RΓ(U,Z/n)→ RΓ(U ′,Z/n)

induit un isomorphisme en degré ≤ N .

Dé�nition 5.3.3. � Soient S un schéma strictement local de point fermé s, U un ouvert
strict et R′ → R un morphisme de S-schémas induisant un isomorphisme sur la �bre spéciale,
notée F . Soit Z = R−RU (resp. Z ′ = R′−R′

U) le fermé de R (resp. R′), contenant F . Supposons
que pour tout point géométrique f → F , on ait les propriétés suivantes :
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i. R(f) (resp. R′
(f)) est régulier,

ii. Z(f) (resp. Z ′
(f)) en est un diviseur à croisements strictement normaux,

iii. le morphisme Z ′
(f) → Z(f) induit un isomorphisme sur les branches (c'est-à-dire sur l'en-

semble des composantes irréductibles).

On dit alors que R′ et R ont même combinatoire (sur S, relativement à U).

Il résulte immédiatement du théorème de pureté qu'avec cette terminologie, le corollaire
précédent entraîne :

Corollaire 5.3.4. � Soient S ′ → S, S• → S, U,U ′ et n,N comme en 5.3.2. Supposons n
inversible sur S, et que S ′k et Sk ont même combinatoire sur S, relativement à U pour tout
k ≤ N + 1. Alors, le morphisme Hi(U,Z/n) → Hi(U ′,Z/n) est un isomorphisme pour tout
entier i ≤ N .

Insistons sur le fait que l'on ne suppose pas que U et U ′ ont la même dimension. Le cas des
schémas de type �ni sur un trait étant déjà établi, le théorème de Lefschetz a�ne de Gabber
5.1 est conséquence du théorème suivant.

Théorème 5.4. � Soient S, a etc. comme en 5.2. Pour tout S• → S comme en 4.3.1 rela-
tivement au fermé V (a) et à l'entier N , il existe un indice α tel que a et S•≤N+1 → S soient
dé�nis sur α et un entier r tel que si pour chaque i ≤ N + 1, et toute section r-approximante
α : T → Tα, on considère le diagramme à carrés cartésiens :

Si

��

// Siα

��

Siσoo

��

S

��

// Sα

��

Sσoo

��
T̂ // Tα // T

σ
tt

les deux morphismes diagonaux

Si

  A
AA

AA
AA

A
Siσ

}}||
||

||
||

Siα

��
Sα

ont même combinatoire sur Sα relativement à l'ouvert Sα[a
−1
α ].

(Rappelons que Tα, et donc Sα, est supposé strictement local.)
Nous renvoyons le lecteur à [PS06] pour sa démonstration.

6. Pureté

Dans cette section, on fait quelques remarques sur la démonstration du théorème suivant.
Une démonstration détaillée se trouve dans [Rio06] ; on renvoie également à ([Ill06], �2) pour
une discussion du théorème et de ses précurseurs.
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Théorème 6.1. � Soient X un schéma régulier, Y un sous-schéma fermé régulier, i : Y ↪→ X
l'immersion (régulière) correspondante, supposée de codimension c. Pour tout nombre premier
` inversible sur X, le morphisme de Gysin ([Rio06], �2.3)

Cli : Z/`→ Ri!Z/`(c)[2c]

est un isomorphisme.

Pour une large classe de morphismes f d'intersection complète, on peut dé�nir un foncteur
f ! muni d'un morphisme de Gysin satisfaisant une (di�cile) propriété de composition (loc. cit.,
théorème 41). (Cette nouvelle construction et la véri�cation de la fonctorialité est le c÷ur de
loc. cit.) Ceci ramène la démonstration du théorème de pureté à la véri�cation d'un énoncé
de pureté ponctuelle : les schémas strictement locaux épointés ont la cohomologie attendue. Le
théorème de comparaison formel-hensélien de Fujiwara-Gabber, joint au théorème de Popescu,
ramène cette question au cas particulier où X est plat de type �ni sur un trait S ([Fuj02],
�6). Le théorème de pureté relative entraîne la pureté ponctuelle de l'espace a�ne sur S ; les
schémas S[X]/(

∏
Xei
i −π) (ei premiers à la caractéristique résiduelle) en sont un autre exemple

crucial (théorème de Rapoport-Zink). On souhaite se ramener à ce cas. À cette �n, on utilise
un théorème de A.J. de Jong, d'après lequel il existe un diagramme commutatif

X ′
altération

//

semi-stable

��

X

��
T // S

où T → S est un morphisme dominant �ni de traits et X ′/X génériquement étale de groupe
de Galois G. En particulier X ′/T est log-lisse.
Soit S` un `-Sylow de G, de sorte que son action est modérée sur X ′. Elle est de plus

génériquement libre. Le point clef de la démonstration du théorème de pureté est le théorème
suivant, donc la démonstration, di�cile, occupe une bonne part de [Mor06b].

Théorème 6.1.1. � Sous les hypothèses précédentes, il existe un morphisme X ′′ → X ′ pro-
jectif, birationnel, S`-équivariant tel que :

i. X ′′ soit log-lisse sur T (et donc sur T/S`),
ii. l'action de S` sur X

′′ soit très modérée (cf. loc. cit., �3.2) (et en particulier modérée).

La dernière hypothèse fait du quotient du log-schéma X ′′ (muni d'une log-structure dé�nie
par un fermé contenant la �bre spéciale) par S` un log-schéma log-lisse sur T/S`. La résolution
des log-singularités de K. Katô nous permet le supposer régulier. Il est alors ponctuellement
pur (cela résulte du second exemple ci-dessus). Le morphisme X ′′/S` → X étant génériquement
étale de degré premier à `, il n'est pas di�cile de déduire la pureté ponctuelle du schéma X
([Rio06], proposition 67).
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