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1. Introduction

Soient k£ un corps et p un nombre premier. Rappelons la définition de la p-dimension de k
([Ser94], [Kat82]).

Si p # car. k, on appelle p-dimension de k et 'on note cd,(k), la p-dimension cohomologique
du groupe profini Gy, := Gal(k™ " /k), ot k" est une cloture séparable de k (cf. [Ser94]). C’est le
plus petit entier naturel d (ou Uinfini si un tel entier n’existe pas) tel que pour tout Gg-module
discret M de p-torsion et tout n > d, les groupes H* (G, M) soient nuls.

Si p = car. k, la définition fait intervenir des invariants différentiels. Pour tout schéma X et
tout entier i € N, notons Q% := A" Q% z le Ox-module des i-formes différentielles absolues et

Q&’log le sous-faisceau étale abélien des formes différentielles logarithmiques, c’est-a-dire localement

engendré par les sections de la forme dlog(xl)‘/\- --Adlog(z;), pour x1,...,z; € O%. On pose alors
Hi (k) = Hi, (k, Q0. [— (i — D]) = HY (k,Q470,) 5 c’est un analogue du groupe de cohomologie

HY, (k, 3"~ 1) en caractéristique différente de p. Dans cet article, j, désigne le groupe des sections
globales sur k du faisceau Q}C Rappelons que le rang du k-module Q,l€ est égal au p-rang de k, c’est-
a-dire au cardinal d’une p-base (absolue) de k (cf. [EGA Ory §21.1]); il est fini c’est également

Pentier naturel r pour lequel [k : kP] = p".

Définition 1.1 (Kazuya Kato, [Kat82], §0). — La p-dimension d’un corps k de caractéris-
tique p > 0 est le plus petit entier naturel d (ou 'infini si un tel entier n’existe pas) tel que
Qi =0 et HIFL(K') = 0 pour toute extension finie &'/k. On la note dimy, (k).

Notons que l'on a les deux inégalités suivantes dans N [J{+o0} :
(triv.) p-rang(k) < dim, (k) < p-rang(k) + 1.

(Dans cette formule, p-rang(k) est remplacé par le symbole +oo si le p-rang est un cardinal infini.)
L’objet de cet article est de démontrer le résultat suivant, conjecturé par K. Kato :

Théoréme 1.2. — Soit A un anneau local hensélien excellent, intégre de dimension d. Soient k
son corps résiduel, de caractéristique p > 0, et K son corps des fractions. Alors, on a l’égalité

dim, (K) = dim(A) + dim, (k).

Dans op. cit., ce théoréme est démontré par K. Katé dans le cas particulier essentiel ou A
est un anneau de valuation discréte complet (cf. . Son théoréme est une généralisation d’un
théoréme de S. Lang ([Ser94], chap. IT, §3.3 et §4.3) au cas d’un corps résiduel non algébriquement
clos. La nécessité de prendre en compte le p-rang dans le cas d’un corps résiduel non nécessairement
parfait avait été conjecturée par M. Artin dans [SGA 4 x 2.2|. La démonstration de K. Kato utilise
la K-théorie de Milnor, qui permet en caractéristique mixte, par I'intermédiaire des symboles
cohomologiques, différentiels, et du théoréme de Bass-Tate ([BT73], I 4.3), de faire le pont entre
la cohomologie galoisienne du corps des fractions et les formes différentielles absolue sur le corps
résiduel.

Le cas de la dimension deux est également établi par K. Kato, en caractéristique mixte (et dans
le cas d’un corps résiduel algébriquement clos), dans [Sai86], §5. Sa démonstration, K-théorique,
repose sur le théoréme de Merkurjev-Suslin ainsi que sur la résolution des singularités des surfaces.

Notons que si A est un anneau strictement local excellent, intégre, de corps des fractions K, et
£ un nombre premier inversible dans A, on a

dimy, K =dim A,
comme conjecturé par M. Artin dans [SGA4 X 3.1]. On a en effet dim; K > dim A

([SGA 4 X 2.4]); par ailleurs, le premier auteur a récemment démontré que pour tout f € A, on
a cdy(Spec(A[f~1])) < dim A (|[Gab05b], §8) et donc dim; K < dim A par passage a la limite.



Donnons briévement quelques indications sur la méthode utilisée ici, qui suit de prés la technique
d’algébrisation introduite par le premier auteur dans [Gab05al] et op. cit. (voir également [Mat02],
théoréme 2.2). Utilisant le théoréme d’approximation de Popescu, on se raméne au cas d’un anneau
local complet noethérien. En égale caractéristique, on utilise alors le théoréme de Cohen-Gabber
(|[Gab05al, 8.1), dont la démonstration est rappelée en appendice (cf. , qui précise le théoréme
de structure de Cohen et permet, grace au théoréme d’algébrisation d’Elkik, de faire de cet anneau
le complété d’un anneau local hensélien essentiellement de type fini et de dimension relative un
sur un anneau local complet de dimension un de moins. Les prémices d’une telle idée se trouvent
déja dans Pexposé de M. Artin [SGA 4 xix §1 & §6]. En caractéristique mixte, dans le cas ou
p est ramifié dans A, on utilise le théoréme de Epp, ainsi que le théoréme ci-dessus en égale
caractéristique, pour pouvoir algébriser nos données. Dans les deux cas, on procéde par récurrence
sur la dimension de ’anneau, en utilisant le théoréme de Kato (dimension un) et, en caractéristique
mixte, un théoréme de comparaison hensélien/formel dt & K. Fujiwara et au premier auteur.

Le plan de larticle est le suivant : aprés quelques rappels et compléments sur la p-dimension
(§2), on commence par minorer la p-dimension du corps des fractions ( La démonstration est
trés semblable a celle de K. Katé en dimension deux. Majorer la p-dimension est plus difficile. On
commence par le cas d’égale caractéristique (7 qui nous permet de traiter ensuite le cas d’inégale

caractéristique (§5). En inégale caractéristique, le théoréme principal est généralisé ( au cas

d’un ouvert affine de Spec(A[p~!]). Enfin, dans un appendice (§7)), on rappelle la démonstration

du théoréme de Cohen-Gabber mentionné ci-dessus.

Le second auteur souhaite remercier chaleureusement Luc Illusie pour ses nombreuses re-
marques, ainsi que Takeshi Saitd et I'université de Tokyo pour leur chaleureux accueil durant
le premier semestre 2006-2007. Les auteurs sont également grandement reconnaissants envers le
rapporteur pour ses questions et commentaires.

2. p-dimension : rappels et compléments
Dans cette section on réunit divers lemmes (dont certains ne sont mis que pour mémoire) qui
seront utiles aux cours des dévissages qui vont suivre (réduction au cas normal, resp. complet)
ainsi que I’énoncé du théoréme de Kat6 et d’un corollaire important.

2.1. p-rang. —

Lemme 2.1.1. — Soit k' /k une extension finie de corps de caractéristique p > 0. Alors, le p-rang
de k est égal au p-rang de k'.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la suite exacte [EGA 0, 20.6.1.1]
0— YTk — U Ok’ — Q — Q,lﬂ,/k — 0,

oil les termes extrémes sont de dimension finie sur k' et satisfont a 'égalité de Cartier [EGA 0,y 21.7.1]
rang, Q,lc,/k — rangy, Tp = deg. trpk’ = 0.

O

Lemme 2.1.2. — Soit K un corps valué de caractéristique p > 0, de complété K. Si [K : KP]
est fini, on a l'inégalité :

[K : K*] > [K : KP).

Démonstration. Soient v’ la valuation de K, v sa restriction a K? et notons I?v/ =K (resp. I/(\’Pv =
KP) le complété de K (resp. K?). Le morphisme canonique K? — K induit un isomorphisme



K» = KP. Puisque l'on peut supposer la valuation v’ non triviale, il résulte de [Bourbaki,
A.C., v1, §8, N°2 prop. 2| b) que le carré commutatif

K—=R
FrobT Frob
K—=K
induit une surjection K ® K, Frob K — K. Le résultat se déduit immédiatement. O
Remarque 2.1.3. — 1l se peut par contre que le p-rang de K soit dénombrable et celui de K

indénombrable (cf. [Bas78|, §3 pour un exemple ot K est muni d’une valuation discréte de rang 1).
Réciproquement,
Lemme 2.1.4. — Soit A un anneau local hensélien Excellent integre de caractéristique p > 0, de
corps des fractions K. Soient A le complété de A et K son corps des fractions. Alors,
K : K?] < [K : KP).
De plus, si [K : KP] est fini, c’est une égalité.

Rappelons que A est integre ([EGA 1v, déf. 7.8.2] et [EGA 1v4 18.9.2]).

Démonstration. — L’extension K /K est séparable de sorte que le morphisme canonique K® K
oL — Q% est une injection ([EG A Oy 20.6.3]). Vérifions la seconde assertion. Sous les hypothéses

faites, la normalisation de A dans K/? est finie sur A, de sorte que Frob : A — A est fini et que
le morphisme A ® 4 prob A — A est un isomorphisme (cf. p. ex. [EGA 0; 7.3.3]; rappelons 4 cette
occasion qu’un anneau excellent est noethérien). On en tire immédiatement que Q4 @4 A — Q,li

est un isomorphisme. (Cela résulte du fait que Q4 = QL .\  , et de méme pour A\)

O
Lemme 2.1.5. — Soit A un anneau de caractéristique p > 0 possédant une p-base finie {b;}icr.
Pour tout entier n > 0, Uensemble {b;}icr U {x1,...,2,} constitue une p-base de lanneau
AHxla s 71'77.]}

(Pour la définition de la notion de p-base dans un anneau, cf. [EGA 0, 21.1.9].)
Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ot n = 1. Pour 9 : I — [0, p—1], posons b’ = [Licr bf(i).
La conclusion résulte des décompositions :

p—1
Al = @ Allxr) X,
i=0
A= G A,
9€[0,p—1)1
et de la finitude de I’ensemble I. O

Enfin, signalons le lemme suivant.

Lemme 2.1.6. — Soit A un anneau intégre ayant une p-base {b;};c;. Alors, les éléments b;

forment une p-base de Frac A.

Démonstration. — C’est immédiat en chassant les dénominateurs par une puissance p-iéme. [



2.2. Les groupes H. (k). —

Proposition 2.2.1. — Soient k un corps de caractéristique p > 0 et i un entier naturel. Le
groupe Ht (k) := H, (k, Q}, 1o4) est isomorphe au conoyau du morphisme

p=1—7:Q1 —Qf/di "
ot 1 est la projection canonique 2, — Q};/dﬂz_l et v est Uunique application additive p-linéaire
QF — Q1 /dQi! telle que
7v(w = dlog(y1) A -+ Adlog(y;)) = [w].

Démonstration. Cela résulte de D'acyclicité des faisceaux quasi-cohérents et de la suite exacte
longue de cohomologie associée a la suite exacte de faisceaux étales en groupes abéliens sur Spec(k)
suivante :

0= Q1o — Q4 = Q4/d2 — 0.

L’exactitude & droite est évidente; l'exactitude a gauche résulte (cf. p. ex. [CT99|, §1.4) de la
suite exacte

. . Cc—1 .
3 3 3
0— Qk,log - Qk,dzo — Q, —0,

ou C est Vopérateur de Cartier sur les formes fermées (cf. [III79] chap. 0, §2.4 et [Tsu96], 6.1.1.),
et du morphisme de suites exactes :

C

0—d, ! Q. a0 Q. 0
Idl C—I\L \Ll'y
0 ——do; " Q;, = Q) /A ——0.

O

2.2.2. Ezemples. — Pour tout corps k de caractéristique p > 0, on a HL(k) = k/p(k), ou p
est le morphisme d’Artin-Schreier usuel. En particulier, ce groupe est trivial si k& est un corps
séparablement clos. Si k est parfait (de fagon équivalente : de p-rang nul), le quotient Hf)(k:) de Q1
est donc nul. Tl est élémentaire de vérifier dans ce cas que la p-torsion Br(k)[p] du groupe de Brauer
de k est également nulle. Plus généralement, on peut montrer que Hf)(k:) s’identifie & Br(k)[p] par
Pintermédiaire de l’application envoyant la classe d’une forme différentielle w = zdlog(y) (z € k,
y € k), sur la classe de l'algébre centrale simple de rang p? définie par des générateurs X, Y liés
par les relations X? — X =2, YP =y et YXY 1 = X + 1 (cf. p. ex. [GS06], prop. 9.2.5).

2.2.3. Trace. — Rappelons maintenant briévement que l'on peut définir une trace dans le présent
contexte. La fonctorialité covariante en le corps est quant & elle élémentaire : pour tout morphisme
k — k' de corps de caractéristique p > 0, et tout entier n > 0, il résulte immédiatement des
définitions que I'on a un morphisme fonctoriel Hy (k) — Hj(k'), déduit du morphisme naturel
Q7 — Qf, par passage au quotient.

Si k' /k est une extension finie étale de corps de caractéristique p > 0, la trace Trfc’,g} - Q- QL

(déduite du morphisme Try/ /5, : k' — k grace a I'isomorphisme &’ @, Qi 5 QF) envoie dQZTl dans
d%" et induit un morphisme, noté Trz’,ljk, de HiF'(K') dans HH (k).

Si k'/k est finie non nécessairement étale, de caractéristique p > 0, une trace sur les modules
de différentielles est construite par K. Katd a partir de la norme Nf, /K €n K-théorie de Milnor
(cf. IBK86|, p. 126; voir également [Fuk01], §2). Cette trace est caractérisée par les propriétés
suivantes :

i. pour ¢ = 0, c’est la trace usuelle;



ii. le diagramme suivant est commutatif :

dlog

i, K i,
Nk’/kl J(Trk’/k
dlog

KM (k) T 0

(pour i = 0, Ky = Z et la fleche verticale de gauche est la multiplication par le degré de
Iextension) ;

iii. compatibilité avec d : d(Trz/S}k(w)) Tr;:,r/lkﬂ (dw) (pour w € Q%,); ‘

iv. formule de projection : Tr'™ 7 (w A w') = Tr* (W) AW siw € QL et W' € QF;

v. compatibilité aux extensions de corps : Tr;f}k ) Trz’,g,z/k, = Trz,s,z/k (pour k C k' C k").

Si k' = k(a), ot a? = b € k, est une extension radicielle de k de degré p, il résulte de la
commutativité du diagramme ci-dessus que 'on a Tr,lc’,s/)k(dlog(a)) = dlog(b), et de la formule de
projection que 'on a, pour tout entier ¢ > 1 :

Ty, ( Z c;a’) dlog(a) A dlog(by) A -+~ A dlog(bi_l)) — ¢y dlog(b) A dlog(by) A - - - A dlog(bi_1),

ot les ¢; appartiennent & k et les b; & k™.

On déduit de cette formule que la trace commute au morphisme C~1 : Q¢ — Q/dQ*~!. Dans
le cas radiciel de degré p cela résulte, par un simple calcul, du fait que pour chaque 0 < j < p et
tous ¢ € k, b,b),...,b_, € kX, on a cPb/~Ldb A dlog(b') = d(%bjdlog(b’)) € dQ;", ot 'on pose
dlog(b') := dlog(b}) A --- A dlog(b;_;). Dans le cas étale, cela résulte de ce que Tr(a)? = Tr(aP).
Ainsi, la trace TrZ’,S}k induit par passage au quotient un morphisme trace Tr;’,ljk sur les H;H. De
plus, on constate que le morphisme induit est une surjection pour i égal au p-rang r de k.

Remarque 2.2.4. — Dans le cas d’une extension finie purement inséparable k’/k, le morphisme
TrZ’,I;k, ou r est le p-rang de k, est un isomorphisme. On se raméne par transitivité de la trace au
cas oll k' = k'/P, auquel cas la trace coincide avec I'opérateur de Cartier sur les formes de degré
maximal. On peut également montrer que la trace QF, .. — Qf et la norme KM (k') — KM (k)
sont des isomorphismes.

,log k,log

Le lemme immédiat suivant rend plus explicite la structure de H;+1(k), ou r est le p-rang d'un
corps k, comme quotient de €2} ~ k.

Lemme 2.2.5. — Soient k un corps de caractéristique p > 0, r > 1 un entier et by, ..., b, une
p-base. Pour toute fonction ¥ : [1,7] — [0,...,p — 1], posons b’ := bf(l) b2 et notons k~o

le sous-kP-espace vectoriel @ﬂ#okpbﬂ de k. L’isomorphisme k — QF, défini par X\ — Adlog(b) :=
Adlog(by) A--- Adlog(b,) induit par passage au quotient un isomorphisme de F,-espaces vectoriels

k/(p(k) + kso) = H;‘H(k).
Démonstration. — Calculons 'image dQ, ' C Qf = k-dlog(b) = &y (kP - b”dlog(b)). Pour chaque
¥, 4, considérons 1’élément
Wy, = bﬂdlog(bl) A« Adlog(b;—1) A dlog(biy1) A -+ A dlog(b,)
de Qz_l. Ces formes engendrent Qr_l comme kP-espace vectoriel. On a
Qg = (~1) ()b dlog(b) = ((—1)"19(0))"b"dlog(b).
Ainsi, faisant varier ¥ et i, on en déduit que

dQ ! = kwg - dlog(b).



Le quotient QZ/szfl s’identifie donc & k/kso par Papplication A mod k~o — Adlog(b)
mod dQj, ", et le morphisme o : Qf — QF /dQ;" 4 A — A — A mod kso. Ainsi, H*!(k)
est isomorphe &

k/(kso + o(k)).
O
Voici maintenant un analogue du lemme [2.1.1
Lemme 2.2.6. — Soit K un corps muni d’une valuation discréte de rang 1, de caractéristique

p > 0, de p-rang fini r. L’application canonique
H VY (K) — HPY(K)
est une surjection. En particulier, si H ™ (K) est nul, il en est de méme de H;*l(l?),

Démonstration. — Rappelons que le p-rang de K est inférieur ou égal a r l} Si I'inégalité
est stricte, H;*l(f( ) est nul et il n’y a rien & démontrer. Supposons le donc égal & r. Le mor-
phisme déduit de la fonctorialité covariante en le corps correspond, d’aprés le lemme [2.2.5| et sa
démonstration, au morphisme canonique

K/(p(K) + Kso) — K/(p(K) + K=o),

ou les choix de K~ et K >0 se font relativement & une p-base commune. Il nous suffit donc de
montrer que le morphisme composé

K — K — K/(p(K) + K=o)

est une surjection. On va montrer plus précisément que le morphisme canonique K — K / p(l? )
est une surjection. Soit A € K et considérons Ao € K tel que v(A — Ag) > 0. D’aprés le lemme
ci-dessous, il existe a € K tel que A — Ao = p(«@). Ainsi, A = A\g modulo p(K). O

Lemme 2.2.7. — Pour tout anneau local A, complet de caractéristigue p > 0, le morphisme
p:A— A, a— a—aP, induit une surjection ma — my.

Démonstration. — Soit a € A; 'identité a = p(a) + o entraine par récurrence 1'égalité
a=pla+a’ +---+a")+a”""

pour tout n > 0. Pour a € my, la suite (a + a? + -+ + apn)nzg converge dans A vers un élément

b € my ; d’aprés 1'égalité ci-dessus on a alors a = @(b). O

Remarque 2.2.8. — La conclusion du lemme est vraie pour tous les groupes HJ! et pas

seulement pour i = r. Il suffit pour cela de montrer que sz( est engendré comme groupe abélien

db;

les b; sont dans K*. Etant donné une forme ﬂ% Ao A2 B,x; € K*, on peut trouver des
1

y; € K tels que v(z; —y;) > v(z;) et v(z; —y;) +v(B) > v(x;). Posons «a; := Z—j —1, de sorte que

par Q% et les formes a% A NGt ot ar € me (lidéal maximal de 'anneau des entiers) et

zj = y;j(a; + 1) et donc (pour chaque j)
dey _dy; s doy
T, oy, o+l

L’hypothése sur les valuations signifie que ac_yil et ﬁa‘ﬁl appartiennent & me._.. Cela nous permet
J J
de remplacer les ; par les y; ; on conclut en approchant 3 comme ci-dessus.

(Cette démonstration ne fait pas usage du lemme [2.2.5])

En toute dimension, on a le résultat d’injectivité suivant.



Proposition 2.2.9. — Soit A un anneaw local hensélien excellent intégre de corps des fmctzons
K. Soient A son complété et K le corps des fractions de A. Supposons les p-rangs de K et K
égaux a un entier r. Le morphisme canonique

H 7 (K) — HyPH(K)
est une injection.

La démonstration fait usage de la généralisation suivante du théoréme d’approximation d’Artin
(voir aussi [Swa98]).

Théoréme 2.2.10 (Dorin Popescu, [Pop86|, théoréme 1.3). — Soit A un anneau local ex-
cellent hensélien. Pour tout systéme systéme fini d’équations polynomiales o coefficients dans A,
l’ensemble des A-points est dense, pour la topologie m4-adique, dans [’ensemble des A-points.

Démonstration de la proposition — Soit {b1,...,b,} une p-base de K ; c’est également une
p-base de K 1) Quitte a les multiplier par une puissance p-iéme convenable, on peut supposer
les b; dans A. Soient K~ et IA(>0 comme en relativement a cette p-base commune. Il nous
faut montrer que si un élément A € K appartlent a p(K ) + K>0, il appartient également &

9(K) + K<q. Ecrivons
aO 9
A= (= - ) + Z )b,
Bo ﬂo o

ou les a sont dans /Al, les B dans A- {0}, et ¥ est comme dans loc. cit. De fagon équivalente,
I’équation & coefficients dans A

Hyﬁ )PA = ( Hyﬁ (Y&~ Xo — X8) +ZXP H VAL
940 9A0 A
a pour solution
Xy = ay, Yy = By,

ou 'indice 0 correspond a application nulle [1,7] — [0,p — 1].

D’aprés le théoréme d’approximation ci-dessus, cette équation a également une solution dans
A, dont les coordonnées Y peuvent étre choisies non nulles par densité, de sorte que A appartient
bien a p(K) + Kxq. O

Remarque 2.2.11. — Du fait que Pon peut définir un opérateur de Cartier inverse C~1 : Qi —
Qi / inA_l pour tout anneau A de caractéristique p > 0, on peut également déduire le résultat
précédent (en tout degré) de I’énoncé [5.2.2| ci-dessous. Dans la démonstration de [Kat70], théo-
réme 7.2, est en effet construit un morphisme de 1’algébre (strictement graduée commutative) des
formes différentielles sur 'anneau A vers I’algébre de cohomologie de de Rham de I'anneau A,
caractérisée par la propriété d’envoyer a € A sur a? et d(a) sur la classe de a?~1d(a).

Corollaire 2.2.12. — Sous les hypothéses de[2.1.4), on a Uinégalité
dim,(K) < dim,(K),
ol p est la caractéristique du corps K.
Démonstration. — Si [K : KP] < [IA( : IA(P], il n’y a rien a démontrer d’aprés ’encadrement (triv.).
On peut donc supposer les p-rangs finis, égaux a un entier r. Il faut montrer que si H;H(K V#£0

pour une extension finie K’ de K, il existe une extension finie L/ K telle que H;H(L) # 0. D’aprés
la proposition précédente, il suffit de considérer le corps des fractions du complété du normalisé
de A dans K'. 0

(D’aprés le théoréme cette inégalité est en fait une égalité.)
Terminons par une propriété d’invariance, élémentaire mais cruciale, de la p-dimension.

Lemme 2.2.13. — Soient k un corps, k'/k une extension finie et p un nombre premier. Si
dim,, (k) est fini, on a l’égalité
dim, (k) = dim, (k).



Démonstration. — Si p est inversible sur k, c’est [Ser94|, chap. 11, §4.1, prop. 10. Si p = car. k,
on sait déja que les p-rangs sont égaux. Il en résulte que l'on a une inégalité : dim, (k) >
dim,, (k). Supposons r = p-rang(k) fini. Quitte & remplacer k par une extension finie et &’ par une
extension composée, on est ramené & montrer que si H;H(k’ ) = 0, on a également H;*l(k) =0.

Cela résulte de la surjectivité de la trace (2.2.3]). O
Remarque 2.2.14. — Observons que l'on peut se contenter de la construction de la trace dans

le cas particuliérement simple des extensions finies étales pour démontrer ce lemme. Cela résulte
comme précédemment de la surjectivité de la trace en degré maximal pour une extension finie
étale et du fait élémentaire que pour toute extension finie k&’ /k de corps de p-rangs finis, et toute
extension finie K de k, il existe une extension finie étale K’/K, ou K’ est isomorphe en tant que
corps a une extension finie de k’. (On se raméne au cas ou k'/k est k(a'/?)/k et o K = k. Le
Frobenius k' — k fait de k une extension finie de k’, de sorte que K/ = K = k convient.)

2.3. Le théoréme de Kato. —

Théoréme 2.3.1 (Kazuya Kato, [Kat82]). — Soit A un anneau de valuation discréte hensé-
lien excellent de corps résiduel k de caractéristigue p > 0 et de corps des fractions K. On a
l’égalité

dim,(K) = 1+ dim, (k).

Rappelons que I’hypothése d’excellence signifie ici que I'extension Frac A /Frac A est séparable.
Dans [Kat82], le théoréme est démontré dans le cas particulier ot A est complet. Le passage du
cas complet au cas hensélien excellent se trouve dans [KK86], §3, théoréme 1 (4). (Voir également
ci-dessous.)

Le lecteur pourra également consulter avec profit 'exposé de J.-L. Colliot-Théléne [CT99| pour
une démonstration du théoréme ci-dessus dans le cas le plus difficile de la caractéristique mixte.

Voici maintenant un corollaire du théoréme précédent, qui est 'analogue du (corollaire au)
théoréme de Tsen ([Ser94], chapitre 11, §3.3 et §4.2).

Corollaire 2.3.2 (Kazuya Kato et Takako Kuzumaki, [KK86])
Soient K /k une extension de degré de transcendance N, et p un nombre premier. On a l'inégalité
dim, (K) < N + dim, (k).
(La démonstration du corollaire se fait par réduction au cas bien connu de la caractéristique

nulle.)

Remarque 2.3.3. — Cette méme méthode permet de déduire I'invariance de la p-dimension par
extension finie du théoréme de Kato.

Terminons cette section par une variante élémentaire mais explicite du théoréme [2.3.1

Proposition 2.3.4. — Soit k un corps de caractéristique p > 0 et de p-rang fini r. Le morphisme
H,FH (k) — H P2 (K (1))
envoyant la classe de w sur la classe de w A dlog(t) est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit {by,...,b.} une p-base du corps k; il résulte de et [2.1.6] que
{b1,...,br,t} est une p-base de k((t)). Considérons kso et k((t))>o comme en |2.2.5| relative-
ment a ces p-bases et rappelons que k((t))so est un sous k((t))P-espace vectoriel de k((t)). Le
morphisme w — w A dlog(t) de ’énoncé correspond au morphisme canonique

K/ (9(k) + ks ) 2 h((1)/ ((K(£) + k()0 )

(ot p est le morphisme d’Artin-Schreier usuel) déduit de linclusion k& — k((¢)) par passage au
quotient.

Vérifions que (x) est une surjection. Puisque tout élément de k((¢)) de valuation strictement
positive est dans 'image de p (cf. lemme ci-dessus), il suffit de montrer que tout élément
a_nt™™ +---a_1t7' + ag est congru modulo p(k((t))) + k((t))>o & un élément de k C k((t)). On




peut supposer ag = 0. Montrons par récurrence sur n > 1 que pour chaque a € k, ’élément at™"
appartient & p(k((t))) +k((t))>o. Par construction, pour tout a € k, tout € Z et tout i € [1,p—1],
I'élément (atP") - t* appartient & k((t))so de sorte que le résultat est acquis pour n premier & p.
Considérons maintenant le cas ot n est un multiple de p, n = rp. Ecrivons a = ab+asoouag €k
et asg € k~g. On peut alors décomposer at~"P en :

a4 _ @)p a>0
tro (tr $rp
Le second terme, S22, appartient a k((t))o; le premier terme est égal a %2 — (‘;—02) L’entier r

étant strictement inférieur & rp, on peut déduire de ’hypothése de récurrence que ( e ) appartient
2 p(k((1)) + k(1)) =0

Vérifions maintenant que (x) est une injection. Soit a € k tel que a € p(k((t))) + k((t))s0 et
montrons qu’il appartient a (k) + k. Ecrivons a = p(b~ + by + b*) + bsg, oit by € k, b~ (resp.
b*) est un polynome en t~1 (resp. une série en ¢) sans terme constant, et b~o € k((t))=o. Puisque
©(b™) (resp. p(b™)) est également un polynéme en ¢! (resp. une série en t) , sans terme constant,
et que p(by) appartient a p(k), il suffit de vérifier que le terme constant de bsg appartient & k~g.
Rappelons a cette fin que 'on a la décomposition

K)so=( @ rwyr)e (@k ),

i€[l,p—1],9

ou ¥ parcourt I’ensemble des fonctions [1,7] — [0,p — 1]. La premiére somme directe ne contri-
bue pas au terme constant donc il suffit de vérifier que le terme constant d’un élément de
Do k((t))Pb? appartient & k. C’est clair.

O

3. Minoration de dim,(K)

Dans cette section, on démontre 'inégalité suivante, ot A, K et k sont comme dans I’énoncé
du théoréeme [1.2] :

(3.a) dim,(K) > dim(A) + dim, (k).

3.1. — Soit A” le normalisé de A dans son corps des fractions. L’anneau A étant excellent, il est
également universellement japonais ([EGA 0, 23.1.1]), de sorte que A est fini sur A. Ce dernier
étant hensélien et A” étant intégre, 'anneau A" est local. Il est également hensélien et excellent.

Soit k¥ le corps résiduel de A ; c’est une extension finie de k de sorte que d’apreés [2.2.13] il
suffit de démontrer dans le cas particulier ou A est normal.

Nous allons démontrer [3.a] en procédant par récurrence sur la dimension de 'anneau A. Le cas
de la dimension un est connu . Considérons donc A comme ci-dessus, normal excellent de
dimension > 2 et supposons [3.a] démontré pour les anneaux de dimension moindre.

Soient p un idéal premier de hauteur un tel que p € p, B le localisé Ay, de corps des fractions
K, B son complété et L le corps des fractions de B.

Deux cas se présentent.

3.2. Le cas d’inégale caractéristique (cf. [Sai86|, §5). — Supposons K de caractéristique
nulle. Puisque toute L-algébre étale est induite par une K-algébre étale ([SGA 4 x 2.2.1]), le
morphisme G, — Gk est une injection. Compte tenu de la décroissance de la dimension cohomo-
logique par passage & un sous-groupe fermé ([Ser94|, chap. I, §3.3, prop. 14), on a donc :

(%) dim,(K) = cd,(K) > cd,p(L) = dim,(L).

Le corps L étant le corps des fractions d’un anneau de valuation discréte complet (donc hensélien,
excellent), on a de plus I'égalité

cd, (L) = dim, (L) = 1 + dim, (x(B)),
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ou k(B) est le corps résiduel de B. Cela résulte du théoréme (dans le cas particulier d’un
anneau de valuation discréte complet). On achéve la démonstration, par récurrence, en remarquant
que x(B) est le corps des fractions de 'anneau local intégre hensélien excellent A/p, de dimension
dim(A) — 1.

Remarque 3.2.1. — L’égalité cd,(L) = 1+ cd,y(k(B)) est également valable si p # car.(x(B)).
Cela résulte de [Ser94, chap. II, §4.3, prop. 12, jointe a l'exercice 3 si c¢dy,(G(p)) = +00.

3.3. Le cas d’égale caractéristique. — Procédant comme ci-dessus, il nous faut démontrer
lanalogue de (¥%) pour la p-dimension.

Lemme 3.3.1. — Soient K un corps muni d’une valuation discréte de rang 1, de caractéristique
p >0, et K son complété. L’inégalité suivante est satisfaite :

dim,(K) > dim,(K).

Démonstration. — Si K et K n’ont pas le méme p-rang, il n’y a rien & démontrer (cf. et
(triv.)) ; supposons donc qu'ils sont égaux a un entier r et qu’il existe une extension finie L’/ K
telle que H;H(L’ ) # 0. Il nous faut alors montrer qu’il existe une extension finie L/K telle que
H;“(L) # 0. Soit k' le corps résiduel de L’; c’est une extension finie du corps résiduel k des
corps discrétement valués K et K. 11 existe donc une extension finie L/K telle que &, /M, O =
k' : on se raméne immédiatement au cas ot k'/k est monogene, qui est bien connu (cf. p. ex.
[Ser68]|, chap. I, prop. 15; voir aussi [EGA 0, 10.3.1-2]). En particulier, le complété L de L est
(abstraitement) isomorphe & L’ (tous deux isomorphes au corps des séries de Laurent k'((t))).
D’aprés le lemme @}, pour un tel corps L, le morphisme Hy+!(L) — H;*l(f) ~H P (L) #0
est une surjection. Ainsi, Hit(L) # 0, comme escompté. O

Remarque 3.4. — Bien que ce résultat ne soit pas utilisé par la suite, signalons que la minoration
[3:al est valable sans supposer que l’anneau local noethérien intégre A soit hensélien ou excellent,
ni méme que p soit la caractéristique résiduelle, a condition de remplacer dim, par la p-dimension
virtuelle dimv, des corps, c’est-a-dire la p-dimension d’extensions finies suffisamment grandes.
(Rappelons que 'inégalité dim, # dimv, ne peut se produire que pour p = 2 et pour des corps
formellement réels. De tels corps ne sont jamais isomorphes au corps des fractions d’un anneau
intégre hensélien de corps résiduel de caractéristique ¢ > 0. En effet, dans un tel anneau (hensélien),
sig=1 mod4 (resp. ¢ =3 mod 4, ¢ = 2), —1 est un carré (resp. une somme de deux carrés,
de quatre carrés) et, a fortiori, dans son corps des fractions. Si ¢ = 2, et A de caractéristique
mixte, on remarquera en effet que d’une part 7 (comme tout autre entier positif) est une somme
de quatre carrés et d’autre part que —7 (comme tout entier congru & 1 modulo 8) est un carré,
de sorte que le quotient —1 = }7 est une somme de quatre carrés.) Esquissons la démonstration
de dans le cas plus général de cet alinéa. Si dim(A) > 0, méme si A n’est pas caténaire, il
existe au moins un idéal premier p de hauteur un tel que A/gp soit de dimension dim(A4) — 1. Si
A est de caractéristique mixte (0,p), on peut supposer que p € g car dim(A/p) = dim(A) — 1.
D’aprés le théoréme de Krull-Akizuki [Bourbaki, A.C., viI, §2, N°5] la normalisation de A, est
un anneau de Dedekind semilocal dont les corps résiduels sont finis sur celui de A,. On achéve la
démonstration comme ci-dessus car et sont vrais pour dimv, et parce que dimv, est

invariant par extension finie. (Comparer avec [SGA 4 X 2.4].)

4. Majoration de dim,(K) : le cas d’égale caractéristique

Dans cette section, on démontre par récurrence sur la dimension de I'anneau A l'inégalité
suivante, ou A, K et k sont comme dans et ot 'on suppose de plus A de caractéristique
p>0:

(4.a) dim, (K) < dim(A4) + dim, (k).
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Il résulte de et que l'on peut supposer A normal complet. (On utilise également le
fait que le complété d'un anneau local excellent normal est normal ([EGA 1v 7.6.1]).)

Notons d la dimension de A, k son corps résiduel, r le p-rang de k, que 'on peut supposer fini,
et K le corps des fractions de A. Commengons par un lemme élémentaire.

Lemme 4.1. — Sous les hypothéses précédentes, on a :
prang(K) =d+r.

Démonstration. — D’aprés le théoréme de structure de Cohen [EGA 0,, 19.8.8 ii], il existe un
sous-anneau Ay de A, isomorphe & k[[t1,...,t4]], tel que le morphisme Spec(A) — Spec(Ag) soit
fini. D’aprés ceci implique que p-rang K = p-rang Frac(Ap). D’apres le terme de
droite est égal a d 4 r. O

Il nous faut donc montrer que si dim,(k) = r (c’est-a-dire si Hy*'(k’) = 0 pour toute ex-
tension finie k’'/k), hypothése que nous allons maintenant supposer satisfaite, on a également
HEFr+1(K') = 0 pour toute extension finie K'/K. Il suffit de montrer que HI ™" +1(K) = 0.

4.2. — Supposons dorénavant d > 0 (sans quoi I’énoncé a démontrer est trivial), et posons
n = d + r. Considérons un élément de Q7, que l'on écrit ¥, ot w € Q0 /torsion et f € my — {0}.
D’aprés le théoréme de structure de Cohen-Gabber , il existe un sous-anneau Ay de A,
isomorphe a k[[z1, . .., z4]] tel que le morphisme 7 : Spec(A) — Spec(Ay) soit fini et génériquement
étale. Soit fo = Nx/x,(f) € Ao lanorme de I'élément f (cf. p. ex. [EGA 11 6.4]). L’élément f divise
fo : cela résulte par exemple de la formule classique pour la norme [Bourbaki, Algébre, v, §8,
N°3 prop. 4] et du fait que A est normal. On peut donc supposer, et 'on supposera, que ’élément
f appartient & Ag. Considérons le fermé R de X := Spec(4y) au-dessus duquel le morphisme =
est ramifié. Il existe un élément non nul a € Aj tel que R soit contenu dans le fermé V(a). Enfin,
quitte & remplacer a et f par af, on peut supposer a = f.

Rappelons le théoréme de préparation, qui nous permettra de rendre le lieu de ramification fini,
par projection, sur un schéma de dimension un de moins.

Théoréme 4.3 (Théoréme de préparation de Weierstrafi, [Bourbaki, A.C., vii, §3,
N°7-8])

Soient A un anneau local séparé complet d’idéal mazimal m et d un entier naturel.

i. Soit o un entier naturel et f € A[[X,T]] (X = {X1,...,Xa}) une série entiére p-réguliére
relativement o T, c’est-a-dire congrue & (u € A[[T]]*) - T° modulo (m,X). Pour tout g €
A[[X,T]], il existe un unique couple (q,r) € A[[X,T]] x A[[X])[T] tel que g = qf +r et
degy(r) < o.

ii. Soit o un entier naturel. Si f € A[[X,T]] est o-réguliere relativement o T, il existe un unique
polynéme P = T? + ZKgpiTi, ot p; € (m, X)A[[X]], et une unité u € A[[X,T]]* tels que
f=uP.

iii. Soit f € A[[X,T]] non nulle modulo m. Il existe un entier naturel o et un automorphisme
A[[T)]-linéaire ¢ de A[[X,T)], tel que ¢(X;) = X; + TNt (N; > 0) et c(f) soit p-régulier.

Rappelons que si B est un anneau local complet noethérien, un polynéme P € B[X] est dit
distingué s’il est de la forme X¢ + ZKQ b; X, ot b; € mp et o > 0.

D’apres (iii) et (ii) ci-dessus, quitte & changer de coordonnées, on peut supposer f égal a
un polynome distingué de k[[z1,...,24-1]][zq]. En particulier il appartient & l’anneau Ay =
kl[x1,...,xq-1]]{za}, hensélisé de k[[z1,...,24_1]][zq] en Vorigine.

Lemme 4.4. — Soient B un anneau local complet noethérien et P € B[X] un polyndme distin-
gué.

i. Le complété (P)-adique de B{X} s’identifie ¢ B[[X]].

ii. La paire (Spec(B{X}),V(P)) est hensélienne.
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Démonstration. — Vérifions (i). Soient N un entier naturel et Q = P™V. Il résulte de (i), que
'anneau quotient B[[X]]/(Q) est isomorphe comme B-module a B[X]/(X (@) et en particulier
fini sur B. Par fidéle platitude de B[[X]] sur B{X}, B{X}/(Q) est naturellement un sous-anneau
de B[[X]]/(Q). Il est donc lui-aussi fini sur B, donc complet, et finalement isomorphe a B[[X]]/(Q).
Le séparé-complété (P)-adique de B{X} est donc isomorphe & celui de B[[X]]; ce dernier est
isomorphe a B[[X]] puisque deg(P) > 0.

Vérifions (ii). Rappelons ([Gab92], déf. p. 59 et [Cré67], prop. 1) qu’une paire (Spec(C), V(1))
est dite hensélienne si pour tout polynoéme f € C[T], toute racine simple de f dans C/I se reléve
en une racine dans C. (L’idéal I est alors nécessairement contenu dans le radical de Jacobson de
C.) On laisse le soin au lecteur de vérifier que pour tout anneau local hensélien C' et tout idéal
I C mg, la paire (Spec(C),V(I)) est hensélienne. On applique alors ce résultat & C = B{X} et
I1=(P). O

Terminons ces rappels par I’énoncé du théoréme d’algébrisation suivant.

Théoréme 4.5 (Renée Elkik, |[EIk73|, théoréme 5). — Soient (X = Spec(A),Y = V(I))
une paire hensélienne avec A noethérien, et U le sous-schéma ouvert complémentaire de Y dans X.
Notons X¢ le complété de X le long de Y, Y le fermé correspondant 4 'Y et U son complémentaire
dans X¢. Le foncteur X' — X' x x X¢ induit une équivalence de catégories entre la catégorie des

X -schémas finis, étales sur U, et la catégorie des Xg-schémas finis, étales sur U.

Reprenons les notations en vigueur aprés le théoréme Le fermé V (f), contenant le lieu de ra-
mification, étant défini par une équation polynomiale unitaire a coeflicients dans k[[z1,...,z4—1]],
il résulte du lemme et du théoréme que 'on peut algébriser le morphisme 7 : Spec(4) —
Spec(Ap). En d’autres termes, on a un diagramme cartésien :

X = Spec(A) —— X = Spec(A)

lﬂ' O lﬁni, gén. étale

Xo = Spec(Ag) — X, = Spec(Ap)

oti, rappelons-le, Ay est Ellz1, ..., xq-1]]{xa}-
D’aprés le lemme appliqué & B = k[[x1,...,24-1]] et P = f, anneau complet A, fini sur
Ay, s’identifie au complété (f)-adique de A. On peut donc décomposer % €O = Q?‘T en
w_ w o
[ f
ol w € Q% /torsion et W’ € fQ /torsion C m4€Q /torsion.
Le corps des fractions K de A est de degré de transcendance un sur le corps des fractions L de
k[[x1,...,2q-1]]. Par hypothése de récurrence sur la dimension, et compte tenu du fait que l'on a
supposé¢ dim, (k) = p-rang(k) = r, on a

dim,(L) < (d—1)+dim,(k) =d -1+
Enfin, d’apreés le corollaire au théoréme de Katd (2.3.2)), on a

dim, (K) < dim,(L) + 1.

Finalement, dimp(f{) < d+r. Ainsi, la classe de % dans le quotient Hg*rﬂ(k) de Q;{(M
est nulle. A fortiori son image dans Hg*”l(K ) Pest également.

La forme w’ appartient & m Q7 /torsion C Q% ; elle peut donc s’écrire sous la forme ", fiw;, ot
fi € my et w; est une forme différentielle logarithmique dans ij’“. Par définition de 'opérateur
de Cartier inverse 7 et du fait que les f; appartiennent & 'image du morphisme d’Artin-
Schreier , I'image de w’ dans le quotient Q?T / dQ}l('H’_l appartient a I'image de p. La classe
de w’ est donc nulle dans HE"+1(K). CQFD.
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5. Majoration de dim,(K) : le cas d’inégale caractéristique

5.1. — Dans cette section, on démontre 1'inégalité ci-dessous par récurrence sur la dimension de
lanneau A, satisfaisant aux conditions de et supposé de caractéristique nulle.

(5.a) cdp(K) < dim(A) + dim, (k).
Il résulte de que 'on peut supposer A normal.

5.2. Réduction au cas complet. —

Lemme 5.2.1. — Soit A un anneau local hensélien excellent intégre de corps des fractions K.
Soient A son complété et K son corps des fractions. 1l existe un ensemble filtrant de sous-K -
algébres de type fini (B;)icr de K tel que K = colim B; et chaque morphisme Spec(B;) — Spec(K)
ait une section.

Démonstration. — 1l suffit de démontrer que pour toute sous-K-algébre de type fini B de K , le
morphisme Spec(B) — Spec(K) a une section. L'inclusion K-linéaire B — K correspond a un K-
point d’un systéme d’équations convenables f1, ..., f, (définissant B sur K) que l'on peut supposer
a coefficients dans A. Quitte & chasser comme en [2.2.9] (démonstration) les dénominateurs, on peut
appliquer le théoréme de Popescu (2.2.10f) pour obtenir un K-point, c’est-a-dire une section du
morphisme Spec(B) — Spec(K). O

Corollaire 5.2.2. — Soient A comme en|5.2.1| et F : (A — algebres) — Ens un foncteur lo-
calement de présentation finie (c¢’est-a-dire commutant aux colimites filtrantes). Le morphisme
canonique F(K) — F(K) est une injection.

Soient A comme dans[5.1]et M un G g-module discret de p-torsion. Soit .Z le faisceau étale sur
Spec(K) correspondant. On le prolonge par zéro en un faisceau abélien ¢ sur Spec(A). D’aprés
[SGA 4 vi1 5.8|, pour tout entier i, le foncteur B — H*(Spec(B)s, %) de (A — algébres) dans Ens
est localement de présentation finie. Il résulte donc du lemme précédent que l'on a une injection

H! (G, M) = H(Spec(K )4, %) — H'(Spec(K )¢, 4) = H (G, M).

Ainsi, si ¢ > Cdp(f(), H{(Gk,M) = 0; on a donc cd,(K) < cdp(f(), ce qui nous permet de
supposer dorénavant A complet et normal.

5.3. — En plus des hypothéses en vigueur dans[5.1] on suppose maintenant A complet et normal.
Pour pouvoir exploiter le théoréme de structure de Cohen-Gabber (7.1f), qui s’appuie sur une
hypotheése de réduction, il faut préalablement utiliser le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.1 (Helmut Epp, |[Epp73|, théoréme 1.9 et §2)

Soit T — S un morphisme local dominant de traits, de caractéristique résiduelle p > 0. Notons
ks et kp leurs corps résiduels respectifs. Supposons S complet, kg parfait et le sous-corps parfait
mazimal de k7 algébrique sur kg. Il existe une extension finie de traits S — S telle que le produit
fibré réduit normalisé

T = (T x5 ' )fea
ait une fibre spéciale réduite au-dessus de S’.
(Rappelons que l'on appelle trait le spectre d’'un anneau de valuation discréte.)

Remarque 5.3.2. — En caractéristique mixte, on vérifie immédiatement que le produit fibré
T xg S est réduit.

5.3.3. — 1l est immédiat de vérifier que si S’ — S est comme dans I’énoncé du théoréme, pour
tout morphisme dominant de traits S” — S’, le schéma T’ X g S” est une union disjointe de
traits, a fibre spéciale sur S” réduite. Si 'on interpréte la conclusion comme la lissité formelle
du morphisme 7" — S’ ([EGA 0,, 19.3.1 et 19.7.1]), 'observation précédente devient un cas
particulier de la stabilité par changement de base de cette notion ([EGA 0, 19.3.5 (iii)]).
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5.3.4. — Commencons par vérifier que 'hypothése sur les corps résiduels est satisfaite dans de
nombreux cas. Nous dirons qu’'une extension de corps K/k a la propriété de Epp si tout élément
du sous-corps parfait maximal de K est algébrique séparable sur k. Le sous-corps parfait maximal
de K n’est autre que K?~ := ﬁnZOK”n, ol p est 'exposant caractéristique de K.

Lemme 5.3.4.1. — Pour tout corps K de caractéristique p > 0, on a, dans une cloture séparable
K™ de K,

oo | sép

(K7™ = (K™

Démonstration. — L’inclusion (Kpm)sép C (K Sép)pm est évidente : KP~ est parfait donc toute
", lest également. Comme cette

extension algébrique, en particulier sa cloture séparable (K poc)
derniére est contenue dans K Sép, elle est également contenue dans son plus grand sous-corps parfait
(Ksép )poo

Réciproquement, considérons = € (K “r )pcc7 et notons, pour chaque entier n > 0, x,, sa racine
p"-iéme dans K et fn son polynéme minimal par rapport a K. Compte tenu d’une part de
I'expression de f,, en fonction des polyndmes symétriques en les conjugués galoisiens de x, et
d’autre part de l'injectivité et de l'additivité de I’élévation & la puissance p™-iéme, on a 1’égalité
fo= fr(Lp n), ou fT(Lp ") est le polynéme obtenu a partir de f,, en élevant les coeflicients a la puiisance
p"-iéme. Il en résulte que les coefficients du polynéme minimal fy de = appartiennent & K7 . [

Proposition 5.3.4.2 (Cf. |[Epp73|, §0.4). —
Soit k un corps d’exposant caractéristique p.
i. Soient L/K et K/k ayant la propriété de Epp. Alors, L/k a la propriété de Epp.
ii. Toute extension finie de k a la propriété de Epp.
iii. Sip > 1, pour tout entier naturel d, l’extension (Frac kl[x1,. .. ,xd]])/k a la propriété de Epp.
iv. Sip > 1, pour toute inclusion k C A, ot A est un anneau local complet noethérien intégre,
induisant un isomorphisme sur les corps résiduels, lextension (Frac A)/k a la propriété de
Epp.

Démonstration. — Supposons immeédiatement p > 1 sans quoi (i) et (ii) sont triviaux.

(i) Par hypothése on a dans une cloture séparable de L I'inclusion P~ C K. Comme le corps
LP™ est parfait, on en déduit que LP™ C (K"~ = (Kr™)™
lemme précédent.

(ii) Toute extension étale a tautologiquement la propriété de Epp. D’apreés (i), il reste a considé-
rer le cas d’une extension radicielle K/k. Si elle est de hauteur < r, on a K P" C keten particulier
KP" ckck™.

(iii) Soit A = k[[21,...,24]] et K son corps des fractions. Montrons que K7~ = kP~ . Comme
K est contenu dans k((z1,...,24-1))((z4)), on se raméne par récurrence au cas ou d = 1.
Tout élément non nul de k((#))?” a une valuation infiniment p-divisible donc nulle, de sorte
que k((t))?” — {0} est contenu dans k[[t]]* et finalement dans kP~ par un calcul immédiat.

(iv) Cela résulte des observations précédentes et du théoréme de structure de Cohen.

- kSép, ou l’égalité résulte du

O

5.8.5. — Soit kg = kP~ le sous-corps parfait maximal du corps résiduel k de A et notons
Wo = W (ko) 'anneau des vecteurs de Witt correspondant. Il résulte du théoréme de Cohen que 'on
a un morphisme X := Spec(A) — Sy := Spec(W;) relevant U'inclusion ky — &k ([EGA 0, 19.8.6]).

Pour tout point maximal p de la fibre spéciale X,,, 'anneau de valuation discréte A, a pour
corps résiduel Frac(A/p), ot A/p est un anneau complet intégre noethérien de corps résiduel k. Par
complétude, il existe une section k < A/p a la surjection canonique A/p — k. D’apreés[5.3.4.2| (iv),
lextension Frac(A/p)/k correspondante a la propriété de Epp. Puisqu’il en est de méme de k/ko,
il résulte de (i) que lextension Frac(A/p)/ko a également la propriété de Epp. On peut
donc appliquer pour chaque idéal p comme ci-dessus le théoréme de Epp a l'extension
A, /Wy : il existe une extension finie de traits Wy, /Wy telle que (A, @w, Wop)¥ soit formellement
lisse sur Wy,. Les idéaux p étant en nombre fini, il existe une extension finie de traits W(/Who,
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dominant les Wy,. D’apres et par commutation de la normalisation & la localisation, il existe
donc un changement de base fini S, = Spec(W{]) — Sy tel que la fibre spéciale du produit fibré
normalisé¢ X' := (X xg, S()” = Spec(A’) soit réduite en les points de X’ s’envoyant sur un point
p de X comme ci-dessus. D’aprés le théoréme de Cohen-Seidenberg, 1’ensemble de ces points de
X' coincide avec l’ensemble des points maximaux de la fibre spéciale de X’ — S{.

Le lemme suivant nous permet d’en déduire que cette fibre spéciale est réduite.

Lemme 5.3.5.1. — Soit X un schéma noethérien normal. Tout diviseur de Cartier effectif gé-
nériquement réduit est réduit.

5.8.6. — Notons k{ le corps résiduel de W}, fini sur kg, @’ une uniformisante de Wy, et consi-
dérons une composante connexe X” = Spec(A”) de X’. Soit k" son corps résiduel, fini sur k.
L’inclusion k), — k" déduite du morphisme X" — S est formellement lisse, car k{ est parfait,
donc se reléve d’aprés [EGA 0, 19.7. 1 et 2] en un morphisme formellement lisse W, — I" ot
I" est un anneau de valuation discréte complet. L’anneau A” /' étant réduit et équidimensionnel
de dimension d — 1 de corps résiduel k", il existe d’apreés le théoréme de Cohen-Gabber , un
relévement k{-linéaire k" — A" /w’ et des éléments x1,...,24_1 dans I'idéal maximal de A"/’
tels que le morphisme induit &”[[ty, ..., tq-1]] — A” /@', envoyant I'indéterminée t; sur x;, soit fini,
génériqguement étale (c’est-a-dire : le morphisme k”'[[t1,...,tq—1]] = A”/w’ induit un morphisme
étale entre un ouvert dense de Spec(A”/w’) et un ouvert de Spec(k”[[t1,. .., td—1]]))-

Par lissité formelle de W — I”, le morphisme composé I"” — k" — A" /w’ se reléve en un W{-
morphisme I” — A”. En relevant les z; dans A”, cela nous permet de construire un morphisme
AY = I"[[t1,. .., ta1]] — A”, fini injectif (cf. p. ex. [EGA 0,y 19.8.8 (démonstration)]), étale
au-dessus du point générique de la fibre spéciale.

Notons K" le corps des fractions de A”. Par construction, il est fini sur K.

5.4. — Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.4.1. — Les groupes de cohomologiec H'(Spec(K" )4, Z/p) sont nuls pour tout i >
dim(A) + dim,, (k).

Remarquons que le morphisme A — A” étant fini, dim(A) = dim(A”) et dim, (k) = dim, (k")
E213).

Soit i comme ci-dessus et considérons une classe ¢ € H(Spec(K" )¢, Z/p). Nous allons com-
mencer par montrer que ¢ s’étend & un grand ouvert.

Lemme 5.4.2. — Il existe un ouvert U C X" contenant les points maximaux de la fibre spéciale
et une classe cy € H (U, Z/p) s’envoyant sur ¢ par restriction & Spec(K").

Démonstration du lemme. — Soit p un point maximal de la fibre spéciale Spec(A” /w’). L’anneau
A" étant normal, le localisé A} est un anneau de valuation discréte. Soit K" g le corps des fractions
de I'hensélisé de A} et c, la restriction de c a Spec(K”g). 11 résulte du théoréme de Kato
que l'on a cdp(K”g) = 1+ dim,(Frac(A4”/p)). D’aprés appliqué & 'anneau intégre hensélien
A" /p de corps résiduel k", on a donc cdp(K”g) < dim(A”) + dim, (k") < i, de sorte que ¢, = 0.
Joint au lemme ci-dessous, cela montre que la classe ¢ appartient & 'image du morphisme de
restriction H'(Spec(Aj)st, Z/p) — H'(Spec(K" ), Z/p). 1l existe donc, pour chaque p comme ci-
dessus, un ouvert U, de X" contenant p et une classe Cy, sur U, induisant ¢ sur Spec(X). Quitte &
rétrécir ces ouverts, on peut utiliser inductivement la suite exacte de Mayer-Vietoris pour recoller

ces Cy en une classe Cy sur U = UU,,.
O

Lemme 5.4.3. Soit A un anneau de valuation discréte de corps des fractions K. Considérons
A" son hensélisé, K" le corps des fractions de A" et ¢ € H(Spec(K )¢, Z/n), ot (n,i) € N2. Si
limage de ¢ dans H(Spec(K")g, Z/n) est nulle, la classe ¢ appartient & l'image du morphisme
de restriction H'(Spec(A)g, Z/n) — H'(Spec(K)s, Z/n).
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Démonstration. — Le morphisme Spec(A") — Spec(A) induisant un isomorphisme sur les
localisations strictes et un isomorphisme au-dessus du point fermé s de Spec(4), on voit fa-
cilement d’aprés [SGA4 v 6.4 et 6.5 et [SGA4 vil 5.2] que le morphisme d’adjonction
RI (43 (Spec(A)et, Z/n) — R (ony (Spec(A™)et, Z/n) (ont s" est le point fermé de Spec(A")) est un
isomorphisme. Le morphisme de suites exactes

H(Spec(A)g, Z/n) — Hi(Spec(K )¢, Z/n) ——> Hf'{'g}l(Spec(A)ét, Z/n)

| | -

H(Spec(A")at, Z/n) —= Hi(Spec(K™)et, Z/n) —= H(iy (Spec(A”)er, Z/n)
permet alors de conclure. O

Revenons & la démonstration de On peut supposer d > 2, sans quoi le résultat est déja
connu (2.3.1} pour d = 1). Notons 7 : X" = Spec(A”) — X[/ = Spec(Af) le morphisme considéré
en st fini et étale au-dessus du complémentaire d’un fermé F, de X ne contenant pas
la fibre spéciale du morphisme X — Sj = Spec(W})). Notons F, le fermé n(X" — U) C X{,
ou U est comme en [5.4.2] et posons F' := F, U F,.. Par hypothése, F' est contenu dans le lieu
d’annulation d’une fonction non inversible f € A{ telle que f ¢ (w’). Ainsi, d’aprés (ii) et
(i) (appliqué a lanneau de coefficients I” et m = (w’)), on peut supposer que f appartient a
I"[[t1, ... ta—2]][ta—1] et est unitaire en tq_1, distingué.

Notons Af = I"[[t1,...,ta—2][{ta—1}. D’aprés le lemme la paire (A{, (f)) est hensélienne
et le complété (f)-adique de Afj est Aj. Le morphisme Spec(A”) — Spec(Af) étant fini, étale
au-dessus de D(f) < Spec(Af), il résulte du théoréme d’Elkik qu’il s’algébrise. En d’autres
termes, il existe un diagramme cartésien

X" = Spec(A") —= X" = Spec(;lv”)

lﬂ' O \Lﬁni, gén. étale

X(l)/ = Spec(Ag) —_— 3(\6’ = Spec(;{\é’)

La paire (5(7’, V(f)) est hensélienne, car ()/(:g’, V(f)) lest, de sorte qu’il résulte du théoréme de

comparaison de Fujiwara-Gabber ([Fuj95], 6.6.4) que le morphisme
He (X7 = V(f),Z/p) — Hu (X" = V(f), Z/p)
est un isomorphisme. Ainsi, la classe ¢ € H (Spec(K" )¢, Z/p), qui a été préalablement étendue a
X" —V(f), provient, par restriction, d'un élément de HY, (),(V” =V (f),Z/p). Soient K" le corps des
fonctions rationnelles du schéma intégre X et L le corps des fractions de 'anneau I"[[t1, ... ta—2]]-
L’extension K" /L est de degré de transcendance un de sorte que cdp(ﬁ’ ) <1+cdy(L) (théoréme
de Grothendieck, cf. [Ser94], chap. I, §4.2, prop. 11). D’aprés ’hypothése de récurrence, on sait
d’autre part que cd,(L) < (dim(A”) — 1) + dim,(k”). Finalement, puisque dim(A4) = dim(A”) et
dim,, (k) = dim,(k"), on a
cd,(K") < dim(A) + dim, (k).

La classe de cohomologie ¢, qui appartient a 'image de H(Spec(K") g, Z/p) — H'(Spec(K")et, Z/p)
est nulle. (Rappelons que ¢ > dim(A4) + dim,(k).)
Ceci achéve la démonstration de la proposition [5.4.1

5.5. — Soient Ky (resp. K})) le corps des fonctions de Sy (resp. Sj). Le corps K du paragraphe
précédent étant I'un quelconque des facteurs de la K-algébre réduite K ® i, K, il résulte de
que les groupes de cohomologie H'(Spec(K ®k, K{)st, Z/p) sont nuls pour i > dim(A) + dim,, (k).

Corollaire 5.5.1. — Soit K, une cloture séparable de Ky. Les groupes H'(Spec(K ®p,
Ko)et, Z/p) sont nuls pour i > dim(A) + dim, (k).
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Démonstration. — Soit en effet W /W{ une extension finie. Il résulte immédiatement de et
du lemme et du critére de Serre que la fibre spéciale du morphisme Spec(A’ ® W )
Spec( ) est réduite et le schéma Spec(A’ ®wy W normal, de corps résiduels en ses point fermés
finis sur k. On peut donc procéder comme en m 5.3.6| et [5.4] en remplagant Spec(A”) par une
composante connexe de Spec(A’ @y W) Ainsi, d’ apres 5 1l on a

H'(Spec(K ®k, Frac(W))e, Z/p) = 0
pour tout ¢ > dim(A) + dim, (k). On passe alors a la limite. O

Proposition 5.5.2. — Soient A, K, k et p comme dans l’énoncé du théoréeme[1.2 Supposons A
normal, complet de caractéristigue mizte. On a alors l'inégalité :

cd,(K) < dim(A) + dimy, (k) + 2.
Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant :

Lemme 5.5.3. — Soient K un corps, N un entier naturel et p un nombre premier. Supposons que
pour toute extension finie séparable L de K on ait HN*1(Spec(L)et, Z/p) = 0. Alors, cd,(K) < N.

Démonstration du lemme. — Soient K une cloture séparable de K et H un p-Sylow de
Gal(K/K) =: Gk. On a l'égalité cd,(Gk) = cd,(H) ([Ser94], chap. I, §3.3, cor. 1). Puisque que
H est un p-groupe, on a cd,(H) < N si et seulement si HN*1(H, Z/p) = 0 (op. cit., §4, prop. 21).
Or, le groupe HV*Y(H,Z/p) = Hé\t["’l(FH,Z/p) est une colimite de groupes H) t*(L,Z/p) avec
L/K finie étale. Sous nos hypothéses, les termes de cette colimite sont tous nuls de sorte que
cd,(H) < N comme escompté. O

Démonstration de la proposition. — Rappelons que le corps Kg est un corps local & corps résiduel
parfait de sorte que cd,(Ky) < 2 (op. cit., chap. II, 4.3). Cette observation, jointe au résultat
d’annulation [5.5.1] permet de déduire de la suite spectrale

ES? = H*(Gk,, W (K ©x, Ko, Z/p)) = HEP (K, Z/p)

I'annulation des groupes H:, (K, Z/p) pour i > dim(A) +dim, (k) + 2. Ceci étant également valable
pour les extensions finies de K, on peut utiliser le lemme ci-dessus pour conclure. O

5.6. Fin de la démonstration. — Fixons d et r deux entiers naturels et considérons le plus
petit entier naturel N tel que pour tout A comme en de dimension d et de corps résiduel
de p-dimension r, on ait cd,(FracA) < N. On a vu ci-dessus qu'un tel entier N existe (et est
inférieur ou égal & d+r+2). Si A est un anneau intégre tel que cd,(Frac A) = N, il existe d’aprés
le lemme une extension finie L de Frac A telle que HY (L, Z/p) # 0. Quitte a4 normaliser A
dans L, on peut donc supposer qu’il existe un anneau A comme ci-dessus, de corps des fractions K
tel que HY (K, Z/p) # 0. Supposons par 'absurde N > d+r. D’aprés les résultats des paragraphes
m 6 et la proposition il existe une extension finie L/K telle que HY(L,Z/p) = 0.
Ce groupe est isomorphe & Hé\tf(K, Ind% (Z/p)). La surjection canonique IndK(Z/p) — Z/p de
modules galoisiens (donnée par la trace) induit ici, puisqu’il n’y a pas de cohomologie en degré
> N + 1, une surjection
0= Hé\é(L7 Z/p) — Hé\é(Kv Z/p)
sur les groupes de cohomologie. Contradiction.

6. Le cas d’un ouvert de A[p—!]
Dans cette section, on démontre le théoréme suivant.

Théoréme 6.1. — Soit A un anneau hensélien excellent intégre de corps résiduel k de caracté-
ristique p > 0 et de corps des fractions K de caractéristique nulle. Alors, pour tout ouvert non
vide affine U C Spec(A[p~™']), on a :

dim.coh.,(Us) = dim(A) + dimy, (k).
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Rappelons que pour tout topos T’ on note dim.coh.,(7") le plus petit entier naturel d (ou 'infini
si un tel entier n’existe pas) tel que H"(T,.%) = 0 pour tout faisceau de p-torsion .# et tout entier
n>d (cf. [SGA4 x §1] et [SGA 41X 1.1]).

On majore dim.coh.,(Us;) au paragraphe en procédant comme plus haut. Pour minorer
dim.coh.,(Ust ), on se raméne au cas ot U est le point générique par une astuce de globalisation
d’une classe de cohomologie aprés un revétement ramifié de degré 2 (cf. .

6.2. Minoration. — Soient A,k et K comme en et considérons un entier r > 0 inférieur
ou égal & dim(A) + dim,(k) € N|J{+oo}. On peut supposer A normal car d’une part A est
japonais et d’autre part, pour tout morphisme fini A — A’,si U’ = U ®4 A’, on a dim.coh.,(U’) <
dim.coh.,(U). Soit £ un point maximal de V(p) C Spec(A4). Notons th le corps des fractions de
I’hensélisé de I’anneau de valuation discréte A¢. D’aprés le théoréme de Kato dim, (K g) =
1+ dim,(x(Ag)), ot k(Ag) est le corps résiduel de 'anneau de valuation discréte. C’est aussi le
corps des fractions d’un anneau local hensélien intégre de dimension dim(A)—1 et de corps résiduel
k. Utilisant le théoréme on en tire dimp(Kg) =1+ (dim(A4) — 1+ dimy(k)) > r. De D'égalité
cdp(Kg) =cd, (Kg(up)) (cf. p. ex. [Ser94|, chap. 11, §4.1, prop. 10’ et et du lemme on
déduit D'existence d'une extension finie K’/ K} telle que i, C K’ et Hy, (K', Z/p) # 0. L’extension
(séparable) K'/K} peut étre définie par un polynome irréductible unitaire a coefficients dans K.
Par unicité de l'extension de la norme de K? A sa cloture séparable, le lemme de Krasner est
applicable et 'on peut donc approcher les coefficients de ce polynéme par des éléments de K de
sorte que l'extension K'/K, é’ soit définie sur K. Quitte & remplacer A par sa normalisation dans
cette extension, on peut donc supposer que Hgt(Kg7 uff’r) #0et pp, C Kgl. D’aprés les résultats de
K. Kato (|[Kat82], th. 1 ou [CT99], §4), ce groupe est engendré par les symboles ; en particulier,
il existe des éléments @1, ..., ¢, € (K é‘)x tels que la classe

€= X1 U“'UXSDr eHgt(ngﬂ](?r)

soit non nulle. Ci-dessus, x,, est I'image de ¢; par le composé (Kg)X — (Kg)x/(K?)Xp —
h
Hét (Kg s Hp)-
Remarquons que ’anneau A? étant hensélien, il existe un entier N > 0 tel que

() 1+mY C (1+me)?

dans cet anneau. Il en résulte immédiatement que I'on peut approcher les ¢; par des éléments de
K sans changer les xo,.

On va montrer dans la proposition suivante qu’il existe une classe de cohomologie dans
H, (Spec(A[p~']), F), ot F est un Z/p-faisceau convenable, non nulle en restriction au corps des
fractions. La minoration désirée, pour tout ouvert non vide U < Spec(A[p~!]) (affine ou non),
s’en déduit immédiatement.

Proposition 6.2.1 (|Gab06|). — Soient A, et ¢ comme ci-dessus. Pour tout voisinage ouvert
W C Spec(A) de &, il existe un morphisme surjectif, fini et plat de rang 2, # : U — U :=
Spec(A[p~Y]), étale et décomposé sur Ugh = Spec(Ké‘), satisfaisant la propriété suivante : si l'on
note j' Vimmersion owverte (WNU)" := n=Y(WNU) — U’, il existe une classe ¢’ € H (U’, j{pu3")
dont la restriction a

U xy U ~ U] UL,
soit (¢, —c).

Rappelons que si jyx : U < X est une immersion ouverte, on note jyx: le foncteur « prolon-
gement par zéro » sur les faisceaux étales abéliens. On a un morphisme d’adjonction canonique
Jjuxijirx — Id, induisant un isomorphisme en restriction sur U. Il en résulte immédiatement
que si Wy «— W < U est une chaine d’immersions ouvertes, on a un morphisme canonique
JwoulJiv,u — Jwuijiyy induisant un isomorphisme sur Wy. Cela permet d’observer que si la
conclusion de la proposition est vraie sur un ouvert Wy, elle l’est sur tout ouvert W comme dans
I’énoncé le contenant.
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Vérifions maintenant qu’il suffit de démontrer la proposition dans le cas particulier ou r = 1.
Quitte a rétrécir W — ce qui est loisible d’aprés ce qui précéde — on peut supposer les fonctions
; inversibles sur W N U. Supposons la proposition démontrée pour r = 1 et appliquons-la a la
classe ¢1 = X, ; on obtient donc une classe ¢; sur un U’, comme dans 1’énoncé. Le produit (cf.
p. ex. [SGA 41 CycLE 1.2.4])

He (U, jinp) @ Hy (W NUY i) @ - @ Hy (W N UY', p1p) — He (U, i)

C/I®X<P2®"'®X<p,,,’—>cl

fournit une classe ¢’ comme désirée.

Supposons W = Spec(A[h~1]). Quitte a diviser ¢ par une puissance de h?, on peut supposer
que ! s’étend en une fonction v sur U, divisible par k2. Enfin, quitte & multiplier ¢ par une
puissance convenable de pP (inversible sur U), on peut également supposer ve(p) > N.

Considérons le revétement Uj de U défini par 1’équation :

fX)=X?—(+2)X+1=0.

Observons dés maintenant que la fonction X est inversible sur ﬁUé. Le polynome unitaire g(X) :=
chf(%) = X?—(1+42¢) X +¢? (congru a X (X —1) modulo m;) satisfait aux conditions g(1) € ()
(resp. g(¢?) € (¢%)) et ¢'(1) € AL (resp. ¢'(¢*) € A{); le polynome f posséde donc deux racines
z et @’ dans K} telles que z = pmod (¢?) et 2’ = ¢~ mod (1). 1l existe donc a € A} tel que
x = @(1+ayp) ; par hypothése sur p et N, (14+ayp) € Kgxp, de sorte que x» = X, dans Hét(Kg, Kp)-
Il en résulte immeédiatement que X,» = —X,. Soit U’ le normalisé de U} dans Ué[%] ; puisque par
hypothése h? divise ¢ dans Oy, ainsi donc que son multiple (X —1)%, on a h|X — 1 dans Oy.
La fonction X est donc une section sur U’ du faisceau G,y v (p) := Ker(GmU/ — i*GmV(h)), ol

Pon note ¢ 'immersion fermée V' (h) < U’. Soit j’ 'immersion ouverte complémentaire. Puisque p
est inversible sur U’, on a une suite exacte

. f=f?
L — jipy — Gnuviy = Gmuivn — 1

qui étend la suite exacte usuelle de Kummer sur K g L’image de X par le morphisme cobord est
une classe de cohomologie ¢’ € H, (U’, jipt,), induisant (¢, —c) en restriction a Ugh. Compte tenu
de Dégalite H (U', jipp) = HE (UG, jorp), ot jg est I'immersion ouverte Uj[+] — U}, la classe de
cohomologie ¢’ se descend en la classe ¢’ sur U}, désirée.

6.3. Majoration. On procéde par récurrence sur dim(A4). Le cas de la dimension 1 est
da a K. Kato (théoréme . Soient U comme dans I’énoncé, j : U — X[p~!] I'immersion
ouverte et . un faisceau étale de p-torsion sur U. D’aprés le théoréme de Lefschetz pour les
morphismes affines de type fini entre Q-schémas excellents ([SGA 4 X1x 6.1]), pour tout entier
B, et tout point géométrique z de X[p~'], on a (RPj,.#); = 0 dés que 3 > dim X(5). 1 en
résulte que pour tout entier a, et pour tout sous-faisceau constructible Kz de R%j,.Z, on a
HE (X[p'], Kp) = HE (X'[p~"], K};), ot X" est un fermé de X, de dimension inférieure ou égale a
dim(A)—fet K 23 un faisceau de p-torsion sur celui-ci. Ainsi, si > 0, ’hypothése de récurrence sur
la dimension entraine la nullité de HS, (X [p~!], R%j..%#) pour a > (dim(A)—3)+dim, (k). (Bien que
cela ne soit pas utile, remarquons que 1'on sait (loc. cit., th. 5.1) que les faisceaux R?j,.Z ci-dessus
sont constructibles.) La suite spectrale associée a I'isomorphisme RT'(U, %) = RT(X [p~ ], Rj..%)
nous raméne donc au cas ot U = X[p~!]. Enfin, la méthode de la trace ([SGA 4 1X 5.6]) nous
raméne a montrer Pannulation de HZ (Spec(A[p~']),Z/p) pour n > dim(A) + dim,(k) =: N,
somme que nous supposerons finie sans quoi I’énoncé est trivial. On peut également supposer A
normal et complet, ce que nous ferons dorénavant.

Soit kg le sous-corps parfait maximal de k. D’aprés[5.3.5] il existe une extension finie W’ /W (k)
telle que le morphisme Spec(A ®yy (x,) W')” — Spec(W’) ait une fibre spéciale réduite. Soit ¢ une
classe de cohomologie & coefficients constants Z /p sur A”[p~1], ott A” est une composante connexe
de (A QW (ko) Wy,
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Comme dans §5.4] il résulte du théoréme de Kato qu’'une telle classe s’étend & un
ouvert U"” de Spec(A”) contenant les points maximaux de la fibre spéciale. On peut bien entendu
supposer U" # Spec(A”).

D’apreés les théorémes de Cohen-Gabber et Elkik, on peut algébriser comme dans I’anneau
A” en un anneau A” satisfaisant les conditions suivantes :

i. Pouvert U” se descend & un ouvert U” de Spec(/T”) ;
ii. le schéma Spec(Z’/’ ) est I’hensélisé en un point fermé de la fibre spéciale d’une courbe relative
sur un schéma local noethérien complet de dimension dim(A) — 1;
iii. 'anneau A" s’identifie au complété de A le long d’un idéal définissant le complémentaire de
ur. (Rappelons que l'on a supposé U"” # Spec(A”).)
D’aprés le théoréme de Fujiwara-Gabber ([Fuj95|, 6.6.4), pour tout entier 4,

Hi (U",Z/p) = HL(U", Z/p).

En particulier, la classe de cohomologie cA”/ provient par image inverse d’une classe de cohomologie
sur U" et finalement d’une classe ¢’ sur A”[p~1]. Vérifions que H. (A”[p~'],Z/p) = 0 pour i > N.
Par passage a la limite, il suffit de monter que 'on a H% (B[p~'],Z/p) = 0, si f : Spec(B) —
Spec(C') est une courbe relative, ot C' est local noethérien complet de dimension dim(A4) — 1, et
de corps résiduel k.

Il suffit de montrer que pour tout 3 > 0 et tout ¢ > N, on a :

H. P (Clp~Y), R 1.2 /p) = 0.

Il résulte du théoréme de Lefschetz affine que si (R”f.Z/ p) @) # 0 on a nécessairement l'inégalité
B —1 < dim Spec(C') (3. En conséquence, le support du faisceau constructible R4 f.Z/p est contenu
dans un fermé de Spec(C[p~!]), induit par un fermé de codimension au moins 3 — 1 dans Spec(C).
Comme précédemment (réduction au cas U = Spec(A[p~!])), on en déduit grace a 'hypothése
de récurrence sur la dimension que les groupes de cohomologie ci-dessus sont nuls pour 7 > N.
(Remarquons que comme ci-dessus, on pourrait s’abstenir d’utiliser le théoréme de constructibilité
des images directes pour les morphismes de type fini entre Q-schémas excellents.)

Ainsi la classe de cohomologie ¢” est nulle, de méme que les groupes de cohomologie
H:, (Spec(A QW (ko) W'lp~']),Z/p) pour i > N. Ceci étant vrai pour chaque extension finie
de W', on a donc :

H (Alp™'] ®K, Ko,Z/p) =0 Vi > N,
ot l'on note Ky = Frac W (ko).

Puisque cd,(Kp) < 2, il s’en suit que pour tout F,[Gg,]-module V, et tout i > N + 2, on
a Hi (A[p~'],V) = 0. Comme en on observe que pour tout tel V, il existe une surjection
V' — V ou V' est une somme directe d’induites de représentations triviales de « petits » —
c’est-a-dire contenus dans Grrac v’ — sous-groupes ouverts. Pour un tel V/ on connait le résultat
d’annulation pour ¢ > N. L’annulation du H* pour V se raméne donc & I’annulation du H**! pour
Ker(V’' — V). On obtient la majoration désirée en procédant ainsi une fois de plus.

7. Appendice : le théoréme de structure de Cohen-Gabber

Théoréme 7.1 (|[Gab05al, lemme 8.1). — Soit A un anneau local complet noethérien réduit,
d’égale caractéristique p > 0, équidimensionnel de dimension d et de corps résiduel k. 1l existe un
sous-anneau Ay de A, isomorphe a4 k[[t1,...,tq]], tel que A soit fini sur Ag, sans torsion et géné-

riquement étale. De plus, on peut choisir un tel morphisme Ag — A induisant un isomorphisme
sur les corps résiduels.

Ce résultat apparait explicitement comme hypothése (dans le cas intégre) dans [EGA 0,, 21.9.5].

La démonstration du théoréme, qui est une adaptation au cas non irréductible de [Gab05al,
occupe le reste de ce paragraphe. Nous supposerons dans la suite d > 0, sans quoi 1’énoncé est
évident.
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Dans les paragraphes a nous allons montrer qu’il existe un corps de représentants
de A tel que le A-module des formes différentielles complété QY . soit de rang générique égal a
d sur chaque composante irréductible. En (7.7]) nous verrons comment en déduire rapidement le
théoréme.

7.2. — Soit {b;}icp une p-base de k = A/m4. Choisissons des relévements arbitraires [3; des
b; dans A. Rappelons qu’il existe un unique corps de représentants x C A contenant les 3; et se
surjectant sur k (cf. [Bourbaki, A.C., 1X, §2, N°2, th. 1 a)]). Changer de corps de représentants
revient donc & changer les ;.

Fixons également un systéme de paramétres 7q,...,7q de A; nous ne le changerons qu’a la fin
de la démonstration .

7.3. — Pour toute partie finie e C E, posons k. := kP(f5;, 1 ¢ e) C k. Les trois propriétés
suivantes sont évidentes :
pour toute partie finie e C F, [k : k¢] < +00,
pour toutes parties finies e,€’ C E, kKeuer C Ke N Ker,
NecEke = KP.
7.4. — Soient Spec(A) une composante irréductible de Spec(A), munie de la structure réduite,

et 71, ...,7q4 les images des 7; dans A par la surjection canonique A — A.
Considérons le diagramme d’anneaux :

| |

Ln,e L;-g

ke[[TF, ..., Ta"]] —— k[[T1, ..., Tdl] —>11
L

ou les fleches horizontales sont les homomorphismes canoniques, et les fléches verticales les in-
clusions dans les corps de fractions respectifs. Les fleches horizontales sont injectives et corres-
pondent & des morphismes finis. Pour la seconde, cela résulte du fait que le module A est quasi-
fini ([EGA 01 7.4.1]) sur s[[7T,...,74]] donc de type fini car I'idéal (77,...,74)A est un idéal de
définition ([EGA 07 7.4.4]). Enfin, les 7; sont analytiquement indépendants sur & : le sous-anneau
K[[TT, - .., 74]] de A est bien un anneau de séries formelles ([EGA 07y 16.3.10]).

Rappelons le lemme suivant.

Lemme 7.4.1 ([Mat89]|, §30, lemme 6). — Soient K un corps de caractéristique p > 0 et
{K,} une famille non vide de sous-corps cofinis (c’est-a-dire tels que les [K : K,] soit finis)
satisfaisant les deux conditions suivantes : (| K, = KP? et, pour toute paire d’indices «, 3, il existe
un indice v tel que K, C K, () Kg. Alors, pour toute extension finie L/K, il existe un indice
a = ay, tel que, pour tout sous-corps cofini K' C K, , on ait

rangLQi/K/ = rangKQ}(/K,.

On a observé ci-dessus que la famille des k. C k, e C F, satisfait aux hypothéses du lemme
précédent. On vérifie immédiatement qu’il en est de méme de la famille des sous-corps Ly, . de L, ;
on a donc 'égalité

(7.a) 1”a]flnglL/Lh.,,j = 1”angLﬁgan/Ln,e’

dés que I'ensemble fini e est suffisamment grand.
Posons R, = k[[71,...,7d]] et Rx,e = ke[[T1F, ..., Ta"]]. Le terme de gauche de ([7.a)) est le rang

générique du A-module le IR c’est-a-dire le rang de son tensorisé avec L. Remarquons que
K,e

d’apres [EGA Ory 21.9.4], QL /g, , Sidentifie au module A-module (AZlZ /r, de formes différentielles

complété. Le terme de droite est quant a lui le rang du R, .-module libre Q}zm /R, Ce dernier
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est égal a d + rangﬁﬂi/ﬁe = d + |e|] (ou | — | désigne le cardinal d’un ensemble), de sorte que la
formule [Z.a] se réécrit :

(7.b) rangzﬁlz/m =d+ el

7.5. — La proposition suivante va nous permettre de modifier le corps des représentants de fagon

a pouvoir supposer ¢ vide (de fagon équivalente : k. = k).

Proposition 7.5.1. — 1l existe une partie finie e de E et des éléments 3}, pour i € e, relevant

les b; tels que, pour chaque composante irréductible intégre Spec(A) de Spec(A), les conditions
sutvantes soient vérifiées :

i. rangzﬁlz/n =d+lel,
ii. les images des df3} dans 0L @5 L, ou L = Frac(A), sont L-linéairement indépendantes.

A/Ke

L’égalité (et donc étant valable, pour chaque composante irréductible, dés que e est
suffisamment grand, on peut choisir un tel ensemble qui convient pour chacune d’entre elles. La
propriété (i) en découle.

Pour démontrer la propriété (ii), nous utiliserons le lemme élémentaire suivant.

Lemme 7.5.2. — Soient A et L comme ci-dessus. Pour tout idéal non nul I de A, lensemble
des df @5 L, pour f € I, est une famille génératrice du L-espace vectoriel QlZ/,.; ®x L.

Démonstration. Soient fy € I non nul, et wy = dfy. Pour tout b € A, d(bfy) = bwy + fodb. La
famille des d(bfp) ® 1 contient wy ® 1; d’aprés la formule précédente, le L-espace vectoriel qu’elle
engendre contient donc les db ® 1 pour chaque b € A. O

Soit {1, ..., p.} ensemble des idéaux premiers minimaux de A. Pour chaque j € {1,--- , ¢},
posons A; = A/p; et X; = Spec(A;) la composante irréductible intégre de X = Spec(A) corres-
pondante. Notons pour tous i € e et j € {1,...,c}, B; ; 'image dans A; de 3; € A. (Rappelons que
les B; font partie d’une p-base de k C A.) Nous allons démontrer par récurrence sur j (0 < j < ¢)
qu’il existe des éléments {m; ;} dans my4, pour ¢ € e, tels que les images des éléments §; + m; ;
dans chacun des anneaux Aq,..., A; aient des différentielles linéairement indépendantes dans cha-
cun des espaces vectoriels Qzl/Rm ®a, Frac Ay, ..., Qi&j/Rn,e ®a; Frac A;. Pour j = 0, cette
condition est vide. Supposons ’assertion démontrée pour un j < ¢ — 1 et montrons la pour j + 1.
Quitte & remplacer §; par 8; + m; j, on peut supposer que m;; = 0 pour tout ¢ € e. L’anneau
A étant réduit, les p, forment une décomposition primaire réduite de (0), de sorte que 'idéal
qj :==p1N---Ngp; (=Ker(A — Ay x---x Aj;)) nest pas contenu dans ;1. Si j > 0, notons ;4
son image dans A = A;j (= A/p;4+1); c’est un idéal non nul. Si j = 0, on considére m. D’aprés

(1), rangzﬁlz/H = d + |e| > |e|; d’autre part, la famille d(;+1) est génératrice dans (Allz/n Q% L

(ot L = Frac A).

Lemme 7.5.3. — Soient V un espace vectoriel de dimension au moins n, by, ..., b, des vecteurs
de V et W une famille génératrice. Il existe une famille wy,...,w, d’éléments de W |J{0} tels
que les b; + w; soient linéairement indépendants.

Démonstration. — Par récurrence immeédiate sur n. O

Il existe donc des éléments m;,j 11 € Ijp1, i € e, tels que les différentielles des éléments
d((8; mod pji1)+m; ), i € e, soient linéairement indépendantes dans le/ne @z L.

Relevons les m] ;. ; en des éléments m; j1 de q; si j > 0, ou de my si j = 0. Par construction,
ils satisfont la propriété escomptée au cran j + 1.
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7.6. — Considérons le sous-corps k' := kP(08;,1 ¢ €; 0., € ) = ke(Bl,1 € e) C A, ou les f]
(i € e) sont comme en Il s’envoie isomorphiquement sur & = A/m4 par réduction : son
image contient kP et les images des §; (i ¢ e), 5. (i € e), qui constituent une p-base de k. Des

égalités et de la propriété (ii) de on tire :

~

rang {2 =d,

L
A/K!

pour toute composante irréductible intégre Spec(A4) de X. Par la suite, nous noterons encore x ce
nouveau corps de représentants.

7.7. — Le A-module 6}4 /r étant de rang générique d sur chaque composante irréductible, on
montre en procédant comme précédemment, qu’il existe des éléments fi,..., fq de A tels que les
d(f; mod pa) ®4, Frac A; forment une base de ?234], /i ®4; Frac A; pour chaque composante irré-
ductible Spec(A;) de X. Quitte & les multiplier individuellement par une puissance p-iéme d’un
élément appartenant & m4 —|J p;, on peut les supposer dans m 4. Rappelons que 'on a choisi un sys-
téme de parametres 71, ...,7q dans A, de sorte que le morphisme Spec(A) — Spec(k[[r1, ..., 74]])
soit fini.
Posons, pour i € {1,...,d},

Soient Ay le sous-anneau [[t1,...,tq)]] de A, Xo = Spec(Ag). Le morphisme X — X est fini :
cela résulte du fait que les éléments 1 + f; sont des unités de A. Vérifions qu’il est génériquement
étale. L’anneau A étant noethérien complet, le A-module de type fini Qh /A, €St également complet

et coincide donc avec le module des formes différentielles complété 6}4 Ay Les anneaux Ag et A

étant métrisables, et tout sous-A-module de ?2114 . étant fermé, la suite
f\2}40/N®AUA - Q}4/"0 - Q}“/Ao = Qxl4/A0 —0
est exacte ([JEGA Ory 20.7.17]). Il résulte de 'hypothése sur les éléments f; et de la formule
d(t;) = 7/ df;

qu’au-dessus de chaque point maximal de X = Spec(A), la premiére fleche est surjective. On en
déduit que le A-module Q}4 /Ao est génériquement nul, CQFD.
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