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COHOMOLOGIE DANS LES TOPOS

par J.L. Verdier
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2. Cohomologie de Čech. Notation cohomologique . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3. La suite spectrale de Cartan-Leray relative à un recouvrement . . 19
4. Faisceaux acycliques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5. Les Rqu∗ et la suite spectrale de Cartan-Leray relative à un

morphisme de topos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
6. Ext locaux et cohomologie à supports . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
7. Appendice : Cohomologie de Čech . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
8. Appendice. Limites inductives locales (par P. Deligne) . . . . . . . . 49
Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Introduction

On présente dans cet exposé les invariants cohomologiques commutatifs et élémen- 2

taires des topos. Dans le n◦ 1, on étudie les modules plats et les morphismes plats
de topos annelés. Les démonstrations sont faites en utilisant l’hypothèse, le plus sou-
vent vérifiée dans la pratique, que les topos ont suffisamment de points (IV 6). Ces
démonstrations sont reprises dans le cas général dans l’appendice n◦ 8 où Deligne,
à l’aide de la technique des limites inductives locales, généralise en outre au cas des
topos, le théorème de D. Lazard sur la structure des modules plats. Les théorèmes
de cet exposé, sont des théorèmes d’existence de suites spectrales reliant les différents
invariants cohomologiques (N◦ 3, 5, 6). On sait que, même pour les espaces topolo-
giques, la cohomologie de Cech ne coïncide pas en général avec la cohomologie des
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faisceaux [11]. On introduit dans l’appendice n◦ 7, un calcul de Cech modifié permet-
tant d’obtenir, à l’aide de recouvrement, la cohomologie des faisceaux dans un topos
quelconque. On est amené dans cet appendice à utiliser des recouvrements simpli-
ciaux (hyper-recouvrements) dont les invariants homotopiques ont été étudiés dans
[1] (cf. aussi [17]).

Les invariants cohomologiques introduits sont élémentaires en ce sens que nous
n’utilisons pas les catégories dérivées [12]. Le lecteur familier avec ce langage fera
immédiatement la traduction des différents énoncés de cet exposé et pourra alors les
généraliser aux complexes et à l’hypercohomologie. Ce langage des catégories dérivées
est d’ailleurs utilisé dans la suite de ce séminaire.

On se limite ici à la cohomologie commutative. Pour le H1 non commutatif, utilisé
dans ce séminaire, et pour le H2 non commutatif, nous renvoyons à [9]. Les foncteurs
qu’on dérive sont additifs ; on reste muet sur les structures multiplicatives (cf. [7]).

0. Généralités sur les catégories abéliennes

Dans ce numéro nous rappelons quelques lemmes dont la plupart se trouvent dans3

[11].

Proposition 0.1. — Soit A une catégorie abélienne possédant un générateur. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) La catégorie A vérifie l’axiome AB 5) : Les petites sommes directes sont repré-
sentables et si (Xi), i ∈ I, est une petite famille filtrante croissante de sous-objets d’un
objet X de A et Y est un sous-objet de X, on a

(sup
i

Xi) ∩Y = sup
i

(Xi ∩Y).

ii) Les petites limites inductives pseudo-filtrantes (I.2.7) sont représentables et com-
mutent aux limites projectives finies.

De plus, si les conditions ci-dessus sont remplies, les petites limites inductives
filtrantes sont universelles (I 2.6).

Preuve. — Il est clair que (ii) ⇒ (i). Pour montrer que i) ⇒ (ii), et pour prouver
l’assertion supplémentaire, il suffit d’utiliser que A est une sous-catégorie pleine d’une
catégorie de modules M sur un anneau convenable, telle que le foncteur d’inclusion
u : A→M admette un adjoint à gauche v exact [5]. La vérification est alors triviale.

0.1.1. On sait [11] qu’une catégorie abélienne A possédant un générateur et vérifiant
l’axiome AB 5) possède suffisamment d’injectifs i.e. tout objet se plonge dans un objet
injectif. De plus, d’après le résultat déjà cité [5], les petits produits sont représentables
dans A (axiome AB 3) ∗).
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Proposition 0.2. — Soient A et B deux catégories abéliennes et A
u
// B

voo deux

foncteurs adjoints (u est adjoint à gauche de v). Considérons les deux propriétés :

i) Le foncteur u est exact.
ii) Le foncteur v transforme les objets injectifs de B en objets injectifs de A. 4

1) On a toujours l’implication (i) ⇒ (ii).
Si, de plus, tout objet non nul de B est source d’un morphisme non nul dans

un objet injectif, alors (ii) ⇔ (i).
2) Supposons que :

a) la catégorie B possède suffisamment d’injectifs.
b) l’une des deux conditions équivalentes (i) et (ii) ci-dessus soit

remplie.
c) le foncteur u soit fidèle.

Alors, la catégorie A possède suffisamment d’injectifs.

Preuve. — La preuve est laissée au lecteur.

Remarque 0.2.1. — La catégorie des groupes commutatifs possède suffisamment d’in-
jectifs. Appliquant le lemme 0.2 on en déduit que toute catégorie de modules unitaires
sur un anneau à élément unité possède suffisamment d’injectifs. Appliquant alors le
résultat de [5] (utilisé dans la preuve de 0.1) et 0.2, on en déduit que toute catégorie
abélienne possédant un générateur et des petites limites inductives filtrantes exactes
possède suffisamment d’injectifs ; ce qui fournit une nouvelle démonstration de ce fait.

Proposition 0.3. — Soient A, B, C trois catégories abéliennes et u : A → B, v :
B → C deux foncteurs additifs exacts à gauche. Supposons que A, et B possèdent
suffisamment d’objets injectifs. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un foncteur spectral dont le terme Ep,q2 est :

RpvRqu

et qui aboutit à Rp+qvu (convenablement filtré).
ii) Le foncteur u transforme les objets injectifs de A en objets acycliques pour le

foncteur v.

Preuve. — (i)⇒ (ii) est trivial car il suffit d’appliquer le foncteur spectral à un objet 5

injectif. L’implication (ii) ⇒ (i) est démontrée dans [11].

Proposition 0.4. — Soient A et B deux catégories abéliennes et u : A → B un fonc-
teur additif exact à gauche. Soit M un sous-ensemble de l’ensemble des objets de A

possédant les propriétés suivantes :

1) Tout objet de A se plonge dans un élément de M.
2) Si X⊕Y appartient à M, l’objet X appartient à M.
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3) Si

0 −→ X′ −→ X −→ X′′ −→ 0

est une suite exacte et si X′ et X appartiennent à M, alors X′′ appartient à M et la
suite

0 −→ u(X′) −→ u(X) −→ u(X′′) −→ 0

est exacte. Les objets nuls appartiennent à M.

Alors tout injectif appartient à M, et les objets de M sont acycliques pour u,
i.e. pour tout q 6= 0 et tout objet X de M, on a Rqu(X) = 0. (En particulier les
résolutions par des objets de M permettent de calculer les foncteurs dérivés de u.)

Pour la preuve voit [11] 3.3.1.

Proposition 0.5. — Soient U ⊂ V deux univers, A (resp. B) une U -catégorie (resp. V-
catégorie) abélienne vérifient l’axiome AB 5) relativement à U (resp. à V ) et possé-
dant une famille génératrice U -petite (resp. V -petite). Soit ε : A → B un foncteur
exact et pleinement fidèle. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Il existe une famille génératrice (Xi)i∈I de A telle que la famille (ε(Xi))i∈I soit
génératrice dans B.

1′) Tout objet de B est isomorphe à un quotient d’un objet du type ⊕α∈Aε(Yα) où
A ∈ V.

Sous ces conditions, on a la propriété suivante :
2) ε transforme les produits U -petits en produits (donc commute aux limites pro-

jectives U -petites).

De plus, sous les conditions équivalentes 1) ou 1′), les conditions suivantes sont
equivalentes :6

a) Pour tout objet Y de A, tout sous-objet de ε(Y) est isomorphe à l’image par ε
d’un sous-objet de Y.

a′) Il existe une famille génératrice (Xi)i∈I de A telle que la famille (ε(Xi))i∈I soit
génératrice dans B et telle que pour tout i ∈ I, tout sous-objet de ε(Xi) soit isomorphe
à l’image par ε d’un sous-objet de Xi.

b) Tout objet de B est isomorphe à un sous-objet d’un objet du type
∏
α∈A ε(Yα)

où A ∈ V .
c) ε commute aux sommes directes U -petites (donc commute aux limites inductives

U -petites.
De plus, sous les conditions 1) et a′) on a :
d) ε transforme les objets injectifs en objets injectifs.

Remarque 0.5.1. — Lorsque dans 0.5 on a U = V , les conditions 1) et a′) entraînent
que ε est une équivalence de catégories (car on a alors b), 2) et a)).
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0.5.2. Nous nous bornerons à donner des indications sur la démonstration. Les impli-
cations 1) ⇔ 1′), 1) ⇒ 2), sont laissées au lecteur. Il est clair que a) ⇒ a′). Montrons
que a′) entraîne d). Soit M un injectif dans A. Pour tout i ∈ I et tout sous-objet
Y ↪→ Xi de Xi, l’homomorphisme Hom(Xi,M) → Hom(Y,M) est surjectif. Donc, en
vertu de a’) et de la pleine fidélité de ε, pour tout sous-objet U ↪→ ε(Xi), l’homomor-
phisme Hom(ε(Xi), ε(M)) → Hom(U, ε(M)) est surjectif. Comme les ε(Xi) forment
une famille génératrice de B, ε(M) est injectif [11]. Montrons que a′) ⇒ b). Quitte à
augmenter la famille des Xi, on peut supposer que pour tout i ∈ I, tout quotient de Xi

est isomorphe à un Xj pour un j convenable. Soit alors, pour tout i ∈ I, Xi ↪→ Mi un
monomorphisme dans un objet injectif. La famille (ε(Xi))i∈I est stable par quotient et
pour i ∈ I, le morphisme ε(Xi) ↪→ ε(Mi) est, d’après d), un monomorphisme dans un
objet injectif. On vérifie alors immédiatement que, la famille ε(Xi) étant génératrice,
la famille (ε(Mi))i∈I est cogénératrice, d’où b).

Montrons que b)⇒ c). Soit (Zα)α∈A une famille U -petite d’objets de A et montrons
que le morphisme canonique

⊕
α∈A

ε(Zα) −→ ε( ⊕
α∈A

Zα)

est un isomorphisme. Comme la famille des objets ε(Y) est cogénératrice, il suffit 7

montrer que pour tout objet Y de A, l’homomorphisme

Hom(ε(⊕
a

Za), ε(Y)) −→ Hom(⊕
a
ε(Za), ε(Y))

est un isomorphisme ce qui résulte de la pleine fidélité de ε. Il reste à montrer que
c) ⇒ a). Soit Z un sous-objet de ε(Y). Il existe, en vertu de 1′), une famille U -
petite Yα d’objets de A et un épimorphisme de ⊕αε(Yα) sur Z. Comme ε commute
aux sommes directes U-petites, il existe donc un épimorphisme ε(Y′) → Z. Notons
u : ε(Y′)→ Z→ ε(Y) le morphisme composé. On a Z = Im(u). Comme est pleinement
fidèle. on a u : ε(v) et par suite Z = Im(ε(V)) = ε(Im(v)).

Exercice 0.5.2. — Soit SexV (A) la catégorie des foncteurs contravariants de A dans
la catégorie des V -groupes commutatifs qui commutent aux limites inductives U -
petites. Montrer que sous les conditions 1) et a′) le foncteur canonique de B dans
SexV (A) est une équivalence.

1. Modules plats

Définition 1.1. — Soit (E,A) un topos annelé (IV 11.1.1). Un A -Module à droite
(resp. à gauche) M est dit plat si le foncteur M⊗A. (resp. ⊗AM) de la catégorie des
A-Modules à gauche (resp. à droite) dans la catégorie des faisceaux abéliens de E, est
exact.

Proposition 1.2. — Soit M un B-A bi-Module.
1) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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i) Le module M est A-plat à gauche
ii) Pour tout B-Module injectif I, le A-Module à gauche HomB(M, I) est

injectif.
2) Un module M, limite inductive pseudo-filtrante (I 2.7.1) de Modules plats, est

plat.
3) Enfin, si M. = . . .Mi+1 → Mi . . . est un complexe acyclique de modules plats

(Mi = 0 pour i < i0), alors pour tout Module F, le complexe :

M.⊗A F = . . .Mi+1 ⊗A F −→ Mi ⊗A F . . .

est acyclique.8

Preuve. — D’après (IV 12.12) on a un isomorphisme d’adjonction :

HomB(M⊗A ., .)
∼−→ HomA(.,HomB(M, .)).

Il suffit alors d’appliquer 0.2 pour obtenir l’équivalence (i) ⇔ (ii). Cet isomorphisme
d’adjonction montre par ailleurs que le produit tensoriel commute aux limites induc-
tives. Le fait que les limites inductives pseudo-filtrantes soient exactes (0.1) entraîne
la deuxième assertion. Pour montrer que le complexe M.⊗A F est acyclique, il suffit
de montrer que pour tout faisceau abélien injectif I le complexe Hom •

Z(M. ⊗A F, I)
est acyclique. Ce complexe est isomorphe, en vertu des formules d’adjonction, au
complexe Hom •

A(F,HomZ(M., I)). Or d’après l’équivalence (i) ⇔ (ii), le complexe de
faisceaux

HomZ(M., I)

est un complexe acyclique dont les objets sont injectifs, d’où la conclusion.

Proposition 1.3.1. — Soient (E,A) un topos annelé, H un objet de E, M un A/H-
Module plat. Alors jH!M est un A-Module plat. En particulier AH est plat à droite et
à gauche.

Supposons, pour fixer les idées, que M soit un A/H-Module à droite. Pour tout
A-Module à gauche P, on a un isomorphisme canonique (IV 12)

P⊗A jH!M ' jH!(P⊗A/H M).

Les foncteurs jH! et j∗H sont exacts (IV 11.3.1 et 11.12.2) et par hypothèse, le foncteur
−⊗A/H M est exact. Par suite le foncteur P→ P⊗A jH!M est exact et jH!M est plat.

Proposition 1.3.2. — (Formule de projection pour les immersions fermées) :
Soient (E,A) un topos annelé, i : F→ E un sous-topos fermé de E. Posons i∗A =

A/F. Pour tout A/F-Module (à droite) M et tout A-Module (à gauche) P, on a un9

isomorphisme fonctoriel

i∗(M⊗A/F i
∗P) ' (i∗M)⊗A P
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Soient U l’ouvert complémentaire de F et j : U → E le morphisme canonique
d’immersion. On a j∗(i∗M ⊗A P) ' 0 ⊗A/U j∗(P) (IV 12) ; par suite i∗M ⊗A P a
son support dans F. Donc le morphisme d’adjonction i∗M ⊗A P → i∗i

∗(i∗MAP) est
un isomorphisme (IV 14). On a i∗(i∗M ⊗A P) ' i∗i∗M ⊗A/F i

∗P (IV 12) et comme
i : F → E est une immersion fermée, i∗i∗M ' M (IV 14) ; d’où l’isomorphisme
annoncé.

Corollaire 1.3.3. — Pour tout A/F-Module plat M, i∗M est plat.

Il résulte de 1.3.2, et de (IV 14) que le foncteur P 7→ (i∗M) ⊗A P est un foncteur
exact.

1.4. Soient (E, A) un topos annelé, x : P → E un point de E (IV 6.1), vois(x) la
catégorie des voisinages de x (IV 6.8). A tout objet V de vois(x) correspond un objet
de E, encore noté V, et un point xV : P→ E/V de E/V. De plus, à tout morphisme
u : V → W de vois(x), correspond un diagramme essentiellement commutatif de
morphisme de topos (IV 6.7)

(1.4.1)

P
xV //

xW

%%LLLLLLLLLLLLLLLLLLL E/V

ju

��

E/W .

Soit N un Ax-module (resp. un ensemble). Du diagramme (??), on déduit un dia-
gramme de Ax-modules (resp. d’ensembles) :

(1.4.2)

x∗W ×W∗ N
adW //

φ(u)

��

N

x∗V ×V∗ N

adV

99tttttttttttttttttt

où adW et adV sont les morphismes d’adjonction. De plus, on vérifie immédiatement 10

que φ(uv) = φ(v)φ(u). On a donc un foncteur de la catégorie filtrante vois(x)◦ dans
la catégorie des Ax-modules (resp. ensembles) et un homomorphisme :

(1.4.3) Λ(N) : lim−→
V∈Vois(x)◦

x∗V ×V∗ N −→ N.

Proposition 1.5. — Pour tout Ax-modules (resp. ensemble) N, Λ(N) est un isomor-
phisme.
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Cette proposition est un cas particulier d’une proposition due à Deligne (8.2.6).
Donnons-en une démonstration directe. En passant aux ensembles sous-jacents il suffit
de démontrer la proposition lorsque N est un ensemble (I 2.8). La catégorie cofiltrante
Fl (vois(x)) des flèches de vois(x) est fibrée sur la catégorie vois(x) par le foncteur
p : Fl (vois)(x) → vois(x) qui, à une flèche, associe son but. Soit D une catégorie et
F : Fl (vois(x))→ D un pro-objet (I 8.10). Pour tout objet V de vois(x), notons FV le
pro-objet obtenu en restreignant le foncteur F à la catégorie fibre vois(x)/V. A tout
morphisme m : U → V de vois(x), le foncteur changement de base par m associe un
morphisme du pro-objet FU dans le pro-objet FV et les morphismes canoniques de
pro-objets F→ FV déterminent un morphisme de pro-objets :

(1.5.1) F −→ lim←−
V∈vois(x)◦

FV

dont on vérifie immédiatement que c’est un isomorphisme. Appliquons cette remarque
au pro-objet d’ensembles pointés :

(1.5.2) (U,V,m) 7−→ x∗V(w) = F(U,V,m),

on obtient un isomorphisme de pro-objets :

(1.5.3) F ∼−→ lim−→
Vois(x)

lim←−
Vois(x)/V

x∗V(m);

d’où, pour tout ensemble N, une bijection

(1.5.4) lim−→
Fl (vois(x))◦

Hom(x∗V(m),N) ' lim−→
vois(x)◦

lim−→
(vois(−x)/V)◦

Hom(x∗V(m),N)◦

Mais, pour V fixé, lim−→(vois(x)/V)◦
Hom(x∗V(m), (N)) s’identifie à x∗V ×V∗ N. En effet,11

on a x∗VxV∗N ' lim−→vois(xV)◦
HomE/V(W, xv∗N) d’après IV 6.8.1 donc, par adjonc-

tion, on a x∗VxV∗N ' lim−→vois(xV)◦
Hom(x∗V(w),N) et de plus la catégorie vois(xV)

est équivalente à la catégorie vois(x)/V (IV 6.7.2). Enfin, les applications cano-
niques de transition lim−→(vois(x)/U)◦

Hom(x∗U(m),N) → lim−→(vois(x)/V)◦
Hom(x∗V(n),N)

dans (1.5.4) s’identifient aux applications canoniques x∗UxU∗N → x∗VxV∗N (1.4.3)
ainsi que le lecteur voudra bien le vérifier. On a donc une bijection

(1.5.5) lim−→
Fl (vois(x))◦

Hom(x∗V(m),N) ' lim−→
vois(x)◦

x∗VxV∗N

et l’application Λ(N) : lim−→vois(x)◦
x∗VxV∗N → N (1.4.3) composée avec la bijection

(1.5.5). provient des applications Hom(x∗V(m),N) → N qui a une application r :
x∗V(m) → N associe l’image par r du point marqué de x∗V(m). Pour démontrer la
proposition, il suffit alors de remarquer que tout objet (U,V,m) de Fl (vois(x)) est
minoré par (U,U, idU) et que x∗U(idU) est réduit à un élément ou, en d’autres termes,
que le morphisme canonique de pro-objet constant réduit à un élément dans F est un
isomorphisme de pro-objets.

Proposition 1.6. — Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module.
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1) Lorsque M est plat, pour tout point x : P→ E de E, le Ax-module Mx est plat.
2) Soit (xi)i∈I une famille conservatrice de point de E telle que pour tout i ∈ I,

Mxi
soit un Axi

-module plat.

Alors M est plat.

Lemme 1.6.1. — Soient M un Module plat et V un objet de E. Le A/V-Module j∗VM
est plat.

Il faut montrer que le foncteur P 7→ P ⊗A/V j∗VM est exact. Comme le foncteur
prolongement par zéro jV! est exact et fidèle (IV 11.3.1), il suffit de montrer que le
foncteur P 7→ jV!(P⊗A/Vj

∗
VM) est exact. On a un isomorphisme fonctoriel jV!(P⊗A/V 12

j∗VM) ' jV!(P) ⊗A M (IV 12.11) et par suite le foncteur P 7→ jV!(P) ⊗A M est exact
(IV 11.3.1).

1.6.2. Démontrons 1). Supposons pour fixer les idées que M soit un A-Module à
gauche plat et soit x : P 7→ E un point de E. Montrons que le foncteur N 7→ N⊗Ax Mx

de la catégorie des Ax-modules à droite dans la catégorie des groupes commutatifs
est exact. Il suffit pour cela de montrer que ce foncteur est exact à gauche. Avec
les notations de 1.4, soient V un voisinage de x et jV : E/V → E le morphisme de
localisation. On a, pour tout Ax-module N, x∗VxV∗N⊗Ax Mx ' x∗VxV∗N⊗A∗ v

∗
V(j∗V

M '
x∗V(xV∗N ⊗Ax j

∗
VM) (IV 12.11). Donc le foncteur N 7→ x∗VxV∗N ⊗Ax Mx est exact à

gauche. Par suite, le foncteur N 7→ N⊗Ax Mx, limite inductive filtrante de foncteurs
exacts à gauche (1.5), est exact à gauche. Démontrons 2). Soit 0→ P′ → P→ P′′ → 0
une suite exacte de A-Modules et montrons que la suite 0→ P′ ⊗A M→ P⊗A M→
P′′ ⊗A M → 0 est exacte. Il suffit pour cela de montrer que pour tout i ∈ I, la suite
obtenue en passant aux fibres en xi est exacte (IV 6). Or la suite des fibres en xi est
la suite (IV 13.5) 0 → P′xi

⊗Ax
Mx → Pxi

⊗Axi
Mxi

→ P′′xi
⊗Axi

Mxi
→ 0 et comme

Mxi
est plat, cette suite est exacte.

Proposition 1.7. — Soient (E,A) un topos annelé, u : E′ → E un morphisme de topos
et posons A′ = u∗A. Soit M un A′-Module à droite (resp. à gauche). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) Le foncteur N 7→ M ⊗A′ u
∗N (resp. N 7→ u∗N ⊗A′ M) de la catégorie des A-

Modules à gauche (resp. à droite) dans la catégorie des faisceaux abéliens de E′ est
exact.

ii) M est un A′-Module plat.

Il est clair que ii) ⇒ i).
Montrons que i) ⇒ ii). Nous ne ferons la démonstration que dans le cas où E′

possède une famille conservatrice de points (xi)i∈I. Le cas général est traité en (8.2.7).
Dans ce cas particulier, qui couvre la plupart des applications, on est ramené au cas 13

où E′ est le topos ponctuel et où, par suite, le morphisme u, qu’on notera x, est un
point de E (1.6 et IV 11.3.1). Nous nous bornerons au cas où M est un A′-Module à
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droite. Le cas où M est un A′-Module à gauche s’y ramène en passant aux anneaux
opposés. Soient V un voisinage de x et Vx sa fibre en x. On a, avec les notations de
1.4, un diagramme essentiellement commutatif de morphismes de topos :

P
j

//

xV

$$I
IIIIIIIIIIIIIIII P/Vx

jVx //

x/V

��

P

x

��

E/V // E ,

où x/V est le morphisme déduit de x par localisation sur V (IV 5.10) et j est le
morphisme déduit du point marqué de Vx. Montrons que le foncteur N′ → M⊗A′x

∗
VN′

est exact. On a x∗V − j∗(x/V)∗ et id = j∗j∗Vx
et par suite, on a un isomorphisme

canonique M⊗A′ x
∗
VN′ ' j∗(j∗Vx

M⊗A′/Vx
(x/V)∗N′). Comme le foncteur j∗ est exact

et comme le foncteur jVx! est exact et fidèle (IV 11.3.1), il suffit de montrer que le
foncteur N′ 7→ jVx! (j∗Vx

M ⊗ (x/V)∗N′) est exact, et par suite (IV 12.11), il suffit
de montrer que le foncteur N′ 7→ M ⊗A′ x

∗jV!N′ est exact par hypothèse. Pour tout
A′-module Q, on a un isomorphisme fonctoriel (1.5) :

Q ' lim−→
vois(x)◦

x∗VxV∗Q.

D’après ce qui précède, le foncteur Q 7→ M ⊗A′ Q est limite inductive filtrante de
foncteurs exacts à gauche. Il est donc exact à gauche et par suite M est plat.

Corollaire 1.7.1. — Soient u : (E′,A′) → (E,A) un morphisme de topos annelés M
un A-Module plat. Alors u∗M est un A′-Module plat.

Résulte du critère donné dans 1.7 et de la formule (IV 13.4.5).

Corollaire 1.7.2. — Soit u : (E′,A′) → (E,A) un morphisme de topos annelés. Les14

conditions suivantes sont équivalentes :

i) le u−1(A)-Module à droite (resp. à gauche) A′ est plat.
ii) le foncteur u∗ de la catégorie des A-Modules à gauche (resp. à droite) dans la

catégorie des A′-Modules à gauche (resp. à droite) est exact.

L’équivalence résulte de 1.7 et de la définition de u∗ (IV 13.2.1).

Définition 1.8. — Un morphisme de topos annelé qui possède les propriétés équiva-
lentes de 1.7.2 est appelé un morphisme de topos plat à gauche (resp. à droite).

Proposition 1.9. — Soient U ⊂ V deux univers, C un U -site, Ce
U et Ce

V les caté-
gories des U et V -faisceaux d’ensembles respectivement, ε : Ce

U → Ce
V le foncteur

d’inclusion canonique, A un U -faisceau d’anneaux sur C.
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1) Le foncteur ε commute aux limites inductives et projectives U -petites de Mo-
dules. Le foncteur ε est conservatif et pleinement fidèle sur les catégories de Modules.

2) Pour tout objet H de Ce
U , il existe un isomorphisme canonique ε(AH) ' ε(A)ε(H).

3) Tout A-Module injectif à gauche ou à droite est transformé par ε en ε(A)-Module
injectif.

4) Tout A-Module plat à droite ou à gauche est transformé par ε en ε(A)-Module
plat.

5) Le foncteur ε commute à la formation du produit tensoriel et du faisceau des
homomorphismes.

La formation du faisceau associé ne dépend pas de l’univers (II 3.6). Il résulte alors
de la construction des limites inductives et projectives dans les catégories de faisceaux
(II 4.1 et 6.4) que le foncteur ε commute aux U -petites limites projectives d’ensembles
ou de Modules, d’où 1). Démontrons 2). En prenant une U -petite sous-catégorie gé-
nératrice de Ce

U , on peut se ramener au cas où C est U -petite (III 4.1). Il résulte 15

alors de (II 6.5) que le A-Module libre engendré par H s’obtient en formant le préfais-
ceau de A-modules libres engendré par H, formation qui commute à l’agrandissement
des univers, puis en formant le faisceau associé, opération qui elle aussi commute à
l’agrandissement des univers (II 3.6). Pour démontrer 3) il suffit de montrer, en vertu
de 0.5, que tout sous V -faisceau d’un U -faisceau est un U -faisceau ce qui est bien
clair. Démontrons 4). Soit M un A-Module plat. Il suffit de montrer que pour tout
ε(A)-Module injectif J, le faisceau abélien Homε(A)(ε(M), J) est injectif (1.2). En
vertu de 0.5, J est sous-objet, donc facteur direct d’un objet du type

∏
α ε(Iα), où

les Iα sont injectifs. On peut donc supposer que J = ε(I) où I est un objet injectif.
Si l’homomorphisme ε(Hom(M, I)) → HomεA(εM, εI) est un isomorphisme on en
déduit que Homε(A)(ε(M), ε(I)) est injectif d’après 3). Il reste donc à démontrer 5).
Le fait que la formation du produit tensoriel commute au foncteur ε résulte de IV
12.6 et du fait que la formation du faisceau associé commute à l’agrandissement de
l’univers (II 3.6). Pour tout objet X de C∼

U et tout couple de A-Modules M et N de
C∼

U on a donc

Hom C∼
U(εX,HomA(M,N)) ' HomC∼U

(X,HomA(M,N)) ' HomA(ZX ⊗Z M,N)

en vertu de la pleine fidélité de ε, puis

HomA(ZX ⊗Z M,N) ' HomεA(ε(ZA ⊗Z M), εN) ' HomεA(εZA ⊗Z εM, εN)

en vertu de la pleine fidélité de ε et de ce qui précède. Utilisant alors 2) et IV 12.14,
on obtient en définitive un isomorphisme

HomC∼U
(εX, εHomA(M,N)) ' HomC∼U

(εX,HomεA(εM, εN));

d’où l’isomorphisme annoncé.
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1.10. Soient E un topos, U = (Ui → X)i∈I une petite famille de morphismes de
même but. Pour tout ensemble fini ∆n = [0, . . . , n], posons

Sn(U ) =
∐

f :∆→I

Uf(1) ×X · · · ×X Uf(n),

la somme étant prise sur l’ensemble des applications de ∆n dans I. Soient m et n deux16

entiers, g : ∆m → ∆n une application. On définit un morphisme

(1.10.1) s(g) : Sn(U ) −→ Sm(U ),

de la manière suivante : pour tout f : ∆n → I, la restriction de s(g) à Uf(1)×X · · ·×X

Uf(n) est le morphisme composé de l’inclusion canonique

Uf(g(1)) ×X · · · ×X Uf(g(m)) ↪→ Sm(U ),

et de l’unique morphisme

sf (g) : Uf(1) ×X · · · ×X Uf(n) −→ Uf(g(1)) ×X · · · ×X Uf(g(m))

tel que pour tout i ∈ ∆m

prf(g(i)) sf (g) = prf(g(i))

(pra désigne la a-ème projection). On obtient ainsi un foncteur contravariant ∆n 7→ Sn
de la catégorie des ensembles finis dans E ; autrement dit un complexe semi-simplicial
S.(U ) d’objets de E. Notons que ce complexe est canoniquement augmenté vers X.
Tout foncteur de E dans une catégorie C transforme S.(U ) en un objet simplicial de
C. En particulier si A est un Anneau de E, le foncteur « A-Module libre engendré »
transforme S.(U ) en un complexe simplicial de A-biModules augmenté vers AX et
noté A.(U ). On a

(1.10.2) An(U ) =
⊕

f :∆n→I

AUf(1) ×X · · · ×X Uf().

Ce complexe sera souvent noté

1.10.3 · · ·

s0 //
s1 //
s2 //

⊕
i,j

AUi
X

Uj

s0 //
s1 //

⊕
i

AUi
// AX

où les flèches de (1.10.3) (sauf la dernière qui est l’augmentation) représentent les
opérateurs faces du complexe simplicial A.(U ), c’est-à-dire les morphismes corres-
pondants aux applications injectives croissantes de ∆n dans ∆n+1 (si évite l’entier
i). Au complexe A.(U ), on associe un complexe différentiel augmenté vers AX :

1.10.4 · · · d−→
⊕
i,j

AUi×XUj

d−→
⊕
i

AUi −→ AX,

en posant17

1.10.5 d =
∑

(−1)isi
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Proposition 1.11. — Lorsque la famille U = (Ui → X)i∈I est épimorphique, le com-
plexe différentiel (1.10.4) est acyclique et fournit une résolution de AX.

Notons Z le faisceau constant de valeurs Z. Par définition du foncteur « A-Module
libre engendre », on a, pour tout objet H de E.

AH ' ZH ⊗Z A,

d’où

A.(U ) ' Z.(U )⊗Z A.

Comme les composantes de Z.(U ) sont des Z-Module plats (1.3.1), il suffit de montrer
la proposition lorsque A = Z.

Supposons tout d’abord que E soit le topos des ensembles. Alors le complexe aug-
menté S.(U ) est somme directe de complexes augmentés du type

· · ·
//
//
//
//
S× S× S

//
//
// S× S //

// S // {e} ({e} ensemble á un élément).

Chacun de ces complexes augmentés est homotopiquement trivial. Donc S.(U ) est un
complexe augmenté homotopiquement trivial et par suite son homologie est triviale
d’où la proposition dans ce cas.

Soit maintenant p : Ens → E un point de E. Comme la formation du com-
plexe Z.(U ) commute aux foncteurs image inverse par les morphismes de topos,
p∗(Z.(U )) ' Z.(p∗(U )) est une résolution de Zp∗X ' p∗(ZX) ; d’où la proposition
lorsque E possède suffisamment de foncteurs fibres (IV 4.6). Ceci est le cas en parti-
culier lorsque E est un topos de préfaisceaux Cb car pour tout objet X de C, Γ(X,−)
est un foncteur fibre. Dans le cas général, E est équivalent à un topos de faisceaux
sur un petit site C (IV 1) et la famille épimorphique U = (Ui → X)i∈I est image, par
le foncteur « faisceau associe », d’une famille épimorphique U = (U′

i → X′)i∈I. Par 18

suite Z.(U ) ' Z.(U ′) est une résolution de ZX′ ' ZX.

2. Cohomologie de Čech. Notation cohomologique

2.1. Notation générale. —

2.1.1. Soient (E,A) un topos annelé, M, N deux A-Modules (à gauche pour fixer
les idées). On note ExtqA(E; M,N) la valeur en N du q-ième foncteur dérivé droit du
foncteur HomA(M, .) [11]. Les foncteurs ExtqA(E; M,N) q ∈ N, forment un δ-foncteur
en la variable N. C’est aussi un δ-foncteur contravariant en la variable M. On a, par
définition, Ext0A(E; M,N) = HomA(M,N).
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2.1.2. Soit X un objet de E. Lorsque M = AX, le A-Module libre engendré par X (IV
12), on pose ExtqA(E; AX,N) = Hq(X,N). On remarquera que dans cette nouvelle no-
tation, l’anneau A ne figure plus. Ceci ne peut prêter à confusion car nous montrerons
(3.5) que la formation des Hq(X, .) commutent à la restriction des scalaires. Le foncteur
Hq(X, .) est le q-ième foncteur dérivé droit du foncteur HomA(AX, .) = HomE(X, .)
encore noté Γ(X, .). Lorsque M = A, on pose ExtqA(E; A,N) = Hq(E,N).

2.2. Localisation. — Soient X un objet de E, j : E/X → E le morphisme de
localisation (IV 8). Le foncteur j∗X pour les Modules, est exact (4.11) et admet un
foncteur adjoint à gauche jX! exact (4.11). Par suite il transforme les Modules injectifs
en Modules injectifs. On a donc, pour un A-Module variable N de E et un A|X-Module
M variable de E/X′ des isomorphismes fonctoriels

(2.2.1) ExtqA|X(E/X;M, j∗XN) ' ExtqA(E; jX!M,N).

En particulier, on a des isomorphismes canoniques

Hq(E/X, j∗XN) ' Hq(X,N).

Pour tout objet X de E et tout couple M et N de A-Modules, on pose :

(2.2.2) ExtqA(X;M,N) ' ExtqA|X(E/X;M|X,N|X).

D’aprés ce qui précède, les foncteurs ExtqA(X;M, .) sont les foncteurs dérivés des19

foncteurs N 7→ HomA|X(M|X,N|X). Le foncteur (M,N) 7→ ExtqA(X;M,N), q > 0,
forment un δ-foncteur par rapport à chacune des variables.

2.3. Cas des topos de préfaisceaux, Cohomologie d’un recouvrement. —

2.3.1. Soient C une petite catégorie munie d’un préfaisceau d’anneaux A, Cb le topos
des préfaisceaux sur C, X un objet représentable sur Cb. Le foncteur qui associe à un
A-Module M le groupe Γ(X,M) = M(X) est exact (I 3). Par suite Hq(X,M) = 0 pour
tout q > 0 et tout A-Module M ou encore que AX est un A-Module projectif.

2.3.2. Soit S un préfaisceau sur C. On a un isomorphisme canonique pour tout A-
Module M (I 2) :

Γ(S,M) ' lim−→
C/S

M|S

De plus, pour tout A-Module injectif M, le A|S-Module M|S est injectif (2.2). Par
suite, les groupes Hq(S,M) sont les valeurs en M|S des foncteurs dérivés à droite
du foncteur lim−→C/S

. En notant lim−→
q

C/S
ces foncteurs dérivés, on a des isomorphismes

canoniques :
Hq(S,M) ' lim−→

C/S

qM|S.

En particulier, on a des isomorphismes canoniques

Hq(Cb,M) ' lim←−
C/S

qM.
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2.3.3. Soient X un objet de C et U = (Ui → X), i ∈ I, une famille de morphismes
de C telle que pour tout i ∈ I, Ui → X soit quarrable (I 10). Notons A, le complexe
simplicial étudié en 1.10 :

A. = · · ·
//
//
//

∐
(i,j)∈I×I

AUi
X

Uj
//
//

∐
i∈I

AUi
.

Pour tout A-Module M, on pose C •(U ,M) = HomA(A.,M) :

(2.3.3.1) C •(U ,M) :
∏
i∈I

M(Ui) //
//

∏
(i,j)∈I×I

M(Ui
X

Uj)
//
//
// · · · .

On pose Hq(U ,M) = Hq(C •(U ,M).

Proposition 2.3.4. — 1) Avec les notations de 2.3.3, soit R ↪→ X le crible engendré 20

par la famille (Ui → X), i ∈ I. On a un isomorphisme canonique

Hq(U ,M) ' Hq(R,M).

2) Les foncteurs Hq(U , .) commutent aux restrictions des scalaires.

Comme R est un sous-objet de X dans Cb, les produits fibrés Ui1×RUi2×· · ·×RUin

et Ui1 ×X Ui2 × · · · ×X Uin sont canoniquement isomorphes. Il résulte de 1.11 que
le complexe AU . est une résolution de AR et de 2.3.1 que les composants de AU .
sont des Modules projectifs. Les groupes de cohomologies de C •(U ,M) sont donc
canoniquement isomorphes à ExtqA(Cb; AR,M), d’où l’isomorphisme. L’assertion 2)
résulte immédiatement de la description de C •(U ,M) (2.3.3.1).

Corollaire 2.3.5. — Soient U = (Ui → X, i ∈ I) et U ′ = (U′
j → X, j ∈ J) deux

familles de morphismes de but X ; Soient φ = (φ : I → J,mi : Ui → U′
φ(i)) et

φ′ = (φ′ : I → J,m′
i : Ui → H′

φ(i) deux morphismes (au-dessus de X) de U dans
U ′. Les morphismes φ et φ′ induisent les morphismes φq et φ′q : φ′q : Hq(U ,M) →
Hq(U ′,M). Les morphismes φq et φ′q sont égaux. En particulier si les familles U est
U ′ sont équivalentes (i.e. s’il existe un morphisme se U dans U ′ et un morphisme de
U ′ dans U ) les A-Modules Hq(U ,M) et Hq(U ′,M) sont canoniquement isomorphes.

Preuve. — En effet, soient R et R′ les cribles de X engendrés par les familles U et
U ′. Les morphismes φ et φ′ définissent un même morphisme de R dans R′ et induisent
donc deux morphismes homotopes entre les résolutions projectives AU • . et AU ′ • .

Exercice 2.3.6. — (Résolution standard)

a) Soit C une petite catégorie. Pour tout entier n > 0, on note Fl n(C) l’ensemble
des suites de morphismes de C : (u1, . . . , un) telles que pour tout i, 0 < 1 < n, le
but de ui soit égal à la source de ui+1 de sorte que les morphismes ui et ui+1 sont 21
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composables. Définir un ensemble semi-simplicial

ES(C) = ob C Fl 1(C)oo
oo Fl 2(C)oo

oo
oo

Fl 3(C) · · · ,
oo
oo
oo
oo

dont les opérateurs faces si : Fl n(C)→ Fl n−1(C) sont les suivants :

s◦(u1, . . . , un) = (u2, . . . , un),

si(u1, . . . , un) = (u1, . . . , ui+1ui, . . . , un), 0 < i < n,

sn(u1, . . . , un) = (u1, . . . , un−1).

b) Montrer que lorsque C possède un objet initial ou un objet final, le complexe
ES(C) est homotopiquement trivial.

c) Pour tout objet X de C, on note X\C la catégorie des flèches de source X.
Définir un préfaisceau semi-simplicial E S (C) dont la valeurs en tout objet X de C
soit ES(X\C). On note ZE S (C) le préfaisceau semi-simplicial abélien libre engendré par
E S (C). Il est muni d’une augmentation canonique ZE S (C) → Z dans le préfaisceau
constant de valeur Z. Montrer que, en passant au complexe différentiel associé, le
complexe ZE S (C) est une résolution de Z et que les composants de ce complexe sont
des préfaisceaux abéliens projectifs.

d) Pour tout préfaisceau abélien M, on pose ST •(M) = Hom(ZE S (C),M). Explici-
ter les composants de ST •(M). Montrer que pour tout entier q > 0, Hq(ST •(M)) =
Hq(Ĉ,M).

e) Montrer que pour tout faisceau S sur C les foncteurs Hq(S, .) commutent aux
restrictions des scalaires.

f) Remarquer que lorsque C est un groupe, ZE S (C) est la résolution standard du
module trivial Z, [3].

g) Montrer que pour tout préfaisceau abélien M sur C, ZE S (C)⊗M est une résolu-
tion (à gauche) de M. Définir le foncteur lim−→C

sur les préfaisceaux. Montrer qu’il est
exact à droite. Noter Hq(C,M) ses foncteurs dérivés à gauche. Montrer que les com-
posants du complexe ZE S (C) ⊗M sont acycliques pour lim←−C

. En déduire, en notant
ST.(M) le complexe lim←−C

(ZE S (C) ⊗M), des isomorphismes Hq(ST.(M) ∼ Hq(C,M)).
h) Soit u : Ĉ→ Ens l’unique morphisme du topos Ĉ dans le topos ponctuel. On22

note U! : ĈZ → Ab l’adjointe à gauche du foncteur u∗ : Ab → ĈZ. Montrer que
pour tout préfaisceau abélien M, u!M = lim−→C

M.
i) On note dorénavant ST •(C,M) et ST.(C,M) les complexes notés ST •(M) et

ST.(M). Un préfaisceau M sur C est dit localement constant s’il transforme tous les
morphismes de C en isomorphismes. Associer à tout préfaisceau localement constant
M un préfaisceau localement constant M sur la catégorie C◦ (catégorie opposés à C)
tel que pour tout morphisme u de C, M̌(u) = M(u)−1. Trouver un isomorphisme cano-
nique entre les complexes ST •(C,M) et ST •(C◦, M̌) (resp. ST.(C,M) et ST.(C◦, M̌))
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j) Soit C une petite catégorie possédant un objet initial (resp. une petite catégorie
filtrante). Montrer que pour tout préfaisceau constant M, Hq(Ĉ,M) = 0 pour q > 0
(resp. Hq(C,M) = 0 pour q > 0).

2.4. Cas des petits sites, Cohomologie de Čech.—

2.4.1. Soient (C,A) un U -site annelé, Cb le topos des faisceaux sur C, ε : C → Cb
le foncteur canonique qui associe à un objet de C le faisceau associé au préfaisceau
représenté par cet objet. Par abus de notation, pour tout objet X de C et tout faisceau
de A-modules M nous poserons Hq(X,M) = Hq(X,M) (cf. .2.3.1). Rappelons que
lorsque la topologie de C est moins fine que la topologie canonique, ce qui est toujours
le cas dans la pratique, le foncteur ε est pleinement fidèle et permet d’identifier C avec
son image par ε.

2.4.2. On note H ◦ : C∼
A → Cb

A le foncteur d’inclusion des faisceaux de A-modules
dans la catégorie des préfaisceaux de A-modules. Pour tout faisceau de A-modules M
on a donc par définition :

(2.4.2.1) H ◦(M)(X) = H◦(X,M) = M(X),

pour tout objet X de C. Le foncteur H ◦ est exact à gauche. Ses foncteurs dérivés à
droite sont notés H q. Comme pour tout objet X de C, le foncteur « section dur X »
est exact dans la catégorie des préfaisceaux, on a

(2.4.2.2) H q(M)(X) = Hq(X,M),

pour tout objet X de C et tout faisceau de A-modules M, de sorte que le préfaisceau 23

H q(M) n’est autre que le préfaisceau X 7→ Hq(X,M).

2.4.3. On suppose que (C,A) est un petit site annelé de sorte que Cb est un topos
auquel on peut appliquer les résultats de 2.3. Soit X un objet de C et R ↪→ X un
crible couvrant. Pour tout préfaisceau de A-modules G, les groupes Hq(R,G) (qui
sont donc calculés dans le topos Cb) sont appelés les groupes de cohomologie de Čech
du préfaisceau G relatifs au crible couvrant R. Lorsque R ↪→ X est le crible engendré
par une famille couvrante U = (Ui → X)i∈I de morphismes quarrables ces groupes
peuvent de calculer à l’aide du complexe C •(U ,G) (2.3.3) appelé complexe de Čech de
G relatifs à la famille couvrante U . (ou du recouvrement U ). Les groupes Hq(U ,G) =
Hq(R,G) (2.3.4) sont alors appelés groupes de cohomologie de Čech de G relatifs à la
famille couvrante U .

2.4.4. Soit M un faisceau de A-modules sur C. Le groupes Hq(U , H ◦(M)) sont le
plus souvent notés, abusivement, Hq(U ,M) et appelés groupes de cohomologie de
Ĉech du faisceau M relatifs à la famille couvrante U .

2.4.5. On note Ȟ ◦ : Cb
A → Cb

A l’extension naturelle aux préfaisceaux de A-modules,
du foncteur L décrit en II. On a donc, par définition, pour un préfaisceau G et un
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objet X de C :

(2.4.5.1) Ȟ ◦(G)(X) = lim−→
R↪→X

G(R),

la limite inductive étant prise suivant les cribles couvrant X. Il résulte de (2.4.5.1)
que le foncteur Ȟ ◦ est exact à gauche. Les foncteurs dérivés à droite de Ȟ ◦ sont
notés Ȟ q. Comme les foncteurs « section sur X » et « limite inductive filtrante » sont
exacts, il résulte de (2.4.5.1) qu’on a

(2.4.5.2) Ȟ q(G)(X) = lim−→
R↪→X

Hq(R,G),

la limite étant prise suivant les cribles couvrant X.
Les préfaisceaux Ȟ q sont appelés les préfaisceaux de cohomologie de Čech. Pour24

tout objet X de C, on pose

(2.4.5.3) Ȟq(X,G) = Ȟ q(G)(X).

Les groupes Ȟq(X,G) sont appelés les groupes de cohomologie de Čech. Lorsque la
topologie de C est définie par une prétopologie, ce qui est le plus souvent le cas dans
la pratique, on a, compte tenu de 2.3.4,

(2.4.5.4) Ȟq(X,G) ' lim−→
U

Hq(U ,G),

la limite inductive étant prise suivant les familles couvrantes quarrables préordonnées
par la relation d’ordre naturelle sur les cribles qui leur correspondent (2.3.5).

2.4.6. Soit M un faisceau de A-modules. On pose, abusivement

(2.4.6.1) Ȟq(X,M) = Ȟq(X, Ȟ ◦(M), Ȟ q(M)) = Ȟ q(Ȟ ◦(M)),

et les groupes Ȟq(X,M) sont appelés groupes de cohomologie de Ĉech du faisceau M.
Signalons que si les foncteurs Ȟq sont des foncteurs dérivés sur la catégorie des pré-
faisceaux, ils ne forment pas, en général, un δ-foncteur sur la catégorie des faisceaux.

2.5. Changement d’univers. Cohomologie de Cech dans le cas des U -sites.
—

2.5.1. Soient (C,A) un U -site annelé et V un univers contenant U . Le site (C,A)
est alors un V -site et on a un U -topos Ce

U , un V-topos Ce
V et un foncteur canonique

d’inclusion ε : Ce
U ↪→ Ce

V . Le foncteur ε est exact et pleinement fidèle sur les catégories
de Modules et transforme les Modules injectifs en Modules injectifs (1.9). Pour tout
couple de U-faisceaux de A-modules on a donc des isomorphismes canoniques

(2.5.1.1) ExtqA(Ce
U ;M,N) ' ExtqεA(Ce

V ; εM, εN), q > 0.

En particulier, pour tout U -faisceau d’ensembles R sur C, on a des isomorphismes
canoniques (2.1.1)

(2.5.1.2) Hq(R,M) ' Hq(εR, εM), q > 0,
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et plus particulièrement encore, pour tout objet X de C, on a des isomorphismes 25

canoniques (2.4.1)

(2.5.1.3) Hq(X,M) ' Hq(X, εM).

En termes vagues, on peut donc dire que la cohomologie des faisceaux ne dépend pas
du choix des univers et on peut toujours, pour la nécessité d’une démonstration où
d’une construction, augmenter l’univers pour calculer la cohomologie d’un faisceau.

2.5.2. Soient (C,A) un U -site annelé et V un univers contenant U . Notons C∼
A la

catégorie des U -faisceaux ε̂ : Cb
A,U → Cb

A,V le foncteur d’inclusion des U-préfaisceaux
dans les V -préfaisceaux de A-modules. Le foncteur ε̂ est exact et par suite les foncteurs
dérivés du foncteur ε̂H ◦ : Ce

A → Cb
A,V ( ) sont les foncteurs ε̂H q, q > 0. Par

abus de notation, nous noterons encore H q : Ce
A → Cb

A,V, q > 0, les foncteurs ε̂H q.
Cet agrandissement de l’univers présente lorsque C est V -petit l’avantage suivant :
La catégorie Cb

U n’est pas en général un U -topos et les U -préfaisceaux de A-modules
ne sont pas nécessairement des sous-modules de U -préfaisceaux injectifs, alors que
la catégorie des V -préfaisceaux est un topos (un V -topos) et que par suite tout
V -préfaisceau de A-modules est un sous-objet d’un V -préfaisceau injectif (0.1.1).
Ainsi pour tout V -préfaisceau d’ensembles R (et en particulier lorsque R est un U -
préfaisceau) et pour tout U -faisceau de A-modules M, les groupes Hq(R,H q(M))
sont définis par 2.1.1 et il résulte de (2.5.1.2) que ces groupes ne dépendent pas de
l’univers V considéré. De même, pour tout couple d’entiers > 0 p et q, les préfaisceaux
Ȟ p(H q(M)) sont définis par 2.4.5 et il résulte de (2.5.1.2)) et de ((2.4.5.4) que ces
préfaisceaux ne dépendent pas de l’univers V utilisé pour les définir.

3. La suite spectrale de Cartan-Leray relative à un recouvrement
26

Proposition 3.1. — Soient (C,A) un U -site annelé, V univers contenant U . Le fonc-
teur H ◦ : Ce

A → Cb
A,V (2.5.2) transforme les A-Modules injectifs en préfaisceaux in-

jectifs. Pour tout entier q > 0, et tout A-Module M, le faisceau associé au préfaisceau
H q(M) est nul.

Notons V le foncteur « faisceau associe » pour les V -préfaisceaux et ε : Ce
A ↪→

C˜A,V le foncteur d’inclusion des U -faisceaux dans les V -faisceaux. On a V H ◦ = ε

(II 3.6) et comme les foncteurs V et ε sont exacts, on a V H q = 0 pour tout entier q >
0. Pour tout U -faisceau M et tout V -préfaisceau N on a un isomorphisme fonctoriel
HomCbA,V

(N,H ◦(M)) ' HomCeA,V
(V N, εM). Lorsque M est injectif, εM est injectif

(1.9) et comme le foncteur V est exact, le foncteur N 7→ HomCA,V (N,H ◦(M)) est
exact. Par suite H ◦(M) est injectif.

Théorème 3.2. — Soient (C,A) un U -site annelé, R un U -préfaisceau d’ensembles
sur C, M un faisceau de A-Modules. Il existe une suite spectrale, fonctorielle en R et
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en M :

(3.2.1) Hp+q(R,M)⇐= Ep,q2 = Hp(R,H q(M)).

(Lorsque C n’est pas U -petit, le terme Hp(R,H q(M))) doit être interprété comme la
cohomologie du préfaisceau H q(M) dans le topos Cb

V où V est un univers contenant
U tel que C soit V -petit (2.5.2)).

Par définition du foncteur « faisceau associe » (cf. II) on a un isomorphisme de
foncteur H◦(R,M) ' H0(R,H ◦(M)). Le foncteur H ◦ transforme les objets injectifs
en objets injectifs. La suite spectrale des foncteurs composés (0.3) est la suite spectrale
cherchée.

Corollaire 3.3. — Soient X un objet de C et U = (Ui → X), i ∈ I, une famille
couvrante telle que pour tout i ∈ I, le morphisme Ui → X soit quarrable. On a alors
une suite spectrale (dite de Cartan-Leray) :

(3.3.1) Hp+q(X,M)⇐= Ep,q2 = Hp(U ,H q(M)).

Soit R ↪→ X le crible engendré par U . Comme ce crible est couvrant, le fais-27

ceau associé à R est le faisceau associé à X (II 5.2). Compte tenu de 2.4.1, on a
Hp+q(R,M) = Hp+q(X,M). Le corollaire résulte alors de 2.3.4.

Corollaire 3.4. — Il existe une suite spectrale fonctorielle en le faisceau M et l’objet
X de C

(3.4.1) Hp+q(X,M)⇐= Ep,q2 = Ȟp(X,H q(M)).

Cette suite spectrale fournit, lorsque X varie dans C, la suite spectrale de préfais-
ceaux :

(3.4.2) H p+q(M)⇐= Ep,q2 = Ȟ p(H q(M)).

Ces suites spectrales fournissent des morphismes fonctoriels (morphismes de coin) :

Φq(M) : H q(M) −→H q(M),(3.4.3)

ΦqX(M) : Hq(X,M) −→ Hq(X,M).(3.4.4)

Les morphismes Φq et ΦqX sont des isomorphismes lorsque q égale 0 où 1. Les mor-
phismes Φ2 et Φ2

X sont des monomorphismes. Plus généralement, lorsque les préfais-
ceaux H i(M) sont nuls pour 0 < i < n, les morphismes Φq(M) et ΦqX(M) sont des
isomorphismes pour 0 6 q 6 n et des monomorphismes pour q = n+ 1.

La première suite spectrale s’obtient en passant à la limite inductive dans la suite
spectrale (3.2.1) sur les cribles R ↪→ X couvrant X (2.4.5.2). La deuxième suite spec-
trale s’en déduit aussitôt (2.4.5.3). Les faisceaux associés aux préfaisceaux H q(M)
sont nuls lorsque q > 0 (3.1). On a donc Ȟ ◦Ȟ ◦Ȟ q(M) = 0 pour tout q > 0 (II.3.4).



v COHOMOLOGIE DANS LES TOPOS 21

Par suite Ȟ ◦Ȟ q(M) = 0 pour q > 0 (II 3.2). Les assertions sur les morphismes Φq

et ΦqX s’en déduisent aussitôt.

Corollaire 3.5. — Soient (E,A) un topos annelé et M un A-module (à gauche pour
fixer les idées). Notons M le Groupe abélien sous-jacent à M. Le foncteur M 7→ M

est exact et par suite, pour tout objet X de E, l’isomorphisme canonique

H◦(X,M) ∼−→ H◦(X,M )

se prolonge en des morphismes 28

Hq(X,M) −→ Hq(X,M) q > 0.

Ces morphismes sont des isomorphismes.

Pour tout objet Y de E, on a (2.4.5.4) :

Hp(Y,M) = lim−→
U

Hp(U ,M) , Hp(Y,M ) = lim−→
U

Hp(U ,M )

la limite inductive étant prise sur les familles épimorphiques U = (Yi → Y), i ∈ I.
Par suite, l’homomorphisme canonique Ȟp(Y,M) → Ȟp(Y,M ) est un isomor-

phisme (2.3.4). Donc (2.4.5.3), l’homomorphisme canonique Ȟ p(M) → Ȟ p(M ) est
un isomorphisme. Si M est un A-Module injectif, on a Ȟ p(M ) = 0 pour p > 0 ; d’où
H 1(M ) = 0 et par récurrence sur p, H p(M ) = 0, p > 0 (3.4). Donc Hp(X,M ) = 0
pour p > 0 (2.4.2.2)) et (2.5. Par suite, le foncteur M 7→ M transforme les objets
injectifs en objets acycliques pour le foncteur H◦(X, .), d’où l’isomorphisme annoncé.

Exercice 3.6. — Soient G un groupe topologique et BG son topos classifiant (IV 2.5).
Notons EG l’objet de BG constitué par l’espace topologique sous-jacent à G muni de
l’opération de translation à gauche par les éléments de G. Le morphisme canonique
de EG dans l’objet final eG de BG est un épimorphisme ; d’où un recouvrement U =
(EG → eG) et, pour tout faisceau abélien F de BG, une suite spectrale

(3.6.1) Ep,q2 = Hp(U ,H q(F)) =⇒ Hp+q(BG,F),

qu’on se propose d’étudier.

1) Montrer que pour tout entier n, le topos

BG/EG×EG×···×EG (n facteurs)

est canoniquement équivalent su topos (IV 2.5)

TOP(G×G×G× · · · ×G) (n− 1 facteurs)

Pour tout entier n, notons Fn le faisceau sur l’espace topologique G × · · · × G (n 29

facteurs) induit par F.
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2) En déduire que le terme Ep,q2 de (3.6.1) est canoniquement isomorphe au p-ème
groupe de cohomologie d’un complexe du type

Hq(e,F◦) −→ Hq(G,F1) −→ Hq(G×G,F2) −→ · · · ,

qu’on explicitera (e désigne l’espace topologique réduit à un point).
3) En déduire que la cohomologie du topos classifiant BG à valeur dans les faisceaux

localement constants est isomorphe à la cohomologie singulière correspondante des
type G×G×· · ·×G, la cohomologie des faisceaux localement constants coïncide avec
la cohomologie singulière correspondante (Ce qui est le cas lorsque, par exemple, G
est localement contractile) ; (Pour les espaces classifiants, on pourra consulter [15]).

4. Faisceaux acycliques

Définition 4.1. — Soient (E,A) un topos annelé, F un A-Module, S une famille topo-
logiquement génératrice de E. On dit que F est S-acyclique si pour tout objet X de
S, et tout entier q > 0, on a Hq(X,F) = 0. Lorsque S est égal à obE, les faisceaux
S-acycliques sont appelés les faisceaux flasques.

4.2. Soient (C,A) un U -site annelé, F un faisceau de A-modules sur C. On dit que
F est C -acyclique si F est S-acyclique où S est la famille des faisceaux associés aux
objets de C.

Proposition 4.3. — Soient (C,A) un U -site annelé, F un faisceau de A-modules. No-
tons H ◦ : Ce

A → Cb
A le foncteur d’inclusion des A-Modules dans la catégorie des

préfaisceaux de A-modules (il s’agit ici des V -préfaisceaux où V est un univers tel
que C soit V -petit). Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) F est C-acyclique.30

ii) Pour tout objet X de C et tout crible couvrant R ↪→ X, on a :

Hq(R,H ◦(F)) = 0 pour tout q > 0.

iii) Pour tout objet X de C, on a :

Ȟq(X,F) = 0 pour tout q > 0;

i ⇒ ii) : Comme F est C-acyclique, les préfaisceaux H q(F) sont nuls pour q > 0.
La suite spectrale (3.2.1) fournit alors un isomorphisme Hq(R,H ◦(F)) ' Hq(X,F)
pour tout q. Par suite Hq(R,H ◦(F)) = 0 pour q > 0.

ii ⇒ iii) : clair par passage à la limite inductive.
iii ⇒ i) : on démontre par récurrence sur q que les préfaisceaux H q(F) sont nuls

pour q > 0. Pour cela, on utilise (3.4.2).
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4.4. Il résulte du critère 4.3 ii) et de 3.5 que la propriété de S-acyclicité ne dépend que
du faisceau abélien sous-jacent. En particulier, un faisceau de A-modules est flasque
si et seulement si le faisceau abélien sous-jacent est flasque.

Corollaire 4.5. — Soient (E,A) un topos annelé et F un A-Module. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) F est flasque ;
ii) Pour toute famille épimorphique X = (Xi → X)i∈I,

Hq(X,F) = 0 pour tout q > 0.

Dans 4.2, on prend pour C le topos E lui-même. Le corollaire résulte alors de
l’équivalence i) ⇔ ii) de 4.2.

4.6. Les faisceaux injectifs sont flasques. Les faisceaux flasques sont S-acycliques
pour tout famille topologiquement génératrice S. Les faisceaux flasques ne sont pas
nécessairement injectifs (prendre pour topos E le topos des ensembles). Les faisceaux
S-acycliques ne sont pas nécessairement flasques (exercice 4.1.3).

Proposition 4.7. — Soient (E,A) un topos, F un A-Module flasque, X un objet de E.
Pour tout sous-objet Y de X l’homomorphisme canonique H◦(X,F) ⇒ H◦(Y,F) est 31

surjectif.

Soit Y un sous-objet de X tel que le morphisme H◦(X,F) → H◦(Y,F) ne soit pas
surjectif. Soit Z l’objet obtenu en recollant deux copies X1 et X2 de X le long de Y.
L’objet Z est recouvert par les deux sous-objets X1 et X2 on a X1

Z
X2 = Y. Notons

X = (X1,X2) le recouvrement ainsi obtenu. On constate aussitôt que H1(X,F) 6= 0.
Contradiction.

4.8. La propriété décrite dans 4.7 ne caractérise pas, dans le cas des topos généraux,
les faisceaux flasques (exer. 4.15). Elle la caractérise cependant dans le cas des topos
engendrés par leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos associés aux espaces
topologiques (exer. 4.16). La terminologie de flasque adoptée ici coïncide dans le cas
des espaces topologiques avec la terminologie de [7] (exer. 4.16).

Proposition 4.9. — Soient u : (E,A)→ (E′,A′) un morphisme de topos annelés.

1) Le foncteur u∗ transforme les A-Modules flasques en A′-Modules flasques.
2) Soient S et S′ des familles topologiquement génératrices de E et E′ respective-

ment telles que u∗(S′) ⊂ S. Le foncteur u∗ transforme les A-Modules S-acycliques en
A′-Modules S′-acycliques.

3) Lorsque u est un morphisme plat (1.8) le foncteur u∗ transforme les A-Modules
injectifs en A′-Modules injectifs.
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Soient X un objet de E′, X = (Xi → X)i∈I une famille épimorphique, F un A-
Modules flasque, C •(X, u∗F) le complexe de Čech du recouvrement X. On a un isomor-
phisme canonique C •(X, u∗F) ' C •(u∗(X),F) en utilisant l’adjonction de u∗ et de u∗

et le fait que u∗ commute aux produits fibrés. De plus u∗ commute aux limites induc-
tives et par suite u∗(X) = (u∗Xi → u∗X)i∈I est une famille épimorphique. Comme F
est flasque, on a Hq(u∗(X),F) pour q > 0 et par suite Hq(X, u∗F) = Hq(C •(X, u∗F)) =
Hq(C •(u∗(X,F)) = Hq(u∗(X),F)) = 0 pour q > 0. Donc u∗F est flasque.

Démontrons 2). Lorsque S′ est stable par produits fibrés une démonstration ana-
logue à celle qui précède permet de démontrer 2). Dans le cas général, nous utili-
serons la suite spectrale du morphisme u (5.3.2)). L’assertion 2 ne sera pas utili-
sée avant (5.3.2). Soit F un faisceau S-acyclique. Les faisceaux Rqu∗F sont les fais-32

ceaux associés aux préfaisceaux X 7→ Hq(u∗X,F). Comme S′ est une famille topo-
logiquement génératrice et comme F est S-acyclique, on a Rqu∗F = 0 pour tout
q > 0. La suite spectrale (5.3.2) fournit alors un isomorphisme, pour tout objet X de
E′ : Hq(X, u∗F) ' Hq(u∗X,F) et par suite, pour tout X dans S′, Hq(X, u∗F) = 0.

Démontrons 3). Lorsque le morphisme u est plat, le foncteur u∗ pour les Modules
est exact (1.8). Par suite le foncteur u∗ adjoint à droite de u∗ transforme les objets
injectifs en objets injectifs (0.2).

Proposition 4.10. — Soient F un A-Modules du topos annelé (E,A), G un A-Modules
injectif.

1) Le foncteur F 7→HomA(F,G) est exact.
2) Le groupe abélien HomA(F,G) est flasque.

Preuve. — Montrons

1) Soit :
0 −→ F′ −→ F −→ F′′ −→ 0

une suite exacte, Il nous faut montrer que la suite :

0 −→HomA(F′′,G) −→HomA(F,G) −→HomA(F′,G) −→ 0

est exact et pour cela il suffit de montrer que pour tout objet H de E, la suite :

0 −→ HomE(H,HomA(F′′,G)) −→ HomE(H,HomA(F,G))

−→ HomE(H,HomA(F′,G)) −→ 0

est exacte. Or (IV 6.12) cette dernière suite est isomorphe à la suite

0 −→ HomA(AH ⊗A F′′,G) −→ HomA(AH ⊗A F,G) −→ HomA(AH ⊗A F′,G) −→ 0

et le A-Module AH est plat (1.3.1).
2) Montrons que HomA(F,G) est flasque. Soit :

X = (Xi −→ X), i ∈ I,
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une famille épimorphique de E, et

C.(X) : · · ·
//
//
//

∐
i,j

ZXi×Xj
//
//

∐
i

ZXi

le complexe défini en 1.5. Ce complexe est une résolution plate de l’objet ZX qui est 33

lui-même plat (1.4 et 1.3).
Calculons alors les groupes :

Hq(X,HomA(F,G)) ∼−→ Hq(Hom •

Z(C.(X),HomA(F,G)) ∼−→ Hq(HomA(C.(X)⊗ZF,G)).

Le complexe
C.(X)⊗Z F

est acyclique en degré 6= 0, car C.(X) est une résolution plate d’un module plat. Par
suite Hom(C.(X)⊗Z F,G) est acyclique en degré 6= 0.

Proposition 4.11. — Soient (E,A) un topos annelé, F un faisceau flasque (resp. injectif)
de A-modules.

1) Pour tout objet X de E le A|X-Module j∗XF est flasque (resp. injectif)
2) Pour tout fermé Z de E, le faisceau des sections de F à supports dans Z (IV 14)

est flasque (resp. injectif).

L’assertion 1) résulte de 4.5 lorsque F est flasque. Le foncteur j∗X admet un adjoint
à gauche exact jX! (IV 11). Par suite, lorsque F est injectif, j∗XF est injectif (0.2).
Démontrons 2). Notons i : Z → E le morphisme d’inclusion. Le faisceau des sections
de F à support dans Z est alors le morphisme d’inclusion. Le faisceau des section de
F à support dans Z est alors le faisceau i∗i

!F (IV 14). Le foncteur i∗i! est adjoint à
droite au foncteur i∗i∗ qui est exact (IV 14). Par suite il transforme faisceau injectif
en faisceau injectif. Soient U l’ouvert complémentaire de Z, j : U → E le morphisme
d’inclusion et F un faisceau flasque. On a une suite exacte (IV 14) :

(4.11.1) 0 −→ i∗i
!F −→ F −→ j∗j

∗F.

Pour tout objet X de E, on a j∗j∗F(X) = F(X×U) et le morphisme F(X)→ j∗j
∗F(X)

induit par la dernière flèche de (4.11.1) provient de l’injection canonique X×U ↪→ X.
Comme F est flasque, ce morphisme est surjectif (4.7) et par suite, la dernière flèche
de (4.11.1) est un épimorphisme de préfaisceaux. Pour tout objet X de E, la suite
exacte de cohomologie déduite de (4.11.1) fournit Hq(X, i∗i!F) = 0 pour q > 0 et par
suite i∗i!F est flasque.

4.12. La propriété pour un faisceau d’être flasque (resp. injectif) se localise (4.11.1). 34

Mais ce n’est pas, en général, une propriété de caractère local (exer. 4.15). Cependant,
c’est une propriété de caractère local dans le cas des topos engendrés par leurs ouverts
et en particulier dans le cas des topos associés aux espaces topologiques (exer. 4.16).
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Exercice 4.13. — Soient X un espace localement compact et F un faisceau c-mou [7].
En utilisant le caractère local de la mollesse (loc. cit.), montrer que la restriction de
F à tout ouvert paracompact de X est un faisceau mou. Montrer que les ouverts
paracompacts forment une base de la topologie de X. En déduire que, en notant S la
famille des ouverts paracompacts de X, le faisceau F est S-acyclique. Montrer que le
faisceau des fonctions continues sur X est S-acyclique mais n’est pas flasque lorsque
X n’est pas discret.

Problème 4.14. — Étudier les topos totalement acycliques, i.e. les topos tels que
Hq(X,F) = 0 pour tout q > 0, tout objet X, tout faisceau abélien F.

Exercice 4.15. — Soient G un groupe discret, BG son topos classifiant (IV 2.4). Mon-
trer que pour tout faisceau abélien F et tout monomorphisme X ↪→ Y, l’homomor-
phisme F(Y) → F(X) est surjectif. Soit E(G) le groupe G considéré comme espace
homogène sous lui-même. C’est un objet de BG. Le topos BG/E(G) est équivalent au
topos ponctuel (IV 8). Le morphisme E(G) → e (e objet final de BG) est un épi-
morphisme. Pour tout faisceau abélien F de BG, le faisceau F|E(G) est flasque. En
déduire que la propriété d’être flasque ou injectif n’est pas de caractère local.

Exercice 4.16. — On dit qu’un topos E est engendré par ses ouverts si les ouverts de
E (i.e. les sous-objets de l’objet final e de E) forment une famille génératrice (I 7). Un
tel topos possède la propriété suivante :
(P) Toute famille épimorphique Xi → X, i ∈ I, est majorée par une famille épimor-
phique Uj → X, j ∈ J, où les Uj → X sont des monomorphismes.

a) Existe-t-il des topos qui possèdent la propriété (P) et qui ne sont pas engendrés35

par leurs ouverts ? Les topos associés aux espaces topologiques sont engendrés par
leurs ouverts. Si E est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)), pour tout objet
X de E, E/X est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)). Tout sous topos d’un
topos engendré par ses ouverts est engendré par ses ouverts. La propriété (P) n’est
pas une propriété de caractère local

b) Soient E en topos, Ouv(E) la catégorie des ouverts de E munie de la topologie
induite. Le foncteur d’inclusion Ouv(E) → E est un morphisme de sites, d’où un
morphisme de topos Π : E → Ouv(E)∼. Le foncteur Π∗ est pleinement fidèle. Le
morphisme Π possède vis à vis de la 2-catégorie des topos engendrés par leurs ouverts
une propriété universelle que le lecteur explicitera.

c) Soient E un topos engendré par ses ouverts et Point(E) l’ensemble des points
à isomorphismes près de E. Montrer que Point(E) est petit. Mettre une topolo-
gie sur Point(E) et définir un morphisme Top(Point(E)) → Ouv(E)∼ faisant de
Top(Point(E)) un sous-topos de Ouv(E)∼. Pour tout espace topologique X, mon-
trer que tout morphisme de Top(X) dans E fournit un morphisme de Top(X) dans
Top(Point(E)). Montrer qu’un topos engendré par ses ouverts est équivalent à un
topos Top(X) (X espace topologique) si et seulement s’il possède suffisamment de
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points. Montrer qu’il existe des topos engendrés par leurs ouverts qui ne sont pas
équivalents à des topos Top(X) où X est un espace topologique.

d) Soit E un topos possédant la propriété (P). Pour qu’un faisceau abélien F sur
E soit flasque, il faut et il suffit que pour tout monomorphisme X ↪→ Y, l’homomor-
phisme F(Y)→ F(X) soit surjectif.

e) Soit E un topos possédant la propriété (P). Montrer que la propriété pour un
faisceau F d’être flasque est une propriété de nature locale.

f) Soient E un topos engendré par ses ouverts, e l’objet final de E. Pour qu’un
faisceau abélien F soit flasque il faut et il suffit que pour tout ouvert U de e, le
morphisme canonique F(e)→ F(U) soit surjectif.

Exercice 4.17. — (Faisceaux flasques et changement d’univers) 36

Soient C un U -site (par exemple un U -topos) et V un univers contenant U .
Notons ε : C∼

U → C∼
V les catégories de faisceaux correspondantes et l’injection

canonique. Soit F un U -faisceau abélien flasque sur C. On se propose de montrer
que εF est flasque. On remarque tout d’abord que pour tout objet X de C∼

U on a
Hq(εX, εF) = 0 pour q > 0. Tout objet Y de C∼

V admet une famille épimorphique
εXi → Y, i ∈ I où les εXi → Y sont des monomorphismes. On en conclut que
Hq(Y, εF) = lim−→

q

εX↪→Y
F(X). Pour montrer que ces lim←−

q sont nuls pour q 6= 0, on peut
s ramener au topos Ouv(CV /Y)∼ et utiliser le fait que pour ce topos, un faisceau es
flasque s’il l’est localement.

5. Les Rqu∗ et la suite spectrale de Cartan-Leray relative à un
morphisme de topos

5.0. Soient u : (E,A) → (E′,A′) un morphisme de topos annelés, u∗ = E → E le
foncteur image directe. La notation u∗ désignera encore l’extension aux Modules du
foncteur image directe. Le foncteur u∗ pour les Modules (à gauche pour fixer le idées)
est exact à gauche. Ses foncteurs dérivés droits sont notés Rqu∗, q > 0.

Proposition 5.1. — 1) Pour tout A-Module M, le faisceau Rqu∗M est le faisceau
associé au préfaisceau X′ 7→ Hq(u∗X′,M) (X′ ∈ obE′).

2) La formation des foncteurs Rqu∗ commute aux restrictions des scalaires.
3) La formation des foncteurs Rqu∗ commute aux localisations. De manière précise,

pour tout objet X′ de E′, si on désigne par u/X : E/u∗X′ → E′/X′ le morphisme déduit
de u par localisation (IV 8), on a, pour tout A-Module M, un isomorphisme canonique

(5.1.1) Rq(u/X′)∗(M|u∗X′) ' Rqu∗(M)|X′ q > 0.
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Désignons par ub
∗ : Eb → E′̂ le foncteur image directe pour les U -préfaisceaux

(ub
∗M = M ◦ u∗). Comme u∗ et u∗ sont adjoints, on a un isomorphisme

u∗ ' ub
∗
◦,

où est le foncteur faisceau associé pour E′. Comme les foncteurs et ub
x sont exacts,37

on a

Rqu∗ ' ub
∗H

q,

ce qui est une autre manière d’énoncer 1). L’assertion 2) résulte alors de 1) et de 3.5.
Par définition du morphisme u/X′ on a isomorphisme canonique (5.1.1) pour q = 0.
Le cas général s’en déduit en remarquant que les foncteurs de localisation (IV 8) sont
exacts et transforment les objets injectifs en objets injectifs (4.11).

Proposition 5.2. — Soient u : E→ E′ un morphisme de topos et S′ une famille géné-
ratrice de E′. Les faisceaux M acycliques pour les foncteurs H◦(u∗X′, .), X′ ∈ S′, sont
acycliques pour le foncteur u∗. En particulier, les faisceaux flasques sont acycliques
pour u∗.

Résulte de 5.1. 1).

Proposition 5.3. — Soient u : E→ E′ un morphisme de topos et M un Groupe abélien
de E. On a une suite spectrale :

(5.3.1) Ep,q2 = Hp(E′,Rqu∗M) =⇒ Hp+q(E,M).

Plus généralement, pour tout objet X′ de E′, on a une suite spectrale :

(5.3.2) Ep,q2 = Hp(X′,Rqu∗M)⇒ Hp+q(u∗X′,M).

Par définition des foncteurs images directe et réciproque, on a un isomorphisme
H◦(X′, u∗M) ' H◦(u∗X′,M). Le foncteur u∗ transforme les objets injectifs en faisceaux
flasques (4.6 et 4.9). Les suites spectrales proposées sont donc des suites spectrales de
foncteurs composés (0.3).

Proposition 5.4. — Soient u : E → E′ et v : E′ → E′′ deux morphismes de topos. On
a une suite spectrale

Rpv∗Rqu∗ =⇒ Rp+q(v ◦ u)∗.

On a v∗u∗ ' (vu)∗ et le foncteur u∗ transforme les objets injectifs en faisceaux38

flasques (4.9) donc acycliques pour v∗ (5.2). On a donc une suite spectrale des fonc-
teurs composés (0.3).
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6. Ext locaux et cohomologie à supports

6.0. Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module, à gauche pour fixer les idées. Le
foncteur N 7→ HomA(M,N), sur la catégorie des A-Modules à gauches et à valeurs
dans la catégorie des Groupes abéliens est exact à gauche (IV 12). Ses foncteurs
dérivés droits sont notés :

(6.0.1) ExtqA(M,N).

En particulier, on a

(6.0.2) Ext◦A(M,N) = HomA(M,N).

Par définition, on a des isomorphismes canoniques (2.1 et IV 12).

(6.0.3) H◦(E,Ext◦A(M,N)) = Ext◦A(E; M,N) = HomA(M,N).

Plus généralement, pour tout objet X de E, on a (2.2)

(6.0.4) H◦(X,Ext◦A(M,N)) = Ext◦A(X;M,N) = HomA|X(M|X,N|X).

Proposition 6.1. — 1) La formation des foncteurs ExtqA commute aux localisations.
De manière précise, pour tout objet X de E, on a des isomorphismes fonctoriels :

(6.1.1) ExtqA(M,N)|X ' ExtqA|X(M|X,N|X).

2) Le faisceau ExtqA(M,N) est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau X 7→
ExtqA(X;M,N).

3) Il existe une suite spectrale

(6.1.2) Extp+qA (E; M,N)⇐= Ep,q2 = Hp(E,ExtqA(F,G)).

Plus généralement, pour tout objet X de E, on a une suite spectrale fonctorielle en 39

X et en les arguments M et N

(6.1.3) Extp+qA (X;M,N)⇐= Ep,q2 = Hp(X,ExtqA(M,N)).

Par définition, on a un isomorphisme (6.1.1) lorsque q = 0 (IV 12). Le cas gé-
néral s’en déduit compte tenu de fait que les foncteurs de localisation sont exacts
et transforment les Modules injectifs en Modules injectifs (2.2). Le foncteur N 7→
HomA(M,N) = Ext◦A(M,N) transforme les Modules injectifs en faisceaux flasques
donc en faisceaux acycliques pour H◦(X, .) (4.10). Les suites spectrales (6.1.2)) et
((6.1.3) sont des suites spectrales de foncteurs composés compte tenu de (6.0.3)) et
((6.0.4). Lorsque X varie dans E, la suite spectrale (6.1.3) fournit une suite spectrale
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de préfaisceaux, d’où en passant aux faisceaux associés, une suite spectrale de fais-
ceaux. Comme les faisceaux associés aux préfaisceaux X 7→ Hp(X, .) sont nuls lorsque
p 6= 0 (3.1), cette suite spectrale dégénère et fournit l’isomorphisme annoncé dans 2).

Proposition 6.2. — Les foncteurs (M,N) 7→ ExtqA(M,N), q > 0, forment un δ-foncteur
en la variable M et la variable N. De manière explicite, pour toute suite exacte 0 →
N′ → N→ N′′ → 0 (resp. 0→ M′ → M→ M′′ → 0) on a des longues suites exactes :
(6.2.1)
· · · −→ ExtqA(M,N′) −→ ExtqA(M,N) −→ ExtqA(M,N′′) δ−→ Extq+1

A (M,N′) −→ · · ·

(resp.
(6.2.2)
· · · −→ ExtqA(M′′,N) −→ ExtqA(M,N) −→ ExtqA(M′,N) δ−→ Extq+1

A (M′′,N) −→ · · · ).

Il résulte des propriétés générales des foncteurs Extq que pour tout objet X de E,
les foncteurs (M,N) 7→ ExtqA(X;M,N), q > 0, forment un δ-foncteur en chacun des
arguments, d’où l’assertion, en faisant varier X et en prenant le faisceau associé (6.1).

6.3. Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module, Z un fermé de E (IV 9), U l’ou-
vert complémentaire. On note H◦

Z(E,M) le groupe des sections de M dont le support40

est contenu dans Z (IV 14) et H ◦
Z (M) le sous-faisceau de M défini par les sections

de M « à supports dans Z » (IV 14). Les foncteurs H◦
Z(E, .) et H ◦

Z (.) sont exacts à
gauche (IV 14). Les foncteurs dérivés sont notés Hq

Z(E, .) et Hq
Z(.) respectivement et

appelés les groupes ( resp. faisceaux) de cohomologie de M à supports dans Z(∗).
On a des isomorphismes canoniques (IV 14)

H◦
Z(E,M) ' HomA(AZ,M) ' Ext◦A(E; AZ,M),(6.3.1)

H ◦
Z (M) 'HomA(AZ,M) ' Ext◦A(AZ,M),(6.3.2)

d’où des isomorphismes pour tout q > 0

Hq
Z(E,M) ' ExtqA(E; AZ,M),(6.3.3)

H q
Z (M) ' ExtqA(AZ,M).(6.3.4)

On remarquera que AZ étant un biModule, les faisceaux ExtqA(AZ,M) 'H q
Z (M) sont

munis canoniquement de structures de A-Module.
Pour tout objet X de E, notons Z/X le sous-topos fermé de E/X déduit de Z par

localisation (c’est le complémentaire de U×X). Par définition, on a des isomorphismes
canoniques

(6.3.5) H◦(X,H ◦
Z (M)) 'H ◦

Z/X
(E/X,M|X).

(∗)Comparer avec SGA 2 I pour le cas des espaces topologiques ordinaires, ainsi que l’exposé de
Hartshorne cité p-80 plus bas.
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On pose

(6.3.6) Hq
Z(X,M) ' Hq

Z/X
(E/X,M|X).

Compte-tenu de (6.3.2), on a des isomorphismes canoniques

(6.3.7) Hq
Z(X,M) ' ExtqA(X;AZ,M).

Proposition 6.4. — 1) La formation des foncteurs H q
Z commute à la localisation. 41

De manière précise, pour tout objet X de E, et tout A-Module M, on a des isomor-
phismes canoniques

(6.4.1) H ◦
Z (M)|X 'H q

Z/X
(M|X).

2) Le faisceau H q
Z (M) est le faisceau associé au préfaisceau X 7→ Hq

Z(X,M).
3) Il existe une suite spectrale :

(6.4.2) Hp+q
Z (E,M)⇐= Hp(E,H q

Z (M)).

Plus généralement, pour tout objet X de E, il existe une suite spectrale

(6.4.3) Hp+q
Z (X,M)⇐= Hp(X,H q

Z (M)).

On ne fait que traduire la proposition 6.1 à l’aide du dictionnaire 6.3.

Proposition 6.5. — Avec les notations de 6.3, notons j : U → E le morphisme cano-
nique. Pour tout A-Module M, il existe une suite exacte de faisceaux :

(6.5.1) 0 −→H ◦
Z (M) −→ M −→ j∗(M|U) −→H 1

Z (M) −→ 0,

et des isomorphismes pour q > 2 :

(6.5.2) H q
Z (M) ' Extq−1

A (AU,M) ' Rq−1jx(M|U).

On a de plus, une longue suite exacte

(6.5.3) · · · −→ Hq
Z(E,M) −→ Hq(E,M) −→ Hq(U,M) −→ Hq+1

Z (E,M) −→ · · · (∗)

et plus généralement, pour tout objet X de E, on a une longue suite exacte

(6.5.4) · · · −→ Hq
Z(X,M) −→ Hq(X,M) −→ Hq(X×U,M) −→ Hq+1

Z (X,M) −→ · · · .

Par définition de AZ, on a une suite exacte (IV 14)

(6.5.5) 0 −→ AU −→ A −→ AZ −→ 0.

Les foncteurs ExtqA(A, .) sont nuls pour q > 0. On a HomA(AU,M) ' j∗(M|U) 42

(∗)cette suite exacte précise le rôle des invariants cohomologiques globaux Hq
Z(E, N) comme des

« groupes de cohomologie de E modulo l’ouvert U, à coefficient dans M ».
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(IV 14) et par suite (2.2) ExtqA(AU,M) ' Rqj∗(M|U). Enfin ExtqA(AZ,M) ' H q
Z (M)

(6.3.4). La longue suite exacte (6.2.2) fournit dans ce cas (6.5.1) et (6.5.2). Les suites
exactes (6.5.3) et (6.5.4) résultent du dictionnaire 6.3 et de la longue suite exacte du
δ-foncteur ExtqA(X; ·,M), q > 0, associée à (6.5.5).

Proposition 6.6. — 1) Les faisceaux flasques sont acycliques pour les foncteurs H ◦
Z

et H◦
Z(X, .).

2) Les foncteurs H ◦
Z et H◦

Z(X, .) commutent aux restrictions des scalaires.

Soit M un faisceau flasque. La suite exacte (6.5.4) fournit des égalités Hq
Z(X,M) = 0

pour tout X et tout q > 2 et une suite exacte

0 −→ H◦
Z(X,M) −→ H◦(X,M) −→ H◦(X×U,M) −→ H1

Z(X,M) −→ 0.

Mais le faisceau M étant flasque, le morphisme H◦(X,M)→ H◦(X×U,M) est surjectif
4. Par suite H1

Z(X,M) = 0 et M est acyclique pour H◦
Z(X;M). En passant aux faisceaux

associés, on en déduit que M est acyclique pour le foncteur H ◦
Z (6.4). Il est clair que

les foncteurs H ◦
Z et H◦

Z(X, .) commutent aux restrictions des scalaires et comme les
faisceaux flasques sont acycliques pour ces deux foncteurs, la propriété 2) en résulte.

Proposition 6.7. — Soient (E,A) un topos annelé, Z un fermé de E, U l’ouvert com-
plémentaire, M et N deux A-Modules. Il existe des isomorphismes fonctoriels en M
et N compatibles avec les changements de fermés :

H◦
Z(HomA(M,N)) 'HomA(M,H ◦

Z (N)) 'HomA(M⊗A AZ,N).

Résulte de (IV 14) compte-tenu de (6.3.2).

6.8. On pose

(6.8.1) HomA,Z(M,N) = H ◦
Z (HomA(M,N)).

Le foncteur N 7→HomA,Z(M,N) est exact à gauche. Ses foncteurs dérivés sont notés
ExtqA,Z(M,N) : ce sont les faisceaux Ext à supports dans Z. On a donc

(6.8.2) Ext◦A,Z(M,N) = HomA,Z(M,N).

Posons MZ = M ⊗A AZ. Il résulte de IV 14 que MZ est l’image directe sur E de43

l’image réciproque sur Z de M. On a donc, compte tenu de 6.7 des isomorphismes

(6.8.3) ExtqA,Z(M,N) ' ExtqA(MZ,N).

Passons maintenant aux invariants globaux. On pose

(6.8.4) HomA,Z(M,N) = Ext◦A,Z(E; M,N) = H◦
Z(E,HomA(M,N)).

Le groupe HomA,Z(M,N) est le sous-groupe du groupe des morphismes de M dans N
dont le support est dans Z (IV 14) i.e. qui sont nuls sur U. Plus généralement, pour
tout objet X de E, on pose

(6.8.5) Ext◦A,Z(X;M,N) = H◦
Z(X,HomA(M,N)).
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Les foncteurs N 7→ Ext◦A,Z(X;M,N) sont exacts à gauche. Les foncteurs dérivés sont
notés ExtqA,Z(X,M,N). Ce sont les groupes Ext à supports dans Z. Les définitions
(6.3.6), (6.8.1) et (6.8.5) et les isomorphismes 6.7 fournissant des isomorphismes

(6.8.6) Ext◦A,Z(X;M,N) '


H◦(X,HomA,Z(M,N)),

Ext◦(X;M,N ◦
Z (N)),

Ext◦(X;MZ,N).

Le dernier isomorphisme de (6.8.6) fournit des isomorphismes

(6.8.7) ExtqA,Z(X;M,N) ' ExtqA(X;MZ,N).

Proposition 6.9. — 1) Il existe deux suites spectrales fonctorielles en M et N com-
patibles avec les changements de fermés

(6.9.1) Extp+qA,Z (M,N)⇐=

Ep,q2 = H p
Z (ExtqA(M,N)),

′Ep,q2 = ExtpA(M,H q
Z (N)).

2) Il existe trois suites spectrales fonctorielles en X, M et N compatibles avec les 44

changements de fermés

(6.9.2) Extp+qA,Z (M,N)⇐=


Ep,q2 = Hp

Z(X,ExtqA(M,N)),
′Ep,qZ = Hp(X,ExtqAZ(M,N)),

“Ep,q2 = ExtpA(X;M,H q
Z (N)).

3) Les faisceaux ExtqA,Z(M,N) sont canoniquement isomorphes aux faisceaux asso-
ciés aux préfaisceaux X 7→ ExtqA,Z(X;M,N).

Lorsque N est injectif, le faisceau HomA(M,N) est flasque 4.10 donc acyclique pour
H ◦

Z (6.6). La première suite spectrale de (6.9.1) est une suite spectrale de foncteurs
composés (6.8.1). De même, lorsque N est injectif, H ◦

Z (N) est injectif (4.11) et la
deuxième suite spectrale de (6.9.1) est une suite spectrale de foncteurs composés
déduite de 6.7. Les suites spectrales de (6.9.2) sont des suites spectrales de foncteurs
composés déduites de la définition (6.8.5) et les deux premiers isomorphismes de
(6.8.6). Enfin, en faisant varier X dans la deuxième suite spectrale de (6.9.2) et un
prenant les faisceaux associés, on obtient une suite spectrale de faisceaux qui dégénère
grâce à 3.1 et qui fournit les isomorphismes de 3).

Proposition 6.10. — Les foncteurs (M,N) 7→ ExtqA,Z(M,N), q > 0, et (M,N) 7→
ExtqA,Z(X;M,N), q > 0, sont des δ-foncteurs en chacune des variables M et N. En
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notant MU le faisceau M⊗A AU (cf. IV 11), on a une longue suite exacte
(6.10.1)

. . .
δ−→ ExtqA,Z(M,N) −→ ExtqA(M,N) −→ ExtqA(MU,N) δ−→ Extq+1

A,Z (M,N) −→ . . .

et une suite exacte analogue par les groupes Ext.

Les foncteurs ExtqA(., .) et ExtqA(X; ., .) forment des δ-foncteurs par rapport à cha-
cune des variables (6.2) et le foncteur M 7→ MZ est exact car AZ est plat (1.3.3). La
première assertion résulte donc des isomorphismes (6.8.3) et (6.8.7). La suite exacte
(6.10.1) et la suite exacte analogue pour les groupes Ext est la longue suite exacte du
δ-foncteur

ExtqA(.,N), q > 0(resp. ExtQA(X; .,N), q > 0)

relative à la suite exacte 0→ MU → M→ MZ → 0, compte tenu de (6.8.3) et (6.8.7).45

6.11. Indiquons brièvement comment on peut étendre ces résultats au cas des fa-
milles de supports. Soit E un topos. Pour tout objet X de E désignons par Fer(X)
l’ensemble des fermés du topos E/X. Cet ensemble est en correspondance biunivoque,
par passage au complémentaire, avec l’ensemble des ouverts du topos E/X, i.e. avec
l’ensemble des sous-objets de X (IV 8). Le préfaisceau Fer : X→ Fer(X) est en fait un
U -faisceau ainsi qu’on le vérifie immédiatement, il est donc représentable. En d’autres
termes, il existe un objet de E noté encore Fer et un fermé ZFer de E/Fer tel que pour
tout X, tout élément de Fer(X) se déduise de ZFer par un changement de base par un
morphisme uZ : X→ Fer uniquement déterminé par Z.

Définition 6.12. — On appelle famille de supports de E un sous-ensemble Φ de l’en-
semble des fermés de E qui possède les propriétés suivantes :

(S1) La réunion d’une famille finie d’éléments de Φ appartient à Φ
(S2) Tout fermé de E contenu dans un élément de Φ est un élément de Φ.

6.12.1. Soient E un topos, Φ une famille de supports de E, X un objet de E. On
désigne par Φ(X) la plus petite famille de supports de E/X qui contient les fermés de
E/X déduits de fermés de Φ par le changement de base X→ e (e objet final de E). Le
foncteur X→ Φ(X) est un sous-préfaisceau du faisceau Fer. Il est donc séparé.

6.12.2. On dit qu’une famille Φ de supports de E est de caractère local si elle possède
la propriété suivante :
(CL) Pour toute famille épimorphique (Xi → e), i ∈ I (où e est l’objet final de E) la
suite d’ensembles

Φ −→
∏
i

Φ(Xi) ⇒
∏
i,j

Φ(Xi ×Xj)

est exacte.
Soit le faisceau associé au préfaisceau X 7→ Φ(X) (6.12.1). La condition (CL) est

équivalente à la condition que le morphisme canonique Φ → (e) soit une bijection.46

(cf. la construction du faisceau associé dans II dans le cas d’un préfaisceau séparé).
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Pour vérifier (CL) on peut donc se limiter à une famille finale de familles épimor-
phiques (Xi → e), i ∈ I.

Exemple 6.12.3. — 1) Soit Z un fermé de E. L’ensemble des fermés de E contenus
dans Z est une famille de supports de E. Elle est de caractère local.

2) Soit T un espace topologique et Φ une famille de supports paracompactifiants
de T [7]. La famille Φ n’est pas, en général, de caractère local.

3) Soient T un espace topologique et p un entier. La famille de Φp des fermés de T
de codimension de Krull > p, est une famille de supports de T. Elle est de caractère
local.

4) Soit E un topos possédant la propriété suivante : toute famille épimorphique
(Xi → e), i ∈ I, est majorée par une famille épimorphique finie. Alors toute famille
de supports de E est de caractère local. En effet, en utilisant l’exemple 1), il suffit
de montrer qu’une limite inductive filtrante Φλ de familles de caractère local est
une famille de caractère local, ce qui résulte immédiatement du passage à la limite
inductive sur la suite d’ensembles

Φλ −→
∏
i

Φλ(Xi) ⇒
∏
i,j

Φλ(Xi ×Xj),

où (Xi → e), i ∈ I, est une famille épimorphique finie. En effet d’après 6.12.2 et
l’hypothèse sur E, on peut se limiter à des familles épimorphiques finies pour vérifier
les conditions (CL) et comme les limites inductives filtrantes commutent aux limites
projectives finies (I 2), l’exactitude de ces suites d’ensembles est conservée par passage
à la limite inductive.

5) Soit E un topos cohérent (VI 2.3). Alors d’après ce qui précède toute famille de
support de E est de caractère local.

6.13. Soient (E,A) un topos annelé, Φ une famille de supports de E, N un A-Module
(à gauche pour fixer les idées), X un objet de E. On pose

H ◦
Φ (N) = lim−→

Z∈Φ

H ◦
Z (N),(6.13.1)

H◦
Φ(E,N) = lim−→

Z∈Φ

H◦
Z(E,N).(6.13.2)

Soit M un A-Modules à gauche, on pose : 47

Ext◦A,Φ(M,N) = HomA,Φ(M,N) = lim−→
Z∈Φ

Ext◦A,Z(M,N),(6.13.3)

Ext◦A,Φ(X;M,N) = HomA|X,Φ(X)(M|X,N|X) = lim−→
Z∈Φ

Ext◦A,Z(X;M,N).(6.13.4)

On a des isomorphismes canoniques :

(6.13.5) Ext◦A,Φ(M,N) 'H ◦
Φ (Ext◦A(M,N)),
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(6.13.6) Ext◦A,Φ(X;M,N) ' H◦((X,Ext◦A(M,N)).

Lorsque Φ est la famille des fermés contenus dans un fermé Z, on a des isomor-
phismes :

(6.13.7)


H◦

Φ 'H ◦
Z

H◦
Φ ' H◦

Z

Ext◦A,Φ(., .) ' Ext◦A,Z(., .)

Ext◦A,Φ(X; ., .) ' Ext◦A,Z(X; ., .).

Les limites inductives qui définissent les foncteurs précédents sont filtrantes. Par suite
ces foncteurs sont exacts à gauche. Leurs foncteurs dérivés droites sont notés :

(6.13.8) H q
Φ ,H

q
Φ,ExtqA,φ(., .),ExtqA,Φ(X; ., .).

Ils se calculent eux aussi par limites inductives des foncteurs H q
Z , Hq

Z, etc. pour Z
parcourant Φ.

Des isomorphismes (6.13.5) et (6.13.6), on tire deux suites spectrales par passage
à la limite inductive sur la première suite spectrale de (6.9.1) et la première suite
spectrale de (6.9.2) :

Extp+qA,Φ(M,N)⇐ Ep,q2 = H p
Φ (ExtqA(M,N)),(6.13.9)

Extp+qA,Φ(X;M,N)⇐ Ep,q2 = Hp
Φ(X,ExtqA(M,N)).(6.13.10)

48
6.14. Avec les notations de 6.13, on a, sans hypothèse sur Φ, un morphisme fonctoriel

(6.14.1) θ : H◦
Φ(N) −→ H◦(E,H ◦

Φ (N)).

Ce morphisme est toujours injectif mais n’est pas en général un isomorphisme. Ce-
pendant, si Φ est de caractère local, le morphisme θ est un isomorphisme ainsi qu’on
le vérifie immédiatement. De même si Φ est de caractère local, on a un isomorphisme

(6.14.2) θ
′
: Ext◦A,Φ(E; M,N) ' H◦(E,Ext◦A,Φ(M,N)).

Proposition 6.15. — Soient (E,A) un topos annelé, tel que E soit cohérent (VI) Φ une
famille de supports de E, M et N deux A-Modules. Il existe deux suites spectrales :

Hp+q
Φ (E,N)⇐ Ep,q2 = Hp

Φ(E,H q
Φ (N)),(6.15.1)

Expp+qA,Φ(E; M,N)⇐ Ep,q2 = Hp(E,ExtqA,Φ(M,N)).(6.15.2)

Ces suites spectrales se déduisent de la suite spectrale (6.4.2) et de la deuxième
suite spectrale (6.9.2) par passage à la limite inductive sur les fermés Z de Φ, compte
tenu de ce que la cohomologie d’un topos cohérent commute aux limites inductives
de faisceaux (IV 5).
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6.16. Signalons, sans démonstration, qu’on peut étendre au cas des famille de sup-
ports la deuxième suite spectrale de (6.9.1) et la troisième suite spectrale de (6.9.2)
(avec X= objet final de E) en supposant que le topos E est cohérent et que le Module
M est parfait [13].

Enfin on peut aussi généraliser la notion de familles de supports en introduisant
les préfaisceaux de familles de supports, les faisceaux de familles de supports et les
groupes et faisceaux de cohomologie correspondants(∗). 49

7. Appendice : Cohomologie de Čech

En développant une idée due à P. Cartier, on montre dans ce paragraphe comment
on peut dans un topos quelconque, calculer la cohomologie d’un faisceau à l’aide de
recouvrements. Pour la théorie classique des espaces paracompacts, on renvoie à [7] ;
pour une autre méthode qui s’applique à certains topos, et en particulier au topos
étale, voir [14].

7.1. Squelette et cosquelette. —

7.1.0. Soit � la catégorie des simplexes types (les objets de � sont les ensembles
ordonnés ∆n = [0, . . . , n], les morphismes sont les applications croissantes). Soient E
un U -topos et �(E) de catégorie des préfaisceaux sur � à valeur dans E, autrement
dit la catégorie des objets semi-simpliciaux de E. Désignons par �[n] la sous-catégorie
pleine de � définie par les objets ∆p, p 6 n, par in : �[n]→ ∆ le foncteur d’inclusion
et par �E[n] la catégorie des préfaisceaux sur �[n] à valeur dans E, autrement dit,
la catégorie des objets semi-simpliciaux tronqués à l’ordre n de E. Dáprès I 5.1, on a
une suite de trois foncteurs adjoints (I 5.3)

�E[n]

in! //

in∗ //

�E
i∗noo

où le foncteur i∗n est le foncteur restriction à la catégorie �[n], et où les foncteurs
in∗ et in! sont respectivement ses adjoints à droite et à gauche. On notera que �E et
�E[n] sont des U -topos (IV 1.2) et que (i∗n, in∗) est un morphisme de topos (IV 3.1)
qui est un plongement de �E[n] dans �E (I 5.6. et IV 9.1.1).

Définition 7.1.1. — On note skn (resp. coskn) et on appelle foncteur squelette d’ordre 50

n (resp. foncteur cosquelette d’ordre n) le foncteur in!i
∗
n (resp. in∗i∗n) de �E dans �E.

Les foncteurs squelette et cosquelette sont d’un usage constant en théorie des en-
sembles semi-simpliciaux [3].

(∗)cf. [12] chap.IV, § 1 (Lecture Notes 20, Springer) pour le développement de ces notions sous forme
de fugue avec variations.
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Proposition 7.1.2. — 1) Le morphisme d’adjonction skn → id est en monomor-
phisme. Les morphismes canoniques skn skm → skn (resp. coskn → coskn coskm) sont
des isomorphismes lorsque n 6 m (resp. n > m).

2) Soit u : E → E′ un morphisme de topos. Le foncteur u∗, prolongé aux objets
semi-simpliciaux et semi-simpliciaux tronqués, commute aux foncteurs in!, i∗n, skn,
coskn.

La première assertion résulte immédiatement des définitions. Pour démontrer 2),
il suffit de constater que, d’après I 5.1, les foncteurs in! . . . , coskn se calculent à l’aide
de limites inductives et de limites projectives finies.

7.2. Un lemme d’acyclicité. —

7.2.0. Soit M un groupe abélien de E. L’homologie d’un objet semi-simplicial K de k,
à coefficients dans M, se définit de la manière usuelle : On considère d’abord A(K), le
groupe semi-simplicial abélien libre engendré par K, puis in forme le produit tensoriel
M⊗ZA(K) ; on obtient ainsi un groupe semi-simplicial abélien de E. On considère alors
le complexe de groupes abélien associé (en formant le somme alternée des opérateurs
bord) et on en prend l’homologie. Les objets d’homologie sont notés Hi(K,M). Ce
sont des groupes abéliens de E.. Lorsque M est le groupe ZE (groupe abélien libre
engendré par l’objet final de E), on note plus simplement Hi(K). Les groupes Hi(K)
sont appelés les groupes d’homologie de K. On dit qu’un objet semi-simplicial K est
acyclique si pour tout groupe abélien M de E, les groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0)
ou, ce qui est équivalent, si les groupes Hi(K,M) sont nuls (i > 0).

La formation de l’homologie commute aux images réciproques par les morphismes
de topos.51

Le but de ce numéro est de prouver le lemme suivant :

Lemme 7.2.1. — Soient E un topos, K. et L. deux objets semi-simpliciaux de E, v. :
K. → L. un morphisme d’objets semi-simpliciaux, n un entier > 0. On suppose que
le morphisme v possède les propriétés :

1) Pour tout entier p < n (p > 0) le morphisme vp : Kp → Lp est un isomorphisme.
2) Le morphisme Kn

vn−→ Ln est un épimorphisme.
3) Les morphismes canoniques K. → coskn(K.), L. → coskn(L.) sont des isomor-

phismes.

Alors, pour tout entier p, le morphisme vp est un épimorphisme et le morphisme v.
induit un isomorphisme sur les objets d’homologie.

Remarque. — La démonstration montre en fait, qu’en adoptant une définition conve-
nable de l’homotopie dans les topos, le morphisme v. est une équivalence d’homotopie.

Preuve. — On peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un petit site C (IV
1) et que par suite E est un sous-topos d’un topos E′ ayant suffisamment de foncteurs
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fibres (par exemple le topos Cb). Notons a∗ : E′ → E le foncteur image inverse par le
morphisme de plongement E ↪→ E′. Soit

v · [n] : K · [n] −→ L · [n]

le morphisme d’objets semi-simpliciaux tronqués obtenu en tronquant v. à l’ordre n.
Notons L · [n]′ l’image (dans E′) de K · [N] par v · [n], v · [N]′ : K · [n] → L · [n]′ le
morphisme induit par v · [n]. Posons L! = in∗L · [n]′, K! = in∗K · [n], v! = in∗v · [n]′

(le foncteur in∗ est ici relatif à E′). D’après 1), le morphisme v! : K! → L! possède
les propriétés 1), 2), 3) du lemme. De plus, d’après 2), 3) et 7.1.2, le morphisme
a∗v! n’est autre que V. Il suffit donc de démontrer le lemme pour v! et par suite on
peut supposer que E possède suffisamment de foncteurs fibres ; donc, en utilisant ces
foncteurs fibres, on peut se ramener au cas où E est la catégorie des ensembles.

On constate tout d’abord que les hypothèse du lemme sur le morphisme V· sont 52

stables par tout changement de bases M. → L. où M. est un cosquelette d’ordre n.
Par suite la fibre P. de v. en un point base quelconque de L. est du type in∗P.[n] où
P.[n] est un complexe non vide tronqué à l’ordre n de la forme

(7.2.2) Pn −→ e −→ e −→ e −→ · · · −→ e.

Notons, pour tout entier i, δi l’ensemble semi-simplicial bord du simplexe . Tout
morphisme de δi dans P. se prolonge en un morphisme de i dans P.. En effet, la
propriété est évidente si i > n car P. est un cosquelette d’ordre n et elle est claire
pour i < n d’après la description (7.2.2). Comme P. est un complexe de Kan, P. est
homotopiquement trivial [6]. Notons que le morphisme v. est une fibration au sens de
Kan [6]. Comme les fibres de cette fibration sont homotopiquement triviales, v. induit
un isomorphisme sur les groupes d’homotopie de K. et L. en tous les points bases
de K.. D’après le théorème d’Hurwitz, ceci implique que v. induit un isomorphisme
sur l’homologie [6]. Ceci démontre la deuxième assertion de lemme. Pour démontrer
la première assertion, on remarque que tout morphisme d’un complexe tronqué à
l’ordre n dans L.[n] se relève en un morphisme dans K.[n]. Par suite, d’après 3), tout
morphisme d’un complexe dans L. se relève en un morphisme dans L.. Donc v. est
surjectif.

7.3. Hyper-recouvrements. —

7.3.0. Soit C un site, appartenant à l’univers U, où les produits fibrés et les produits
de deux objets soient représentables. Désignons par Cb le topos des U-préfaisceaux
sur C et par C∼ le topos des U-faisceaux sur C. Un objet K de Cb est dit semi-
représentable s’il est isomorphe à une somme directe de préfaisceaux représentables.

Soit SR(C) la sous-catégorie pleine de Cb définie par les objets semi-représentables.
Dans la catégorie SR(C) les limites projectives pour des catégories d’indices finies
non vides sont représentables, et le foncteur d’inclusion SR(C) ↪→ Cb commute à ces
limites projectives finies. D’après une remarque déjà faite, on en déduit que si K. est
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un objet semi-simplicial tronqué à l’ordre n de Cb dont tous les objets sont semi-53

représentables, le prolongement i+n (K.) possède la même propriété. Donc si K. est un
objet semi-simplicial de Cb dont tout objets sont semi-représentables, alors pour tout
n, l’objet coskn(K.) possède la même propriété.

7.3.1. Définitions et notation. —

7.3.1.1. Soit p > 0 un entier. Un objet semi-simplicial K. de Cb est appelé un hyper-
recouvrement de type p de C, ou lorsqu’aucune confusion n’en résulte, un hyper-
recouvrement de type p, s’il possède les propriétés suivantes :

HR1) Pour tout entier n > 0, Kn est semi-représentable.
HR2) Le morphisme canonique K.→ coskp(K.) est un isomorphisme.
HR3) Pour tout entier n > 0 le morphisme canonique de préfaisceaux : Kn+1 →

(coskn(K.))n+1 est un isomorphisme couvrant de préfaisceaux (II 6.2). Le morphisme
canonique de préfaisceaux K◦ → e, où e est l’objet final de Cb, est un morphisme
couvrant de préfaisceaux.

7.3.1.2. Un hyper-recouvrement de type p est un hyper-recouvrement de type q pour
tout q > p. Un objet semi-simplicial K. sera appelé un hyper-recouvrement (de C) s’il
possède les propriétés HR 1) et HR 3).

7.3.1.3. On désignera par HRp (resp. HR) et on appellera catégorie des hyperrecou-
vrements de type p (resp. catégorie des hyper-recouvrements) la catégorie suivante :

a) Les objets de HRp (resp. HR) sont les hyper-recouvrements de type p (resp. les
hyper-recouvrements).

b) Soient K. et L. deux objets de HRp (resp. HR). Un morphisme de HRp (resp. HR)
de source K. et de but L. est un morphisme v. : K.→ L. d’objets semi-simpliciaux de
Cb.

7.3.1.4. Soient C un site où les produits fibrés soient représentables et X un objet
de C. Un hyper-recouvrement de X (resp. un hyper-recouvrement de type p de X)
sera un hyper-recouvrement du site C/X (resp. un hyper-recouvrement de type p

de C/X). On définit de même la catégorie des hyper-recouvrements de X (resp. du54

hyper-recouvrement de type p de X). On a une suite de foncteurs d’inclusion :

· · ·HRp ↪→ HRp+1 ↪→ · · · ↪→ HR.

Ces foncteurs sont pleinement fidèles. Nous noterons HR∞ la limite inductive des
catégories HRp.

7.3.1.6. Désignons, pour tout entier n > 0, par c
n l’objet semi-simplicial type de

dimension n à valeur dans la catégorie des ensembles, i.e. le foncteur sur � représenté
par l’ensemble ordonné [0, n]. On désigne par cn le préfaisceau sur C (à valeur dans la
catégorie des ensembles semi-simpliciaux constant de valeur n. Le préfaisceau c

n est
donc un préfaisceau d’ensemble semi-simplicial. Les deux injection canoniques de ∆0
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dans ∆1 définissent deux morphismes de préfaisceaux semi-simpliciaux :

∆◦
0

e0 //

e1
// ∆c

1,

et définissent, par suite, pour tout préfaisceau semi-simplicial K., deux injections
canoniques :

K •

e0 //

e1
// K • ×∆c

1.

Deux morphismes K •

u0 //

u1

// L • de préfaisceaux semi-simpliciaux sont dits mor-

phismes homotopes s’il existe un morphisme

v : K.× c
1 −→ L.

tel que les diagrammes :

K •

ei //

ui

��
<<

<<
<<

<<
<<

<<
K • × c

1

v

~~~~
~~

~~
~~

~~
~~

~

i = 0,1

L •

soient commutatifs. Le morphisme v est appelé une homotopie reliant u0 à u1. La 55

relation : u0 et u1 sont deux morphismes homotopes de K. dans L., n’est pas, en
général, une relation d’équivalence. Cependant la relation d’équivalence engendrée
par cette relation est compatible avec la composition des morphismes. Cela nous
permet donc de définir la catégorie des préfaisceaux semi-simpliciaux à homotopie
près, en passant au quotient par la relation d’équivalence engendrée par la relation
d’homotopie.

7.3.1.7. On définit ainsi les catégories H Rp, H R∞, H R, catégories des hyper
recouvrements à homotopie près.

Théorème 7.3.2. — Soit C un site satisfaisant aux conditions 7.3.0.

1) La catégorie H R◦
p (resp. H R◦) est filtrante (I 2.7).

2) Soient K. un objet de HRp (resp. de HR), n un entier tel que 0 6 n 6 p

(resp. 0 6 n), et
u : X −→ Kn

un morphisme couvrant de préfaisceaux. Il existe un objet L. de HRp (resp. de HR)
et un morphisme f : L.→ K., tels que le morphisme

fn : Ln −→ Kn

se factorise par u.
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3) Les faisceaux semi-simpliciaux associés (II 3.5) aux hyper-recouvrements sont
acycliques (7.2.0) en degrés strictement positifs. Le 0-ème faisceau d’homologie est
isomorphe au faisceau associé au faisceau constant Z .

Preuve. — Démontrons 3). Soit K∼. le faisceau semi-simplicial associé à K.. Le fonc-
teur « faisceau associé » commute au foncteur coskn (7.1.2. 2)). Par suite le faisceau
semi-simplicial K∼. possède les propriétés suivantes :

a) Le morphisme canonique K0 → e est un épimorphisme de faisceaux.
b) Pour tout entier n > 0, le morphisme canonique Kn+1 → (coskn(K.))n+1 est un

épimorphisme de faisceaux.

Posons alors, pour n > 0, L.n = coskn K∼.. On a alors, pour tout n, une suite de
morphismes de faisceaux semi-simpliciaux :

K.∼ un−−→ L.n
vn−→ L.n−1 · · · −→ L.0

v0−→ e · ,

et pour tout j, 0 6 j 6 n, vj possède les propriétés de 7.2.1. De plus, le morphisme56

un induit un isomorphisme sur les composants de degré 6 n. On déduit alors de 2.1
par récurrence sur n, que K· est acyclique.

Pour démontrer 1) et 2) nous introduirons une terminologie.

Définition 7.3.3. — Soit f : X.→ Y. un morphisme de préfaisceaux semi-simpliciaux.
On dit que f est spécial de type p (resp. spécial) si :

1) Les objets X. et Y. sont canoniquement isomorphes à leurs cosquelettes d’ordre
p et coskp(f) = f (resp. pas de conditions sur f , X • et Y •).

2) Pour tout entier n tel que 0 6 n 6 p (resp. 0 6 n), le morphisme Φn+1 figurant
dans le diagramme ci-après est couvrant :

Xn+1

fn+1
//

Φn+1

$$J
JJJJJJJJJJJJ

��

Yn+1

��

Pn+1

zzuuuuuuuuuuuuu

66nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

(coskn X •)n+1
(coskn f)n+1

// (coskn Y •)n+1.

(Les flèches verticales sont définies par les morphismes canoniques X. → coskn X. et
Y. → coskn Y.. L’objet Pn+1 est le produit fibré et Φn+1 est l’unique flèche rendant
le diagramme commutatif).

3) Le morphisme f0 : X0 → Y0 est couvrant.
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Un préfaisceau semi-simplicial K. est dit spécial de type p (resp. spécial) si le mor-
phisme canonique :

K. −→ e. (e. est l’objet semi-simplicial final)

est spécial de type p (resp. spécial) i.e. si K. satisfait les conditions HR 2) et HR 3)
(resp. HR 3)) de 7.3.1.1.

Lemme 7.3.4. — 1) Le composé de deux morphismes spéciaux (resp. spéciaux de 57

type p) est un morphisme spécial (resp. spécial de type p).
2) Soient K. un préfaisceau semi-simplicial spécial (resp. spécial de type p), X.

f−→
Y. un morphisme spécial (resp. spécial de type p) et u : K. → Y. un morphisme de
complexes. Alors le produit fibré P. = K.

Y.
X. est spécial (resp. spécial de type p).

La preuve de ce lemme est laissée au lecteur.

7.3.5. Démonstration de l’assertion 2) de 7.3.2. : On peut tout d’abord suppo-
ser que X est semi-représentable. Pour tout objet semi-simplicial L., désignons par
Hom(X)(L.,K.) l’ensemble des morphismes d’objets semi-simpliciaux munis d’une fac-
torisation Ln → X u−→ Kn. Le foncteur Hom(X)(.,K.) est représentable. En effet
ce foncteur transforme les limites inductives en limites projectives, et la catégorie
�(Cb) est un topos. On désignera par P un objet qui représenta ce foncteur. Pour
un objet Z de Cb, dédaignons de même par j+n (Z) l’objet qui représente le foncteur.
L. 7→ Hom(Ln,Z) sur �Cb, dont la construction par lim←− est explicitée dans III 1.1.
On constate ici que cette construction ne fait intervenir que des lim←− finies, d’où on
conclut aussitôt que j+n transforme préfaisceaux semi-représentables en préfaisceaux
semi-simpliciaux à composantes semi-représentables, et morphismes couvrants Z′ → Z
en morphismes spéciaux (7.3.3).

Par définition de P., on a un carré cartésien :

P • //

��

j+n (X)

j+n (u)

��

K • // j+n (Kn) .

D’après ce qu’on vient de signaler, les objets semi-simpliciaux j+n (X) et j+n (Kn) sont
semi-représentables et le morphisme j+n (u) est un morphisme spécial de type n. Il
suffit alors pour conclure d’appliquer 3.4. et le sorite 7.3.0.

7.3.6.0. Soient M. et N. deux préfaisceaux semi-simpliciaux. Le foncteur : 58

L. 7→ Hom(L.×M.,N.)

est représentable. Le préfaisceau semi-simplicial qui le représente sera noté

Hom .(M.,N.).
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Le préfaisceau composant de degré n de cet objet sera noté Homn(M.,N.). On a un
isomorphisme canonique

Homn(M.,N.) ∼−→Hom0(M.× c
n,N).

Lemme 7.3.6. — Soit

M •
� � // N •

skn cn+1

OO

� � u // c
n+1

OO

(u l’injection canonique)

un diagramme co-cartésien de préfaisceaux semi-simpliciaux.
Pour tout hyper-recouvrement L., le morphisme :

Hom◦(N.,L.) −→Hom◦(M.,L.)

est couvrant.

Preuve. — On a un diagramme cartésien :

Homo(N •,L •)

��

// Homo(M •,L •)

��

Homo(cn+1,L •)
(x)
// Homo(skn(cn+1,L •).

Il suffit donc de montrer que le morphisme (∗) est couvrant. Or le morphisme (∗) est
isomorphe au morphisme :

Ln+1 −→ (coskn L.)n+1

qui est couvrant par hypothèse, C.Q.F.D.

7.3.7. Démonstration de l’assertion 1) de 7.3.2. : Le produit de deux objets HRP

(resp. de HR) est encore un objet de HRp (resp. de HR) (7.3.4). Pour démontrer que
la catégorie H R◦

p (resp. H R◦) est filtrante, il suffit de montrer qu’étant donnés deux59

morphismes de HRp (resp. HR)

K •

u0 //

u1

// L.

il existe un morphisme v : M.→ K. de HRp (resp. de HR) tel que les morphismes :

M •

u0v //

u1v
// L.
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soient homotopes, i.e. tel qu’il existe w : M. × c
1 → L. rendant commutatifs les dia-

grammes

(x)

M •

v

��

ei // M • ×∆c
1

w

��

K •

ui // L • i = 0, 1 .

Soit alors, pour tout objet semi-simplicial M. de Cb (non nécessairement un hyper-
recouvrement), F(M.) l’ensemble des couples (v, w) : v : M.→ K., w : M.×c1 → L. tels
que les diagrammes (x) soient commutatifs. Le foncteur M. 7→ F(M.) est un foncteur
contra cariant en M. qui transforme les limites inductives en limites projectives, et qui
par suite est représentable par un objet semi-simplicial F.. L’objet F. est évidemment
le sommet d’un diagramme cartésien :

F • //

��

Hom •(c1,L •)

π

��

K • u0, u1

// L • × L •,

où π est défini par les deux inclusions de c
◦ dans c

1. Il suffit donc, pour démontrer
l’assertion, de montrer que F. est un objet de HRp (resp. de HR) et pour cela, d’après
7.3.4 2) et le sorite 7.3.0, il suffit de montrer que

a) Hom .(c1,L.) est semi-représentable, 60

b) le morphisme π est spécial de type p (resp. spécial).

On vérifie tout d’abord immédiatement que Hom .(c1,L.) est un objet semi-simplicial
semi-représentable. En effet les composantes de cet objet se calculent par limites pro-
jectives finies à partir des Ln, et par suite sont semi-représentables. Vérifions mainte-
nant b). Tout d’abord on montre que, lorsque L. est spécial de type p, le morphisme

Hom .(c1,L.) −→ coskp Hom .(c1,L.)

est un isomorphisme ; ce qui permet de vérifier la propriété 1) de 7.3.3. Ensuite, le
morphisme :

π◦ : Hom◦(c1,L.) −→ L◦ × L◦
est isomorphe au morphisme canonique :

L1
(d◦,d1)−−−−→ L◦ × L◦

qui est couvrant par hypothèse (L. est hyper-recouvrement).
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Il reste donc à vérifier la propriété 2) de 7.3.3, i.e. à vérifier que ∀n, dans le dia-
gramme

Hom .n+1(c1,L.)
πn+1

//

��

Φn+1
&&MMMMMMMMMMMMMMM

Ln+1 × Ln+1

��

Pn+1

77ooooooooooooooooo

xxqqqqqqqqqqqqqqq

(coskn Hom .(c1,L.))n+1

(coskn π)n+1
// (coskn L.)n+1 × (coskn L.)n+1

(Pn+1 est le produit fibré), le morphisme Φn+1 est couvrant. Or un « adjoint foncteurs
chasing » simple montre que :

Pn+1
∼−→Hom◦(skn+1(cn+1 × c

1),L.),

Homn+1(c1,L.)
∼−→Hom◦(cn+1 × c

1,L.),

et que le morphisme Φn+1 est isomorphe au morphisme61

Hom◦(cn+1 × c
1,L.) −→Hom◦(skn+1(cn+1 × c

1),L.)

provenant de l’injection
skn+1(cn+1 × c

1) ↪→ c
n+1 × c

1.

Or il existe une suite de sous-objets de c
n+1 × c

1 :

skn+1(cn+1 × c
1) = M◦ ↪→ M1 ↪→ . . . ↪→ Mk = c

n+1 × c
1,

telle que pour tout 0 6 i 6 k, le morphisme

Mi ↪→ Mi+1

s’insère dans un diagramme cocartésian :

Mi
//� � // Mi+1

skn+1 ∆c
n+2

� � //

OO

∆c
n+2 .

OO

(On ajoute l’un après l’autre les simplexes non dégénérés de dimension n + 2 de
n+1 × 1). D’après 7.3.6 le morphisme Φn+1 est un composé de morphismes couvrants
et par suite est lui-même couvrant, ce qui achève la démonstration de 7.3.2.

7.4. Le théorème d’isomorphisme. —
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7.4.0. Soit F un préfaisceau en groupes abéliens sur un site C satisfaisant à la condi-
tion 7.3.0. Pour tout hyper-recouvrement K., on posera :

Hq(K.,F) = Hq(HomCb (K.,F)).

Les Hq(K.,F) forment un δ-foncteur sur la catégorie des préfaisceaux abéliens sur C,
mais ils ne sont pas, en général, les foncteurs dérivés du foncteur H◦(K.,F).

Posons alors : 62

(7.4.0.1)
r
∨
Hq (C,F) = lim−→

HRr

Hq(.,F)(r peut être infini),

et

(7.4.0.2)

�

Hq (C,F) = lim−→
HR

Hq(.,F).

Les
r
∨
Hq (C,F) (resp.

�

Hq (C,F)) forment encore un δ-foncteur car la catégorie H R◦
p

(resp. H R◦) est filtrante (7.3.2). Comme les catégories H Rp ne sont par nécessaire-
ment des U-catégories, ces δ-foncteurs sont à valeurs dans la catégorie des V-groupes
abéliens, pour un univers V convenable.

Supposons maintenant que le préfaisceau F soit un faisceau, Comme le faisceau
semi-simplicial associé à un hyper-recouvrement est acyclique (7.3.2), on a une suite
spectrale fonctorielle en F et en K. :

(7.4.0.3) Hp(K.,H q(F))⇒ Hp+q(C∼,F).

D’où, en passant à la limite, des suites spectrales :

r
∨
Hp (C,H q(F))⇒ Hp+q(Ce,F),

�

Hp (C,H q(F))⇒ Hp+q(Ce,F).

(7.4.0.4)

Théorème 7.4.1. — Soient C un site satisfaisant la condition 7.3.0, F un faisceau
abélien sur C.

1) Les suites spectrales (7.4.0.4) définissent des isomorphismes

r
∨
Hq (C,F) ∼−→ Hq(C∼,F), q 6 r + 1

et un monomorphisme
r
∨
Hr+2 (C,F) −→ Hr+2(C∼,F).
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2) On a un isomorphisme de δ-foncteurs : 63

∞
∨
Hq (C,F) ∼−→

�

Hq (C,F) ∼−→ Hq(C∼,F) (pour tout q).

3) Soient G un préfaisceau de groupes abéliens et F le faisceau associé. Il existe
des isomorphismes de foncteurs :

r
∨
Hq (C,G) ∼−→ Hq(C∼,F), q 6 r − 1,

et un monomorphisme

r
∨
Hr (C,G) ∼−→ Hq(C∼,F).

Lorsque G est un préfaisceau séparé, ce dernier morphisme est un isomorphisme et il
existe un monomorphisme :

r
∨
Hr+1 (C,G) −→ Hr+1(C∼,F).

4) On a des isomorphismes :

∞
∨
Hq (C,G) ∼−→

�

Hq (G,G) ∼−→ Hq(C∼,F) (tout q).

Preuve. — Il suffit de montrer que si N est un préfaisceau abélien dont le faisceau

associé est nul, on a
r
∨
Hq (C,N) = 0 pour q 6 r (resp.

�

Hq (C,N) = 0 pour tout q) ; ce
qui se fait immédiatement en utilisant 3.2.

Remarque 7.4.2. — 1) On notera que pour les sites satisfaisants à la condition
de 7.3.0, les hyperrecouvrements de type 0 sont les recouvrements ordinaires er les

foncteurs
∞
∨
Hq ne sont autres que les foncteurs

∨
Hq introduits en (2.4.5.1).

2) Soit C un site à limites projectives finies représentables tel que pour tout ob-
jet X de C et tout famille couvrante (Xi → X), i ∈ I, il existe un i◦ ∈ l tel que
Xi◦ → X soit couvrant. On peut montrer alors que les hyper-recouvrements de type
p dont les composants sont représentables sont cofinaux dans H Rp. De même, les
hyper-recouvrements K. tels qu’il existe un entier p tel que K. soit de type p et tels
que les composants de K. soient représentables, sont cofinaux dans H R. (On peut64

le démontrer en s’inspirant de 3.5). Ces hyper-recouvrements à composants représen-
tables suffisent donc, dans le cas envisagé, pour calculer la cohomologie des faisceaux
associés aux préfaisceaux.
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8. Appendice. Limites inductives locales (par P. Deligne)

Le rédacteur recommande au lecteur d’éviter, en principe, de lire cet appendice.
Il expose une technique qui permet parfois d’étendre à des topos n’ayant pas assez
de points des assertions que l’existence de points rend triviales. Cette technique per-
met d’obtenir une variante faisceautique de théorème de D. Lazard affirmant que les
modules plats sur un anneau sont les limites inductives de modules libres de type fini.

8.1. Catégories localement filtrantes. —

8.1.0. Si B est une catégorie et si p : A → B est une catégorie sur B, on utilisera
les notations suivantes

– Pour U ∈ Ob, AU est la catégorie fibre p−1(U)
– Pour f : U→ V dans B et λ, µ ∈ ObA tels que p(λ) = U et p(µ) = V, on pose

Homf (λ, µ) = p−1(f), où p : Hom(λ, µ) −→ Hom(U,V).

Définition 8.1.1. — Soit S un site. On appelle catégorie localement co-filtrante (ou
localement filtrante à gauche) sur S une catégorie p : L → S sur S telle que :

(L 0) Quels que soient f : U→ V dans S et µ ∈ ObLV, il existe λ ∈ ObLV tel
que Homf (λ, µ) 6= ∅,

(L 1) Quels que soient U ∈ ObS et la famille finie (Si) d’objets de LU, il existe
un recouvrement fj : Uj → U de U et des objets µj ∈ ObLUj tels que pour tout i et
j, on ait Homfj (µj , λi) 6= ∅,

(L 2) Quelles que soient f : U → V dans S et la double flèche (φ0, φ1) : S ⇒ µ 65

au-dessus de f , il existes un recouvrement fj : Vj → V de V et des flèches ψj de but
λ telles que p(ψj) 6= fj et que φ0ψj = φ1, ψj,

8.1.1.1. Cette définition se simplifie lorsque L est fibrée sur S ∗ : l’axiome

(L∗0) est alors satisfait, et (L1), (L2), peuvent s’énoncer :
(L ′1) Quels que soient U ∈ ObS et la famille finie λi d’objets de LU, localement

sur U, il existe µ s’envoyant dans tous les λi.
(L ′2) Quel que soit U ∈ ObS, toute double flèche (φ0, φ1) : λ ⇒ µ dans LU peut,

localement sur U, être égalisée par une flèche de but λ.

8.1.2. Soient S un site, L une catégorie sur S et e un champ sur S . On désigne
par e la catégorie des sections globales Homcart

S (S ,C) de e. Si S a un objet final S,
e « n’est autre » que eS.

Définition 8.1.2.1. — La catégorie dans systèmes projectifs locaux d’objets de C, in-
dexés par L est la catégorie HomS (L , e).

Désignons par c (« système projectif local constant associé ») le foncteur composé

C = Homcart
S (S ,C) ↪→HomS (S ,C)

u 7→u◦p−−−−→ HomS (L ,C)
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Lorsqu’on devra expliciter la dépendance en L , on écrira plutôt cL .

Définition 8.1.3. — Le foncteur limite projective locale, noté lim←−λ∈L
, est le foncteur

partiellement défini adjoint à droite au foncteur c.

Le foncteur

lim←− : HomS (L ,C) −→ e

vérifie donc

Hom(X, lim←−
λ∈L

Xλ) ' Hom(c(X), (Xλ)λ∈L ).

Définition 8.1.4. — Un S -foncteur F : L → M entre catégories localement cofil-
trantes sur S est dit cofinal s’il vérifie les deux conditions suivantes :

(CF1) Quels que soient U ∈ ObS et µ ∈ ObMU, il existe un recouvrement fj :66

Uj → U de U et des objets λj ∈ ObLUj tels que Homfj (F(λj), µ) 6= ∅.
(CF2) Quels que soient f : U→ V dans S et la double flèche (φ0, φ1) : f(λ) ⇒ µ

au-dessus de f , il existe un recouvrement fj : Uj ⇒ U de U et des flèches ψj de but
λ dans L telles que p(ψj) = fj et que φ0F(ψj) = φ1F(ψj).

Le composé de deux foncteurs cofinaux est un foncteur cofinal ; les équivalences de
catégories localement filtrantes sont cofinales (la démonstration est laissée au lecteur).

Proposition 8.1.5. — Soient F : L →M un foncteur cofinal de catégories localement
cofiltrantes sur S , e un champ sur S et (Xµ)µ∈M un système projectif local indexé
par M . Alors, le morphisme de foncteurs en X de ΓC dans (ens) :

F∗ : Hom(cM (X), (Xµ)µ∈M ) −→ Hom(cL (X),XF(λ))λ∈L )

est un isomorphisme, de sorte que

F∗ : lim←−
M

Xµ −→ lim←−
L

XF(λ)

est un isomorphisme, les deux membres étant simultanément définis ou non définis.

La démonstration utilise le lemme suivant, laissé au lecteur :

Lemme 8.1.6. — Si F : L →M est cofinal, alors, quels que soient f : U → V dans
S et les flèches au-dessus de f φi : F(λ′i) → µ (i = 1, 2) il existe un recouvrement
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fj : Uj → U de U, des objets λ′j ∈ ObLUj
est des diagrammes commutatifs

F(λ1)

φ1

  
BB

BB
BB

BB
BB

BB

F(λ′j)

x
x

x
x

x
x

F
F

F
F

F
F

µ

F(λ2)

φ2

>>||||||||||||

Uj
fj−→ U −→ V

de projection (fj , f) dans S . 67

Quels que soient U ∈ ObS et µ ∈ MU, il existe par (CF1) un recouvrement
fj : Uj → U de U et des flèches φj : F(λj)→ µ au-dessus des fj . Si

ψ = (ψλ) ∈ Hom(cL X, (XF(λ))λ∈L ) : ψλ : X|p(λ) −→ XF(λ)

est image de

φ = (φµ) ∈ Hom(cM X, (Xµ)µ∈L ) : φµ : X|p(µ) −→ XF(µ),

les diagrammes

XF(λj)

ψλj

||yyyyyyyyyyyyyy
φj

##F
FFFFFFFFFFFFF

X|Uj
φµ|Uj

// Xµ|Uj

sont commutatifs, de sorte que les φµ sont déterminés, localement, par ψ ; puisque e

est un champ, on conclut que F∗ est injectif. Pour prouver F∗ surjectif, partons de
ψ et construisons φ tel que ψ = F∗φ. La construction précédente fournit les flèches
composées :

φµ,j : φj ◦ ψλj : X|Uj −→ Xµ|Uj .
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Vérifions que ces flèches se recollent, de sorte qu’il existe φµ : X|U → Xµ tel que
φµ|Uj = φµ,j . Soit un diagramme commutatif dans

Uij

gi

~~}}
}}

}}
}}

} gj

  A
AA

AA
AA

AA

Ui

fi
!!B

BB
BB

BB
BB

Uj

fj
}}||

||
||

||
|

U

Pour vérifier que φµ,n|Uij = φµ,i|Uij , il suffit de le faire localement sur Uij , ce qui68

permet, d’après 8.1.6 et (L 0), de se limiter au cas où il existe un diagramme com-
mutatif

F(λij)

F(aij)

||yyyyyyyyyyyyyy
F(aji)

""F
FFFFFFFFFFFFF

F(λi)

φi
##F

FFFFFFFFFFFFFF
F(λj)

φj
{{xxxxxxxxxxxxxxx

µ

au-dessus du précédent. Le diagramme

XF(λij)

yytttttttttttttttt

%%J
JJJJJJJJJJJJJJJ

��

XF(λi)

%%K
KKKKKKKKKKKKKKKK
X|Uij

OO

oo // XF(λj)

yysssssssssssssssss

Xµ
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est alors commutatif, et il existe (φµ) tel que, quel que soit φ : F(λ) → µ au-dessus
de f : V→ U, le diagramme

XF(λ)

φ

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
E

X|V
φµ|V

//

ψλ

==zzzzzzzzzzzzzz
Xµ|V

soit commutatif. Si σ : µ→ µ′ est une flèche de M , on aura (σ|V)(φµ|V) = (σ|V)φ ·
ψλ = (σφ|V) · ψλ = φµ′ |V et dès lors, φ = (φµ) est un morphisme de foncteur tel que
ψ = F∗ comme requis.

Si E est un ensemble ordonné, on désignera encore par E la catégorie. ayant E pour 69

ensemble d’objets, telle que Hom(i, j) est réduit à l élément ou vide selon que i 6 j

ou non.

Proposition 8.1.7. — Soit L une catégorie localement cofiltrante sur un site S . Il
existe un ensemble ordonné E et un foncteur F de E dans L tel que

(i) E, regardé comme catégorie sur S à l’aide de pF : E → S , est localement
cofiltrante.

(ii) Le foncteur F est cofinal.

Soit L ′ la catégorie localement cofiltrante produit de L est de la catégorie définie
par l’ensemble ordonné Z. La projection de L ′ dans L est cofinale, de sorte qu’il
suffit de prouver (8.1.7) pour L ′

Si X est un ensemble fini de flèches dans L ′, on désignera par X◦ l’ensemble des
extrémités des flèches dans X. Soit E l’ensemble des parties finies non vides de Fl (L ′),
telles qu’il existe SX ∈ ObL ′ vérifiant

a) aucune flèche de X, sauf 1λX , n’aboutit à λX,
b) si µ ∈ X◦, alors 1µ ∈ X et Hom(SX, µ) ∩X 6= ∅,
c) Tout diagramme du type

λX
//

��
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@
µ

��

µ′

de flèches de X est commutatif.

On ordonne E par la relation opposée à la relation d’inclusion. Si X ∈ E, et si
µ ∈ X◦, il existe une et une seule flèche de λX dans µ qui se trouve dans X. Si X,
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Y ∈ E et X ⊃ Y, soit λX,Y l’unique flèche dans X de λX vers λY. Les fonctions
X 7→ λX et (X ⊃ Y) 7→ λX,Y forment un foncteur de E dans L ′.

Lemme 8.1.8. — La catégorie E est localement cofiltrante sur S et le foncteur λ :70

E→ L ′ est cofinal.

Il faut vérifier successivement les axiomes :
(i) axiome (L 0) Soit f : V → U et X ∈ EU. Il existe λ ∈ ObL ′

V et φ ∈
Homf (λ, λX). De plus, on peut choisir λ tel que λ 6∈ X◦ (ici sert L ′ = L × Z).

Soit X′ = X ∪ {1λ} ∪ Y où Y est l’ensemble des flèches composées λ φ−→ λX
ψ−→ µ

(ψ ∈ X). Alors, X′ ∈ E, λX′ = λ et Hom(X′,X) 6= ∅.
(ii) axiome (L 1) Soit Xi une famille finie d’objets de EU. Il existe un recouvrement

fj : Uj → U, des objets λj ∈ ObLUj
et des flèches φji ∈ Homfj

(λj , λXi
). Si x ∈

X◦
a ∩X◦

b , il existe pour chaque j un recouvrement gjk : Ujk → Uj et des flèches ψjk :
λjk → λj telles que p(ψjk) = gjk et qui égalisent la double flèche λj ⇒ x, où une flèche
appartient à Xa, l’autre à Xb. On peut s’arranger pour que les λjk n’appartiennent
à aucun des X◦

i . Remplaçons les (fj , λj , φji) par les (fjgjk, λjk, φjiψjk), et répétons
cette construction pour tous les x dans une intersection de Xi. On obtient un nouveau
système (fj , λj , φji) ; posons

Xj = ∩iXi ∪ {1λj
} ∪Yj

où Yj est l’ensemble des flèches composées

λj
φji−−→ λXi

ψ−→ x (ψ ∈ Xi).

Alors, Xj ∈ EVj
, et ces Xj vérifient (L 1).

(iii) axiome (L 3) Trivial, faute de doubles flèches non triviales !
(iv) axiome (CF1) Trivial, car le foncteur λ est surjectif.
((v) axiome (CF2) Soient f : U → V et une double flèche (φ0, φ1) : λX ⇒ λ au-

dessus de f . Il existe un recouvrement fj : Uj → U de U et des flèches ψj : λj → λX

telles que p(ψj) = fj , φ0, ψj = φ1ψj et λj 6∈ X◦. Soit Xj = X ∪ {1λj
} ∪Yj , où Yj est

l’ensemble des flèches composées

λj
ψj−→ λX

ψ−→ µ (ψ ∈ X).

Alors, Xj ∈ EVj
, et F(λXj ,X) = ψj égalise (φ0, φ1).71

8.1.9.0. Supposons que S soit (le site des ouverts non vides de) l’espace topologique
réduit à un point. Une catégorie localement cofiltrante sur S n’est alors autre qu’une
catégorie filtrante à gauche (i.e. telle que S ◦ soit filtrante au sens de I 2.7), les fonc-
teurs cofinaux correspondant aux foncteurs cofinaux de catégories filtrantes à gauche
(I 8). La proposition 8.1.7 se reformule

Proposition 8.1.9. — Pour toute catégorie cofiltrante L il existe un ensemble ordonné
cofiltrant E et un foncteur cofinal de E dans L .
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Dans ce cas particulier, la démonstration de 8.1.7 se réduit essentiellement à la
démonstration de (8.1.9) donnée dans I 8.

8.1.10. Soient T → S un morphisme de sites et p : L → S une catégorie locale-
ment cofiltrante sur S . Désignons par L ∗ la catégorie suivante :

(i) un objet de L ∗ est un quadruple (V,U, φ, λ) tel qu V ∈ ObT , U ∈ ObS ,
φ ∈ Hom(V, q∗U) et λ ∈ ObLU.

(ii) une flèche f : (V,U, φ, λ) → (V′, φ′,U′, λ′) est un triple (f1, f2, f3) avec f1 ∈
Hom(V,V′), f2 ∈ Hom(U,U′), f3 ∈ Hom(λ, λ′) et q∗f2 ◦ φ = φ′ ◦ f1, p(f3) = f2.

Le foncteur f 7→ f1 fait de L ∗ une catégorie aur T .

Lemme 8.1.11. — La catégorie L ∗ est localement cofiltrante sur T .

L’axiome (L 0) est trivial. Vérifions (L 1) :
Soit une famille finie Li = (V,Ui, φi, λi). Les φi définissent un morphisme de V dans

le faisceau q∗a
∏

Ui = a
∏
q∗Ui, de sorte qu’il existe des diagrammes commutatifs

Vj

fj
//

ψj

��

V

φi

��

q∗Uj
q∗(Pij)

// q∗Ui

tels que les fj recouvrent V. 72

Soit λji vérifiant Hom pij(λji, λi) 6= ∅. D’après (L 1), quitte à raffiner Uj (et Vj),
on peut prendre λji = λj indépendant de i, et les Lj = (Vj ,Uj , ψj , λj) vérifient (L 1).

Vérifions (L 2). Soit (f1, f2) : L1 ⇒ L2, avec Li = (Vi,Ui, φi, λi) et f = (f, gi, hi).
Les φi définissent un morphisme de V dans le faisceau q∗aKer(U1 ⇒ U2) = aKer(q∗U1 ⇒
q∗U2), de sorte qu’il existe des diagrammes commutatifs

Vj

fj
//

ψj

V1 //

φ1

V2

φ2

q∗Uj pj
// q∗U1 //

// U2 (g1pj = g2pj),

tels que les fj recouvrent V. Soit χj : λj → λ1 tel que p(χj) = pj . D’après (L 2)
appliquée aux (λ1χj , h2χj), quitte à raffiner Uj (et Vj), on peut se débrouiller pour
que h, χj = h2χj , et les Lj = (Vj ,Uj , ψj , λj) vérifient (L2).
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Proposition 8.1.12. — Soit t∗ : S ∗ → S une catégorie localement cofiltrante sur S ,
et munissons S ∗ de la topologie induite par celle de S à l’aide de t∗. Alors, t∗ est
une équivalence de sites t : S → S ∗.

Par construction, tx : F → F ◦t∗ transforme faisceaux sur S en faisceaux sur S ∗.
D’après L 0, et L 1 appliqué à la famille vide, tout objet « assez petit » de S est dans
l’image de t∗ (i.e. l’image de t∗ est un crible couvrant dans S ). donc par le « lemme
de comparaison » (III 4) l’inclusion dans S de sa sous-catégorie pleine définie par
t∗(ObS ∗) est une équivalence de sites, ce qui permet de supposer t∗ surjectif sur les
objets.

Soit F un faisceau sur S ∗.

(i) Soient fj : Uj → U un recouvrement dans S , S 1 et S 2 dans S ∗U et
f ij ∈ Homfj

(µj , λi) pour i = 1, 2. Alors, F (S 1) et F (S 2) ont même image dans∏
j

F (µj).

Soit en effet x = (xj) dans l’image de F (S 1). Pour que x soit dans celle de F (λ2),73

il suffit que pour tout diagramme commutatif

µ //

��

µj

��
µk // 2

xj et xk aient même image dans F (µ). Puisque F est un faisceau, il suffit de vérifier
cela après avoir remplacé µ par les différents objets d’un de ses recouvrements ; d’après
(L 2), ceci permet de supposer les diagrammes analogues au précédent, avec S 2

remplacé par S 1, également commutatifs, auquel cas l’assertion est évidente.
(ii) Soient f : U → V dans S ∗, λ ∈ ObS ∗

U et µ ∈ ObS ∗
V. Il existe alors un

recouvrement fj : Uj → U, un objet µ′ ∈ Ob ∗
U et des flèches

S

λj

φj

77oooooooooooooooo

ψj
''OOOOOOOOOOOOOOOOO µ

µ
ψ

77ooooooooooooooooo

sur

Uj
fj−→ U

f−→ V.
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D’après (i), il existe une et une seule flèche f rendant commutatif le diagramme
suivant :

F (µ)
f

//

ψ

��

F (λ)

φj

��

F (µ′)
ψj

// F (Sj)

Le flèche f ne change pas quand on remplace (fj) par un recouvrement plus fin donné
par fk : Uk → Uj(k), qu’on remplace λj par Sk, muni de φk ∈ Homfk

(λk, λj(k)), et 74

qu’on remplace φj(ψj) par φj(k) ◦ φk(ψj(k) ◦ φk).
On laisse qu lecteur le soin d’en déduire que f ne dépend que de f .
(iii) Prouvons que f est fonctoriel en f . Soient donc

W h−→ V
g−→ U

dans S et λ◦, µ◦, ν◦ dans ObSU, ObSV et ObSW respectivement. Il existe un
diagramme commutatif

ν0 µ0 λ0

ν1

55kkkkkkkkkkkkkk
µ1

??�����

ν2

55kkkkkkkkkkkkkk

νjk

e0jk

TT))))))))))))))))))))

e1jk

HH��������������
e2jk

;;xxxxxxxxxxxx
// µj

f1
j

II��������������

f0
j

OO

tel que
a) t∗(νi), t∗(µi), t∗(eijk), t

∗(f ij) ne dépendent pas de i,
b) i étant fixé, les eijk recouvrent W et les f ij recouvrent V.

On construit tout d’abord µ1, ν1 et ν2 par (L 0), et les µj comme en (ii). Soit
W′
jk un recouvrement de W s’envoyant dans le recouvrement Vj = t∗(µj) comme

requis par le diagramme. Raffinant W′
jk et appliquant (L 0) et (L 1), on obtient un

diagramme non nécessairement commutatif, du type requis, vérifiant a) et b).
Raffinant encore et appliquant (L 2), on le rend commutatif.
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Reste alors à contempler le diagramme commutatif suivant :

F (λ0)
g

// F (µ0)

**VVVVVVVVVV
h // F (ν0)

��

F (ν1)

##H
HHHHHHHHHHHHHHH

F (µ1) //
∏

F (µj)

++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

F (ν2) //
∏

F (νjk)

(iv) Il est clair que g est fonctoriel en F : tout faisceau F sur S ∗ est donc image75

directe par t d’un préfaisceau F◦ (uniquement déterminé) sur S , et tout morphisme
de faisceau f : F → g est image d’un et d’un seul morphisme de préfaisceau f◦ :
F◦ → g◦.

Il en résulte déjà que t∗ est pleinement fidèle ; il reste à prouver que F◦ est un
faisceau. Si fj : Uj → U est un recouvrement, ce recouvrement est image d’un recou-
vrement dans S ∗, de sorte que F◦(U) s’injecte dans

∏
j F◦(Uj). Si des xj ∈ F◦(Uj)

se recollent, alors, à fortiori, ils se recollent dans S ∗ donc proviennent d’un élément
de F◦(U). Ceci achève la démonstration de (8.1.12).

8.1.13.0. Soient q : T → S , p : L → S et L ∗ comme en (8.1.10) et e un champ
sur T . Le champ q∗e sur S est le champ « défini » par (q∗e)U = eqxU.

Si (Xλ)λ∈L est un système projectif local indexé par L et à valeur dans e : (XL)L∈Lx

par la formule
XL = φ∗Xλ pour L = (V,U, φ, λ).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que :

Proposition 8.1.13.1. — Avec les notations précédentes, on a

lim←−
λ∈L

Xλ lim←−
L∈L ∗

XL,

les deux membres étant simultanément définis ou non.

Soient S un site et p∗ : S ∗ → S une catégorie localement filtrante sur S .
Si e est un champ sur S , alors p∗e est un champ sur S ∗ (8.1.13.0) ; de plus, le
foncteur identique : S ∗ → S ∗ est une catégorie localement filtrante sur S ∗, muni
de la topologie induite, et tout système inductif local (Xλ) indexé par λ∗ définit un
système inductif local, indexé par S ∗, sur S ∗.

On vérifie aisément :

Proposition 8.1.14. — Avec les notation précédentes, on a76

lim←−
λ∈S ∗/S

Xλ = lim←−
λ∈S ∗/S ∗

Xλ,
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les deux membres étant simultanément définis ou non..

8.2. Limites inductives locales dans les catégories de faisceaux. —

8.2.0. Soit p : T → S un morphisme de sites. Soit e le champ sur S suivant
(i) Un objet de e est un couple (U,F ) d’un objet de S et d’un faisceau F sur

p∗U.
(ii) Une flèche f : (U,F )→ (V, g) est un couple formé d’une flèche f◦ : U→ V et

d’un morphisme de F/U-faisceaux :

f1 : p∗(f0)∗g −→ F

(iii) Le foncteur de e dans S est donné par f 7→ f0.
On prendra garde que eU est la catégorie opposée de la catégorie des faisceaux sur

p∗U.
Soit L une catégorie localement cofiltrante (à gauche) sur s.

Définition 8.2.1. — Avec les notations précédentes, la catégorie des systèmes inductifs
locaux, indexés par L , de faisceaux sur T , est la catégorie HomS (L , e)◦.

Le foncteur « limite projective » de 8.1.3 s’appelle ici foncteur « limite inductive
locale » . C’est un foncteur de HomS (L , e)◦ dans (Γe)◦ = (T )∼.

Théorème 8.2.2. — Le foncteur « limite inductive locale » de la catégorie des systèmes
inductifs de faisceaux sur T , indexés par L , dans la catégorie des faisceaux sur
T , est partout défini, commute aux limites projectives finies et commute aux limites
inductives quelconques.

Les propositions 8.1.13, 8.1.14 et 8.1.12 permettent de se ramener au cas où S = 77

T = L . Un système inductif local est alors la donnée, pour chaque U ∈ ObS , d’un
faisceau FU sur s/U et, pour chaque flèche f : V→ U dans S dúne flèche, fonctorielle
en f , de f∗FU dans FV.

Pour de tels systèmes inductifs, les lim−→ se calculent comme suit :

Lemme 8.2.3. — Soit U → FU une section de la catégorie des préfaisceaux sur les
objets de S . On a

a(U 7→ Γ(U,FU)) ' lim←−
U

aFU.

Par définition, le second membre représente le foncteur qui, à chaque faisceau F

sur S , associe l’ensemble des systèmes cohérents de flèches φU : FU → F |U. A son
tour, une flèche φU est un système cohérent de flèches φg, une pour chaque g : V→ U,
φg : FU(V) → F (V). Appliquons 8.1.11 au foncteur identique de S , obtenant ainsi
S ∗ localement filtrante sur S . On a vu que

lim−→
g∈S ∗

FU(Vg)∼ ' lim−→
U

aFU,
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où Vg est la source de g et ∼ le foncteur « faisceau constant engendré ». Le foncteur
U 7→ 1U de S dans S ∗ est cofinal, d’où encore par 8.1.5

lim−→
U

FU(U)∼ ' lim−→
U

aFU.

Revenant aux définitions, on trouve enfin

lim−→
U

FU(U)∼ = a(U 7→ Γ(U,FU)).

Ceci montre que dans le cas auquel on s’est réduit, le foncteur lim−→ est partout
défini, et qu’il se calcule comme composé du foncteur « faisceau engendré par un
préfaisceau » et du foncteur (FU) 7→ (U 7→ Γ(U,FU)). Ces deux foncteurs commutent
aux limites projectives finies, et le foncteur lim−→ commute de plus aux limites inductives
quelconques de par sa définition comme foncteur adjoint.

Le lemme 8.2.3 fournit un procédé systématique pour démontrer des propriétés du78

foncteur limite inductive locale à partir des propriétés analogues du foncteur « faisceau
associé à un préfaisceau ». On trouve ainsi :

Proposition 8.2.4. — Soit T , S et L comme précédemment, Aλ un système induc-
tif local de faisceaux d’anneaux sur T , Lλ (resp. Mλ) un système inductif local de
faisceaux de modules à droite (resp. à gauche) sur Aλ, tous trois indexés par L .

On a
lim−→(Lλ ⊗Aλ

Mλ) = lim−→Lλ ⊗
lim−→Aλ

lim−→Mλ.

(Se ramener au cas T = S = L , et noter que les deux membres coïncident avec
le faisceau engendré par le préfaisceau de

LU(U) ⊗
AU(U)

MU(U)).

Proposition 8.2.5. — Soit T1
q−→ T2 → S deux morphismes de sites, et (Fλ) un

système inductif local de faisceau sur T2 indexé par une catégorie localement cofiltrante
L sur S . On a

q∗ lim−→
λ∈L

Fλ ' lim−→
λ∈L

q∗Fλ.

Ceci résulte aussitôt de ce que q∗ admet un adjoint à droite q∗.
Soient S et T deux sites dans lesquels les lim←− finies sont représentables, soit

p : T → S un morphisme de sites tel que p∗ : S → T commute aux lim←− finies,
et L la catégorie localement cofiltrante sur T ayant pour objets les triples (V,U, φ)
où V ∈ ObT , U ∈ ObS et φ ∈ Hom(V, p∗U). On l’obtient en appliquant 8.1.11 à
1S : S → S .

Proposition 8.2.6. — Pour tout faisceau F sur T , on a

F = lim−→
λ∈L

φ∗φ∗F



v COHOMOLOGIE DANS LES TOPOS 61

où, par abus de notation, φ désigne le morphisme induit par p de T /V dans s/V.

Soit φ′ le foncteur image réciproque au sens des préfaisceaux ; de 8.2.3, on tire 79

lim−→
λ∈L

φ′
∗
φ∗F = lim−→

λ∈L

aφ′φ∗F = lim−→
λ∈L

F (V)∼ = lim−→
V

F (V)∼ = F .

Proposition 8.2.7. — Soient p : T→ S un morphisme de topos, OS un faisceau d’an-
neaux sur S et OT son image réciproque sur T. Pour qu’un OT-Modules à droite M

soit plat sur OT, il faut et il suffit que le foncteur

(8.2.7.1) N −→M ⊗
OT

p∗N

de la catégorie des OS-Modules à gauche dans celle des faisceaux abéliens sur T soit
exact.

L’assertion « il faut » est triviale ; supposons donc le foncteur (8.2.7.1) exact, et
prouvons que M est plat.

On peut supposer p défini par un morphisme de sites p : T → S vérifiant les
hypothèses faites en 2.6. Soit V ∈ ObT , U ∈ ObS et φ : V → p∗U. On désigne
encore par φ le morphisme de sites induit : φ : T /V→ S /U.

Lemme 8.2.8. — Le foncteur N 7→M |V ⊗
OV

φ∗N , de la catégorie des OS|U-Modules

sur s/U dans celle des OT|V-Modules sur T /V, est exact.

On se ramène à prendre V = p∗U. Soient j et j′ les « morphismes d’inclusion » :
j : S /U→ S et j′ : T /p∗U→ T . On a :

j′!(M |V ⊗
OV

φ∗N ) = M ⊗
OT

p∗j!N ,

d’où 8.2.8 puisque j! et j′! sont exacts et fidèles.
Soit alors Q un OT-Modules. On a (8.2.6)

Q = lim−→
φ:V→P∗U

φ∗φ∗Q|V

de sorte que (8.2.4)

M ⊗
OT

Q = lim−→
φ:V→p∗U

M |V ⊗
OSV

φ∗φ∗Q|V.

D’après 8.2.8, les foncteurs Q 7→M |V ⊗
OV

φ∗φ∗Q|V sont exacts à gauche, de sorte que 80

M ⊗
OT

Q est exact à gauche en Q, donc exact.

Corollaire 8.2.9. — Soit f : (T,OT)→ (S,OS) un morphisme de topos annelés. Alors,
l’image réciproque par f d’un faisceau de modules (à droite) plats est un faisceau de
modules plats.
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Factorisant f par (T, f∗OS), on se ramène au cas OT = f∗OS. Soit alors M un
faisceau de modules plats sur S. D’après 8.2.7, pour vérifier que f∗M est plat, il suffit
de vérifier l’exactitude du foncteur

N 7→ f∗M ⊗
OT

f∗N = f∗(M ⊗
OS

N )

d’où l’assertion, puisque f∗ est exact.

Lemme 8.2.10. — Soit (S,OS) un topos annelé, F un faisceau de modules à gauche
localement de présentation finis, G un faisceau de bimodules et H un faisceau plat
de modules à gauche. Alors, la flèche canonique

Hom(F ,G )⊗H −→Hom(F ,G ⊗H )

est un isomorphisme.

La question est locale sur S, ce qui permet de supposer que F admet une présen-
tation finie

F1 −→ F0 −→ F −→ 0.

La première ligne du diagramme suivant est exacte, cas H est plat :

0→Hom(F ,G )⊗H //

��

Hom(F1,G )⊗H //

S
��

Hom(F2,G )⊗H

S
��

0→Hom(F ,G ⊗H ) // Hom(F1,G ⊗H ) // Hom(F2,G ⊗H )

d’où l’assertion. Faisant G = A , on déduit de 8.2.10 :

Lemme 8.2.11. — Tout morphisme d’un faisceau de modules localement de présen-81

tation finie dans un faisceau de modules plat se factorise, localement sur S, par un
faisceau libre On

S (n ∈ N).

Théorème 8.2.12. — (D. Lazard). Pour qu’un faisceau de modules M sur un site
annelé (S,OS) soit plat, il faut et il suffit qu’il soit limite inductive locale de modules
libres de type fini.

Le « il suffit » résulte de 8.2.2, 8.2.4.
Quel que soit U ∈ ObS , soit L0(U) (resp. L1(U)) la catégorie des faisceaux de

modules libres de type fini (resp. de présentation finie) sur U, munis d’une application
linéaire dans M |U. Pour toute flèche f : V → U dans S , soit f∗ le foncteur de
restriction de Li(U) dans Li(V). Les foncteurs définissent une catégorie Li, fibrée
sur S , dont les fibres sont les catégories opposées des catégories Li(U).

Le lecteur vérifiera que la catégorie L1 est localement filtrante sur S et que

M = lim−→
(M,f)∈L1

M
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Si M est plat, l’inclusion de L 0 dans L 1 est pleinement fidèle et, d’après 8.2.11,
vérifie (CF1) de 8.1.4. Elle vérifie dès lors automatiquement (eF2), et L 0 est locale-
ment filtrante. D’après 8.1.5, on a

M = lim−→
(M,f)∈L2

M,

d’où l’assertion 8.2.12.
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Introduction

1. Soit X un espace topologique et U = (Ui)i∈I un recouvrement de X, que l’on 84

suppose soit ouvert, soit fermé et localement fini. Si F est un faisceau abélien sur X,
la suite spectrale de Leray :

(1.1)
∨
Hp (U ,H q(F))⇒ H∗(X,F)

définie par U [[5] II (5.2.4) et (5.4.1)] peut se décrire de la façon suivante :
Le recouvrement U définit une résolution « Cěchiste » C ∗(U ,F), fonctorielle en

F (ibid (5.2.1)). D’autre part, on dispose, pour tout F d’une résolutions « flasque
canonique », C∗(F), fonctorielle en F (ibid (4.3)). Avec ces notations, la suite spectrale
(1.1) s’obtient, dans le cas où U est ouvert, à partir du complexe double

(1.2) Γ(X,C ∗(U ,C ∗(F))).

Dans le cas où U est fermé et localement fini, on considère le complexe double

(1.3) Γ(X,C ∗(C ∗(U ,F))).
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2. Cherchons une description unifiée de ces doubles complexes. Désignons par X◦
l’ espace topologique somme disjointe des Ui et par Xn (n > 0) le produit fibré itéré
(n+ 1)ieme de X◦ avec lui-même au-dessus de X

(2.1) Xn =
∏

i0...in∈I

Ui◦ ∩ · · · ∩Uin =
∏

σ∈Hom([n],I)

n
∩
0

Uσ(i).

Les Xn forment un système simplicial d’espaces topologiques, et si jn désigne la
projection de Xn sur X, on a

(2.2) C n(U ,F) = jn∗j
∗
n(F).

Notons que la formation des résolutions flasques canoniques commute à la restric-85

tion à un ouvert et à l’image directe par une immersion fermée. Dès lors :
(a) si U est ouvert

(2.3) C q(U ,Cn(F)) = jq∗j
∗
q Cp(F) = jq∗Cp(j∗q F)

(b) si U est fermé et localement fini

(2.4) Cp(C q(U ,F)) = Cp(jq∗j∗q F) = jq∗Cp(j∗q F).

Ainsi, pour obtenir une description unifiée de (1.2) et (1.3), on voit qu’il suffit de
prendre la résolution « flasque canonique » de j∗q (F) sur Xq pour tout q, puis d’appli-
quer le foncteur jq∗ à cette résolution.

3. La description précédente garde un sens pour tout système simplicial d’espaces
topologiques au-dessus de X :

∆◦ −→ Top /X(3.1)

[n] −→ Xn

non nécessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugmenté par F

(3.2) F −→ (jq∗Cp(j∗q (F)))p,q

ne définira pas en général une résolution de F.
Ce travail est consacré à la recherche de conditions suffisantes pour que (3.2) dé-

finisse une résolution de F. Dans ce cas, la suite spectrale (1.1) se généralise en une
suite spectrale

(3.3)
∨
Hp (Hq(Xp, j

∗
p(F))) −→ Hp+q(X,F)

dite « suite spectrale de descente ».
Dans le cas de « coefficients constant », des suites spectrales analogues ont été ob-86
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tenues par Segal (cf. [8]), par d’autres méthodes et pour d’autres « théories cohomolo-
giques », telles que la K-théorie. Segal se place dans la catégorie des C.W.complexes :
il utilise un foncteur « réalisation géométrique » qui, à un complexe semi-simplicial
d’espaces topologiques, associe un nouvel espace topologique ; ce nouvel espace doit
se comparer au topos associé à un topos simplicial [cf. (1.2.12)].

4. Au paragraphe 5, nous illustrons les critères obtenus en construisant pour tout
espace analytique X sur C, via la résolution des singularités, un système simplicial
d’espaces analytiques non singuliers au-dessus de X,

[n] −→ Xn

tel que (3.2) définisse une résolution de F. Si l’on prend pour F le faisceau contient
C, on obtient en particulier une suite spectrale

(4.1) Hq(Xp,C) −→ Hp+q(X,C)

qui exprime la cohomologie complexe de X en terme de la cohomologie complexe
d’espaces analytiques non singuliers. De plus, si X est projectif, on peut supposer que
tous les Xp sont projectifs : c’est là l’ingrédient essentiel qui permet d’obtenir une
espèce de « théorie de Hodge » pour X (cf. [2]).

5. Les constructions qui précédent s’étendent telles quelles lorsqu’on remplace le
faisceau F par un complexe borné inférieurement de faisceaux. Elles conduisent à des
techniques de « localisation » dans les catégories dérivées :

On sait que pour X◦ donné par (2.1), la flèche

j∗◦ : Db(X) −→ Db(X◦)

n’est pas fidèle en général ; on montrera qu’une donnée plus précise que celle de
j∗◦(K

•) (pour K • ∈ D+(X)), faisant intervenir les Xn, permet parfois de reconstituer 87

le complexe K •.
Les énoncés obtenus seront utilisés dans l’appendice de l’exposé XVII pour étendre

la définition du foncteur Rf! (f morphisme séparé de type fini entre schémas) au cas
où f n’est pas supposé compactifiable.

Dans cette application, il n’est pas possible de ne considérer que des espaces to-
pologiques remplacés ici par des sites étales de schémas. D’autre part, pour mener
à bien les démonstrations, il sera nécessaire de considérer aussi bien des systèmes
simpliciaux d’espaces que des systèmes multi-simpliciaux. Ceci explique, justifie ou
excuse le degré d’hypergénéralité dont on partira.

1. Préliminaires

1.1. Notations. —
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1.1.1. Dans tout ce qui suit, U est univers tel que Z ∈ U : tous les topos considérés
seront des U -topos.

Soient T et T′ deux topos : un morphisme ϕ : T → T′ consiste en la donnée
d’un couple de foncteurs ϕ∗ : T → T′ et ϕ∗ : T′ → T, muni d’une adjonction
HomT′(., ϕ∗.)Hom−−→T(ϕ∗., .), tel que ϕ∗ soit exact à gauche (i.e. préserve les limites
projectives finies).

Soient (T,OT) et (T′,OT′) deux topos annelés : un morphisme de (T,OT) dans
(T′,OT′) est un couple (ϕ, θ) où ϕ : T→ T′ est un morphisme de topos et θ : OT′ →
ϕ∗(OT) est un morphisme d’anneaux.

1.1.2. Nous ferons un usage constant du langage des catégories fibrées tel qu’il est
exposé dans [SGA 1 VI] ; le lecteur pourra aussi se reporter à [4]. Fixons simplement
quelques notations : si E → B est un foncteur fibrant (resp. cofibrant), pour un
morphisme m : i → j dans B, nous noterons m∗ : Ej → Ei (resp. m∗ : Ei → Ej) le
foncteur « image réciproque » (resp. « image directe ») qui lui est associé ; chacun88

de ces foncteurs est définit à un unique isomorphisme fonctoriel près. Si ϕ : E → E′

est un B-foncteur, pour tout objet i de B, nous noterons ϕi : Ei → E′i le foncteur
restriction de ϕ à Ei.

1.1.3. Enfin, nous désignerons par ∆ la catégorie suivante : les objets de ∆ sont
les ensembles ordonnés [n] = {0, 1, . . . , n} et les morphismes de ∆ sont toutes les
applications croissantes (au sens large). ∆+ (resp. ∆−) désignera la catégorie dont
les objets sont ceux de ∆ et dont les flèches sont les monomorphismes (resp. les épi-
morphismes) de ∆. Nous utiliserons librement et au fur et à mesure des besoins les
notations classiques introduites à propos de ∆ [cf. [3] II 2].

1.2. D-topos. —

Définition 1.2.1. — Soient D une catégorie et E→ D un foncteur fibrant et cofibrant.
Nous dirons que E est bifibrée en topos au-dessus de D où que E est un D-topos si les
conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D la catégorie fibre Ei est un topos.
(b) Pour tout morphisme m : i → j dans D, il existe un morphisme de topos

f : Ej → Ei tel pue f∗ = m∗ et f∗ = m∗.

Remarque. — La condition (b) peut encore s’exprimer, compte tenu de (a), en disant
que le foncteur m∗ est exact à gauche.

Lorsque D = ∆ (resp. ∆×∆) on parlera de topos simplicial (resp. simplicial double)
pour désigner un ∆-topos (resp. un ∆×∆-topos).

Dans la pratique, nous rencontrerons des D-topos grâce aux considérations sui-
vantes :

Définition 1.2.2. — Soit E une catégorie fibrée et cofibrée au-dessus de D. Nous dirons89
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que E est bifibrée en duaux de topos au-dessus de D si E ◦ est un D◦-topos.

Remarque 1.2.3. — Explicitement, E est bifibrée en duaux de topos au-dessus de D
si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D, la catégorie duale de la catégorie fibre Ei est un topos.
(b) Pour tout morphisme m : i→ j dans D, le foncteur m∗ est exact à droite.

1.2.4. Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de catégories bifibrées en
duaux de topos.

1.2.5. Soient E → B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B et
X : D◦ → B un foncteur. Alors on laisse au lecteur le soin de vérifier que (D◦

B
E )◦

est un D-topos que nous noterons X.

1.2.6. Nous dirons souvent qu’un foncteur X : D◦ → B est un D-objet de B et nous
désignerons par Xi l’image par ce foncteur d’un objet i de D ; les D-objets de B forment
une catégorie notée D◦B. Si S est un objet de B, un D-objet de B/S s’appellera un
D-objet de B augmenté vers S. La donnée d’un D-objet de B augmenté vers S est
trivialement équivalente à la donnée d’un morphisme fonctoriel X→ CD

S où X est un
D-objet de B et CD

S le D-objet de B constant de valeur S.
Lorsque D = ∆, on parlera d’objet simplicial (resp. objet simplicial augmenté).
Nous utiliserons aussi des objets simpliciaux doubles (en faisant D = ∆×∆).

1.2.7. Supposons maintenant que la catégorie B possède des produits fibrés finis. 90

Soit f : R→ S une flèche dans B : le bifoncteur

([n],X) HomEns([n],HomS(X,R))

de ∆◦ × (B/S)◦ dans Ens définit un foncteur :

[n] X[n] = Xn

en prenant pour Xn un représentant du foncteur

Z HomEns([n],HomS(Z,R))

(Xn '
n+1 fois︷ ︸︸ ︷

R×S ×R× · · · ×S R)
Nous désignerons par [R|fS] ou [R|S] l’objet semi-simplicial augmenté vers S ainsi

construit.
Enfin, si X et X′ sont deux objets semi-simpliciaux de B (ou de B/S) et u : X →

X′ un morphisme fonctoriel nous introduirons pour des raisons techniques l’objet
[X|uX′] calculé dans la catégorie ∆◦B. Celui-là s’interprète comme un objet simplicial
double de B que nous noterons alors [[X|uX′]] : On dispose en effet d’un isomorphisme
canonique de catégories :

∆◦(∆◦B) ∼−→ (∆×∆)◦B.

Nous allons revenir maintenant à la notion générale de D-topos.
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1.2.8. Soient E un D-topos : nous désignerons par (E) la catégorie HomD(D,E). Soit
f : D′ → D un foncteur : la catégorie D′

D
E est un D′-topos et, par composition avec

f , on obtient un foncteur
f∗ : (E) −→ (D′

D
E).

Dans le cas où D′ est réduite à un objet i de D (avec pour seul morphisme l’identité91

de i) et pour f l’inclusion canonique notée ei, on peut prendre pour D′
D

E la catégorie
fibre Ei et e∗i s’identifie alors au foncteur « évaluation en i ».

Proposition 1.2.9. — Si D′ est une U -petite catégorie, le foncteur f∗ possède un ad-
joint à droite et à gauche (notés respectivement f∗ et f!).

Cela résulte d’une légère généralisation du lemme de Kan [III 1.1], dont nous ferons
un usage constant.

Lemme 1.2.10. — Soient I, J et A trois catégories au-dessus dúne même catégorie B :
on suppose que I est U -petite et que A est fibrée et cofibrée au-dessus de B. On se
donne un B-foncteur f : I→ J et l’on désigne par f∗ le foncteur

HomB(J,A) −→HomB(I,A)

défini par composition avec f . Alors si dans chaque fibre de A au-dessus de B, les U -
limites inductives (resp. projectives) existent, f∗ possède un adjoint à gauche (resp. à
droite).

Preuve. — Nous n’indiquerons que la démonstration de l’existence du foncteur ad-
joint à gauche, la partie resp. du lemme s’en déduisant par dualité. Nous utiliserons
le fait suivant, dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme 1.2.10.1. — Soient A une catégorie bifibrée au-dessus d’une catégorie B, b un
objet de B et (Fλ)λ∈Λ un foncteur d’une catégorie Λ dans la fibre Ab ; quels que soient
G dans Ab′ , et u : b′ → b (resp. u : b→ b′) dans B, on a une bijection :

Homu(G, lim←−Fλ) ∼−→ lim←−Homu(G,Fλ)

(resp. Homu(lim−→Fλ,G) ∼−→ lim←−Homu(Fλ,G))
chaque fois que le premier membre est défini.

+ Ceci étant, soit Iqf J la catégorie sur B définie par :92

ob(IqfJ) = ob(I)q ob(J)

Hom(x, y) =


HomI(x, y) si x, y,∈ ob(I)

HomJ(x, y) si x, y,∈ ob(J)

HomJ(f(x), y) si x ∈ ob(I) et y ∈ ob(J)

∅ si x ∈ ob(J) et y ∈ ob(I).
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+ La catégorie HomB(I qf J,A) est équivalente à la catégorie des triples formés
d’un B-foncteur F de I dans A, d’une B-foncteur G de J dans A et d’un morphisme
ϕ de B-foncteur de F dans G ◦ f = f(G).

+ Pour tout objet j de J, on désigne par I/j la catégorie des objets de I « placés
par f au-dessus de j » : les objets de I/j sont les couples (i, α) où i est un objet de I
et α : i → j une flèche dans I qf J/j, les morphismes de I/j étant ceux de I qf J/j.
Si pI et pJ sont les projections de I et J sur B, et si (i, α) est un objet de I/j, on
désignera par α∗ : ApI(i) → ApJ(j) le foncteur pJ(α)∗.

+ Se donner un B-foncteur de I qf J dans A revient encore à se donner F ∈
HomB(I,A), G ∈ HomB(J,A) et un morphisme fonctoriel en j

ψj : lim−→
(i,α)∈I/j

α∗(F(i)) −→ G(j).

(La fonctorialité en j du membre de gauche résulte de (1.2.10.1)). L’adjoint à gauche
de f∗ est donc donné par la formule :

f!(F)(j) = lim−→
(i,α)∈I/j

α∗(F(i)).

Corollaire 1.2.11. — Soient E un D-topos et i un objet de D ; le foncteur e∗i admet 93

un adjoint à gauche (resp. à droite défini par) :

ei!(a)(j) =
∐

α∈Hom(i,j)

α∗(a)

resp. ei∗(a)(j) =
∏

α∈Hom(j,i)

α∗(a)


où a est un objet de E au-dessus de i.

Proposition 1.2.12. — Soient D une U -petite catégorie et E un D-topos : alors la
catégorie (E) est un U -topos.

+ On vérifie « fibre par fibre », à l’aide de (1.2.10.1), que la catégorie (E) possède
les propriétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables.
b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont représentables. Elles

sont disjointes et universelles.
c) Les relations d’équivalence sont effectives universelles.
+ Il reste à montrer que (E) possède un système de générateurs indexé par un

élément de U : or, si pour tout objet i de D, (Giλ)λ∈∧i
est un système de générateurs

de Ei (où ∧i est un ensemble U -petit), la famille (ei!(Giλ))i,λ est un système de
générateurs de (E).

1.2.13. Nous allons introduire maintenant la notion de morphisme entre D-topos.
Précisons tout d’abord que si F et F′ sont deux catégories au-dessus d’une même
catégorie B et si T : F → F′ est un B-foncteur, un B-adjoint à gauche à T sera un
foncteur S : F′ → F adjoint à gauche à T tel que les morphismes canoniques 1→ T◦S
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et S ◦ T → 1 soient des B-morphismes de foncteurs. Sous ces conditions, on vérifie
trivialement que T est cartésien et que S est cocartésien.

Définition 1.2.14. — Soient E et E′ deux D-topos : un morphisme de E dans E′ est94

un couple de D-foncteurs Φ∗ : E → E′ et Φ∗ : E′ → E, muni d’une D-adjonction

Hom(Φ∗., .)
ξ∼−→ (.,Φ∗

•), tel que pour tout objet i de D, le couple (Φ∗i ,Φ
∗
i ), muni de

l’adjonction induite par ξ, soit un morphisme de topos de Ei dans E′i.

Proposition 1.2.15. — Soient E et E′ deux D-topos et (Φ∗,Φ∗) : E → E′ un mor-
phisme. On suppose que D est une U -petite catégorie, alors le couple (Γ(Φ∗),Γ(Φ∗)) :
(E)→ (E′) est un morphisme de topos.

Découle trivialement de la définition précédente.
Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, permet de construire

des morphismes de D-topos.

Lemme 1.2.16. — Soient E et E′ deux catégories bifibrées au-dessus d’une même ca-
tégorie D, et Φ un D-foncteur cartésien de E dans E′ tel que, pour tout objet i de D,
Φi : Ei → E′i possède un adjoint à gauche. Alors, le choix pour tout i, d’une adjoint à
gauche à φi détermine canoniquement un D-foncteur Ψ : E′ → E, D-adjoint à gauche
à Φ.

Scholie 1.2.17. — Sous les conditions de (1.2.16), supposons que E et E′ soient deux
D-topos et que pour tout i objet de D, tout adjoint à gauche du foncteur Φi soit exact
à gauche : alors, si ψ : E′ → E est un D-adjoint à gauche à Φ, le couple (Φ, ψ) : E→ E′

est un morphisme de D-topos.

Soient maintenant E → B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de
B, X et X′ deux D-objet de B et α : X → X′ un morphisme fonctoriel. Alors le
choix de clivages normalisés pour E et E ◦ détermine canoniquement un morphisme
(α∗, α∗) : X → X

′
de D-topos tel que, pour tout objet i de D(α∗i , α

∗
i ) : Xi → X

′
i95

soit égal à (α◦i∗, α
∗◦
i ), où αi : Xi → X′

i est la flèche de B donnée par α. Pour deux
choix différents de clivages pour E et E ◦, il existe un unique D-isomorphisme entre
les morphismes ainsi obtenus. (Pour la vérification de ces faits, le lecteur pourra se
reporter à ([4] - (1.17)).

1.3. D-topos annelé. —

Définition 1.3.1. — Un D-topos annelé est un couple (E,A) où E est un D-topos et A
un anneau de (E).

On vérifie alors que pour tout objet i de D, Ai est u anneau du topos Ei et que pour
tout morphisme m : i → j la flèche canonique Ai → m∗(Aj) est un homomorphisme
d’anneaux.
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Définition 1.3.2. — Soient (E,A) et (E′,A′) deux D-topos annelés : un morphisme de
(E,A) dans (E′,A′) est un couple (Φ, θ) où Φ : E→ E′ est un morphisme de D-topos
et θ : A′ → Γ(Φ∗(A) est un homomorphisme d’anneaux.

Remarque 1.3.3. — Un morphisme Φ : (E,A) → (E′,A′) de D-topos annelés induit
un morphisme (Γ(Φ), θ) : ((E),A)→ ((E),A′) de U -topos annelés lorsque D est une
U -petite catégorie (cf. 1.2.15).

1.3.4. Soit E → B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B et O un
anneau de Γ(E ◦) = HomB◦(B◦,E ◦). Si X : D◦ → B est un D-objet de B, le D-topos
X (cf. (1.2.5)) est naturellement annelé par (O.X)◦ : D → E et l’on désignera par
(X,O) le D-topos annelé ainsi construit. Si α : X → X′ est un morphisme fonctoriel,
le morphisme (α∗, α∗) : X → X

′
(cf. 1.2.17) induit canoniquement un morphisme

(X,O)→ (X
′
,O) de D-topos annelés encore noté α.

1.3.5. Un D-topos annelé (E,A) définit canoniquement une catégorie Mod(E,A) bi-
fibrée en catégorie abéliennes au-dessus de D dont la fibre en un objet i de D est la 96

catégorie Mod(Ei,Ai) des modules sur le topos annelé (Ei,Ai). Avec ces notations,
la catégorie des modules de (E) sur A, notée Mod((E),A) s’identifie à la catégorie
HomD(D,Mod(E,A)).

1.3.6. Soit ϕ = (Φ, θ) : (E,A)→ (E′,A′) un morphisme de D-topos annelés. Il définit
deux foncteurs ϕ∗ : Mod(E,A)→ Mod(E′,A′) et ϕ∗ : Mod(E′,A′)→ Mod(E,A) entre
les catégories de modules correspondantes :

– Soit M un objet de Mod(E,A) au-dessus d’un objet i de D : Φ∗(M) est un module
sur Φ∗(Ai) et, grâce au morphisme θi : A′

i → Φ∗(Ai), on en déduit un module sur A′
i

noté ϕ∗(M). Ce foncteur ϕ∗ sera appelé le foncteur image directe par le morphisme
ϕ.

– Soit M′ un objet de Mod(E′,A′) au-dessus d’un objet i de D : Φ∗(M′) est un
module sur Φ∗(A′

i) et ϕ∗(M′) = Φ∗(M′) ⊗φ∗(A′
i)

Ai est canoniquement muni d’une
structure de module sur Ai. Au moyen de (1.2.16), on définit ainsi un foncteur ϕ∗,
adjoint à gauche à ϕ∗, et appelé foncteur image réciproque par le morphisme ϕ.

1.3.6.1. Nous dirons que ϕ est plat si le foncteur Γ(ϕ∗) est exact.

Proposition 1.3.7. — Soient f : D′ → D un foncteur et (E,A) un D-topos annelé.
Alors le foncteur canonique

f∗ : Mod((E),A) −→ Mod((E
D

D′),A ◦ f)

possède un adjoint à droite et à gauche si D′ est une U -petite catégorie. En particulier,
il est exact.

Cela résulte immédiatement de (1.2.10) et de l’identification HomD(D,Mod(E,A)) '
Mod((E),A).

Conformément aux notations générales, nous noterons f! (resp. f∗) l’adjoint à 97
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gauche (resp. à droite) de f∗.

1.3.8. Les considérations qui suivent nous fournissent un procédé de calcul commode
pour les foncteurs dérivés du type R+ Γ(ϕ∗) : D+((E),A) → D+((E′),A′), où ϕ :
(E,A) → (E′,A′) est un morphisme de D-topos annelé (cf. (1.3.6)). [Si (S,OS) est
un topos annelé, nous notons D+(S,OS) la catégorie dérivée de la catégorie des OS-
modules de S].

1.3.9. Ce calcul formel pourra d’ailleurs s’appliquer à d’autres contextes tels que la
« descente en cohomologie `-adique » (cf. SGA 5).

Proposition 1.3.10. — Soit D une U -petite catégorie. Si (E,A) est un D-topos annelé,
on désigne par I(E,A) l’ensemble des objets de Mod((E),A) isomorphe à un objet de la
forme

∏
i∈ob(D) ei∗(Qi), où, pour tout objet i de D, Qi est totalement acyclique (cf. V

4.1)(∗) ; I(E,A) vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tout objet F de Mod((E),A) et tout objet i de D, e∗i (F) est totalement
acyclique.

(ii) Tout objet de Mod((E),A) s’injecte dans un objet de I(E,A).
(iii) I(E,A) est stable par sommes directes finies.
(iv) Pour tout morphisme ϕ : (E,A) → (E′,A′) de D-topos annelés, le foncteur

Γ(ϕ∗) transforme tout complexe acyclique de C+(Γ(E),A), formé d’objets de I(E,A),
en un complexe acyclique formé d’objets de I(E′,A′).

Démonstration

(i) Compte tenu de l’expression explicite de ei∗ (cf. (1.2.1.1)), il suffit de montrer
lemme suivant :

Lemme 1.3.10.1. — Soient (S,OS) un topos annelé et (Ft)t∈T une famille de OS-98

modules totalement acycliques indexée par un ensemble T U -petit. Alors
∏

t∈T Ft est
totalement acyclique.

Soit X un objet de S : il existe une suite spectrale

(1.3.10.2) Hp(X,
∏
t∈T

(q)
Ft) −→

∏
t∈T

Hp+q(X,Ft)

où
∏(q)

t∈T désigne le q-ième dérivé du foncteur « produit indexé par T ». Comme∏(q)
t∈T Ft est le faisceau associé au préfaisceau U t∈T−−→

∏
t∈T Hq(U,Ft), (1.3.10.2) dé-

génère et on obtient des isomorphismes

(1.3.10.3) Hn(X,
∏
t∈T

Ft)
∼−→

∏
t∈T

Hn(X,Ft)

d’où finalement Hn(X,
∏

t∈T) = 0 pour tout n.

(∗)« Flasque » dans la terminologie de V.
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(ii) Soit F un objet de Mod((E),A) ; on choisit pour tout i un monomorphisme
Fi → Qi, où Qi est totalement acyclique dans Mod(Ei,Ai) : ei∗(Fi) → ei∗(Qi) est
alors un monomorphisme (puisque ei∗ possède un adjoint à gauche), et la flèche ca-
nonique :

(1.3.10.4) F −→
∏

i∈Ob(D)

ei∗(Fi) −→
∏

i∈Ob(D)

ei∗(Qi)

est encore un monomorphisme, comme on le vérifie trivialement.
(iii) Démonstration laissée au lecteur.
(iv) On laisse aussi au lecteur le soin de vérifier que Γ(ϕ∗) transforme un objet de

I(E,A) en un objet de I(E′,A′). Ce point établi, il suffit, compte tenu de (i), de vérifier
le lemme suivant :

Lemme 1.3.10.5. — Si 0 → F → G → H → 0 est une suite exacte courte dans 99

Mod((E),A), avec F ∈ I(E,A) et G ∈ I(E,A), la suite 0→ Γ (ϕ∗)(F))→ Γ((ϕ∗)(G))→
Γ(ϕ∗)(H))→ 0 est exacte dans Mod((E′),A′).

Il suffit de remarquer que e∗i (H) est acyclique pour tout objet i de D et que le calcul
de Γ(ϕ∗) se fait fibre par fibre, ce qui achève la démonstration de (1.3.10).

Corollaire 1.3.11. — Soit ϕ : (E,A) → (E′,A′) un morphisme de D-topos annelés.
On peut calculer le foncteur R+ Γ(ϕ∗) au moyen de résolutions formées d’objets de
I(E,A).

Soit L ⊂ K+((E),A) la sous-catégorie pleine des complexes fermés d’objets de
I(E,A) : L est une sous-catégorie triangulée en vertu de ((1.3.10), (ii)) et on peut lui
appliquer le théorème (5.1) de [[7] - Chap.1].

Corollaire 1.3.12. — Soit ϕ : (E,A) → (E′,A′) un morphisme de D-topos annelés ;
pour tout objet i de D on désigne par ϕi : (Ei,Ai) → (E′i,A

′
i) le morphisme de D-

topos annelé induit par ϕ au-dessus de i. Alors le diagramme

D+(Γ(E),A)
R+(e∗i ) //

R+ Γ(ϕ∗)

��

D+(Ei,Ai)

R+ ϕi∗

��

D+(Γ(E′),A′)
R+(e∗i )

// D+(E′i,A
′
i)

est essentiellement commutatif.

On dispose d’un morphisme

R+(e∗i ) ◦ R+ Γ(ϕ∗) −→ R+ ϕi∗ ◦ R+(e∗i )

dont on vérifie que i est un isomorphisme, grâce à (1.3.10).
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Remarque 1.3.13. — Désignons par a(E,A) l’ensemble des objets F de Mod((E),A) tels100

que e∗i (F) soit totalement acyclique pour tout objet i de D. Il résulte de la démons-
tration de (1.3.10) que l’on peut calculer R+ Γ(ϕ∗) au moyen de résolutions formés
d’objets de a(E,A) ; i est ce que l’on fait en particulier dans l’introduction en utilisant
la « résolution flasque canonique » (∗). D’après [(1.3.10)(i)], on a I(E,A) ⊂ a(E,A), mais
nous utiliserons explicitement I(E,A) dans le paragraphe 2.

2. La méthode de la descente cohomologique

Dans ce numéro, D est une catégorie U -petite.

2.1. Généralités. Notations. —

2.1.1. Soit (S,OS) un topos annelé. La catégorie S×D, muni de la projection cano-
nique S×D→ D, est un D-topos ; de plus la section de valeur constante OS définit un
D-topos annelé (S × D,OS) appelé D-topos annelé constant de valeur (S,OS). Avec
ces notations, la catégorie Mod((S × D),OS) s’identifie à la catégorie des foncteurs
covariants de D dans Mod(S,OS).

On définit un foncteur exact :

ε∗ : Mod(S,OS) −→ Mod((S×D),OS)

en associant à tout module F sur S le foncteur constant de valeur F. Le foncteur ε∗

possède un adjoint à droite ε∗ qui associe à tout foncteur H : D→ Mod(OS) sa limite
projective, le morphisme d’adjonction F → ε∗ε

∗(F) étant celui qui envoie F dans la
limite projective du foncteur constant de valeur F ; ainsi ε∗ est pleinement fidèle si et
seulement si D est connexe.

Définition 2.1.2. — Soit (E,A) un D-topos annelé ; une augmentation de (E,A) est101

un morphisme (de D-topos annelés) de (E,A) dans un D-topos annelé constant. Un
D-topos annelé muni d’une augmentation sera appelé un D-topos annelé augmenté.

2.1.3. Soit E → B une catégorie bifibrée en duaux de topos et O un anneau de
(E ◦) = HomB◦(B◦,E ◦). Soit S un objet de B ; un foncteur D◦ → B/S, c’est-à-dire
un morphisme fonctoriel X θ−→ CD

S , où X est un foncteur D◦ → B (cf. (1.2.6)), induit
une augmentation :

θ : (X,O) −→ (E ◦
S ×D,OS) (cf. (1.3.4)).

désignerons par la même lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance.

2.2. La descente cohomologique. —

(∗)cf. exposé XVII pour la généralisation de cette notion.
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2.2.1. Soit θ : (E,A) → (S × D,OS) un D-topos annelé augmenté, on pose, avec les
notations de (1.3.6) et (2.1.1),

θ
∗

= Γ(θ∗) ◦ ε∗ : Mod(S,OS) −→ Mod((E),A)

et θ
∗

= ε∗ ◦ Γ(θ∗) : Mod((E),A)→ Mod(S,OS).
L’image de θ

∗
se trouve dans la sous-catégorie pleine de Mod((E),A) formée des

sections cocartésiennes de (D,Mod(E,A)) : nous noterons cocart(D,Mod(E,A)) cette
dernière catégorie.

Définition 2.2.2. — On dit que θ est une augmentation de descente effective si Γ(θ∗)◦
ε∗ : Mod(S,OS)→ cocart(D,Mod(E,A)) est une équivalence de catégories.

2.2.3. Avec les notations de (2.2.1), supposons que θ soit plat, de sorte que θ
∗

est 102

exact et passe trivialement aux catégories dérivées : soit L+(θ
∗
) le foncteur ainsi

obtenu. Avec ces notations :

Lemme 2.2.3.1. — Il existe deux morphismes fonctoriels

α : idD+(S,OS) −→ R+(θ∗) ◦ L+(θ
∗
) et β : L+(θ

∗
) ◦ R+(θ∗) −→ idD+((E),A)

mettant ces deux foncteurs en adjonction.

(cf. [9] (3.3)).

Définition 2.2.4. — On dit que θ est une augmentation de 1-descente cohomologique
si

1◦) θ est plat
2◦) Le foncteur L+(θ

∗
) est pleinement fidèle.

Remarque 2.2.5. — La condition 2◦) la définition précédente peut aussi s’exprimer en
disant que le morphisme α dans (2.2.3.1) est un isomorphisme.

Définition 2.2.6. — On dit que θ est une augmentation de 2-descente cohomologique
(ou de descente cohomologique effective) si θ est à la fois une augmentation de des-
cente effective et une augmentation de 1-descente cohomologique.

La terminologie précédente est justifiée par le résultat suivant :

Proposition 2.2.7. — Soit θ une augmentation de descente cohomologique effective.
Alors, l’image essentielle de L+(θ

∗
) est la sous-catégorie pleine de D+((E),A) for-

mée des complexes F • tels que pour tout i, Hi(F •) soit une section cocartésienne de
Mod(E,A).

Nous dirons, pour abréger, qu’un complexe F • vérifiant les conditions précédentes
est une donnée de descente cohomologique. Il est clair que si K • ∈ D+(S,OS)L+(θ

∗
)(K •)
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est une donnée de descente cohomologique : il suffit donc de montrer que pour toute
donnée de descente cohomologique F •, le morphisme canonique

β(F •) : L+(θ
∗
) ◦ R+(θ∗)(F

•) −→ F •

est un isomorphisme dans D+((E),A).103

a) Cas où F • est borné : on raisonne par récurrence sur la longueur ` de l’intervalle
des entiers i où Hi(F •) 6= 0 :

– pour ` 6 1 l’assertion est vraie parce que θ est de descente effective.
– supposons ` > 1 et soit n le plus grand entier tel que Hn(F •) 6= 0 : on

dispose d’un triangle distingué(∗)

Hn(F •)[−n]

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}

F′ • // F •

``AAAAAAAAAAAAA

tel que l’hypothèse de récurrence s’applique à F′ • ; β(Hn(F •)[−n]) et β(F′ •) étant
des isomorphismes, il en est de même de β(F •).

b) Cas général : désignons par σ6(F •) le complexe

. . .Fn−1 −→ Fn−1 −→ Ker dn −→ 0 −→ 0 . . . ,

(cf. [7] (7.1)), de sorte que l’on dispose pour tout n d’un diagramme commutatif :

L+(θ
∗
) ◦ R+(θ∗)(σ6n(F •))

∼ //

��

σ6n(F •)

��

L+(θ
∗
) ◦ R+(θ∗)(F

•) // F •

et il suffit de voir que le morphisme

R+(θ∗)(σ6n(F •)) −→ R+(θ∗)(F
•)

induit un isomorphisme sur les Hi pour i 6 n. Or, on dispose d’un triangle :104

F′′ •

zzvv
vv

vv
vv

v

σ6n(F •) // F •

``BBBBBBBB

(∗)pour tout complexe K
•, K

•
[−n] désigne le complexe T−n(K

•
), où T est le foncteur translation.
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avec Hi(F′′
•
) = 0 pour i 6 n. On en déduit alors que Hi(R+(θ∗)(F′′

•)) = 0 pour i 6 n,
puis que Hi(R+(θ∗)(σ6n(F •))) → Hi(R+(θ∗)(F

•)) est un isomorphisme pour i 6 n,
ce qui achève la démonstration.

Nous allons maintenant exposer une méthode de calcul explicite de R+ θ∗ fort utile
dans la démonstration de certains critères de descente cohomologique, ainsi que dans
l’exploitation de la dite notion.

2.3. Un procédé de calcul pour R+ ε∗. — Nous commencerons par deux sorites.

2.3.1. Soient D une U -petite catégorie et Ab la catégorie des groupes abéliens ap-
partenant à U . On désigne par rD le foncteur D → (Hom(D,Ab))◦ défini par la
relation

rD(i)(j) = ZHom(i,j)

pour tout couple (i, j) d’objets de D. On construit alors, pour tout couple (i,X)
formé d’un objet de D et d’un objet de Hom(D,Ab) un isomorphisme canonique et
fonctoriel :

Hom(rD(i),X) ∼−→ X(i)

2.3.1.1. Soient A une catégorie additive (cf. Tohokû) et F un foncteur D → A ; on
définit un foncteur F : (Hom(D,Ab))◦ → A◦ Ens par la relation

F(X)(a) = HomHom(D,Ab)(X,HomA(a,F(.)))

de sorte que le diagramme suivant, où hA désigne le foncteur canonique : 105

D
rD //

F

��

(Hom(D,Ab))◦

F

��

A
hA

// Hom(A◦,Ens)

soit essentiellement commutatif.
On laisse au lecteur le soin de vérifier que F transforme les somme directes finies de

Hom(A,Ab) en produits et que, si l’on désigne par Z le foncteur constant D → Ab
de valeur Z, on a F(Z) = lim←−F.

Enfin la correspondance F F définit un foncteur covariant

Hom(D,A) −→Hom((Hom(A,Ab))◦,Hom(A◦,Ens)).

2.3.1.2. On désigne par Add(D) la sous-catégorie pleine de (Hom(D,Ab))◦ définie
par les objets de la forme rD(i), où i est un objet de D, et leurs sommes directes finies.
La catégorie Add(D) est additive et le foncteur rD : D→ Add(D) vérifie la propriété
universelle suivante :
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2.3.1.3. Pour tout catégorie additive A, le foncteur G→ G◦rD induit une équivalence
de la sous-catégorie pleine de Hom(Add(D),A) formée par les foncteurs additifs sur
la catégorie Hom(D,A).

La catégorie Add(D), définie à équivalence près par (2.3.1.3) s’appellera la catégorie
additive engendrée par D.

2.3.2. Soient A une catégorie abélienne et k • • un complexe double que nous consi-
dérons comme un objet de C+(C+(A)), le premier indice correspondant au premier106

signe C+ : on désigne par (K • •)s le complexe simples associé (cf. Tohokû (2.4), dont
nous conserverons les notations). On définit ainsi un foncteur

(2.3.2.1) ( )s : C+(C+(A)) −→ C+(A)

et on laisse au lecteur le soin de vérifier le lemme suivant :

Lemme 2.3.2.2. — Le foncteur ( )s définit un foncteur triangulé :

K+(C+(A)) −→ K+(A)

qui préserve les quasi-isomorphismes ; il définit donc un foncteur triangulé :

D+(C+(A)) −→ D+(A),

encore noté ( )s.

Remarque. — On a le même résultat pour le foncteur ( )s : C(Cb(A)) → C(A) car
la suite spectrale que l’on envisage est birégulière par (EGA III (11.3.3)).

2.3.3. Ceci étant, soient (S,OS) un topos annelé et D une U -petite catégorie. Soit
Z • ∈ C+(Add(D)) un complexe de cochaînes tel que Zn = 0 pour n < 0.

Tout objet F de Mod((S×D,OS),OS) (qui s’identifie à un foncteur D→ Mod(S,OS)
d’après (2.1.1)) définit, par la propriété universelle de Add(D) un objet εZ •∗(F) • de
C+(S,OS) qui varie fonctoriellement avec F d’après (2.3.1.3).

On définit ainsi un foncteur triangulé :

(2.3.3.1) K+(εZ •∗) : K+((S×D),OS) −→ K+(C+(S,OS)).

De plus, il résulte de (2.3.2.2) que le foncteur composé :

( )s ◦K+(εZ •∗) : K+((S×D),OS) −→ K+(S,OS)

transforme les objets acycliques en objets acycliques. Il définit donc un foncteur tri-107

angulé :

(2.3.3.2) R+ εZ •∗ : D+((S×D),OS) −→ D+(S,OS)

vérifiant la relation Q ◦ ( )s ◦K+(εZ •∗) = R+ εZ •∗ ◦Q (∗)

(∗)Pour toute catégorie abélienne A, la lettre Q désigne le foncteur canonique K+(A)→ D+(A).
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2.3.4. Les données précédentes sont conservées. On considère Z • comme un complexe
de chaînes dans Hom(D,Ab). Soit t : Z◦ → Z un morphisme de Z◦ dans le foncteur
constant de valeur Z tel que le morphisme composé

(2.3.4.1) Z1 −→ Z0 t−→ Z

soit nul.
Par fonctorialité (cf. (2.3.1.1)), on en déduit un morphisme ε∗(F) → εZ •∗(F)◦ tel

que le morphisme composé

(2.3.4.2) ε∗(F) −→ εZ •∗(F)◦ −→ εZ •∗(F)1

soit nul.
Il existe alors un morphisme canonique de foncteurs triangulés :

(2.3.4.3) Q ◦K+(ε∗)
j−→ Q ◦ ( )s ◦K+(εZ •∗) = R+ εZ •∗ ◦Q

Proposition 2.3.5. — Les conditions et notations de (2.3.3) et (2.3.4) sont conservées ;
on suppose en outre que le complexe augmenté

Zn −→ Zn−1 . . .Z1 −→ Z0 t−→ Z

définisse une résolution de Z.
Alors, pour tout complexe F • formé d’objets de I(S×D,OS) (cf. 1.3.10),

j(F •) : G ◦K+(ε∗)(F
•) −→ (R+ εZ •∗ ◦Q)(F •)

est un isomorphisme. 108

+ Soit i un objet de D et Qi un module sur (S,OS) : montrons que j(ei∗(Qi)) est
un isomorphisme. Il s’agit de voir que la suite :

(2.3.5.1) 0 −→ Qi −→ εZ •∗(ei∗(Qi))◦ −→ εZ •∗(ei∗(Qi))1 −→ . . .

est exacte.
Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet X de Mod(S,OS), la suite :

(2.3.5.2)
0 −→ Hom(X,Qi) −→ Hom(X, εZ •∗(ei∗(Qi))◦) −→ Hom(X, εZ •∗(ei∗(Qi))1) −→ . . .

est exacte. Or un calcul immédiat montre que (2.3.5.2) se réduit à :

0 −→ Hom(Z,Hom(X,Qi)) −→ Hom(HomAdd(D)(Z◦, i),Hom(X,Qi)) −→(2.3.5.3)

Hom(HomAdd(D)(Z1, i),Hom(X,Qi)) −→ . . . .

+ Si pour tout objet i de D, Qi est un module totalement acyclique, on voit,
en appliquant le foncteur

∏
i∈Ob(D) aux complexes (2.3.5.1), que l’on obtient encore

un complexe acyclique d’après (1.3.10.1). Ainsi j(
∏

i∈Ob(D)(ei∗(Qi))) est un isomor-
phisme.
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+ On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci que j(F •) est un isomorphisme
lorsque Fn ∈ I(S×D,OS) pour tout n (par suites spectrales, par exemple).

Corollaire 2.3.6. — Sous les conditions de (2.3.5), le morphisme j définit R+ εZ •∗109

comme le foncteur dérivé de ε∗.

La sous-catégorie de K+((S×D),OS) définie par les complexes formés d’objets de
I(S×D,OS) vérifie les conditions du théorème (5.1) de [[7], I], pour le foncteur K+(ε∗),
en vertu de (1.3.10) et (2.3.5) : le corollaire résulte immédiatement de cette remarque.

Corollaire 2.3.7. — Sous les conditions de (2.3.5), soient (E,A) un D-topos annelé et
θ : (E,A)→ (S×D,OS) une augmentation ; il existe un isomorphisme canonique

R+ θ∗
∼−→ R+ Γ(θ∗)◦ R+ εZ •∗.

Cela résulte de [[7] - I - 5.4].

Remarque 2.3.8. — On savait a priori que R+ ε∗ existe et que l’on a un isomorphisme
R+ θ∗

∼−→ R+ Γ(θ∗) ◦ R+ ε∗, vu que Γ(θ∗) et ε∗ sont induits par des morphismes de
topos annelés (cf. (1.3.6) et (2.1.1)). Cependant le calcul précédent s’avérera fort utile
et applicable à d’autres contextes, car, dans la pratique, les conditions de (2.3.5)
seront toujours vérifiées.

Nous allons maintenant donner les exemples fondamentaux où l’on pourra appliquer
(2.3.5).

2.3.9. Dans Add(∆), on pose Zn = [n] et on définit dn : Zn → Zn+1 par la formule

(2.3.9.1) dn =
n+1∑
i=0

(−1)i∂i

où ∂i : [n] → [n + 1] est la i-ème face [cf. [3] II 2]. On prend pour t : Z◦ → Z
l’augmentation naturelle évidente.

La condition de (2.3.4) est trivialement vérifiée. La condition de (2.3.5) résulte de
([5] I (3.7.4)).

2.3.10. Dans Add(∆ × ∆), on considère le complexe simple associé au complexe110

double :

(2.3.10.1)

(
[n], [m+ 1]

) sn,m+1
1 //

(
[n+ 1], [m+ 1]

)

(
[n], [m]

) sn,m
1 //

sn,m
2

OO

(
[n+ 1], [m]

)
sn+1,m
2

OO
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avec

(2.3.10.2)


Sn,m

1 =
n+1∑
i=0

(−1)i(∂i, id[m])

Sn,m
2 =

m+1∑
i=0

(−1)j(id[n], ∂
j).

On laisse au lecteur le soin de vérifier (en utilisant (2.3.9)) que le complexe ainsi
défini, muni de l’augmentation naturelle évidente, vérifie les conditions de (2.3.5).

2.3.11. On traite de manière analogue le cas multi-simplicial (avec ∆×∆× · · · ×∆.︸ ︷︷ ︸
p-fois

).

111
2.4. La descente cohomologique relative. —

2.4.0. Soient E → B une catégorie bifibrée en duaux de topos et O un anneau de
(E ◦).

Ces données définissent canoniquement une catégorie fibrée et cofibrée en catégories
abéliennes, notée Mod(E ◦,O), au-dessus de B◦ (cf. (1.3.3) et (1.3.4)) : dans tout ce
qui suit, les foncteurs « images directes » et « image réciproques » seront toujours pris
par rapport au foncteur fibrant et cofibrant : Mod(E ◦,O)→ B◦.

Définition 2.4.0.1. — Nous dirons qu’un morphisme f : T→ S dans B est plat (rela-
tivement à (E ,O)) si f∗ : Mod(E ◦

S ,OS)→ Mod(E ◦
T,OT) est un foncteur exact.

2.4.1. Soit G une sous-catégorie fibrée et cofibrée de Mod(E ◦,O) telle que, pour tout
objet S de B, GS soit une sous-catégorie épaisse (cf. Tohokû (1.11)) de (Mod(E ◦,O))S
- Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situations.

Si S est un objet de B, nous désignerons par D+(S), la catégorie dérivée de
Mod(E ◦

S ,OS) : on introduit, suivant [[7] (I § 4)], la catégorie D+
GS

(S), qui s’identi-
fie à la sous-catégorie pleine de D+(S) formée par les objets X • tels que Hn(X •) ∈ GS

pour tout n.
Nous supposerons que la condition suivante est toujours vérifiée.

2.4.1.1. Pour tout morphisme h : T → S dans B, le foncteur R+(h∗) : D+(T) →
D+(S) est tel que R+(h∗)(F) ∈ D+

GS
(S) si F ∈ GT.

D’après [[7] (I. (7.3). (ii))], cette condition entraîne que R+(h∗)(D+
GT

(T)) ⊂ D+
GS

(S).

2.4.2. Soit D une U -petite catégorie : nous supposerons dans tout ce qui suit que 112

l’on s’est donné un complexe Z • de Add(D) vérifiant les conditions de (2.3.5) (dans
les applications, on aura en fait D = ∆ ou D = ∆×∆).

Si X : D◦ → B est un D-objet de B, on désigne par ModG((X),O) la sous-catégorie
pleine de Mod((X),O) formée par les objets F tels que e∗i (F) ∈ Gi (= GXi

) pour tout
objet i de D : ModG((X),O) est une sous-catégorie épaisse de Mod((X),O). Nous
désignerons par K+

G((X),O) (resp. D+
G((X),O)) la sous-catégorie pleine de K+((X),O)
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(resp. D+((X),O)) formée des objets X • tels que Hn(X •) ∈ ModG((X),O) pour tout
n.

2.4.3. Soient X et X′ deux D-objets de B et α : X → X′ un morphisme fonctoriel.
Rappelons (cf. (1.3.4)) que nous notons encore α : (X,O)→ (X

′
,O) le morphisme de

D-topos annelés correspondant.

Définition 2.4.3.1. — Nous dirons que α : X→ X′ est plat si le morphisme de D-topos
annelés correspondant est plat au sens de (1.3.6.1).

On a alors le lemme évident :

Lemme 2.4.3.2. — Pour que α : X → X′ soit plat, il faut et il suffit que, pour tout
objet i de D, αi : Xi → X′

i soit un morphisme plat (cf. (2.4.0.1)).

2.4.4. Soit α : X→ X′ un morphisme, il définit un foncteur

(2.4.4.1) K+(Γ(α∗)) : K+((X),O) −→ K+((X
′
),O).

Lemme 2.4.4.2. — Le foncteur

K+(Γ(α∗))|K+
G((X),O) : K+

G((X),O) −→ K+((X
′
),O)

possède un foncteur dérivé à droite, noté R+
G Γ(α∗), et le morphisme canonique

R+
G Γ(α∗) −→ R+ Γ(α∗)|D+

G((X),O)

est un morphisme.113

De plus R+
G(D+

G((X),O)) ⊂ (D+
G((X

′
),O)).

La première partie résulte de (1.3.10) et de [[7] - (I.(5.2))]. Pour vérifier la dernière
assertion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] -(I. (7.3). (ii))], que R+ Γ(α∗)(F) ∈
D+

G((X
′
),O), lorsque F ∈ ModG((X),O) ce qui résulte du calcul explicite de R+ Γ(α∗)

donné par (1.3.1.1) et de l’hypothèse (2.4.1.1).

2.4.5. Soit S un objet de B : le D-topos annelé (CD
S ,O) (cf. (1.2.6)) s’identifie au

D-topos annelé constant (E ◦
S ×D,OS) et on a le lemme suivant qui résulte de [[7] (I.

(7.3). (ii))] :

Lemme 2.4.5.1. — Le foncteur R+ εZ •∗|D+
G((CD

S ),O), noté R+
G εZ •∗, est à valeurs dans

D+
GS

(S) et s’identifie un foncteur dérivé à droite du foncteur

K+(ε∗)|K+
G((CD

S ),O) : K+
G((CD

S ),O) −→ K+(S).

Proposition 2.4.6. — Soit θ : X → CD
S un D-objet de B augmenté : le foncteur

K+(θ∗)|K+
G()(X),O, possède un foncteur dérivé à droite, noté R+ O∗, qui prend ses

valeurs dans D+
GS

(S). De plus, il existe un isomorphisme canonique

R+
G O∗

∼−→ R+
G εZ •∗ ◦ R+

G Γ(θ∗).
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Démonstration laissé au lecteur à partir de ce qui précède.
Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions relatives à la descente

cohomologique.

2.4.7. Soit θ : X → CD
S un D-objet de B augmenté. Supposons que θ soit plat, de 114

sorte que la restriction à D+
GS

(S) du foncteur L+θ
∗

prend ses valeurs dans D+
G((X),O) :

nous noterons L+
Gθ

∗
cette restriction. Avec ces notations :

Lemme 2.4.7.1. — Il existe deux morphismes fonctoriels α : idD+
GS

(S) → R+
G θ∗ ◦L

+
Gθ

∗

et β : L+
Gθ

∗ ◦ R+
G θ∗ → idD+

G((X),O) mettant ces deux foncteurs en adjonction.

Cela résulte immédiatement de (2.2.3.1) et (2.4.6).

Définition 2.4.8. — On dit que θ est une augmentation de 1-descente cohomologique
relativement à G si

1◦) θ est plat.
2◦) Le foncteur L+

Gθ
∗

pleinement fidèle.

Remarque 2.4.9. — La condition 2◦) de la définition précédente peut encore s’expri-
mer en disant que le morphisme α dans (2.4.7.1) est un isomorphisme.

Définition 2.4.10. — Soit θ : X → CD
S un D-objet de B augmenté. On dit que θ est

une augmentation de descente effective relativement à G si le foncteur

Γ(θ∗) ◦ ε∗ : GS −→ Cocart(D,G)

est une équivalence de catégories.

Définition 2.4.11. — On dit que θ est une augmentation de 2-descente cohomologique
(ou de descente cohomologique effective) relativement à G si θ est à la fois une
augmentation de 1-descente cohomologique et de descente effective relativement à G.

On déduit alors de la démonstration de (2.2.7) le résultat suivant :

Théorème 2.4.12. — Soit θ : X→ CD
S une augmentation de 2-descente cohomologique 115

relativement à G. Alors l’image essentielle de L+
Gθ

∗
est la sous-catégorie pleine de

D+
G((X),O) formée des complexes F • tels que pour tout n, Hn(F •) soit une section

cocartésienne de G.

La proposition suivante, dont la vérification est laissée au lecteur, permet de trans-
crire la définition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6) :

Proposition 2.4.13. — Pour que θ : X → CD
S soit une augmentation de descente ef-

fective relativement à G, il faut et il suffit que le foncteur D◦ → B/S au-dessus de B,
défini par θ, induire une équivalence entre la catégorie des sections cartésiennes de
G◦ au-dessus de B/S et la catégorie des sections cartésiennes de G◦ au-dessus de D◦.
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Corollaire 2.4.14. — Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans
B et soit f : R→ S un morphisme : pour que l’objet semi-simplicial augmenté [R|fS]
(cf. (1.2.7)) soit de descente effective relativement à G, il faut et il suffit que f soit
un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée G◦ au-dessus de B.

Cela résulte de (2.4.13) et de ([4]-9).

Définition 2.4.15. — Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans
B et soit f : R→ S un morphisme. Nous dirons que f est un morphisme de i-descente
cohomologique relativement à G (i = 1, 2) si l’objet semi-simplicial augmenté [R|fS]
est de i-descente cohomologique relativement à G.

Définition 2.4.16. — Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans
B et soit θ : X → CD

S une augmentation : nous dirons que θ est une augmentation
de i-descente cohomologique universelle (i = 1, 2) relativement à G si, pour tout
morphisme T → S, l’augmentation XT

θT−→ CD
T obtenue par changement de base est116

une augmentation de i-descente cohomologique relativement à G.

La notion de morphisme de i-descente cohomologique universelle relativement à G
se déduit immédiatement des deux définitions précédentes.

Nous emploierons souvent la terminologie « augmentation de G-i-descente coho-
mologique » à la place de « augmentation de i-descente cohomologique relativement
à G ».

2.5. La suite spectrale de descente. —

2.5.1. Soit A une catégorie abélienne. On désigne par F(A) la catégorie dont les
objets sont les objets de A, munis d’une filtration discrète et codiscrète, et dont les
morphismes sont les morphismes filtrés de A : la catégorie F(A) est une catégorie
additive (mais non abélienne).

La catégorie K(F(A)) des complexes filtrés de A, de filtration discrète et codiscrète
degré par degré, est une catégorie triangulée et les foncteurs canoniques

(2.5.1.1) Grn : K(F(A)) −→ K(A)

sont triangulés. L’ensemble Σ des morphismes f de K(F(A)) tels que Grn(f) soit un
quasi-isomorphisme pour tout n est donc un système multiplicatif saturé [cf. [9]. § 2.
n◦ 1].

En inversant les flèches de ce système, on obtient une nouvelle catégorie triangulée
notée DF(A) et les foncteur Grn se prolongent en des foncteurs

(2.5.1.2) Grn : DF(A) −→ D(A).

Nous ne considérerons, par la suite, que des complexes bornés inférieurement : on
introduit naturellement les notations K+(F(A)) et D+F(A).
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2.5.2. Soit B une sous-catégorie épaisse de A et désignons par K+
B(F(A)) la sous- 117

catégorie pleine de K+(F(A)) dont les objets sont les complexe X • tels que Hi(Grj(X
•)) ∈

B pour tout couple d’entiers (i, j) : K+
B(F(A)) est une sous-catégorie triangulée loca-

lisante de K(F(A)) [cf. [7]. (I. § 5)]. Nous désignerons par D+
BF(A) la sous-catégorie

pleine de DF(A) dont les objets sont les complexes bornés inférieurement X • tels que
Hj(Grj(X

•)) ∈ B pour tout couple (i, j) : d’après (loc. cit.), D+
BF(A) s’identifie à la

catégorie de fractions K+
B(F(A))Σ∩K+

B (F(A)).
Le foncteur « oubli des filtrations » :

ι : K+(F(A)) −→ K+(A)

est triangulé. De plus, il résulte de [[5]. I. (4.7)] que ι(f) est un quasi-isomorphisme
si f ∈ Σ et que ι(K+

B(F(A)) ⊂ K+
B(A). Le foncteur ι s’étend ainsi en un foncteur

triangulé

(2.5.2.1) ι : D+F(A) −→ D+(A)

tel que ι(D+
BF(A)) ⊂ D+

B(A).
Notons enfin qu’il existe un foncteur spectral canonique D+

BF(A)→ B, aboutissant
à Hn ◦ ι, et dont le terme E1 est donné par Hp+q ◦Grp [cf. [5] I. (4.2)].

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant D = ∆ : Z • dési-
gnera le complexe de Add(∆) défini par (2.3.9.1).

Proposition 2.5.3. — Soit (S,OS) un topos annelé. Le foncteur R+ εZ •∗ : D+((S ×
D),OS)→ D+(S,OS) possède une factorisation canonique

D+(Γ(S×D),OS) FR+ εZ
•∗−−−−−−→ D+F(S,OS) ι−→ D+(S,OS).

De plus, pour tout entier i, le diagramme suivant est commutatif :

D+((S×D),OS)
R+(e∗i ) //

FR+ εZ •∗

��

D+(S,OS)

D+F(S,OS)

Gri

99ttttttttttttttttttttttttttt
.

Considérons le foncteur C+(C+(S,OS))
( )s−−−→ C+(S,OS) : si X·· est un objet de 118

C+(C+(S,OS)), on muni (X··)s de sa deuxième filtration canonique [cf. [5]. I.4.8] ; on
obtient ainsi une factorisation :

(2.5.3.1) ( )s : C+(C+(S,OS)) −→ C+(F(S,OS)) ι−→ C+(S,OS)
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qui passe aux catégories K+ :

(2.5.3.2) ( )s : K+(C+(S,OS)) −→ K+(F(S,OS)) ι−→ K+(S,OS)

car une homotopie de C+(C+(S,OS)) induit une homotopie filtrée.
On a alors un diagramme :

(2.5.3.3)

D+((S×∆),OS)
R εZ •∗

//

((R
RRRRRR

D+(S,OS)

D+F(S,OS)

ı

77ooooooooooo

K+(F(S,OS))

OO

ı

''OOOOOOOOOOO

K+((S×∆),OS)

OO

( )s,K+(εZ •∗)
//

66mmmmmmmmmmmmm
K+(S,OS)

OO

et on vérifie qu’il existe un foncteur

F R+ εZ •∗ : D+((S×∆),OS) −→ D+F(S,OS)

et un seul rendant commutatif (2.5.3.3).119

Le reste de la proposition est évident.

Proposition 2.5.4. — Soient (E,A) un topos semi-simplicial annelé et θ : (E,A) →
(S × ∆,OS) une augmentation : pour tout entier i, on désigne par θi : (Ei,Ai) →
(S,OS) le morphisme de topos annelé induit par θ au-dessus de i.

Le foncteur R+ θ∗ : D+((E),A)→ D+(S,OS) possède une factorisation canonique

D+((E),A) F R+ θ∗−−−−−→ D+F(S,OS) ι−→ D+(S,OS)

telle que pour tout entier i, le diagramme canonique

D+((E),A)
R+ e∗i //

F R+ θ∗

��

D+(Ei,Ai)

R+ θi∗

��

D+F(S,OS)
Gri

// D+(S,OS)

soit essentiellement commutatif.

Résulte de ce qui précède et de (1.3.1.2).
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Proposition 2.5.5. — Soient (E,A) un topos semi-simplicial annelé et θ : (E,A) →
(S × ∆,OS) une augmentation de 1-descente cohomologique. Soit H : (S,OS) →
(R,OR) un morphisme de topos annelés. Alors il existe un foncteur spectral de D+(S,OS)
dans Mod(R,OR) :

Epq
1 = Rq(H ◦ θp)∗ ◦ L+θ∗p −→ Rp+qH∗

appelé foncteur spectral de descente. 120

Soit H ◦ θ : (E,A)→ (R×∆,OR) l’augmentation déduite canoniquement de θ par
composition avec H ; on a

(2.5.5.1) (H ◦ θ)∗ = H∗ ◦ θ∗

de sorte que le diagramme

(2.5.5.2)

D+(S,OS)
L+(θ

∗
)
//

R+ H∗

$$I
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

D+((E),A)

R+(H ◦ θ)∗

��

D+(R,OR)

est essentiellement commutatif.

(R+ (H ◦ θ)∗
∼−→ R+ H∗ ◦ R+ θ∗ et idD+(S,OS)

∼−→ R+ θ∗ ◦ L+θ∗).

Grâce à (2.5.4), on dispose pour tout i, d’un diagramme essentiellement commutatif :

(2.5.5.3)

D+(S,OS) L+θ
∗

//

R+ H∗

��
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
D+((E),A)

R+(e∗i ) //

F R+(H ◦ θ)∗

��

D+(Ei,Ai)

R+(R, θi)∗

��

D+F(R,OR)

ı

��

Gri

// D+F(R,OR)

D+(R,OR) .

Le foncteur spectral annoncé, s’obtient en considérant le foncteur spectral canonique 121

sur D+F(R,OR) que l’on compose avec F R+(H◦θ)
∗ ◦L+(θ

∗
).

On laisse au lecteur le soin de vérifier la proposition suivante :
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Proposition 2.5.6. — Avec les notations précédentes, le terme Epq
2 du foncteur spectral

précédant s’écrit :
Ȟp ◦ RqΓ((H ◦ θ)∗) ◦ L+θ

∗

où Ȟp : Mod((R×∆),OR)→ Mod(R,OR) est le foncteur qui associe à tout foncteur
∆ F−→ Mod(R,OR) l’objet d’homologie en degré p du complexe associé (noté εZ •∗(F) •

dans (2.3.3)).

Nous revenons maintenant à la terminologie introduite dans (2.4) : grâce au sorite
(2.5.2), toutes les considérations précédentes vont se transcrire mot pour mot en
plaçant la lettre G en indice partant ou cela a un sens. Les détails sont laissés aux
soins du lecteur ; on obtient en particulier :

Proposition 2.5.7. — Soient O : X → CD
S une augmentation de 1-descente cohomo-122

logique relativement à G et soit h : S→ R un morphisme de B ; il existe un foncteur
spectral de D+

GS
(S) dans GR :

Epq
1 = Rq

G(h ◦ θ)∗ ◦ L+
Gθp∗ −→ Rp+q

G h∗

avec Epq
2 = Ȟp ◦ Rq

GΓ((h ◦ θ)∗) ◦ L+
Gθ

∗
.

3. Critères de descente

3.0. Notations. — Dans tout ce qui suit, nous conserverons les notations de (2.4).
Nous supposerons toujours que les produits fibrés finis sont représentables dans B.

Nous supposerons de plus que B vérifie la condition suivante

3.0.0. Les sommes directes existent dans B, sont disjointes, universelles et des fa-
milles de E -descente effective et G◦-descente effective [cf. [4] (9.23) (9.25) et (9.27)].

3.0.1. Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets semi-simpliciaux
d’une catégorie [cf. ([3] Chap II) et (V. appendice)].

Soit E une catégorie possédant des limites projectives finies ∆◦E désigne la catégorie
des objets semi-simpliciaux de E (cf. (1.2.6)).

Soit n un entier : on désigne par ∆
n

(resp.
+

∆
n
,
−
∆
n
) la sous-catégorie pleine de ∆

(resp. ∆+, ∆−) formés par les objets [p] tels que p 6 n.
Le foncteur restriction

(3.0.1.1) i∗n : ∆◦E −→ ∆
n

◦E

possède un adjoint à droite in∗, puisque les limites projectives finies existent dans E123

(cf. (1.2.10)). On note coskn et on appelle foncteur cosquelette d’ordre n le foncteur
in∗◦i∗n ; par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation coskn pour le foncteur
in∗ .
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Pour tout entier p, désignons par ∆
n[p]

(resp. ∆
n[p]

+) la sous-catégorie pleine ∆[p]

(resp. ∆+
[p]) des objets de ∆ (resp. ∆+) au-dessus de [p], définie par les objets [q]

au-dessus de [p] tels que q 6 n ; on laisse au lecteur le soin de vérifier que l’on a :

(3.0.1.2) (coskn(X))p = lim←−
∆n[p]

Xq
∼−→ lim←−

∆
+
n[p]

Xq.

3.0.2. Soient X et X′ deux objets de ∆◦E et f , g : X ⇒ X′ deux morphismes.
Une homotopie de f vers g consiste en la donnée pour tout n d’une application
hn : Hom∆([n], [1])→ HomE(Xn,X′

n) vérifiant les deux conditions suivantes :

(3.0.2.1) hn(∂1) = fn et hn(∂◦) = gn pour tout n.

3.0.2.2. pour toute flèche [n]→ [p] dans ∆, on a un diagramme commutatif :

Hom∆

(
[p], [1]

)
//

��

HomE(Xp,X′
p)

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

HomE(Xp,X′
p)

Hom∆

(
[n], [1]

)
// HomE(Xn,X′

n)

44iiiiiiiiiiiiiiiii
.

N.B. : La relation ainsi introduite sur l’ensemble des morphismes de X dans X′ n’est
pas une relation d’équivalence ; on peut palier à cet inconvénient en introduisant la
notion d’homotopie composé [cf. [3] chap III] : nous n’utiliserons pas cette dernière
notion.

Lemme 3.0.2.3. — Soient X et X′ deux objets de ∆◦E, f , g : X⇒ X′ deux morphismes 124

et F : E→ C un foncteur où C est une catégorie abélienne. Une homotopie simpliciale
de f vers g induit une homotopie sur les morphismes de complexes de cochaînes
canoniquement associés à F(f) et F(g).

On est ramené au cas où C est la catégorie des modules sur un anneau et on
applique [[5] I. (3.7.1)].

Lemme 3.0.2.4. — Soient n un entier, X et X′ deux objets de ∆◦E. Soient f et g deux
morphismes de X dans X′ tels que fp = gp pour p < n : alors il existe une homotopie
simpliciale de coskn(f) vers coskn(g).

On définit hp : Hom∆([p], [1]) → Hom(Xp,X′
p) par l’application constante de va-

leur fp = gp pour p < n, puis hn : Hom∆([n], [1]) → Hom(Xn,X′
n) en envoyant tous

les éléments de Hom∆([n], [1]), sauf ∂◦, sur fn, et ∂◦ sur gn. On remarque ensuite
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que Hom∆([k], [1]) = lim←−[q]→[k]
q>n

Hom([q], [1]) pour k > n, ce qui permet de définir

canoniquement hk.

3.1. Comparaison de deux augmentations du point de vue de la 1-descente
cohomologique. — Soit S un objet de B : on désigne par Homplat(D◦,B/S) la
sous-catégorie pleine de Hom(D◦,B/S) dont les objets sont les augmentations plates
[cf. (1.2.6) et (2.4.3.1)].

Proposition 3.1.1. — Soient X n−→ CD
S et X′ n′−→ CD

S deux objets de Homplat(D◦,B/S).
Soit f : X→ X′ un morphisme au-dessus de S (i.e. un morphisme de Hom(D◦,B/S)) ;
il lui correspond de façon naturelle un morphisme fonctoriel

ηf
G : R+

G u
′
∗ ◦ L+

Gu
′∗ −→ R+

G u∗ ◦ L
+u∗

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

R+
G u

′
∗ ◦ L+

Gu
′∗

ηf
G

��

1D+
GS

(S)

99sssssssssssssssss

%%KKKKKKKKKKKKKKKKK

R+
G u∗ ◦ L

+
Gu

∗.

De plus, si D = ∆, ηf
G ne dépend que de la classe d’homotopie (cf. (3.0.2)) de f125

dans Hom(∆◦,B/S).

Il est clair que nous pouvons supposer que G = Mod(E ◦,O) pour la construction
de ηf

G.
Soit I la catégorie définie par le type de diagramme

(3.1.1.1)
0
x −→ 1

x .

On désigne par r0 : D → Γ × D (resp. r1) le foncteur pleinement fidèle défini par
r0(i) = (0, i) (resp. r1(i) = (1, i)).

En vertu de l’isomorphisme canonique

(3.1.1.2) Hom((I×D)◦,B/S) ∼−→Hom(I0,Hom(D0,B/S))

les données de (3.1.1) définissent une augmentation plate

(3.1.1.3) XfX′ ufu′−−−→ CI×D
S .
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Soit F un objet de Mod(E ◦
S ,OS), le morphisme canonique

(3.1.1.4) E ∗
I×D(F) −→ Γ((ufu′)∗) ◦ Γ((ufu′)∗)(E ∗

I×D(F)).

peut s’interpréter comme un triangle commutatif dans Mod((CD
S ),O) :

(3.1.1.5)

Γ(u′∗) ◦ Γ(u′∗)(ε∗D(F))

��

ε∗D(F)

88qqqqqqqqqqqqqqqqqq

&&NNNNNNNNNNNNNNNNNN

Γ(u∗) ◦ Γ(u∗)(ε∗D(F))

d’où un morphisme fonctoriel u′∗ ◦ u′
∗ αf−−→ u∗ ◦ u∗ tel que le diagramme 126

(3.1.1.6)

u′∗ ◦ u′∗

αf

��

1 Mod(ε◦S,OS)

99sssssssssssssssss

%%KKKKKKKKKKKKKKKKK

u∗ ◦ u∗

soit commutatif.
On obtient par suite un morphisme fonctoriel tel que le diagramme

(3.1.1.7)

K+(u′∗) ◦K+(u′∗)

K+(αf )

��

1K+(ε◦S,OS)

''NNNNNNNNNNNNNNNNNNN

77ppppppppppppppppppp

K+(u∗) ◦K+(u∗)

soit commutatif.
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(Remarquons que K+(αf ) peut aussi s’obtenir formellement par adjonction en utili-
sant l’isomorphisme K+(Γ(f∗)) ◦K+(u′∗) ∼−→ K+(u∗)).

Soient F • un complexe de K+(S) et ξ : K+(ufu′∗)(F •)→ J • un quasi-isomorphisme
tel que, pour tout entier n, Jn soit totalement acyclique objet par objet (cf. (1.3.13)).
D’après (loc. cit.) les flèches canoniques

K+(u∗)(F •) −→ r∗1(J •) et K+(u∗)(F •) −→ r∗0(J •)

sont des quasi-isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite un127

morphisme

R+ u′∗ ◦ L+u′
∗(F •)

ηf (F
•
)−−−−→ R+ u∗ ◦ L+u∗(F •)

tel que le diagramme suivant soit commutatif dans D+(S) :

(3.1.1.8)

Q◦K+(u′∗)(r
∗
◦(J

•
))

∼ //

��

R+ u′∗◦Q(r∗o(J
•
))

��

Q◦K
+(u′∗)◦K

+(u′∗)(F
•
) //

77ppppppppppppp

Q(K+(αf )(F
•
))

��

R+ u′∗◦L+u′
∗
(F

•
)

∼
99sssssssssss

nf (F
•
)

��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Q◦K+(u∗)(r
∗
1 (J

•
))

∼ // R u∗◦Q(r∗1 (J
•
))

Q◦K+(u∗)◦K
+(u∗)(F

•
)

77ppppppppppppp
// R+ u∗◦L+u∗(F

•
)

99sssssssssss

Il est clair que ηf (F •) ne dépend pas de la résolution choisie et on vérifie qu’il est
fonctoriel en F • variant dans D+(S).

Pour achever la démonstration de (3.11), il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.1.1.9. — Soient X u−→ C∆
S et X′ u′−→ C∆

S deux objets de Homplat(∆◦,B/S).128

Soient f , g : X → X′ deux morphismes dans Hom(∆◦,B/S) : s’il existe une homo-
topie simpliciale de f vers g, on a ηf = ηg.

Soit hn = Hom∆([n], [1])→ HomB/S(Xn,X′
n) une homotopie simpliciale de f vers

g. Soit I×D la catégorie obtenue à partir de I×D en ajoutant les flèches (1, n)→ (0, n)
correspondant bijectivement à hn(Hom([n], [1])) et les relations imposées par la com-
patibilité des hn pour n variable. Les données du lemme définissent une augmentation
plate XfX′ t−→ CΓ×D

S . Soit F • un complexe de C+(S) et J • une résolution de C+(t∗)(F •)
telle que pour tout entier n, Jn soit totalement acyclique objet par objet : il existe
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une homotopie simpliciale entre

C+(Γ(u′∗))(r
∗
0(J •))⇒ C+(Γ(u∗))(r+1 (J •))

d’où une homotopie lorsqu’on passe aux complexes « condensés ». (cf. (3.0.2.3)).

Définition 3.1.2. — Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que f est une équiva-
lence pour la G-1-descente cohomologique si ηf

G est un isomorphisme.

3.1.3. Nous noterons dans ce qui suit par Li : ∆→ ∆×∆ (resp. ci : ∆→ ∆×∆) le
foncteur canonique défini par [n]→ [n]× [i] (resp. [n]→ [i]× [n]).

Proposition 3.1.4. — Soient X u−→ C∆×∆
S et X′ u′−→ C∆×∆

S deux objets de Homplat((∆×
∆)◦,B/S). Soit f : X → X′ un morphisme au-dessus de S : on suppose que f∗ idLi

:
X ◦ Li → X′ ◦ Li (resp. f∗ idci : X ◦ ci → X′ ◦ ci) est une équivalence pour de la
G-1-descente cohomologique pour tout entier i. Alors f est une équivalence pour a
G-1-descente cohomologique.

D’après la description de ηf (cf. démonstration de (3.1.1)) il s’agit de montrer qu’un
certain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur la cohomologie
des complexes condensés : un raisonnement standard par suite spectrales permet alors
de conclure.

Proposition 3.1.5. — Soient X et X′ deux objets de Homplat(∆◦,B/S). Soit f : X→ 129

X′ un morphisme fonctoriel tel que fn : Xn → X′
n soit un morphisme de G-1-descente

cohomologique. Alors le morphisme canonique [[X|fX′]] → [[X′|idX′]] (cf. (1.2.7) est
une équivalence pour la G-1-descente cohomologique.

Résulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

Lemme 3.1.5.1. — Soient f : R → S un morphisme plat Y u−→ C∆
S et Y v−→ C∆

R

deux augmentations plates telles que le diagramme suivant soit commutatif dans
Hom(∆◦,B) :

Y
v //

u

��
??

??
??

??
??

??
? C∆

R

f
~~}}

}}
}}

}}
}}

}}
}

C∆
S

Si v est une augmentation de G-1-descente cohomologique, c’est une équivalence pour
la G-1-descente cohomologique.

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le résultat suivant :
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Proposition 3.1.6. — Soit X u−→ C∆×∆
S une augmentation plate. Pour que u soit une

augmentation de G-1-descente cohomologique, il suffit que X◦Li

u∗idLi−−−−→ C∆
S (resp. X◦

Ci

u∗idCi−−−−→ C∆
S ) le soit pour tout entier i.

Cela résulte de la construction explicite de R+
G u∗ (cf. (2.3.10)).

Corollaire 3.1.7. — Soit X u−→ C∆
S une augmentation pour que u soit de G-1-descente

cohomologique, il faut et il suffit que [[X|idX]]→ C∆×∆
S le soit.

130
3.2. Critères de localisation. —

Proposition 3.2.1. — Soit Y v−→ C∆
S une augmentation de G-1-descente cohomolo-

gique. Pour qu’une augmentation plate X u−→ C∆
S soit de G-1-descente cohomologique,

il suffit qu’elle le devienne après tous les changements de base Yn → S.

Au moyen des changements de base Yn → S, on construit un objet semi-simplicial
double X

S
Y augmenté vers S. D’après (3.1.4) et (3.1.5.1) le morphisme canonique

X
S
Y −→ [[X|idX]] est une équivalence pour la G-1-descente cohomologique : en vertu

de (3.1.7), il suffit de montrer que l’augmentation de X
S
Y vers S est de G-1-descente

cohomologique. Or ceci résulte du fait que le morphisme canonique X
S
Y −→ [[Y|idY]]

est une équivalence pour la G-1-descente cohomologique : on utilise encore (3.1.4),
(3.1.5.1) et (3.1.7).

3.2.2. Soit

(3.2.2.1)

Y′
g′

//

f ′

��

Y

f

��

X′
g

// X

un diagramme commutatif dans B et soit F un objet de Mod(E 0
S ,OS) : il existe un

morphisme et un seul ϕ(F) : g∗(f∗(F)) → f ′ ∗ (g′∗(F)) tel que le diagramme suivant
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(dans Mod(E 0,O)), soit commutatif :

(3.2.2.2)

f∗(F) //

zzuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
F

��

g∗(f∗(F))

$$I
IIIIIIIIIIIIIIIIII

g′∗(F)

f ′∗(g′∗(F)).

;;wwwwwwwwwwwwwwwwww

Si l’on suppose maintenant que toutes les flèches de (3.2.2.1) sont plates, on définit 131

de la même manière un morphisme, dit de changement de base :

(3.2.2.3) ξG : L+
Gg∗ ◦ R+

G f
∗ −→ R+

G f
′∗ ◦ L+

Gg
′
∗.

Définition 3.2.2.4. — On dit que le diagramme (3.2.2.1) vérifie le théorème du chan-
gement de base relativement à G si f , g, f ′, g′ sont des morphismes plats et si ξG est
un isomorphisme.

3.2.3. Soient h : S → S′ un morphisme plat dans B, X u−→ C∆
S et X′ u′−→ C∆

S′ deux
augmentations plates. Soit f : X→ X′ un morphisme fonctoriel tel que le diagramme
(dans Hom(∆0,B))

(3.2.3.1)

X
f

//

u

��

X′

u′

��

C∆
S

hc // C∆
S′

soit commutatif. (hc désigne le morphisme fonctoriel constant défini par h).
Soit K • un complexe de D+(S′) : le morphisme

ηf
G(K •) : R+ u′∗ ◦ L+u′

∗(K •) −→ R+(hc ◦ u)∗ ◦ L+(hc ◦ u) ∗ (K •)

induit, compte tenu des identités :

R+(hc ◦ u)∗ ' R+ h∗ ◦ R+ u∗ et L+(hc ◦ u)∗ ' L+(u∗) ◦ L+h∗
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un morphisme chf,h
G (K •), fonctoriel en K •, tel que le diagramme suivant soit commu-

tatif :
(3.2.3.2)

L+
Gh∗ ◦ R+

G u
′
∗L

+
Gu

′∗(K •)
ch

f,h(K •)

G // R+
G u∗ ◦ L

+
Gu

∗ ◦ L+
Gh∗(K

•)

L+
Gh∗(K

•)

L+
Gh∗(α(K •))

ccGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGG

;;vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
.

Lemme 3.2.3.3. — Supposons que, pour tout entier i, le diagramme132

Xi

ui

��

fi
// X′

i

u′i

��

S
h // S′

vérifie le théorème du changement de base relativement à G. Alors chf,h
G est un iso-

morphisme.

On peut calculer chf,h
G (K •) de la manière suivante : on considère l’augmentation

XfX′ (hc◦u)fu′−−−−−−→ C∆′

S (cf. (3.1.1.2)) et l’on choisit une résolution J • de K+((hc ◦ u)fu′
∗
)(K •)

telle que, pour tout entier n, Jn soit totalement acyclique objet par objet.
On obtient un quasi-isomorphisme

θ : K+(Γ(f∗))(r∗0J •) −→ r∗1(J •)

et un morphisme

t : K+(Γ(h∗c)) ◦K+(Γ(u′α))(r∗0(J •)) −→ K+(Γ(u∗))(r∗1(J •))

qui admet la factorisation :

K+(Γ(h∗c)) ◦K+(Γ(u′∗))(r
∗
0(J •))

ϕ−→ K+(Γ(u∗)) ◦K+(Γ(f∗))(r∗0(J •))
K+(Γ(u∗))(θ)−−−−−−−−−→

−→ K+(Γ(u∗))(r∗1(J •))

et chf,h(K •) s’obtient en prenant l’image de t par le foncteur R+ εZ •∗ .133



vbis TECHNIQUES DE DESCENTE COHOMOLOGIQUE 97

Or, la factorisation précédente montre que, t s’identifie « objet par objet » aux
morphismes de changement de base relatifs aux diagrammes :

Xi

ui

��

fi
// X′

i

u′i

��

S
h // S′

on en déduit, par suites spectrales, que chf,h
G (K •) est un isomorphisme, ce qui achève

la démonstration.
Ceci nous conduit à un second critère de localisation :

Proposition 3.2.4. — Soit X u−→ C∆
S un objet de Homplat(∆◦,B/S). Pour que u soit

une augmentation de G-1-descente cohomologique, il suffit qu’elle le devienne après
« suffisamment pour G » (∗) de changements de base plats h : S′ → S tels que les
diagrammes cartésiens

X′
i

��

// Xi

��

S′
h // S

vérifient le théorème du changement de base relativement à G.

La proposition (3.2.4) est évidente à partir de (3.2.3.3), compte tenu du diagramme 134

(3.2.3.2).

3.3. Propriétés des morphismes de descente cohomologique. — Dans ce
numéro, nous supposons que l’ensemble des morphismes plats dans B est stable par
changement de base.

Proposition 3.3.1. — i = 1, 2.

a) Tout morphisme plat qui possède une section est un morphisme de G-2-descente
cohomologique universelle.

b) Soient f : X→ S un morphisme plat, g : S′ → S un morphisme de G-i-descente
cohomologique, X′ = X

S
S′, f ′ = f(S′) : X′ → S′. Pour que f soit de G-i-descente

cohomologique universelle, il faut et il suffit que f ′ le soit.

(∗)L’expression « suffisamment pour G » signifie qu’il existe une famille (Sα
hα−−→ S)α∈A de mor-

phismes plats vérifiant les conditions précédentes et tels que la famille de foncteurs (hα∗ : GS →
GSα )α∈A soit conservative.
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c) Si le composé de deux morphismes f : X → Y, g : Y → Z est de G-i-descente
cohomologique universelle, g est de G-i-descente cohomologique universelle.

d) Le composé de deux morphismes de G-i-descente cohomologique universelle est
un morphisme de G-i-descente cohomologique universelle.

e) Si f : X→ X′ et g : Y → Y′ sont deux S-morphismes de G-i-descente cohomo-
logique universelle, f

S
g est de G-i-descente cohomologique universelle.

f) Soit (uα : Xα → Yα)α∈A une famille de morphismes de G-i-descente cohomolo-
gique. Alors quα : qα∈AXα → qα∈AYα est un morphisme de G-i-descente cohomo-
logique.

Démonstration. En ce qui concerne la descente effective relativement à G nous ren-135

voyons à [4].

a) Au moyen d’une section s de f on compare les objets semi-simpliciaux aug-
mentés vers S : [X|fS] et [S|idS] ; grâce à (3.0.2.4) on obtient une équivalence pour la
G-1-descente cohomologique.

b) Résulte de (3.2.1).
c) Résulte de a) et b).
d) Soient f : X→ Y et g : Y → S deux morphismes de G-1-descente cohomologique

universelle. Posons h = g ◦ f et considérons le produit fibré :

Y

g

��

R

g′

��

h′oo

S X
h

oo

g′ possède une section s : X→ R tel que h′ ◦ s = f . D’après c) h′ est de G-1-descente
universelle et il en est de même de h d’après b).

e) Résulte formellement de b) et d).
f) Soit (Zλ)λ∈Λ une famille d’objets de B. Il résulte des hypothèses (3.0.0) que l’on

dispose d’un équivalence canonique

Mod
(
E 0‘

λ Zλ
,O‘

λ Zλ

)
∼−→

∏
λ

Mod(E ◦
Zλ
,OZλ

)

induisant une équivalence
G‘

λ Zλ

∼−→
∏
λ

GZλ
.

De plus, si (Qλ)λ ∈
∏

λ Mod(E 0
Zλ
,OZλ

) est totalement acyclique, Qλ est totalement
acyclique pour tout λ.

Soit maintenant (uλ : Xλ → Yλ)λ∈Λ une famille de morphismes de G-1-descente
cohomologique : puisque les sommes directes dans B sont disjointes et universelles, on136
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a pour tout n, une identification[∐
λ

Xλ|‘ uλ

∐
Yλ

]
n

'
∐
λ

[Xλ|uλ
Yλ]n

qui est fonctorielle en n. On déduit alors des remarques précédentes et du calcul expli-
cite de R+

G θ∗ (cf. (2.3)) que
∐

λ uλ est un morphisme de G-1-descente cohomologique :
les détails sont laissés au lecteur. On laisse aussi à ce dernier le soin de vérifier que∐

λ uλ reste de G-1-descente cohomologique après tout changement de base s’il en est
de même de uλ pour tout λ.

3.3.2. Si l’on associe à chaque objet X de B l’ensemble des familles de morphismes
(Xα → X)α∈A telles que

∐
α Xα → X soit un morphisme de G-i-descente cohomolo-

gique universelle on définit, en vertu de (3.3.1), une prétopologie sur B.
La topologie engendrée par cette prétopologie s’appelle la topologie de la G-i-

descente cohomologique. Il résulte de [(3.3.1)-c)] que les morphismes couvrants pour
cette topologie sont exactement les morphismes de G-i-descente cohomologique uni-
verselle. Notons enfin que la topologie de la G-2-descente cohomologique est moins
fine que la topologie de la G◦-descente [cf. [4] (6.23)].

Théorème 3.3.3. — On suppose que toutes les flèches de B sont plates. Soit S un
objet de B ; tout hyperrecouvrement de S, pour la topologie de la G-1-descente co-
homologique, dont tous les objets sont représentables (cf. V appendice) définit une
augmentation de G-1-descente cohomologique universelle.

La démonstration se fait en deux étapes : précisons que tous les cosquelettes seront
calculés dans la catégorie B/S.

Lemme 3.3.3.1. — Soit X un objet de Hom(∆◦,B/S) pour que X soit de 1-descente 137

cohomologique (resp. universelle), il suffit que coskn(X) le soit pour tout n assez grand.

Soit en effet αn : X → coskn(X) le morphisme canonique : on vérifie alors que
si K • est un complexe de D+

GS
(S) tel que Hj(K •) = 0 pour j < N, Hi(ηαn

G ) est un
isomorphisme pour i < N + n, d’où l’assertion.

Lemme 3.3.3.2. — Soient n un entier > 0, X et X′ deux objets simpliciaux de B/S.
Soit f : X→ X′ un morphisme. On suppose que :

(i) X→ coskn+1(X) est un isomorphisme.
(ii) X′ → coskn+1(X′) est un isomorphisme.
(iii) fi : X′

i → Xi est un isomorphisme pour i 6 n.
(iv) fn+1 est un morphisme de G-1-descente cohomologique universelle.

Alors si X est de G-1-descente cohomologique universelle, il en est de même de X′.

Il est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) démontrent le théorème (3.3.3) par récurrence.
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Lemme 3.3.3.3. — Sous les hypothèses de (3.3.3.2), les morphismes fp sont tous de
G-1-descente cohomologique universelle.

C’est trivial pour p 6 n + 1. Pour p > n + 1, Xp (resp. X′
p) peut s’écrire comme

lim←− ∆+

n+1[p]

Xq (resp. lim←− ∆+

n+1[p]

X′
q). Or pour toute flèche ι : i → j de ∆+

n+1[p] on a un

diagramme commutatif à lignes exactes :

K′
ι

//

aι

��

∏
X′

2
// X′

i

fi

��

r ∈ ob( ∆+

n+1[p]
)

��

// X′
j

//

Kι
//
∏

X2
// Xi

ob( ∆+

n+1[p]
) // Xj //

dont le carré de gauche est cartésien (ou bien i = n+1 = j et ι = id, ou bien i < n+1138

et fi est un isomorphisme). Utilisant alors (3.3.1) on voit que αι est un morphisme de
G-1-descente cohomologique universelle. On achève la démonstration en remarquant
que fp s’identifie au morphisme canonique ∩

ι
K′

ι
Xαι−−→ ∩

ι
Kι.

Soit [X′/X]p le produit fibré itéré (p + 1)-uple de X′ au-dessus de X. Grâce à
(3.3.3.3), il suffit de vérifier (3.3.3.2) après un changement de base [X′/X]p → X.
Après un tel changement de base, les hypothèses de (3.3.3.2) sont encore vérifiées, et
de plus fn+1 admet une section. On peut alors appliquer (3.0.2.4) pour achever la
démonstration.

En ce qui concerne la descente effective, on a :

Proposition 3.3.4. — Soit X : ∆0 → B/S un foncteur. On suppose que X0 → S
est un morphisme de G0-2-descente universelle ainsi que les morphismes Xn+1 →
(coskn(X))n+1 pour n = 0, 1. Alors le foncteur X est G0-2-fidèle et le reste après tout
changement de base (autrement dit X définit une augmentation de descente effective
universelle au sens de (2.4.11)).

D’après [4] (7.12), il suffit de voir que i∗2(X) est G0-2-fidèle et on utilise pour ce
faire les lemmes suivants :

Lemme 3.3.4.1. — Soient X et X′ deux foncteurs ∆
2

0 −→ B/S et un diagramme com-139
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mutatif :
X′

2
//
//

//

k

��

X′
1oo

oo //
// X′

0
oo // S

X2
//
//

//
X1oo

oo //
// X0

oo // S

tel que k soit un morphisme de G◦-0-descente. Alors si X est G◦-2-fidèle, il en est de
même de X′.

Évident.

Lemme 3.3.4.2. — Soient X et X′ deux foncteurs ∆
2

0 −→ B/S et un diagramme com-

mutatif

X′
2

∂1
//

∂0
//

∂2
//

f2

��

X′
1oo

oo ∂0
//

∂1
//

f1

��

X′
0

σ0
oo // S

X2
//

//

//

X1oo

oo //

// X0
oo // S

tel que f1 soit de G0-1-descente et f2 de G◦-0-descente. On suppose de plus que
X′

2
∼−→ (cosk)1(X′))2. Alors si X est G◦-2-fidèle, il en est de même de X′.

Soient X′′
1 = X′

1
X1

X′
1, ∂0 : X′′

1 → X′
1 et ∂1 : X′′

1 → X′
1 les deux projections.

Grâce à la définition d’un cosquelette, on définit une flèche ϕ : X′′
1 → X′

2 telle que :
∂0 ◦ ϕ = ∂0

∂1 ◦ ϕ = ∂1

∂2 ◦ ϕ = σ0∂1∂0 = σ0∂1∂1.

Soit maintenant une donnée de descente sur X′ ; d’où un objet sur X0, deux objets 140

sur X1, un isomorphisme entre eux sur X′
1. Grâce à ϕ, on voit que les deux images

réciproques de ces isomorphismes sur X′′
1 sont égales. Puisque f est de 1-descente,

on attrape un isomorphisme entre les deux objet sur X1 ; cet isomorphisme est une
donnée de descente (grâce au fait que X′

2 → X2 est de 0-descente), et on a gagné.

Corollaire 3.3.5. — On suppose que toutes les flèches de B sont plates : tout hyperre-
couvrement de S, pour la topologie de la G-2-descente cohomologique, dont les objets
sont représentables, définit une augmentation de G-2-descente cohomologique univer-
selle.
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4. Exemples

4.1. Faisceaux de groupes abéliens sur les espaces topologiques. —

4.1.0. Dans ce numéro Top désigne la catégorie des espaces topologiques [éléments de
l’univers fixé U ] : on définit une catégorie E bifibrée en duaux de topos au-dessus de
Top en prenant pour objets les couples (X,F), où X est un espace topologique et F un
faisceau d’ensembles sur X, et pour morphismes les couples (f, ϕ) : (X,F) → (Y,H)
où f : X → Y est une application continue et ϕ : H → f∗(F) un morphisme de
faisceaux. On prend pour O la section de E 0 au-dessus de Top0 qui associe à chaque
espace topologique le faisceau constant ZX : on posera G = Mod(E 0,O) de sorte que,
pour tout espace topologique X, GX s’identifie à la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X.

Rappelons qu’un morphisme f : X→ Y est séparé si la diagonale de X
Y

X est fer-

mée. Un morphisme propre est un morphisme séparé et universellement fermé (prendre
garde que cette définition est plus restrictive que celle de Bourbaki).

La démonstration du « théorème de changement de base » ci-dessous est inspirée141

de ([5] II(4.11.1).

Théorème 4.1.1. — Soient f : X → Y un morphisme propre, F un faisceau abélien
sur X et un diagramme cartésien

X′
g′

//

f ′

��

X

f

��

Y′
g

// Y.

Alors, l’application canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3)

g∗Rif∗F
∼−→ Rif ′∗g

′∗F

est un isomorphisme.

Ce théorème équivaut au corollaire suivant (le corollaire s’obtient en faisant Y′ =
(Point) ; le théorème s’obtient en appliquant le corollaire à f et f ′).

Corollaire 4.1.2. — Soient f : X → Y un morphisme propre, F un faisceau abélien
sur X et y ∈ Y. L’application canonique

(Rif∗F)y −→ Hi(f−1(y),F)

est bijective.

Par définition, pour U parcourant les voisinages de Y, on a

(Rif∗F)y = lim−→Hi(f−1(U),F).
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Puisque f est fermé, les f−1(U) forment un système fondamental de voisinages de
f−1(y) et (4.1.3) résulte du lemme suivant.

Lemme 4.1.3. — Soient X un espace topologique, K ⊂ X et F un faisceau abélien sur 142

X. On suppose que K est compact et que deux points distincts quelconques de K ont,
dans X, des voisinages disjoints. Alors, pour U parcourant les voisinages de K, on a

(4.1.3.1) lim−→Hi(U,F) ∼−→ Hi(K,F).

Nous traiterons d’abord le cas i = 0. Dans ce ces, il est clair que (4.1.3.1) est
injectif. Pour la surjectivité, nous utiliserons

Lemme 4.1.4. — Sous les hypothèses de (4.1.3), si A et B sont deux fermés de K et
W un voisinage de A ∩ B dans X, il existe des voisinages U et V de A et B dans X
tels que U ∩V ⊂W.

Nous traiterons d’abord le cas où A est réduit à un point a. L’assertion est triviale
si a ∈ B (prendre U = W). Si a 6∈ B il existe pour chaque b ∈ B des voisinages ouverts
disjoints Ub et Vb de a et b dans X. On prend pour V une réunion finie de Vb qui
comme B, et pour U l’intersection des Ub correspondants.

Dans le cas général, pour chaque a ∈ A, il existe des voisinages ouverts Ua et Va

de a et B dans X avec Ua ∩Va ⊂W. On prend pour U une réunion finie des Ua, qui
couvre A, et pour V l’intersection correspondante des Va.

Revenons à (4.1.3). Si s ∈ H◦(K,F), il existe un recouvrement ouvert Ui de K dans
X et des si ∈ H◦(Ui,F) tels que si = s sur Ui∩K. On peut supposer les Ui en nombre
fini. Soit (Ki) un recouvrement fermé de K, avec Ki ⊂ K ∩ Ui. Soit Wy l’ouvert de
Ui∩Uj où si = sj ; on a Ki∩Kj ⊂Wij . Appliquons (4.1.4) à tous les couples (Ki,Kj)
et aux Wij : on trouve des ouverts Vij avec Ki ⊂ Vij ⊂ Ui et Vij ∩ Vji ⊂Wij . Soit
U′

i = ∩
j

Vij : on a Ki ⊂ U′
i ⊂ Ui, et si = sj sur U′

i ∩ U′
j . Les si se recollent donc sur 143

le voisinage de K réunion des U′
i, et (4.1.3.1) est surjectif (donc bijectif) pour i = 0.

Lemme 4.1.5. — Si F est flasque, le faisceau F|K sur K est mou.

Soit A ⊂ K un fermé dans K. Toute section de F sur A se prolonge à un voisinage,
d’après ce qui précède. Puisque F est flasque, elle se prolonge à X, et a fortiori à K.

Prouvons (4.1.3). Soit F∗ une résolution flasque de F. On a

lim−→Hi(U,F) = lim−→Hi(Γ(U,F∗)) = Hi lim−→Γ(U,F∗) = 4.1.3(i = 0)HiΓ(K,F∗)
(4.1.5)

= Hi(K,F).

Corollaire 4.1.6. — Soit f : X→ Y un morphisme propre et surjectif d’espaces topo-
logiques. Alors, f est de G-1-descente cohomologique.

Résulte de (4.1.2) et (3.2.4).
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Corollaire 4.1.7. — Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement fermé localement fini d’un es-
pace topologique X. Alors le morphisme canonique f :

∐
i∈I Ui → X est un morphisme

de G-1-descente cohomologique.

En effet f est propre et surjectif. En appliquant (2.5.6), on retrouve la suite spec-
trale de [[5]. II (5.2.4)] (cf. l’introduction).

Proposition 4.1.8. — Soit f : X → Y un homomorphisme local surjectif d’espace to-
pologique. Alors f est un morphisme de G-1-descente cohomologique universelle.

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4)), on est ramené au cas où f possède une section.

Corollaire 4.1.9. — Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert d’un espace topologique144

X. Alors le morphisme canonique f :
∐

i∈I Ui → X est un morphisme de G-1-descente
cohomologique universelle.

La suite spectrale de descente donne alors [[5] II (5.4.1)] (cf. l’Introduction).

Remarque 4.1.10. — Les démonstrations de (VIII 9) montrent que l’on peut rem-
placer « 1-descente cohomologique » par « 2-descente cohomologique » dans tous les
énoncés qui précèdent.

4.2. Modules quasi-cohérents sur les schémas. —

4.2.0. Soit (Sch)s la catégorie dont les objets sont les schémas éléments de U et
les flèches les morphismes quasi-compacts et quasi-séparés : on définit une catégorie
E bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch)s en prenant pour objets les couples
(X,F) où X est un schéma et F un faisceau sur X (pour la topologie de Zariski), et pour
morphismes les couples (f, ϕ) : (X,F) → (Y,G), où f : X → Y est une application
continue et ϕ : G→ f∗(F) un morphisme de faisceaux. On prend pour O la section de
E 0 au-dessus de (Sch)0s qui associe à tout schéma son faisceaux structural ; on prend
pour G la sous-catégorie de Mod(E 0,O) telle que pour tout schéma X, GX soit la
catégorie des modules quasi-cohérents sur X.

Proposition 4.2.1. — Tout morphisme f : X → Y fidèlement plat quasi-compact et
quasi-séparé est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle.

D’après [SGA I (VIII 5.2)], f est un morphisme de G0-descente effective. En vertu
de [EGA IV (1.7.21)], on peut appliquer (3.2.4) au carré cartésien :

X
Y

X //

��

X

f

��

X
f

// Y
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1454.3. Faisceaux étales sur les schémas. —

4.3.0. Soit (Sch) la catégorie de tous les schémas appartenant à U : on définit donc
une catégorie E bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch) en prenant pour objets
les couples (X,F), où X est un schéma et F un faisceau étale sur X, et pour morphismes
les couples (f, ϕ) : (X,F) → (Y,G ), où f : X → Y est un morphisme de schémas et
ϕ : G → f∗(F) est un morphisme de faisceaux.

Soit n un entier > 0 : on désigne par On la section de E 0 au-dessus de (Sch)0 qui
associe à tout schéma X le faisceau constant (Z/nZ)X. On posera Fn = Mod(E 0,On)
de sorte que, pour tout schéma X, FnX s’identifie à la catégorie des faisceaux de
(Z/nZ-modules sur X.

4.3.1. Soit maintenant (Sch)s la sous-catégorie de (Sch) dont les objet sont les sché-
mas éléments de U et dont les flèches sont les morphismes quasi-compacts et quasi-
séparés. On désigne par Es la catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch)s

déduite de E par le changement de base (Sch)s → (Sch) ; on désigne encore par O0

la restriction de O0 à (Sch)s. Soit G ⊂ Mod(E 0
s ,O0) la sous-catégorie fibrée et cofi-

brée de Mod(E 0
s ,O0) telle que pour tout schéma X, GX soit la catégorie des faisceaux

abéliens de torsion sur X : le lecteur notera que la condition (2.4.1.1) est vérifiée.

Proposition 4.3.2. — Soit f : X → Y un morphisme propre surjectif. Alors f est un
morphisme de Fn-2-descente cohomologique universelle pour n > 1. Considéré comme
morphisme de (Sch)s, f est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle.

D’après (VIII 9.4) f est un morphisme de F0-descente effective et d’après (XII.(5.1)), 146

on peut appliquer (3.2.4) au diagramme cartésien :

X
Y

X //

��

X

f

��

X
f

// Y.

Proposition 4.3.3. — Soit f : X→ Y un morphisme surjectif de schémas. On suppose
que l’une des hypothèses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.
b) Y est localement noethérien, f est universellement ouvert et localement de pré-

sentation finie.
c) f est plat et localement de présentation finie.

Alors f est un morphisme de Fn-2-descente cohomologique, pour tout n > 0.

a) On recopie la démonstration de (4.3.2) en remplaçant (XII. (5.1)) par ((VIII 5.6)).
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b) La question étant locale sur Y, on peut supposer que Y est noethérien. On
applique (EGA IV (14.5.10)). Par (3.3.1) et a) on se ramène au cas où tout point y
de Y possède un voisinage U tel que f−1(U) → U possède une section et on gagne
par (3.2.4).

c) Il s’agit de montrer que f est un morphisme de F-1-descente cohomologique (on
sait par ((VIII 9.4)) que f est un morphisme de F0-descente effective).

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4)), on peut supposer que Y est affine d’anneau A.
On peut alors écrire Spec A = lim←−i∈I

Spec Ai, où I est un ensemble ordonné filtrant
et Ai un anneau noethérien pour tout i, avec X = lim←−Xi, où, pour tout i, Xi est un
schéma plat et localement de présentation finie sur Spec Ai tel que fi : Xi → Spec Ai

soit surjectif ; de plus, les diagrammes :

X //

f

��

Xi

fi

��

Y
ui // Spec Ai

sont cartésiens.147

Soit F un faisceau abélien sur Y : on a F = lim−→i
u∗i ui∗(F) de sorte que, par un

passage à la limite standard, on est ramené au cas où F provient d’un faisceau sur
Spec Ai pour un certain i, et b) permet de conclure.

Remarque 4.3.4. — Si f : X→ Y est entier, on a Rqf∗ = 0 pour q > 0. On en conclut
facilement qu’il n’est pas nécessaire de se limiter aux complexes bornés inférieurement
pour faire de la descente au moyen de f .

Corollaire 4.3.5. — Soit (Xα
uα−−→ X)α∈A une famille couvrante pour la topologie étale.

Alors
∐

α∈A Xα → X est un morphisme Fn-2-descente cohomologique universelle pour
tout n > 0.

En effet, il existe une factorisation ∐
a∈A

Xα

  
AA

AA
AA

AA
AA

AA
A

X

>>}}}}}}}}}}}}} h // X

où h est un morphisme étale surjectif.
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5. Applications
148

5.1. Construction d’objets simpliciaux. —

5.1.0. Jusqu’au numéro (5.1.3) compris, H est une catégorie où les limites projectives
finis non vides existent et où les sommes finies existent, sont disjointes et universelles.
Si X : ∆0 → H est un objet simplicial de H, nous noterons dk

i : Xk → Xk−1 (resp. sk
i :

Xk → Xk+1) pour i ∈ [k] et 0 6 k les flèches correspondantes aux opérateurs « faces »
∂i

k : [k − 1] → [k] (resp. aux opérateurs de dégénérescence σi
k : [k] → [k + 1]) (cf. [3]

II 2).

Définition 5.1.1. — Un objet simplicial X : ∆0 → H de H est σ-scindé s’il existe une
famille de sous-objets NXj des Xj (j > 0) telle que les morphismes

hi :
∐

Hom∆− ([i],[j])
j6i

NXj −→ Xi

soient des isomorphismes.

De même, un objet simplicial k-tronqué X : ∆0
k → H est σ-scindé s’il existe des

NXj (0 6 j 6 k) vérifiant la condition précédente pour i 6 k.
Les NXj sont uniquement déterminés par X. En effet, si X est σ-scindé, les opéra-

teurs de dégénérescence sk−1
` : Xk−1 → Xk sont des isomorphismes de Xk−1 avec des

facteurs directs de Xk, et

NXk = ∩̀ (complément de sk
` (Xk−1)).

Pour k = 0, NX0 = X0.

5.1.2. Pour X un objet simplicial (n + 1)-tronqué σ-scindé de H, nous désignerons
par αn(X) le triple consistant en

a) la restriction i∗n(X) de X à ∆0
n.

b) NXn+1, 149

c) l’application évidente de NXn+1 dans (cosqn(X))n+1

Ce triple (Y,N, β) vérifie la condition suivante
(∗) Y est un objet simplicial n-tronqué σ-scindé de H, et β est une application de N
dans (cosqY)n+1.

Proposition 5.1.3. — Soit (Y,N, β) un triple vérifiant (∗) ci-dessus.

(i) A isomorphisme unique près, il existe un et un seul X : ∆0
n+1 → H σ-scindé,

avec αn(X) ' (Y,N, β),
(ii) Il revient au même de se donner un morphisme f de X dans un objet simplicial

tronqué Z : ∆0
n+1 → H, ou de se donner

a) un morphisme f ′ : Y → i∗n(Z) ;
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b) un morphisme f ′′ : N→ Zn+1 tel que le diagramme

N //

f ′′

��

(cosqn Y)n+1

f ′

��

Zn+1
// (cosqn Z)n+1

soit commutatif.

Construisons X.
On pose : Y′

n = (coskn Y)n+1 et on note d′n+1
i : Y′

n+1 → Yn (resp. s′ni : Yn →
Y′

n+1) les opérateurs de face (resp. de dégénérescence) obtenu par fonctorialité.
+ On pose Yn+1 = N

∐
(
∐

Hom
∆−

`6n

([n+1],[`]) NY`) et soit α : Yn+1 → Y′
n+1 la flèche

dont les composantes sont β et les flèches MY` → Y` → Y′
n+1 pour tout épimorphisme

[n+ 1]→ [`] avec ` 6 n.
+ Soit sn

i : Yn '
∐

Hom
∆−

`′6n

([n],[`′]) NY`′ → Xn+1 la flèche induite par σi
n, de sorte150

que

(I) α ◦ sn
i = s′

n
i .

On pose
(II) dn+1

i = d′
n+1
i ◦ α.

+ Pour montrer que l’on définit ainsi un objet de Hom(∆0
n+1,H), il suffit, d’après

[[3]. II (2.4)] de vérifier les formules.

a) dn
i · d

n+1
j = dn

j−1 · d
n+1
i i < j

b) sn
i · s

n−1
j = sn

j+1 · s
n−1
i i 6 j

c) dn+1
i · sn

j =


sn−1

j−1 · dn
i i < j

id i = j ou i = j + 1

sn−1
j · dn

i−1 i > j + 1.

Les formules a) et c) sont évidentes en vertu de (I) et (II), car on sait que a) et c)
sont vérifiées si l’on remplace dn+1

i par d′n+1
i et sn

i par s′ni .
La formule b) est vérifiée par construction.
On laisse au lecteur le soin de vérifier que l’objet X obtenu vérifie 5.1.3.

+ On prendra garde que le foncteur construit dans la démonstration de 5.1.3, de la
catégorie des triples vérifiant (5.1.2) (∗) dans les objets simpliciaux n + 1-tronqués,
est fidèle mais non pleinement fidèle.

La proposition 5.1.3 fournit un procédé très commode pour construire par induction
des objets simpliciaux de H. Dans la fin de ce numéro, nous formalisons cette remarque
sous la forme qui sera utilisé en 5.2 et 5.3.
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5.1.4. Soient E π−→ B un foncteur tel que pour tout objet b de B, la catégorie fibre Eb 151

soit non vide et vérifie les conditions de (5.1.0).
Soit Q une propriété d’un objet de E, stable par isomorphisme : on suppose que

les conditions suivantes sont réalisées :

a) Pour tout objet b de B il existe un objet x de Eb vérifiant Q.
b) Pour tout objet b de B et tout couple (x, y) d’objets de Eb vérifiant Q, il existe

un objet z de Eb vérifiant Q et des morphismes z → x, z → Y dans Eb.
c) Pour tout morphisme b′ t−→ b de B et tout objet x de Eb vérifiant Q, il existe un

objet x′ de Eb, vérifiant Q et un morphisme x′ → x au-dessus de t.
Soit d’autre part P une propriété d’une flèche de E au-dessus d’une identité stable

par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes sont réalisées :
d) Pour tout objet b de B et tout objet x de Eb il existe une flèche y → x dans Eb

vérifiant P.
e) Pour tout objet G de B, tout diagramme dans Eb de la forme

u
f

// x

z

??~~~~~~~

��
??

??
??

?

v
g

// y

où f et g vérifient P, peut se compléter en un diagramme commutatif dans Eb

u
f

// x

w
h //

BB����������

��
88

88
88

88
88

z

CC����������

��
77

77
77

77
7

v
g

// y

où h vérifie P. 152
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f) Pour tout morphisme b′ t−→ b de B et tout morphisme x f−→ y de Eb vérifiant P,

il existe un morphisme x′ f ′−→ y′ de Eb′ vérifiant P et un diagramme commutatif

x′
α //

f ′

��

x

f

��

y′
β

// y

où α et β sont des morphismes au-dessus de t.

Définition 5.1.5. — Avec les notations de (5.1.4), nous dirons qu’un objet X de Hom(∆0,E)
vérifie la condition (APQ) si les conditions suivantes sont remplies :

(i) L’image de π ◦X est l’objet simplicial constant défini par un objet G de B.
(ii) En tant qu’objet de Hom(∆0,Eb), X est σ-scindé.
(iii) X0 vérifie la condition Q.
(iv) Pour tout entier n, la flèche NXn+1 → (cosqn X)n+1 vérifie la condition P.

5.1.6. On désigne par E(APQ) la sous-catégorie de Hom(∆0,E) dont les objets sont
les objets simpliciaux vérifiant (APQ) et dont les morphismes sont les morphismes
X α−→ Y de Hom(∆0,E) tels que π(αn) : π(Xn)→ π(Yn) soit le même morphisme de
B pour tout n. Il existe alors un foncteur canonique π : E(APQ) → B.

Proposition 5.1.7. — Le foncteur π est surjectif. De plus, pour tout objet b de B et153

tout couple (X,Y) d’objets de E(APQ),b, il existe un diagramme

Z

����
��

��
��

��
��

�

��
??

??
??

??
??

??
?

X Y

dans E(APQ),b.

La démonstration est triviale à partir de (5.1.3), en vertu des hypothèses faites en
(5.1.4).

Proposition 5.1.8. — Soient C une catégorie et F un foncteur E(APQ) → C ; on intro-
duit les conditions suivantes pour F :

(i) Pour tout objet b de B, la restriction de F à E(APQ),b se factorise à travers la
catégorie grossière (∗) définie par les objets de E(APQ),b.

(∗)Une catégorie est dite grossière si pour tout couple (x, y) d’objets, Hom(x, y) est réduit à un
élément et un seul.
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(ii) Pour tout morphisme t : b′ → b de B et tout couple (X′ → X,Y′ → Y) de
morphismes au-dessus de t, le diagramme suivant est commutatif :

F(X′) //

α

��

F(X)

α

��

F(Y′) // F(Y)

où α et α′ sont les flèches déterminées par la condition (i).

Alors, le foncteur G→ G ◦ π induit une équivalence entre la catégorie Hom(B,C)
et la sous-catégorie pleine de Hom(E(APQ),C) définie par les foncteurs vérifiant les
conditions (i) et (ii).

Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. Indiquons simplement la 154

manière dont on procède pour montrer que le foncteur précédent est essentiellement
surjectif.

Soit F : E(APQ) → C un foncteur vérifiant les conditions (i) et (ii) : pour tout objet
b de B, on choisit un objet X de E(APQ),b et on pose F(b) = F(X) ; on vérifie alors que
F(b) varie fonctoriellement avec b.

5.2. Cohomologie singulière d’un schéma de type fini sur un corps de ca-
ractéristique nulle. — Dans ce numéro, k désignera un corps de caractéristique
nulle.

5.2.0. Nous désignerons par Schf /k (resp. Ann) la catégorie des schémas localement
de type fini sur k (resp. des espaces analytiques complexes). Tous les objets sim-
pliciaux de Schf /k (resp. Ann) seront considérés comme objets simpliciaux de Top
grâce au foncteur canonique Schf /k → Top (resp. Ann→ Top). Nous conservons les
données de (4.1.0) relatives à la descente cohomologique.

Suivant les notations usuelles, nous noterons S→ San le foncteur canonique Schf /C→
Ann défini dans G.A.G.A.

5.2.1. Soit X un objet simplicial de Sch /k (resp. Ann) : les compatibilités usuelles
pour la construction du complexe de De Rham d’un morphisme de schéma (resp. d’espaces
analytiques) permettent de construire un complexe ΩZar .

X/k (resp. Ω •

X/C) de D+((X,Z))
tel que pour tout entier i, R+ e∗i (Ω

Zar .
X/k ) (resp. R+ e∗i (Ω •

X/C)) soit le complexe De
Rham ΩZar .

X/k (resp. Ω •

Xi/C
).

Soit X u−→ C∆
S un objet simplicial de Schf /k (resp. Ann) muni d’une augmentation.

On définit HZar .
DR (u) (resp. H •

DR(u)) et H •(u,C)) comme étant les groupes d’hyperco-
homologie du complexe R+ u+(ΩZar .

X/k ) (resp. R+ u∗(Ω
•

X/C) et R+ u(C)).
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5.2.2. Si X u−→ C∆
S est un objet semi simplicial de Schf /C, on dispose de trois155

morphismes canoniques :

HZar .
DR (u) α−→ H •

DR(uan)

H •(uan,C)
β−→ H •

DR(uan)

H •(San,C)
γ−→ H •(uan,C).

Proposition 5.2.3. — Supposons, avec les notations de (5.2.2) que Xn soit lisse pour
tout n : alors α et β sont des isomorphismes. Si de plus Xan uan

−−→ C∆
San est un hyper-

recouvrement de San pour la topologie de la 1-descente cohomologique universelle, γ
est un isomorphisme.

Le fait que α soit un isomorphisme résulte de [[6], Th, 1′]. Il résulte du lemme de
Poincaré que β est un isomorphisme. La dernière partie de la proposition résulte de
(3.3.3).

5.2.4. Nous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas où B = Schf /k et où E est
la catégorie au-dessus de B telle que pour tout schéma S, la catégorie fibre ES soit la
catégorie des schémas de Schf /k au-dessus de S, les flèches au-dessus d’une flèche de
B étant évidentes. Nous dirons qu’un morphisme h : X→ Y au-dessus de S vérifie la
propriété P si X est lisse sur k et si h est composé d’un nombre fini de morphismes
vérifiant l’une des conditions suivantes :

(i) être somme d’une famille de morphismes étales et surjectifs
(ii) être somme d’une famille de morphismes propres et surjectifs.

Nous dirons qu’un schéma X de ES vérifie la propriété Q si le morphisme structural
X→ S vérifie la propriété P.

On laisse au lecteur le soin de vérifier, via la résolution des singularités, que toutes
les conditions de (5.1.4) sont vérifiées.

La donnée des groupes HZar .
DR (u) définit un foncteur contravariant de la catégorie156

E(APQ) dans la catégorie des groupes abéliens gradués, noté HZar .
DR .

Proposition 5.2.5. — Le foncteur HZar .
DR vérifie les conditions de (5.1.8).

Par le principe de Lefschetz, on est ramené au cas ou k = C. Dans ce cas, pour
tout morphisme S′ t−→ S et tout couple (u′ → u, v′ → v) de morphismes au-dessus de



vbis TECHNIQUES DE DESCENTE COHOMOLOGIQUE 113

t, on dispose d’un diagramme commutatif :

HZar .
DR (u′) //

γ−1.β−1.α

��

HZar .
DR (u)

γ−1.β−1.α

��

H •(S′ an,C)
H •(tan,C)

// H •(San,C)

HZar .
DR (v′) //

γ−1.β−1.α

OO

HZar .
DR (v)

γ−1.β−1.α

OO

ce qui achève la démonstration.

Définition 5.2.6. — Le foncteur contravariant défini par (5.1.8) à partir de HZar .
DR sera

noté H •(∗, k). Pour tout schéma S localement de type fini sur k, le groupe abélien
gradué H •(S, k) s’appellera la cohomologie singulière de S.

5.2.7. Nous allons terminer ce numéro par une illustration des principes généraux
qui y ont été introduits. Rappelons tout d’abord que si S est un espace analytique
complexe, la cohomologie de De Rham de S, notée H •

DR(S) est par définition l’hyper-
cohomologie du complexe de De Rham Ω •

S/C.

Proposition 5.2.8. — (Blum-Herrera). Soit S un schéma localement de type fini sur 157

C, la flèche canonique
H •(San,C) −→ H •

DR(San)

possède une rétraction (dans la catégorie des groupes abéliens gradués) fonctorielle en
S.

En vertu de (5.1.8) il suffit de considérer le morphisme H •(+,C) ◦ π → H •

DR ◦ π
obtenu à partir du précédent par composition avec π.

En utilisant, pour toute augmentation X u−→ C∆
S , le morphisme canonique Lu+(Ω •

S/C)→
Ω •

X/C, on définit un morphisme fonctoriel H •

DR◦π → H •

DR, de sorte que le diagramme
suivant soit commutatif :

H •

DR H •

DR ◦ πoo

H •(∗,C)◦π

vβ ◦ γ

OO ::uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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ce qui fournit la rétraction cherchée.

Remarque 5.2.9. — L’énoncé (5.2.8) reste valable pour tout espace analytique, dès
que l’on dispose de la résolution des singularités dans le cadre analytique.

5.3. Théories de Hodge mixtes. — Nous donnons ici un résultat de nature tech-
nique qui joue un rôle clef dans [2].
k est un corps de caractéristique nulle.

5.3.1. Soit Schfs /k la catégorie des schémas séparés et de type fini sur k ; on désigne
par E π−→ Schfs /k la catégorie au-dessus de Schfs /k définie de la façon suivante :
+ Si S est un objet de Schfs /k, un objet de ES est un triple (X,X, i) où X est un schéma158

réduit projectif au-dessus de k, X un schéma propre au-dessus de S et i : X→ X une
immersion ouverte au-dessus de k telle que i(X) soit dense dans X.
+ Si t : S′ → S est un morphisme de schémas, (X,X, i) un objet au-dessus de S
et (X

′
,X′, i′) un objet au-dessus de S′, un morphisme de (X,X, i) dans (X

′
,X′, i′)

au-dessus de t est un couple (h, h) où h : X
′ → X est un morphisme au-dessus de

k, et h : X′ → X un morphisme au-dessus de S, tel que le diagramme suivant soit
commutatif.

X′ i′ //

h

��

X
′

h

��

X
i // X.

N.B. : on remarque qu’il résulte des hypothèses de propreté que h
−1

(i(X)) = i(X′).

Lemme 5.3.2. — Pour tout objet S de Schfs /k, la catégorie ES est non vide, possède
des limites projectives non vides et des sommes directes finies qui sont disjointes et
universelles.

Le fait que la catégorie ES soit non vide résulte du lemme de Chow.
Nous n’indiquerons que la construction du produit direct de deux objets (X,X, i)

et (X
′
,X′, i′) de ES.

La flèche canonique j : X
S
X′ −→ X

k
X
′
est une immersion et on désigne par T le

sous-schéma réduit de X
k
X
′
ayant pour espace sous-jacent l’adhérence de l’image de

j : (T,X
S
X′

red, jred) vérifie la propriété universelle voulue.

5.3.3. Soit S un objet de Schfs /k : nous dirons qu’un objet (X,X, i) de ES vérifie159

la propriété Q si X est lisse sur k et si i(X) est le complémentaire d’un diviseur à
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croisement normaux. Nous dirons qu’un morphisme (h, h) : (X
′
,X′, i′) → (X,X, i)

vérifie la propriété P si h est surjectif et si (X
′
,X′, i′) vérifie la propriété Q.

Proposition 5.3.4. — Avec les notations de (5.3.3), toutes les conditions de (5.1.4)
sont vérifiées.

Les conditions a) b) d) et c) se vérifient facilement en utilisant la résolution des
singularités. De plus c) est conséquence de f) : il reste donc à vérifier f).

Il s’agit de voir que tout diagramme commutatif :

Z
iZ //

h
��

Z

h
��

X
iX //

��

X

��

S′
t // S // k

où (X,X, iX) et (Z,Z, iZ) sont des objets de ES avec h surjectif, peut se compléter en
un diagramme commutatif :

Z′ //

iZ′ ((QQQQQQQQQQQ

h′

��

Z
iZ

((QQQQQQQQQQQ

h
��

Z
′ //

��

Z

h

��

X′ h′ //

��

iX′ ((QQQQQQQQQQQ X

iX ((QQQQQQQQQQQ

��

X
′

��

// X

��

S′
t //

))RRRRRRRRRRRR S

((RRRRRRRRRRR

k k

où (X
′
,X′, iX′) et (Z

′
,Z′, iZ′) sont des objets de ES′ avec h′ surjectif. 160

On considère un diagramme

T
ϕ

//

_�

iT

��

S′
t // S

��

T
ψ

// k
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où ϕ est propre et ψ projectif : par changements de base on en déduit un diagramme :

Z
S
Tred //

p &&MMMMMMMM

��

Z

  B
BB

BB
BB

BB

��

Z
k
Tred //

��

Z

��

X
S
Tred //

��

q &&MMMMMMM
X

  B
BB

BB
BB

B

��

X
k
Tred

��

// X

��

T

((PPPPPPPPPPPPP // S′ // S

##G
GGGGGGG

T // k

où p et q sont des immersions ; il suffit alors de remplacer Z
k
Tred et X

k
Tred pour les161

images fermées de p et q pour avoir le diagramme voulu, ce qui achève la démonstration
de (5.3.4).
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0. Introduction

Dans le présent exposé, nous étudions deux genres de questions intimement liées. 165

Tout d’abord, nous faisons une étude systématique des conditions de finitude pour
les topos, en étudiant successivement la notion de quasi-compacité, de quasi-séparation
et de cohérence (= quasi-compacité + quasi-séparation), inspirée des notions ana-
logues bien connues en théorie des schémas, dans le cas d’un objet X d’un topos et
celui d’une flèche u : X → Y d’un topos (§ 1), puis pour le topos E lui-même (§ 2),
enfin pour un morphisme de topos f : E → E′ (§ 3). Le § 4 étudie ces notions dans
le cas particulier d’un topos obtenu par le procédé de recollement de deux topos (IV



120 A. GROTHENDIECK ET J. -L. VERDIER vi

9). Pour les paragraphes suivants, ce qu’il suffit essentiellement de retenir de ces dé-
veloppements un peu techniques, c’est la définition d’un topos cohérent comme un
topos équivalent à un topos de la forme C∼, où C est un petit site dans lequel les
limites projectives finies sont représentables et où toute famille couvrante admet une
sous-famille couvrante finie ; et celle d’un morphisme cohérent f : E → E′ de topos
cohérents comme étant un morphisme qui peut se décrire (à équivalence près) comme
un morphisme associé à un morphisme de sites f : C → C′, où C et C′ sont comme
ci-dessus, et où le foncteur correspondant f∗ : C′ → C est exact à gauche.

Il est sans doute utile de noter qu’avec les notions de finitude utilisés ici, et notam-
ment celle de topos cohérent, nous nous éloignons résolument (et pour la première
fois) des espaces topologiques familiers aux analystes et aux « topologues » (∗). Ainsi
le topos associé (IV 2.1) à un espace topologique séparé X n’est cohérent que si X
est un ensemble fini ! C’est dire que le présent exposé est entièrement orienté vers
les types de topos provenant de la géométrie algébrique et l’algèbre. En fait, tous
les topos utilisés jusqu’à présent dans ces disciplines (sauf bien sûr pour la géomé-
trie algébrique par voie transcendante sur le corps des complexes !) se trouvent être
localement cohérents.

En deuxième lieu ; nous développons deux théorèmes de passage à la limite induc-
tive pour la cohomologie des topos. L’un (5.2) nous dit que les foncteurs Hi(E,−)166

sur un topos cohérent commutent aux limites inductives de faisceaux abéliens. L’autre
(8.7) dit essentiellement que si un topos X est représenté comme une limite projective
filtrante de topos cohérents Xi, avec des morphismes de transition fij : Xj → Xi cohé-
rents, alors la cohomologie de X (à coefficients dans un faisceau abélien quelconque) se
calcule comme limite inductive des cohomologies des Xi. Pour donner un sens précis à
cet énoncé, il convient surtout de préciser la notion de « limite projective de topos »,
ce qui est fait dans les § § 7.8. C’est là une notion géométrique fort utile, y compris sans
doute dans d’autres contextes que celui des limites projectives de schémas (qui avait
servi de modèle à M.Artin dans sa définition initiale de cette notion). Nous montrons
par exemple (8.4) comment on peut unifier les diverses notions de « localisé en un
point » (d’un espace noethérien, d’un schéma pour sa topologie habituelle, voire pour
sa topologie étale), en le définissant comme la limite projectives des « voisinages »
de ce point, -en parfait accord avec l’idée intuitive de la notion de localisation en un
point.

Les deux théorèmes de passage à la limite seront réexplicités dans l’exposé suivant
dans le cadre particulier de la cohomologie étale des schémas (VII 3.3 et 5.7) ; dans
ce cas, ils seront d’ailleurs constamment utilisés dans toute la suite de ce Séminaire,
et pratiquement partout où on a travaillé jusqu’à présent avec la cohomologie étale.
Le lecteur disposé à admettre ces deux théorèmes, dans le cas particulier où ils sont

(∗)Les guillemets indiquent qu’il s’agit d’un « . . . » qui ignore la notion de topos (cf. IV 0.4 pour le
sens du mot « topologie »).
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énoncés dans l’exposé VII, et intéressé exclusivement par les applications de la co-
homologie étale, peut donc omettre la lecture du présent exposé. Il est vrai que la
notion d’objet constructible d’un topos (i.e. dont le morphisme structural X→ e dans
l’objet final e est cohérent) jouera également un rôle important dans toute la suite du
séminaire (alors qu’elle ne joue qu’un rôle très secondaire dans le présent exposé, ne
serait-ce que parce que dans le cas d’un topos cohérent, elle coïncide avec la notion
d’objet cohérent, qui a ici la vedette). Mais cette notion est développée dans l’exposé
IX, dans le cas particulier des faisceaux étales sur les schémas, d’une façon indépen-
dante de l’étude générale faite dans le présent exposé, et elle présente d’ailleurs dans
ce des phénomènes spéciaux fort utiles, qui ont servi de base à l’exposé qui en est fait
dans IX (à commencer par la définition IX 2.3). La rédaction de IX étant antérieure de
cinq années à la présente rédaction de l’exposé VI, et néanmoins fort utilisable pour 167

l’usager, nous nous sommes bornés à la fin de l’exposé IX de prouver l’équivalence de
la notion de constructibilité utilisée dans IX avec celle introduite ici.

1. Conditions de finitude pour les objets et flèches d’un topos

Définition 1.1. — Soit C un site. Un objet X de C est dit quasi-compact si pour toute
famille couvrante (Xi → X)i∈I, il existe une partie finie J de l’ensemble d’indices I
telle que la sous-famille (Xi → X)i∈J soit encore couvrante.

Comme un U -topos E est toujours considéré comme un site (IV 1.1.1), la définition
précédente s’applique en particulier à un objet de E. On se ramène d’ailleurs à ce cas,
grâce à la

Proposition 1.2. — Soient C un U -site, ε : C → C∼ le foncteur canonique, X un
objet de C. Alors X est un objet quasi-compact du site C si et seulement si ε(X) est
un objet quasi-compact du topos C∼.

Supposons que X soit quasi-compact, prouvons que ε(X) l’est. Soit (Fi → ε(X))i∈I

une famille épimorphique. Prenons pour tout i ∈ I une famille épimorphique ε(Xij)→
Fi, j ∈ Ji. Le composé ε(Xij)→ ε(X) s’identifie à un élément αij de ε(X)(Xij) ; on ne
peut affirmer en général qu’il provient d’un morphisme Xij → X, mais par construc-
tion du faisceau associé ε(X), on sait que l’on peut trouver (pour i, j fixés) une famille
couvrante Yk → Xij telle que les éléments images de αij dans les ε(X)(Yk) pro-
viennent d’éléments de X(Yk), i.e. de morphismes Yk → X. Donc quitte à raffiner la
famille épimorphique ε(Xij)→ Fi, on peut supposer que les composés ε(Xij)→ ε(X)
proviennent de morphismes Xij → X. Pour i, j variables, la famille des ε(Xij)→ ε(X) 168

est épimorphique, donc (II 4.4) la famille des Xij → X est couvrante. Par hypo-
thèse sur X, elle admet une sous-famille couvrante finie, et il résulte de nouveau une
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famille épimorphismes correspondants ε(Xij) → ε(X) forment une famille épimor-
phique. Comme ceux-ci se factorisent par un nombre fini des morphismes Fi → ε(X),
cette famille finie est déjà épimorphique. Cela prouve que ε(X) est quasi-compact.

Le fait que ε(X) quasi-compact implique X quasi-compact est d’autre part trivial,
grâce à loc. cit.

Le résultat précédent montre donc que la notion de quasi-compacité dans les sites
de ramène à la notion en question dans les topos.

Proposition 1.3. — Soient C un site, (Xi → X)i∈I une famille couvrante finie, avec
les Xi quasi-compacts. Alors X est quasi-compact.

Pour le voir, on peut supposer grâce à 1.2 que C est un topos. Soit (X′j → X) une
famille couvrante i.e. épimorphique dans C, alors pour tout i ∈ I la famille déduite
par le changement de base Xi → X est épimorphique, donc (puisque Xi est quasi-
compact) admet une sous-famille épimorphique finie, correspondant à une partie finie
Ji ⊂ J de l’ensemble d’indices J. Posant J′ =

⋃
i∈I Ji, J′ est une partie finie de J

puisque I est fini, et la famille (X′j → X)j∈J′ est déjà épimorphique puisqu’elle l’est
localement, C.Q.F.D.

Corollaire 1.4. — Soit (Xi)i∈I une famille d’objets d’un topos E, et soit X la somme.169

Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit que tous les Xi soient quasi-compacts,
et que tous les Xi sauf un nombre fini soient isomorphes à « l’objet vide » ∅E de E.

La suffisance résulte en effet aussitôt de 1.3 (car la somme ne change pas quand on
laisse tomber les commandes vides). Pour la nécessité on note qu’une sous-famille finie
(Xi)i∈J doit couvrir X, ce qui implique que pour i ∈ I − J on a Xi = Xi

X
qj=JXj =

qj=JXi
X

Xj = ∅ (II 4.5.1) ; d’autre part, pour montrer que tout Xi est quasi-compact,

on note que X ' Xi q X′i, et que toute famille couvrante Yj → Xi de Xi définit
une famille couvrante Yj q X′i → Xj q X′i = X de X, qui admet une sous-famille
finie couvrante, ce qui implique évidemment que la famille finie correspondante des
Yj → Xi est aussi couvrante, ce qui montre que Xi est quasi-compact.

Remarque 1.5.1. — Le fait pour un objet X d’un topos E d’être quasi-compact ne
dépend que du topos induit E/X′ et signifie que l’objet final de ce dernier est quasi-
compact. De même, un objet X d’un site C est quasi-compact si et seulement si l’objet
final du site induit C/X(III 5.1) est quasi-compact.

1.5.2. Soit X un objet d’un topos E. Pour que X soit quasi-compact, il faut et il
suffit que toute famille filtrante croissante (Xi)i∈I de sous-objet de X couvrant X
contienne un Xi égal à X. Cette condition ne dépend donc que de l’ensemble ordonné170

des sous-objets de l’objet X (i.e. des ouverts du topos induit E/X).
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1.5.3. Considérons une famille génératrice (Xi)i∈I de E. Il résulte alors des définitions
et de 1.3 que : pour qu’un objet X de E soit quasi-compact, il faut qu’il admette une
famille couvrante par un nombre fini des Xi, i.e. que X soit isomorphe à un objet
quotient d’une somme finie d’objets de E, et cette condition est suffisante si les Xi

sont quasi-compacts. Notons d’autre part qu’avec l’hypothèse faite sur E, on peut
évidemment, quitte à remplacer la famille génératrice envisagée par une sous-famille,
supposer que I ∈ U . Utilisant le fait que l’ensemble des quotients d’un objet de E
est petit (I 7.5), on trouve alors que la sous-catégorie pleine Eqc de E formée des
objets quasi-compacts de E est équivalente à une catégorie ∈ U , i.e. que le cardinale
de l’ensemble des classes d’isomorphie d’objets de Eqc est ∈ U .

Exemple 1.6.1. — Soit X un espace topologique. Un ouvert U de X est un objet
quasi-compact du site Ouv(X) des ouverts de X si et seulement si U est un espace
quasi-compact pour la topologie induite par X. Plus généralement, un faisceau F sur
X est un objet quasi-compact du topos Top(X) si et seulement si l’espace étalé X′ sur
X associé à F est quasi-compact. (Cela résulte de l’assertion précédente, de 1.5 et du
fait que Top(X)/F est équivalent à Top(X′) (IV 5.7)).

1.6.2. Considérons sur la catégorie (Sch) des schémas (éléments de U ) une des to- 171

pologies Ti de [6] 6.3 (par exemple la topologie de Zariski, ou la topologie étale, ou la
topologie fppf, ou la topologie fpqc). Pour qu’un schéma soit quasi-compact au sens
de cette topologie, il faut et il suffit que ce soit un schéma quasi-compact au sens
habituel. (Avec les notations de loc. cit., on utilise seulement le fait que toute famille
∈ P′ est finie.)

Définition 1.7. — Soient E un topos, f : X → Y une flèche de E. On dit que f est
un morphisme quasi-compact si pour toute flèche Y′ → Y, avec Y′ quasi-compact,
l’objet X′ = X

Y
Y′ est également quasi-compact. On dit que f est quasi-séparé si le

morphisme diagonal X→ X
Y

X est quasi-compact. On dit que f est cohérent si f est
quasi-compact et quasi-séparé.

1.7.1. Explicitant la définition d’un morphisme f : X → Y quasi-séparé on voit
qu’elle signifie aussi que pour toute double flèche g1, g2 : X′ ⇒ X « au-dessus de Y »
i.e. telle que fg1 = fg2, X′ quasi-compact implique Ker(g1, g2) quasi-compact.

Proposition 1.8. — Soit E un topos.

(i) Tout isomorphisme dans E est un morphisme cohérent, i.e. est quasi-compact
et quasi-séparé. Le composé de deux morphismes quasi-compacts (resp. quasi-séparés,
resp. cohérents) est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).

(ii) Soient f : X → Y et g : Y′ → Y des morphismes dans E, et f ′ : X′ = 172

X
Y

Y′ −→ déduit de f par le changement de base g. Si f est quasi-compact (resp. quasi-

séparé, resp. cohérent), il en est de même de f ′.
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(iii) Soient f : X → Y et g : Y → Z et Y → Z des morphismes dans E. Si gf est
quasi-séparé, f est quasi-séparé.

(iv) Soient f : X → Y et g : Y → Z des morphismes dans E, avec g quasi-séparé.
Si gf est quasi-compact (resp. cohérent), alors f est quasi-compact (resp. cohérent).

Les démonstrations sont bien connues (Cf. EGA IV 1 ou EGA I 2ème édition). Les
énoncés (i) et (ii) dans le cas « quasi-compact » résultent trivialement des définitions ;
dans le cas « quasi-séparé », la stabilité par changement de base (ii) résulte aussitôt
de la définition et du cas précédent, de même que le fait que tout isomorphisme soit
quasi-séparé. La stabilité par composition X→ Y → Z se voit à l’aide du diagramme

(∗)

X

��

∆X/Y

∆X/Z

!!

X
Y

X

u

��

// Y

∆Y/Z

��

X
Z
X // Y

Z
Y

à carré cartésien. Par hypothèse ∆Y/Z est quasi-compact, donc aussi u qui s’en déduit173

par changement de base, et ∆Y/Z est quasi-compact, donc aussi le composé u∆X/Y =
∆X/Z. Cela établit (i) et (ii), le cas « cohérent » résultant de la conjonction des deux cas
précédents. Pour prouver le premier cas envisagé dans (iv), on considère le diagramme
suivant à carrés cartésiens

(∗∗)

X
gf

// Z

X
Γf = (idX, f)

//

��

f f
Z
idY

66
X

Z
Y pr2 //

��

pr1

OO

Y

g

OO

Y
∆Y/Z

// Y
Z
Y .

Par l’hypothèse g est quasi-séparé, ∆Y/Z est quasi-compact, donc ΓF est quasi-
compact par changement de base ; de même par hypothèse gf est quasi-compact,
donc pr2 l’est aussi par changement de base ; par suite f = pr2 Γf est quasi-compact
comme composé de deux morphismes quasi-compacts. Le cas respé de (iv) résulte
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aussitôt du cas précédent et de (iii), qu’il reste à prouver maintenant. Pour ceci on
reprend le diagramme (∗), en notant que l’hypothèse gf quasi-séparé signifie que
∆X/Z = u∆X/Y est quasi-compact, et que la conclusion f quasi-séparé signifie que
∆X/Y est quasi-compact, et que la conclusion f quasi-séparé signifie que ∆X/Y est
quasi-compact, ce qui résulte de (iv) une fois qu’on a prouvé que u est quasi-séparé. 174

Or u est manifestement un monomorphisme, et on a en effet le résultat trivial :

Corollaire 1.8.1. — Tout monomorphisme est quasi-séparé.

En effet, si u : X → Y est un monomorphisme, ∆X/Y est un isomorphisme donc
est quasi-compact, C.Q.F.D.

Corollaire 1.8.2. — Soient f : X → Y, f ′ : X′ → Y′ deux S-morphismes dans E. Si
f , f ′ sont quasi-compacts (resp. quasi-séparés, resp. cohérents), il en est de même de
f

S
f ′ : X

S
X′ −→ Y

S
Y′.

Cela résulte de façon bien connue de la conjonction de (i) et (ii).

Remarque 1.9.1. — Soient E une catégorie quelconque, Q une partie de ob stable par
isomorphisme (la donnée de Q revient donc à celle d’une sous-catégorie strictement
pleine de E), jouant les rôle d’objets « quasi-compacts ». Supposons que dans E les
produits fibrés soient représentables. Alors on peut paraphraser la définition 1.7 pour
définir la notion de morphismes Q-quasi-compacts, Q-quasi-séparés, et Q-cohérents.
Alors 1.8 et 1.8.1. sont valables, et 1.8.2 également lorsque dans E les produits de
deux objets sont représentables.

1.9.2. Soient S un objet de E, et f : X → Y un morphisme de E/S. Il résulte
aussitôt de la remarque 1.5 que pour que f soit quasi-compact (resp. quai-séparé,
resp. cohérent) il faut et il suffit que le morphisme correspondant dans E (déduit de f 175

par le foncteur « oubli de S ») le soit. En particulier, si f : X→ Y est un morphisme
dans E, prenant ci-dessus S = Y, on voit que f est quasi-compact (resp. quasi-séparé,
resp. cohérent) si et seulement si le morphisme structural de l’objet (X, f) du topos
induit E/Y, de but l’objet final dudit topos, est quasi-compact (resp. quasi-séparé,
resp. cohérent). On dit aussi que (moyennant le morphisme structural f) X est quasi-
compact ( resp. quasi-séparé, resp. cohérent) au-dessus de Y, locution qu’on peut
interpréter indifféremment comme se rapportant au topos E, ou au topos induit E/Y

(dont Y est considéré comme un objet final).

1.9.3. Un objet X d’un topos ob E sera dit constructible s’il est cohérent au-dessus
de l’objet final. Tout morphisme d’un objet constructible dans un autre est cohérent
(1.8 (iv)). La sous-catégorie pleine Econs de E formée des objets constructibles de E
est stable par lim←− finies, comme il résulte aussitôt de 1.8.2 et 1.8 (ii).
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1.9.4. Les notions 1.7 n’ont guère d’intérêt que dans les topos E qui admettent une
famille génératrice formée d’objets quasi-compacts. Dans ce cas, ces notions sont « de
nature locale en bas » (IV 8.5.4), comme on va voir maintenant.

Proposition 1.10. — Supposons que le topos E admette une sous-catégorie génératrice176

C formée d’objets quasi-compacts, et soit f : X→ Y un morphisme dans E.
(i) Pour que f soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour tout morphisme

S→ Y, avec S ∈ ObC, X
Y

S soit quasi-compact.

(ii) Soit Yi → Y, i ∈ I, une famille couvrante. Pour que f soit quasi-compact
( resp. quasi-séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit que pour tout i ∈ I, fi : Xi =
X

Y
Yi −→ Yi le soit.

Prouvons (i). La nécessité est triviale par définition. Pour la suffisance, il faut
prouver que pour tout objet quasi-compact Y′ et tout morphisme Y′ → Y, X′ = X

Y
Y′

est quasi-compact. Or il existe une famille couvrante Si → Y′, les Si dans ObC, et
comme Y′ est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante en question finie.
Alors par hypothèse les X′i = X

Y
Si ' X′

Y′
Si sont quasi-compacts, et comme ils

couvrent X′ (les Si couvrant Y′), X′ est quasi-compact en vertu de 1.3.
Prouvons (ii). Il suffit de traiter le cas « quasi-compact », car le cas « quasi-séparé »

s’en déduit par la définition 1.7, et le cas « cohérent » également, par conjonction des
deux cas précédents. Le « il faut » a déjà été vu dans 1.8 (ii), il reste à voir que si
les fi sont quasi-compacts, alors f l’est, i.e. que pour tout Y′ quasi-compact et tout
morphisme Y′ → Y, l’objet X′ = X

Y
Y′ est quasi-compact. Or comme (Yi → Y)

est couvrante, il existe des Sα au-dessus de Y couvrant Y′, tels que les morphismes177

composés Sα → Y′ → Y se factorisent chacun par un Yi. Comme C est génératrice,
on peut prendre les Sα dans ObC, et comme Y′ est quasi-compact, on peut prendre
la famille couvrante finie. Alors les X′

Y′
Sα forment une famille couvrante finie de X′,

et on est réduit par 1.3 à prouver que chaque X′
Y′

Sα = X
Y

Sα est quasi compact.
Or, choisissant une factorisation de Sα → Y par un Yi, l’objet envisagé est aussi
isomorphe à Xi

Yi

S, qui est bien quasi-compact puisque Xi est quasi-compact sur Yi

et Sα est quasi-compact.

Corollaire 1.11. — Soient g : Y → Z un morphisme dans le topos E, (fi : Xi → Y)i∈I

une famille couvrante de morphismes de but Y. Alors :
(i) Supposons I finie. Si les gfi sont quasi-compacts, il en est de même de g.
(ii) Supposons les fi quasi-compacts. Si les gfi sont quasi-séparés, il en est de

même de g. Si I est fini, et si les gfi sont cohérents, g est cohérent.

Le cas (i) résulte aussitôt des définitions et de 1.3, (sans hypothèse sur E). Pour
prouver (ii), il suffit en vertu de (i) de traiter le cas non respé. Considérons le dia-
gramme 1.8 (∗) avec X remplacé par un Xi. Comme la famille des fi est couvrante, il
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en est de même de la famille des fi
Z
idY qui s’en déduit par changement de base, donc 178

en vertu de 1.10 (ii), pour prouver que ∆Y/Z est quasi-compacte, il suffit de prouver
que les Γfi le sont. Or gfi étant quasi-séparé par hypothèse, il en est de même de
pr2 : Xi

Z
Y −→ Y qui s’en déduit par changement de base, d’autre part pr2 Γfi = fi

est quasi-compact par hypothèse. Il en est donc de même de Γfi
en vertu de 1.8 (iv)

appliqué au morphisme composé de pr2 et de Γfi
, C.Q.F.D.

Corollaire 1.12. — Soient (Xi)i∈I une famille finie d’objets de E, X la somme des Xi,
fi : Xi → Y des morphismes dans E, et f : X→ Y le morphisme correspondant. Pour
que f soit quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit que les
fi le soient ; dans le cas « quasi-séparé », l’hypothèse « I finie » peut-être omise.

La suffisance de la condition est un cas particulier de 1.11, compte tenu que les
morphismes canoniques fi : Xi → X forment une famille couvrante finie, et que ce
sont des morphismes quasi-compacts, comme il résulte aussitôt de la définition et de
1.4. La nécessité résulte de la transitivité 1.8 (i), compte tenu que les fi sont même
cohérents (car ils sont quasi-séparés en vertu de 1.8.1).

Définition 1.13. — Soit X un objet d’un topos E. On dit que X est un objet quasi-
séparé du topos E si pour tout objet S quasi-compact de E, tout morphisme de S dans
X est quasi-compact, i.e. (1.7) si pour deux objets quasicompacts S, T de E et des
morphismes S→ X, T→ X, le produit fibré S

X
T est toujours quasi-compact. On dit

que X est un objet cohérent du topos E si X est quasi-compact et quasi-séparé.

Proposition 1.14. — Soit f : X→ Y un morphisme dans un topos E. 179

(i) Si Y est quasi-compact, alors f quasi-compact implique X quasi-compact. Si Y
est quasi-séparé, alors X quasi-compact implique f quasi-compact. Si Y est cohérent,
f quasi-compact équivaut à X quasi-compact.

(ii) Si Y est quasi-compact ( resp. quasi-séparé, resp. cohérent) et si f est quasi-
compact ( resp. quasi-séparé, resp. cohérent) alors X est quasi-compact ( resp. quasi-
séparé, resp. cohérent).

Les premières deux assertions de (i) sont contenues trivialement dans les défini-
tions de morphisme quasi-compact (1.7) resp. d’objet quasi-séparé (1.13), la troisième
résulte de la conjonction des deux premières. Le premier cas de (ii) n’est qu’une re-
dite, le troisième résulte encore de la conjonction des deux premiers, reste à traiter
le cas quasi-séparé. Soit donc S un objet quasi-compact de E et g : S → X un
morphisme, prouvons que f est quasi-compact. Comme Y est quasi-séparé, fg est
quasi-compact, et comme f est quasi-séparé, il en résulte (1.8 (iii)) que g est quasi-
compact, C.Q.F.D.
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Corollaire 1.15. — Tout sous-objet d’un objet quasi-séparé de E est quasi-séparé. Soit
(Xi)i∈I une famille d’objets de E, avec I ∈ U ; alors X = qiXi est quasi-séparé ( resp.
cohérent) si et seulement si les Xi le sont.

La première assertion résulte de 1.14 (ii) et de 1.8.1, mais est également triviale180

sur la définition. Pour la deuxième non respée, comme les Xi → X sont des monomor-
phismes, il reste à prouver le « il suffit », qui résulte facilement des définitions et de
1.3 ; le cas respé résulte du cas traité et de 1.4.

Corollaire 1.16. — Sous les conditions de 1.10 (ii), si les Yi sont cohérents, alors f
est quasi-compact si et seulement si les Xi = X

Y
Yi sont des objets quasi-compacts

de E.

En effet, en vertu du critère 1.10 (ii), il faut exprimer que les fi : Xi → Yi sont
quasi-compacts, ce qui équivaut à Xi quasi-compacts en vertu de 1.14 (i).

Corollaire 1.17. — Soient E un topos admettant une famille génératrice formée d’ob-
jets quasi-compacts, et (gi : Yi → Y)i∈I une famille couvrante (resp. couvrante finie)
dans E, avec les Yi cohérents. Pour que Y soit quasi-séparé (resp. cohérent), il faut
et il suffit que pour tout i ∈ I, gi soit quasi-compact, ou encore que pour tout couple
d’indices i, j ∈ I, Yi

Y
Yj soit un objet quasi-compact de E.

Le cas respé résulte aussitôt du cas non respé et de 1.3. La nécessité de la première
condition est triviale par définition, prouvons qu’elle est suffisante. Soit donc f : X→
Y un morphisme, avec X quasi-compact, prouvons que f est quasi-compact. Or comme181

les gi sont quasi-compacts, il s’ensuit que les Xi = X
Y

Yi sont quasi-compacts, ce qui
implique que f l’est en vertu de 1.16. Exprimant enfin la quasi-compacité des gi à
l’aide du même critère 1.16, on trouve le deuxième critère de 1.17. En particulier :

Corollaire 1.17.1. — Soient E comme dans 1.17, X un objet cohérent de E, R ⇒ X
une relation d’équivalence dans X, Y = X/R. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Y est cohérent,
(ii) f : X→ Y est quasi-compact,
(iii) R est quasi-compact.

Corollaire 1.18. — Soient E un topos admettant une sous-catégorie génératrice C for-
mée d’objets quasi-compacts, Y un objet de E. Pour que Y soit quasi-séparé, il faut
et il suffit que tout morphisme X→ Y, avec X ∈ obC, soit quasi-compact.

La nécessité est triviale par définition, les Y ∈ obC étant quasi-compacts par
hypothèse. Pour prouver la suffisance, soit Z un objet quasi-compact de E, prouvons
que tout morphisme Z′ → Y est quasi-compact. Pour ceci, il suffit en vertu de 1.10
(i) de vérifier que pour tout X → Y, avec X ∈ obC, Z

Y
X est quasi-compact, ce qui
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résulte en effet du fait que les X → Y sont quasi-compacts par hypothèse, et que Z
est quasi-compact.

Corollaire 1.19. — Soient E un topos admettant une sous-catégorie génératrice for- 182

mée d’objets quasi-compacts, (gi : Yi → Y)i∈I une famille couvrante dans E, avec les
Yi quasi-séparés et les gi quasi-compacts. Alors Y est quasi-séparé.

En effet, soit X un objet quasi-compact de E, montrons que tout morphisme f :
X→ Y est quasi-compact. En vertu de 1.10(ii) il suffit de prouver que les morphismes
induits fi : Xi = X

Y
Yi −→ Yi sont quasi-compacts. Or comme gi est quasi-compact,

Xi est quasi-compact (X l’étant), et comme Yi est quasi-séparé, il s’ensuit bien que
fi est quasi-compact.

Remarque 1.20.1. — Le lecteur habitué à l’usage des termes « quasi-compact » et
« quasi-séparé » en géométrie algébrique s’attendra à certaines autres relations entre
les notions « absolues » (concernant les objets du topos E) et les notions « relatives »
(concernant des flèches de E) envisagées, par exemple : si f : X → Y est un mor-
phisme dans E tel que X soit quasi-compact-séparé, alors f est quasi-séparé. De telles
propriétés ne sont valables que moyennant des conditions de finitude restrictive sur
le topos E, plus fortes que celles envisagées dans 1.10, conditions que nous étudierons
au numéro suivant.

1.20.2. Il résulte encore de 1.5 que le fait que pour un objet X du topos E d’être
quasi-séparé ne dépend que du topos induit E/X, et signifie que l’objet final dudit
topos est quasi-séparé, i.e. que dans E/X, le produit de deux objets quasi-compacts
est quasi-compact.

183
1.21. Cas des sites. — Soient C un U -site, E le topos des U -faisceaux sur C,
f une flèche de C, X un objet de C. On dit que f est un morphisme quasi-compact
(resp. quasi-séparé) du site C si ε(f) est un morphisme quasi-compact (resp. quasi-
séparé) du topos E ; et de même que X est un objet quasi-séparé du site C si ε(X) est
un objet quasi-séparé du topos E (comparer 1.2). Lorsque C est un U -topos muni
de sa topologie canonique, alors le foncteur canonique ε : C→ E est une équivalence
de catégories, et par suite la définition précédente est compatible avec les définitions
antérieures 1.7 et 1.13. Notons également que la définition envisagée ne change pas
quand on remplace l’univers U par un autre univers V tel que C soit aussi un V -site,
du moins lorsque C admet une famille topologiquement génératrice formée d’objets
quasi-compacts. Pour le voir, on est ramené aussitôt au cas où U ⊂ V , donc E est
une V -site, et à prouver que pour toute flèche f du U -topos E, f est quasi-compacte
(resp. quasi-séparé) si et seulement si elle définit une flèche quasi-compacts dans le
topos E′ des V -faisceaux sur E, et de même que pour tout objet X de E, X est
quasi-séparé si et seulement si l’objet correspondant de E′ est quasi-séparé. Notons
que nous connaissons déjà (sans hypothèse sur E) l’énoncé analogue pour le cas d’un
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objet quasi-compact (1.2). Le cas « f quasi-compact » s’en déduit, grâce au critère
1.10 (i) appliqué successivement dans E et dans E′, pour la même famille génératrice184

(Xi)i∈I de E formée d’objets quasi-compacts ; d’où également le cas « f quasi-séparé »,
qui signifie que le morphisme diagonal correspondant est quasi-compact. Enfin pour
le cas « X quasi-séparé », on est encore ramené au cas « X quasi-compact », grâce au
critère 1.18.

1.22. Exemples. Reprenons l’exemple 1.6.2 de la catégorie (Sch) avec une topologie
Ti, qui est un V -site pour V convenable, admettant la sous-catégorie des schémas
affines comme catégorie génératrice topologique formée d’objets quasi-compacts. On
laisse au lecteur le soin de vérifier qu’une flèche f : X → Y de ce site est quasi-
compacte (resp. quasi-séparé) si et seulement si c’est un morphisme quasi-compact
(resp. quasi-séparé) de schémas au sens habituel ([3] ou [4]) ; de même un objet du
site est quasi-compact (resp. quasi-séparé) si et seulement si c’est un schéma quasi-
compact (resp. quasi-séparé) au sens habituel de loc.cit. Il y a lieu de dire d’ailleurs,
comme ici, morphisme cohérent de schémas, schémas cohérent, au lieu de « mor-
phisme quasi-compact et quasi-séparé de schémas », « schéma quasi-compact et quasi-
séparé », comme on le fait d’ailleurs dans EGA I 2ème édition.

1.22.1. Pour un schéma donné X ∈ U , on peut aussi regarder le topos Top(X) associé
à l’espace topologique sous-jacent, ou le topos Top(Xet) (resp. Top(Xfppf)), associé au
site des X-schémas étales (resp. localement de présentation finie) éléments de U , avec185

la topologie étale (resp. fppf). C’est un U -topos qui admet une famille génératrice
formée d’objets cohérents, correspondants aux objets affines du site de définition ;

Ceci dit, l’objet final de ce topos est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent)
si et seulement si le schéma X est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).
De même, un morphisme du site des espaces étalés sur X (resp. du site Xet des schémas
étales sur X, resp. du site Xfppf des schémas localement de présentation finie sur X)
est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si et seulement si c’est un mor-
phisme de schémas qui est (au sens habituel de loc. cit.) quasi-compact (resp. quasi-
séparé, resp. cohérent).

Théorème 1.23. — Soient E un U -topos, X un objet de E.
(i) Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour tout système inductif

filtrant (Yi)i∈I de E, avec I ∈ U , l’application naturelle

(1.23.1) lim−→Hom(X,Yi) −→ Hom(X, lim−→Yi)

soit injective.
(ii) Supposons que E admette une sous-catégorie génératrice C formée d’objets

quasi-compacts. Pour que X soit cohérent, il faut que pour toute donnée comme dans
(i), l’application (1.23.1) soit bijective.

(i) Nécessité. Supposons X quasi-compact, il faut prouver que si i ∈ I et fi, gi :186
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X ⇒ Yi sont tels que les composés f , g de fi, gi avec Yi → Y = lim−→Yj sont égaux,
alors il existe j > i tel que les composés fj , gj avec Yi → Yj sont déjà égaux.
Or comme dans E les limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives
finies, et en particulier aux noyaux, on a

Ker(f, g) = lim
j>l

Ker(fj , gj).

Par hypothèse Ker(f, g) = X, donc X est la limite de la famille filtrante croissante de
ses sous-objets Ker(fj , gj), donc comme X est quasi-compact, il est égal à un de ces
sous-objets, donc il existe j > i tel que fj = gj .

Suffisance. Pour prouver que X est quasi-compact, il revient au même (1.5.2) de
prouver que pour toute famille filtrante croissante (Xi)i∈I de sous-objets de X dont
la lim−→ est X, il existe i ∈ I tel que Xi = X. Or comme dans E tout monomorphisme
est effectif (II 4.0), il s’ensuit que

Xi = Ker(fi, gi : X ⇒ XqXi X).

Soit Yi = XqXi
X, et considérons le système inductif formé par les Yi. Si Y en est la

limite inductive, on a Y ' X qlim−→Xi
X = X qX X = X. Par suite, pour un i ∈ I fixé,

fi, gi donnent le même élément de Hom(X,Y), donc par hypothèse il existe j > i tel
que fj = gj i.e. Xj = X, C.Q.F.D.

(ii) Il reste à prouver que sous les conditions indiquées, tout morphisme X → Y 187

provient d’un morphisme X → Yi pour un i ∈ I convenable. Comme C engendre E
et que les Yi couvrent Y, nous pouvons couvrir X par des objets Xα de C, de telle
façon que chacun des composés Xα → X → Y se factorise par un des Yi. Comme X
est quasi-compact, on peut supposer la famille des Xα finie, donc que les morphismes
Xα → Y se factorisent par un Yi fixe en des gαi : Xα → Yi. Comme X est quasi-
séparé, les Xα

X
Xβ sont quasi-compacts. D’ailleurs pour tout (α, β), les composés de

pr1 et pr2 sur Xα
X

Xβ avec Xα, Xβ → Yi sont

Xα
X

Xβ

##G
GGGGGGG

��

Xα

zzuuuuuuuuuu
// Yi

xxppppppppppppp

X // Y

tels que leurs composés avec Yi → Y sont égaux. En vertu de(i), il existe donc un
j > i tel que les composés avec Yi → Yj soient déjà égaux. Comme l’ensemble des
couples (α, β) est fini, on peut prendre j indépendant de ce couple. Par suite les
morphismes gαj proviennent par composition d’un morphisme gj : X → Yj , dont le
composé avec Yj → Y est d’ailleurs le morphisme X→ Y donné, puisqu’il en est ainsi
après composition avec les Yj → X. Cela achève la démonstration.
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Remarques 1.23.2. — L’hypothèse sur E dans (ii) peut être remplacée par une hypo-
thèse supplémentaire sur X, savoir que X admet un système fondamental de familles
couvrantes par des objets quasi-compacts.

Corollaire 1.24. — Soient E un topos, et soit C une sous-catégorie strictement pleine188

de E formée d’objets cohérents. Utilisant le fait que dans E les U -limites inductives
sont représentables, on trouve (I 8.6.1) un foncteur canonique.

(1.24.1) Ind(C) −→ E.

Ce foncteur est pleinement fidèle. Si E admet une sous-catégorie génératrice formée
d’objets cohérents, et si C est stable par facteurs directs, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le foncteur (1.24.1) est essentiellement surjectif, i.e. c’est une équivalence de
catégories.

(ii) C est une sous-catégorie génératrice de E, stable par limites inductives finies.
(iii) La catégorie C est égale à la sous-catégorie pleine Ecoh de E formée de tous les

objets cohérents de E, et la condition nécessaire 1.23 (ii) de cohérence pour un objet
de E est aussi suffisante.

Soit EPF la sous-catégorie pleine de E définie dans I 8.7.6. En vertu de I 8.7.5 a),
l’énoncé 1.23 (ii) équivaut à la deuxième inclusion de

C ⊂ Ecoh ⊂ EPF,

et l’inclusion composée C ⊃ EPF signifie que (1.24.1) est pleinement fidèle. Comme par189

hypothèse la sous-catégorie Ecoh de E est génératrice, il en est a fortiori de même de
EPF ; d’autre part dans E les limites projectives finies sont représentables, de sorte que
nous pouvons appliquer I 8.7.7. La condition (iii) de 1.24 s’écrit aussi C = Ecoh = EPF

et équivaut à la condition C = EPF, qui n’est autre que la condition (ii bis) de loc. cit.
(compte tenu que par hypothèse, Ecoh donc EPF est une sous-catégorie génératrice
de E). De même la condition (ii) de 1.24 n’est autre que la condition (iii bis) de
loc. cit.. Donc l’équivalence des conditions (i), (ii bis) et (iii bis) dans loc. cit. donne
l’équivalence des conditions (i), (ii) et (iii) de 1.24, C.Q.F.D.

La démonstration (ou plus précisément, l’invocation de I 8.7.7 (ii bis)) fournit
également la partie a) du

Corollaire 1.24.2. — Soit E un topos admettant une sous-famille génératrice formée
d’objets cohérents, et soit EPF la sous-catégorie strictement pleine des objets X de E
tels que le foncteur covariant Hom(X,−) qu’il représente commute aux limites induc-
tives filtrantes. Alors :

a) Le foncteur naturel
Ind(EPF) −→ E

est une équivalence de catégories.
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b) Pour qu’un objet X de E appartienne à EPF, il faut et il suffit qu’il soit iso-
morphe à un facteur direct (= image d’un projecteur (I, 10.6)) du conoyau d’une 190

double flèche X1 ⇒ X0, avec X1 et X0 cohérents.
c) La sous-catégorie EPF de E est stable par limites inductives finies, et est équi-

valente à une petite catégorie.

Il reste à prouver b) et c). La première assertion de c) est triviale grâce à I 2.8,
et implique le « il suffit » de b) grâce à 1.23 (ii). Pour le « il faut », on utilise 1.23
(i) qui montre que X est quasi-compact, d’où l’existence d’un épimorphisme X0 → X,
avec X0 cohérent, compte tenu du fait que Ecoh engendre E et est stable par sommes
finies. Soit R = X0

X
X0, de sorte que X s’identifie au conoyau de R ⇒ X0. En

vertu de a), on a R = lim−→Ri, limite inductive filtrante des coker (Ri ⇒ X0) = Xi.
D’après l’hypothèse X ∈ ObEPF, pour i assez grand le morphisme ui : X′i → X
admet une section v : X → X′i. Soit w = vui : X′i → X′i, de sorte que w2 = w et
X ' Coker(w, idX′i

: X′i ⇒ X′i). Comme Ri est à nouveau quasi-compact, on le couvre
par X1 → Ri avec Xi cohérent, d’où Xi ' Coker(X1 ⇒ X0), ce qui prouve b).

Enfin, comme EPF ⊂ Equ.cpct, la dernière assertion de c) résulte de 1.5.3.

Corollaire 1.25. — Soit E un topos tel que la sous-catégorie pleine C de E formée des
objets cohérents soit génératrice. Considérons le foncteur canonique

ϕ : Ind(c) −→ E.

Les conditions suivantes sont équivalentes : 191

(i) Le foncteur ϕ est essentiellement surjectif, i.e. tout objet de E est limite induc-
tive filtrante d’objets cohérents.

(i bis) Le foncteur ϕ est une équivalence de catégories.
(ii) Toute limite inductive finie dans E d’objets cohérents est un objet cohérent.
(ii bis) Le conoyau dans E d’une double flèche d’bjets cohérents est un objet cohé-

rent.
(iii) La réciproque de 1.23 (ii) est valable.

C’est un cas particulier de 1.24, compte tenu que C est stable par sommes finies
(1.4), ce qui implique l’équivalence de (ii) et de (ii bis), et compte tenu du

Lemme 1.25.1. — Soit E un topos. Tout facteur direct X′ d’un objet cohérent X de E
est cohérent.

En effet, X′ est quasi-compact comme quotient de X (1.3), et quasi-séparé comme
sous-objet de X (1.15).

Corollaire 1.26. — Soit E un topos satisfaisant aux conditions équivalentes 1.25. Alors,
il en est de même de tout topos induit.
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Cela résulte aussitôt du critère (ii), compte tenu de 1.20.2 et du fait que l’existence
d’une sous-catégorie génératrice de E formée d’objets cohérents implique manifeste-
ment la même propriété pour un topos induit.

Remarque 1.27. — Parmi les exemples importants de topos satisfaisant les conditions192

de 1.25, signalons les topos noethériens (2.14), et le topos zariskien ou étale (VII 1)
d’un schéma X (cf. IX, note p.42). Mais même lorsque le topos E est cohérent(2.3)
(i.e. la sous-catégorie pleine C des objet cohérents est génératrice et stable par limites
projectives finies), il n’est par toujours vrai que C soit parfait (2.9.1) i.e. satisfasse
aux conditions équivalentes de 1.25 ; cf. 1.28 ci-dessous.

Exercice 1.28. — Soient E un topos, p1, p2 : X1 ⇒ X0 une double flèche dans E.
Définir une suite croissante de sous-objets Rn (n > 0) de X0 × X0 par la condition
R0 = Sup(Im(p1, p2), Im(p2, p1)), et Rn = pr13(pr−1

12 (Rn−1),pr−1
23 (Rn−1)) pour tout

n > 1, où prij(1 6 i < j 6 3) désignent les projections qu’on devine du produit triple
de X0 vers le produit double.

a) Montrer qu’on obtient ainsi une suite croissante de sous-objets de X0 × X0,
que R = lim−→Rn est un graphe d’équivalence (I 10.4) dans X0, et que le morphisme
canonique

X = Coker(p1, p2) −→ X0/R

est un isomorphisme.
b) En conclure que si X0 est quasi-compact et X = Coker(p1, p2) est quasi-séparé

(donc cohérent), alors la suite des Rn est stationnaire. Inversement, si cette suite est193

stationnaire, et si on suppose X0 cohérent et X1 quasi-compact alors X est cohérent.
(Pour ce dernier point, écrire Rn ' (Rn−1,pr2)

X0
(Rn−1,pr1) et en conclure que Rn

est quasi-compact sur X0 pour tout n, puis utiliser 1.19.)
c) Construire un exemple de deux applications d’ensembles p1, p2 : X1 ⇒ X0, telles

que la suite des (Rn) ne soit pas stationnaire.
d) Soit C une petite catégorie où les limites inductives finies et les limites projec-

tives finies sont représentables, et où tout morphisme se factorise en un épimorphisme
effectif suivi d’un monomorphisme. Répéter pour une double flèche (p1, p2) de C la
construction des Rn. Munissant C de la topologie canonique, montrer que le foncteur
canonique ε : C→ C∼ est exact, et commute par suite à la formation des Rn.

e) Prendre pour C une petite sous-catégorie pleine de (Ens), stable à isomorphisme
près par limites projectives finies et limites inductives finies, et contenant les en-
sembles X0, X1 de c). En conclure que le topos C∼ (qui est un topos cohérent (2.3),
i.e. engendré par la sous-catégorie de ses objets cohérents, laquelle est stable par li-
mites projectives finies) ne satisfait pas aux conditions équivalentes de 1.25.

f) Soient k un corps, C le site fppf des schémas localement de présentation finie
sur k (SGA 3 IV 6.3). Montrer qu’il existe un schéma affine réduit X sur k qui admit
un automorphisme f qui n’est pas d’ordre fini (prendre par exemple l’espace affine E2
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muni de l’automorphisme f(x) = x, f(y) = x+y). Montrer que si p1, p2 : X1 ⇒ X0 est 194

une double flèche dans C, telle que la double flèche correspondant dans (Ens)p1(k) :
p2(k) : X1(k) ⇒ X0(k) donne une suite (Rn) non stationnaire, alors il en est de même
de la double flèche de C∼ définie par p1, p2, donc, si X0 est de type fini sur k, alors
le conoyau dans C∼ de (p1, p2) n’est pas cohérent. En conclure que le conoyau dans
C∼ du couple (f, idX) n’est pas cohérent, donc que le topos C∼ ne satisfait par aux
conditions équivalentes de 1.25. En conclure plus généralement que si S est un schéma
non vide, C le site fppf des schémas localement de présentation finie sur S, alors le
topos C∼ ne satisfait pas aux conditions de 1.25. (On fera attention que, contrairement
à l’apparence, C∼ n’est donc noethérien (2.11) que si S est vide, comme il résulte de
ce qui précède et de 2.14.

Définition 1.30. — Soit E un topos. Un objet X de E est dit un objet prénoethérien(∗)

du topos E s’il satisfait aux deux conditions équivalentes suivantes :
(i) Tout sous-objet de X est quasi-compact.
(ii) Toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire.

1.30.1. L’équivalence des conditions (i) et (ii) est claire. On notera que ces conditions
ne dépendent encore que du topos induit E/X, et même seulement de l’ensemble
ordonné des ouverts de E/X, isomorphe à l’ensemble ordonné des sous-objets de X.
Elles sont stables par passage à un sous-objet de X.

1.31. On prouve comme pour 1.3 et 1.4 les faits suivantes : si (Xi → X) est une 195

famille couvrante finie, avec les Xi prénoethériens, alors X est prénoethérien ; en par-
ticulier un quotient d’un objet prénoethérien de E est prénoethérien. Si (Xi)i∈I est
une famille d’objets de E, alors leur somme X est un objet prénoethérien de E si et
seulement si tous les Xi sauf un nombre fini sont isomorphes à ∅E, et tous les Xi sont
prénoethériens.

1.32. Évidemment un objet prénoethérien d’un topos E est quasi-compact ; lorsque
E admet une famille génératrice formée d’objets prénoethériens, la réciproque est
vraie (comme il résulte aussitôt de 1.31) : les objets prénoethériens de E sont alors
ses objets quasi-compacts.

Supposons que E admette une famille génératrice (Xi)i∈I formée d’objets quasi-
compacts, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Les Xi sont prénoethériens.
(ii) Tout objet quasi-compact de E est prénoethérien.
(iii) Tout monomorphisme dans E est quasi-compact.

(On vient de voir l’équivalence de (i) et (ii), (ii) ⇒ (iii) est trivial à partir des défini-
tions, et (iii) ⇒ (ii) sur la définition 1.30 (i).)

(∗)Par la notion plus forte d’objet noethérien, cf. 2.11 ci-dessous.
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On notera que (iii) a comme conséquence que tout morphisme de E est quasi-196

séparé ; donc (1.14 (ii)) tout objet X de E au-dessus d’un objet quasi-séparé X de E
est lui-même quasi-séparé.

Exemple 1.33. — (Topos classifiant d’un groupe). Soient G un groupe ∈ U , BG son
topos classifiant (IV 2.4) i.e. la catégorie des ensemble ∈ U où G opère à gauche. Les
objets connexes-non vides de BG (IV 4.3.5) sont les ensembles à opérateurs qui sont
non vides et sur lesquels G opère transitivement, et tout objet E de BG est somme de
ses composantes connexes, qui sont les sous-objets non vides minimaux de E (savoir
les orbites de G dans E). Par suite E est un objet quasi-compact de BG si et seulement
si l’ensemble π0(E) des orbites de G dans E est fini, et alors E est même un objet
prénoethérien de BG. Ces objets (et même le seul objet Gs, qui est connexe non-vide)
forment une sous-catégorie génératrice de BG. Pour que l’objet final e de BG soit
quasi-séparé, i.e. pour que le produit de deux objets quasi-compacts de BG soit quasi-
compact, il faut et il suffit que le produit Gs×Gs soit quasi-compact, ce qui équivaut
manifestement au fait que G est fini. On en conclut, plus généralement, qu’un objet
E de BG est quasi-séparé si et seulement si les stabilisateurs de ses points sont des
sous-groupes finis de G ; i.e. s’il est isomorphe à une somme d’espaces homogènes
G/H, avec H fini.) En effet, en vertu de 1.15 on peut supposer dans ce critère E
connexe, mais si x ∈ E a comme groupe de stabilité Gx, on sait (IV 5.8) que BG/E197

est équivalent au topos BGx , donc son objet final est quasi-séparé si et seulement si
Gx est fini. On conclut de ce critère que tout objet de BG qui se trouve au-dessus d’un
objet quasi-séparé est quasi-séparé, a fortiori, le produit de deux objets quasi-séparés
de BG est quasi-séparé. On conclut aussi que les objets cohérents de BG sont les objets
isomorphes à des sommes finies d’espaces homogènes G/H, avec H fini. Comme Gs

est cohérent, on voit que les objets cohérents de BG forment déjà une sous-catégorie
génératrice de BG. De plus, cette sous-catégorie est stable par produits fibrés (comme
il résulte de fait que tout objet au-dessus d’un objet quasi-séparé est quasi-séparé).
(Dans la terminologie 2.11 plus bas BG est un topos localement noethérien, mais il
n’est quasi-séparé que si G est fini, et alors BG est même noethérien.)

On voit tout de suite qu’un morphisme f : E′ → E est quasi-compact si et seulement
si l’application induit π0(f) : π0(E′)→ π0(E) pour les ensembles d’orbites est propre
i.e. à fibres finies ; on retrouve qu’un monomorphisme est quasi-compact (1.32), donc
tout morphisme est quasi-séparé. Par suite les morphismes cohérents dans BG sont
simplement les morphismes quasi-compacts, qu’on vient de caractériser.

Soit E un objet du topos BG. On vérifie facilement que E est une limite inductive
filtrante d’objets cohérents de BG si et seulement si les stabilisateurs des points de E
sont des groupes ind-finis (i.e. limites inductives filtrantes de leurs sous-groupes finis).198

En particulier, si G n’est pas ind-fini (par exemple si G = Z), l’objet final du topos
BG n’est pas limite inductive d’objets cohérents ; plus précisément, pour que le topos
BG satisfasse aux conditions équivalentes de 1.25, il faut et il suffit que son objet
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final soit limite inductive filtrante d’objets cohérents, ou encore que le groupe G soit
ind-fini.

2. Conditions de finitude pour un topos

Proposition 2.1. — Soit E un U -topos. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Il existe une sous-catégorie pleine génératrice C de E, formée d’objets quasi-
compacts, et stable par produits fibrés.

(ii) Il existe un U -site C, tel que tout objet de C soit quasi-compact, que dans C
les produits fibrés soient représentables, et que E soit équivalent à la catégorie des
faisceaux C∼.

Supposons que ces conditions sont satisfaites. Alors on peut même choisir dans
(i) (resp. (ii)) la catégorie C U -petite. D’autre part, pour tout X ∈ obC, l’objet X
(resp. ε(X)) du topos E est cohérent.

L’implication (i) ⇒ (ii) résulte de IV 1.2.1., et le fait que dans (i) (resp. (ii)) on
peut prendre C U -petite se voit aussitôt par l’argument de IV 1.2.3 appliqué à une
petite sous-catégorie pleine génératrice au sens topologique (II 3.0.1) de C. Il reste à
prouver (ii) ⇒ (i) et la dernière assertion de 2.1, ce qui résulte aussitôt du

Corollaire 2.1.1. — Soit C un U -site où les produits fibrés soient représentables et 199

dont tout objet soit quasi-compact, et soient E : C∼, ε : C→ E le foncteur canonique.
Alors pour tout X ∈ obC, ε(X) est un objet cohérent de E. La sous-catégorie pleine
de E formée des objets cohérents de E qui se trouvent au-dessus de quelque ε(X) est
stable par produits fibrés (et est évidemment génératrice dans E).

On sait déjà que ε(X) est quasi-compact (1.2), prouvons qu’il est quasi-séparé.
Soient donc F, G deux objets quasi-compacts de E et F → ε(X), G → ε(X) deux
morphismes, prouvons que le produit fibré F

ε(X)
G est quasi-compact. Recouvrant F

et G par un nombre fini d’objets de la forme ε(Yi) resp. ε(Zj), et procédant comme
dans 1.2 pour nous ramener au cas où les composés ε(Yi) → ε(X), ε(Zj) → ε(X)
proviennent de morphismes Yi → X resp. Zj → Y, on est ramené grâce à 1.3 au cas
où les morphismes F→ ε(X) et G→ ε(X) sont les transformés par ε de morphismes
Y → X, Z → X. Mais comme les produits fibrés sont représentables dans C et que ε
y commute, on est réduit à prouver que ε(Y

X
Z) est quasi-compact, ce qui a été déjà

noté plus haut pour tout objet de la forme ε(U).
Soient maintenant G → F, H → F des morphismes d’objets cohérents de E, tels

qu’il existe un morphisme F→ ε(X), pour quelque X ∈ obC, prouvons que G
F

H est
cohérent. Comme G et H sont quasi-compacts et F quasi-séparé, il résulte déjà des
définitions que le produit fibré est quasi-compact. Reste à voir qu’il est quasi-séparé, 200
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ou ce qui revient au même (1.15) que G
ε(X)

H est quasi-séparé. Cela résulte du fait

plus général :

Corollaire 2.1.2. — Sous les conditions de 2.1.1, pour tout objet quasi-séparé G de E,
tout morphisme G→ ε(X) est quasi-séparé. Si H→ ε(X) est un deuxième morphisme,
avec H quasi-séparé, alors G

ε(X)
H est quasi-séparé.

La première assertion implique la deuxième, car elle implique par changement de
base que G

ε(X)
H est quasi-séparé, donc, puisque H est quasi-séparé, G

ε(X)
H l’est

aussi (1.14 (ii)). Pour prouver que G→ ε(X) est quasi-séparé, nous allons utiliser le

Lemme 2.1.3. — Soient E un topos, f : X → Y un morphisme dans E. Supposons
que E admette une famille génératrice d’objets quasi-compacts, et qu’il existe une
famille couvrante (gi : Xi → X)i∈I de X telle que les Xi soient quasi-compacts, et que
pour tout couple d’indices i, j ∈ I, Xi

Y
Xj soit quasi-séparé. Alors, si X est un objet

quasi-séparé de E, f est un morphisme quasi-séparé.

En effet, la famille (gi
Y
gj : Xi

Y
Xj −→ X

Y
X)(i,j)∈I×I est couvrante, donc pour

voir que le morphisme ∆X/Y : X→ X
Y

X est quasi-compact, il suffit de voir que pour

tout (i, j) ∈ I × I, le morphisme qui s’en déduit par changement de base gi
Y
gj l’est201

(1.10 (ii)). Or ce dernier n’est autre que le morphisme canonique Xi
X

Xj −→ Xi
Y

Xj ;
comme par hypothèse X est quasi-séparé et les Xi sont quasi-compacts, Xi

X
Xj est

quasi-compact, donc comme Xi
Y

Xj est quasi-séparé par hypothèse, le morphisme
Xi

X
Xj −→ Xi

Y
Xj est bien quasi-compact, C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de 2.1.2, en prouvant que
tout morphisme f : G → ε(X), avec G avec G quasi-séparé, est quasi-séparé. Pour
ceci, couvrons G par des objets ε(Xi), tels que les morphismes composés ε(Xi)→ ε(X)
proviennent de morphismes Xi → X. En vertu de 2.1.3, comme les ε(Xi) sont quasi-
compacts, il suffit de vérifier que les produits fibrés ε(Xi)

ε(X)
ε(Xj) = ε(Xi

X
Xj) sont

quasi-séparés. Or on a déjà vu que tout objet de E de la forme ε(U) est cohérent.
Cela prouve 2.1.2 et achève la démonstration de 2.1.

Proposition 2.2. — Soit E un topos contenant une sous-catégorie pleine génératrice C
formée d’objets cohérents. Les conditions suivantes sur E sont équivalentes :

(i) Tout objet quasi-séparé de E est quasi-séparé sur l’objet final.
(i bis) Pour tout morphisme f : X → Y dans E, X quasi-séparé implique f quasi-

sépare.
(i ter) Tout objet X de C est quasi-séparé sur l’objet final de E, i.e. le morphisme

diagonal X→ X×X est quasi-compact.
(ii) Le produit de deux objets quasi-séparés de E est quasi-séparé.202
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(ii bis) Le produit dans E de deux objets de C est quasi-séparé.

Ces conditions impliquent que la sous-catégorie pleine Ecoh de E formée des objets
cohérents de E est stable par produits fibrés (et à fortiori, que E satisfait aux conditions
équivalentes de 2.1).

Évidemment (i bis) ⇒ (i), et l’implication inverse résulte de 1.8 (iii). On a (i) ⇒
(ii) par un argument déjà fait : si X et Y sont quasi-séparés, comme par l’hypothèse
(i) X est quasi-séparé sur e, X × Y est quasi-séparé sur Y par changement de base,
donc X est quasi-séparé en vertu de 1.14 (ii). Le même argument montre que (i ter)
⇒ (ii bis), et d’autre part (i) ⇒ (i ter) et (ii) ⇒ (ii bis) sont triviaux, de sorte qu’il
reste à établir (ii bis) ⇒ (i). Mais si X est un objet quasi-séparé de E, recouvrant X
par des objet Xi de C (ce qui est possible, C étant génératrice), comme les Xi sont
quasi-compacts par hypothèse sur C, on peut appliquer 2.1.3 au morphisme X → e,
de sorte que pour prouver que ce dernier est quasi-séparé, on est ramené précisément
à voir que les Xi ×Xj sont quasi-séparés, ce qui est l’hypothèse (ii bis).

Remarque 2.2.1. — La condition (i ter) équivaut aussi à la condition (i quater). Pour
toute double flèche g1, g2 : Y ⇒ X dans C, le noyau dans E est quasi-compact (ou
encore (1.15) cohérent).

Pour le voir, il suffit d’appliquer le critère 1.10 (i) au morphisme diagonal X→ X×X 203

envisagé dans (i ter).

Définition 2.3. — Un topos E satisfaisant les conditions équivalentes de 2.2 (resp. de
2.1) est appelé un topos algébrique (resp. un topos localement algébrique, ou loca-
lement cohérent). Un objet X d’un topos E est appelé objet algébrique du topos E si
le topos induite E/X est algébrique. Un topos E est dit quasi-séparé (resp. cohérent)
s’il est algébrique et si son objet final est quasi-séparé (resp. cohérent).

2.3.1. C’est dans les topos algébriques que les notions de finitude développées au n◦ 1
ont des propriétés pleinement satisfaisantes, analogues aux propriétés des notions de
même nom dans la catégorie des schémas. Tous les topos localement algébriques (=
localement cohérents) rencontrés en pratique sont en fait algébriques, donc l’inté-
rêt pratique de cette notion semble pour l’instant assez réduit. On peut cependant
construire des topos localement algébriques et non algébriques (2.17 f).

2.4. Voici quelques remarques générales concernant les notions introduites dans 2.3,
qui convaincront le lecteur (du moins on l’espère) que la terminologie introduite est
cohérente.

2.4.1. Sous les conditions de 2.1 (i) resp. (ii), pour tout X ∈ C, X (resp. ε(X)) est un
objet (cohérent) algébrique de E (2.1.2 et 1.19.2), en d’autres termes le topos induit 204

E/X (resp. Eε(X) u (C/X)∼) est algébrique, donc cohérent. Il revient au même de dire
que lorsque C admet un objet final, alors E lui-même est algébrique, donc cohérent.
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2.4.2. Si E est un topos algébrique, alors tout topos induit E/X est également al-
gébrique (2.2 (i bis)) ; pour qu’un topos E soit localement algébrique = localement
cohérent, il faut et il suffit qu’il existe une famille (Xi)i∈I d’objets de X, couvrant
l’objet final, telle que les Xi soient algébriques (resp. cohérents) i.e. telle que les topos
induits E/Xi

soient algébriques (resp. cohérents). -La suffisance résulte aussitôt des
définitions, la nécessité des observations 2.4.1. Bien entendu, un topos algébrique est
localement algébrique, et si E est un topos localement algébrique, tout topos induit
E/X est localement algébrique.

2.4.3. Si X est un objet algébrique d’un topos E, alors tout objet X′ de E qui se
trouve au-dessus de X est encore algébrique (cf. 2.4.2). En particulier, tout objet d’un
topos algébrique est algébrique, et inversement bien sûr.

2.4.4. La sous-catégorie pleine de E formée des objets quasi-séparés qui sont algé-
briques est stable par produits fibrés et par sous-objets (1.15), donc aussi par noyaux.
Si E est algébrique, cette catégorie (qui n’est alors autre que la catégorie des objets
quasi-séparés de E sans plus) est également stable par produit de deux objets. Si E205

est quasi-séparé (et alors seulement) cette catégorie est stable par limites projectives
finis quelconques, ou encore contient l’objet final de E.

La sous-catégorie pleine C de E formée des objets cohérents qui sont algébriques
est stable par produits fibrés. Si E est localement algébrique i.e. localement cohérent,
dire que E est algébrique revient à dire que C est également stable par noyaux de
doubles flèches (2.2.1) ; et dire que E est quasi-séparé revient à dire que de plus C
est stable par produit de deux objets (cf. 1.17). Enfin dire que E est cohérent revient
à dire que C est stables par limites projectives finies quelconques, ou encore qu’il
contient l’objet final de E.

2.4.5. Soit E un topos. Pour que E soit localement cohérent (resp. algébrique, resp. quasi-
séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit qu’il admette une sous-catégorie pleine gé-
nératrice C formée d’objets quasi-compacts (qui seront automatiquement cohérents
(2.1)), et qui soit stable par produits fibrés (resp. par produits fibrés et par noyaux,
resp. par produits fibrés et par produits de deux objets, resp. par limites projectives
finies quelconques) ; ou encore que E soit équivalent à un topos C∼, où C est un U -site
dont tout objet est quasi-compact, et où les produits fibrés et les produits de deux
objets (resp. toutes les limites projectives finies) sont représentables. (Pour la néces-
sité, on prend pour C la catégorie des objets de E qui sont cohérents et algébriques,206

et on applique 2.4 ; pour la suffisance, on applique 2.2 (i ter)). Dans cet énoncé, on
peut évidemment supposer encore C U -petit.

2.4.6. Soit E un topos, Si E est algébrique, un objet X de E est quasi-séparé (resp. cohérent)
si et seulement si le topos induit E/X l’est. Lorsque E n’est plus supposé algébrique,
on peut dire seulement que E/X est quasi-séparé (resp. cohérent) si et seulement si
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X est quasi-séparé (resp. cohérent) et algébrique. Ce n’est pas grave, vu qu’on n’aura
sans doute pas à utiliser ces notions en dehors du cas E algébrique.

2.4.7. Pour que la notion d’objet cohérent (resp. quasi-séparé d’un topos E ait des
propriétés satisfaisantes, il faut se borner aux objets qui sont de plus algébriques,
condition automatiquement satisfaite si E est algébrique. Comme nous n’aurons sans
doute jamais à travailler avec des E localement algébriques qui ne soient algébriques, la
question de réviser la terminologie introduite dans 1.13, en la réservant éventuellement
aux seuls objets algébriques, ne se pose donc pas en termes bien aigus !

D’autre part, nous sommes abstenus de définir la notion de topos quasi-compact.
Dans l’esprit du présent numéro, il s’imposerait d’appeler ainsi les topos algébriques
sont l’objet final est quasi-compact.

Nous avons hésité à introduire un tel usage, car si X est un espace topologique, il 207

ne serait pas vrai que X est quasi-compact si et seulement si le topos associé Top(X)
l’est. On notera à ce propos que Top(X) est localement cohérent si et seulement si
X admet une base d’ouverts formée d’ouverts quasi-compacts U tels que pour Uj ,
Uk ⊂ Ui, Uj ∩ Uk soit encore quasi-compact (et alors Top(X) est même algébrique).
Cette conditions est vérifiée pour les espaces topologiques sous-jacents aux schémas,
mais rarement pour les espaces rencontrés par les analystes, fussent-ils (les espaces)
compacts. Explicitons encore, pour la commodité des références :

Proposition 2.5. — Soit E un topos algébrique, f : X→ Y un morphisme dans E. Si Y
est un objet quasi-séparé (resp. cohérent) de E, alors, pour que X soit un objet quasi-
séparé (resp. cohérent) de E, il faut et il suffit que le morphisme f soit quasi-séparé
(resp. cohérent).

La suffisance a déjà été vue dans 1.14(ii), et est vraie sans hypothèse sur E. La
nécessité dans la cas non respé est vraie sans supposer même Y quasi-séparé, et n’est
autre que la définition 2.3 via 2.2 i bis). Il reste à prouver que si Y est cohérent et
X cohérent, alors f est cohérent. Comme on sait déjà que f est quasi-séparé, il suffit
de voir que f est quasi-compact, ce qui résulte du fait que X est quasi-compact et Y
quasi-séparé (1.13).

Corollaire 2.6. — Soient E un topos algébrique, f : X → Y un morphisme dans E, 208

(Yi → Y)i∈I une famille couvrante, avec les Yi quasi-séparés (resp. cohérents). Pour
que f soit quasi-sépare (resp. quasi-compact, resp. cohérent) il faut et il suffit que pour
tout i ∈ I, Xi = X

Y
Yi soit un objet quasi-séparé (resp. quasi-compact, resp. cohérent)

de E.

Il suffit de conjuguer 1.10 (ii) et 2.5 dans le cas « quasi séparé » ou « cohérent » ;
le cas « quasi-compact » a déjà été vu dans 1.16. On notera que la nécessité de la
condition énoncée dans 2.6 est également valable sans hypothèse sur le topos E.

On trouve comme cas particulier de 2.6 :
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Corollaire 2.7. — Soient E un topos cohérent, X un objet de E. Pour que X soit
un objet quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) de E, il faut et il suffit
qu’il soit quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) au-dessus de l’objet final
(1.9.2).

En particulier, X est constructible (1.9.2) si et seulement s’il est cohérent.

Corollaire 2.8. — Soient E un topos localement cohérent, f : X → Y un morphisme
dans E. Pour que f soit quasi-séparé, il faut et il suffit que pour tout objet quasi-séparé
Y′ de E/Y, f∗(Y′) = X

Y
Y′ soit un objet quasi-séparé de E/X (ou de E, cela revient

au même (1.20.2)).

Le « il faut » est valable sans condition sur E, car si Y′ est quasi-séparé, comme209

f ′ : X′ = X
Y

Y′ −→ Y′ est quasi-séparé par changement de base, X′ est quasi-séparé

(1.14 (ii)). Pour la réciproque, notons qu’il existe une famille couvrante Yi → Y de
Y par des objets quasi-séparés et algébriques. En vertu de 1.10 (ii), pour vérifier que
f est quasi-séparé, il suffit de vérifier que les fi : Xi = X

Y
Xi −→ Yi le sont. Or

l’hypothèse sur f∗ implique que les Xi sont quasi-séparés, donc les fi le sont puisque
E/Yi

est un topos algébrique.

Remarque 2.8.1. — Les énoncés 2.5 et 2.6 restent valables si on y remplace l’hypothèse
« E algébrique » par l’hypothèse plus générale « Y est algébrique », comme on voit
trivialement en appliquant l’énoncé primitif au topos induit E/Y, qui est algébrique.
De même, dans 2.8 il suffit de supposer que E/Y (au lieu de E) soit localement cohérent.

Proposition 2.9. — Soient E un topos, C une sous-catégorie de E. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) E est localement cohérent (resp. cohérent), satisfait aux conditions équivalentes
de 1.25, et C est la sous-catégorie pleine Ecoh de E formée des objets cohérents.

(ii) C est une sous-catégorie strictement pleine génératrice de E, stable par limites
inductives finies et par produits fibrés (resp. et par limites projectives finies), et est
formée d’objets quasi-compacts.

L’implication (i) ⇒ (ii) résulte trivialement des définitions et de la forme 1.25 (ii)210

des conditions envisagées dans 1.25 ; prouvons l’implication inverse. Le fait que C soit
une sous-catégorie pleine génératrice, formée d’objet quasi-compacts, et stable par
produits fibrés (resp. par limites projectives finies) implique, par définition, que E est
localement cohérent (resp. cohérent). Le fait que de plus C soit strictement pleine et
stable par limites inductives finies implique alors que C = Ecoh (en vertu de 1.24 (ii)
⇒ (iii)), et que la condition 1.25 (ii) est satisfaite, C.Q.F.D.

Définition 2.9.1. — Un U -topos E est dit parfait s’il est cohérent (2.3) et s’il satisfait
aux conditions équivalentes de 1.25. i.e. si la sous-catégorie Ecoh de E formée des ob-
jets cohérents de E est stable par limites inductives finies. On dit que E est localement
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parfait s’il existe une famille (Xi)i∈I d’objets de E couvrant l’objet final, telle que pour
tout i ∈ I, le topos induit E/Xi

soit parfait.

2.9.2. Il résulte aussitôt de cette définition qu’un topos parfait (resp. localement
parfait) est cohérent (resp. localement cohérent). Comme exemples de topos parfaits
(resp. localement parfaits), signalons les topos noethériens (resp. localement noethé-
riens) introduits dans 2.11 ci-dessous (cf. 2.14), le topos zariskien et le topos étale
d’un schéma cohérent (resp. d’un schéma quelconque) (IX, note page 42). Comme
contre-exemple, signalons le topos fppf d’un schéma S, qui est localement cohérent 211

(et même cohérent si S est un schéma cohérent, i.e. quasi-compact et quasi-séparé)
(VII 5.6), mais qui n’est pas localement parfait si S 6= ∅ (1.28 f)).

Dans un topos localement parfait, la notion d’objet constructible est particuliè-
rement stable (2.9.3 ci-dessous), ce qui est une raison pourquoi la notion semble
intéressante. Une autre raison est dans le fait que comme celle de topos cohérent
ou localement cohérent, la notion de topos parfait ou localement parfait est stable
par rapport à la formation du sous-topos fermé complémentaire d’un ouvert (4.6), et
qu’elle se comporte de façon particulièrement simple pour l’opération de recollement
de topos (4.11, 4.14).

Proposition 2.9.3. — Soit E un topos localement parfait (2.9.1). Alors la sous-catégorie
pleine Econs de E formée des objets constructibles de E (1.9.3) est stable par limites
inductives finies (et aussi par limites projectives finies bien sûr, en vertu de (1.9.3)).

Comme la propriété pour un objet de E d’être constructible est locale sur E (1.10
(ii)), on est ramené au cas où E est un topos parfait. Mais alors Econs = Ecoh (2.7),
et la conclusion résulte de la définition 2.9.1.

Corollaire 2.9.4. — Soit E un topos localement parfait. Alors E est parfait si et seule- 212

ment si E est cohérent. Pour tout objet X de E, le topos induit E/X est localement
parfait.

Problème 2.9.5. — Il est concevable que les topos parfaits soient assez particuliers
pour se prêter à une théorie de structure aussi explicite (suivant un modèle proposé
par M.Artin à l’époque du séminaire oral). Appelons topos fini un topos équivalent à
un topos de la forme Ĉ, où C est une catégorie finie (cf. exercice 3.11), et topos profini
un topos qui est une limite projective filtrante de topos finis (au sans de 6. plus bas, qui
s’applique grâce à 3.12 c)). Comme un topos fini est noethérien (2.17 g)) donc parfait,
et qu’une limite projective filtrante de topos parfaits est parfait (6.), on voit qu’un
topos profini est parfait. La question qui se pose serait de savoir si réciproquement
tout topos parfait est profini. Cela équivaut à la question si toute sous-catégorie finie
de Ecoh est contenue dans une sous-catégorie pleine F0 de Ecoh qui est équivalente à
une catégorie Fcoh, où F est un topos fini (cf. 3.11). (Si la réponse était négative, il y
aurait lieu de trouver des conditions intrinsèques supplémentaires maniables pour un
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topos parfait qui assurent qu’il est profini.) Il resterait enfin à étudier la structure des
topos profinis en termes d’une notion convenable de « catégorie profinie karoubienne »,
inspirée de IV 7.6 h). Cette étude n’a pas été faite encore même dans le cas particulier213

où E est le topos zariskien, ou étale, d’un brave schéma cohérent X, et devrait donner
alors des invariants plus fins que l’espace compact Xcons (EGA IV 1.) associé à X.

Dans le même ordre d’idées, signalons la questions suivante : Soit E un topos
parfait, E′ le topos induit sur un ouvert de E, et E′′ le sous-topos fermé correspondant
(IV 9.9). Si E′ et E′′ sont des topos finis, en est-il de même de E ?

Proposition 2.10. — Soit E un topos. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E admet une sous-catégorie pleine génératrice stable par produits fibrés, formée
d’objets prénoethériens de E.

(ii) E admet une sous-catégorie pleine génératrice formée d’objets prénoethériens
quasi-séparés (i.e. prénoethériens cohérents).

(iii) E est localement cohérent (2.3) et tout objet quasi-compact de E est prénoe-
thérien.

(iii bis) E est localement cohérent et admet une famille génératrice formée d’objets
prénoethériens de E.

L’équivalence de (iii) et (iii bis) résulte de 1.32, et il est trivial que (i)⇒ (iii bis) et
(iii) ⇒ (i), donc (i) équivaut à (iii) et (iii bis). Enfin (i) ⇒ (ii) résulte de la dernière
assertion de 2.1, et il reste à prouver (ii) ⇒ (i). Cette implication résulte du fait que214

la sous-catégorie pleine de E formée des objets noethériens quasi-séparés, si elle est
génératrice, est stable par produits fibrés, car un tel produit fibré est quasi-compact
en vertu des définitions, donc noethérien par la première assertion de 1.32 ; et il est
quasi-séparé par la dernière assertion de 1.32.

Définition 2.11. — Un topos E est dit topos localement noethérien s’il satisfait aux
conditions équivalentes de 2.10, noethérien si de plus son objet final est cohérent (ou
ce qui revient au même (1.32)) prénoethérien et quasi-séparé). Un objet X d’un topos
E est dit objet noethérien de E si le topos induit E/X est un topos noethérien.

2.12. Si E est un topos localement noethérien, alors il en est de même de tout topos
induit E/X ; inversement, si on peut trouver une famille (Xi) couvrant l’objet final
telle que les EXi

soient localement noethériens, il en est de même de E. Si C est une
sous-catégorie pleine génératrice de E formée d’objets prénoethériens et stable par
produits fibrés (2.11 (i)), alors pour tout X ∈ C, E/X est un topos noethérien, i.e. les
objets de C sont même noethériens, (car si E est localement noethérien et X ∈ ObE,
alors E/X est noethérien si et seulement si X est cohérent). Il s’ensuit qu’un topos E
est localement noethérien si et seulement si on peut recouvrir l’objet final de E par
des objets noethériens Xi.
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2.13. Dans un topos localement noethérien E, tout monomorphisme est quasi-compact,215

et tout morphisme est quasi-séparé (1.32). A fortiori, E est un topos algébrique (2.3)
et non seulement localement cohérent i.e. localement algébrique. Donc un topos E
est noethérien si et seulement si il est localement noethérien et cohérent (2.3). En
d’autres termes, si E est un topos localement noethérien, alors les objets noethériens
de E ne sont autres que les objets cohérents de E.

2.14. Soit E un topos localement noethérien, Si E est quasi-séparé, i.e. si son objet
final est quasi-séparé, alors tout objet de E est quasi-séparé (1.32), donc les objets pré-
noethériens de E sont identiques aux objets noethériens (i.e. cohérents) de E. Comme
un objet quotient d’un objet prénoethérien est prénoethérien, il s’ensuit que E satis-
fait aux conditions équivalentes de 1.25 (puisqu’il satisfait la condition 1.25 (ii bis)).
En particulier, si C est la sous-catégorie pleine de E formée des objets noethériens
(cohérents) de E, alors le foncteur naturel

Ind(C) −→ E

est une équivalence de catégories. On conclut de ceci qu’un topos noethérien est parfait
(2.9.1), donc qu’un topos localement noethérien est localement parfait.

Si on suppose seulement E localement noethérien, il sera encore vrai que tout ob-
jet de E est limite inductive de ses sous-objets prénoethériens (car dans un topos
admettant une sous-catégorie génératrice formée d’objets quasi-compacts, tout ob- 216

jet est limite inductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts). Mais comme un
objet prénoethérien de E n’est plus nécessairement cohérent, cet énoncé n’a alors
qu’une utilité très limitée, et on sait (1.33) que les conditions de 1.25 ne sont plus
nécessairement vérifiées.

Exemple 2.15. — (Espaces topologiques.) Soit X un espace topologique. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes : (i) l’espace topologique X est noethérien (i.e. tout
ouvert de X est quasi-compact), i.e. toute suite croissante d’ouverts de X est sta-
tionnaire) ; (ii) le topos Top(X) est noethérien ; (iii) l’objet final X de Top(X) est
noethérien ; (iv) l’objet final X de Top(X) est prénoethérien.

En effet, on a trivialement (ii) ⇔ (iii) ⇒ (iv) ⇔ (i), d’autre part (i) implique que
la sous-catégorie génératrice ouv(X) de Top(X), qui est stable par limites projectives
finies, est formée d’objets prénoethériens, d’où (ii).

On voit de même que l’espace topologique X est localement noethérien (i.e. est
réunion d’ouverts noethériens) si et seulement si le topos Top(X) est localement noe-
thérien.

2.15.1. Ainsi, nos définitions 1.30, 2.11 sont compatibles avec la terminologie reçue
pour les espaces topologique. D’autre part, nous avons tenu dans le cas général à
donner au terme « objet noethérien » un sens plus fort que celui de la notion plus 217

naïve de 1.30, pour que l’ensemble des propriétés qui s’attachent à cette notion (plutôt
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que la seule structure grammaticale de la définition) soit bien en accord avec l’intuition
qui s’attache aux espaces topologiques et aux schémas noethériens.

Le lecteur trouvera d’autres exemples dans les exercices suivants.

Exercice 2.16. — (Espaces à opérateurs et topos classifiants).
Soit X un espace topologique sur lequel opère un groupe discret G, d’où (IV 2.3) un

topos E = Top(X,G). On interprète les objets X′ de ce topos comme des espaces étalés
sur X à groupe d’opérateurs G, et on note que le topos induit E/X, est canoniquement
équivalent à Top(X′,G).

a) Pour que l’objet final du topos E soit quasi-compact, il faut et il suffit que
l’espace topologique quotient X/G soit quasi-compact (Utiliser IV 8.4.1).

b) Soit P l’objet de E définit par l’espace étalé trivial X×G avec opération diago-
nale de G. Montrer que le topos induit E/P est équivalent au topos Top(X) (comparer
IV 5.8.3). En conclure que E est localement cohérent (resp. localement noethérien) si
et seulement si Top(X) est localement cohérent (cf. 2.4.7) (resp. localement noethé-
rien (cf. 2.15)). Montrer que si E est localement cohérent, i.e. localement algébrique,
il est même algébrique, en utilisant la famille génératrice formée des objets TU, où U218

est un ouvert cohérent de X, TU = G×U avec opération g · (u, g′) = (u, gg′) de G, et
la morphisme structural pU : TU → X défini par PU(u, g) = g · u.

c) Supposons E algébrique, i.e. Top(X) algébrique (2.4.7). Montrer que le mor-
phisme structural P→ e est quasi-séparé. Montrer que E est quasi-séparé si et seule-
ment si Top(X) est quasi-séparé (ou encore l’espace topologique X est quasi-séparé,
i.e. l’intersection de deux ouverts quasi-compacts de X est un ouverts quasi-compact),
et G est fini ou X vide. (Comparer 1.33.)

d) Montrer que le morphisme structural P → e est quasi-compact si et seulement
si G est fini. Montrer que E est cohérent (resp. noethérien) si et seulement si Top(X)
l’est, et G est fini ou X vide.

e) Soient E un topos, G un Groupe de E, d’où un topos classifiant BG (IV 2.4). Faire
l’étude des conditions de finitude dans BG, en s’inspirant de ce qui précède. Même
question lorsqu’on part d’un pro-groupe strict G = (Gi)i∈I de E. En particulier, on
verra que si E est cohérent (resp. noethérien) et les Gi sont cohérents, alors BG est
cohérent (resp. noethérien).

Exercice 2.17. — (Topos de la forme Ĉ.) Soient C une catégorie équivalente à une
catégorie ∈ U , et E = Ĉ la catégorie des préfaisceaux sur C. Par le foncteur canonique
ε : C→ Ĉ, on identifie C à une sous-catégorie pleine de E.

(a) C est une sous-catégorie génératrice de E formée d’objets quasi-compacts. Pour219

que ceux-ci soient prénoethériens (cf. 1.32), il faut et il suffit que pour tout objet X de
C, tout crible de X soit engendré par une famille finie de morphismes Xi → X de C.
Pour que l’objet final de E soit quasi-compact (resp. prénoethérien), il faut et il suffit
qu’il existe une sous-catégorie finale de C dont l’ensemble d’objets soit fini (resp. que
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tout crible de C soit engendré par une sous-catégorie de C dont l’ensemble d’objets
soit fini).

(b) Pour que E admette une sous-catégorie génératrice formée d’objets cohérents
(ou encore, quasi-séparés), il faut et il suffit que les objets de C soient cohérents dans
E, ou encore que pour deux flèches Y

f−→ X, Z
g−→ X dans C, l’objet Y

X
Z de E soit

quasi-compact i.e. on peut trouver une famille finie de carrés commutatifs dans C

Ti

~~~~
~~

~~
~~

~

��
@@

@@
@@

@@
@

Y

f
  

AA
AA

AA
AA

A Z

g
~~~~

~~
~~

~~
~

X ,

telle que tout autre carré commutatif dans C
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provienne d’un morphisme T → Ti. (Noter que si (Fi)i∈I est une famille génératrice 220

de E, tout X ∈ obC est isomorphe à un facteur direct d’un des Fi.)
(c) Pour que E soit localement cohérent, i.e. soit engendré par une famille d’objets

cohérents et algébriques, il faut et il suffit que les objets X de C soient des objets
cohérents et algébriques de E, i.e. que la condition de b) soit vérifiée, ainsi que la
condition suivante : pour toute double flèche f , g : Y ⇒ Z de C au-dessus d’un objet
X de C, le noyau de cette double flèche dans E est un objet quasi-compact de E, i.e. il
existe une famille finie de diagramme commutatifs dans C

Ti
// Y

f, g
//
// Z

telle que tout autre diagramme commutatif dans C

T // Y
f, g

//
// Z

provienne d’un morphisme T → Ti. Pour que E soit algébrique, il faut et il suffit
qu’il satisfasse à la conditions de b) et à la condition précédente, mais où on prend
une double flèche quelconque (f, g) de C (pas nécessairement au-dessus d’un objet X
de C). Pour que E soit quasi-séparé, il faut et il suffit qu’il satisfasse les conditions
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de b), et que de plus pour deux objets X, Y ∈ obC, le produit X × Y dans E soit
quasi-compact. Pour que E soit cohérent, il faut et il suffit qu’il satisfasse aux deux
conditions précédentes, et qu’il existe un sous-catégorie finale de C dont l’ensemble
sous-jacent soit fini.

(d) Donner un exemple où les objets de la sous-catégorie génératrice C de E sont221

prénoethériens, mais où E n’admet pas de famille génératrice formée d’objets cohé-
rents (i.e. (b)) où les objets de C ne sont pas tous cohérents). Prendre pour ceci pour
C la catégorie ayant des objets X, Ti (i = 0, 1, . . . ) et e (l’objet final), les seuls mor-
phismes entre ces objets en plus des morphismes structuraux dans e et des identités,
étant des morphismes ui : Ti → X, vi : X→ Ti soumis aux conditions uivi = idX, et
enfin pi = viui (satisfaisant nécessairement p2

i = idTi
). On vérifie que les seuls cribles

de X ou d’un Ti sont les deux cribles triviaux, et que e admet exactement un crible
non trivial, donc en vertu de a), les objets de C sont des objets prénoethériens de E.
Cependant, le produit X × X dans E n’est pas quasi-compact, car il ne satisfait pas
au critère de b).

(e) Donner un exemple où la sous-catégorie génératrice C de E est formée d’objets
cohérents de E, mais où E n’est pas localement cohérent. Prendre pour ceci pour C
la catégorie dont l’ensemble des objets est formée d’objets distincts e (l’objet final),
Y, Z et Ti (i = 0, 1, . . . ), avec comme seuls morphismes entre ces objets, en plus
des morphismes dans l’objet final e et des morphismes identiques, des morphismes
f , g : Y ⇒ Y, soumis aux conditions fui = gui. On vérifiera que C satisfait à la
condition de b) (avec un peu de patience ; on trouve que tous les produits fibrés
d’objets de C sont isomorphes à ∅E ou sont dans C, à l’exception de Z

e
Z et Y

e
Z qui222

sont recouverts par deux éléments de C), mais évidemment Ker(f, g) ne satisfait pas
à la condition de c).

(f) Donner un exemple où C est stable par produits fibrés (a fortiori, E est un
topos localement cohérent i.e. localement algébrique) mais où E n’est pas un topos
algébrique. (Prendre l’exemple donné dans d), et la sous-catégorie pleine C′ de E
formée des objets Y, Z, Ti (i > 0) et ∅E).

(g) Supposons la catégorie C finie. Prouver que le topos E est noethérien, que ses
objets noethériens (i.e. quasi-compacts) sont les contrafoncteurs F : C◦ → (Ens) tels
que pour tout objet X de C, F(X) soit un ensemble fini, et que les foncteurs fibres sur
E transforment objets noethériens en ensembles finis (cf. IV 7.6. h)).

(h) Supposons que tout morphisme f : X → X de C se factorise en un composé
ip, où i est un monomorphisme et où p admet un inverse à droite. Soit X un objet
de C, I(X) l’ensemble de ses sous-objets au sens de C, considéré comme un ensemble
ordonné, S(I(X)) l’ensemble des parties U de I(X) telles que pour deux éléments X′,
X′′ ∈ I(X), X′ ∈ U et X′′ 6 X′ implique X′′ ∈ U. Montrer que l’ensemble ordonné
des sous-objets dans E de X est isomorphe à l’ensemble S(I(X)) (ordonné par inclu-
sion). En conclure que si I(X) est fini, alors X est un objet prénoethérien de E. En
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particulier, si (en plus de la conditions de factorisation ci-dessus) C est stable par pro-
duits fibrés (resp. par limites projectives finies) et si pour tout X ∈ obC, l’ensemble 223

I(X) des sous-objets de X dans C est fini, alors le topos E est localement noethérien
(resp. noethérien).

(i) Soit C la catégorie des ensembles finis (ou, au choix, des ensembles finis non
vides) ∈ U , de sorte que E = Ĉ est la catégorie des ensembles simpliciaux augmentés
(resp. des ensembles simpliciaux tout court). Montrer que E est un topos noethérien.
(Utiliser h).) Prenant un pro-objet (Xi)i∈I non essentiellement constant de C, montrer
que E admet des foncteurs fibres qui ne transforment pas objets noethériens en objets
noethériens (i.e. en ensembles finis).

(j) On considère le diagramme d’implications suivant de propriétés pour un topos
E :

E est noethérien

��

+3 E est localement noethérien

��

�#
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@

E est cohérent +3 E est algébrique

��
E est loc. cohérent, i.e.
E cohalg engendre E

��

E prénoeth engendre E
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��
��

��
��

��
��

E coh engendre E

��
E qucpct engendre E .

Montrer que toutes les implications de ce diagramme sont strictes, et qu’il n’y a pas
entre les notions envisagées d’autres implications que les implications composées du
diagramme précédent. Ici Ecoh,Equcpct, Eprénocth, Ecohalg désignent respectivement 224

les sous-catégories pleines de E formées des objets cohérents, resp. quasi-compacts,
resp. prénoethériens, resp. cohérents et algébriques de E. (On se bornera à des topos
de la forme Ĉ, en utilisant les résultats énoncés dans d), e), f).)

(k) Résoudre la question suivante (dont le rédacteur de ces lignes ignore la ré-
ponse) : E = Ĉ peut-il être localement noethérien sans que les Hom(X,Y) (pour X,
Y ∈ obC) soient finis ?

Exercice 2.18. — Soit E un topos.

a) Soit X un objet prénoethérien de E. Montrer que X est isomorphe à une somme
finie d’objets connexes (IV 4.3.5) de E. (Montrer par l’absurde qu’une suite croissante
de partitions de X (IV 8.7) est stationnaire.)
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b) Soient X un objet de E, (fi : Xi → X)i∈I une famille couvrante de X. Montrer
que si chacun des Xi est isomorphe à une somme d’objets connexes de E, il en est de
même de X. (Se ramener au cas où les Xi sont connexes, puis au cas où ce sont des
sous-objets de X, et considérer alors sur l’ensemble d’indices I la relation d’équivalence
R engendrée par la relation Xi ∩ Xj 6= φE, et montrer que si J = I/R, X est somme
des X(i) = Sup

i∈I
Xi.)

c) Conclure de b) que si on désigne par (Xi)i∈I une famille génératrice de E, alors
E est localement connexe (IV 8.7. `)) si et seulement si chacun des Xi (i ∈ I) est225

isomorphe à une somme d’objets connexes de E.
d) Conclure de a) et c) que si E admet une sous-catégorie génératrice formée d’ob-

jets prénoethériens, en particulier si E est localement noethérien, alors E est locale-
ment connexe, et a fortiori est isomorphe au topos somme (IV 8.7 b)) d’une famille de
topos connexes (IV 8.7 e)) i.e. dont l’objet final est connexe. (En particulier, on peut
associer à E, pour tout morphisme f : P→ E, où P est un topos « connexe non vide
et simplement connexe » (IV 2.7.5) un pro-groupe fondamental π1(E, f) ; on notera
que si E est localement noethérien « non vide » on peut toujours trouver un tel f ,
avec P le topos ponctuel, grâce à Deligne ([9]).

3. Conditions de finitude pour un morphisme de topos

Définition 3.1. — Soit f : E′ → E un morphisme de topos. On dit que f est quasi-
compact (resp. quasi-séparé) si pour tout objet quasi-compact (resp. quasi-séparé) X
de E, f∗(X) est quasi-compact (resp. quasi-séparé). On dit que f est cohérent si f est
quasi-compact et quasi-séparé.

3.1.1. On notera que si f possède une des propriétés précédentes, alors tout mor-
phisme de topos isomorphe à f possède la même propriété. Il est trivial également
que le composé de deux morphismes de topos quasi-compacts (resp. quasi-séparés,
resp. cohérents) est encore quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).

Proposition 3.2. — Avec les notations de 3.1, soit (Xi)i∈I une famille génératrice226

d’objets quasi-compacts (resp. cohérents) de E. Supposons, dans le cas respé, que
E′ admette une famille génératrice formée d’objets quasi-compacts. Pour que f soit
quasi-compact (resp. cohérent), il faut et il suffit que pour tout i ∈ I, f∗(Xi) soit
quasi-compact (resp. cohérent).

La nécessité de la condition est triviale. Pour la suffisance dans le premier cas,
on note que pour tout objet quasi-compact X de E, il y a une famille épimorphique
finis de morphismes Xi → X, donc il y a une famille épimorphique finie f∗(Xi) →
f∗(X), avec les f∗(Xi) quasi-compacts par hypothèse, donc f∗(X) est quasi-compacts
(1.3). Dans le deuxième cas, il reste à voir que si X est un objet quasi-séparé de E,
alors f∗(X) est quasi-séparé. L’hypothèse sur X peut s’exprimer (1.17) par l’existence
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d’une famille épimorphique de morphismes Xi → X telle que les Xi
X

Xj soient quasi-

compacts. Ceci dit, on aura une famille couvrante f∗(Xi) → f∗(X), telle que les
produits fibrés f∗(Xi)

f∗(X)
f∗(Xj) sont quasi-compacts (puisque en vertu de a), f∗

transforme objets quasi-compacts en objets quasi-compacts). Comme les f∗(Xi) sont
cohérents, on conclut encore à l’aide de 1.17.

Corollaire 3.3. — Soient C et C′ deux U -sites où les produits fibrés soient représen-
tables et où toute famille couvrante admet une sous-famille couvrante finie, g : C→ C′

un morphisme de sites (IV 4.9.1). Alors le morphisme de topos f : C∼ → C′∼ défini
par g est cohérent.

En effet, εC(C) (resp. εC′(C′)) est une famille génératrice de C (resp. de C′) satis- 227

faisant les conditions respées de 3.2 (2.1.1).

Proposition 3.4. — Soient E un topos localement cohérent (2.3), f : X→ Y une flèche
de E, d’où un morphisme de topos induits (IV (5.5.2)) E/X → E/Y. Pour que ce der-
nier soit un morphisme de topos quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent), il
faut et il suffit que f soit un morphisme quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).

Le cas « quasi-compact » est trivial en vertu des définitions (sans condition sur
E), le cas « quasi-séparé » n’est autre que 2.8, enfin le cas « cohérent » résulte de la
conjonction des deux cas précédents.

Proposition 3.5. — Soit f : E′ → E un morphisme de topos localement cohérents.
Soit (Xi)i∈I une famille génératrice dans E formée d’objets cohérents algébriques. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute flèche u quasi-compacte de E, f∗(u) est quasi-compacte.
(i bis) Pour toute flèche u : Xi → Xj, f∗(u) est quasi-compacte.
(ii) Pour tout objet cohérent Y′ de E′, tout objet cohérent algébrique Y de E, et

toute flèche v : Y′ → f∗(Y), le morphisme de topos correspondant

fv : E′/Y′ −→ E/Y

composé du morphisme de localisation E′/Y′ → E′/f∗(Y) déduit de Y (IV (5.5.2)) et 228

du morphisme E′/f∗(Y) → E/Y induit par f (IV (5.10.1)) est cohérent.
(ii bis) Même condition que dans (ii), mais en se bornant à un ensemble de données

vα : Y′α → f∗(Yα) tel que les Y′α soient algébriques et recouvrent l’objet final de E′.
(ii ter) (Lorsqu’on se donne une famille génératrice (X′i′)i′∈I′ dans E′ formée d’ob-

jets cohérents, et pour tout i′ ∈ I′, un i ∈ I et une flèche vi′ : X′i′ → f(Xi).) Pour tout
i′ ∈ I′, le morphisme de topos E′/X′i′

→ E/X défini par vi est cohérent.

Comme toute flèche Xi → Xj est quasi-compacte, il est évident que (i) ⇒ (i bis).
Inversement, supposons (i bis) vérifié et prouvons (i). Soit u : X → Y une flèche
quasi-compacte de E. En termes d’une famille épimorphique Xi → Y, l’hypothèse sur
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u s’exprime donc par le fait que les X
Y

Xi sont quasi-compacts (1.16), i.e. qu’il existe

pour chaque i une famille finie épimorphique de morphismes Xj → X
Y

Xi (1.3). Alors

on a une famille épimorphique correspondante f∗(Xi) → f∗(Y), telle que pour tout
i on ait une famille épimorphique finie f∗(Xj) → f∗(X

Y
Xi) ' f∗(X)

f∗(Y)
f∗(Xi),

dont le composé avec la projection pr2 dans f∗(Xi) est un morphisme quasi-compact
f∗(Xj) → f∗(Xi), grâce à l’hypothèse (i bis). Il s’ensuit (1.11 (i)) que pour tout i,
pr2 : f∗(X)

f∗(Y)
f∗(Xi) est quasi-compact, donc (1.10 (ii)) f∗(u) : f∗(X) → f∗(Y)

est quasi-compact.
Il reste à prouver les implications (i) ⇒ (ii) et (ii bis) ⇒ (i), l’implication (ii) ⇒229

(ii bis) étant triviale, et (ii ter) étant un cas particulier de (ii bis). L’implication (i)
⇒ (ii) est immédiate : en effet, un objet X de E/Y est quasi-compact (resp. quasi-
séparé) si et seulement si le morphisme structural X→ Y (resp. le morphisme diagonal
X → X

Y
X) est quasi-compact (2.7), et on a le même critère de quasi-compacité et

de quasi-séparation pour f∗Y(X′). Prouvons enfin (ii bis) ⇒ (i). Soit donc u : X → Y
une flèche quasi-compacte dans E, prouvons que f∗(u) est quasi-compacte. Comme
les Y′α recouvrent l’objet final de E′, il suffit de prouver que les f∗(u)|Y′α sont quasi-
compacts (1.10 (ii)). Or, ces morphismes ne sont autres que les f∗vα

(u|Yα), et on est
donc réduit à prouver ceci :

Corollaire 3.6. — Soit f : E′ → E un morphisme cohérent de topos localement cohé-
rents. Alors pour tout flèche quasi-compacte u de E, f∗(u) est quasi-compacte.

Grâce à l’implication (i bis) ⇒ (i) de 3.4 déjà prouvée, il suffit de prouver que si
u : X → Y est une flèche de E, avec X, Y cohérents, alors f∗(u) est un morphisme
quasi-compact, ce qui résulte aussitôt de l’hypothèse sur f , impliquant que f∗(X) et
f∗(Y) sont également cohérents.

Définition 3.7. — Soit f : E′ → E un morphisme de topos localement cohérents. On230

dit que f est localement cohérent s’il satisfait aux conditions équivalentes de 3.5.

Remarquons que « localement » signifie localement en haut.

3.7.1. Cette notion ne dépend encore que de la classe d’isomorphie du morphisme de
topos f , et elle est manifestement stable par composition de morphismes de topos.
De plus, en vertu de 3.5, si f est cohérent il est localement cohérent, la réciproque
étant vraie si E′ et E sont cohérents (en vertu de 3.5 (ii bis)). Du critère 3.5 (ii bis)
résulte aussitôt le critère suivant :

Corollaire 3.7. — Soient f : E′ → E un morphisme de topos localement cohérents,
(Yi)i∈I, (Y′i)i∈I deux familles d’objets de E et de E′, et pour tout i ∈ I vi : Y′i →
f∗(Yi) un morphisme, d’où un morphisme de topos

fvi
: E′/Y′i

−→ E/Yi
.
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Supposons que les Y′i recouvrent l’objet final de E′. Alors f est localement cohérent
si et seulement si pour tout i ∈ I, fvi

l’est.

En particulier, appliquant ceci au morphisme identique d’un topos induit, on
trouve :

Corollaire 3.8. — Soient E un topos localement cohérent, v : X→ Y une flèche de E.
Alors le morphisme des topos induits E/X → E/Y défini par v est localement cohérent.

Remarque 3.9. — Il semble que tous les morphismes de topos algébriques qu’on ait 231

rencontrés en pratique soient localement cohérents (c’est pourquoi le terme « locale-
ment cohérent » n’est pas appelé sans doute à un très grand usage). Il revient au même
d’affirmer que les morphismes de topos cohérents qu’on a rencontrés en pratique sont
cohérents. On peut cependant construire des morphismes non cohérents de topos co-
hérents, et plus particulièrement, un morphisme non cohérent du topos ponctuel (IV
2.2) dans un topos noethérien E, cf. 2.17 i).

Exemples 3.10. — (Topos associés aux schémas.) Reprenons l’exemple 1.22 de la ca-
tégorie (Sch) avec des topologies Ti de SGA IV 6.3. Soit, pour tout schéma X, XTi

le
V -topos défini par le site induit (Sch)/X. Alors le morphisme de schémas f : X→ Y
définit un morphisme de topos fTi : XTi → YTi , et il résulte de 3.4 et de 1.22 que
ce dernier morphisme de topos est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent)
si et seulement si le morphisme de schémas f est quasi-compact (resp. quasi-séparé,
resp. cohérent) au sens habituel de EGA IV 1. En tout état de cause, fTi

est locale-
ment cohérent en vertu de 3.8.

On peut aussi associer à un schéma X les U -topos Top(X) et Top(Xét) comme dans
1.22.1, et à tout morphisme de schémas f : X→ Y sont alors associés des morphismes
Top(f) et Top(fét) des topos correspondants. Soit T(f) l’un de ces deux morphismes 232

de topos. On vérifie immédiatement via 3.2 que ce morphisme de topos est toujours
localement cohérent, et qu’il est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si
et seulement si le morphisme de schémas f est quasi-compact (resp. quasi-séparé,
resp. cohérent) au sens habituel.

Ces observations montrent donc encore que la terminologie introduite dans le pré-
sent numéro est compatible avec la terminologie reçue en théorie des schémas, et
mérite donc d’être acceptée par le lecteur le plus récalcitrant.

Exercice 3.11. — (Topos cohérents et prétopos.)

a) On appelle U -prétopos (ou simplement prétopos), une catégorie C satisfaisant
aux conditions suivantes :

1) Les limites projectives finies dans C sont représentables.
2) Les sommes finies dans C sont représentables, elles sont disjointes et uni-

verselles.
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3) Les relations d’équivalence dans C sont effectives, et tout épimorphisme
dans C est effectif universel.

4) C est équivalente à une catégorie ∈ U .
Montrer que si E est un U -topos cohérent, alors la sous-catégorie pleine Ecoh de E
formée des objets cohérents de E est un U -prétopos, et que le foncteur d’inclusion
Ecoh → E est exact à gauche, commute aux sommes finies et au passage au quotient233

par des relations d’équivalence. (Utiliser 1.5.3, 1.15 et 1.17.1). Montrer que la topologie
induite par E sur C est la topologie « précanonique », i.e. la topologie dont les familles
couvrantes Xi → X sont celles qui admettent une sous-famille finie couvrantes pour
la topologie canonique de C. Par suite E se reconstitue à équivalence près par la
connaissance du prétopos C = Ecoh, comme le topos C∼ (C étant munie de sa topologie
précanonique).

b) Soit C un U -prétopos. Munissons C de la topologie précanonique. Montrons
que tout morphisme f de C se factorise en f ′′f ′ , avec f ′ un épimorphisme et f ′′

un monomorphisme. Montrer que le topos E = C∼ est cohérent, et que la foncteur
canonique ε : C → E induit une équivalence de C avec la sous-catégorie Ecoh de E.
(Montrer d’abord que ε est un foncteur pleinement fidèle exact à gauche commutant
aux sommes finies et au passage au quotient par une relation d’équivalence, puis
qu’un sous-objet cohérent dans E d’un objet de C est dans l’image essentielle de C.)
Par suite, le U -prétopos C se reconstitue à équivalence de catégories prés quand on
connaît le U -topos associé E = C∼.

c) Soient C et C′ deux U -prétopos. Montrer que pour qu’un foncteur ϕ : C′ → C
soit un morphisme de sites de C dans C′ (pour les topologies précanoniques), il faut
et il suffit que ϕ soit exact à gauche, et commute aux sommes finies et au passage un
quotient par une relation d’équivalence.

d) Avec les notations de c), supposons que C et C′ soient associés à deux U -topos234

cohérents E, E′ comme dans a). Montrer que le foncteur canonique (IV 4.9.3)

Morsite(C,C′) −→Homtop(E,E′)

induit une équivalence de premier membre (explicité dans C)) avec la sous-catégorie
pleine de deuxième formé des morphismes de topos E → E′ qui sont cohérents, un
foncteur quasi-inverse étant obtenu en associant à tout morphisme cohérent de topos
f : E→ E′ le foncteur E′coh = C′ → Ecoh = C induit par F∗.

e) Soient C un U -prétopos et E = C∼. Exprimer directement en termes de proprié-
tés d’exactitude de C les conditions équivalentes de 1.25 (Consulter 1.28 b.) Montrer
qu’un objet X de C est noethérien dans E si et seulement si toute suite croissante de
sous-objets de X dans C est stationnaire, donc que E est noethérien si et seulement
si tout objet de C satisfait à la conditions précédente.

Exercice 3.12. — Un topos E est appelé un topos fini s’il existe une catégorie finie C
telle que E soit équivalent à Ĉ.
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a) Pour que E soit un topos fini, il faut et il suffit que E admette suffisamment de
points essentiels (IV 7.6 b)), et que la catégorie Pointess(E) des points essentiels de
E soit équivalente à une catégorie finie. (Utiliser IV 7.6 d) et h).)

b) Supposons E fini. Prouver que tout point de E est essentiel. Prouver que les 2- 235

foncteurs E 7→Point(E) et C 7→ Ĉ établissent des 2-équivalences entre la 2-catégorie
des topos finis E, et la 2-catégorie des catégories karoubiennes (IV 7.5 a)) C qui sont
équivalentes à des catégories finies, et que tout morphisme de topos finis est essentiel
(IV 7.6 a)). (Utiliser a) et IV 7.6 h).)

c) Supposons E = Ĉ, avec C équivalente à une catégorie finie, et soit F un topos
cohérent. Rappelons (IV (4.6.3.1.)) que les morphismes de topos f : E → F corres-
pondent aux foncteurs u : C → Point(F). Montrer que pour que f soit cohérent, il
faut et il suffit que f transforme point cohérent de E (3.1) en point cohérent de F, ou
encore que pour tout X ∈ obC, u(X) soit un point cohérent de F. (Utiliser 3.2 et 2,17
g).) En conclure que tout morphisme f : E→ F d’un topos fini dans un topos fini est
cohérent.

d) Soit X un espace topologique sobre (IV 4.2.1). Pour que le topos Top(X) (IV
2.1) soit fini, il faut et il suffit que X soit un ensemble fini. (Utiliser IV 7.1.6)

4. Conditions de finitude dans un topos obtenu par recollement

Le Présent paragraphe ne sera plus utilisé dans la suite du Séminaire.

4.1. Soient E un topos, U un ouvert de E (i.e. un sous-objet de l’objet final de E),
et considérons les sous-topos ouverts et fermés correspondants de E (IV 9) 236

E′ = E/U,E′′ = E/U.

Nous désignerons par
j : E′ −→ E, i : E′′ −→ E

les morphismes de topos canoniques. Rappelons (3.4) que pour que j soit un mor-
phisme quasi-compact (resp. cohérent) de topos, il faut et il suffit que l’inclusion

j : U −→ e

de U dans l’objet final de E (inclusion que nous noterons également j) soit un mor-
phisme quasi-compact (resp. cohérent) dans E ; d’autre part, j : E′ → E est toujours
quasi-séparé (car j : U→ e l’est (1.8.1)). Nous nous proposons de donner des critères
pour que le topos E′′ soit cohérent, et le morphisme de topos i : E′′ → E soit cohérent.
Notons d’abord :

Proposition 4.2. — Les notations étant celles de 4.1, le morphisme d’inclusion i :
E′′ → E est quasi-compact, i.e. pour tout objet quasi-compact X de E, l’objet i∗(X) de
E′′ est quasi-compact ; de plus, si X est prénoethérien (1.30), i∗(X) est prénoethérien.

Cela résulte de la définition 1.1 et du
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Lemme 4.2.1. — L’application Y 7→ i∗(Y) induit un isomorphisme d’ensembles or-237

donnés entre l’ensemble des sous-objets de X qui contiennent le sous-objet XU = X×U
de X, et l’ensemble des sous-objets de i∗(X).

Notons que, i∗ étant conservatif (car pleinement fidèle) et exact à gauche (en parti-
culier, commuant aux produits fibrés), il s’ensuit aussitôt qu’un morphisme u : Y → Z
dans E′′ est un monomorphisme si et seulement si i∗(u) : i∗(Y)→ i∗(Z) l’est . Il s’en-
suit aussitôt, identifiant (par i∗) E′ à la sous-catégorie pleine de E formée des objets
Z satisfaisant aux conditions équivalentes de IV 9.7 1), que les sous-objets sans E′ de
l’objet Z de E′′ s’identifient aux sous-objets Y de Z dans E qui veulent bien appartenir
à E′′, ou, ce qui revient au même, qui contiennent ZU

∼−→ U. Or pour Z de la forme
i∗i
∗(X) = X{U donné par la somme amalgamée IV (9.5.1),

i∗i
∗(X) = X{U = XqXU U,

la donnée d’un sous-objet Y de ce dernier dans E équivaut à la donnée d’un couple
formé un sous-objet Y1 de X et d’un sous-objet Y2 de U, avec la condition que les
images inverses de ces sous-objets dans XU coïncident. La condition que Y contienne
U signifie alors que Y2 = U, et la condition qui reste sur Y1 est que Y1 contienne
XU. Cela établit donc une bijection entre l’ensemble des sous-objets de i∗(X) dans
E′′, et l’ensemble des sous-objets de X qui contiennent XU. Il est clair que c’est238

un isomorphisme d’ensembles ordonnés, et que l’application inverse est bien celle
annoncée dans 3.14.1.

Corollaire 4.3. — a) Soit X un objet de E. Pour que X soit quasi-compact, il suffit
que i∗(X) et j∗(X) le soient, et cette condition est également nécessaire si j : U → e

est quasi-compact.
b) Soit Y un objet de E′′. Pour que Y soit quasi-compact, il suffit que i∗(Y) le soit,

et cette condition est également nécessaire si U est quasi-compact.

Démonstration

a) La suffisance résulte de la définition 1.1 et du fait que le couple (i∗, j∗) est
conservatif (IV 9.11 3)). La nécessité résulte du fait que i et j sont quasi-compacts
(en vertu de 3.14 et de l’hypothèse que j est quasi-compact).

b) Comme Y ' i∗i∗(Y), la suffisance résulte de 4.2. La nécessité résulte de la
suffisance dans a), compte tenu que i∗i∗(Y) ' Y et j∗i∗(Y) ' U.

Corollaire 4.4. — Soit Y un objet de E′′. Si U est quasi-compact ou si E admet
une famille génératrice formée d’objets quasi-compacts, alors pour que Y soit quasi-
séparé (resp. cohérent), il suffit qu’il en soit ainsi de i∗(Y). Si U est quasi-séparé
(resp. cohérent) et si j : U → e est un morphisme quasi-compact, alors pour que Y
soit quasi-séparé (resp. cohérent), il faut que i∗(Y) le soit.

Le cas respé résulte du cas non respé, compte tenu de 4.3 b). Supposons i∗(Y)239
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quasi-séparé, et prouvons qu’il en est de même de Y, sous l’une des deux hypothèses
faites. Il faut donc prouver que pour deux objets quasi-compacts Y′ et Y′′ au-dessus de
Y, le produit fibré Y′

Y
Y′′ est quasi-compact. Lorsqu’on suppose Y quasi-compact, on

note qu’il suffit de prouver que i∗(Y′
Y

Y′′) est quasi-compact (4.3 b)), ce qui résulte

du fait que i∗(Y′) et i∗(Y′′) le sont (4.3 b)), utilisant ici la quasi-compacité de U), que
i∗ commute aux produits fibrés, et l’hypothèse i∗(Y) quasi-séparé. Lorsqu’on suppose
que E admet une famille génératrice formée d’objets quasi-compacts, alors i∗(Y′) est
limite inductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts X′α, donc Y′ ' i∗i∗(Y′)
est limite inductive filtrante de sous-objets i∗(X′α), et comme Y′ est quasi-compact,
il est égale à un des i∗(X′α). De même Y′′ est de la forme i∗(X′′β), où X′′β est un
sous-objet quasi-compact de i∗(Y′′). Mais alors Y′

Y
Y′′ = i∗(X′α

i∗Y
X′′β), et comme

X′α
i∗(Y)

X′′β est quasi-compact en vertu de l’hypothèse i∗(Y) quasi-séparé, il s’ensuit

que Y′
Y

Y′′ l’est aussi en vertu de 4.2.
Inversement, supposant U quasi-séparé et j : U→ e quasi-compact, montrons que

si Y est quasi-séparé, il en est de même de i∗(Y), i.e. que pour deux objets X′, X′′

quasi-compacts au-dessus de i∗(Y), le produit fibré X′
i∗(Y)

X′′ est quasi-compact. Pour

ceci, appliquant 4.3 a), il suffit de prouver que son image par i∗ est quasi-compact (ce 240

qui résulte de 4.2 et de l’hypothèse que Y est quasi-séparé) et que son image par j∗

est quasi-compact ; or cette dernière est j∗(X′) × j∗(X′′), et est bien quasi-compacte
car j∗(X′) et j∗(X′′) le sont (j étant quasi-compact) et U est quasi-séparé.

Corollaire 4.5. — Supposons que E admette une sous-catégorie génératrice formée
d’objets quasi-compacts ( resp. prénoethériens), alors il en est de même de E′′.

Cela résulte de 4.2 et du

Lemme 4.5.1. — Si (Xα)α est une famille génératrice dans E, alors (i∗(Xα))α est une
famille génératrice dans E′′.

Cela signifie en effet que la famille des foncteurs

Y −→ Hom(i∗(Xα),Y)

sur E′′ est conservative, or on a Hom(i∗(Xα),Y) ' Hom(Xα, i∗(Y)), et il suffit d’uti-
liser le fait que le foncteur i∗ est conservatif.

Proposition 4.6. — Les notations sont celles de 4.1.
a) Si E admet une famille génératrice formée d’objets cohérents, il en est de même

pour le sous-topos fermé E′′, et le morphisme d’inclusion i : E′′ → E est cohérent.
b) Supposons que le morphisme j : U → e dans E soit quasi-compact. Si E est 241

localement cohérent ( resp. cohérent, resp. quasi-séparé, resp. localement noethérien,
resp. noethérien, resp. localement parfait, resp. parfait) il en est de même de E′′, et
le morphisme d’inclusion i : E′′ → E est cohérent.
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a) La première assertion résultera de la seconde et de 4.5.1. En tous cas, 4.5 im-
plique que E′′ admet une famille génératrice formée d’objets quasi-compacts, donc 3.2
s’applique et nous montre qu’il suffit de vérifier que pour tout objet cohérent X de E,
l’objet i∗(X) de E′′ est cohérent. Utilisant la compatibilité de la formation du topos
complémentaire d’un ouvert avec la localisation (IV 9.13 b)), on est ramené au cas où
X est l’objet final de E, donc à prouver que l’objet final de E′′ est cohérent. Or, 4.4
s’applique, donc il suffit de prouver que i∗(eE′′) = eE est cohérent, ce qui est bien le
cas.

b) Comme sous chacune des hypothèses faites dans b), E admet une famille géné-
ratrice formée d’objets cohérents, il résulte déjà de a) que i : E′′ → E est cohérent. De
plus, 4.5.1 implique alors que E′′ admet la sous-catégorie pleine E′′coh formée de ses
objets cohérents comme sous-catégorie génératrice. Supposons E cohérent, et mon-
trons que E′′ l’est aussi, i.e. (2.4.5) montrons que la sous-catégorie E′′coh de E′′ est
stable par limites projectives finies, sachant qu’il en est ainsi pour la sous-catégorie
Ecoh de E ; or cela résulte aussitôt du critère 4.4 respé (qui s’applique, car U est main-
tenant cohérent, e l’étant et j : U→ e étant quasi-compact), compte tenu que i∗ est242

exact à gauche. Par localisation, utilisant encore IV 9.13 b), on en conclut que si E
est localement cohérent, il en est de même de E′′. Si E est quasi-séparé, alors E′′ l’est
aussi : en effet son objet final est quasi-séparé en vertu de 4.4, celui de E l’étant, et
il reste à prouver que le produit de deux objets quasi-séparés de E′′ est quasi-séparé
(sachant qu’il en est ainsi dans E′′), ce qui résulte encore du critère 4.4 et du fait que
i∗ commute aux produits (compte tenu que le sous-objet U de e est quasi-séparé, e
l’étant, de sorte que 4.4. s’applique).

Comme un topos est localement noethérien (resp. noethérien) si et seulement si
il est localement cohérent (resp. cohérent) et admet une famille génératrice formée
d’objets prénoethériens (2.10 (iii bis)), il résulte de ce qui précède et de 4.5 que si
E est localement noethérien (resp. noethérien), il en est de même de E′′. Supposons
maintenant E parfait, et prouvons que E′′ l’est. Comme on sait déjà qu’il est cohérent,
il reste à vérifier qu’il satisfait au critère 1.25 (i), i.e. que tout objet Y de E′′ est limite
inductive filtrante d’objets cohérents, sachant que l’énoncé analogue est vrai dans E ;
or i∗(Y) étant limite inductive filtrante d’objets cohérents Xα, Y ' i∗i∗(Y) est limite
inductive filtrante des objets cohérents i∗(Xα). Par localisation (IV 9.13 b)) on en
conclut que si E est localement parfait, il en est de même de E′′. Cela achève la
démonstration de 4.6.

Remarque 4.6.1. — En fait, dans 4.6 b) l’hypothèse que j : U→ e soit quasi-compact243

est inutile, sauf peut-être dans le cas « E quasi-séparé ». Il suffit en effet, en vertu de
la démonstration qui précède, de voir que E cohérent implique E′′ cohérent. Or U est
limite inductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts Uα, et on vérifiera alors
dans 7. qu’alors E′′ s’identifie au topos limite projective (au sens de 7.) des sous-topos
fermés E′′i complémentaire des E/Ui

, qui en vertu de 4.6 b) sont des topos cohérents
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à morphismes de transition cohérents. Il s’ensuit alors que E′′ est un topos cohérent
(7).

Corollaire 4.7. — Supposons que la sous-catégorie Ecoh de E formée des objets cohé-
rents soit génératrice, et soit X un objet de E.

a) Pour que X soit quasi-séparé, il faut que i∗(X) et j∗(X) le soient, et cette condi-
tion est aussi suffisante si j : U→ e est quasi-compact.

b) Supposons que j : U → e soit quasi-compact. Alors X est cohérent si et seule-
ment si i∗(X) et j∗(X) le sont.

c) Supposons E cohérent et j : U→ e quasi-compact. Alors E est parfait (2.9.1) si
et seulement si E′ et E′′ le sont.

a) On a signalé dans 4.1 que j : E′ → E est quasi-séparé, et d’autre part on sait
par 4.6 a) qu’il en est de même de i, d’où la nécessité. Pour la suffisance, soient X′ et
X′′ des objets quasi-compacts au-dessus de X, il faut prouver que X′

X
X′′ est quasi-

compact, et pour ceci il suffit de prouver que ses images par i∗ et j∗ le sont (4.3 244

a)). Comme i et j sont quasi-compacts, en vertu de 4.2 et de l’hypothèse j : U → e

quasi-compact, la conclusion résulte alors du fait que i∗ et j∗ commutent aux produits
fibrés, et de l’hypothèse que i∗(X) et j∗(X) sont quasi-séparés.

b) Résulte de la conjonction de a) et de 4.3 a).
c) La nécessité a été déjà vue (4.6 b)). La suffisance résulte du fait que, E étant

cohérent, E′ et E′′ le sont (4.6 b)), de sorte que pour un des topos envisagés, le fait
qu’il soit parfait signifie que la catégorie de ses objets cohérents est stable par lim−→
finies. On conclut donc par b).

Exercice 4.8. — a) Résoudre la question suivante (dont le rédacteur avoue à sa
confusion ignorer la réponse) : avec les notations de 4.1, si E est quasi-séparé
(resp. algébrique) en est-il de même de E′′ ?

b) Supposons que E soit équivalent à un topos de la forme Ĉ, où C est une catégorie
équivalente à une catégorie ∈ U . Prouver directement, en utilisant 2.17 c) et IV 9.24,
que si E est localement cohérent (resp. cohérent, resp. algébrique, resp. quasi-séparé,
resp. localement noethérien, resp. noethérien) il en est de même de E′′.

4.9. Gardons les notations de 4.1, et rappelons (IV 9.16) que la donnée d’une situa-
tion (E,U), formée par un topos E et un ouvert U de E, équivaut essentiellement à
celle d’un triple (E′,E′′, f), où E′ et E′′ sont des topos et où 245

(4.9.1) f : E′ −→ E′′

est un « foncteur de recollement », i.e. un foncteur exact à gauche et accessible ;
partant de (E,U) comme dans 4.1, le foncteur de recollement associé est donné par

(4.9.2) f = i∗j∗.
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Nous nous proposons d’exprimer, en termes des données E′, E′′, f le fait que E
soit un topos cohérent (resp. parfait) et que U soit un objet quasi-compact, ou ce qui
revient au même, que E et E′ soient cohérents. Nous savons déjà que ceci entraine
que E′′ est également cohérent (4.6 b)), de sorte que la question revient à la suivante :
étant donnés deux topos cohérents E′ et E′′ et un foncteur de recollement f (4.9.1), à
quelles conditions sur f le topos recollé E est-il cohérent (resp. parfait) ? Nous savons
d’ailleurs (4.7 c)) que E est parfait si et seulement si E est cohérent, et E′ et E′′ sont
parfaits ; donc le cas respé du problème posé se ramène au cas non respé. Signalons
cependant que la solution (4.10) de ce dernier est plus jolie si on suppose déjà E′

parfait.

4.9.3. Notons d’abord que si E est cohérent, alors on reconstruit la sous-catégorie
pleine Ecoh de E formée des objets X = (X′,X′′, u : X′′ → f(X′)) de E qui sont
cohérents, comme étant la sous-catégorie E0 de E formée des X pour lesquels X′ =246

j∗(X) et X′′ = i∗(X) sont cohérents (4.7 b)). Une condition nécessaire pour que E soit
cohérent est donc que la sous-catégorie E0 précédente soit génératrice. Cette condition
est également suffisante, car en vertu de 4.3 a) E0 est formée d’objets quasi-compacts,
d’autre part il est clair que E0 est stable par limites projectives finies, et on conclut
par 3.4.5.

Rappelons maintenant (IV 9.18) que la donnée d’un foncteur de recollement (4.9.1)
équivaut à celle d’un faisceau sur E′′, à valeurs dans Pro(E′)0 :

(4.9.4) G ∈ Faisc(E′′,Pro(E′)0),G : E′′0 −→ Pro(E′0),

ou ce qui revient au même, à celle d’un foncteur g = G0,

(4.9.5) g : E′′ −→ Pro(E′)

qui commute aux limites inductives. Si C est une sous-catégorie génératrice de E′′,
qu’on munit de la topologie induite, on sait (II 6.10) que la donnée de G équivaut
aussi (à isomorphisme unique près) à celle d’un faisceau sur C à valeurs dans Pro(E′)0

(4.9.6) GC ∈ Faisc(C,Pro(E′)0),GC : C◦ −→ Pro(E′)0,

ou, ce qui revient au même, à celle d’un foncteur gC = G0
C,

(4.9.7) gC : C −→ Pro(E′),

satisfaisant aux conditions d’exactitude à gauche qu’on sait (II 6.2.1)). Bien entendu,247

gC n’est autre que la restriction de g (4.9.5) à C. Le cas le plus intéressant pour nous
est celui où on prend C = E′coh, d’où des objets

G0 ∈ Faisc(E′′coh,Pro(E′)0),G0 : E′′0coh −→ Pro(E′)0,(4.9.8)

g0 = G0
0 : E′′coh −→ Pro(E′),(4.9.9)

dont chacun revient encore à la donnée de f .
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4.9.10. Supposons la sous-catégorie pleine génératrice C de E′′ formée d’objets quasi-
compacts et qu’elle soit stable dans E′′ par sommes finies, par passage au quotient
par des relations d’équivalence, et par produits fibrés : c’est le cas par exemple pour
C = E′′coh (1.15 et 1.17.1). Il est alors immédiat, si P est une catégorie où les limites
projectives finies sont représentables (par exemple P = Pro(E′)0), qu’un foncteur
GC : G0 → P est un faisceau à valeurs dans P si et seulement si le foncteur gC =
G0

C : C→ P0 commute aux sommes finies et au passage au quotient par une relation
d’équivalence. Ceci précise en particulier quels sont les faisceaux (4.9.6) (exprimant
donc les foncteurs de recollement f : E′ → E′′).

Ces rappels étant posés, nous pouvons donner la solution au problème posé dans
4.9 :

Proposition 4.10. — Soient E′, E′′ deux topos cohérents, et f : E′ → E′′ un foncteur 248

de recollement (IV 9.10), i.e. un foncteur exact à gauche et accessible. Soit E le topos
qu’on en déduit par recollement (IV 9.16), et désignons par E′coh (resp. E′PF) la sous-
catégorie strictement pleine de E′ formée des objets cohérents (resp. des objets X tels
que le foncteur covariant Hom(X,−) représenté par X commute aux petites limites
inductives filtrantes). Considérons les conditions suivantes :

(i) E est cohérent.
(ii) Pour tout objet X′ de E′, il existe une famille de morphismes

vα : Y′α −→ X′

de but X′, à sources des objets cohérents de E′, telle que la famille des

f(vα) : f(Y′α) −→ f(X′)

dans E′′ soit couvrante.
(ii bis) f commute aux (petites) limites inductive inductives filtrantes, et (ii) est

vrai pour tout X′ ∈ ObE′PF.
(ii ter) Le foncteur canonique (IV 9.20.1)

(4.10.1) π : Point(E′′) −→ Pro(E′)

défini par le foncteur de recollement f se factorise (à isomorphisme près) par Pro(E′coh)
(via le foncteur pleinement fidèle Pro(E′coh)→ Pro(E′) provenant de l’inclusion E′coh →
E′) :

(4.10.2) π0 : Point(E′′) −→ Pro(E′coh).

(iii) Le foncteur f commute aux (petites) limites inductives filtrantes. 249

(iii bis) Le foncteur g0 (4.9.9) se factorise (à isomorphisme près) par un foncteur

(4.10.3) E′′coh −→ Pro(E′PF),

via le foncteur pleinement fidèle Pro(E′PF)→ Pro(E′) déduit de l’inclusion E′PF → E′.
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(iii ter) Le foncteur canonique π (4.10.1) se factorise (à isomorphisme prés) en

(4.10.4) π1 : Point(E′′) −→ Pro(E′PF).

(iv) Le foncteur g0 (4.9.9) se factorise (à isomorphisme prés) par un foncteur

(4.10.5) E′′coh −→ Pro(E′coh).

On a alors le diagramme d’implications :

(4.10.6) (iv) ⇒ (i) ⇔ (ii) ⇔ (ii bis) ⇔ (ii ter) ⇒ (iii) ⇔ (iii bis) ⇔ (iii ter).

Signalons tout de suite le

Corollaire 4.11. — a) Supposons que E′ soit parfait. Alors toutes les conditions
envisagées dans 4.10 sont équivalentes, en particulier E est cohérent si et seulement
si f commute aux limites inductives filtrantes, ou encore si et seulement si le foncteur
g0 (4.9.9) se factorise (à isomorphisme près) par Pro(E′coh).250

b) Pour que E soit parfait, il faut et il suffit que E′ et E′′ le soient, et que f

(resp. g0) satisfasse à la condition énoncée dans a).

En effet, a) résulte du fait que E′ parfait signifie E′coh = E′PF, de sorte que (iii bis)
implique (iv). L’assertion b) s’ensuit, comme il résulte des remarques préliminaires de
4.9.

4.12. Démonstration de 4.10. —

a) Explicitons la condition équivalente à (i) obtenue dans 4.9.3, savoir que la sous-
catégorie pleine E0 de E est génératrice i.e. que pour tout objet X = (X′,X′′, u : X′′ →
f(X′)) de E, la famille de tous les morphismes

v = (v′, v′′) : Y = (Y′,Y′′, v : Y′′ −→ f(y′)) −→ X,

avec Y ∈ ObE0 i.e. Y′, Y′′ cohérents, est épimorphique. Comme le couple de foncteurs
(i∗, j∗) est conservatif, cela signifie aussi que la famille des morphismes correspondants
Y′ → X′ est épimorphique dans E′, et que la famille des morphismes correspondants
Y′′ → X′′ est épimorphique dans E′′. Or c’est clair pour la première, comme on voit
en prenant des Y ∈ ObE0 au-dessus de U i.e. tels que Y′′ = ∅E′′ : on trouve la famille
de toutes les flèches dans E′ de but X′, à source cohérente, qui est bien épimorphique
puisque E′ est cohérent donc la cous-catégorie E′coh est génératrice. Il reste donc à
exprimer que la famille des Y′′ → X′′ est épimorphique, quel que soit l’objet donné X
de E.

b) Or supposons satisfaite la condition (ii) pour l’objet X′ envisagé ici. Il en résulte251

que l’on peut trouver une famille épimorphique de morphismes Y′′β → X′′, dont les
composées avec u : X′′ → f(X′) se relèvent chacun en un morphisme Y′′β → f(Y′α)



viCONDITIONS DE FINITUDE. TOPOS ET SITES FIBRES. APPLICATIONS AUX TECHNIQUES DE PASSAGE A LA LIMITE163

pour α = φ(β) convenable ; comme E′′coh est une sous-catégorie génératrice de E′′, on
peut même supposer les Y′′β cohérents. Mais alors les diagrammes commutatifs

Y′′β //

��

f(Y′ϕ(β))

��

X′′ // f(X′)

fournissent la famille cherchée de morphismes dans E, donnant une famille épimor-
phique Y′′β → X′′. Donc (ii) ⇒ (i).

Réciproquement, supposons (i) et prouvons (ii). On applique la condition explicitée
dans a) au cas de l’objet

X = j∗(X′) = (X′, f(X′), id = f(X′) ∼−→ f(X′));

comme les Y′′ → X′′ ' f(X′) forment une famille épimorphique, il en est de même
a fortiori de la famille des f(v′) : f(Y′) → f(X′), d’où la conclusion, puisque les Y′

sont cohérents par hypothèse. Donc

(i)⇔ (ii).

c) Notons maintenant que la condition (iv) signifie aussi que pour tout objet X′′ 252

de F′′, le foncteur pro-représentable

g(X′′) : X′ −→ Hom(X′′, f(X′))

sur E′ est pro-représentable par un pro-objet dont les composants sont dans E′coh, ou
ce qui revient au même, qu’il existe dans la catégorie E′/g(X′′), formée des couples d’un
objet X′ de E′ et d’un élément u ∈ g(X′′)(X′) = Hom(X′′, f(X′)), u : X′′ → f(X′),
un ensemble cofinal d’objets (X′α, uα), uα : X′′ → f(X′α), avec X′′α ∈ ObE′coh. La
condition de cofinalité, comme la catégorie E′/g(X′′) est filtrante, signifie simplement
que pour tout objet (X′, u), u : X′′ → f(X′) de E′/g(X′′) il existe un morphisme d’un
(X′i, ui) dans l’objet précédent, i.e. un morphisme v′α : X′α → X′ rendant commutatif
le triangle

(∗)

f(x′α)

f ′(v′α)

��

X′′

uα

vvvvvvvvvvvvvvvv
// f(X′).

Donc la condition (iv) équivaut à ceci :
(iv bis) Pour tout flèche u : X′′ → f(X′), avec X′ ∈ ObE′ et X′′ ∈ ObE′coh,

il existe une flèche v : Y′ → X′ dans E′ telle que u se factorise à travers f(v′) :
f(X′)→ f(X′).
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Or il est clair que la condition (iv bis) implique (ii), puisque pour X′ fixé,
la famille des u : X′′ → f(X′) de source un objet cohérent est épimorphique,253

de sorte qu’il en est a fortiori ainsi de la famille de tous les f(v′α) dans les
diagrammes correspondants (∗). Donc

(iv)⇒ (i).

d) Explicitons la condition (ii ter). Soit p un point de E′′, alors par définition π(p)
est le pro-objet de E′ qui pro-représente le foncteur h : X′ → f(X′)p, ou encore la
pro-objet défini par le foncteur canonique E′/h → E′, où E′/h désigne la catégorie des
couples (X′, u), avec X′ ∈ ObE′ et u ∈ h(X′) i.e. u ∈ f(X′)p. Dire que ce pro-objet est
isomorphe à un pro-objet provenant de Pro(E′coh) signifie que la sous-catégorie de E′/h

formée des (X′, u) avec X′ ∈ ObE′coh y est cofinale, i.e. que pour tout objet (X′, u),
u ∈ f(X′)p, de E′/h, il existe un objet (X′0, u0) qui le majore, avec X′0 cohérent, i.e. qu’il
existe un morphisme X′0 → X′ (X′0 cohérent) tel que u soit dans Im(f(X′0)→ f(X′)).
Dire que ceci est vrai pour tout point p signifie que pour tout objet X′ de E′, la famille
des f(X′0) → f(X′), avec f(X′0)P → f(X′)P soit surjective. Comme on verra dans
l’appendice (10. ) qu’un topos cohérent E′′ a assez de points, on voit que la condition
obtenue signifie aussi que pour tout X′ ∈ ObE, la famille des f(X′0) → f(X′) est
épimorphique. Mais cela n’est autre que la condition (ii), donc

(ii)⇔ (ii ter).

e) La condition que f commute aux limites inductives filtrantes (condition (iii))254

équivaut, comme la famille des foncteurs fibres de E′′ est conservative, à celle que les
foncteurs composés h : X′ → f(X′)P le sont. Prouvons que cela signifie que le pro-
objet π(p) qui pro-représente ce foncteur est dans l’image essentielle de Pro(E′PF) :
cela prouvera alors les implications

(iii)⇔ (iii ter)⇐ (ii ter)⇒ (iii bis).

Nous sommes donc amenés à prouver le

Lemme 4.12.1. — Soient E′ un topos tel que la sous-catégorie E′coh y soit génératrice,
et X′ ∈ ObPro(E′). Pour que X′ appartienne à l’image essentielle de Pro(E′PF), il faut
et il suffit que le foncteur h : E′ → (Ens) qu’il pro-représente commute aux limites
inductives filtrantes.

Comme une limite inductive filtrante de foncteurs commutant aux limites induc-
tives filtrantes possède la même propriété, la suffisance résulte de la définition de E′PF.
Pour la nécessité, il faut prouver que si le foncteur h commute aux limites inductives
filtrantes, alors dans la catégorie filtrante E′/h des couples (X′, u) avec u ∈ h(X′),
la sous-catégorie formée des couples (X′, u) avec X′ ∈ ObE′PF est cofinale, i.e. pour
tout (X′, u) dans E′/h, il existe un morphisme X′0 → X′, avec X′0 ∈ ObE′PF, tel que
u ∈ Im(h(X′0)→ h(X′)). Or on sait que X′ est limite inductive filtrante d’objets X′i de255

E′PF (1.24.2 a)), donc h(X′) est limite inductive filtrante des h(X′i), d’où la conclusion.
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f) Il reste seulement à prouver les implications

(ii bis)⇒ (ii) et (iii)⇔ (iii bis).

La première implication résulte trivialement du fait que tout objet X′ de E′ est limite
inductive filtrante d’objets X′i de E′PF. Pour la deuxième, il suffit de noter que la
famille des foncteurs

Y′′ 7−→ Hom(X′′,Y′′),

pour X′′ ∈ ObE′′coh, est conservative et formée de foncteurs commutant aux limites
inductives filtrantes (1.23 (ii)), donc le foncteur f : E′ → E′′ commute aux limites
inductives filtrantes si et seulement s’il en est ainsi des foncteurs composés X′ →
Hom(X′, f(X′)) = HomPro(E′)(g0(X′′),X′), ce qui équivaut au fait que les g0(X′′) sont
dans l’image essentielle de Pro(X′PF), en vertu de 4.12.1. C.Q.F.D.

Remarque 4.13. — Il convient de préciser, en langage faisceautique, la signification
de la condition 4.10 (iv). Considérons le diagramme commutatif de foncteurs

(4.13.1)

Pro(E′coh)◦ �
� α //

β0

��

Pro(E′)◦β

β

��

∨
E′coh

∨
E′ ,γ

oo

où les signes ∨ désignent les catégories de foncteurs à valeurs dans (Ens), et la 256

deuxième flèche horizontale γ est la flèche de restriction des foncteurs, toutes les
autres flèches désignant les foncteurs pleinement fidèles bien connus. Notons que la
flèche d’inclusion α ne commute pas en général aux limites projectives, mêmes finies,
donc en général un faisceau F sur un site C (tel que E′′) définit un préfaisceau α ◦ F
sur ce même site, à valeurs dans Pro(E′′)0, qui n’est pas nécessairement un faisceau.
Néanmoins, si un préfaisceau F sur C à valeurs dans Pro(E′coh)0 est tel que le préfais-
ceau αF correspondant à valeurs dans Pro(E′)0 est un faisceau, alors F est lui-même
un faisceau. Cela provient en effet du fait que la condition d’être un faisceau est une
propriété d’exactitude à gauche (II 6.2 1)), et que les foncteurs β, β0 et γ commutent
aux petites limites projectives.

D’autre part, il résulte de la caractérisation 4.9.10 des faisceaux sur E′′coh à valeurs
dans une catégorie P quelconque, que pour tout foncteur α : P → Q tel que α0 :
P0 → Q0 commute aux sommes finies et au passage au quotient par des relations 257

d’équivalence, le foncteur g 7→ α◦g′ de Hom(E′′0coh,P) dans Hom(E′′0coh,Q) transforme
faisceaux en faisceaux. D’autre part, nous savons que dans Hom E′coh et dans E′ les
sommes finies et les quotients par les relations d’équivalence sont représentables, et
que le foncteur d’inclusion E′coh → E′ y commute (1.15 et 1.17.1). Il en est donc
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de même pour les catégories Pro(E′coh) et Pro(E′) et le foncteur d’inclusion entre
ces catégories (I 8.9.5 b) et 8.9.7), lequel n’est autre que α0, où α est le foncteur
intervenant dans (4.13.1). De ceci on conclut que si

(4.13.2) ϕ : E′0coh −→ Pro(E′coh)0

est un foncteur, alors ϕ est un faisceau sur E′′coh à valseurs dans Pro(E′coh)0 si et
seulement si α ◦ ϕ est un faisceau sur E′′coh à valeurs dans Pro(E′)0. Donc la caté-
gorie des foncteurs de recollement f : E′ → E′′ qui satisfont à la condition 4.10 (iv)
est canoniquement équivalente à la catégorie des faisceaux ϕ sur E′′coh à valeurs dans
Pro(E′coh)0. On en conclut, compte tenu de 4.10, qu’un tel faisceau ϕ définit canoni-
quement un foncteur de recollement (à isomorphisme unique près), et que le topos E
déduit de ce dernier est cohérent ; de plus (4.11) si E′ est parfait, on obtient ainsi tous
les topos cohérents qu’on peut déduire des topos E′, E′′ par recollement.

Notons d’autre part que E′coh est équivalente à une petite catégorie et est stable258

par limites projectives finies, de sorte que (I 8.10.14) Pro(E′coh)0 est équivalente, par
le foncteur pleinement fidèle β0 de (4.13.1), à la sous-catégorie pleine de E′coh =
Hom(E′coh, (Ens)) formée des foncteurs qui sont exacts à gauche. Donc la donnée d’un
faisceau (4.13.2) équivaut à celle d’un foncteur

(4.13.3) F : E′′0coh × E′coh −→ (Ens)

qui soit un faisceau par rapport au premier argument et qui soit exact à gauche en
le second argument ; ou encore, à celle d’un foncteur

(4.13.4) f0 : E′coh −→ E′′

qui soit exact à gauche. Si f est le foncteur de recollement satisfaisant à la condition
4.10 (iv) associé à ϕ, on vérifie immédiatement que f0 est canoniquement isomorphe à
la restriction du foncteur f : E′ → E′′. On voit donc que sous les conditions envisagées
f0 détermine f (à isomorphisme canonique près). Signalons enfin, pour résumer le
contenu de 4.11 :

Corollaire 4.14. — Lorsque E′ est un topos parfait, alors la catégorie des foncteurs
de recollement f : E′ → E′′ qui donnent par recollement un topos cohérent E est
équivalente par f 7→ f0 = f/E′coh à la catégorie des foncteurs f0 : E′coh → E′′ qui sont
exacts à gauche, ou encore à la catégorie des faisceaux ϕ sur le site E′′coh (ou, ce qui259

revient au même, sur le topos E′′) à valeurs dans la catégorie Pro(E′coh)0 (cf. 4.9.10).

On observera que la première assertion résulte également 4.10 en notant que E′ u
Ind(E′coh) (1.25), donc que la catégorie des foncteurs f : E′ → P commutant aux
limites inductives filtrantes (où P est une catégorie où les petites limites inductives
filtrantes sont représentables) est équivalente, par le foncteur restriction, à la catégorie
des foncteurs quelconque f : E′coh → P ; il est immédiat que sous ces conditions, si
dans P les lim−→ finies sont représentables, que f est exact à gauche si et seulement si
f0 l’est.
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Remarques 4.15. — a) La démonstration donnée de 4.10 montre qu’on obtient des
conditions équivalentes à (ii ter) resp. (iii ter) en remplaçant la catégorie Point(E′′)
par une sous-catégorie qui définisse une famille conservative de foncteurs fibres.

b) Prenant pour E′′ le topos ponctuel (IV 2.2), on voit aussitôt que les conditions
(ii ter) et (iii ter) ne sont équivalentes que si E′coh = E′PF, i.e. si E′ est parfait. Donc la
condition « E cohérent » n’équivaut à la condition « f commute aux limites inductives
filtrantes » que si E′ est parfait. Par contre, prenant plus généralement pour E′′ un
topos cohérent de la forme Ĉ, on voit que dans ce cas la condition (i) équivaut à (iv)
pour tout E′. En fait, le rédacteur n’est pas arrivé à construire dans le cas général un
exemple où E soit cohérent, sans que la condition (iv) soit vérifiée. C’est honteux !

5. Commutation des foncteurs Hi(X, −) aux limites inductives filtrantes
260

Théorème 5.1. — Soient E′ un topos algébrique (2.3), E un topos localement cohérent
(2.3), f : E′ → E un morphisme cohérent de topos (3.1). Alors, pour tout entier q,
les foncteurs Rqf∗ (V 5.0) commutent aux limites inductives filtrantes de faisceaux
abéliens.

Corollaire 5.2. — Soit E′ un topos cohérent (2.3). Pour tout entier q, le foncteur
Hq(E′,−) commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens.

Corollaire 5.3. — Soient E un topos (resp. un topos algébrique) (2.3), X un objet de E
algébrique et cohérent (resp. cohérent) (2.3). Pour tout entier q, le foncteur Hq(X,−)
commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens.

Le corollaire 5.2, se déduit de 5.1 en prenant pour E le topos ponctuel et pour
f : E′ → E l’unique morphisme (IV 2.2). Montrons que 5.2 entraîne 5.3. Soit jX :
E/X → E le morphisme de localisation. On a un isomorphisme canonique, fonctoriel
en le faisceau abélien (V 2.2.1) Hq(X,F) ' Hq(E/X, j

∗
XF). Le foncteur j∗X commute

aux limites inductives et le topos E/X est cohérent (2.4.6) d’où 5.3. Montrons que 5.3
entraîne 5.1. Soit Ecohalg la sous-catégorie pleine de E définie par les objets algébriques
et cohérents de E. C’est une catégorie génératrice (2.4.5). Pour tout faisceau abélien
F, Rqf∗F est le faisceau associé au préfaisceau X 7→ Hq(f∗X,F) (X ∈ obC) (V 5.1).
Comme f est cohérent, f∗X est cohérent pour tout objet X de C (3.1). D’après 5.3 le
préfaisceau X 7→ Hq(f∗X,F) commute aux limites inductives filtrantes de l’argument
F d’où 5.1. en utilisant le fait que le foncteur faisceau associé commute aux limites in-
ductives. (On remarquera qu’on n’utilise que la propriété suivante du morphisme f : Il
existe une famille génératrice S de E telle que pour tout X de S, f∗(X) soit algébrique
et cohérent). Il reste donc à démontrer 5.2. On sait déjà que le foncteur H◦(E′,−)
commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens (1.2.3). D’après un
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résultat classique de [7], il suffit pour démontrer 5.2, de montrer qu’une limite induc-
tive filtrante de faisceaux acycliques pour le foncteur H◦(E′,−) est acyclique pour
H◦(E′,−). Ceci résulte du lemme suivant appliqué au cas où C = E′coh’ :

Lemme 5.4. — Soient E un topos localement cohérent (2.3), C une sous-catégorie261

pleine de E, génératrice et stable par produit fibré telle que tout objet de C soit quasi-
compact (1.1). Une limite inductive filtrante de faisceaux C-acycliques (V 4.2) est un
faisceau C-acyclique.

Soit (Fi)i∈I, un système inductif filtrante de faisceaux C-acycliques et notons F sa
limite inductive. Tout objet Y de C est cohérent (2.1) et par suite F(Y) = lim−→

i

Fi(Y)

(1.2.3). Pour montrer que F est C-acyclique, il suffit de montrer que Ȟq(Y,F) = 0
pour tout q > 0 et tout Y de C (V 4.3). Soient X un objet de C, X = (Xα → X)α∈A

une famille couvrante finie par des objets de C •. On a Hq(X ,F) = Hq(C •(X ,F))
(V 2.4.3). D’après ce qui précède, et en utilisant le fait que C •(X ,F) ne fait intervenir
que des produits finis de groupes (V 2.3.3), on a C •(X ,F) = lim−→i

C •(X ,Fi). Donc
Hq(X ,F) = Hq(C •(X,F)) = Hq(lim−→i

C •(X,Fi)) = lim−→i
C •(X,Fi)) = 0 pour q > 0

(V 4.3). Par suite Ȟq(X,F) = lim−→X
Hq(X,F) = 0.

Corollaire 5.5. — Soient E un topos cohérent (2.3), (Xi)i∈I une famille filtrante dé-
croissante de sous-objets cohérents de l’objet final. Notons Φ la famille des fermés de
E (IV 9) contenue dans le fermé complémentaire de l’un des Xi. La famille Φ est une
famille de supports de E (V 6.12) et pour tout entier q, les foncteurs Hq

Φ(E,−) et Hq
Φ

(V 6.13) commutent aux limites inductives filtrantes.

Soit Zi le fermé complémentaire de Xi. Pour tout faisceau abélien F on a une suite
exact (V 6.5) :

0 −→ H0
Zi

(E,F) −→ H0(E,F) −→ H0(Xi,F) −→ H1
Zi

(E,F) −→ . . . .

Les foncteurs Hq(E,F) et Hq(Xi,F) commutent aux limites inductives de l’argument F
(5.2, 5.3). Par suite Hq

Zi
(E,F) commute aux limites inductives filtrantes de l’argument

F, d’où la propriété analogue pour les foncteurs Hq
Φ(E,F), en passant à la limite

inductive sur les Zi (V 6.13). L’assertion concernant les foncteurs H q
Φ s’en déduit en

localisant et en passant au faisceau associé.

Définition 5.6. — Soient E un topos annelé d’anneau A et q un entier. Un A-Module262

G est dit de q-présentation finie s’il existe une famille Xi d’objets de E couvrant
l’objet final de E, telle que pour tout i on ait une suite exacte de Modules sur E/Xi

:

(5.5.1) Lq −→ Lq−1 −→ · · ·L1 −→ L0 −→ G/Xi
−→ 0

où pour tout p, Lp = Anp

/Xi
, np entier.

Proposition 5.7. — Soit G un faisceau de q-présentation finie. Pour tout i 6 q− 1, le
foncteur Ext i

A(G,−) commute aux limites inductives filtrantes de A-Modules.
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Le problème est local sur E (V 6.1). On peut donc supposer, quitte à se localiser
aux E/Xi

, qu’on a une suite exacte du type (5.5.1). Posons L. = Lq → · · ·L1 → L0.
On a Ext i

A(G,F) : H i(HomA(L.,F)) et le foncteur F 7→HomA(L.,F) commute aux
limites inductives, d’où la proposition.

Corollaire 5.8. — Soient (E,A) un topos annelé, G un faisceau de A-Modules de
q-présentation finie, X un objet algébrique et cohérent de E. Les foncteurs F 7→
Exti

A(X;G,F), tels que i(i−1)
2 6 q − 1, commutent aux limites inductives filtrantes

de l’argument F.

Se déduit de 5.7, et de 5.3 par la suite spectrale (V 6.1.3).

5.9. Soient (E,A) un topos annelé, Φ une famille de supports de E (V 6.12), G un
A-module de r-présentation finie (5.6), X un objet de E algébrique et cohérent (2.3).
En passant à la limite inductive sur les fermés de Φ dans les dernières suites spectrales
de V 6.9.1 et V 6.9.2 respectivement, on obtient deux suites spectrales (V 6.13)

(5.9.1)

{
′Epq

2 = lim−→Z∈Φ
Extp

A(X;G,Hq
ZF)⇒ Extp+q

A,Φ(X;G,F),
′′Epq

2 = lim−→Z∈Φ
Extp

A(G,Hq
ZF)⇒ Extp+q

A,Φ(G,F).

Il résulte de 5.7 et de 5.8 qu’on a des isomorphismes canoniques

(5.9.2)

{
′Epq

2 ' Extp
A(X;G,Hq

ΦF) , p(p−1)
2 6 r − 1,

′′Epq
2 ' Extp

A(G,Hq
ΦF) , p 6 r − 1.

Corollaire 5.10. — On utilise les hypothèses et les notations de 5.5. Soient A un 263

Anneau de E et G un A-Module de q-présentation finie. Pour tout entier i tel que
i(i− 1)

2
6 r − 1, les foncteurs F 7→ Exti

A,Φ(E; G,F) et F 7→ Ext i
A,Φ(G,F) (V 6.13)

commutent aux limites inductives filtrantes.

Se déduit de 5.5 et 5.7 par les premières suites spectrales de V 6.9.1 et V 6.9.2
respectivement.

6. Limites inductive et projective d’une catégorie fibrée

6.0. Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des catégories fibrées
[5]. Ce numéro a essentiellement pour but de fixer la terminologie et les notations
concernant les catégories fibrées. Toutes les catégories considérées dans ce numéro
appartiendront, sauf mention contraire, à un univers fixé U .

Soient F , G , E trois catégories, π : F → E et π′ : G → E deux foncteurs. On
désigne par HomE (F ,G ) la catégorie dont les objets sont les foncteurs u : F → G
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tels que le diagramme

F
u

π

��
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@ G

π′

����
��

��
��

��
��

��
�

E

soit commutatif, et dont les morphismes sont les E -morphismes de foncteurs, i.e. les
morphismes de foncteurs transformés par π′ en morphismes identiques.

Soit ξ un objet de E au-dessus. Les objets X de F tels que π(X) = ξ sont appelés
les objets de F au-dessus de ξ. Soit f : ξ → n, un morphisme de E . Les morphismes
m de F tels que π(m) = f sont appelés les morphismes de F au-dessus de f . Soient264

f : ξ → η un morphisme de E et X un objet de F su-dessus de ξ, Y un objet de F

au-dessus de η ; on désigne par Homf (X,Y) l’ensemble des morphismes de X dans Y
au-dessus de f .

Définition 6.1. — 1) Un morphisme m : X→ Y de F est dit cartésien si pour tout
morphisme p : Z → Y au-dessus de π(m), il existe un unique morphisme q : Z → X
au-dessus de l’identité de π(X) tel que mq = p.

2) La catégorie F est dite préfibrée par π au-dessus de E si pour tout morphisme
f : ξ → η de E tout objet de F au-dessus de η est but d’un morphisme cartésien
au-dessus de f .

3) La catégorie F est dite fibrée par π au-dessus de E si elle est préfibrée et
si le composé de deux morphismes cartésiens composables de F est un morphisme
cartésien.

6.1.1. Soit ξ un objet de E . On appelle catégorie fibre de F en ξ, et on désigne par
Fξ, la sous-catégorie de F dont les objets sont les objets de F au-dessus de ξ et les
morphismes sont les morphismes de F au-dessus de idξ. Soient deux objets X et Y
de Fξ, on désigne par Homξ(X,Y) l’ensemble des morphismes de X dans Y dans Fξ.

6.1.2. Soit f : ξ → η un morphisme de E . Un objet de Y au-dessus de η est but d’un
morphisme cartésien au-dessus de f , si et seulement si le foncteur défini sur la fibre
Fξ à valeur dans les ensembles

Z 7→ Homf (Z,Y) Z ∈ ob(Fξ),

est représentable. Lorsque la catégorie F est préfibrée, le foncteur

Y 7→ Homf (.,Y) Y ∈ ob(Fη),

à valeurs dans la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur Fξ, est en fait à valeurs
dans la catégorie des foncteurs représentables sur Fξ, et définit donc, à isomorphisme
unique près, un foncteur f∗ : Fη → Fξ, qui est appelé le foncteur image réciproque265
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pour f . Supposons que la catégorie F soit préfibrée et choisissons pour tout mor-
phisme f de E un foncteur changement de base f∗. La catégorie F est alors fibrée
au-dessus de E si et seulement si pour tout couple f et g de morphismes composables
de E le foncteur composé f∗g∗ est un foncteur image réciproque. Soit alors

(6.1.2.1) Cf,g : f∗g∗ −→ (gf)∗

l’isomorphisme canonique. Les isomorphismes Cf,g vérifient une condition de cocycles,
provenant de l’associativité de la composition des morphismes dans E :

(6.1.2.2) Cf,hg : (f∗ ◦ Cg,h) = Cgh,f (Cf,g ◦ h∗)

6.1.3. Réciproquement lorsqu’on se donne pour tout objet ξ de E une catégorie Fξ,
pour tout morphisme f : ξ → η un foncteur f∗ : Fη → Fξ, et pour tout couple (f, g)
de morphismes de E un isomorphisme de foncteurs Cf,g : f∗g∗ → (fg)∗, tels que
les Cf,g vérifient la condition (6.1.2.2), on peut construire de manière essentiellement
unique une catégorie F fibrée au-dessus de E dont les fibres « sont » les catégories Fξ

et dont les foncteurs changement de base peuvent être choisis « égaux » aux foncteurs
donnés à l’avance [5].

6.1.4. Soient F et G deux catégories au-dessus de E . On désigne par

Homcart /E (F ,G )

la sous-catégorie pleine de HomE (F ,G ) définie par les foncteurs qui transforment
les morphismes cartésiens de F en morphismes cartésiens de G . Les objets de
Homcart /E (F ,G ) sont appelés foncteurs cartésiens.

Soient C et C′ deux catégories et S un ensemble de morphismes de la catégorie C.
On désigne par HomS−1(C,C′) l’ensemble des foncteurs de C dans C′ qui transforment
les morphismes de S en isomorphismes.

Désignons par (Cat) la catégorie dont les objets sont les catégories appartenant à
l’univers et dont les morphismes sont les foncteurs entre ces catégories (la catégorie
(Cat) n’appartient pas à l’univers).

Soient F une catégorie au-dessus de E et S l’ensemble des morphismes cartésiens
de F . La catégorie F définit deux foncteurs sur (Cat) à valeur dans la catégorie des 266

ensembles appartement à l’univers :

C 7→ HomS−1(F ,C) C ∈ ob(Cat)

C 7→ HomCart /E (F ,C× E ) = {Foncteurs cartésiens de F dans C× E }
(la catégorie C × E est considérée comme une catégorie au-dessus de E par le

foncteur deuxième projection).
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Proposition 6.2. — Les foncteurs (Cat)→ (Ens) :

C 7→ HomS−1(F ,C)

C 7→ HomCart /E (F ,C× E )

sont canoniquement isomorphes. Ils sont représentables.

Preuve. — Pour prouver la première assertion, il suffit de remarquer que les mor-
phismes cartésiens de C × E sont les morphismes de la forme m × f , où m est un
isomorphisme de C. Pour prouver la seconde assertion, il suffit de prouver que le fonc-
teur HomS−1(F , .) est représentable. Ceci résulte de [1]. Indiquons simplement l’idée
de la démonstration. On adjoint formellement aux morphismes de F les inverses des
morphismes de S. On considère la catégorie libre engendrée par les objets de F , les
morphismes de F et les inverses formels des morphismes de S (catégorie des chemins).
On passe au quotient par les relations provenant des relations entre morphismes de
F et les relations du type :

s−1s = id , ss−1 = id s ∈ S.

La catégorie ainsi obtenue est notée F (S−1) munie du foncteur canonique Q = F →
F (S−1) représente le foncteur HomS−1(F , .).

Définition 6.3. — Lorsque F est fibrée au-dessus de E le foncteur HomS−1(F , .) est
noté lim−→E ◦

F et est appelé le foncteur limite inductive de F au-dessus de E ◦. La
catégorie qui le représente est encore notée lim−→E ◦

F et est appelée la catégorie limite
inductive de F au-dessus de E ◦.

6.4.0. Supposons F fibrée au-dessus de E ; choisissons pour tout morphisme f de E

un foncteur changement de base au-dessus de f et soit

Q : F −→ lim−→
E ◦

F

le foncteur canonique. Les foncteurs d’inclusions des fibres de F dans F composés267

avec le foncteur Q fournissent, pour tout objet ξ de E , un foncteur

uξ : Fξ −→ lim−→
E

F
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et pour tout morphisme f : ξ → η de E un diagramme commutatif à isomorphisme
canonique près :

Fη

uη

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

f∗

��

lim−→
E 0

F

Fξ

uξ

66mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

La catégorie lim−→E ◦
F apparaît alors comme la limite inductive au sens des pseudo

foncteurs [5] du pseudo-foncteur E ◦ → Cat qui associe à tout ξ ∈ ob, Fξ et à tout
f : ξ → η, le foncteur f∗ : Fη → Fξ. On notera toute-fois que même lorsque ξ 7→ Fξ

est un véritable foncteur, la catégorie lim−→E ◦
F n’est pas en général la limite inductive

au sens de I 2 du foncteur ξ 7→ Fξ (cf. 6.8).

Proposition 6.4. — Soit F une catégorie fibrée au-dessus de E . On suppose que la
catégorie E possède les propriétés suivantes :

L1) Tout diagramme
•

&&NNNNNNNNNN

•

•

88pppppppppp

s’insère dans un diagramme commutatif :

•

""D
DD

DD
DD

DD
D

•

<<zzzzzzzzzz

""D
DD

DD
DD

DD
D •

•

<<zzzzzzzzzz

L2) Pour tout couple de morphisme u, v : · ⇒ · tel qu’il existe un morphisme t 268

vérifiant la relation tu = tv, il existe un morphisme w vérifiant la relation uw = vw.
(Notons que si la catégorie E ◦ est pseudo-filtrante (I 2.7), elle possède les pro-

priétés L1) et L2)). L’ensemble S des morphismes cartésiens de F possède alors les
propriétés :

Fr1) L’ensemble S est stable par composition. Les isomorphismes appartiennent
à S.
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Fr2) Tout diagramme
•

&&NNNNNNNNNN

•

•

s
88pppppppppp ,

où s appartient à S, peut se compléter en un diagramme commutatif

•

""D
DD

DD
DD

DD
D

•

t
<<zzzzzzzzzz

""D
DD

DD
DD

DD
D •

•

s
<<zzzzzzzzzz

où t appartient à S.
Fr3) Pour tout couple de morphismes u, v : · ⇒ · tel qu’il existe un morphismes

s ∈ S vérifiant le relation su = sv, il existe un morphisme t ∈ S tel que ut = vt.

Preuve. — Laissée au lecteur à titre d’exercice.

Proposition 6.5. — Soient F une catégorie, S un ensemble de morphismes de F pos-269

sédant les propriétés Fr1), Fr2) et Fr3) (6.4). Pour tout objet X de F , désignons par
S(X) la catégorie des morphismes de S de but X. La catégorie S(X) est cofiltrante
(I 2.7). La catégorie F (S−1) (qui représente le foncteur HomS−1(F , ·)) peut alors se
décrire comme suit :

a) Les objets de F (S−1) sont les objets de F .
b) Soient X et Y deux objets de F (S−1). On a

HomF(S−1)(X,Y) = lim−→
S(X)

HomF (.,Y).

c) Soient f : X→ Y et g : Y → Z deux morphismes de F (S−1). Soit

•

t
��

f ′

''NNNNNNNNNNNNN

X Y t ∈ S

(resp.
•

t′
��

g′

&&MMMMMMMMMMMMM

Y Z t ∈ S)
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un diagramme dans F dont l’image est f (resp. g). Soit

•

f ′′

((PPPPPPPPPPPPPPPPP

t′′

��
•

f ′

''PPPPPPPPPPPPPPPP •

t′

��

Y t′′ ∈ S

un diagramme commutatif dont l’existence est assurée par Fr2). L’image dans HomF(S−1)(X,Z)
du diagramme

•

tt′′
��

g′f ′′

''OOOOOOOOOOOOOO

X Z
est le morphisme composé gf .

Soit 270

Q : F −→ F (S−1)

le foncteur canonique.
d) Le foncteur Q∗ : F (S−1)b → Fb (F 7→ F ◦ Q I 5.0) est pleinement fidèle et

injectif sur les objets.
e) Le foncteur Q! : Fb → F (S−1)b (adjoint à gauche au foncteur Q∗ (I 5.1) est

exact à gauche. (Il en est donc de même du foncteur Q lorsque dans F les limites
projectives finies sont représentables).

Preuve. — Nous renvoyons pour la preuve à [1].

Exercice 6.6. — Soient F une catégorie, S un ensemble de morphismes de F pos-
sédant les propriétés Fr1), Fr2) et Fr3). Pour tout objet X de F , on note S(X) la
catégorie des morphismes de but X.

a) La catégorie S(X) est cofiltrante (I 2)
b) Pour tout objet X de F , désignons par JS(X) l’ensemble des cribles de X qui

contiennent un crible engendré par un morphisme de S. Les JS(X) définissent sur F

une topologie T.
c) Pour la topologie T, les morphismes de S sont bicouvrants (II 5.2).
d) Pour tout objet X de F , désignons par J 2(X) la catégorie des morphismes

bicouvrants de but X. Le catégorie S(X) est cofinale dans J 2(X) (I 8).
e) Soit G un préfaisceau d’ensemble sur F . Soit le foncteur associé pour la topo-

logie T. Pour tout objet X de F , on a un isomorphisme canonique

G(X) ∼−→ lim
S(X)

G(·).
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Un préfaisceau est un faisceau si et seulement s’il transforme tout morphisme de S en
isomorphisme.

f) On choisit le foncteur faisceau associé de façon que sa restriction à F soit in-
jective sur les objets. Désignons par F−→ la sous-catégorie pleine de la catégorie des
faisceaux d’ensembles sur F définie par les faisceaux associés aux préfaisceaux repré-
sentés. La catégorie F−→ est isomorphe à la catégorie F (S−1) décrite dans 6.5. Les271

objets de F−→ forment une famille de générateurs du topos F∼ des faisceaux d’en-
sembles sur F . La topologie induite sur F−→ par la topologie canonique de F∼ est la
topologie grossière (II 1.1.4).

g) Soit Q : F → F−→ le foncteur canonique. Le foncteur Q est un morphisme du
site F−→ (topologie grossière) dans le site F (topologie T de b)) (IV 5.9) et induit un
isomorphisme sur les topos correspondants.

h) Soit u : F → C un foncteur. Le foncteur u est continu, si et seulement s’il
transforme les morphismes de S en isomorphismes (III 1.1)

i) Soit u : F → C un foncteur transformant les morphismes de S en isomorphismes.
Le foncteur u se factorise d’une manière unique en

F
u //

Q
��

??
??

??
??

??
??

? C

F−→

v

??�������������

(On utilisera III 1.4).
j) Soit ProS F la sous-catégorie pleine de Pro F (I 8) définie par les proobjets dont

les morphismes de transition sont dans S. Montrer que le foncteur Q se factorise en

F
� � i // ProS F

j
// FS−1

où j est la restriction à ProS F de Pro Q. Montrer que le foncteur j admet un adjoint
à gauche pleinement fidèle

A : FS−1 −→ ProS F .

Montrer que pour tout objet X de F , AQ(X) est le pro-objet

Y −→ X ∈ S(X) 7→ Y.

Proposition 6.7. — Soient E une catégorie cofiltrante (I 8.7) et F → E une catégorie272

fibrée (6.1.3).

1) Soient ξ un objet de E et F/ξ la catégorie fibrée sur E /ξ obtenue par le chan-
gement de base E /ξ → E . Le foncteur canonique lim−→E /ξ

F/ξ → lim−→E
F est une

équivalence de catégorie.
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2) Soit plus généralement E ′ → E un foncteur cofinal (I 8). Soit F ′ → E ′ la
catégorie fibrée déduite de F → E par le changement de base E ′ ↪→ E . Le foncteur
canonique :

lim−→
E ′

F ′ −→ lim−→
E

F

est une équivalence de catégories.

Preuve. — Exercice.

Exercice 6.8. — 1) Soient g : E ◦ → Cat un foncteur et G → E la catégorie fibrée
correspondante [5]. Montrer qu’il existe un foncteur canonique lim−→E ◦

G → lim−→E ◦
g.

Montrer que ce foncteur n’est pas nécessairement une équivalence de catégories. (On
pourra prendre pour g le foncteur constant dont la valeur est l’objet final de Cat et
pour E la catégorie associée à un groupe).

2) On supposons que la catégorie E ◦ est pseudo-filtrante. Montrer qu’alors le fonc-
teur canonique lim−→E ◦

G → lim−→E ◦
g est une équivalence de catégories.

Proposition 6.9. — Soit F → E une catégorie fibrée (6.1). Le foncteur (Cat) →
(Ens) :

C 7→ HomCart /E (C× E ,F )

est représentable par la catégorie HomCart /E (E ,F ).

Soient C une catégorie, F : C×E → F un E -foncteur cartésien (6.1.4), X un objet
de C. Le foncteur ξ 7→ F((X, ξ)) est un foncteur cartésien noté F′(X) de E dans F qui
dépend fonctoriellement de X. D’où une application F 7→ F′ de HomCart /E (CE ,F )
dans Hom(C,HomCart /E (E ,F )) fonctorielle en C dont on vérifie immédiatement que
c’est une bijection.

6.10. La catégorie HomCart /(E ,F ) est appelée la catégorie des sections carté- 273

siennes de la catégorie fibrée F . Elle est aussi appelée parfois la catégorie limite
projective de F suivant E ◦. Elle est alors notée lim←−E ◦

F [2].

6.11. Choisissons un scindage de la catégorie fibrée F → E , i.e. choisissons pour
toute flèche f : ξ → η de E un foncteur changement de base f∗ : Fη → Fξ. Pour
tout objet ξ de E , notons

vξ : lim←−
E ◦

F −→ Fξ
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le foncteur d’évaluation en ξ. Pour tout morphisme f : ξ → η, on a un diagramme de
foncteurs commutatif à isomorphisme canonique prés :

lim←−
E ◦

F vξ

vη

%%KKKKKKKKKKKKKKKK
Fξ

f∗

��

Fη.

La catégorie lim←−E ◦
F apparaît ainsi comme la limite projective au sens des pseudo

foncteurs de ξ → Fξ. Même lorsque ξ 7→ Fξ est un véritable foncteur (i.e. même
lorsque le scindage choisi est un clivage [5]) les catégories lim←−E ◦

F (6.10) et lim←−E ◦
Fξ

(I 2) ne sont pas, en général, équivalentes.

7. Topos et sites fibrés

7.1. Topos fibrés. —

Définition 7.1.1. — Soit U un univers. Un U -topos fibré sur une catégorie I est une
catégorie fibrée sur I (6.1) :

p : F −→ I

dont les fibres sont des U -topos, et dont les foncteurs images inverses(∗) relatifs aux
morphismes f : i → j de I sont des foncteurs f∗ : Fj → Fi images inverses de
morphismes de topos f • : Fi → Fj (IV 3.1.2).

7.1.2. Il revient au même de dire qu’un U -topos fibré sur une catégorie I est une
catégorie fibrée p : F→ I dont les fibres sont des U -topos et dont les foncteurs images274

inverses sont exacts et commutent aux limites inductives (IV 1.6).

7.1.3. Choisissons pour tout morphisme f : i → j de I un foncteur image inverse
f∗ : Fj → Fi. On a alors, pour tout couple i f−→ j

g−→ k de morphismes composables
de I, un isomorphisme canonique cf,g : f∗g∗ → (gf)∗ (6.1.2.1) et les cf,g possèdent
la propriété de cocycle (6.1.2.2). Choisissons de plus, pour tout f : i→ j un foncteur
adjoint à droite f∗ : Fi → Fj au foncteur f∗ : Fj → Fi. Le foncteur f∗ : Fi → Fj est
défini à isomorphisme canonique prés par sa propriété d’être adjoint à droite à f∗.
On en déduit, par les résultats généraux sur les foncteurs adjoints, des isomorphismes
canoniques ;

(7.1.3.1) c′g,f : g∗f∗ −→ (gf)∗.

(∗)pour la structure fibrée (6.1.2).
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qui possèdent une propriété de cocycle analogue à la propriété 6.2.2.2 et qu’on laisse
au lecteur le soin d’expliciter. En appliquant alors les résultats de 6.1.3, on obtient
une catégorie fibrée sur I◦ :

(7.1.3.2) p′ : F′ −→ I◦.

On vérifie facilement que la catégorie fibrée p′ : F′ → I◦ ne dépend pas à I◦-
isomorphisme unique prés des différents choix utilisés pour la construire(∗). La fibre en
tout objet i de I◦ de la catégorie fibrée p′ : F′ → I◦ est canoniquement isomorphe au
U -topos Fi et est identifiée à ce dernier. Les foncteurs images inverses de la catégorie
fibrée p′ : F′ → I◦ sont des foncteurs images directes par des morphismes de topos.

7.1.4. Soit p : F → I un U -topos fibré. Choisissons pour chaque f : i → j un
morphisme de topos (IV 3.1.2) f • : Fi → Fj tel que le foncteur image inverse f∗ (par
f •) soit l’image inverse pour la structure fibrés (6.1). On obtient alors des cocycles cf,g

reliant ces morphismes de topos (7.1.3.1) et (7.1.3.2). La collection des morphismes f.,
f ∈ Fl(I), et des cocycles cf,g est appelée un biscindage du topos fibré F→ I. Le choix
d’un biscindage permet d’associer au topos fibré F→ I un pseudo-foncteur i 7→ Fi de
la catégorie I dans la 2-catégorie des U -topos. On peut alors lui associer de manière 275

essentiellement unique (cf. [5]) un U -topos fibré F→ I muni d’un biscindage tel que
le pseudo-foncteur correspondant soit canoniquement isomorphe à i 7→ Fi. Dans la
pratique on notera le plus souvent un U -topos fibré F→ I par la notation (Fi)i∈I en
supposant implicitement qu’on a choisi un biscindage. On notera cependant que les
constructions qu’on effectue sur les topos fibrés (telles que le topos total associé (7.4),
la limite projective (8.1)) ne dépendent que des topos fibrés et non pas des biscindages
éventuellement choisis.

Définition 7.1.5. — Soient p : F → I et q : G → I deux U -topos fibrés sur I. Un
morphisme m de topos fibrés de (F, p) dans (G, q) consiste en la donnée d’un I-foncteur
m∗ : G → F (6.1.4) et en la donnée pour tout i objet de I d’un adjoint à droite
mi∗ : Fi → Gi au foncteur m∗i : Gi → Fi obtenu en restreignant aux fibres en i le
foncteur m∗. Cette donnée doit être de plus soumise à la condition suivante : Pour
tout objet i de I le couple de foncteurs adjoints (m∗i ,mi∗) est un morphisme du topos
Fi dans le topos Gi.

7.1.6. Soientm : (F, p)→ (G, q) un morphisme de U -topos fibrés sur I et p′ : F′ → I◦,
q′ : G′ → I◦ les catégories fibrées associées par le procédé 7.1.3 aux topos fibrés (F, p)
et (G, q) respectivement. Choisissons des biscindages de F et G (7.1.4), notés dans les
deux cas (f : i→ j) 7→ f. : (f∗, f∗), de Fi dans Fj et de Gi dans Gj respectivement.
Comme f∗ : G → F est un I-foncteur, on a, pour tout morphisme f : i → j, un
morphisme de foncteurs (morphisme de transition)

(7.1.6.1) bf : f∗m∗j −→ m∗i f
∗,

(∗)Le rédacteur présente ses excuses pour le caractère non intrinsèque de cette construction.
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et pour tout couple i f−→ j
g−→ k de morphismes composables, on a

(7.1.6.2) m∗i (cf,g)b∗ff
∗(bg) = bgfcf,g.

En passant aux foncteurs adjoints, on obtient des morphismes

(7.1.6.3) b′f : f∗mi∗ −→ mj∗f∗

qui satisfont à des relations analogues aux relations (7.1.6.2). Comme les foncteurs
f∗ sont des foncteurs images inverses des catégories fibrées (F′, p′) et (G′, q′) (7.1.3),276

on peut construire un I◦-foncteur :

(7.1.6.4) m∗ : F′ −→ G′,

dont les restrictions aux fibres sont les foncteurs mi∗ et dont les isomorphismes de
transition sont les b′f . On vérifie avec un peu de patience que le foncteur m∗ ainsi
construit ne dépend pas du choix des morphismes de topos f .(∗).

7.1.7. On note HomtopI(E,G) l’ensemble des morphismes de topos fibrés entre le
topos fibré (F, p) et le topos fibré (G, q). L’ensemble HomtopI(F,G) est l’ensemble
des objets d’une catégorie notée HomtopI(F,G) : Si m et n sont deux morphismes
de topos fibrés, un morphisme de m dans n est un I-morphisme de foncteur n∗ dans
le foncteur m∗. On en déduit d’ailleurs par adjonction un I◦-morphisme du foncteur
m∗ dans le foncteur n∗ (7.1.6). On a donc en définitive deux foncteurs

HomtopI(F,G) −→HomI(G,F)◦(7.1.7.1)

HomtopI(F,G) −→HomI◦(F′,G′)(7.1.7.2)

qui associent à tout morphisme (m∗, (mi∗)i∈Ob I), d’une part le foncteurm∗ ∈ HomI(G,F),
et d’autre part le foncteur m∗ ∈ HomI◦(F′,G′) obtenu en recollant les mi∗ comme
en (7.1.6). Le foncteur m∗ : G → F (7.1.7.1) est appelé le foncteur image inverse
par le morphisme de topos fibré m : F → G ; le foncteur m∗ : F′ → G′ (7.1.7.2) est
appelé le foncteur image directe par le morphisme de topos fibré m : F→ G. Il résulte
immédiatement des définitions que les foncteurs m 7→ m∗ et m 7→ m∗ sont pleinement
fidèles et que leurs images essentielles sont, d’une part, l’ensemble des I-foncteurs de
G dans F qui, fibre par fibre, sont exacts et commutent aux limites inductives et,
d’autre part, l’ensemble des I0-foncteurs de F′ dans G′ qui, fibre par fibre, sont exacts
et commutent aux limites inductives et, d’autre part, l’ensemble des I0-foncteurs de
F′ dans G′ qui, fibre par fibre, possèdent un foncteur adjoint à gauche exact. Ceci
justifie les abus de langage consistant à définir un morphisme de topos fibrés par son
image directs ou son image inverse. En fait un tel morphisme de topos fibrés n’est277

alors défini qu’à isomorphisme unique près.
On note HomtopCart /I(F,G) la sous-catégorie pleine de HomtopI(F,G) engendrée

par les morphismes m tels que m∗ (ou ce qui est équivalent m∗) soit un foncteur

(∗)voir note du bas de la page 179
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cartésien (6.1.4). De tels morphismes sont appelés des morphismes cartésiens. On a
donc des foncteurs pleinement fidèles, induits par (7.1.7.1) et (7.1.7.2)

HomtopCart /I(F,G) −→Homcart /I(G,F)◦,(7.1.7.3)

HomtopCart /I(F,G) −→Homcart /I◦(F′,G′).(7.1.7.4)

7.1.8. Soient p : F→ I, q : G→ I, r : H→ I trois U -topos fibrés sur I et m : F→ G,
n : G → H deux morphismes de U -topos fibrés. On définit comme en IV 3.3 le
composé des deux morphismes m et n, qu’on note nm : F→ H, et si V est un univers
tel que U ∈ V , on définit une catégorie (V -U -Top/I) dont les objets sont les U -
topos fibrés sur I à catégories fibres éléments de V , et dont les morphismes sont les
morphismes de U -topos fibrés sur I. De plus, comme en IV 3.3.2, l’application de
composition

Homtop/I(F,G)×Homtop/I(G,F) −→ Homtop/I(F,H)

est l’application induite sur les objets par un « foncteur de composition de mor-
phismes » :

Homtop/I(F,G)Homtop/I(G,H) −→Homtop/I(F,H)

et les considérations de IV 3.3 et IV 3.4 s’étendent sans changement au cas des U-topos
fibrés. Le lecteur aura d’ailleurs remarqué que lorsque I est une catégorie ponctuelle
(un objet, un morphisme identique) un U -topos fibré sur I « n’est autre » qu’un
morphisme de U -topos, et un morphisme de U -topos fibrés « n’est autre » qu’un
morphisme de U -topos et les constructions précédentes se réduisent à celles de IV 3.

7.1.9. Soient p : F → I un U -topos fibré et φ : J → I un foncteur. La catégorie
fibrée pJ : FJ → J déduite de (F, p) par le changement de base φ : J → I est
un U -topos fibré sur J. Soient p′ : F′ → I◦ et (pJ)′ : (FJ)′ → J◦ les catégories
fibrées déduites respectivement de (F, p) et (FJ, pJ) par la construction de 7.1.3. On
vérifie immédiatement que la catégorie ((FJ)′, (pJ)′) est canoniquement isomorphe à
la catégorie (p′)J : (F′)J → J◦ déduite de p′ : F′ → I◦ par le changement de base 278

φ : J◦ → I◦. Ces deux catégories fibrées sur J◦ seront par la suite identifiées et
notées p′j : F′j → J◦. L’opération de changement de base est fonctorielle, et même
2-fonctorielle, par rapport à son argument : pour tout couple p : F → I et G → I de
U -topos fibrées sur I, on a deux diagrammes commutatifs se catégories et foncteurs :

(7.1.9.1)

HomtopI(F,G) //

��

HomI(G,F)◦

��

HomtopJ(FJ,GJ) // HomJ(GJ,FJ)◦,
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(7.1.9.2)

HomtopI(F,G) //

��

HomI◦(F′,G′)

��

HomtopJ(FJ,GJ) // HomJ◦(F′J◦ ,GJ◦),

où les foncteurs verticaux sont des foncteurs changement de base et où les foncteurs
horizontaux sont respectivement dans (7.1.9.1) les foncteurs « morphisme 7→ image
inverse » (7.1.7.1), et dans (7.1.9.2) les foncteurs « morphisme → image directe »
(7.1.7.2).

7.2. Sites fibrés. —

7.2.1. Un U -site fibré C sur une catégorie I est une catégorie fibrée p : C → I dont
les fibres sont munies de topologies faisant de celles-de des U -sites (IV 3.0.2) telles
que pour tout morphisme f : i→ j de I, le foncteur image inverse f∗ : Cj → Ci soit
un morphisme de site Ci dans le site Cj (IV 4.9.1).

7.2.2. Soient p : C → I et q : D → I deux U -sites fibrés sur I. Un morphisme de
U -sites fibrée de C dans D est un I-foncteur (6.0) m : D → C tel que pour tout
objet i de I, le foncteur mi : Di → Ci soit un morphisme du site Ci dans le site Di.
On désigne par MorsiteI(C,D) l’ensemble des morphismes de sites fibrés de C dans
D. Un foncteur continu du site fibré D dans le site fibré C est un I-foncteur de D
dans C qui induit sur les fibres des foncteurs continus (III 1). On note ContI(D,C)
l’ensemble des foncteurs continus du site fibré D dans le site fibré C. On désigne279

par MorsiteI(C,D) la sous-catégorie pleine de HomI(D,C)◦ définie par l’ensemble
d’objets MorsiteI(C,D) ⊂ HomI(D,C). On désigne de même par Cont I(D,C), la sous-
catégorie pleine de HomI(D,C) définie par le sous-ensemble d’objets Cont I(D,C) ⊂
HomI(D,C). On a donc deux foncteurs pleinement fidèles et injectifs sur les objets

(7.2.2.1) MorsiteI(C,D) ↪→ Cont I(D,C)◦ ↪→HomI(D,C)◦.

On définit, de même qu’en 7.1.7, les morphismes cartésiens du site fibré C dans le
site fibré D. On a un diagramme de sous-catégories pleines

(7.2.2.2)

MorsiteCart /I(C,D) � � //

_�

��

HomCart /I(D,C)◦
_�

��

MorsiteI(C,D) � � // HomI(D,C)◦.

7.2.3. Les morphismes de U -sites fibrés se composent. Ceci permet de définir la
catégorie (V -U -Site/I) dans les objets sont les U -sites dont les fibres appartiennent
à un univers V (dont U est un élément). La catégorie V -U -site est d’ailleurs munie
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d’une structure de 2-catégorie et en particulier la composition des morphismes de
U -sites fibrés est fonctorielle par rapport aux morphismes entre morphismes. Pour
tout foncteur φ : J→ I et tout site fibré p : C→ I, la catégorie pJ : CJ → J déduite de
(C, p) par le changement de base φ : J→ I, est munie canoniquement d’une structure
de U -site fibré sur J. L’opération de changement de base est 2-fonctorielle.

7.2.4. Soit p : C → I une catégorie fibrée dont les fibres sont munies de topologies
faisant de celles-ci des U -sites. Supposons que les limites projectives soient représen-
tables dans les catégories fibrées. Pour que p : C→ I soit un U -site fibré il suffit que les
foncteurs images inverses soient exacts à gauche et transforment familles couvrantes
en familles couvrantes, et cette condition est aussi suffisante lorsque les topologies
des fibres sont moins fines que la topologie canonique (IV 4.9.2). Tous les sites fibrés
utilisés dans ce séminaire seront du type décrit ci-dessus. De même, soient p : C→ I
et q : D→ I deux sites fibrés tels que les limites projectives finies dans les catégories
fibres soient représentables. Un foncteur cartésien m : D → C qui induit sur les ca- 280

tégories fibres des foncteurs exacts à gauche et qui transforme les familles couvrantes
des catégories fibres en familles couvrantes est un morphisme de sites fibrés de C
dans D, la réciproque étant vraie si les topologies fibres de C sont moins fines que la
topologies canonique (IV 4.9.2). Tous les morphismes de sites fibrés utilisés dans ce
séminaire seront du type décrit ci-dessus.

7.2.5. Un U -topos fibré p : F → I est un U -site fibré lorsqu’on munit les fibres de
la topologie canonique, ce que nous ferons toujours par la suite. Soit m : F → G
un morphisme de U -topos fibrés. Le foncteur image inverse m∗ : G → F (7.1.7)
est un morphisme du U -site fibré F dans le U -site fibré G. On a donc un foncteur
(V -U - Top/I)→ (V -U- Site/I), foncteur qui n’est pas fidèle en général. Mais ce fonc-
teur de prolonge en fait naturellement en un 2-foncteur qui induit, pour deux U -topos
fibrés F et G sur I, un foncteur :

(7.2.5.1) HomtopI(F,G) −→MorsiteI(F,G)

qui est une équivalence de catégories, ainsi qu’il résulte immédiatement des définitions.
D’ailleurs le foncteur (7.2.5.1) composé avec l’inclusion canonique MorsiteI(F,G) ↪→
HomI(G,F)◦ n’est autre que le foncteur (7.1.7.1) qui, à un morphisme de topos fibrés,
associe son image inverse.

7.2.6. Soit p : C → I un U -site fibré. Choisissons pour tout morphisme f : i → j

de I un foncteur changement de base f∗ : Ci → Ci. En passant aux catégories de
U -faisceaux, le foncteur f∗ de prolonge en un foncteur Top(f)∗ : C∼j → C∼i , où
Top(f) : C∼i → C∼j est un morphisme de topos (IV 4.9.1.1), rendant commutatif à
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isomorphisme près le diagramme :

(7.2.6.1)

Cj
f∗

//

εj

��

Ci

εi

��

Ce
j

Top(f)∗
// Ce

i

Soient

(7.2.6.2) cf,g : f∗g∗ −→ (gf)∗

les isomorphismes canoniques (6.1.2.1) et281

(7.2.6.3) bf : Top(f)∗εj −→ εif
∗

les isomorphismes qui « rendent commutatifs » les diagrammes (7.2.6.1). En utilisant
le fait que les foncteurs Top(f)∗ commutent aux limites inductives, on vérifie immé-
diatement que pour tout couple de morphismes composables : i f−→ j

g−→ k, il existe
un et un seul isomorphisme :

(7.2.6.4) Top(cf,g) : Top(f)∗ Top(g)∗ −→ Top(gf)∗

tel qu’on ait

(7.2.6.5) εi(cf,g)bf Top(f)∗(bg) = bgf Top(cf,g).

De plus, les isomorphismes (7.2.6.4) satisfont automatiquement la condition de co-
cycles de 6.2.2.2. On peut donc construire une catégorie fibrée

(7.2.6.6) p∼ : C∼/I −→ I

dont les fibres sont canoniquement isomorphes aux U -topos C∼i (6.1.3), et un foncteur
cartésien

(7.2.6.7) εc/I : C −→ C∼/I

qui induit sur les fibres les foncteurs εi : Ci → C∼i . Il résulte immédiatement des
définitions que p∼ : C∼/I → I est un U -topos fibré sur I, que εc/I est un morphisme
cartésien de U -sites fibrés de C∼/I dans C, et que le U -topos fibré C∼/I → I et le
foncteur cartésien εC/I ne dépendent pas, à isomorphisme canonique prés, des diffé-
rents choix utilisés pour les construire (choix des foncteurs changement de base f∗ et
choix des prolongements Top(f)∗). Le U -topos fibré C∼/I est appelé le U -topos fibré
associé au U -site fibré.
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7.2.6.8. On vérifie que la formation du U -topos fibré associé à un site fibré « com-
mute » aux opérations de changement de catégorie base.

Proposition 7.2.7. — Soient E un U -topos fibré sur I et C un U -site fibré sur I. Le282

foncteur m 7→ m∗εC/I, associant à tout morphisme de topos fibrés m : E → C∼/I

le composé avec εC/I du foncteur image inverse associé m∗ : C∼/I → E, induit une
équivalence de catégories préservant les objets cartésiens

HomtopI(E,C
∼/I) ≈−→MorsiteI(E,C).

Lorsque dans les catégories fibres de C les limites projectives finies sont représentables,
le foncteur pleinement fidèle correspondant

HomtopI(E,C
∼/I) −→HomI(C,E)◦

a comme image essentielle l’ensemble des I-foncteurs g : C → E qui sont exacts à
gauche fibre par fibre et qui transforment les familles couvrantes des catégories fibres
en familles épimorphiques des catégories fibres correspondantes.

Cette proposition ne fait que généraliser au contexte fibré la proposition IV 4.9.4,
et la démonstration donnée en IV 4.9.4 se généralise immédiatement.

7.3. Exemple. —

Exemple 7.3.1. — (le topos fibré des morphismes d’un topos)
Soient E un U -topos, Fl(E) la catégorie des morphismes de E et p : Fl(E)→ E le

foncteur qui associe à un morphisme son but. La catégorie (Fl(E), p) est un U -topos
fibré sur E. (7.1.1 et IV 5.1). La fibre en tout objet X de E est le topos E/X. Le
foncteur image inverse f∗ : E/Y → E/X par un morphisme f : X→ Y est le foncteur
produit fibré. A tout foncteur φ : I→ E, on peut donc associer le U -topos fibré sur I

(7.3.1.1) pI : Fl(E)I −→ I,

obtenu par le changement de base φ : I → E, dont la fibre en tout objet i de I est
E/φ(i) (7.1.9). Si V est un univers dont E est un élément, on a, avec les notations de
7.1.8, une application

(7.3.1.2) Hom(I,E) −→ ob(V -U -top/I),

qui associe à tout foncteur φ ∈ Hom(I,E) le U -topos fibré sur I déduit de (Fl(E), p)
par le changement de base φ : I → E. Soient φ1 et φ2 deux foncteurs de I dans E et 283

m : φ1 → φ2 un morphisme de foncteurs. Notons p1 : Fl(E)1 → I et p2 : Fl(E)2 → I les
U -topos fibrés sur I déduits de p : Fl(E)→ E par les changements de base φ1 : I→ E
et φ2 : I → E respectivement. Choisissons, pour tout objet i de I, un morphisme de
topos (IV 5.5.2)

(7.3.1.3) loc(m(i)) : E/φ1(i) −→ E/φ2(i).
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On vérifie alors facilement qu’il existe un et un seul(∗) morphisme cartésien de topos
fibrés sur I :

(7.3.1.4) loc(m) : F1(E)1 −→ F1(E)2,

qui induise sur les topos fibrés les morphismes loc(m(i)). Le morphisme loc(m) :
Fl(E)1 → Fl(E)2 est déterminé à isomorphisme canonique près par le morphisme de
foncteurs m : φ1 → φ2. Si n : φ2 → φ3 est un morphisme de foncteurs, on a un
isomorphisme

(7.3.1.5) c(m,n) : loc(n) loc(m) ' loc(nm),

et les morphismes c(m,n) possèdent une propriété de cocycle analogue à (6.1.2.2).

Exemple 7.3.2. — (Le site fibré des morphismes d’un site).
Soient C un U -site où les produits fibrés sont représentables, Fl(C) la catégorie des

morphismes de C et p : Fl(C) → C le foncteur qui associe à un morphisme son but.
La catégorie fibrée (Fl(C), p) est un U -site fibré sur C lorsqu’on munit les catégories
fibres des topologies induites (II 5.2). Soient εC : C → C∼ le foncteur canonique de
C dans la catégorie des U -faisceaux sur C. En notant Fl(εC) l’extension naturelle de
ce dernier foncteur aux catégories de morphismes, on a un diagramme commutatif de
catégories et foncteurs :

(7.3.2.1)

Fl(C)
Fl(εC)

//

p
��

Fl(Ce)

p
��

C
εC // Ce

d’où un foncteur cartésien entre catégories fibrée sur C :284

(7.3.2.2)

Fl(C) //

p
!!D

DD
DD

DD
D Fl(Ce)C

p/C
{{ww

ww
ww

ww
w

C

où p/C : Fl(C∼)C → C est déduite de Fl(C∼) → C∼ par le changement de base
εC : C → C∼. Le foncteur Fl(C) → Fl(C∼)C de (7.3.2.2) est un morphisme du site
fibré Fl(C∼)C dans le site fibré Fl(C) (7.2.2), d’où par 7.2.7 un morphisme de topos
fibrés sur C :

(7.3.2.3) can : Fl(C∼)C −→ Fl(C)∼/C,

où Fl(C)∼/C est le topos fibré sur C associé au site fibré Fl(C)→ C (7.2.6). Il résulte
de la définition du topos fibré associé (7.2.6) et de II 5.5 que le morphisme can de
(7.3.2.3) est une C-équivalence de U -topos fibrés sur C, i.e. il existe un morphisme

(∗)l’unicité provient de ce qu’on exige, avec les notations de (IV 5.5.3), la formule : (gf)! = g!f!.
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Θ : Fl(C)∼/C → Fl(C∼)C de U -topos fibrés sur C tel que les composés Θ ◦ can et
can ◦Θ soient C-isomorphes à l’identité.

Soit φ : I→ C un foncteur. On en déduit par changement de base un site fibré sur
I :

(7.3.2.4) pI : Fl(C)I −→ I

et comme la formation du topos fibré associé commute au changement de base (7.2.6),
on a une I-équivalence de U -topos fibrés

(7.3.2.5) canI : Fl(C∼)I −→ Fl(C)∼/I
I

où Fl(C∼)I → I est le U -topos fibré obtenu par le changement de base εC ◦φ :→ C∼.
Soient enfin φ1 : I→ C et φ2 : I→ C deux foncteurs et m : φ1 → φ2 un morphisme

de foncteurs. Notons Fl(C)1 et Fl(C)2 les sites fibrés sur I déduits de p : Fl(C) → C
par les changements de base φ1 et φ2 respectivement. On construit comme en 7.3.1
un morphisme de sites fibrés sur I :

(7.3.2.6) loc(m) : Fl(C)1 −→ Fl(C)2.

Notons Fl(C∼)1 → I et Fl(C∼)2 → I les U -topos fibrés sur I obtenus par les chan- 285

gements de base εC ◦ φ1 et εC ◦ φ2 respectivement. On a un diagramme commutatif
à isomorphisme près de morphismes sur I :

(7.3.2.7)

Fl(C∼)1

��

loc(εC ∗m)
// Fl(C∼)2

•

��

Fl(C)1
loc(m)

// Fl(C)2

où les morphismes verticaux se déduisent par changement de base des morphismes
de (7.3.2.2).

Exercice 7.3.3. — (Petit site et gros site fibrés).
Cet exercice est une suite à l’exercice IV 4.10.6 dont on utilise les hypothèses et

les notations. On note M la sous-catégorie pleine de Fl(S) définie par les morphismes
de M , et p : M→ S le foncteur qui associe à un morphisme son but.

6◦) Montrer que (M, p) est un site fibré sur S et que, lorsque dans S les produits
fibrés sont représentables, le foncteur d’inclusion M → Fl(S) est un morphisme car-
tésien du site fibré Fl(S)→ S dans le site fibré M→ S.

7◦) Soit M∼/S → S le topos fibré associé à M → S. Montrer qu’on a avec les
notations de 7.3.2, un morphisme canonique g : Fl(S∼)/S → M∼/S de topos fibrés
sur S qui induit sur chaque fibre en X ∈ ob(S) le morphisme (ProlX,ResX) (IV 4.10.6
4◦)). Montrer que, bien que pour tout X ∈ ob(S) le morphisme gX : S∼/X → S(X)∼

admette une section (loc. cit.), le morphisme g n’admet pas en général de section.
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7.4. La topologie totale d’un topos ou d’un site fibré. —

Définition 7.4.1. — Soit p : C → I un U -site fibré et pour tout i ∈ ob(I), notons
αi! : Ci → C le foncteur d’inclusion de la catégorie fibre Ci dans C. On appelle
topologie totale sur C la topologie la moins fine sur C qui rende continu les foncteurs
αi! pour i ∈ ob (I) (III 3.6). On appelle site total la catégorie C munie de la topologie
totale.

Proposition 7.4.2. — Soient p : C → I un U -site fibré, T la topologie totale sur C et286

pour tout i ∈ ob(I), Ti la topologie de la fibre Ci.
1) Soit X un objet de C au-dessus d’un objet i de I. Une famille (Xβ → X)β∈B est

couvrante pour T si et seulement si elle est raffinée par une famille couvrante pour
Ti(Yγ → X)γ∈Γ de Ci.

2) La topologie T induit sur les catégories Ci, les topologies Ti.
3) Pour tout i ∈ ob(I), le foncteur αi! : Ci → C est cocontinu.

7.4.2.1. La propriété 3) résulte de 1) et de III 2.1. Démontrons 1). Soit, pour tout
objet X de C, J(X) l’ensemble des cribles de C/X décrits dans 1). On vérifie que les
J(X) possèdent les propriétés T 1), T 2), T 3 de II 1.1, et qu’ils définissent par suite
une topologie T′ sur C. La topologie T′ est la moins fine des topologies sur C pour
lesquelles les familles couvrantes pour les topologies Ti sont couvrantes. La topologie
T′ est donc moins fine que T (III 1.6). Pour montrer que T′ = T, il suffit donc de
montrer que pour tout objet i de I, le foncteur αi! : Ci → C est continu lorsqu’on munit
C de la topologie T′ ; ou encore, il suffit de montrer que la topologie induite par T′ sur
la catégorie Ci est la topologie Ti, ce qui démontrera en même temps la propriété 2).
Soit T′i la topologie sur Ci induite par T′, et u : R ↪→ X un crible couvrant pour T′i.
D’après III 3.2 le morphisme αi!(u) : αi!(R)→ αi!(X) est bicouvrant et en particulier
couvrant, ce qui revient à dire, d’après la définition de T′, que le crible R ↪→ X est
couvrant pour Ti. La topologie T′i est donc moins fine que Ti, et pour démontrer que
T′i est plus fine que Ti, il suffit, par définition de la topologie induite (III 3.1), de
montrer que le foncteur αi! : Ci → C est continu lorsqu’on munit les catégories Ci et
C des topologies Ti et T′ respectivement. En résumé, pour démontrer les propriétés
1) et 2), il suffit, via III 1.2 et 1.5, de démontrer le lemme suivant :

Lemme 7.4.2.2. — Avec les hypothèses et notations de 7.4.2 et 7.4.2.1, soient X un
objet de C au-dessus de i et R u−→ X un morphisme de Cb

i. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) Le morphisme R→ X est bicouvrant pour Ti.287

ii) Le morphisme αi!(u) : αi!(R)→ αi!(X) est bicouvrant pour T′.

i) ⇒ ii) : Il est clair que si R −→ X est bicouvrant pour Ti, le morphisme αi!(u) est
couvrant pour T′. Il reste à montrer qu’il est bicouvrant (II 5.2). Soit Y un objet de
C au-dessus d’un objet j de I, m et n n : Y ⇒ αi!(R) deux morphismes de Cb tels que
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αi!(u)m = αi!(u)n, et posons f = p(αi!(u)m). Comme le foncteur αi! commute aux
limites inductives (I 5.4.3)), on a (I 3.4) :

HomCb(Y, αi!(R)) ' lim−→
Ci/R

HomC(Y, αi!(.)).

Comme pour tout objet Z de Ci, on a avec les notations de 6.1.1 :

HomC(Y,Z) '
∐

w∈Hom(j,i)

Homw(Y,Z),

on en déduit

lim−→
Ci/R

Hom(Y, αi!(.)) '
∐

w∈Hom(j,i)

lim−→
Ci/R

Homw(Y, αi!(.)).

Mais pour tout w ∈ Hom(j, i), on a un foncteur image inverse w∗ : Ci → Cj , et
on a Homw(Y, αi!(.)) ' HomCj

(Y, w∗(.)). D’où en notant encore w∗ : Cb
i → Cb

j le
prolongement de w∗ aux préfaisceaux (qu’on devrait noter d’après I 5.4 (w∗)!) et en
remarquant que le foncteur w∗ : Cb

i → Cb
j commute aux limites inductives (I 5.4.3)),

on obtient un isomorphisme :

HomCb(Y, αi!(R)) =
∐

w∈Hom(j,i)

Hom
Cb

j
(Y, w∗(R)).

Dans cet isomorphisme, les morphismes m et n : Y ⇒ αi!(R) correspondent à deux
morphismes m′ et n′ : Y ⇒ f∗R tels que f∗(u)m′ = f∗(u)n′. Comme le foncteur
image inverse est un morphisme de topos, il est en particulier continu et par suite
f∗(u) es bicouvrant (III 3.2). Il existe donc une famille couvrante de Cj (Yδ

Vδ−−→ Y)δ

telle que pour tout δ on ait m′vδ = n′vδ. On en déduit que mvδ = nvδ pour tout δ,
et par suite que αi!(u) est bicouvrant pour T′.

ii) ⇒ i) : Supposons que αi!(R)
αi!(u)−−−−→ αi!(X) soit bicouvrant. Le foncteur αi! : 288

Ci → C est cocontinu (III 2.1). Par suite α∗iαi!(u) est bicouvrant (III 2.3.2) et (II 5.3
ii)). Le foncteur αi! : Ci → C possède la propriété (PPF) de I 5.14. Par suite on a
diagramme cartésien des Cb

i (I 5.14 3)) :

R //

u

��

α∗iαi!(R)

α∗iαi!(u)

��

X // α∗iαi!(X).

Par suite, u est bicouvrant (II 5.2).

Remarque 7.4.3. — 1) La proposition 7.4.2 peut s’énoncer et se démontrer dans un
cadre un peu plus général que celui des sites fibrés, main apparemment sans intérêt :
au lieu d’un site fibré p : C → I, on considère une catégorie fibrée p : C → I dont les
fibres sont munies de topologies et dont les foncteurs images inverses sont continus
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pour ces topologies (alors que dans le cas des sites fibrés on exige de plus que ces
foncteurs images inverses soient des morphismes de sites (IV 4.9)).

2) On peut démontrer que la topologie totale d’un site fibré est la topologie la plus
fine rendant cocontinus les foncteurs αi! : Ci → C (III 2).

3) Soit p : C → I un U -site fibré au-dessus d’une catégorie équivalent à une
catégorie U -petite. Alors le site total C est un U -site (II 3.0.2). En effet, si pour
tout objet i de I (Xβ)β∈Bi

est une petite famille topologiquement génératrice de Ci,
la famille (Xβ)β∈qiBi est topologiquement génératrice pour C et est U -petite. On
appelle Topos total et on note Top(C) le topos des faisceaux sur le site total.

4) Soit p : C → I un U -site fibré sur une petite catégorie. Comme le foncteur
αi! : Ci → C est cocontinu, il donne naissance à un morphisme de topos αi = (α∗i , α

i∗)
de C∼i dans Top(C) (IV 4.7). Comme de plus le foncteur αi! : Ci → C est continu, le
foncteur α∗i : Top(C)→ C∼i admet un adjoint à gauche noté encore αi! : C∼i → Top(C)289

qui prolonge le foncteur αi! : Ci → C (III 1.2 iv)).

Proposition 7.4.4. — Soit p : C→ I un U -site fibre sur une petite catégorie I.

1) Un préfaisceau F sur C est un faisceau pour la topologie totale si et seulement
si pour tout objet i de I, le préfaisceau F ◦ αi! = F|Ci est un faisceau sur Ci.

2) Un foncteur m de C dans un site D est un foncteur continu du site total C dans
le site D si et seulement si pour tout objet i de I le foncteur m|Ci = m ◦αi! : Ci → D
est continu.

Si F est un faisceau pour la topologie totale, le préfaisceau F ◦ αi! est un faisceau
sur Ci car αi! : Ci → C est continu. Supposons que pour tout i, F◦αi! soit un faisceau
sur Ci. Soit X un objet de C au-dessus d’un objet i de I. Pour tout crible couvrant R
de Ci/X, on a F(X) ' F ◦αi!(R) et par suite F(X) ' F(αi!(R)). Soit R′ ↪→ X le crible
de C/X image du morphisme canonique de préfaisceaux αi!(R) → X. Le morphisme
αi!(R) → R′ est un épimorphisme de préfaisceaux et par suite F(R′) → F(αi!(R))
est injectif. Comme F(R′) → F(αi!(R)) est aussi surjective, l’application F(R′) →
F(αi!(R)) est bijective, et par suite l’application F(X)→ F(R′) est bijective. Comme
les cribles couvrants X (7.4.2.1)), le préfaisceau F est un faisceau, car en revenant à la
construction du faisceau associé (II 3) on constate que F est isomorphe à son faisceau
associé (II 3.3). La deuxième assertion se déduit immédiatement de la première et de
la définition de la continuité (III 1.1).

7.4.5. Soient p : C → I un U -site fibré sur une catégorie I équivalente à une petite
catégorie et

f : i −→ j

une flèche de la catégorie d’indices I. En notant encore f : C∼i → C∼j le morphisme
de topos déterminé par la structure de site fibré, on a (avec les notations de 7.4.3.4)
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un diagramme de morphismes de U -topos

(7.4.5.1)

C∼i

f

��

αi // Top(C)

Cj

αj

88qqqqqqqqqqqqqqqqq

où Top(C) est le topos total (7.4.3.3). Le diagramme (7.4.5.1) n’est pas commutatif 290

en général. Nous allons définir un morphisme canonique de morphismes de topos :

(7.4.5.2) ρf : αi −→ αj ◦ f.

Il suffit de définir un tel morphisme au niveau des images inverses, i.e. de définir un
morphisme de foncteurs :

(7.4.5.3) β∗f : f∗ ◦ α∗j −→ α∗i ,

où encore, en utilisant l’adjonction entre les foncteurs f∗ et f∗, il suffit de définir un
morphisme de foncteurs :

(7.4.5.4) γf : α∗j −→ f∗α
∗
i .

Soient donc Y un objet de Cj et F un faisceau sur le site total C. On a, par définition,
α∗jF(Y) = F(αj!(Y)) et f∗α∗i F(Y) − F(αi!f

∗(Y))), où dans le deuxième membre f∗ :
Cj → Ci désigne le foncteur image inverse pour la structure fibrée. Mais, par définition
de ce foncteur image inverse, on a un morphisme cartésien canonique :

(7.4.5.5) mY : αi!f
∗ −→ αj!;

d’où, en appliquant le foncteur F, une application fonctorielle en Y ;

(7.4.5.6) γf (F)(Y) = F(mY) : α∗jF(Y) −→ f∗α
∗
i F(Y),

application définissant un morphisme de faisceaux sur Cj :

(7.4.5.7) γf (F) : α∗jF −→ f∗α
∗
i F;

d’où le morphisme de foncteurs γf de (7.4.5.4).
Soient alors f : i → j et g : j → k deux morphismes composables de I. On a un 291

isomorphisme canonique :

c′g,f : g∗f∗ −→ (gf)∗

et on vérifie immédiatement la formule de compatibilité :

(7.4.5.8) c′g,f ◦ g∗(γf ) ◦ γg = γgf .
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7.4.6. Introduisons alors le U -topos fibré p∼/I : C∼/I → I associé à p : C → I
(7.2.6) et la catégorie fibrée sur I◦ correspondante (p∼/I)′ : (C∼/I)′ → I◦ (7.1.3.2).
Les considérations précédentes permettent d’associer à tout objet F de Top(C) une
famille Fi = (α∗i F)i∈ob(I) d’objets des C∼i et une famille de morphismes

γfF : Fj −→ f∗Fi, f ∈ F1(I), f : i −→ j,

cette famille de morphismes étant soumise aux conditions de compatibilités de (7.4.5.8).
On a donc associé à F un I◦-foncteur de la catégorie I◦ dans la catégorie (C∼/I)′ i.e. un
objet ΘC(F) de la catégorie HomI◦(I◦, (C∼/I)′). Comme cette construction est fonc-
torielle en F, on a en définitive un foncteur :

(7.4.6.1) ΘC : Top(C) −→HomI◦(I◦, (C∼/I)′).

Proposition 7.4.7. — Soit C→ I un U -site fibré avec I équivalente à une petite caté-
gorie. Le foncteur ΘC (7.4.6.1) est une équivalence de catégories.

Nous nous contenterons de décrire un foncteur quasi-inverse à ΘC. Soit
σ ∈ HomI◦(I◦, (C∼)′) i.e. un I◦-foncteur i 7→ σ(i) de I◦ dans (C∼/I)′. Pour tout objet
X de C au-dessus de p(X) = i ∈ ob(I), on dispose d’un faisceau σ(p(X)) ∈ obC∼i ;
d’où un ensemble σ(p(X))(X). Soit m : X → Y un morphisme de C au-dessus du
morphisme f : i → j de I. Le morphisme m se factorise d’une manière unique en un
morphisme m′ : X→ f∗Y de Ci et le morphisme cartésien canonique f(Y)→ Y. De
même le morphisme σ(f) se factorise de manière unique en un morphisme γf (σ) :
σ(p(Y)) → f∗σ(p(X)) et le morphisme I◦-cartésien canonique f∗σ(p(X)) → σ(p(X)).
On a donc application de σ(p(Y))(Y) dans σ(p(X))(X), obtenue en composant les292

applications :

σ(p(Y))(Y)
γf (σ)(Y)−−−−−−→ f∗(p(X))(Y) = σ(p(X))(f∗Y)

σ(p(X))(m′)−−−−−−−−→ σ(p(X))(X).

On a donc associé à tout objet X de C un ensemble σ(p(X))(X) et à tout morphisme
m : X → Y une application σ(p(X))(Y) → σ(p(X))(X). On vérifie qu’on a bien
déterminé ainsi un préfaisceau sur C, préfaisceau qui ne dépend pas du choix des
foncteurs images inverses utilisés pour le construire. Il résulte de 7.4.4 que le préfais-
ceau X 7→ σ(p(X))(X) est un faisceau sur le site total C, et il est clair que ce faisceau
dépend fonctoriellement de l’objet σ de HomI◦(I◦, (C∼/I)′). Il est aussi clair, en re-
venant à la définition du foncteur ΘC, qui le foncteur de HomI◦(I◦, (C∼/I)′) dans
Top(C) qu’on vient de construire est un foncteur quasi-inverse de ΘC.

Remarque 7.4.8. — Il résulte en particulier de 7.4.7 que la catégorie HomI◦(I◦, (C∼/I)′)
est un U -topos. Ce dernier fait peut se voir directement. On voit immédiatement,
en utilisant I 9.21.10, que les conditions a), b) et c) de IV 1.1.2 sont satisfaites, et
l’existence d’une petite catégorie génératrice résulte de I 9.25.
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7.4.9. Soient p : C → I et q : D → I deux U -sites fibrés sur une petite catégorie et
soit m un morphisme du site fibré C dans le site fibré D (7.2.2). Notons m∼/I : C∼/I →
D∼/I le morphisme correspondant entre les U -topos fibrés associés. Le morphisme de
topos fibrés m∼/I est défini à isomorphisme canonique près (7.2.7). Il lui correspond
un foncteur image directe m∼/I

∗ : (C∼/I)′ → (D∼/I)′ (7.1.7) qui fournit, en passant
aux sections sur I◦, un foncteur :

(7.4.9.1) HomI◦(I◦,m
∼/I
∗ ) : HomI◦(I◦, (C∼/I)′) −→HomI◦(I◦, (D∼/I)′).

Par ailleurs, le foncteur m est un foncteur continu entre les sites totaux (7.4.4) et
par suite fournit, par composition, un foncteur m∗ : Top(C)→ Top(F).

En résumé, on a un diagramme de foncteurs :

(7.4.9.2)

Top(C)
θC //

m∗

��

Hom◦I (I
◦, (C∼/I)′)

HomI◦(I◦,m
∼/I
∗ )

��

Top(D)
θD // Hom◦I (I

◦, (D∼/I)′)

Proposition 7.4.10. — Le diagramme (7.4.9.2) est commutatif à isomorphisme près. 293

Lorsque m est cartésien, m est un morphisme du site total C dans le site total D.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la commutativité à isomorphisme près
du diagramme (7.4.9.2). Pour montrer que m est un morphisme entre les sites totaux,
il suffit, compte tenu de 7.4.7, de montrer que le foncteur adjoint à gauche au foncteur
HomI◦(I◦,m

∼/I
∗ ) est exact à gauche. Nous allons tout d’abord décrire le foncteur image

inverse du morphisme m∼/I (7.2.7), et pour tout objet i de I, notons m∗i : D∼i → C∼i
le foncteur induit par (m∼/i)∗ sur les fibres en i. Choisissons pour tout morphisme
f : i → j de I des morphismes de topos, notés dans les deux cas (f∗, f∗) : C∼i → C∼j
et (f∗, f∗) : D∼i → D∼j . Comme (m∼/I)∗ est un I◦-foncteur cartésien, on a, pour tout
f : i→ j, un isomorphisme canonique

(7.4.10.1) m∗i f∗ −→ f∗m∗j ,

et comme les foncteurs f∗ et f∗ sont adjoints, on a des morphismes canoniques
(morphismes d’adjonction)

φ : id −→ f∗f
∗

ψ : f∗f∗ −→ id .(7.4.10.2)

Considérons alors la suite de morphismes fonctoriels :

(7.4.10.3) m∗jf
∗ (1)−−→ f∗f

∗m∗jf∗
(2)−−→ f∗m

∗
i f
∗f∗

(3)−−→ f∗m
∗
i ,
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où le morphisme (1) est déduit de φ, le morphisme (2) est déduit de l’isomorphisme
(7.4.10.1)) et le morphisme (3 est déduit de ψ. En composant les différents morphismes294

de la suite (7.4.10.3), on obtient un morphisme fonctoriel :

(7.4.10.4) canf : m∗jf∗ −→ f∗m
∗
i .

Soit alors τ un objet de HomI◦(I◦(D∼/I)′). On a donc, pour tout objet i de I un
objet τ(i) de D∼i et pour tout morphisme f : i→ j, un morphisme

(7.4.10.5) γf (τ) : τ(j) −→ f∗τ(i),

où la famille des γf (τ) possède une propriété de compatibilité analogue à (7.4.5.8)).
Posons alors σ(i = m∗i (τ(i)) et notons

(7.4.10.6) γf (σ) : σ(j) −→ f∗σ(i)

le morphisme composé m∗jτ(j)
m∗j γf (τ)
−−−−−→ m∗jf∗τ(i)

canf (τ(i))−−−−−−→ f∗m
∗
i τ(i). On vérifie

que les γf (σ) possèdent la propriété de compatibilité de (7.4.5.8) et par suite qu’on
a défini ainsi un objet de HomI◦(I◦, (C∼/I)′). Un « adjoint functor chasing » montre
alors que le foncteur de HomI◦(I◦, (D∼/I)′) dans HomI◦(I◦, (C∼/I)′) qu’on vient de
construire est adjoint à gauche au foncteur HomI◦(I◦,m

∼/I
∗ ). Reste à montrer que cet

adjoint à gauche commute aux limites projectives finies, ce qui résulte immédiatement
du fait que dans les catégories de sections les limites projectives se calculent fibre par
fibre et que tous les foncteurs utilisés pour construire cet adjoint à gauche commutent
aux limites projectives finies.

Corollaire 7.4.11. — Soient p : C→ I un U -site fibré sur une petite catégorie, p∼/I :
C∼/I → I le U -topos fibré associé (7.2.6), εI : C → C∼/I le morphisme canonique
de U -site fibré C∼/I dans le U -site fibré C. Le morphisme εI induit une équivalence
Top(εI) : Top(C)→ Top(C∼/I) entre les topos totaux correspondants

Résulte de la commutativité du diagramme (7.4.9.2) et du fait que le morphisme
εI fournit une équivalence entre les U -topos fibrés associés.

Remarque 7.4.11.1. — Il résulte de 7.4.11 que dans les questions concernant le topos
total on peut remplacer les sites fibrés par les topos fibrés correspondants.

Lemme 7.4.12. — Soient p : C → I un site fibré sur une petite catégorie I et i un295

objet final de I (I 10). Le foncteur αi! : C∼i → Top(C) (7.4.3.4) est exact et pleinement
fidèle. Les couples de foncteurs βi = (αi!, α

∗
i ) : Top(C)→ C∼i et αi = (α∗i , αi∗) : C∼i →

Top(C) sont des morphismes de topos. Le morphisme composé βiαi : C∼i → C∼i est
isomorphe au morphisme identique.

Pour tout objet j de I, notons fj : j → i l’unique morphisme de j dans i. En
utilisant l’équivalence ΘC : Top(C) ∼−→ HomI◦(I◦, (C∼/I)′) (7.4.7) on voit que pour
tout objet X de Ci, αi!(X) est le section j → f∗i (X) et que pour tout section j 7→ σ(j) ∈
HomI◦(I◦, (C∼/I)′), α∗i (j 7→ σ(j)) est l’objet σ(i). Par suite α∗iαi! est isomorphe à
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l’identité. Donc αi! est pleinement fidèle. Comme les foncteurs f∗j sont exacts à gauche,
le foncteur αi! est exact à gauche. Donc βi est un morphisme de topos, et comme α∗iαi!

est isomorphe à l’identité, le morphisme βiαi est isomorphie au morphisme identique.

Théorème 7.4.13.1. — Soient p : C → I et q : D → I deux U -sites fibrés sur une
petite catégorie I et m : D→ C un I-foncteur. Pour que m soit un morphisme du site
fibre C dans le site fibré D (7.2.2), il suffit que m soit un morphisme du site total C
dans le site total D.

7.4.13.2. Il faut montrer que si un I-foncteur m : D → C est un morphisme du site
total C dans le site total D, le foncteur m est un morphisme du site fibré C dans le
site fibré D, i.e. pour tout objet i de I, le foncteur mi : Di → Ci induit par m sur les
fibres en i est un morphisme du site Ci dans le site Di. La démonstration de cette
dernière assertion occupe les alinéas 7.4.13.3 à 7.4.13.7.

7.4.13.3. Montrons que pour tout objet i de I, le foncteur mi : Di → Ci est continu.
En effet on a un diagramme commutatif :

Di
mi //

αi!

��

Ci

αi!

��

D
m // C

et il suffit de montrer que pour tout crible couvrant R ↪→ X de Ci/X, le morphisme 296

mi!(R) → mi(X) est bicouvrant (III 1.2 et 1.5). Mais, en vertu de la commutativité
du diagramme de la page 195 et du fait que les foncteurs αi! et m sont continus, le
morphisme αi!mi!(R)→ αi!mi(X) est bicouvrant. L’assertion résulte donc de 7.4.2.2.

7.4.13.4. Réduction au cas où C et D sont des U -topos fibrés. Comme les foncteurs
mi sont continus, ils admettent des prolongements naturels aux catégories de faisceaux
que nous noterons m∗i : D∼i → C∼i (III 1.2 iv)). Soient D∼/I et C∼/I les U -topos fibrés
associés aux sites fibrés D et C respectivement, et pour tout morphisme f de I, notons
f∗ les foncteurs images inverses pour les quatre catégories fibrées C, D, C∼/I et D∼/I.
Comme le foncteur m est un I-foncteur, on a pour tout f : i → j un morphisme
canonique

f∗mj ← mif
∗.

Comme les foncteurs f∗, mi et mj sont continus, on en déduit, en passant aux caté-
gories de faisceaux, des isomorphismes canoniques

f∗m∗j ←− m∗i f∗.

Ces isomorphismes possèdent des propriétés de compatibilité, permettant de construire
un foncteur cartésien m∗ : D∼/I → C∼/I qui induit sur les topos fibres les foncteurs
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m∗i . De plus, le diagramme

D
m //

εI

��

C

εI

��

D∼/I
m∗ // C∼/I

est commutatif à isomorphisme près. Comme les foncteurs εI induisent des équiva-
lences sur les topos totaux (7.4.11) et comme m est un morphisme entre les sites
totaux, le foncteur m∗ : D∼/I → C∼/I est un morphisme entre les sites totaux. On
est donc ramené à démontrer l’assertion de 7.4.13.2 lorsque D et C sont des U -topos
fibrés, ce que nous supposerons désormais.

7.4.13.5. Pour tout objet i de I, le foncteur mi : Di → Ci transforme l’objet final de297

Di en l’objet final de Ci. Notons m : D∼ → C∼ le prolongement naturel de m aux
topos totaux (III 1.2). Utilisant les équivalences ΘD : D∼ → HomI◦(I◦,D′) (7.4.7),
on vérifie immédiatement que m associe à toute section σ ∈ HomI◦(I◦,D′) la section
(i 7→ miσ(i)) ∈ HomI◦(I◦,C′). Comme m est un morphisme de sites, le foncteur m est
exact à gauche et en particulier transforme l’objet final de HomI◦(I◦,D) en l’objet
final de HomI◦(I◦,C′). Pour tout objet i de I, notons ei un objet final de Di. Un
objet final de HomI◦(I◦,D′) est la section i 7→ ei. Donc la section i 7→ mi(ei) est un
objet final de HomI◦(I◦,C′) et par suite, pour tout objet i de I, mi(ei) est un objet
final de Ci.

7.4.13.6. Réduction au cas où i est un objet final de I. Soit i un objet de I. Le foncteur
αi! : Di → D se factorise en

Di
αi!−−→ D/ei

loc(ei)−−−−→ D,

où αi est le foncteur évident et loc(ei) le foncteur d’oubli. Notons m/i : D/ei
→ Dm(ei)

le foncteur qui associe à tout objet u : X→ ei de D/ei
, l’objet m(u) : m(X)→ m(ei)

de C/m(ei). On a un diagramme commutatif :

Di
mi //

αi!

��

Ci

αi!

��

D/ei

m/i
// C/m(ei)

Comme ei et m(ei) sont des objets finaux de Di et Ci respectivement (7.4.13.5), les
catégories D/ei

et C/m(ei) sont des U -topos fibrés sur I/i et le foncteur m/i est un
I/i-foncteur. Comme la propriété pour un foncteur d’être un morphisme de sites se
localise (IV 4.9), le foncteur m/i est un morphisme du site total C/m(ei) dans le site
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total D/(ei). On est donc ramené à démontrer que mi est un morphisme de topos
lorsque i est un objet final de I, ce que nous supposerons désormais. 298

7.4.13.7. Fin de la démonstration. Notons αi! : Di → D∼, m∼ : D∼ → C∼, αi! :
Ci → C∼, les prolongements naturels aux catégories de faisceaux des foncteurs αi! et
m. On a un diagramme commutatif à isomorphisme prés :

Di
mi //

αi!

��

Ci

αi!

��

D∼
m∼ // C.

Comme i est un objet final, le foncteur α∗iαi! : Ci → Ci est isomorphe à l’identité
(7.4.12) et par suite mi est isomorphe à α∗im∼αi!. De plus les foncteurs α∗i , m∼ et
α∗i sont exacts à gauche (7.4.12). Par suite mi est exact à gauche et est donc un
morphisme de site Ci dans le site Di.

Exercice 7.4.14. — Soient X = (Xi)i∈I un topos fibré sur I et T un topos. Montrer
que les catégories Homtop(Xi,T) sont les fibres d’une catégorie fibrée qu’on notera
HomtopI(X,T× I). Montrer que la catégorie des sections sur I de HomtopI(X,T× I)
est canoniquement équivalente à HomtopI(Top(X),T) où Top(X) est le topos total
de X.

Exercice 7.4.15. — Soit X = (Xi)i∈I un topos fibré sur I. Définir un morphisme car-
tésien m de X dans le topos fibré constant de fibre (Ens). Montrer que le topos total
du topos fibré constant de fibre (Ens) est canoniquement équivalent à Ib. En déduire
un morphisme de topos

Top(m) : Top(X) −→ Ib.
Soit F = (Fi)i∈I (où Fi = F|Xi) un objet de Top(X) (7.4.7). Montrer que

Top(m)(F) = (i 7→ Γ(Xi,Fi)).

Déduire de 7.4.12 que si F est abélien injectif, Fi est abélien injectif pour tout i ∈ ob I.
En déduire que

Rq Top(m)(F) = (i 7→ Hq(Xi,Fi)).

Montrer que la suite spectrale de Cartan-Leray du morphisme m (V 5) est : 299

Hp+q(Top(X),F)⇐ lim←−
I

(p)Hq(Xi,F|Xi).

8. Limites projectives de topos fibrés

8.1. Généralités. —
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Définition 8.1.1. — Soient U un univers et p : F → I un U -topos fibré. Un couple
(C,m) constitué par un U -topos C et un morphisme cartésien m : C× I→ F de U -
topos fibrés sur I est appelé une limite projective du topos fibré F si pour tout U -topos
D, le foncteur

(8.1.1.1) Homtop(D,C) −→Homtopcart /I(D× I,F)

obtenu en composant le foncteur de changement de base

Homtop(D,C) −→HomtopI(D× I,C× I)

et le foncteur de composition avec m (7.1.8), es une équivalence de catégories. (cf. 8.1.3.3
pour une formulation plus « géométrique »).

8.1.2. On utilise les notations de 8.1.1. Soient D un U -topos et mI : D × I → F un
morphisme de U -topos fibrés. En traduisant la définition 8.1.1, on constate aussitôt
qu’il existe un morphisme de topos n : D → C, et un isomorphisme de morphismes
de topos fibrés sur I, γ : m1

∼−→ m◦(n× idI), rendant commutatif le diagramme :

(8.1.2.1)

D× I
m1 //

m× idI

��

γ ++

3
C

Q

F

C× I

m1

::vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

De plus, si (n′, γ′) est un autre couple possédant la propriété ci-dessus, il existe un
unique isomorphisme η : n ∼−→ n′ tel que

(8.1.2.2) γ ◦m(n× id) = γ′.

De là résulte que, si (D,m1) est une limite projective de F, n est une équivalence de300

U -topos (IV 3.4) et que la donnée supplémentaire de l’isomorphisme γ faisant com-
muter le diagramme (8.1.2.1) détermine le couple (n, γ) isomorphisme canonique prés.
L’existence de la limite projective sera démontrée en 8.2.3 lorsque I est cofiltrante.

8.1.3. On note
lim←−

I

top F ou lim←−
I

top Fi ou encore F←−

une limite projective du topos fibré F, µ : (lim←−
I

top F)×I→ F le morphisme canonique,

et pour tout objet i de I on note

µi : F←− ' F←−× i −→ Fi

le morphisme de topos induit par µ sur les fibres en i.
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Choisissons un biscindage de F (7.1.4) i.e. pour tout f : i → j un morphisme de
topos f • = (f∗, f∗) : Fi → Fj tel que f∗ soit un foncteur image inverse pour la

structure fibrée. On a alors, pour tout couple i f−→ j
g−→ k de morphismes composables

de I, un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.3)

cf,g : g.f. ' (gf). .

Comme µ est un morphisme cartésien de topos fibrés, on a pour tout morphisme
f : i→ j de I, un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.6)

(8.1.3.1) bf : f.µi
∼−→ µj ,

et la famille des bf satisfait à des relations analogues aux relations (7.1.6.2)

8.1.3.2. Soient D un U -topos, m : D × I → F un morphisme de topos fibrés, mi :
D = D×{i} → Fi les morphismes induits par m sur les fibres et pour tout f : i→ j :

b′f : f.mi
∼−→ mj ,

l’isomorphisme de transition. Il résulte de 8.1.2 qu’il existe un morphisme de topos
n : D→ F←− et une famille d’isomorphismes : 301

γi : mi
∼−→ µin i ∈ ob I,

tels que pour tout f : i→ j on ait :

bf ◦ f.(γi) = γj ◦ b′f .

De plus, le morphisme n et la famille des γi, i ∈ ob(I) sont déterminés à isomorphisme
unique près (8.1.2).

Réciproquement lorsqu’on se donne un topos F←−, des morphismes µi : F←− → Fi et
des isomorphismes bf (8.1.3.1.), satisfaisant aux conditions de compatibilités usuelles,
et lorsque toutes ces données possèdent la propriété universelle décrite ci-dessus, il
existe un unique morphisme µ : F←−× I→ F de topos fibrés qui donnent naissance aux
µi et aux bf et ( F←−, µ) est une limite projective du topos fibré F.

8.1.3.3. Soit V un univers tel que U ∈ V . Les considérations ci-dessus permettent
donc d’interpréter les limites projectives de topos fibrés comme des « limites projec-
tives », au sens des 2-catégories, des pseudo-foncteurs à valeurs dans la 2-catégorie
des U -topos fibrés éléments de V déduits de la structure fibrée en choisissant les
morphismes f.. Toutefois le lecteur prendra garde de ne pas confondre cette notion
de « limite projective » au sens des 2-catégories (avec isomorphisme de commutation)
avec la notion stricte (ou naïve) de limite projective (commutation stricte de dia-
grammes). Même lorsque la notion stricte a un sens (lorsque le pseudo-foncteur est
un vrai foncteur) les notions de « limite projective » généralisée et de limite projective
stricte ne coïncident pas en général.
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8.1.4. Soient p : F→ I et q : G→ I deux U -topos fibrés et m : F→ G un morphisme
de topos fibrés. Supposons que les topos fibrés F et G possèdent des limites projectives
(8.1.1). Il résulte alors immédiatement de la définition 8.1.1 qu’il existe un morphisme
de topos :

(8.1.4.1) m←− : F←− −→ G←−,

et un isomorphisme de morphismes de topos fibrés γ : m ◦ µ ∼−→ µ ◦m←−× idI, rendant
commutatif le diagramme302

(8.1.4.2)

F←−× I µ
//

m←−× idI

��

F

m

��

γ

��

l
|

�
G←−× I µ

// G .

De plus, si (m←−
′, γ′) est un autre couple possédant la propriété ci-dessus il existe un

unique isomorphisme n : m←−
∼−→ m←−

′ de morphismes de topos tel que

γ ◦ µ(η × id) = γ′.

8.1.5. Soient p : F → I un U -topos fibrés élément de V , φ : I′ → I un foncteur
élément de V , pφ : Fφ → I′ le U -topos fibré déduit de (F, p) par le changement de
base φ (7.1.9). Soit ( F←−, µ) une limite projective de F. On obtient par changement de
base un morphisme de topos fibrés sur I′ :

µ′ : F←−× I′ −→ F.

Soit ( F←−φ, µφ) une limite projective de Fφ. On a alors, par la propriété universelle de
la limite projective (8.1.2) un morphisme de topos

mφ : F←− −→ F←−φ,

et un isomorphisme de morphismes de topos fibrés sur I′ :

γ : µ′ ∼−→ µφ ◦ (mφ × idI′).

Le couple (mφ, γ) est déterminé à isomorphisme unique prés.

8.1.6. Soient p : F→ I un U -site fibré sur une petite catégorie I, F∼/I → I le U -topos
fibre associé (7.2.6) et D un U-topos. On a tout d’abord un foncteur

(8.1.6.1) Homtopcart /I(D× I,F∼/I) −→Morsitecart /I(D× I,F),

qui associe à tout m le foncteur composé de m∗ avec εF/I (7.2.7). De plus, par
définition de la catégorie Morsitecart /I(D× I,F) (7.2.2.2), on a un foncteur

(8.1.6.2) Morsitecart /I(D× I,F) −→Homcart /I(F,D× I)◦.

Enfin, par définition de la limite inductive (6.3), on a un foncteur303



viCONDITIONS DE FINITUDE. TOPOS ET SITES FIBRES. APPLICATIONS AUX TECHNIQUES DE PASSAGE A LA LIMITE201

(8.1.6.3) Homcart /I(F,D× I)◦ −→Hom(lim−→
I◦

F,D)◦.

Notons

(8.1.6.4) Θ : Homtopcart /I(D× I,F∼/I) −→ Hom(lim−→
I◦

F,D)◦

le foncteur composé de ces trois derniers foncteurs et

(8.1.6.5) Π : F −→ lim−→
I◦
,

le foncteur canonique.

Proposition 8.1.7. — Le foncteur Θ est pleinement fidèle. Son image essentielle est
l’ensemble des foncteurs m : lim−→I◦

F→ D tel que le foncteur

(m ◦Π, p) : F −→ D× I

soit un morphisme du site total D× I dans le site total F.

Il résulte de 7.2.7 que le foncteur (8.1.6.1) es une équivalence de catégories, de
7.2.2 que le foncteur (8.1.6.2) est pleinement fidèle et de 6.3 que le foncteur (8.1.6.4)
est une équivalence de catégories. Par suite Θ est pleinement fidèle. Un foncteur m :
lim−→I◦

F→ D est isomorphie à l’image par Homcart /I(F,D× I)◦ →Hom(lim−→I◦
F,D)◦

du foncteur (m ◦ Π, p), et un tel foncteur est dans l’image essentielle de (8.1.6.2) si
et seulement s’il est un morphisme du site total D× I dans le site total F (7.4.13.1) ;
d’où la proposition.

8.2. Construction de la limite projective lorsque la catégorie d’indice est
cofiltrante.—

Lemme 8.2.1. — Soient I et I′ deux catégories cofiltrantes (I 8.1) et φ : I′ → I un
foncteur tel que φ◦ : I′◦ → I◦ soit cofinal (I 8.1). Soient de plus p : F → I un U -
topos fibré, D un U -topos, m : D × I → F un morphisme cartésien de topos fibré,
m′ : D× I′ → F le morphisme de topos fibrés déduit de m par le changement de base
φ (7.1.9). Le couple (D,m) est une limite projective de F si et seulement si (D,m′)
est une limite projective de F′.

La démonstration n’est qu’une vérification de routine assez longue. Elle est laissée 304

au lecteur patient, qui pourra utiliser le point de vue des limites projectives de pseudo-
foncteurs (8.1.3.3).

Lemme 8.2.2. — Soient p : F→ I un U -site fibré sur une petite catégorie cofiltrante,
F←− la Limite inductive de la catégorie fibrée F (6.3.9), π : F → F←− le foncteur ca-
nonique. Munissons F←− de la topologie la moins fine rendant continu le foncteur π
(III 1). Soit D un U -site et n : F←− → D un foncteur. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) n est un morphisme de sites D→ F←−.
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ii) n ◦ π est un morphisme de sites (où F est muni de la topologie totale).
iii) (n ◦ π, p) : F→ D× I est un morphisme du site total D× I dans le site total F.
iv) Pour tout objet i de I, le foncteur composé Fj

αi!−−→ F n◦π−−→ D est un morphisme
de sites.

On a i) = ii) d’après (6.6) et iii) = iv) d’après (7.4.13). Montrons que iii) = ii). Il
suffit pour cela de montrer que le foncteur première projection pr1 : D × I → D est
un morphisme de sites. Notons D' le topos des faisceaux sur D. Il résulte de (7.4.7)
que (D × I)∼ est équivalent au topos HomI◦(I◦,D∼ × I◦) = Hom(I◦,D∼). De plus,
on constate immédiatement que le prolongement naturel de pr1 : D × I → D aux
faisceaux (III 1.2) est le foncteur de Hom(I◦,D∼) dans D∼ qui associe au foncteur
i→ σ(i) Hom(I◦,D∼) l’objet lim−→I◦

σ(i). Comme I◦ est filtrante, les limites inductives
suivant I◦ sont exacts (II 4) et par suite pr1 est un morphisme de sites (IV 4.9). Il
reste à démontrer que ii = iv). Traitons tout d’abord le cas où D est un U -topos et F
un U -topos fibré sur I. Soit i un objet de I. En raisonnant comme dans 7.4.13.6, on
voit que le foncteur αi! : Fi → F se factorise en un morphisme αi! : Fi → F/αi!(ei) et
le foncteur de localisation F/αi!(ei)→ F, où ei est un objet final de Fi. Il suffit donc
de montrer que le foncteur composé f/αi!(ei)

n◦π−−→ D est un morphisme de sites. Mais
on a un diagramme commutatif à isomorphisme près :

F/αi!(ei)

��

n ◦ π/αi!(ei)
// D/n ◦ παi!(ei)

��

F
n ◦ π // D

Comme la propriété d’être un morphisme se localise (IV 5.10), il suffit de montrer305

que n ◦ π ◦ αi!(ei) est un objet final de D. Pour tout morphisme f : j → k de I, il
existe un et un seul morphisme ef : αj!(ej)→ αk!(ek) au-dessus de f et ce morphisme
est cartésien. On a donc une section cartésienne j 7→ αj!(ej) de F sur I. Par suite le
morphisme canonique n ◦ π ◦ αi!(ei) → lim−→I

n ◦ π ◦ αj!(ej) est un isomorphisme, car
π transforme les morphismes cartésiens en isomorphismes. Par ailleurs lim−→I

αj!(ej),
où la limite inductive est prise dans Fb, est un objet final de Fb. Comme n ◦ π est
un morphisme, il transforme l’objet final de F∼ en un objet final de D. Par suite
lim−→I

n ◦π ◦αj!(ej) est un objet final de D, ce qui achève le démonstration dans ce cas.
Dans le cas général, le foncteur (nπ, p) : F → D × I est cartésien et continu (7.4.4).
De plus, le foncteur n ◦ π est le foncteur composé

F
(nπ,p)−−−−→ D× I

pr1−−→ D.
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En passant aux U -topos fibrés associés, on obtient un diagramme commutatif à iso-
morphisme près :

F
(nπ, p)

εF/I

��

D× I
pr1 //

εD × id

��

D

εD

��

F∼/I
(nπ, p)∼/I

// D∼ × I
pr1 // D∼ .

Comme (nπ, p)∼/I est cartésienne, il est du type (n′π′, p′) où p′ : F∼/I → I et
π′ : F∼/I → lim−→I◦

F∼i sont les foncteurs canoniques. On a donc pr1◦(nπ, p)∼/I = n′.
Comme les foncteurs εF/I, εD induisent une équivalence sur les topos de faisceaux
(7.4.11), les foncteurs n et n′ donnent des foncteurs isomorphes en passant aux fais-
ceaux associés (III 1.2) et par suite n′ est un morphisme de sites. D’après ce qui
précède, le foncteur (nπ, p)∼/I induit sur les fibres des morphismes de topos. C’est 306

donc un morphisme de site total F dans le site total D∼× I (7.4.13). Comme les fonc-
teurs εF/I, εD× id induisent des équivalences sur les topos totaux (7.4.11), le foncteur
(nπ, p) est un morphisme de sites fibrés (7.4.13), d’où l’assertion.

Théorème 8.2.3. — Soient p : F → I un U -site fibré sur une catégorie cofiltrante
essentiellement petite (I 8.1).

1) Notons F−→ le site dont la catégorie sous-jacente est la limite inductive de la
catégorie fibrée F→ I (6.3) et dont la topologie est la topologie la moins fine rendant
continu le foncteur canonique π : F→ F−→. Alors F−→ est un U -site et

(π, p) : F −→ F−→× I

est un morphisme du site fibré F−→× I dans le site fibré F.
2) Soit µ : F−→

∼ × I → F∼/I le morphisme de U -topos fibrés déduit de (π, p) en
passant aux U -topos fibrés associés. Le couple ( F−→

∼, µ) est une limite projective de
F∼/I.

Remarque 8.2.4. — 1) Vu les notations introduites en 8.1.3, on peut poser

lim←−
I

top F∼ = F−→
∼

2) Il résulte de 7.4.4 que la topologie sur F−→ est aussi la topologie la moins fine
rendant continue la famille des foncteurs πj : Fj → F π−→ F−→, j ∈ ob I.

Définition 8.2.5. — Le site F−→ introduit dans 8.2.3 est appelé le site limite projective
du site fibré F.

A titre d’exercice, le lecteur pourra comme en 8.2.1 définir la notion de limite
projective d’un site fibré et vérifier que le site F−→ est bien une limite projective du
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site F. La deuxième assertion du théorème peut donc se paraphraser ainsi : Le topos
des faisceaux sur le site limite projective est équivalent à la limite projective du topos
fibré associé.

8.2.6. Démonstration du théorème : Réduction au cas d’une petite catégorie d’indices.
— Nous nous bornerons à donner des indications. Soit I′ une sous-catégorie pleine307

de I telle que I′◦ soit cofinale dans I◦. Notons F′ → I′ la catégorie fibrée déduite de
F par le changement de base I′ → I, π′ : F′ → F−→

′ le foncteur canonique. On constate
tout d’abord que les catégories F−→ et F−→

′ sont équivalentes et que la topologie sur
F−→
′ déduite de la topologie de F−→ par cette équivalence est la topologie la moins fine

rendant continue le foncteur π′ : F′ → F−→
′. L’assertion 1) du théorème en résulte alors

lorsqu’elle est démontrée dans le cas où I est petite. L’assertion 2) dans le cas général
de déduit alors de l’assertion 2) dans le cas où I est petite par le lemme 8.2.1.

8.2.7. Fin de la démonstration de théorème. — La première assertion résulte du
lemme 8.2.2 appliqué au cas où D = F−→ et n = id. Soit D un U -topos. On a un
diagramme commutatif à isomorphisme près :

Homtop(D,( F−→)∼)
(1)

//

(3)

��

Morsite(D, F−→) �
� (2)

//

(3)

��

Hom( F−→,D)◦

(5)

��

HomtopCart /I(D×I,( F−→)∼×I)
(1)
//

(4)

��

MorsiteCart /I(D×I,( F−→)×I)

��
HomtopCart /I(D×I, F−→

∼/I)
(1)

// MorsiteCart /I(D×I,F)
� � (2)

// HomCart /I(F,D×I)◦,

où les foncteurs du type (1) sont des équivalences (IV 4.9.4 et 7.2.7), les foncteurs
du type (2) sont pleinement fidèles ( IV 4.9.1 et 7.2.2), les foncteurs du type (3) sont
des foncteurs de changement de base, les foncteurs du type (4) sont des foncteurs
de composition (avec µ, resp. (π, p)) et le foncteur (5) est l’équivalence déduite de
la propriété universelle de la limite inductive (6.3). Pour montrer que le foncteur

Homtop(D, ( F−→)∼)
(4)◦(3)−−−−→ Homtop/I(D × I,F∼/I) est une équivalence, il suffit de

montrer que le foncteur

Morsite(D, F−→)
(4)◦(3)−−−−→Morsite/I(D× I,F)

est une équivalence de catégories ou encore il suffit de montrer que les deux foncteurs308

pleinement fidèles

Morsite(D, F−→)
(5)◦(2)−−−−→Homcart I(F,D× I)◦

Morsite/I(D× I,F)
(2)−−→Homcart I(F,D× I)◦
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ont mêmes images essentielles, ce qui résulte immédiatement du lemme 8.2.2.

8.2.8. Soient p : F→ I un U -topos fibré sur une catégorie I, (lim←−
I

top Fi, µ) une limite

projective de F. On a donc un morphisme cartésien de U -topos fibrés sur I :

µlim←−
I

top Fi × I −→ F,

d’où, en passant aux catégories fibrées aux I◦ par les foncteurs images directes (7.1.3),
un foncteur cartésien :

µ∗ : lim←−
I

top Fi × I◦ −→ F′

qui est le foncteur image directe par µ (7.1.7). On a donc, par définition de la limite
projective d’une catégorie fibrée (6.10), un foncteur canonique

(8.2.8.1) Θ : lim←−
I

top Fi −→ lim←−
I,f∗

Fi = Homcart /I◦(I◦,F′).

Théorème 8.2.9. — On utilise les notations de 8.2.8, et on suppose que I est une
catégorie cofiltrante essentiellement petite. Alors le foncteur Θ est une équivalence de
catégories. Supposons I petite. Posons lim←−

I

top Fi = ( F−→)∼ (ce qui est licite d’après 8.2.3

et 8.2.4) et interprétons la catégorie HomI◦(I◦,F′) comme la catégorie des faisceaux
sur le site total F (7.4.7). Alors le foncteur composé

( F−→)∼ = lim←−
I

top Fi
Θ−→Homcart /I◦(I◦,F′) ↪→HomI◦(I◦,F′) u F∼,

n’est autre que le foncteur image directe par le morphisme de sites défini par le fonc-
teur

π : F −→ F−→.

8.2.10. Quelques commentaires avant la démonstration du théorème 8.2.9. A part la 309

solution du problème d’existence des limites projectives dans le cas où la catégories
d’indices est cofiltrante, solution qui curieusement n’est pas triviale dans cette théorie,
les théorèmes 8.2.3 et 8.2.9 apportent deux informations supplémentaires essentielles
pour le maniement dans la pratique des topos limites projectives. Tout d’abord le
théorème 8.2.3 interprète le topos limite projective comme le topos des faisceaux sur
un site donc la catégorie sous-jacente est la catégorie limite inductive des catégories
Fi suivant le système des foncteurs images inverses. Dans les applications, on saura
interpréter concrètement cette catégorie et sa topologie. D’autre part, le théorème
8.2.9 affirme qu’un faisceau de la limite projective est connu lorsque’on connaît le
système de ses images directes dans le topos Fi (qui fournit une section cartésienne sur
I◦ de la catégorie (F∼/I)′). Ce théorème affirme de plus que réciproquement lorsqu’on
se donne pour tout objet i de I un faisceau Xi sur Fi et pour tout morphisme f : i→ j

de I un isomorphisme Xj ' f∗Xi, ces isomorphismes étant soumis à des conditions
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de compatibilité, il existe essentiellement un seul faisceau de la limite projective qui
donne naissance par images directes au système des Xi.

8.2.11. L’assertion 2) de 8.2.3 et la première assertion de 8.2.9 peuvent être résumées
dans la formule frappante :

(8.2.11.1) lim←−
I,f∗

F∼i u lim←−
I,f.

top F∼i u ( lim−→
I◦,f∗

Fi)∼.

8.2.12. Démonstration du théorème 8.2.9 Pour démontrer la première assertion, on
se ramène au cas où la catégorie I est petite en utilisant 8.2.1 et un lemme analogue
sur les limites projectives de catégories fibrées. Nous laissons les détails au lecteur.
Supposons désormais que I est une petite catégorie. On site que le foncteur

π : F −→ lim−→
I◦

Fi

est un morphisme de sites (8.2.2). Le foncteur image directe

π∗ : (lim−→
I◦

Fi)∼ −→ F∼

qu’il définit sur les topos est alors pleinement fidèle, et son image essentielle est l’en-310

semble des faisceaux sur F qui transforment les morphismes cartésiens de F en isomor-
phismes (6.6). Or il est immédiat que ces faisceaux correspondent dans l’équivalence
F∼ 'HomI◦(I◦,F′) aux sections cartésiennes de F′ sur I◦ (7.4.7). De plus, pour tout
j ∈ ob(I), notons αj! : Fj → F le foncteur d’inclusion qui donne naissance aux trois
foncteurs (αj!, α

∗
j , αj∗) : Fj

//
// Foo (7.4.3). Il résulte de la définition de l’équivalence

F′ 'HomI◦(I◦,F) (7.4.7) qu’à un faisceau X sur lim−→I◦
Fi correspond par le foncteur

(lim−→I◦
Fi)∼

π∗−→ F ' HomI◦(I◦,F′) la section cartésienne j 7→ α∗jπ∗(X). Or il résulte
de la description du foncteur µ : (lim−→I◦

Fi)∼ × I → F donnée dans 8.2.3 que pour
tout objet j de I, le foncteur µj∗ : (lim−→I◦

Fi)∼ → Fj image directe par le morphisme
µj : (lim−→I◦

Fi)∼ → Fj déduit de µ par passage aux fibres en j, n’est autre que le fonc-
teur α∗jπ∗. Par suite le foncteur (lim−→I◦

Fi)∼
π∗−→ F 'HomI◦(I◦,F′) n’est autre que le

foncteur (lim−→I◦
Fi)∼

Θ−→Homcart /I◦(I◦,F′) ↪→HomI◦(I◦,F′), d’où le théorème.

8.3. Topologie du site limite projective : Cas des topos cohérents. —

8.3.1. Dans ce numéro, p : F → I est un U -site fibré sur une catégorie cofiltrante
essentiellement petite, dont les foncteurs images inverses f∗ : Fi → Fj commutent
aux produits fibrés. On se donne de plus, pour tout objet X d’une catégorie fibre Fi,
un ensemble Cov(X) de familles couvrantes pour la topologie de Fi qui possèdent les
propriétés (PTO) et (PT1) de II 1.3 et qui engendrant la topologie de Fi. Enfin on
suppose que pour tout f : i → j, tout Y ∈ obFj , et toute famille (Yα → Y)α∈A de
Cov(Y), la famille (f∗(Y∗) → f∗(Y))α∈A appartient à Cov(f∗(Y)). Ces conditions
sur Cov(X) sont vérifiées par exemple si on prend Cov(X) = {toutes les familles
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couvrantes de X dans Fi}. On se propose d’étudier dans ce numéro le site limite 311

projective de F sous des hypothèses de finitude convenables (8.3.13).

8.3.2. Soient π : F → F−→ le foncteur canonique et Y un objet de F−→. Désignons par

Cov(Y) l’ensemble des familles (Yα
nα−−→ Y)α∈A du type suivant :

Il existe un i ∈ I, un objet X de Fi, une famille (Xα
n′α−−→ X)α∈A ∈ Cov(X), un

isomorphisme φ : π(X) ' Y et une famille d’isomorphismes φα : π(Xα ' Yα), α ∈ A,
tels que pour tout α ∈ A on ait un diagramme commutatif :

π(Xα)
φα∼

π(n′α)

��

Yα

nα

��

π(X)
φ∼

Y.

Proposition 8.3.3. — 1) L’ensemble des familles ∈ Cov(Y), Y ∈ ob F−→, engendre la
topologie du site limite projective (8.2.5).

2) La famille Y 7→ Cov(Y), Y ∈ ob F−→, possède les propriétés (PTO) et (PT1) de
II 1.3.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 8.3.4. — Soient i un objet de I, n : X′ → X un morphisme quarrable de Fi tel
que pour tout f : j → i, f∗(n) soit quarrable. Alors π(n) est quarrable. Les foncteurs :

πj : Fj ↪→ F π−→ F−→, j ∈ ob I,

commutent aux produits fibrés.

Rappelons que tout objet Y de F−→ est égal à un objet π(Z), Z ∈ obF, et que tout
morphisme m : Y → π(X) est de la forme :

π(Z)
π(s)−1

−−−−→ π(Z′)
π(m′)−−−−→ π(X),

où s est un morphisme cartésien de F. Par suite, pour montrer que π(n) est quarrable, 312

il suffit de montrer que le produit fibré de tout diagramme

π(X′)

π(u)

��

π(Z′)
π(m′)

// π(X)
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est représentable. Mais le morphisme m′ : Z′ → X se factorise en Z′ m′′−−→ X′′ s′−→ X, où
p(m′′) est l’identité de p(Z′) = j et où s′ est cartésien au-dessus de p(s′) = f . Posons
X′′′ = f∗(X′), n′ = f∗(n). On a alors un diagramme commutatif

X′′′
s′′ //

n′

��

X′

n

��

X′′
s′ // X,

d’où un diagramme commutatif dans F−→ :

π(X′′ ′) ∼ //

π(u′)

��

π(X′)

π(n)

��

π(Z′)
π(m′)

π(X′′) ∼ // π(X)

où n′ est un morphisme quarrable de Fj . Pour montrer que π(n) est quarrable, il suffit
donc de montrer que le produit π(Z′)×π(X′′) π(X′′′) est représentable, et par suite il
suffit de montrer que πj : Fj ↪→ F→ F−→ commute aux produits fibrés.

Soient

Y′ //

��

X′

��

Y // X

un diagramme cartésien de Fj et W un objet de F au-dessus de k ∈ ob I. On a (6.5) :

Hom(π(W), π(Y′)) ' lim−→
j

l

f BB���

g ��
::

:

k

HomF`
(g∗(W), f∗(Y′))

Mais comme f∗ : Fj → F` commute aux produits fibrés, on a313

Hom(g∗(W), f∗(Y′)) ' Hom(g∗(W), f∗(Y))×Hom(g∗(W),f∗(X)) Hom(g∗(W), f∗(X′)).

Utilisant alors la commutation des limites filtrantes aux produits fibrés (I 2) et la
formule (6.5) on obtient un isomorphisme :

Hom(π(W), π(Y′)) ' Hom(π(W), π(Y))×Hom(π(W),π(X)) Hom(π(W), π(X′)),
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ce qui montre que le diagramme :

π(Y′) //

��

π(X′)

��

π(Y) // π(X)

est cartésien dans F−→.

8.3.5. Démonstration de 8.3.3. Démontrons d’abord la deuxième assertion. Il résulte
de 8.3.4 que les familles de Cov(Y), Y ∈ F−→, sont composées de morphismes quar-
rables, d’où la propriété (PTO). Pour montrer que ces familles possèdent la propriété
(PT1) (stabilité par changement de base), on est ramené, en procédant à une suite de
réductions comme dans la démonstration de 8.3.3, à démontrer l’assertion suivante :

Pour tout i ∈ ob I, tout Y ∈ obFi, tout (Yα → Y)α∈A ∈ Cov(Y), et tout mor-
phisme u : Z → Y de Fi, la famille (π(Z) ×π(Y) π(Y) → π(Z)α∈A appartient à
Cov((Z)).

Cette dernière assertion résulte du fait que les πi : Fi ↪→ F π−→ F−→ commutent
aux produits fibrés (8.3.3) et que les familles X 7→ Cov(X) de Fi sont stables par
changement de base. Démontrons la première assertion. Il est clair que les familles
qui appartiennent aux Cov(Y), Y ∈ F−→, sont couvrantes pour la topologie T la moins
fine rendant continu le foncteur π (III 1). Donc la topologie T′ engendrée par ces
familles est moins fine que T. Pour montrer qu’elle est plus fine que T (et par suite 314

égale à T), il suffit de montrer que tout faisceau M pour T′ est tel que M ◦ π est un
faisceau sur F, ou encore (8.2.4) que M ◦ πi est un faisceau sur Fi pour tout i ob I.
Or, comme les foncteurs πi : Fi → F−→ commutent aux produits fibrés (8.3.4), M est
un faisceau pour T′ si et seulement si (II 2.3 et I 2.12) pour tout i ∈ ob I, pour tout
Y ∈ obFi, pour tout (Yα → Y)α∈A ∈ Cov(Y), la suite d’ensembles

M(πi(Y)) −→
∏
α∈A

M(πi(Yα)) ⇒
∏

(α,β)∈A×A

M(πi(Yα
Y

Yβ))

est exacte, i.e. (loc. cit.) si et seulement si pour i ∈ ob I, M ◦πi est un faisceau sur Fi.

Proposition 8.3.6. — On utilise les notations et hypothèses de 8.3.1 et 8.3.2. Si pour
tout i ∈ ob I, X 7→ Cov(X) est une prétopologie sur Fi (II 1.3) et si pour tout X ∈ obFi,
les familles couvrantes de Cov(X) sont finies, alors pour tout Y ∈ F−→, les familles
couvrantes de Cov(Y) sont finies et Y 7→ Cov(Y) est une prétopologie sur F−→.

8.3.7. La seule chose à démontrer est que les familles Y 7→ Cov(Y) possèdent la
propriété (PT2) de (II 1.3) (stabilité par composition). Soit i ∈ ob I, Y un objet
de Fi, (Yα → Y)α∈A ∈ Cov(Y). Soient de plus iα, α ∈ A, une famille d’objets de
I, pour tout α, Zα un objet de Fi et (Zαβ

nαβ−−→ Zα)αβ∈Bα
une famille de Cov(Zα).
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Enfin donnons nous pour tout α ∈ A, un isomorphisme φ : π(Zα) ∼−→ π(Yα). En
revenant à la définition des familles de Cov(X), X ∈ ob F−→ (8.3.2), on voit qu’il s’agit
de démontrer que la famille

(π(Zαβ)
π(nα)◦φα◦π(nαβ)−−−−−−−−−−−→ π(Y))αβ∈

‘
A Bα

appartient à Cov(π(Y)) ce que nous ferons après cinq réductions.

8.3.8. Réduction au cas où pour tout α ∈ A, on a φα = π(mα), mα : Zα → Yα.
Pour tout α ∈ A, on a φα = π(mα)π(sα)−1 (6.5) où sα est un morphisme cartésien
au-dessus de fα : i′α → iα. On a donc des diagrammes commutatifs

Zαβ

nαβ

��

f∗(Zαβ)
sαβ

oo

f∗α(nαβ)

��

Zα f∗α(Zα),
sαoo αβ ∈

∐
A

Bα,

qui fournissant des diagrammes commutatifs315

π(Zαβ) ∼ //

π(nαβ)

��

π(f∗α(Zαβ))

π(f∗α(mαβ))

��

π(Zα)
π(Sα)−1

∼ // π(f∗α(Zα))
π(mα)

// π(Yα), αβ ∈
∐
A

Bα.

Comme les familles (f∗α(Zαβ)
f∗(nα)−−−−→ f∗(Zα)) appartiennent à Cov(f∗α(Zα)), on peut

se ramener au cas où pour tout α, on a φα = π(mα).

8.3.9. Réduction au cas où, pour tout α ∈ A, iα = j et p(mα) = k : j → i. Posons
gα = p(mα). Comme I est cofiltrante et comme A est fini, il existe un objet j de I et des
morphismes hα : j → iα tels que pour tout couple (α, α′) on ait gαhα = gα′hα′ = k.
En utilisant les foncteurs images inverses h∗α comme en 8.3.8, on se ramène au cas
décrit.

8.3.10. Réduction au cas où i = j et k : j → i est l’identité. On a, pour tout α, un
diagramme commutatif :

Zα

m′α // k∗(Yα)

k∗(nα)

��

tα // Yα

nα

��

k∗(Y) t // Y,
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où les morphismes t et tα, α ∈ A, sont cartésiens, où m′α est au-dessus de l’identité
de j et où tα ◦m′α = mα. En remplaçant la famille (Yα → Y)α ∈ A par la famille 316

(k∗(Yα)→ k∗(Y))α∈A ∈ Cov(k∗(Yα)), et les morphismes mα par les morphismes m′α,
on est ramené au cas décrit.

Lemme 8.3.11. — Soient j un objet de I et m : X′ → X un morphisme de Fj tel que
π(m) soit un isomorphisme. Il existe un morphisme ` : j′ → j tel que `∗(m) soit un
isomorphisme.

Montrons qu’il existe un morphisme f : i→ j et un morphisme q : f∗(X)→ f∗(X′)
tels que f∗(m)q = idf∗(X) et tels que π(q) soit un isomorphisme. En effet, il existe un
isomorphisme n : π(X) → π(X′) tel que π(m) ◦ n = idπ(X). Il existe donc (6.5) deux
morphismes X s1←− Y1

q1−→ X′, où s1 est cartésien, tels que n = π(q1)π(s1)−1. On a
donc π(m) ◦π(q1) = π(s1). Les morphismes mq1 et s1 de Y1 dans X ont même image
dans F−→. Par suite (cf. la description des morphismes dans la limite inductive (6.5)), il
existe un morphisme cartésien s2 : Y2 → Y1 tel que mq1s2 = s1s2. Posons q1s2 = q2
et notons s3 le morphisme cartésien s1s2. On a donc mq2 = s3. Le morphisme q2 :
Y2 → X′ se factorise de manière essentiellement unique en Y2

q−→ Y3
s4−→ X′ où s4

est cartésien et où q est au-dessus de l’identité de p(Y2). On a donc un diagramme
commutatif

(8.3.11.1)

Y3

s4

��

Y2
q

oo

s3

��

X′
m // X..

Posons p(s4) = p(s3) = f : i→ j. On a f∗(X′) ' Y3, f∗(X′) ' Y2, et f∗(m) : Y2 →
Y3 rend commutatif le diagramme :

Y3

f∗(m)
//

s4

��

Y2

s3

��

X′
m // X.

On a donc s3 = s3(f∗(m)◦q) ; comme s3 est cartésien et comme f∗(m)◦q est au-dessus 317

de l’identité de p(Y2), on a f∗(m) ◦ q = idY2 . De plus, il résulte de la commutativité
du diagramme (8.3.11.1) que π(q) est un isomorphisme.

Appliquons alors le résultat précédent au morphisme q : f∗(X) → f∗(X′) : il
existe un morphisme f ′ : j′ → i et un morphisme q′ : f ′∗(X′) → f ′∗(X), tels que
f ′∗(q)q′ = idf ′∗(f ′∗(X′)). Mais en posant `∗ = ff ′ ; on a un isomorphisme f ′∗f∗ ' `∗.
On a donc un morphisme f ′∗(q) : `∗(X)→ `∗(X′) et un isomorphisme f ′∗f∗ ' `∗. On a
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donc un morphisme f ′∗(q) : `∗(X)→ `∗(X′) et un morphisme q′ : `∗(X′)→ `∗(X), tels
que `∗(m)f ′∗(q) = id`∗(X) et f ′∗(q)q′ = id`∗(X′). Par suite `∗(m) est un isomorphisme.

8.3.12. Fin de la démonstration. Comme I est cofiltrante et A fini, il résulte de 8.3.11
qu’il existe un foncteur image inverse `∗ qui transforme tous les morphismes mα,
α ∈ A, en isomorphismes. On se ramène donc au cas où lesmα sont des isomorphismes.
Mais alors les familles couvrantes (Zαβ → Z)αβ∈Bα

sont déduites par le changement
de base mα : Zα → Yα de familles couvrantes (Yαβ → Yα)αβ∈Bα

∈ Cov(Yα). On
est donc ramené au cas où Zα = Yα et Φα = idπ(Yα). Mais dans ce cas la famille
(Yαβ

nα◦nαβ−−−−−→ Y)αβ∈
‘

A Bα
appartient à Cov(Y) (propriété (PT2)). Donc son image

par π appartient à Cov(π(Y)) (8.3.2).

Théorème 8.3.13. — Soient p : F → I un U -topos fibré sur une catégorie cofiltrante
essentiellement petite. Si pour tout objet i de I le topos fibre Fi est cohérent (2.3) et
si pour tout morphisme f : i → j, le morphisme de topos f • = (f∗, f∗) : Fi → Fj

est cohérent (3.1), alors le topos lim←−
I

top Fi est cohérent et pour tout objet i de I, le

morphisme canonique de topos

µi : lim←−
I

top Fi −→ Fi

est cohérent.
De plus, en notant Fcoh la sus-catégorie pleine de F définie par les objets de F qui

sont cohérents dans leur fibre (1.13), la catégorie Fcoh est fibrée sur I et F−→coh est
canoniquement équivalente à la catégorie des objets cohérents de lim←−

I

top Fi

Pour tout i ∈ ob I, notons (Fi)coh le U -site (muni de le topologie induite) des318

objets cohérents de Fi (1.13). Comme Fi est cohérent, Fi est le topos des faisceaux
sur (Fi)coh. Pour tout morphisme f : i → j, les morphismes f • = (f∗, f∗) sont
cohérents et par suite f∗(Fj)coh ⊂ (Fi)coh. On a donc un U -site fibré pcoh : Fcoh → I,
dont les sites fibres sont les sites (Fi)coh et dont le topos fibré associé est équivalent
à p : F→ I. Par suite on a (8.2.3) :

(8.3.13.1) lim←−
I,f.

top Fi u ( F−→coh)∼

Comme les topos Fi sont cohérents, les produits finis et les produits fibrés sont
représentables dans (Fi)coh (2.2). De plus les foncteurs f∗ : (Fi)coh → (Fj)coh sont
exacts à gauche. Enfin, comme les objets de (Fi)coh sont quasi-compacts, les familles
couvrantes finies forment une prétopologie. Il résulte alors de (8.3.4) que les produits
finis et les produits fibrés sont représentables dans lim←−I◦,F

(Fi)coh (remords au lemme
8.3.4. : Montrer que les foncteurs canoniques (Fi)coh → F−→coh transforment l’objet final
en l’objet final) et de (8.3.6) que les objet de F−→coh sont quasi-compacts. Par suite
(2.4.5), lim←−

I

top (Fi) est cohérent. Enfin les morphismes canoniques µi : lim←−
I

top (Fi)→



viCONDITIONS DE FINITUDE. TOPOS ET SITES FIBRES. APPLICATIONS AUX TECHNIQUES DE PASSAGE A LA LIMITE213

Fi se déduisent, par passage aux topos des faisceaux, des morphismes de sites (8.2.3) :

(Fi)coh −→ F−→coh

donc (3.3) les morphismes µi sont cohérents.
Démontrons la dernière assertion. On a (8.3.13.1)

lim←−
I

top (Fi) ' ( F−→coh)∼.

Soit X un objet cohérent de (Fcoh)∼. Comme X est quasi-compact, il existe une famille
couvrante finie (Yα → X) où Yα ∈ ob F−→coh (1.1). Quitte à prendre un indice i ∈ ob I
assez petit, on peut supposer que les Yα sont les images par µi : Ficoh → F−→coh

d’une famille Y′α d’où, en prenant la somme directe des Y′α (1.15), on voit qu’il
existe un indice i ∈ ob I, un Y′ ∈ Ficoh et un morphisme surjectif µi(Y′) → X. La
relation d’équivalence R = µi(Y′)

X
µi(Y′) est alors un objet cohérent car ( F−→coh)∼ 319

est un topos cohérent (2.2). Montrons tout d’abord que R est un objet de F−→coh. Par
définition R est un sous-objet de µi(Y′ × Y′) et comme R est cohérent, on peut,
quitte à changer l’indice i, trouver une flèche m : Z → (Y′ × Y′) de Ficoh telle que
Im(µi(m)) = R. Il en résulte que, Fi étant cohérent, Im(m) est cohérent dans Fi

(1.17.1) et par suite appartient à Ficoh. Il existe donc un indice i et un diagramme

R
p1 //

p2
// Y′ de Ficoh tel que µi(R)

µi(p1)
//

µi(p2)
// µi(Y′) soit une relation d’équivalence

et tel que X = µi(Y′)/µi(R). Posons Xi = coker(p1, p2) et R′ = Y′
X′i

Y′. On a un

morphisme canonique dans Fi : u : R→ R′. De plus µ∗i (u) est un isomorphisme. Donc,
quitte à changer l’indice i, on peut supposer que R = R′, i.e. que R est une relation
d’équivalence. Mais alors Xi appartient à Ficoh (1.17.1) et par suite X = µi(Xi)
appartient à F−→coh.

Corollaire 8.3.14. — Soient I une catégorie cofiltrante essentiellement petite, p : F→
I et q : G → I deux U -topos fibrés sur I tels que pour tout objet i de I les topos
Fi et Gi soient cohérents et tels que pour tout morphisme f : i → j les morphismes
f. : Fi → Fj et Gi → Gj soient cohérents. Soit de plus m : F → G un morphisme
cartésien de U -topos fibrés tels que pour tout i ∈ ob(I), mi : Fi → Gi soit cohérent.
Alors le morphisme m←− déduit de m par passage à la limite projective est cohérent.

Pour tout objet i de I, le morphisme mi induit un foncteur m∗i,coh : Gi,coh → Fi,coh,
d’où un foncteur cartésienm∗coh = Gcoh → Fcoh qui est un morphisme du site fibré Fcoh

dans le site fibré Gcoh (7.4.13). Le foncteur lim−→I◦
m∗coh : lim−→I◦

Gcoh → lim−→I◦
Fcoh est

un morphisme de sites qui fournit en passant aux topos correspondants le morphisme
m←−. L’assertion résulte alors de 8.3.13 et de 3.3.

Exercice 8.3.15. — Avec les notations de 8.3.13, montrer que si les Fi, i ∈ I, sont al-
gébriques (2.3) et si les morphismes f. : Fi → Fj , f ∈ Fl(I), sont cohérents, lim←−

I

top Fi 320
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est algébrique et que (lim←−
I

top Fi)coh
∼−→ F−→coh.

8.4. Exemple : Topos locaux. —

8.4.1. Soit X = (Xi)i∈I un topos fibré sur une catégorie I. On en déduit un topos
fibré sur la catégorie Pro(I) (I 8.10) par la formule

(8.4.1.1) Xα = lim←−
Iα

top Xiα

pour tout pro-objet α = (iα) de I (pour voir ceci on pourra généraliser aux pseudo
foncteurs l’exercice I 8.2.8).

8.4.2. Soient E un topos et p : Fl(E) → E le topos fibré considéré dans 7.3.1. En
prolongeant comme en 8.4.1, on obtient un topos fibré Fl(E)→ Pro(E). La catégorie
Point(E) s’envoie par un foncteur pleinement fidèle dans Pro(E) (IV 6.8.5), d’où, par
changement de base (7.1.9), un topos fibré Loc(E) → Point(E). La fibre Locp(E) en
un point p de E est appelée le topos localisé de E en le point p. Ce topos dépend,
d’après ce qui précède, de façon covariant du point p. On a, par définition,

(8.4.2.1) Locp(E) = lim←−top
X∈Vois(p)

E/X,

où Vois(p) est la catégorie des voisinages de p (IV 6.8).

8.4.3. Soit m : p′ → p un morphisme de Point(E) (IV 6). On en déduit, pour tout
X ∈ Vois(p) un point p′X de E/X, d’où, par la propriété universelle de lim←−top 8.1 un

point θp(m) de Locp(E). On définit ainsi un foncteur

(8.4.3.1) θp : Point(E)/p −→ Point(Locp(E)),

dont on constate immédiatement que c’est une équivalence de catégories. Par suite
Point(Locp(E)) est canoniquement équivalent à la catégorie des générisations de p (IV
7.1.8). On a de plus une équivalence canonique de topos :

can • : Locθ(m)(Locp(E)) −→ Locp′(E),

qui s’insère dans un diagramme commutatif à isomorphisme près

Locθ(m)(Locp(E)) can •
//

φ

$$I
IIIIIIIIIIIIIII

Locp′(E)

m

}}||
||

||
||

||
||

||

Locp(E)

où φ est le morphisme canonique (8.4.2.1).321
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8.4.4. Les topos localisés ne semblent présenter un intérêt que dans le cas des topos
provenant de la géométrie algébrique ou tout au moins que dans le cas des topos
possédant des propriétés de finitude convenables. Ainsi, lorsque E est le topos des
faisceaux sur un espace topologique séparé, on constate immédiatement (à l’aide par
exemple de 8.2.9) que les topos localisés sont des topos ponctuels. Par ailleurs dans
ce cas, la catégorie Point(E) est discrète et la situation décrite en 8.4.2 est triviale.
En revanche, soient E = Top(X) le topos des faisceaux pour la topologie de Zariski
sur un schéma X, x in point de X, Ox l’anneau local de X en x, Y = spec(Ox). On
constate que

Locx(E) = Top(Y).

Pour d’autres exemples provenant de la topologie étale, nous renvoyons à l’exposé
VIII du présent séminaire.

8.4.5. Lorsque E est localement cohérent (2.3), les topos localisés Locp(E) sont co-
hérents (on peut dans (8.4.2.1) se borner aux X ∈ Vois(p) qui sont algébriques et
cohérents et appliquer alors 8.3.13). Pour tout morphisme de points m : p′ → p, le
morphisme de topos m • : Locp′(E)→ Locp(E) est cohérent (8.3.14).

8.4.6. On appelle topos local un topos X tel que le foncteur Γ(X,−) = « section sur
X » (IV 4.3) soit un foncteur fibre (IV 6). Le point correspondant à ce foncteur fibre est
appelé le centre du topos local. Lorsque E est localement cohérent, les topos localisés
sont des topos locaux (1.2.3, 8.5.2 et 8.5.7). Le centre de Locp(E) est canoniquement
isomorphe à θp(idp) (8.4.3.1)). L’image du centre de Locp(E dans E est isomorphe à p.
Le topos localisé Locp(E) muni du morphisme canonique Locp(E)→ E est la solution 322

du problème universel (2-universel !) qui consiste à envoyer des topos locaux dans E
de façon à envoyer le centre « sur » p.

8.4.7. A propos des topos locaux, il se pose un certain nombre de problèmes que
les rédacteurs n’ont pas abordés. Ainsi, si X est un topos local, l’objet final e de X
possède un ouvert maximal U 6= e. Le complémentaire Y de U est un topos local qui
ne possède pas d’ouvert non trivial. Un tel topos est-il ponctuel ? Soit U un topos et
X = (U,Φ : U→ (Ens)) en topos obtenu par recollement. Quelles sont les conditions
sur le foncteur de recollement Φ pour que X soit un topos local ?

8.5. Structure des faisceaux d’une limite projective filtrante de topos. —

8.5.1. Dans ce numéro, F = (Fi)i∈I est un U -topos fibré sur une petite catégorie
cofiltrante I. On choisit un biscindage (7.1.4) de F, i.e. pour tout f ∈ Fl(I) : i→ j on
choisit des morphismes des topos f. : Fi → Fj tels que f∗ : Fj → Fi soit le foncteur
image inverse pour la structure fibrée. On a alors des isomorphismes canoniques cf,g

possédant une propriété de cocycles (7.1.3). On note F←− la limite projective du topos
fibré F (8.2.3) et pour tout i ∈ ob I, on note

(8.5.1.1) µi : F←− −→ Fi,
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le morphisme canonique (8.1.3). On note Top(F) le topos total de F (7.4.3,3). D’après
8.2.9, le foncteur canonique F→ F−→ définit un morphisme de topos

(8.5.1.2) Q : F←− −→ Top(F).

Le topos F s’identifie à HomCart /I◦(I◦,F′) (8.2.9) et le topos Top(F) s’identifie à
HomI◦(I◦,F′) (7.4.7). Ces identifications faites, le morphisme Q n’est autre que le
morphisme de plongement de Homcart /I◦(I◦,F′) dans HomI◦(I◦,F′) (8.2.9) et pour
tout objet M de F, on a

(8.5.1.3) Q∗(M) = (i −→ µi∗(M)).

D’après 7.4.3.4, on a pour tout i ∈ ob I, un morphisme de topos

(8.5.1.4) αi : Fi −→ Top(F).

Le diagramme323

(8.5.1.5)

F←−
µi //

Q

��
>>

>>
>>

>>
>>

>
Fi

αi

����
��

��
��

��
�

Top(F)

n’est pas commutatif en général (même à isomorphisme près). Mais on a, par défini-
tion des morphismes en présence, un isomorphisme canonique

(8.5.1.6) α∗i Q∗ ' µi∗.

Lorsque i est un objet final de I, αi est un plongement admettant une rétraction
βi : Top(F)→ Fi (7.4.12) et le diagramme

(8.5.1.7)

F
µi //

Q

��
>>

>>
>>

>>
>>

> Fi

βi

����
��

��
��

��
�

Top(X) ,

est commutatif à isomorphisme canonique prés.

Proposition 8.5.2. — Soit j 7→ Mj un objet de Top(F). Il existe un isomorphisme
fonctoriel

(8.5.2.1) Q∗(j 7→ Mj) ' lim−→
I◦
µj
∗Mj .

Un objet de Top(F) (7.1.3) consiste en la donnée d’une application j 7→ Mj , Mj ∈
obFj , et en la donnée, pour tout morphisme f : i→ j, d’un morphisme

(8.5.2.2) βf : Mj −→ f∗Mi
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ou de manière équivalence par adjonction, d’un morphisme

(8.5.2.3) β′f : f∗Mj −→ Mi,

les morphismes β′f étant soumis à la condition que pour tout couple de morphismes

composables i f−→ j
g−→ k, le diagramme ci-après soit commutatif :

(8.5.2.4)

f∗g∗Mk

f∗β′g
//

c∗g,f

f∗Mj

β′f

��

(gf)∗Mk

β′gf
// Mi

Rappelons de plus (8.1.3.1.) que pour tout morphisme f : i→ j, on a un isomorphisme 324

bf : f.µi
∼−→ µj , et que pour tout couple de morphismes composables i f−→ j

g−→ k, on
a un diagramme commutatif :

(8.5.2.5) g •f •µi

cg,f
//

g •(bf )

��

(gf) •µi

bgf

��
g •µj

bg
// µk

Soit alors f : i→ j un morphisme de I. Notons

(8.5.2.6) tf : µ∗j (Mj) −→ µ∗i (Mi)

le morphisme composé µ∗j (Mj)
b∗f−→ µ∗j (f

∗(Mj))
µ∗i (β′f )
−−−−→ µ∗i (Mi). Nous laissons au

lecteur le soin de vérifier que la commutativité des diagrammes (8.5.2.4)) et ((8.5.2.5)
entraîne que pour tout couple de morphismes composables i→ j → k, on a

(8.5.2.7) tf tg = tgf .

Par suite on a défini un foncteur I◦ → F←− dont on peut considérer la limite inductive
lim−→I◦

µ∗i (Mi). Soit alors N un objet de F←−. On a

(8.5.2.8) Hom(lim−→
I◦
µ∗i (Mi),N) ' lim←−

I◦
Hom(µ∗i (Mi),N),

d’où, par adjonction, un isomorphisme

(8.5.2.9) Hom(lim−→
I◦
µ∗i (Mi),N) ' lim←−

I◦
HomFi(Mi, µi∗(N)).

On se propose d’interpréter le deuxième membre de (8.5.2.9). Pour cela, notons, pour 325

tout morphisme f : i→ j, par

df : HomFi
(Mi), µi∗(N)) −→ HomFj

(Mj , µj∗(N)).



218 A. GROTHENDIECK ET J. -L. VERDIER vi

le morphisme de transition du système projectif qui figure dans (8.5.2.9)). Il résulte de
la définition des morphismes tf ((8.5.2.6) que l’application df associe à un morphisme

ui : Mi −→ µi∗(N)

le morphisme

dF(ui) : Mj −→ µj∗(N),

obtenu en composant les morphismes

Mj
βf−→ f∗(Mi)

f∗(ui)−−−−→ f∗µi∗(N)
bf−→ µj∗(N).

Par suite un élément du deuxième membre de (8.5.2.9) s’interprète comme une famille
de morphismes ui : Mi → µi∗(N), i ∈ ob I, telle que pour tout f : i→ j, le diagramme

Mj //

uj

��

f∗(Mi)

f∗(ui)

��

µj∗(N) ∼ // f∗µi∗(N)

soit commutatif, c’est-à dire comme un morphisme de la section (i 7→ Mi) ∈HomI◦(I◦,F′)
dans la section Q∗(N). On a donc un isomorphisme fonctoriel

Hom(lim−→
I◦
µi∗(Mi),N)) ' Hom((i 7→ Mi),Q∗(N));

d’où la proposition par adjonction.

Proposition 8.5.3. — Si pour tout f : i → j ∈ Fl(I) les foncteurs f∗ : Fi → Fj

commutent aux petites limites inductives filtrantes, on a, pour tout section (i 7→ Mi) ∈
Hom◦I (I

◦,F′) :

(8.5.3.1) Q∗Q∗(i 7→ Mi) ' i 7→ lim−→
f :j→i

f∗Mj .

Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter en termes des βf (8.5.2.2) et des cf,g326

(8.5.1) les morphismes de transition des systèmes inductifs (f : j → i) 7→ f∗(Mj)
et les morphismes de transition de la section i 7→ lim−→f :j→i

f∗Mi. Comme les fonc-
teurs f∗ commutent aux limites inductives filtrantes, la section i 7→ lim−→f :j→i

f∗Mj

est cartésienne. De plus on a un morphisme naturel u de (i 7→ Mi) dans la section
(i 7→ lim−→f :j→i

f∗Mj), et il est clair que tout morphisme de (i 7→ Mi) dans une section
cartésienne se factorise d’une manière unique par u, d’où l’isomorphisme (8.5.3.1).

Corollaire 8.5.4. — Sous les hypothèses de 8.5.3 le foncteur Q∗ commute aux petites
limites inductives filtrantes.
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Soit α 7→ Nα un petit système inductif filtrant de F←−. Posons Mα = Q∗(Nα),
de sorte que Mα est une section i 7→ Mα

i . On a Nα ' Q∗Q∗(Nα) et comme Q∗

commute aux limites inductives, on a lim−→α
Nα ' Q∗(lim−→α

Mα). Les limites inductives
dans Top(F) = HomI◦(I◦,F′) se calculent fibre par fibre. On a donc lim−→α

M ' (i 7→
lim−→α

Mα
i ). En vertu de (8.5.3.1), on a

Q∗(lim−→
α

Nα) ' Q∗Q∗(lim−→
α

Mα) ' i 7→ lim−→
f :j→i

f∗(lim−→
α

Mα
j ).

Comme les foncteurs f∗ commutent aux limites inductives filtrantes, il vient :

Q∗(lim−→
α

Nα) ' i 7→ lim−→
f :j→i

lim−→
α

f∗(Mα
j ) ' i 7→ lim−→

α

lim−→
f :j→i

f∗(Mα
j ) ' lim−→

α

Q∗(Nα).

Corollaire 8.5.5. — Si les foncteurs f∗ : Fi → Fj commutent aux petites limites in-
ductives filtrantes, on a, pour tout objet i de I et pour tout Mi ∈ obFi

(8.5.5.1) µi∗µ
∗
i (Mi) ' lim−→

f :j→i

f∗f
∗(Mi).

Quitte à faire le changement de base I/i → I, on peut supposer que i est un objet
final de I (8.2.1). Le morphisme µi : F←− → Fi est alors le morphisme composé des 327

morphismes (8.2.9) et (7.4.12) :

Q : F←− −→ F∼,

βi : (αi!, α
∗
i ) : F∼ −→ Fi.

On a donc µ∗i (Mi) ' Q∗β∗i (Mi), où β∗i (Mi) est la section (f : i → j) 7→ f∗(Mi) dont
les morphismes de transition sont déduits des cf,g. L’assertion résulte alors de 8.5.3.

Corollaire 8.5.6. — Sous les hypothèses de 8.5.5, les foncteurs

µi∗ : F←− −→ Fi

commutent aux limites inductives filtrantes.

Le foncteur µi∗ est composé du foncteur Q∗ qui commute aux limites inductives
filtrantes, et du foncteur « restriction à la fibre en i », qui commute aux limites
inductives.

Corollaire 8.5.7. — Sous les hypothèses de 8.5.3, soient i un objet de I et X un objet
de Fi tel que le foncteur Hom(X,−) sur Fi commute aux limites inductives filtrantes.
Alors le foncteur Hom(µ∗i (X),−) commute aux limites inductives filtrantes et pour
tout objet Mi de Fi on a

(8.5.7.1) Hom(µ∗i (X), µ∗i (Mi)) ' lim−→
f :j→i

Hom(f∗(X), f∗(Mi)).



220 A. GROTHENDIECK ET J. -L. VERDIER vi

Pour tout objet (j 7→ Mj) de Top(F) on a

(8.5.7.2) Hom(µ∗i (X),Q∗(j 7→ Mj)) ' lim−→
f :j→i

Hom(f∗(X),Mj).

Le foncteur Hom(µ∗i (X),−) est isomorphe au foncteur Hom(X, µi∗(−)) et ce dernier
commute aux limites inductives filtrantes (8.5.4). D’après (8.5.5.1), on a

Hom(µ∗i (X), µ∗i (Mi)) ' Hom(X, µi∗, µ
∗
i (Mi)) ' Hom(X, lim−→

f :j→i

f∗f
∗(Mi)),

d’où la formule (8.5.7.1)). De même, d’après ((8.5.3.1), on a

Hom(µ∗i (X),Q∗(j 7→ Mj)) ' Hom(X, µi∗Q∗(j 7→ Mj)) ' Hom(X, lim−→
f :j→i

f∗(Mj)),

d’où la formule (8.5.7.2).328

Proposition 8.5.8. — Soient G → I un U -topos fibré et m : F → G un morphisme
cartésien de topos fibrés (7.1.15). On utilise pour G les notations introduites en 8.1.1.
Soit m←− : F←−→ G←− le morphisme déduit de m par passage à la limite projective (8.1.4).
Le diagramme de topos et de morphismes de topos :

(8.5.8.1)

F
←

Q
//

m
←

��

Top(F)

m∼

��
G
←

Q
// Top(G)

est commutatif à isomorphisme près. Pour tout objet N de F←−, on a

(8.5.8.2) m←−∗(N) ' lim−→
I◦
µ∗jmj∗µj∗(N).

La commutativité du diagramme (8.5.8.1) résulte immédiatement des définitions
(8.2.8 et 8.5.1). On a m←−∗(N) ' Q∗Q∗m←−∗(N) et, en vertu de la commutativité de
(8.5.8.1)), m←−∗(N ' Q∗m∼∗ Q∗(N). Par suite, on a un isomorphisme m←−∗(N) ' Q∗m∼∗ (j 7→
µj∗(N)). Le foncteur m∼∗ n’est autre que le foncteur HomI◦(I◦,m∗) (7.4.10), et par
suite on a un isomorphisme canonique m←−∗(N) ' Q∗(j 7→ mj∗µj∗(N)). La formule
(8.5.8.2) résulte alors de 8.5.2.

Proposition 8.5.9. — Avec les hypothèses et notations de 8.5.8, on suppose de plus
que pour tout objet i de I, le foncteur mi∗ : Fi → Gi commute aux limites inductives
filtrantes et que pour tout morphisme f : i→ j de I le foncteur f∗ : Fi → Fj commute
aux limites inductives filtrantes. Alors le foncteur m←−∗ : F←−→ G←− commute aux limites
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inductives filtrantes, et pour tout objet (i 7→ Mi) de Top(F) on a un isomorphisme
canonique :

(8.5.9.1) m←−∗Q
∗(i 7→ Mi) ' lim−→

I◦
µ∗jmj∗(Mj).

La première assertion résulte de (8.5.8.2)) et de (8.5.6. D’après (8.5.8.2)) et ((8.5.3.1), 329

on a un isomorphisme fonctoriel :

m←−∗Q
∗(i 7→ Mi) ' lim−→

i

µ∗imi∗( lim−→
f :j→i

f∗(Mj)).

En utilisant la commutation des mi∗ aux limites inductives filtrantes et les isomor-
phismes mi∗f∗ ' f∗mj∗ (7.1.6), on obtient :

m←−∗Q
∗(i 7→ Mi) ' lim−→

i

µ∗i ( lim−→
f :j→i

f∗mj∗(Mj)).

Comme les foncteurs µ∗i commutent aux limites inductives, il vient :

m←−∗Q
∗(i 7→ Mi) ' lim−→

i

lim−→
f :j→i

µ∗i f∗mj∗(Mj).

Ce dernier objet peut être interprété comme une limite inductive sur la catégorie Fl(I)◦

où Fl(I) est la catégorie des morphismes de I. Soit alors φ : I→ Fl(I) le foncteur qui
associe à tout objet i de I le morphisme identique de I. Le foncteur φ◦ : I◦ → Fl(I◦)
est cofinal et par suite (I 8.1) on a un isomorphisme canonique

m←−∗Q
∗(i 7→ Mi) ' lim−→

I◦
µ∗jmj∗(Mj).

Corollaire 8.5.10. — Sous les conditions de 8.5.9, pour tout objet i de I et tout objet
Mi de Fi, on a un isomorphisme canonique

(8.5.10.1) m←−∗µ
∗
i (Mi) ' lim−→

f :j→i

µ∗jmj∗f
∗(Mi).

La démonstration est analogue à celle du corollaire 8.5.5.

Remarque 8.5.11. — Rappelons que le foncteur image directe par un morphisme co-
hérent entre topos cohérents commute aux limites inductives filtrantes (5.1). Par suite
les propositions 8.5.3 à 8.5.7 et 8.5.9, 8.5.10 s’appliquent lorsque les topos fibrés en-
visagés sont cohérents et les morphismes de topos fibrés envisagés sont cohérents.

8.6. U -topos fibrés annelés. —



222 A. GROTHENDIECK ET J. -L. VERDIER vi

8.6.1. On dit qu’un U -topos fibré est annelé s’il est muni d’un faisceau d’anneaux
sur le site total (7.4.1). Soit p : F → I un U -topos fibré. Choisissons un biscindage 330

(7.1.4). Il résulte de 7.4.7 que se donner un faisceau d’anneaux sur F revient à se
donner, pour tout objet i de I, un anneau Ai de Fi, et pour tout morphisme f : i→ j,
un morphisme φf : Aj → f∗Ai, la famille des φf étant soumise à des conditions de
compatibilité explicitées dans loc. cit.. Les morphismes de topos f. : Fi → Fj sont
donc des morphismes de topos annelés (respectivement par Ai et Aj) (IV 11), et la
structure annelé sur F et le choix des morphismes f . fournit un pseudo-foncteur de
I dans la 2-catégorie des topos annelés. Réciproquement, lorsqu’on se donne un tel
pseudo-foncteur, on peut reconstruire un U -topos fibré annelé qui lui donne naissance.

8.6.2. On peut comme en 8.1, définir la notion de limite projective d’un U -topos
annelé (Fi,Ai, i ∈ I). Nous supposerons que cette généralisation immédiate a été
faite et nous appliquerons librement à cette situation le langage introduit dans 8.1.
Lorsqu’elle existe, cette limite projective est un U -topos annelé (H,B), et on a pour
tout objet i de I des morphismes de topos annelés µi : (H,B) → (Fi,Ai). Si le topos
fibré F (non annelé) admet une limite projective lim←−

I

top Fi, et si le système inductif

d’anneaux i 7→ µ∗i (Ai) admet une limite inductive lim−→I◦
µ∗i Ai dans la catégorie des

anneaux de lim←−
I

top Fi (ce qui est toujours le cas si I est petite) alors le topos annelé

lim←−
I

top Fi, lim−→I◦
µ∗i Ai) est de façon évidente une limite projective du topos fibré annelé

considéré.

8.6.3. Les formules du numéro 8.5. établies pour les faisceaux d’ensembles sont va-
lables pour les faisceaux abéliens. Elles sont aussi valables pour les faisceaux de mo-
dules, à condition d’interpréter les foncteurs images inverses qui y figurent comme des
foncteurs images inverses au sens des faisceaux de modules (IV 1.1). Nous en laissons
la vérification au lecteur.

8.6.4. Soit (p : F → I,A) un U -topos fibré annelé sur une catégorie cofiltrante.
On dit que (p : F → I,A) est U -topos fibré annelé plat à droite (resp. à gauche)
si pour tout morphisme f : i → j, le morphisme f. : (Fi,Ai) → (Fj ,Aj) est un
morphisme plat à droite (resp. à gauche) de topos annelés (V 1.8). Supposons I essen-
tiellement petite. Alors le morphisme de topos annelé Q : (lim←−

I

top Fi, (lim−→I◦
µ∗i (Ai))→

(HomI◦(I◦,F′),A) (8.5.1) est plat à droite (resp. à gauche), comme il résulte de la dé-331

finition et de 8.5.2, et ceci est valable sans hypothèses de platitude sur les morphismes
de transition f.. Si on suppose de plus que (p : F→ I,A) est un U -topos fibré annelé
plat à droite (resp. à gauche), les morphismes µi : (lim←−

I

top Fi, (lim−→I◦
µ∗i Ai)→ (Fi,Ai)

sont plats à droite (resp. à gauche). Ceci résulte de ce que l’image inverse d’un mo-
dule plat est plat (V 1.7.1), et de ce qu’une limite inductive filtrante de Modules
plats est un Module plat. On démontre par les mêmes arguments le fait suivant :
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Si m : (Fi,Ai, i ∈ I) → (Gi,Ai, i ∈ I) est un morphisme cartésien de U -topos fi-
brés annelés sur une catégorie cofiltrante essentiellement petite et si pour tout objet
i ∈ ob(I), le morphisme mi est plat à droite (resp. à gauche), alors le morphisme m←−
déduit de m par passage à la limite projective est plat à droite (resp. à gauche).

8.7. Cohomologie des faisceaux d’une limite projective de topos. —

8.7.1. Dans ce numéro, I désigne une petite catégorie cofiltrante, (p : F → I,A) et
(q : G → I,B) deux U -topos fibrés annelés, m : (p : F → I,A) → (q : G → I,B) un
morphisme de U-topos fibrés annelés. On suppose que pour tout morphisme f : i→ j

de I, les foncteurs dérivés Rnf∗, n ∈ N, du foncteur f∗ : Mod(Fi,Ai)→ Mod(Fj ,Aj)
pour les modules, commutent aux limites inductives filtrantes, et que pour tout objet
i ∈ I, les foncteurs dérivés Rnmi∗ du foncteur mi∗ : (Fi,Ai) → (Gi,Bj) pour les
modules(∗) commutent aux limites inductives filtrantes. Rappelons que ces hypothèses
sont satisfaites lorsque les catégories Fi, Gi (i ∈ ob(I)) sont cohérentes et lorsque les
morphismes f. : Fi → Fj , (f : i → j ∈ F1(I)) et mi : Fi → Gi, (i ∈ I) sont cohérents
(5.2). On utilise les notations de 8.5.1. De plus on note A−→ (resp. B−→) le faisceau
lim−→µ∗i (Ai) (resp. lim−→µ∗i (Bi)). Enfin pour les Modules, on utilise la notation µ−1

i pour
désigner l’image inverse au sens des faisceaux abéliens en réservant la notation µ∗i
pour l’image inverse au sens des Modules (IV 11).

Lemme 8.7.2. — Soit j 7→ Mj un A-Module injectif de Top(F). Alors Q∗(j 7→ Mj) 332

est un A-Module acyclique pour m←−∗ et pour tout i ∈ ob(I), Mi est flasque.

Soient i ∈ ob(I) et ei un objet final de Fi. Le U-topos fibré F/ei
→ I/i est déduit

de F → I par le changement de base I/i → I. Le faisceau j → Mj étant injectif est
flasque (V 4.6). Sa restriction au topos localisé F/ei

est flasque (V 4.12). Le foncteur
de restriction de F/ei

à Fi est un foncteur image directe par un morphisme de topos
(7.4.12). Par suite, il transforme les Modules flasques en Modules flasques (V 5.2).
Donc Mi est flasque.

Démontrons la première assertion du lemme. Posons N′ = Q∗(j 7→ Mj). D’après
(8.5.3.1)), on a, pour tout i ∈ ob(I

µi∗(N′) = µi∗Q∗(j 7→ Mj) ' lim−→
f :j→i

f∗(Mj).

En utilisant l’hypothèse (8.7.1), on voit que le faisceau N′ possède la propriété sui-
vante :

(P) Pour tout objet i ∈ ob(I), µi∗(N′) est mi∗-acyclique, et pour tout morphisme
f : i→ j de I, µi∗(N′) est f∗-acyclique.

Il suffit de montrer que tout objet N′ qui possède la propriété (P) est m←−∗-acyclique.
Comme les injectifs possèdent la propriété (P), il suffit de vérifier les deux propriétés

(∗)Pour fixer les idées nous prendrons les modules à gauche.
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suivantes (V 0.4) : Pour tout suite exacte 0→ N′ → N′′ → 0, où N′ et N possèdent la
propriété (P), (a) N′′ possède la propriété (P) et (b) m∗(N)→ m∗(N′′) est un épimor-
phisme. La vérification de (a) est triviale. Vérifions (b). Posons K = coker(Q∗(N′)→
Q∗(N)) de sorte que K est la section (i 7→ Ki = coker(µi∗(N′)→ µi∗(N))). Pour tout
f : i→ j, on a un diagramme commutatif

0 // f∗µi∗(N′) // f∗µi∗(N) // f∗(Ki) // 0

0 // µj∗(N′)

OO

// µj∗(N)

OO

// Kj //

OO

0.

Comme µi∗(N′) est f∗-acyclique, la suite horizontale du haut est exacte. Comme i 7→333

µi∗(N′) et i 7→ µi∗(N) sont des sections cartésiennes, les deux premiers morphismes
verticaux sont des isomorphismes. Par suite le morphisme canonique Kj → f∗(Ki)
est un isomorphisme et i 7→ Ki est une section cartésienne. Donc K est de la forme
Q∗(K′), et les morphismes canoniques Q∗(N) → K et K → Q∗(N′′) sont de la forme
Q∗(u) et Q∗(v) respectivement, car Q∗ est pleinement fidèle. Comme Q∗ est exact et
comme Q∗Q∗ est isomorphe à l’identité, v est un isomorphisme et par suite Q∗(v) est
un isomorphisme. La suite 0 → Q∗(N′) → Q∗(N) → Q∗(N′′) → 0 est donc exacte et
par suite, pour tout objet i de I, la suite 0 → µi∗(N) → µi∗(N′) → µi∗(N′′) → 0 est
exacte. Comme µi∗(N′) est mi∗-acyclique, la suite 0 → mi∗µi∗(N′) → mi∗µi∗(N) →
mi∗µi∗(N′′) → 0 est exacts. De plus on a un isomorphisme m←−∗ ' lim−→I◦

µ−1
j mj∗µj∗

(8.5.8.2). Le foncteur µ−1
j est exact et les limites inductives filtrantes sont exactes.

Donc la suite 0→ m←−∗(N
′)→ m←−∗(N)→ m←−∗(N

′′)→ 0 est exacte.

Théorème 8.7.3. — Les notations et hypothèses sont celles de 8.7.1. Pour tout entier
n ∈ N, le foncteur dérivé Rnm←−∗ commute aux limites inductives filtrantes, et on a
un isomorphisme fonctoriel pour tout A-Module j 7→ Mj :

(8.7.3.1) Rnm∗Q∗(j −→ Mj) ∼ lim−→
I◦
µ∗jR

nmj∗(Mj).

On a Q−1(A) = A−→, et par suite l’image réciproque pour les Modules est isomorphe
à l’image réciproque pour les faisceaux abéliens. On en déduit par 8.5.8.2 que pour
toute section j 7→ Mj , on a un isomorphisme canonique lim−→I◦

µ−1
j (Mj) ' lim−→I◦

µ∗j (Mj).
De plus, sous les hypothèses de 8.7.1, on a un isomorphisme canonique (8.5.9.1)
m←−∗Q

∗(j 7→ Mj) ' lim−→I◦
µ−1

j mj∗(Mj). Comme pour tout injectif j 7→ Mj , les Mj

sont flasques et Q∗(j → Mj) est acyclique pour m←−∗ (8.7.2), on a un isomorphisme
Rnm←−∗(Q

∗(j 7→ Mj)) ' lim−→I◦
µ−1

j Rnmj∗(Mj), d’où la formule (8.7.3.1) en utilisant ce
qui précède. La première assertion résulte immédiatement de la formule (8.7.3.1).

Corollaire 8.7.4. — On a des isomorphismes fonctoriels pour n ∈ Z :334

(8.7.4.1) Rnm←−∗(N) ' lim−→
I◦
µ∗jR

nmj∗µj∗(N)).
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En effet N est isomorphe à Q∗(j 7→ µj∗(N)).

Corollaire 8.7.5. — Pour tout objet i de I, pour entier n et tout Ai-Module Mi, on a
un isomorphisme fonctoriel

(8.7.5.1) Rnm←−∗µ
∗
i (Mi) ' lim−→

f :j→i

µ∗jR
nmj∗f

∗(Mi).

Quitte à faire le changement de base I/i → I, on peut supposer que i est un objet
final de I (8.2.1). L’objet µ∗i (Mi) est alors isomorphe à Q∗(f : j → i) 7→ f∗(Mi))
(cf. 8.5.5).

Corollaire 8.7.6. — Soit i un objet de I et n un entier. On a un isomorphisme fonc-
toriel en la section j 7→ Mj :

(8.7.6.1) Rnmi∗Q∗(j 7→ Mj) ' lim−→
f :j→i

Rnf∗(Mj).

On a un isomorphisme en le A−→-Module N :

(8.7.6.2) Rnµi∗(N) ' lim−→
f :j→i

Rnf∗µj∗(N)).

On a un isomorphisme fonctoriel en le Ai-Module Mi :

(8.7.6.3) Rnµi∗µ
∗
i (Mi) ' lim−→

f :j→i

Rnf∗f∗(Mi)).

Les foncteurs Rnµi∗ commutent aux limites inductives filtrantes.

En faisant le changement de base I/i → I on se ramène au cas où i est un objet final
de I. Les formules (8.7.6.1)) et ((8.7.6.2) sont alors des cas particuliers des formules
(8.7.3.1)), ((8.7.4.1) et (8.7.5.1), respectivement obtenus en prenant pour G le topos
fibré constant de fibre Fi et pour morphisme m le morphisme (f., f ∈ ob(I/i)). La
dernière assertion résulte de (8.7.6.2) compte tenu de (8.5.4).

Corollaire 8.7.7. — Soient i un objet de I, X un objet de Fi tel que les foncteurs 335

Hn(X,−), n ∈ N, commutent aux limites inductives filtrantes. On a pour tout n un
isomorphisme canonique fonctoriel en le Ai-Module Mi :

(8.7.7.1) Hn(µ∗i (X), µ∗i (Mi)) ' lim−→
f :j→i

Hn(f∗(X), f∗(Mi))

et les foncteurs Hn(µ∗i (X),−) commutent aux limites inductives filtrantes. En par-
ticulier si les foncteurs Hn(Fi,−) commutent aux limites inductives filtrantes, les
foncteurs Hn( F←−,−) commutent aux limites inductives filtrantes, et on a des isomor-
phismes canoniques, fonctoriels en les Ai-Modules Mi

(8.7.7.2) Hn( F←−, µ
∗
i (Mi)) ' lim−→

f :j→i

Hn(Fj , f
∗(Mi)).
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Il résulte de (V 5.3) qu’on a deux suites spectrales

′Ep,q
2 = lim−→

f :j→i

Hp(X,Rqf∗f
∗(Mi))⇒ lim−→

f :j→i

Hp+q(f∗(X), f∗(Mi))

′′Ep,q
2 = Hp(X,Rqµi∗µ

∗
i (Mi))⇒ Hp+q(µ∗i (X), µ∗i (Mi)),

et de (8.5.7.1) qu’on a un morphisme entre ces deux suites spectrales. Comme les
Hp+q(X,−) commutent aux limites inductives filtrantes, il résulte de (8.7.6.2) que ce
morphisme de suites spectrales est un isomorphisme au niveau des Ep,q

2 . Par suite il
induit un isomorphisme sur les aboutissements, d’où (8.7.7.1). Pour tout A−→-Module
N, on a une suite spectrale (V 5.3).

Ep,q
2 = Hp(X,Rqµi∗(N))⇒ Hp+q(µ∗i (X),N).

La condition aux limites inductives filtrantes des foncteurs Hn(µ∗i (X,−)) résulte alors
des propriétés analogues des foncteurs Hn(X,−) et Rnµi∗ (8.7.6).

Remarque 8.7.8. — Lorsque les topos Fj , j ∈ ob(I) sont cohérents et lorsque les
morphismes de transition sont cohérents, l’hypothèse faite sur X (resp. Fi) dans 8.6.7
est satisfaite lorsque X (resp. Fi) est cohérent (5.2). On sait d’ailleurs que dans ce cas
µ∗i (X) (resp. F←−) est cohérent (8.3.13).

Corollaire 8.7.9. — Soient i un objet I, Mi un Ai-Module à gauche, Li un Ai-Module336

à droite possédant la résolution du type :

Pi,k −→ Pi,k−1 −→ · · · −→ Pi,0 −→ Li −→ 0

où, pour tout entier k, Pi,k est isomorphe à une somme directe finie d’objets de la
forme Ai|X (IV 11.3.3), où X vérifie les hypothèses de 8.7.7. Si, outre les hypothèses
de 8.7.1, le topos fibré F est plat à droite (8.6), on a des isomorphismes canoniques,
pour n 6 k-1 :

(8.7.9.1) Extn
A−→

( F←−), µ∗i (Li), µ∗i (Mi)) ' lim−→
f :j→i

Extn
Aj

(Fj , f
∗(Li), f∗(Mi)).

Notons Pi,. la résolution de Li. Comme F est plat à droite, pour tout f : j → i, f∗(Pi,.)
est une résolution de f∗(Li) et µ∗i (Pi,.) est une résolution de µ∗i (Li) (8.6). Ces résolu-
tions permettent de construite deux suites spectrales qui convergent respectivement
vers les deux membres de (8.7.9.1), et un morphisme entre ces deux suites spectrales.
Au niveau des Ep,q

1 ce morphisme est un isomorphisme (8.7.7.1). Il induit donc un
isomorphisme sur les aboutissements.
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9. Appendice. Critère d’existence de points

par P. Deligne

Proposition 9.0. — Tout topos localement cohérent S a assez de points.

La question étant locale sur S, on peut supposer le topos S défini par un site S , dans
lequel est limites projectives finies sont représentables et tel que tout recouvrement
fi : Ui → U admette un sous-recouvrement fini. Il suffit de prouver que si f : F → G

n’est pas un monomorphisme, alors, il existe un point x de S tel que fx ne soit pas
injectif. Par hypothèse, il existe u ∈ obS et S , S ′∈F(U) tels que S 6=S ′ et f(S )=f(S ′).
Remplaçant S par S /U, on se ramène au

Lemme 9.1. — Si S et S ′ sont deux sections globales distinctes d’un faisceau F sur 337

un site S vérifiant les hypothèses précédentes, alors, il existe un point x de S tel que
Sx 6=S ′x.

Soit P = (Ui)i∈I un système projectif dans S , indexé par un ensemble ordonné
filtrant I. Pour tout faisceau H sur S , on pose P(H ) = lim−→H (Ui), et pour tout
V ∈ ObS , on pose P(V) = lim−→Hom(Ui,V). Les foncteurs P(H ) et P(V) commutent
aux produits fibrés. Si le foncteur P(V) transforme les recouvrements en familles
surjectives de fonctions, c’est un morphisme de sites du topos ponctuel dans S , et
P(H ) est le foncteur fibre correspondant.

Si P = (Ui)i∈I et Q = (Vj)j∈J sont deux systèmes projectifs dans S , on dit que Q
raffine P si I est une partie de J munie de l’ordre induit et si P est la restriction de Q
à J. On dispose alors de morphismes de foncteurs de P(H ) dans Q(H ) et de P(V)
dans Q(V).

Quel que soit P comme plus haut, on notera Sp et S ′p les images dans P(F ) de S

et S ′. Le lemme 9.1 résulte du lemme suivant, dans lequel on prend pour P le système
projectif indexé par {0} et réduit à l’objet final de S .

Lemme 9.2. — Quel que soit P comme plus haut vérifiant Sp 6=S ′p, il existe Q raffinant
P, vérifiant Sq 6=S ′p, et tel que, quels que soient le recouvrement fi : Vi → V et f ∈
Q(V), f soit dans l’image d’un des Q(Vi).

On prouvera tout d’abord :

Lemme 9.3. — Soient P = (Ui)i∈I vérifiant les hypothèses du lemme 9.2, fi : Vi → V
un recouvrement fini dans S , et f ∈ P(V). Il existe Q raffinant P, vérifiant SQ 6=S ′Q

et tel que l’image de f dans Q(V) soit dans l’image de l’un des (Vi).

Il existe i◦ ∈ I et f ′ ∈ Hom(Ui◦ ,V) qui définissent f . Pour i > i◦, posons Ui,k =
Ui

V
Vk, ce produit fibré étant défini par f ′. On sait que (Vk) est un recouvrement de
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V, donc que Ui,k est un recouvrement de Ui ; la flèche suivante sera injective (pour
i > i◦) :

F (Ui) −→
∏
k

F (Ui,k)

Passant à la limite, compte tenu de ce que les produits finis commutent aux limites338

inductives filtrantes, on voit que

P(F ) −→
∏
k

lim−→F (Ui,k)

est injectif, donc qu’il existe k tel que Sp et S ′p aient des images distinctes dans
lim−→i>i◦

F (Ui,k). Soit alors I◦ = {i|i > i◦ et i ∈ I}, et J = I
∐

I◦. On ordonne J en
disant que j′ 6 j′′ si les images de j′ et j′′ dans I satisfont à j′ 6 j′′ et si on n’s pas
j′ ∈ I◦, j′′ ∈ I. Les Ui et Ui,k sont indexés par J, et forment un raffinement Q de P,
tel que SQ 6=S ′Q , et que l’image de f dans Q(V) soit dans l’image de Q(Vk).

Lemme 9.4. — Soit P = (Ui)i∈I vérifiant les hypothèses du lemme 9.2. Il existe Q
raffinant P, tel que SQ 6=S ′Q, et tel que pour tout recouvrement fini (Vk) d’un ouvert V
de S, et tout f ∈ P(V), l’image de f dans Q(V) soit dans l’image de l’un des Q(Vk).

Soit E l’ensemble des triples formés d’un ouvert V de S, d’un recouvrement fini
(Vk) de V et de f ∈ P(V). Soient 6 un bon ordre sur E et E l’ensemble déduit
de E par adjonction d’un plus grand élément, noté ∞. On va définir par récurrence
transfinie sur e ∈ E des raffinements Qe de P, vérifiant SQe 6=S ′Qe

et tels que

(i) si e′ 6 e, alors Qe raffine Qe′ .
(ii) si e = (V, (Vk), f), alors l’image de f sans Qe(V) se trouve dans l’images de

l’un des Qe(Vk).

Supposons les Qe′ déjà définis pour e′ < e. Si e est le premier élément de E, posons
Q′e = P. Si e a un prédécesseur e − 1, posons Q′e = Qe−1. Sinon, soit Q′e le système
projectif d’ensemble d’indices ∪e′<eIe′ qui raffine les Qe′ pour e′ < e. Dans ce cas, on
a

Q′e(F ) = lim−→
e′<e

Qe′(F )

de sorte que, dans tous les cas, Q′e raffine les Qe′ pour e′ < e et vérifie SQ′q
6=S ′Q′e

.339

On obtient le système projectif Qe requis en appliquant le lemme 9.3 à Qe′ et à
e = (V, (Vk), f) (resp. en prenant Qe = Q′e si e =∞).

Le système projectif Q∞ vérifie le lemme 9.4.
Le lemme 9.4. permet de définir, par récurrence sur n, une suite Qn = (Ui)i∈In

de
systèmes projectifs dans S telle que

(i) Q◦ = P
(ii) Qn+1 raffine Qn

(iii) SQn 6=S ′Qn
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(iv) Quels que soient le recouvrement fk : Vk → V et f ∈ Qn(V), l’image de f
dans Qn+1(V) se trouve dans l’image de l’un des Qn+1(Vk).

Le système projectif Q, d’ensemble d’indices la réunion des In, qui prolonge les
différents Qn, vérifie alors le lemme 9.2. La démonstration montre de plus que :

Corollaire 9.5. — Soit S un site, dans lequel les produits fibrés sont représentables
et tel que tout recouvrement dans S admette un sous-recouvrement fini. Soit e le
cardinal sup( )◦, card(Fl S )). Alors il existe un ensemble très dense de points de
S , tel que

(i) card(X) 6 2c

(ii) si x ∈ X et U ∈ ObS , alors card(Ux) 6 c.

Références
340

[1] P.Gabriel et M.Zisman : Homotopy Theory and Calculus of Fraction, Ergebnisse der
Mathematik, Bd 35.

[2] J. Giraud : Méthode de la descente. Mémoire de la S.M.F.
[3] A. Grothendieck et J. Dieudonne : Eléments de Géométrie Algébrique I, 2ème

édition.
[4] A. Grothendieck et J. Dieudonne : Eléments de Géométrie Algébrique IV I,

I.H.E.S. n◦

[5] SGA . 1 VI, par A. Grothendieck, I.H.E.S.
[6] SGA . 3 IV 6.3 par M. Demazure, Lecture Notes n◦, Springer Verlag.
[7] A. Grothendieck : Sur quelques points d’algèbres homologiques, Tohoku Math. J.





SGA4, Exposé vii

SITE ET TOPOS ÉTALES D’UN SCHÉMA

par A. Grothendieck

Table des matières

Exposé vii site et topos étales d’un schéma par A. Grothendieck
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
1. La topologie étale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
2. Exemples de faisceaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
3. Générateurs du Topos étale. Cohomologie d’une lim−→ de faisceaux

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
4. Comparaison avec d’autres topologies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
5. Cohomologie d’une limite projective de schémas . . . . . . . . . . . . . . . . 240

Dans le présent exposé et le suivant, nous développons les propriétés les plus élé- 342

mentaires relatives à la topologie et la cohomologie étales. Les développements du
présent exposé concernent certaines propriétés valables pour l’essentiel pour d’autres
topologies très différentes, telle la « topologie fppf ». Dans l’exposé suivant seront
développées des propriétés assez spéciales à la topologie étale, tenant à la nature très
particulière des morphismes étales.

Nous suivons partiellement ici trois exposés oraux de J.E. Roos (qui n’avaient pu
être rédigés par lui), notamment dans la démonstration, de VIII 6.3.

Sauf mention expresse du contraire, il sera sous-entendu que les schémas envisagés
dans le présent exposé er les suivants sont éléments de l’univers fixé U .

1. La topologie étale

1.1. Nous désignerons par (Sch) la catégorie des schémas (éléments de l’Univers fixé
U ). Rappelons qu’un morphisme f : X→ Y dans (Sch) est dit étale s’il est localement 343

de présentation finie, plat, et si pour tout y ∈ Y, la fibre Xy est discrète, et ses anneaux
locaux sont des extensions finies séparables de k(y). Il revient au même de dire que f
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est localement de présentation finie, et que pour tout Y - schéma Y′ qui est affine (au
sens absolu) et pour tout sous-schéma Y′

0 défini par un Idéal nilpotent, l’application

HomY(Y′,X) −→ HomY(Y′
0,X)

est bijective. Pour les propriétés les plus importantes de cette notion, je renvoie à
EGA IV § § 17 et 18, et en attendant à SGA 1 I et IV.

1.2. On appelle topologie étale sur (Sch) la topologie engendrée par la prétopologie
pour laquelle, pour tout X ∈ (Sch), l’ensemble Cov X est formé des familles (Xi

ui−→
X)i∈I (indexées par un I ∈ U), telles que les ui soient étales et X =

⋃
i ui(Xi) (au sens

ensembliste).
Il est commode d’associer à tout X la sous-catégorie Et/X de (Sch)/X formée des

flèches X′ → X qui sont étales. On la munira de la « topologie induite » (III) par la
topologie étale de (Sch), (appelée encore « topologie étale sur X ») et on désignera
par Xét le site ainsi obtenu (« site étale » de X) (∗). Notons que tout morphisme de
Et/X est étale (SGA 1 I 4.8), d’où s’ensuit qu’une famille (X′

i
ui−→ X′)i∈I dans Xét est

couvrante si et seulement si elle est surjective i.e.
⋃

i ui(X′
i) = X′. On voit aussitôt

(cf. 3.1) que Xét est un U -site donc les résultats des Exp. I à VI sont applicables. Le
topos X̃ét des U-faisceaux sur Xét est le topos étale de X.

1.3. Pour la suite, sauf mention expresse du contraire, toutes les notions topologiques344

que nous envisagerons dans Et/X ou (Sch), s’entendent au sens de la topologie étale.
D’ailleurs, dans le langage et les notations, on écrira couramment X au lieu de Xét ou
Et/X. Ainsi, on appellera « faisceau sur X » (sous-entendu : pour la topologie étale)
un faisceau sur le site Xét. On désignera par X̃ét la catégorie de ces faisceaux, qui est
un U -topos. Si F est un faisceau abélien sur X, on désignera par Hi(X,F) ses groupes
de cohomologie, qui seraient notés Hi(Xét,F) dans Exp. V.

1.4. Soit f : X→ Y un morphisme de schémas. Alors le foncteur image inverse

f∗ : Y′ 7→ Y′
Y

X

induit un foncteur

(∗) f∗ét : Et/Y −→ Et/X

qui commute aux lim←− finies et transforme familles couvrantes en familles couvrantes ;
c’est par suite un morphisme de sites

f∗ét : Xét −→ Yét,

(∗)Notons cependant qu’il serait préférable de désigner par Xét le topos gXét défini par le site étale de
X. Pour des raisons pratiques, nous nous en tiendrons dans ce Séminaire aux notations introduites
ici (qui sont celles du séminaire primitif).
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induisant donc un foncteur sur la catégorie des faisceaux :

f ét
∗ : X̃ét −→ Ỹét

par
f ét
∗ (F) = F ◦ f∗ét.

De plus f ét
∗ admet un adjoint à gauche

f∗ét : Ỹét −→ X̃ét

prolongeant celui envisagé dans (∗), et commutant aux lim−→ quelconques et aux lim←− 345

finies i.e. f∗ét définit un morphisme de topos

fét : X̃ét −→ Ỹét.

Évidemment, pour un composé de deux morphisme de schémas

X
f−→ Y

g−→ Z

on a des isomorphismes canoniques
(gf)ét∗ ' gét

∗ f
ét
∗ , d’où

(gf)∗ét ' f∗étg∗ét , i.e. on a un isomorphisme

(gf)ét ' gétfét ,

(de sorte qu’on obtient un « pseudo-foncteur » (SGA 1 VI 8) de la catégorie (Sch) dans
la catégorie (Top) des topos ∈ U ′, où U ′ est le plus petit univers tel que U ∈ U ′ ;
comparer IV).

1.5. Notations. — Dans la suite nous écrirons souvent f∗, f∗ au lieu de f∗ét, f ét
∗ . Si

f : X→ Y est un morphisme de schémas, les foncteurs Rif ét
∗ seront donc simplement

notés Rif∗. Rappelons avec ces notations la suite spectrale de Leray pour f , et un
faisceau abélien F sur X (V 5) :

H∗(X,F)⇐= Ep.q
2 = Hp(Y,Rqf∗(F)).

De même si l’on a deux morphismes f : X→ Y et g : Y → Z, on a une suite spectrale
de Leray (suite spectrale de foncteurs composés)

R∗(gf)∗(F)⇐= Ep.q
2 = Rpg∗(Rqf∗(F)).

1.6. Lorsque f : X → Y est lui-même un morphisme étale, on peut considérer X 346

comme objet de Yét, et on a un isomorphisme de sites canonique

Xét
∼−→ (Yét)/X.

Moyennant cet isomorphisme, la foncteur f∗ét : Y′ 7→ Y′
Y

X de (∗) s’identifie au
foncteur changement de base interne dans la catégorie Et/Y. Il s’ensuit que le foncteur

f∗ : Ỹét −→ X̃ét
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est alors isomorphe au foncteur « restriction à Y »

f∗(F) ' F ◦ iX/Y,

où F est un faisceau sur Yét, et iX/Y = Xét → Yét est le foncteur évident (consistant
à regarder un schéma étale sur X, u : X′ → X, comme un schéma étale sur Y par
fu : X′ → Y).

1.7. Questions d’Univers. — On notera que si X 6= ∅, alors Xét n’est pas élément
de l’univers choisi U . Cependant, comme nous avons signalé, on voit facilement (3.1)
que l’on peut trouver une sous-catégorie pleine C de Xét, élément de U , satisfaisant
aux conditions du « lemme de comparaison » (III), de sorte que le foncteur restriction
induise une équivalence C̃→ X̃ét. Ainsi, le topos étale est équivalent à un topos définie
en termes d’un site C ∈ U . En d’autres termes, Xét est un U-site donc en vertu de
loc. cit. les résultats des Exposés I à VI sont applicables à ce site.

2. Exemples de faisceaux
347

a) Soit F ∈ Ob(Sch)/X un schéma sur X, et pour tout X′ sur X, posons

F(X′) = HomX(X′,F).

Le foncteur (Sch)◦/X → (Ens) ainsi défini est un faisceau pour la topologie étale (et
même pour la topologie plus fine fpqc étudiée dans SGA 3 IV). En d’autres termes
la topologie étale sur (Sch) est moins fine que la topologie canonique. C’est en effet,
essentiellement, le contenu de SGA 1 VIII 5.1 (cf. aussi SGA 3 IV 6.3.1). A fortiori,
la restriction de ce faisceau à Xét est un faisceau. On le désignera encore par F,
lorsqu’aucune confusion n’est à craindre (∗). Noter aussi que le foncteur ainsi obtenu

(∗) (Sch)/X −→ X̃ét

commute aux lim←− finies (c’est trivial). Cela implique par exemple que lorsque F est
un schéma en groupes (resp. . . .) sur X, alors le faisceau qu’il définit est un faisceau
en groupes (resp. . . .). Notons que le foncteur Et/X → X̃ét induit par (*) n’est autre
que le foncteur canonique, associant à tout X′ ∈ Ob X̃ét le foncteur sur Xét qu’il
représente. C’est donc un isomorphisme de la catégorie Et/X sur une sous-catégorie
pleine du topos étale X̃ét, par laquelle nous identifions généralement un X ∈ ObXét

au faisceau correspondant, qui sera noté X̃ ou simplement X.
Évidemment on aura H◦(X,F) = Hom(Sch)/X

(X,F).
Donnons également une interprétation de H1(X,F) lorsque F est un préschéma

en groupes sur X (commutatif si l’on veut, de sorte que la définition de H1(X,F)348

(∗)Mais on fera attention que si X 6= ∅, le foncteur ϕ qui a F ∈ Ob(Sch)/X associe le faisceau
correspondant ϕ(F) n’est pas pleinement fidèle, ni même fidèle, et qu’on ne peut reconstituer F

(mod. isom.) connaissant ϕ(F). Par exemple ; si S = Spec k, k corps alg. clos, la connaissance de
ϕ(F) équivaut à celle de l’ensemble sous-jacent à F seulement (en vertu de VIII 2.4). Comparer IV
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relève de Exp. V ; pour le cas général on pourra consulter la thèse de J. Giraud (∗)).
Alors des raisonnements bien connus, que je me dispense de répéter ici, montrent que
H1(X,F) est canoniquement isomorphe au groupe des classes (mod. isomorphisme) de
faisceaux d’ensembles sur Xét principaux homogènes sous F(∗∗). Lorsque F est affine
sur X, alors SGA 1 VIII 2.1 implique (toujours par des arguments standards, cf. thèse
de J. Giraud) que H1(X,F) est aussi le groupe des classes de schémas P sur X, sur
lesquels F opère à droite et qui sont « fibrés principaux homogènes sur X au sens de
la topologie étale » i.e. localement triviaux dans le sens de la topologie étale (∗∗∗).

Remarques 2.1. — On fera attention que si l’on désigne, pour tout schéma Z sur X,
par ϕX(Z) le faisceau associé sur Xét, et si f : Y → X est un morphisme de schéma,
on a un homomorphisme évident (fonctoriel en Z)

(∗) f∗(ϕX(Z)) −→ ϕY(ZY), Zy = Z
X

Y,

i.e. un homomorphisme évident

ϕX(Z) −→ f∗(ϕY(ZY)),

savoir l’homomorphisme fonctoriel en X′ ∈ ObXét

HomX(X′,Z) −→ HomY(X′
Y,ZY).

Mais on fera attention qu’en général (∗) n’est pas un isomorphisme, i.e. la formation
du faisceau étale associé à un schéma relatif ne commute pas aux foncteurs images
inverses. Cependant (∗) est un isomorphisme dans le cas particulier où Z est étale sur
X. De même, le foncteur 349

ϕX : Sch/X −→ X̃ét

n’est pas fidèle si X 6= ∅ (∗) ; cependant sa restriction à Xét, qui n’est autre que le
foncteur canonique Xét → X̃ét, est pleinement fidèle, car en vertu de a) la topologie
de Xét est moins fine que sa topologie canonique.

b) Notons que (∗) commute également aux sommes directes indexées par les I ∈ U ,
comme on vérifie facilement. En particulier, si pour tout ensemble I, on désigne par
IX le X schéma constant défini par I (SGA 3 I 1.8), somme directe de I copies de X,
alors le faisceau associé n’est autre que le faisceau constant IXét (somme directe de I
copies du faisceau final sur Xét). Comme le foncteur I 7→ IX commute également aux
lim←− finies, on voit qu’il transforme groupe en groupe, groupe commutatif en groupe
commutatif etc... Si G est un groupe commutatif ordinaire, on écrira simplement
Hi(X,G) au lieu de Hi(X,GX). Supposons, par exemple, que G soit un groupe fini,
alors GX est fini donc affine sur X, donc en utilisant la remarque finale de a) on
obtient une interprétation de H1(X,G) comme l’ensemble des classes de revêtements

(∗)

(∗∗)ou F-torseurs dans la terminologie de loc. cit..
(∗∗∗)ou F-torseurs représentables dans la terminologie maintenant reçue
(∗)Cf. pour ceci la note au bas de la page 234
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principaux galoisiens de groupe G (SGA 1 V 2.7). Lorsque X est connexe et muni d’un
point géométrique a, alors en termes du « groupes fondamental » π1(X, a) (SGA 1 V
7) on obtient l’isomorphisme canonique

(∗∗) H1(X,G) ' Hom(π1(X, a),G),

(où on a supposé G commutatif).
On peut dire qu’en passant de la cohomologie de Zariski à la topologie étale, « on

a fait ce qu’il fallait » pour obtenir « le bon » H1 (qui figure au 2ème membre de350

(∗)) pour un groupe de coefficients constant fini G. C’est un fait remarquable, qui
sera démontré par la suite de ce séminaire, que cela suffit également pour trouver
les « bons » Hi(X,G) pour tout groupe de coefficients de torsion (du moins si G est
premier aux caractéristiques résiduelles de X).

c) Soit F un OX-Module sur X, au sens de la topologie de Zariski. Alors (avec les
notations de SGA 3 I 4.6) on définit un foncteur

W(F) : (Sch)◦/X −→ (Ens)

par
W(F)(X′) = Γ(X′,F⊗OX OX′).

Ce foncteur est encore un faisceau pour la topologie étale (et même pour la topologie
fpqc) comme il résulte encore de SGA 1 VIII 1.6 et SGA 3 IV 6.3.1. A fortiori, la
restriction de W(F) à Xét est encore un faisceau, qu’on notera encore W(F). Par
définition on aura donc H◦(X,W(F)) = Γ(F) = H◦(X,F). Mais on a mieux si F est
quasi-cohérent, cf. 4.3

3. Générateurs du Topos étale. Cohomologie d’une lim−→ de faisceaux

Proposition 3.1. — Soient X un schéma, C une sous-catégorie pleine de Xét, telle que
pour tout X′ étale sur X qui est affine, C contienne un objet isomorphe à X′. Alors
C est une « famille de générateurs topologiques » du site Xét donc une famille de
générateurs du topos X̃ét, et le foncteur restriction X̃ét → C̃ est une équivalence de
catégories (où C est muni de la topologie induite par celle de Xét).

Trivial à l’aide du « lemme de comparaison ».351

Corollaire 3.2. — Supposons que X soit quasi séparé. Appelons site étale restreint de
X la sous-catégorie pleine C de Xét formée des schémas étales sur X qui sont de
présentation finie sur X, munie de la topologie induite par Xét. Alors :

(i) C est stables par produits fibrés, et est un site de type fini si X est quasi-compact.
(ii) Le foncteur restriction X̃ét → C̃ est une équivalence de catégories.

L’assertion (i) est triviale, et (ii) résulte de 3.1 car C satisfait à la condition de 3.1
grâce au fait que X est quasi-séparé, qui implique que si X′ est quasi-compact, par
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exemple affine, il est quasi-compact sur X (EGA IV 1.2.4, où on fait Z = SpecZ),
donc de présentation finie sur X si X′ est localement de type fini sur X.

Proposition 3.3. — Supposons X quasi-compact et quasi-séparé. Alors les foncteurs
Hq(Xét,F) sur la catégorie des faisceaux abéliens sur Xét commutent aux lim−→.

En effet, on peut remplacer Xét par C en vertu de 3.2 (ii), or comme X est quasi-
compact on a X ∈ ObC, et la conclusion résulte de 3.2 (i) et VI 6.1.2 (3) .

4. Comparaison avec d’autres topologies

4.0. Tout d’abord notons que les exemples de faisceaux sur Xét considérés au N◦ 2
sont en fait de façon naturelle des restrictions de faisceaux définis sur (Sch)/X muni 352

de sa topologie étale (ou même de la topologie fpqc). Soit de façon générale

u∗ : Xét −→ (Sch)/X

le foncteur d’inclusion, qui est continu (III) et commute aux lim←− finies, donc définit
un morphisme de sites

u : (Sch)/X −→ Xét,

d’où un foncteur
u∗ : ˜(Sch)/X −→ X̃ét

sur les catégories de faisceaux associées :

u∗(F) −→ F ◦ u,

et un foncteur adjoint à gauche(∗) de ce dernier

u∗ : X̃ét −→ S̃ch/X

Ceci posé :

Proposition 4.1. — (i) Le foncteur u∗ est pleinement fidèle, donc pour tout faisceau
G sur Xét, l’homomorphisme canonique G 7→ u∗u

∗(G) est un isomorphisme.
(ii) Soient G (resp. F) un faisceau abélien sur Xét (resp. (Sch)/X). Alors les ho-

momorphismes canoniques (définis par exemple comme edge-homomorphismes de la
suite spectrales de Leray suivants sont des isomorphismes : 353

(∗)En toute rigueur, comme (Sch)/X est une U -catégorie mais pas un U -site on ne peut invoquer
III pour l’existence se u∗ ; Cependant, on construit facilement u∗ par

u∗(F)(X′) = (pX′ )∗ét(F)(X′) (X′ ∈ Ob Sch/X),

où pX′ désigne le morphisme structural X′ → X. D’autre part, pour donner un sens à 4.1 (ii) et
justifier la démonstration indiquée de 4.1, il y a lieu d’introduire un univers V tel que U ∈ V ,
et de considérer les faisceaux intervenant dans les formules 4.1 (i) comme des faisceaux à valeurs
dans V -(Ens). On peut aussi, si on ne veut travailler qu’avec des U-sites, remplaces (Sch)/X par une
sous-catégorie pleine (Sch)/X stable par lim←− finies, contenant C de 3.1, et qui soit U-petite.
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H∗(Xét,F ◦ u)
∼−→ H∗((Sch)/X,F)

H∗(Xét,F ◦ u)
∼−→ H∗((Sch)/X,F).

En effet, le foncteur u est un comorphisme et on peut alors appliquer (III).
Ainsi, (i) montre que pour l’étude de la cohomologie des faisceaux, il est essentiel-

lement équivalent de travailler avec le « petit » site étale Xét, ou le « gros » site étale
(Sch)/X.

4.2. D’autre part, il y a lieu d’introduire dans (Sch) (donc dans les (Sch)/X) diverses
autres topologies que la topologie étale, dont les plus utiles sont définies dans SGA 3
IV 6.3. La plus grossière parmi ces dernières est la topologie de Zariski (Zar), définie
par la prétopologie où les familles couvrantes sont les familles surjectives d’immersions
ouvertes ; elle est moins fine que la topologie étale. La plus fine de ces topologies est
la topologie « fidèlement plat quasi-compacte » , en abrégé (fpqc), qui est la moins
fine des topologies pour lesquelles les familles couvrantes au sens de Zariski, ainsi que
les morphismes fidèlement plats quasi-compacts, sont couvrants ; la topologie fpqc
est plus fine que la topologie étale. Comme nous l’avons déjà remarqué, les divers
exemples de faisceaux sur (Sch)/X envisagés au N◦ 2 sont en fait déjà des faisceaux
pour la topologie fpqc.

4.2.1. On fera attention cependant que pour un faisceau abélien F sur (Sch)/X pour
la topologie (fpqc), (ou une topologie, telle fppf, envisagée dans SGA 3, les groupes de
cohomologie de F pour la topologie fpqc (resp. . . .) ne sont pas toujours isomorphes
aux groupes de cohomologie pour la topologie étale, et ceci même si X est le spectre354

d’un corps k, et F est représentable par un groupe algébrique sur k, même en ce qui
concerne le H1. De façon générale, on peut montrer que la topologie étale donne les
« bons » groupes de cohomologie pour les groupes de coefficients qui sont des schémas
en groupes étales, ou plus généralement lisses, sur X(∗), mais il n’en est plus de même
pour des schémas en groupes tels que les groupes radiciels sur S, pour lesquels il y a
lieu de remplacer la topologie étale, encore trop grossière, par la topologie fpqc, ou
fppf.

4.2.2. Comme exemple des relations entre les cohomologies relatives à des topologies
différentes, signalons ici le cas des topologies de Zariski et de la topologie étale. Nous
désignerons par XZar le site des ouverts de Zariski de X, de sorte qu’on a un foncteur
d’inclusion canonique

u∗ : XZar −→ Xét

qui définit un morphisme de sites

u : Xét −→ XZar,

(∗)Cf. A Grothendieck, Le groupe de Brauer III th 11.7, in « Dix exposés sur la topologie des sché-
mas », North Holland Pub. Cie
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d’où des foncteurs correspondants image directs

f∗ : X̃ét −→ X̃Zar (f∗(F) = F ◦ u),

et image inverse
f∗ : X̃Zar −→ X̃ét,

adjoints l’un de l’autre ; géométriquement, il y a lieu d’interpréter le couple (f∗, f∗)
comme un morphisme de topos

f : X̃ét −→ X̃Zar.

On en déduit un homomorphisme de foncteurs cohomologiques

H∗(XZar, f∗(F)) −→ H∗(Xét,F)

et une suite spectrale de Leray 355

H∗(Xét,F)⇐= Hp(XZar,Rqf∗(F)),

où F est un faisceau abélien sur Xét. Cette suite spectrale résume les relations générales
entre cohomologie étale et cohomologie de Zariski. Bien entendu, pour des faisceaux
de coefficients F tel que des faisceaux de coefficients constants, cette suite spectrale
en général est loin d’être triviale, i.e. en général on aura Rqf∗(F) 6= 0 (prendre no-
tamment le cas où X est le spectre d’un corps). Cependant :

Proposition 4.3. — Soit F un faisceau de modules variable sur le préschéma X (fais-
ceau au sens de la topologie de Zariski), d’où un faisceau Fét sur Xét (cf. 2, c) et un
homomorphisme de foncteurs cohomologiques

H∗(X,F) −→ H∗(Xét,Fét).

Lorsque F est quasi-cohérent, l’homomorphisme précédent est un isomorphisme.

En effet, le premier membre n’est autre que H∗(XZar′f∗(Fét)), et avec les notations
précédentes, il suffit de prouver qu’on a

Rqf∗(F) = 0 pour q > 0.

Cela résulte aussitôt, grâce au procédé de calcul des Rqf∗ et grâce au fait que les
ouverts affines forment une base de la topologie de X, du

Corollaire 4.4. — Si X est affine, on a

Hq(Xét,Fét) = 0 pour q > 0.

Pour le voir, soient C = Xét, C′ la sous-catégorie pleine formée des X′ affines, alors
en vertu de 3.1 on aura

Hq(C,Fét) ' Hq(C′,F|C′).
Il suffit donc de prouver que F|C′ est C′-acyclique V 4.1, ou encore satisfait la 356

condition de V 4.3 i.e. que pour tout X′ ∈ ObC′ et tout famille couvrante R =
(X′

i → X′)i dans C′, on a Hq(R,F) = 0 pour q > 0. Or on peut supposer (X′
i)i fini,
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puis, quitte à remplacer les X′
i par leur somme, que la famille couvrante consiste en

un morphisme X′
i → X′ qui est couvrant, i.e. (étale et) surjectif. Donc on est ramené

à prouver que si f ; X→ Y est un morphisme étale surjectif de schéma affines et F un
module quasi-cohérent sur X, alors

(∗) Hq(X/Y,F) = 0 pour q > 0.

Or ceci est démontré dans TDTE I, B, 1.1. (dans FGA, cf. ref [4] de IX).

Remarques 4.5. — En fait, par loc. cit., pour avoir (∗) il suffit que X→ Y soit surjec-
tif, et plat (au lieu de étale). Cela permet de montrer par la démonstration précédente,
qu’on a encore des isomorphismes analogues à celui de 3.3, en y remplaçant le site
étale Xét par (Sch)/X′ muni d’une quelconque des topologies plus fines que celle de
Zariski envisagées dans SGA 3 IV 6.3, par exemple la topologie fpqc.

5. Cohomologie d’une limite projective de schémas

5.1. Soit I un ensemble préordonné filtrante croissant,

X = (X)i∈I

un système projectif de schémas, les morphismes de transition ui : Xi → Xj (i > j)
étant affines. Rappelons (EGA IV 8. . .) que sous ces conditions, la limite projective357

X = lim←−Xi

existe dans la catégorie des schémas, (et même dans la catégorie des espaces annelés
en anneaux locaux) et peut se construire ainsi : on choisit i0 ∈ I, de sorte que pour
i > i0, on a un Xi0 - isomorphisme (EGA II 1.2 et 1.3)

Xi = Spec Ai,

où Ai est une Algèbre quasi-cohérente sur Xi, les Ai (i > i0) formant donc un système
inductif de telles Algèbres. Posant

A = lim−→
i

Ai,

on peut prendre
X = Spec A .

D’ailleurs, désignant par esp S l’espace topologique sous-jacent à un schémas S, on
montre (EGA IV 8. . .) que l’application canonique

espX −→ lim←− esp(Xi)

est un homéomorphisme et que l’homomorphisme canonique de faisceaux d’anneaux

lim−→
i

γ−1
i (OXi) −→ OX

est bijectif, où γi : X→ Xi est l’application continue canonique.
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5.2. De façon imagée, on peut résumer le contenu de EGA IV 8, 9 en disant que,
lorsque Xi0 est quasi-compact et quasi-séparé, alors « toute donnée de nature sché-
matique sur X, de présentation finie sur X », est équivalente à une donnée de même 358

nature sur un des Xi, « pour i assez grand ». Ainsi, on prouve (EGA IV 8 . . . ) :

(a) si i1 ∈ I et si X′
i1

, X′′
i1

sont deux schémas de présentation finie sur Xi1 , alors
posant pour tout i > i1

X′
i = X′

i1 Xi1

Xi, X′ = X′
i1 Xi1

X,

et définissant de même X′′
i , X′′, l’application canonique

lim−→
i>i1

HomXi
(X′

i,X
′′
i ) −→ HomX(X′,X′′)

est bijective.
(b) Pour tout schéma X′ de présentation finie sur X, il existe un indice i1 ∈ I, un

schéma X′
i1

de présentation finie sur Xi1 , et un X-isomorphisme

X′ ' X′
i1 Xi1

X.

5.3. On peut exprimer le résultat précédent, et les résultats de nature analogue
contenus dans EGA IV 8, dans le langage des lim−→ de catégories fibrées introduit dans
VI. Pour ceci, considérons la catégorie F des morphismes f : T→ S de présentation
finie de schémas, et le « foncteur but »

π : F −→ (Sch),

qui est évidemment un foncteur fibrant, les catégories fibres étant d’ailleurs équiva-
lentes à des catégories U -petites. Considérons l’image inverse de la catégorie fibrée
F/(Sch) par le foncteur

i 7→ Xi : cat(I) −→ (Sch)

(où cat(I) est la catégorie associée à I, avec Hom(i, j) 6= ∅ si et seulement si i > j), 359

d’où une catégorie fibrée
πX : FX −→ cat(I),

dont la fibre en chaque i ∈ I est canoniquement isomorphe à la sous-catégorie pleine
FXi de (Sch)/Xi

formée des schémas de présentation finie sur Xi, le morphisme de
changement de base Fi → Fj relatif à j > i n’étant autre que X′

i 7→ X′
j = X′

i
Xi

Xj .

Ceci posé, associant à tout X′
i de présentation finie sur Xi son image inverse sur X

ϕ(X′
i) = X′

i
Xi

X,

on trouve un foncteur naturel

ϕ : FX −→ FX′ ,
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qui transforme évidemment morphisme cartésien de FX en isomorphisme, donc par
définition se factorise de façon unique par un foncteur canonique

(∗) ψ : lim−→
FX/ Cat I

FX −→ FX.

Compte tenu de la description du premier membre, le résultat de EGA IV 8 rappelé
plus haut peut s’énoncer alors en disant que (∗) est une équivalence de catégories.

5.4. L’énoncé a) de 5.2. ci-dessus peut de préciser de diverses façons, en introdui-
sant quelque ensemble (M ) de morphismes de schémas, stable par changement de
base, et en énonçant que pour un Xi1-morphisme donné ui1 : X′

i1
→ X′′

i1
, le mor-360

phisme correspondant u′ : X′ → X′′ est E (M ) si et seulement si il existe i > i1 tel
que le Xi-morphisme ui : X′

i → X′′
i soit E (M ). L’énoncé obtenu ainsi est vrai par

exemple lorsque (M ) est l’un des ensembles de flèches suivants : morphismes propres
(respectivement projectifs, resp. quasi projectifs, resp. affines, resp. affines, resp. finis,
resp. quasi finis, resp. radiciels, resp. surjectifs, resp. plats, resp. lisses, resp. étales,
resp. non ramifiés). Le lecteur trouvera les énoncés correspondants dans EGA IV par
8 (pour les 9 premiers) par. Il (pour le cas plat) par. 17 (pour les trois derniers cas).

5.5. Remplaçons alors F → (Sch) par la sous catégorie fibrée G formée des mor-
phismes étales de présentation finie, dont la catégorie fibre GS, pour tout schéma S,
n’est autre que la catégorie des schémas étales de présentation finie sur S, et formons
de même la catégorie fibrée GX sur cat(I), dont la catégorie fibre en tout i ∈ I est la
catégorie GXi . En vertu de 3.2 (ii), les topos étales X̃iét , X̃ét sont aussi canoniquement
équivalents à G̃Xi

, G̃X, (où tout GS est muni de la topologie induite par Sét). De plus,
par 3.2 (i), chaque GXi est un site de type fini, d’ailleurs équivalent à un site U -petit.
Compte tenu des topologies sur les GXi

, G devient un site fibré sur cat(I). Ceci posé,
on peut énoncer le

Lemme 5.6. — Le foncteur canonique

lim−→
GX/ cat(I)

GX −→ GX

définit une équivalence, respectant les topologies, du site lim−→ des sites étales restreints361

(3.2) des Xi, avec le site étale restreint de X = lim←−i
Xi.

Le fait qu’on obtient une équivalence de catégories est l’un des énoncés rappelés
dans 5.4 (celui où (M ) est l’ensemble des morphismes étales dans (Sch)). L’assertion
relative aux topologies s’obtient de même en prenant (M ) = ensemble des morphismes
surjectifs dans (Sch).

Le résultat précédent nous permet d’appliquer les résultats de à la situation pré-
sente. On trouve en particulier
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Théorème 5.7. — Soit X = (Xi)i∈I un système projectif de schémas, avec I ensemble
préordonné filtrant croissant. Supposons que les morphismes de transition uij : Xj →
Xi sont affines (de sorte que le schéma X = lim←−Xi est défini (5.1)), et que les Xi sont
quasi-compacts et quasi-séparés. Considérons le site fibré G sur cat(I) explicité dans
5.5, dont la fibre Gi en i ∈ I est canoniquement isomorphe au « site étale restreint »
de Xi (formé des schémas étales de présentation finie sur Xi). Soit F un faisceau
abélien sur G (i.e. (3)) un foncteur G 0 → (Ab) dont la restriction Fi à chaque Gi est
un faisceau, i.e. un faisceau sur Xi). Sont F∞ = lim−→i

u∗i (Fi) le faisceau induit sur X,
où ui : X→ Xi est le morphisme canonique. Alors les homomorphismes canoniques

lim−→
i

Hn(Xi,Fi) −→ Hn(X,F∞)

sont des isomorphismes.

Compte tenu de 5.6, cela résulte de la conjonction de VI 8.7.3 et VI 8.5.2. On 362

appliquera surtout 5.7 dans le cas particulier suivant, explicité également dans

Corollaire 5.8. — Avec les hypothèses et notations précédentes pour (Xi)i∈I, X, uij,
ui, sont i0 ∈ I, et soit Fi0 un faisceau abélien sur Xi0 . Pour tout i > i0, soit
Fi = ui0i

∗(Fi0), soit de plus F∞ = u∗i (Fi0). Sous ces conditions, les homomorphismes
canoniques

lim−→
i

Hn(Xi,Fi) −→ Hn(X,F∞)

sont des isomorphismes.

Voici cependant un cas parfois utile qui relève de 5.7 et non de 5.8 :

Corollaire 5.9. — Avec les hypothèses et notations de 5.7 pour (Xi)i∈I, X, uij, ui,
soit Gi0 un schéma en groupes commutatifs localement de présentation finie sur Xi0

(où i0 ∈ I est donné). Pour tout i > i0, soit Gi = Gi0
Xi0

Xi, et soit de même

G∞ = Gi0
Xi0

X. Alors les homomorphismes canoniques

lim−→
i

Hn(Xi,Gi) −→ Hn(X,G∞)

sont des isomorphismes.

En effet, nous savons que Gi0 définit un faisceau sur (Sch)/Xi0
(cf. 2 (a)), et sup-

posant que i0 est un plus petit objet pour I (ce qui est loisible), d’où un foncteur
canonique G → (Sch)/Xi0

, on trouve par composition un foncteur contravariant F
sur G , dont la restriction à Gi est canoniquement isomorphe au faisceau sur Xi défini 363

par Gi. En particulier F est un faisceau sur G , et nous pouvons lui appliquer 5.7.
L’hypothèse que Gi0 est localement de présentation finie sur Xi0 sert à assurer que
le faisceau F∞ de 5,7 est isomorphe, par l’homomorphisme naturel F∞ → faisc(G∞),
au faisceau faisc(G∞) défini par G∞ (comme il résulte en effet aussitôt de EGA IV
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8.8.2 (i), en regardant les valeurs des faisceaux envisagés sur les objet du site étale
restreint de G∞ et appliquant 5.6). Cela achève de prouver 5.9.

Corollaire 5.10. — Avec les hypothèses et notations de 5.7 pour (Xi)i∈I, X, uij, ui,
soit F un faisceau en groupes commutatifs sur X, alors les homomorphismes cano-
niques

lim−→
i

Hn(Xi, ui∗(F)) −→ Hn(X,F)

sont des isomorphismes.

Les énoncés 5.7 à 5.10 se généralisent en des énoncés correspondants pour les Exti

de faisceaux de Modules, grâce à VI 8.7.9, que nous nous dispensons de répéter dans le
cas particulier présent. Nous allons par contre expliciter, pour références ultérieures,
les variantes de 5.8 et 5,9 en termes de foncteurs Rnf∗.

Corollaire 5.11. — Soient I un ensemble préordonné filtrant croissant, (Xi)i∈I et (Yi)i∈I

deux systèmes projectifs de schémas, à morphismes de transition affines, X = lim←−i
Xi,

Y = lim←−i
Yi, (fi)i∈I un système projectif de morphismes fi : Xi → Yi quasi-compacts

et quasi-séparés, i0 ∈ I, Fi0 un faisceau sur Xi0 . Pour tout i > i0, soit Fi le faisceau364

sur Xi image inverse de Fi0 . Soit de même f : X→ Y déduit de (fi) et F le faisceau
sur X image inverse de Fi0 . Sous ces conditions, l’homomorphisme canonique

lim−→
i

u∗i (R
nfi∗(Fi)) −→ Rnf∗(F)

est un isomorphisme (où ui : X→ Xi est le morphisme canonique).

On peut supposer que i0 est un plus petit objet de I, et la question étant locale
sur Yi0 , que Yi0 est affine, de sorte que les Yi et les Xi sont quasi-compacts et quasi-
séparés. On est alors sous les conditions d’application de VI 8.7.3 (où on se ramène
à 5.8, compte tenu du calcul des Rnf∗ comme faisceaux associés à des préfaisceaux,
On prouve de même :

Corollaire 5.12. — Même énoncé que 5.11, à cela près que maintenant Fi0 désigne
un schéma en groupes commutatifs localement de présentation finie sur Xi0 , et Fi, F
ses images réciproques (au sens du changement de base pour les schémas).

On fera attention que 5.9 (resp. 5.12) n’est pas un cas particulier de 5.8 (resp. 5.11),
cf. 2 a) remarque 2.1.

Corollaire 5.13. — Avec les notations de 5.11, soit F un faisceau en groupes abéliens
sur X. Alors les homomorphismes canoniques

lim−→
i

v∗i (Rnfi∗(ui∗(F))) −→ Rnf∗(F)

sont des isomorphismes, (où ui : X → Xi et vi : Y → Yi sont les homomorphismes
canoniques).
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La démonstration est essentiellement la même que précédemment.

Remarques 5.14. — a) Les résultats de passage à la limite précédents sont valables 365

pour le H0 resp. les f∗, pour des faisceaux d’ensembles (au lieu de faisceaux abéliens),
et pour le H1 resp. les R1f∗ pour des faisceaux de groupes (non nécessairement com-
mutatifs), - où les H1 et R1f∗ non commutatifs sont définis comme d’habitude en
termes de torseurs (où fibrés principaux homogènes) (cf. thèse de Giraud (∗)). Cela
peut se vérifier directement dans le contexte général de Il est certainement possible
(et sans doute utile) de donner également une variante pour les H2 non commutatifs
de « liens », étudiés par Giraud.

b) Les résultats de passante à la limite pour les sites fibrés développés dans VI
supposaient seulement que la catégorie base était une catégorie filtrante sans qu’il ait
été nécessaire de supposer qu’elle sont associée à un ensemble préordonné filtrant. Le
cas d’une catégorie d’indices filtrante arbitraire est également le cadre naturel pour les
énoncés développés dans le présent n◦. Si nous nous sommes placés dans un cadre trop
restrictif, cela était pour pouvoir donner des références correctes à EGA IV, où l’on
suppose malencontreusement dans les questions de passage à la limite (à partir du par.
8) que la catégorie d’indices est définie en termes d’un ensemble préordonné filtrant.
Nous admettrons cependant par la suite que tous les résultats utilisés de EGA IV
sont valables pour des catégories d’indices filtrantes quelconques, (les démonstrations
données dans loc. cit. étant valables, essentiellement sans changement, dans ce cas plus
général). Aussi, nous utiliserons également sans autre commentaire les résultats du
présent n◦ dans le cas où I est remplacé par une catégorie d’indices filtrante arbitraire.

(∗)citée p.235 note de bas de page (∗)
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1. Invariance topologique du topos étale

Théorème 1.1. — Soit f : X′ → X un morphisme entier surjectif radiciel. Alors le 367

foncteur changement de base
f∗ : Xét −→ X′

ét

est une équivalence de sites (i.e. une équivalence de catégorie, qui est continue ainsi
que tout foncteur quasi-inverse). Par suite les foncteurs

f∗ : X̃′
ét −→ X̃ét

f∗ : X̃ét −→ X̃′
ét

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses l’une de l’antre.

La première assertion est bien connue (SGA IX 4.10 et 4.11) lorsque f est présen-
tation finie ou que f est plat ; le cas général se réduit à celui où f est de présentation
finie. En effet, on sait déjà que le foncteur f∗ est pleinement fidèle (SGA 1 IX 3.4).
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Il suffit de prouver que f∗ est essentiellement surjectif, i.e. que tout Z′ étale sur X′368

« provient » d’un Z étale sur X. Utilisant le fait que f est un homéomorphisme univer-
sel, et la pleine fidélité de f∗, on est ramené au cas où X, X′, Z′ sont affines, spectres
d’anneaux A, A′, B′. Écrivant A′ comme limite inductive de ses sous-A-algèbres de
type fini A′

i, B′ provient d’une algèbre étale B′i sur un A′
i (cf. EGA IV 8), ce qui nous

ramène au cas où A′ est entière et de type fini sur A, donc finie sur A. On a alors un
A isomorphisme A′ ' A′′/J, ou A′′ ' A[t1, . . . tn] et J est un idéal de A′′. Écrivant
J comme limite inductive de ses sous-idéaux Ji de type fini, et posant A′

i = A′′/Ji,
on aura encore A′ = lim−→i

A′
i, donc B′ provient d’une algèbre étale B′i sur un A′

i (lo-
cocitato). D’autre part, comme Spec A′ → Spec A est surjectif, il en est de même des
Spec A′

i → Spec A, de plus on vérifie facilement que puisque Spec A′ → Spec A est
radiciel, il en est de même de Spec A′

i → Spec A pour i assez grand (appliquer EGA IV
1.9.9 à Spec A(∗)). Cela nous ramène au cas où A′ est un des A′

i, donc de présentation
finie sur A.

Cela prouve la première assertion de 2.1. Le fait que f∗ et f∗ soient des équivalences
quasi-inverses l’une de l’autre en résulte aussitôt.

Corollaire 1.2. — Soient F un faisceau abélien sur X, F′ son image inverse sur X′,
alors les homomorphismes canoniques

(∗) Hi(X,F) −→ Hi(X′,F′)

sont des isomorphismes. De même, si F′ est un faisceau abélien sur X′, F son image
sur X, les homomorphismes canoniques (∗) sont des isomorphismes.

Exemples 1.3. — Voici des exemples d’application fréquents de 1.1 :369

a) X′ est un sous-schéma de X ayant même ensemble sous-jacent que X, i.e. défini
par un nil-Idéal I.

b) X est un schéma sur un corps séparablement clos k, k′ est une clôture algébrique
de k, et X′ = X⊗k k

′.
c) Soit X un schéma géométriquement unibranche (par exemple une courbe algé-

brique sur un corps k, n’ayant comme singularités que des singularités « cuspidales »,
à l’exclusion en particulier de points doubles ordinaires). Alors, si X′ est le normalisé
de Xred, par définitions X′ → X est radiciel, donc 2.1 s’applique.

(∗)Soit Si ⊂ S = Spec A l’ensemble des s ∈ S tels que la fibre de Xi = Spec A′
i ens soit de rang

séparable 1. Alors, les Si sont des parties constructibles de S (EGA IV 9.7.9) formant une famille
croissante, leur réunion est S d’après l’hypothèse sur S′ = SpecA′ → S et le fait que les fibres de S′

i

sont des schémas noethériens. On a donc S = Si pour i assez grand, par EGA IV 1.9.9, C.Q.F.D..
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Remarques 1.4. — Un morphisme f comme dans 1.1 est un homéomorphisme uni-
versel, i.e. est un homéomorphisme et reste tel par toute extension de la base. Ré-
ciproquement, si f est un homéomorphisme universel on prouve que f satisfait aux
hypothèses de 2.1 (∗), ce qui explique le titre du présent numéro.

Signalons expressément, à propos de l’exemple 2.3 c), que si X est une courbe
algébrique (sur un corps algébriquement clos k pour fixer les idées) ayant au moins un
point singulier qui n’est pas « unibranche » (par exemple un point double ordinaire),
alors (X′ désignant le normalisé de Xred) la conclusion de 2.2 est déjà en défaut pour
les H1 et des coefficients constants (comparer SGA 1 I 11 a) et SGA 1 IX 5).

2. Faisceaux sur le spectre d’un corps
370

Proposition 2.1. — Soient k un corps, k une clôture séparable de k, π = Gal(k/k) son
groupe de Galois topologique, X = Spec k, X = Spec k (sur lequel π opère à gauche).
Considérons le foncteur canonique

i : Xét −→ X̃ét

(défini par i(X′)(X′′) = HomX(X′,X′′)), et le foncteur canonique

i : X̃ét −→ Bπ

de la catégorie des faisceaux sur Xét dans la catégorie Bπ (cf. IV 2.7) des ensembles
(discrets) sur lesquels π opère continûment à gauche, défini par

j(F) = lim−→
α

F(Spec(kα)),

où kα parcourt les sous-extensions finies de k. Alors i et j sont des équivalences de
catégories. (Par suite, le topos X̃ét est équivalent (IV 3.4) au « topos classifiant »
Bπ •)

Le foncteur composé
ji : Xét −→ X̃ét −→ (π- Ens)

est une équivalence de catégories, d’après le théorème fondamental de la théorie de
Galois (sous la forme de SGA I V). Comme Bπ est évidemment un topos (II 4.14),
il en est donc de même de Xét. D’ailleurs une famille (Xi → X) de morphismes dans
Xét est couvrante si et seulement si elle est surjective, i.e. son image dans Bπ est
surjective, ou ce qui revient au même, couvrante pour la topologie canonique de Bπ

ce qui montre que la topologie de Xét est bien sa topologie canonique. Par suite i est
une équivalence, et il en est donc de même de j.

Corollaire 2.2. — Le foncteur j de 2.1 induit un équivalence de la catégorie des fais- 371

ceaux abéliens sur X = Spec k, et la catégorie des π-modules galoisiens.

(∗)Cf. EGA IV 8.11.6 si f est de présentation finie, et EGA IV 18.12.11 dans le cas général.
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En effet, ces derniers sont justement les « groupes abéliens » du topos Bπ. On voit
de même, par « transport de structure » :

Corollaire 2.3. — Soient F un faisceau abélien sur X = Spec k, M = j(F) le π-module
galoisien associé, alors on a un isomorphisme canonique de ∂-foncteurs en F :

H∗(X,F) ' H∗(π,M),

(où le deuxième membre désigne la cohomologie galoisienne, étudiée par exemple dans
le cours de Serre C.G.).

Corollaire 2.4. — Supposons k séparablement clos. Alors le foncteur

Γ : X̃ét −→ (Ens)

est une équivalence de catégorie. Si F est un faisceau abélien sur X = Spec k, on a
Hi(X,F) = 0 pour i 6= 0. (En d’autres termes, le topos X̃ét est un « topos ponctuel »
(IV 2.2).)

Corollaire 2.5. — Soit k′ une extension séparablement close d’un corps séparablement
clos k, X = Spec k, X′ = Spec k′, u : X′ → X le morphisme canonique. Alors le
foncteur

u∗ : X̃ét −→ X̃′
ét

est une équivalence de catégories.

3. Foncteurs fibres relatifs aux points géométriques d’un schéma
372

3.1. Soit X un schéma. Nous appellerons point géométrique de X tout X schéma ξ
qui est le spectre d’un corps Ω séparablement clos. La donnée d’un tel point équivaut
donc à celle d’un point ordinaire x ∈ X, et d’une extension séparablement close Ω
du corps résiduel k(x) de x. Le cas le plus fréquent pour nous sera celui où Ω est
une clôture séparable de k(x), que nous dénoterons alors généralement par k(x), le
point géométrique correspondant de X étant alors noté x. Pour x ∈ X donné, les k(x)
(resp. x) sont déterminés à k-isomorphisme (resp. X- isomorphisme) non unique près.

Remarques 3.2. — Dans la plupart des questions géométriques, il est plus naturel de
se borner au cas Ω algébriquement clos. La convention différente utilisée ici est spé-
ciale à l’étude de la topologie étale. C’est la convention que nous avions adoptée dans
la définition du groupe fondamental SGA 1 V 7. Mais on notera que les développe-
ments de loco citato sont également valables avec la convention adoptée ici (car la
propriété de Ω qui y est utilisée est que tout revêtement étale du spectre Ω est trivial,
i.e. justement que Ω est séparablement clos).



viiiFONCTEURS FIBRES, SUPPORTS, ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES MORPHISMES FINIE251

Définition 3.3. — Soient X un schéma, ξ un point géométrique de X, u : ξ → X son
morphisme structural. On appelle foncteur fibre (géométrique) relatif à ξ, et on note
F 7→ Fξ, le foncteur

X̃ét −→ (Ens)

composé de
X̃ét

u∗

−→ ξ̃ét
Γξ−→ (Ens).

On peut dire aussi que, grâce à 2.4, un point géométrique ξ de X définit un point
du topos X∼

ét (IV 6.1), dont on prend simplement le foncteur fibre associé (loc. cit.).

3.4. Comme le foncteur Γξ (foncteur sections sur ξ) est une équivalence de catégories 373

(12.4), la connaissance des foncteurs fibres F 7→ Fξ équivaut essentiellement à celle
des foncteurs images réciproques u∗. Notons d’ailleurs qu’il résulte aussitôt de 2.5 que
si ξ est un point géométrique de X tel qu’il existe un X-morphisme ξ′ → ξ (i.e. ξ′

correspond à une extension séparablement close Ω′ de Ω) alors l’homomorphisme
canonique Fξ → Fξ′ est un isomorphisme fonctoriel

Fξ ' Fξ′ .

Cela montre que pour l’étude des foncteurs fibres, on peut (quitte à remplacer Ω par
la clôture algébrique séparable de k dans Ω) se borner au cas où ω = k(ξ) est une
clôture séparable k(x) de k(x), et que les foncteurs fibres correspondant aux points
géométriques de X localisés en un même x ∈ X sont isomorphes entre aux (de façon
non unique).

On désignera, conformément aux conventions de 3.1, par FX un foncteur fibre
correspondant an choix d’une clôture séparable k(x) de k(x).

Signalons une propriété de transitivité évidente (qui montre l’utilité technique à
ne pas se borner exclusivement à des points géométriques définis par des clôtures
séparables de corps résiduels) : Soient f = X′ → X un morphisme de schémas, u′ :
ξ′ → X′ un point géométrique de X, alors u = fu′ : ξ′ → X est un point géométrique de
X que nous noterons ξ ; relativement à ces points géométriques on a un isomorphisme
fonctoriel en F ∈ Ob X̃ét :

f∗(F)ξ′ ' Fξ.

Cela résulte en effet de la formula de transitivité des foncteurs images inverses 374

(fu)∗ ∼−→ u∗f∗.

Théorème 3.5. — Soit X un schéma.
a) Pour tout point géométrique ξ de X, le foncteur fibre F → Fξ X̃ét → (Ens)

commute aux lim−→ quelconques (indexées par des catégories ∈ U ) et aux lim←− finies(∗).
En particulier, il transforme faisceaux en groupes (resp. faisceaux abéliens, etc...) en
groupes (resp. groupes abéliens, etc...).

(∗)C’est donc bien un « foncteur fibre » au sens de Exp. IV
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b) Lorsque x parcourt les points de X, les foncteurs fibres FX forment une famille
de foncteurs « conservative », i.e. si u : F → G est un homomorphisme de faisceaux
sur X, u est un isomorphisme si et seulement si pour tout x ∈ X, l’homomorphisme
correspondant ux : Fx → Gx l’est (∗).

Notons tout de suite, compte tenu des propriétés d’exactitude de a), les consé-
quences formelles suivantes de b) :

Corollaire 3.6. — Soit u : F → G un homomorphisme de faisceaux. Alors u est un
monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement si pour tout x ∈ X, ux :
Fx → Gx est injectif (resp. surjectif).

Corollaire 3.7. — Soient u, v : F → G deux morphismes de faisceaux sur X, alors
u = v si et seulement si pour tout x ∈ X, on a ux = vx : Fx → Gx. En particulier,
si u, v sont deux sections de F, on a u = v si et seulement si on a ux = vx dans Fx375

pour tout x ∈ X.

Corollaire 3.8. — Soit F→ G→ H une suite de deux homomorphismes de faisceaux
sur X, alors la suite est exacte si et seulement si pour tout x ∈ X, la suite correspon-
dante Fx → Gx → Hx l’est.

Nous laisserons au lecteur le soin de déduire les corollaires (∗), qui seront d’ailleurs
prouvés partiellement dans la démonstration qui suit.

L’assertion a) résulte des propriétés d’exactitude déjà signalées dans (VII 1.4) pour
tout foncteur image réciproque, tel u∗ : X̃ét → ξ̃ét, et du fait que ξ̃ét → (Ens) est une
équivalence. Pour prouver b), notons la formule suivant, qui donne un procédé de
calcul des foncteurs fibres :

Proposition 3.9(∗∗). — Soit ξ u−→ X un point géométrique de X, et soit Cξ la catégo-
rie des « X-schémas étales ξ-ponctués », i.e. des couples (X′, u′), o X′ ∈ ObXét est
un schéma étale sur X, et u′ un X-morphisme ξ → X′. Alors la catégorie opposée
C0

ξ est filtrante et pour un faisceau F (resp. préfaisceau P) variable sur X, on a un
isomorphisme fonctoriel canonique

Fξ ' lim−→
C0

ξ

F(X′), (resp. (aP)ξ ' lim−→
C0

ξ

P(X′)),

(où aP = faisceau associé à P).

(∗)Il y a donc « suffisamment de foncteurs fibres » de la forme F 7→ Fx, dans la terminologie de IV
6.5.
(∗)Cf. IV 6.5.2.
(∗∗)Cf. IV 6.8.3
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En effet, notons d’abord que pour tout préfaisceau P sur ξét, si aP est le faisceau
associé, l’homomorphisme naturel

P(ξ) −→ aP(ξ)

est un isomorphisme, comme il résulte par exemple aussitôt du calcul explicite de 376

aP comme L(LP) (II 3.19). Soit ϕ : X̃ét → ξ̃ét le foncteur « image réciproque », alors
u∗ = ϕ∗ n’est autre (III 2.3. (d)) que le composé a ϕ •

i, où i : X̃ét → X̃ét est le foncteur
inclusion, et a : ξ̂ét → ξ̃ét le foncteur « faisceau associé ». Par le remarque précédente
on trouve

u∗(F)(ξ) = (ϕ •
i(F))(ξ),

de sorte qu’il suffit d’appliquer l’expression explicite de ϕ • donnée dans la démons-
tration de. Le cas respé, où on part avec un préfaisceau P sut X, se prouve de même,
en utilisant l’isomorphisme fonctoriel ϕ∗a(P) ' aϕ∗(P). Le fait que la catégorie Cξ

est filtrante (qui reste valable pour tout X-schéma ξ, pas nécessairement réduit à un
point géométrique) résulte aussitôt du fait que dans Cξ les limites projectives finies
existent, ce qui résulte du fait que Xét est une sous-catégorie de (Sch)/X stable par
limites projectives finies.

Soit maintenant u : F → G un homomorphisme de faisceaux sur X, tel que pour
tout x ∈ X, ux : Fx → Gx soit un monomorphisme, prouvons que u est un mono-
morphisme. Pour ceci, on doit prouver que si X′ ∈ ObXét, ϕ, ψ ∈ F(X′) sont tels
que u(ϕ) = u(ψ), on a ϕ = ψ. Remplaçant X par X′ et utilisant le transitivité des
foncteurs fibres, on peut supposer X = X′. Pour tout x ∈ X, on aura u(ϕ)x = u(ψ)x

i.e. ux(ϕx) = ux(ψx), donc ϕx = ψx puisque ux est un monomorphisme, Utilisant 3.9
il s’ensuit qu’il existe un X′

x ∈ ObXét, dont l’image contient x, tel ϕ et ψ aient même
image inverse sur X′

x. Comme pour x variable dans X, les X′
x forment une famille

couvrante de X, il s’ensuit que ϕ = ψ.
Cela prouve que si les ux sont des monomorphismes, il en est de même de u. 377

Supposons de plus que les ux soient des épimorphismes, prouvons qu’il en est de même
de u, donc que u est un isomorphisme. Il reste à prouver que pour tout X′ ∈ ObXét,
et tout ψ ∈ G(X′), il existe ϕ ∈ F(X′) tel que u(X′)(ϕ) = ψ. On peut encore supposer
X′ = X, et utilisant 3.9 on voit que pour tout x ∈ X, existe X′

x ∈ ObXét tel que
l’image de X′

x dans X contienne x, et un ϕx ∈ F(X′
x) dont l’image dans G(X′

x)
soit l’image inverse de ψ. Utilisant le fait que u est un monomorphisme, on voit
que les ϕx coïncident sur les X′

x
X

X′
x (x, y ∈ X) donc proviennent d’un ϕ ∈ F(X)

bien déterminé, et on aura alors u(ϕ) = ψ puisque les images inverses sur les X′
x

coïncident. C.Q.F.D..

Scholie 3.10. — Le théorème 3.5 implique que la collection des « foncteurs fibres »
pour la topologie étale jouit des même propriétés essentielles que dans la théorie des
faisceaux habituelle sur un espace topologique. Nous utiliserons très fréquemment
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3.5 et ses corollaires, et pour cette raison nous dispenserons généralement d’y référer
explicitement.

3.11. Pour tout x ∈ X nous désignerons aussi, par abus de langage, par x le X−
schéma Spec k(x), pour le morphisme structural habituel

ix : x = Spec k(x) −→ X.

Il donne lieu à un foncteur canonique

i∗x : X̃ét −→ x̃ét.

Si F est un faisceau sur X, nous poserons Fx = i∗x(F), c’est donc un faisceau sur
x = Spec k(x) (et à ce titre peut s’identifier aussi à un schéma étale sur x, en vertu378

de 2.1). Il dépend fonctoriellement de F, et le foncteur i∗x : F 7→ Fx commute encore
aux lim−→ quelconques, et lim←− finies, en vertu de VII 1.4.

Si x = Spec k(x), le foncteur fibre F 7→ Fx est canoniquement isomorphe au com-
posé du foncteur F 7→ Fx et du foncteur j de 1.1 (compte tenu que ce dernier est
isomorphe au foncteur fibre relatif au point géométrique Spec k de Spec k). Il résulte
aussitôt de ceci et de 3.5 que le système des foncteurs (F 7→ Fx) (x ∈ X) est encore
conservatif. D’ailleurs, si k(x) est séparablement clos, i.e. x = x, les notations Fx et
Fx sont en toute rigueur contradictoires (la première désignant un objet de x̃ét, la
deuxième un ensemble), mais en vertu de 1.1 c’est là une contradiction inessentielle.

3.12. On voit par les remarques qui précèdent que si x = Spec k(x), alors pour tout
faisceau F sur X, le groupe πx = Gal(k(x)/k(x)) opère de façon naturelle (à gauche)
sur l’ensemble fibre Fx, de sorte que F 7→ Fx peut en fait être considéré comme un
foncteur

X̃ét −→ Bπx

dont la connaissance équivaut essentiellement (grâce à 1.1) à celle du foncteur F 7→ Fx.
Cela montre, dans un cas particulier important, que contrairement à ce qui a lieu

dans le cas des faisceaux sur les espaces topologiques, les « foncteurs fibres » admettent
en général des automorphismes non triviaux. De façon générale, nous déterminerons
dans 7.9 tous les homomorphismes d’un foncteur fibre dans un autre.

Remarque 3.13. — Voici une généralisation parfois utile 3.5 b). Considérons une par-379

tie E de X telle que pour tout morphisme étale f : X′ → X, E′ = f−1(E) soit « très
dense » dans X′ (EGA IV 10.1.3), i.e. que pour tout f comme ci-dessus, tout ouvert U
de X′ qui contient E′ soit égal à X′. Alors les foncteurs fibres Fx sur X̃ét, pour x ∈ E,
forment déjà une « famille conservative » (et par suite les corollaires 3.6, 3.7 et 3.8
restent valables en se bornant à y choisir x ∈ E). Cela se voit immédiatement en repre-
nant la démonstration donnée de 3.5 b). Le résultat précédent s’applique notamment
dans les situations suivantes :
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a) X est un schéma de Jacobson (EGA IV 10.4.1.), par exemple localement de type
fini sur un corps, ou sur Spec(Z ), et E est l’ensemble des points fermés de X.

b) X est localement de type fini sur un schéma S, et E est l’ensemble des points de
X qui sont fermés dans leur fibre.

c) X est localement noethérien, et E est l’ensemble des x ∈ X tels que x soit un
ensemble fini (i.e. un schéma semi-local de dimension 6 1) cf. EGA IV 10.5.3 et 10.5.5.

4. Anneaux et schémas strictement locaux

4.1. Rappelons qu’on dit, avec Azumaya, qu’un anneau local A est hensélien s’il
satisfait aux conditions équivalentes suivantes :

(i) Toute algèbre B finie sur A est composée directe
∏

i Bi d’anneaux locaux (les
Bi sont alors nécessairement isomorphes aux BM , o Mi parcourt les idéaux maximaux 380

de B).
(ii) Toute algèbre B sur A qui est localisée d’une algèbre de type fini C sur A en

un idéal premier P au-dessus de l’idéal maximal M de A, et telle que B/MB soit
fini sur k = A/M , est finie sur A.

(iii) Comme (ii). mais en supposant C étale sur A en P et k → B/MB un iso-
morphisme.

(iv) Le « lemme de Hensel » sous la forme classique est valable pour A, i.e. pour

tout polynôme unitaire F ∈ A[T], désignant par
•

F ∈ k[T] le polynôme réduit corres-
pondant, et pour toute décomposition

•

F =
•

F1

•

F2

de
•

F en produit de deux polynômes unitaires étrangers,
•

F1, et
•

F2 se relèvent (de façon
nécessairement unique) en des F1, F2 ∈ A[T], tels que F = F1F2.

Pour la démonstration de ces équivalences et les propriétés générales des anneaux
henséliens, cf. EGA IV 18.5.11. Rappelons que si A est un anneau local quelconque,
on montre (Nagata) que l’on peut trouver un homomorphisme local,

A −→ Ah

avec Ah hensélien, qui est universel pour les homomorphismes locaux de A dans des
anneaux locaux noethériens. L’anneau Ah est appelé le hensélisé de A. La construction
donnée dans EGA IV 18.6 (différente de celle de Nagata) consiste à poser

Ah = lim−→
i

Ai,

où Ai parcourt les A-algèbres essentiellement de type fini et essentiellement étales sur 381

A (i.e. localisées d’une algèbre étale sur A) telles que A→ Ai soit un homomorphisme
local et l’extension résiduelle k(Ai)/k(A) soit triviale. Cette construction montre en
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particulier que Ah est plat sur A et que si A est noethérien, il en est de même de sa
clôture hensélienne.

Définition 4.2. — Un anneau local A est dit strictement local s’il satisfait l’une des
conditions équivalentes suivantes :

(i) A est hensélien (4.1) et son corps résiduel est séparablement clos.
(ii) Tout homomorphisme local A→ B, où B est localisé d’une algèbre étale sur A,

est un isomorphisme.

Un schéma est dit schéma strictement local s’il est isomorphe au spectre d’un
anneau strictement local.

L’équivalence de (i) et (ii) résulte aussitôt de 4.1. Notons que, sous forme géomé-
trique, 4.2 (ii) (resp. 4.1 (iii)) s’exprime en disant que pour tout schéma étale X sur
Y = Spec A, et tout point x de la fibre Xy (respectivement tout point de Xy rationnel
sur k(y)), où y est le point fermé de Y, il existe une section de X sur Y passant par
y (section qui est d’ailleurs nécessairement unique).

Définition 4.3. — Soient X un schéma, OXét le faisceau sur Xét défini par

OXét(X
′) = Γ(X′,OX′)

(comparer VII 2. c) ), u : ξ = Spec(Ω) → X un point géométrique de X. On appelle
anneau strictement local de X en ξ, et on note OX,ξ ou simplement Oξ, la fibre du382

faisceau OXét en le point ξ. Son spectre est appelé localisé strict de X en ξ.

En vertu de 3.9, on a la description de la fibre OX,ξ :

(∗) OX,ξ = lim−→Γ(X′,OX′),

où X′ parcourt la catégorie filtrante opposée de la catégorie des schémas étales sur X
qui sont ξ- ponctués, i.e. munis d’un X-morphisme ξ → X′. D’après la transitivité des
limites inductives, on peut remplacer au deuxième membre Γ(X′,OX′) par OX′,x′ , ou
x′ est l’image de ξ dans X′, et on trouve l’expression

(∗∗) OX,ξ = lim−→
i

Ai

où Ai parcourt les algèbres essentiellement de type fini et étales sur A = OX,x munies
d’un k-homomorphisme k(Ai) → Ω. (N.B. x désigne l’image de ξ dans X). Bien
entendu les homomorphismes de transition entre les Ai sont les homomorphismes
locaux de A-algèbres Ai → Aj qui rendent commutatif le triangle correspondant

k(Ai) //

%%KKKKKKKKKKKKKKK
k(Aj)

��

Ω,
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ce qui implique que s’il existe un homomorphisme admissible de Ai dans Aj , ce dernier
est unique. Donc la limite inductive (∗∗) est une limite relative à un ensemble d’indices
ordonné filtrant croissant.

4.4. La description (∗∗) montre que l’anneau local strict de X en ξ ne dépend essen- 383

tiellement que de l’anneau local habituel A = OX,x (x = u(ξ)), et de l’extension Ω de
k = k(A). On l’appelle aussi anneau hensélisé strict de A (relativement à l’extension
séparablement close considérée ω de k) et on le notera Ahs. On renvoie à EGA IV
18.8 pour les propriétés générales de Ahs. Signalons simplement que la construction
donnée montre encore que Ahs est plat sur A, et qu’il est noethérien si A l’est. D’autre
part, on montre facilement (loc. cit.) que l’homomorphisme local

A −→ Ahs

muni du k-homomorphisme
k(Ahs) −→ Ω

est solution de problème universel, relatif à la donnée de A et de l’extension Ω de k,
correspondant à la recherche des homomorphismes locaux

A −→ A′,

avec A′ strictement local, munis d’un k-homomorphisme

k(A′) −→ Ω.

En particulier, Ahs est bien un anneau strictement locale (ce qui justifie la terminologie
4.3).

4.5. Gardons les notations des 4.3 et choisissons un voisinage ouvert affine U de x.
Notons que dans 3.9 on peut évidemment se borner aux X′ qui sont affines au-dessus
de U. Ces derniers forment alors un système projectif pseudo-filtrant de schémas
affines, de sorte que nous sommes dans la situation générale de VII 5 (cf. VI 5.12 b). 384

En vertu de l’expression (∗) pour OX,ξ, on aura un X-isomorphisme

(∗∗∗) lim←−
X′étale

affine sur U,

X
′ξ- ponctué

X′ ' Spec OX,ξ

ce qui précise la signification géométrique intuitive de Spec(OX,ξ) comme « limite des
voisinages étales de ξ ».

Proposition 4.6. — Soit X un schéma strictement local, x son point fermé, qui est
donc un point géométrique de X. Alors le foncteur F 7→ Γ(X,F) : X̃ét → (Ens) est
canoniquement isomorphe au foncteur fibre f 7→ Fx, et par suite commute aux lim−→
quelconques (∗).

(∗)pas nécessairement filtrantes !
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En effet, en vertu de déf 4.2 (ii), l’objet final X de la catégorie des X′ étales x-
ponctués sur X envisagée dans 3.9 majore tous les autres objets, donc lim−→F(X′) est
canoniquement isomorphe à F(X), C.Q.F.D..

En particulier, le foncteur induit par Γ sur la catégorie des faisceaux abéliens est
exact, donc en conclut

Corollaire 4.7. — Sous les conditions des 4.6 on a pour tout faisceau abélien F sur
X :

Hq(X,F) = 0 pour q 6= 0.

Corollaire 4.8. — Soient X un schéma, ξ un point géométrique de X, X = Spec OX,x

le schéma localisé strict correspondant, F un faisceau variable sur X, F son image
inverse sur X, alors on a un isomorphisme fonctoriel

Fξ ' Γ(X,F).

En effet, ξ peut être considéré comme un point géométrique de X également, et il385

suffit d’appliquer 4.6 et la transitivité des fibres (3.4).

5. Application au calcul des fibres des Rqf∗

5.1. Soient
f : X −→ Y

un morphisme de schémas, F un faisceau abélien sur X, on se propose de déterminer
les Rqf∗(F). En vertu de 3.5, il revient au même, à peu de choses près, de connaître les
fibres géométriques Rqf∗(F)y, pour y ∈ Y. Or (V 5.1) Rqf∗(F) est le faisceau associé
au préfaisceau

H q : Y′ 7→ Hq(X
Y

Y′,F)

sur Y, et par suite (3.9)
Rqf∗(F)y = lim−→

Y′

H q(Y′),

où la limite inductive est prise suivant la catégorie filtrante opposée de la catégorie
des Y′ étales sur Y ponctués par y. Choisissant un voisinage ouvert affine U de y, on
peut se limiter dans la limite du deuxième membre à la catégorie cofinale des Y′ qui
sont affines et au-dessus de U. On obtient ainsi

(5.1.1) Rqf∗(F)y ' lim−→Hq(X
Y

Y′,F),

où Y′ varie dans la catégorie précédente.
Introduisons

Y = Spec(OY,y) = lim−→Y′

(cf. 4.5), et
X = X

Y
Y.
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Notons que dans le système projectif des X
Y

Y′ (déduite de celui des Y′ par chan- 386

gement de base X → Y) les morphismes de transition sont affines, on est donc dans
les conditions générales de VII 5.1, et on voit aussitôt, par construction de lim←− dans
loc. cit., que l’on a un isomorphisme canonique

X = lim←−X
Y

Y′.

Désignons par F le faisceau sur X image réciproque de F, alors on obtient un homo-
morphisme canonique

lim−→
Y′

Hq(X
Y

Y′,F) −→ Hq(X,F)

d’où en comparant avec (5.1.1), un homomorphisme canonique

(5.1.2) Rqf∗(F)y −→ Hq(X,F),

évidemment fonctoriel en F.
Supposons maintenant f : X → Y quasi-compact et quasi-séparé, alors il en est

de même de X′
Y

Y′ −→ Y′, et comme Y′ est affine, les X
Y

Y′ sont quasi-compacts

et quasi-séparés. Utilisant (5.1.1) et le théorème de passage à la limite VII 5.8, on
obtient alors :

Théorème 5.2. — Soient f : X → Y un morphisme quasi-compact et quasi-séparé de
schémas, F un faisceau abélien sur X, y un point de Y, y le point géométrique au-
dessus de y, relatif à une clôture séparable k(y) de k(y), Y = Spec(OY,y) le schéma
localisé strict correspondant, X = X

Y
Y, F l’image inverse de F sur X. Alors homo-

morphisme canonique (5.1.2) est un isomorphisme :

Rqf∗(F)y ' Hq(X,F).

Cet énoncé ramène pratiquement la détermination des fibres d’un faisceau Rqf∗(F) 387

à la détermination de la cohomologie d’un préschéma au-dessus d’un schéma stric-
tement local, et sera constamment utilisé par la suite. Techniquement, c’est 5.2 qui
explique le rôle important des anneaux henséliens et des anneaux strictement locaux
dans l’étude de la cohomologie étale.

Remarque 5.3. — L’énoncé reste valable pour R0f∗(F) = f∗(F), pour un faisceau
d’ensembles quelconque. D’autre part, 5.2 reste également valable pour R1f∗(F),
lorsque F est un faisceau en groupes (pas nécessairement commutatif), en prenant
la définition habituelle du R1f∗(F) (cf. Thèse de Giraud).

5.4. Supposons maintenant que f soit un morphisme fini. Alors f : X → Y est un
morphisme fini, et comme Y est strictement local, il s’ensuit que X est une somme
finie de schémas strictement locaux Xi. Par suite, utilisant 4.7 on trouve

(5.4.1) Hq(X,F) = 0 pour q 6= 0.
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D’autre part, notons que les composantes Xi de X correspondent aux points xi de X
au-dessus du point fermé y de Y, i.e. aux points de Xy = Xy ⊗k(y), k(y),. D’ailleurs,
ces points peuvent être considérés comme des point géométriques de X, et Xi n’est
alors autre que le schéma localisé strict de X en xi. On a donc (4.8)

H0(Xi,F) ' Fxi ,

d’où

(5.4.2) H0(X,F) =
∏

i

Fxi ,

qui est un isomorphisme fonctoriel en le faisceau d’ensembles F (inutile ici de se res-388

treindre aux faisceaux abéliens). Tenant compte de 5.2 et 5.3, les formules précédentes
(5.4.1) et (5.4.2) donnent :

Proposition 5.5. — Soient f : X → Y un morphisme fini de préschémas, y un point
de Y. Alors pour tout faisceau F sur X, on a un isomorphisme (fonctoriel en F)

f∗(F)y '
∏

x∈Xy⊗k(y)(y)

Fx,

(par suite la formation de f∗(F) commute à tout changement de base y′ → Y), et si
F est un faisceau abélien, on a

Rqf∗(F) = 0 si q > 0.

On notera que la première formule 5.5 est en fait indépendante de 5.2. et du
théorème de passage à la limite général VII 5.7, et qu’elle implique (grâce à 3.5)
que F 7→ f∗(F) est un foncteur exact sur la catégorie des faisceaux abéliens, d’où
encore Rqf∗(F) = 0 pour q 6= 0. Voici une légère variante de 5.5 :

Corollaire 5.6. — Soit f : X → Y un morphisme entier. Alors pour tout faisceau
abélien F sur X, on a

Rqf∗(F) = 0 pour q 6= 0.

De plus, le foncteur f∗ sur les faisceaux d’ensembles commute à tout changement de
base Y′ → Y.

En effet, on est ramené grâce à 5.2 à prouver que lorsque Y est strictement local, on
a Hq(X,F) = 0 pour tout faisceau abélien sur X. Or on aura Y = Spec A, X = Spec B,
B étant une algèbre entière, et écrivant B = lim−→Bi, où Bi parcourt les sous-algèbres389

de type fini de B, (qui sont même finies sur A), on aura X = lim←−i
Xi, où Xi = Spec Bi.

En vertu de VII 5.13, on est ramené à prouver que Rqf∗(Fi) = 0 pour q 6= 0, Fi un
faisceau abélien sur Xi, ce qui résulte de 5.5. La dernière assertion de 5.6 se prouve
par la même méthode de réduction à 5.5.
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Corollaire 5.7. — Soit f : X → Y un morphisme d’immersion. Alors pour tout fais-
ceau F sur X, le morphisme canonique

f∗f∗(F) −→ F

est un isomorphisme.

Comme f se factorise en le produit d’une immersion ouverte et d’une immersion
fermée, et que 5.7 est trivial dans le cas d’une immersion ouverte (IV n◦ 3), on est
ramené au cas où f est une immersion fermée. On est ramené à prouver que pour
tout x ∈ X, l’homomorphisme correspondant

(f∗f∗(F))x −→ Fx

est bijectif, or par transitivité des fibres (3.4) le premier membre n’est autre que la
fibre f∗(F)x, donc il faut vérifier que l’homomorphisme canonique

f∗(F)x −→ Fx

est bijectif, ce qui résulte aussitôt de 5.5.

Remarque 5.8. — Utilisant 5.5 et procédant encore comme dans 5.6, on prouve faci-
lement que si f : X → Y est un morphisme entier, F un faisceau en groupes sur X
(pas nécessairement commutatif), alors R1f∗(F) est le faisceau final sur Y (comparer
remarque 5.3).

6. Supports
390

Soit U un ouvert de Zariski du schéma X. Alors I ∈ ObXét, et en fait U est un
sous-objet de l’objet final X de Xét, donc définit un sous-objet Ũ de l’objet final de
X̃ét, i.e. un « ouvert » du topos étale Xét de X (IV 8.3).

Proposition 6.1. — L’application précédente U 7→
∼
U est un isomorphisme de l’en-

semble ordonné des ouverts (au sens de Zariski) de X, sur l’ensemble des ouverts du
topos étale X̃ét.

Comme Xét → X̃ét est pleinement fidèle, on voit aussitôt que l’application U 7→ Ũ
conserve les structures d’ordre i.e. (U ⊂ V) ⇔ (Ũ ⊂ Ṽ), en particulier l’applica-
tion précédente est injective. Pour prouver qu’elle est surjective, considérons un sous-
faisceau F du faisceau final X̃, et considérons les objets de Xét/F, i.e. les schémas étales
X′ sur X tels que F(X′) 6= ∅. Comme X′ → X est étale, c’est une application ouverte
(EGA IV 2.4.6), en particulier son image (au sens ensembliste) Im(X′) est ouverte.
Soit U l’ouvert réunion des Im(X′) (X′ ∈ ObXét/F). Comme la famille des X′ → U
(X′ ∈ ObXét/F) est surjective, donc couvrante, on conclut que U ∈ ObXét/F, donc
Xét/F′ = Xét/U, donc F = U, C.Q.F.D..
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Compte tenu de 6.1, nous pouvons donc parler sans ambiguïté d’un « ouvert » de
X, sans préciser si nous entendons cette notion au sens habituel de Zariski ou au sens
de la topologie étale.

Corollaire 6.2. — Soient U un ouvert de X, j : U→ X l’immersion canonique, alors
le foncteur

j∗ : X̃ét −→ Ũét

induit une équivalence de catégories391

X̃ét/Ũ −→ Ũét.

En effet on vérifie aussitôt que pour tout site C où les lim←− finies existent, et pour
tout sous-objet U de l’objet final e de C, considérant le foncteur j : C → C/U défini
par j(S) = S × U, j est un morphisme de sites et j∗ : C̃ → C̃/U induit une équi-
valence C̃/Ũ → C̃/U. Il suffit alors de conjuguer ce fait général et le fait que Uét es
canoniquement isomorphe à Xét/U.

De façon imagée, on peut exprimer 6.2 en disant que les opérations de « s’induire
sur un ouvert », au sens habituel des schémas d’une part, et au sens des topos de
l’autre, sont compatibles. Voici une compatibilité analogue pour les opérations de
« restriction à un fermé » :

Théorème 6.3. — Soient X un schéma, Y un sous-schéma fermé de X, U = X − Y
muni de la structure induite, i : Y → X et j : U → X les immersions canoniques.
Alors le foncteur

i∗ : Ỹét −→ X̃ét

est pleinement fidèle, et si F ∈ Ob X̃ét, F est isomorphe à un faisceau de la forme
i∗(G) sss j∗(F) est isomorphe au faisceau final Ũ sur U.

Démonstration. Comme i∗ et i∗ sont adjoints l’un de l’autre, le fait que i∗ soit
pleinement fidèle équivaut aussi au fait que l’homomorphisme fonctoriel

i∗(i∗(G)) −→ G

est un isomorphisme, ce qui n’est autre que 5.7. D’autre part, si G ∈ Ob Ỹét, alors on392

vérifie trivialement grâce à 6.2 que j∗(i∗(G)) est le faisceau final sur U. Inversement,
si F ∈ Ob X̃ét est tel que j∗(F) soit le faisceau final, prouvons que F est isomorphe
à un faisceau de la forme i∗(G), ou ce qui revient au même, que l’homomorphisme
canonique

G −→ i∗i
∗G

est un isomorphisme. Or il suffit de vérifier encore que pour tout x ∈ X, l’homomor-
phisme induit sur les fibres géométriques en x est un isomorphisme. Lorsque x ∈ U,
cela n’est autre que l’hypothèse faite sur G. Lorsque x ∈ Y, par transitivité des fibres
on est ramené à vérifier que l’homomorphisme sur les fibres en x induit par

i∗(G) −→ i∗(i∗i∗(G))
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est un isomorphisme, or l’homomorphisme précédent est un isomorphisme d’après 5.7
appliqué à F = i∗G et à i. Cela achève la démonstration de 6.3.

Corollaire 6.4. — Le foncteur i∗ induit une équivalence de la catégorie des faisceaux
abéliens sur Y avec la catégorie des faisceaux abéliens sur X dont la restriction à
U = X−Y est nulle.

Conformément à l’usage courant nous identifierons donc souvent un faisceau abélien
sur Y à un faisceau abélien sur X nul sur U.

6.5. En vertu de 6.1 nous savons donc (si X est un schéma) interpréter les « ouverts »
du topos E = X̃ét comme ouverts U de X au sens habituel, et en vertu de 6.3 avec
cette identification le « topos résiduel » E{U de IV 3 est équivalent canoniquement 393

au topos Ỹét, où Y = X − U est muni d’une structure induite quelconque, faisant
de Y un schéma. Nous pouvons par suite appliquer à cette situation les résultats de
IV 3., notamment la description IV 3.3 des faisceaux F sur X en terme des triplets
(F′,F′′, u) où F′ est un faisceau sur Y, F′′ un faisceau sur U et u un homomorphisme
de F′ dans i∗j∗(F′). Nous utiliserons librement par la suite les notations i!, j! de IV.3,
qui désignent des foncteurs

j! : (̃Uét)ab −→ (̃Xét)ab,

i! : (̃Xét)ab −→ (̃Yét)ab,

où l’indice « ab » dénote la catégorie des faisceaux abéliens. Ces foncteurs donnent
lieu aux deux suites exactes IV 3.7.

6.6. Compte tenu des développements qui précédent et de la terminologie générale
introduite dans IV 8.5, il y a lieu d’introduire, pour un faisceau abélien F sur X, ou
une section ϕ d’un tel faisceau, la notion de support de F resp. de ϕ, comme étant
le fermé (au sens habituel, i.e. de Zariski) complémentaire du plus grand ouvert sur
lequel l’objet en question s’annule.

Dans la situation actuelle, il s’impose également de remplacer les notations géné-
rales V 4.3 Hq(E{UF), H q

{U
(F) par les notations Hq

Y(X,F), H q
Y (F), le premier dési-

gnant un groupe abélien, le deuxième un faisceau abélien sur Y (ou encore un faisceau
abélien sur X, nul sur U). Ainsi, on a H q

Y = Rqy! etc...
Je revoie à V 6 pour les propriétés générales des foncteurs précédents.

7. Morphismes de spécialisation des foncteurs fibres
394

7.1. Nous avons vu au N◦ 4 comment on associe, à tout point géométrique ξ du
schéma X, un x-schéma strictement local

X(ξ) = Spec OX,ξ,
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ne dépendant, en fait, que du point géométrique au-dessus de l’image x de ξ défini par
la clôture séparable k(x) de k(x) dans Ω = k(ξ). Nous nous restreindrons souvent par
la suite aux points géométriques ξ = Spec Ω algébriques séparables sur X, i.e. tels que
Ω soit une clôture séparable de k(x), i.e. ξ = x. Appelons un X-schéma Z un localisé
strict de X s’il est X-isomorphe à un schéma de la forme Spec OX,x, on voit donc que

ξ 7→ Spec OX,ξ = X(ξ)

est une équivalence de la catégorie des points géométriques algébriques séparables sur
X, avec la catégories des X-schémas qui sont des localisés stricts de X, quand on prend
comme morphismes dans l’une et l’autre catégorie les seuls isomorphismes.

Ce dernier énoncé n’est plus exact quand on prend comme morphismes tous les
X-morphismes, car dans la seconds catégorie il peut y avoir des X-morphismes qui ne
sont pas des isomorphismes. On pose alors la

Définition 7.2. — Soient ξ, ξ′ deux points géométriques du schéma X, on a appelle
flèche de spécialisation de ξ′ à ξ tout X-morphisme entre les localisés stricts corres-
pondants

X(ξ′) −→ X(ξ).

On dit que ξ est une spécialisation de ξ′ ou que ξ′ est une générisation de ξ, s’il existe395

une flèche de spécialisation de ξ′ à ξ.

On notera que les flèches de spécialisation se composent de façon évidente, de sorte
qu’en prenant pour morphismes les flèches de spécialisation, les points géométriques
de X forment une catégorie, équivalente (ainsi que la sous-catégorie pleine formée
des points géométriques algébriques et séparables sur X) à la sous-catégorie pleine de
(Sch)/X formée des localisés stricts de X.

Lemme 7.3. — Soient X un schéma, Z un X-schéma qui est isomorphe à une limite
projective pseudo-filtrante de X-schémas étales Xi, avec des morphismes de transi-
tion affines (VII 5.1), ξ′ un point géométrique de X, Z′ = X(ξ′) le localisé strict
correspondant. Alors :

a) L’application de restriction

HomX(Z′,Z) −→ HomX(ξ′,Z)

est bijective.
b) Pour que les deux membres soient non vides, il faut et il suffit que l’images x′

de ξ′ dans X soit dans celle de Z.
c) Soit T un Z-schéma, pour que T soit un localisé strict de Z, il faut et il suffit

qu’il soit un localisé strict de X.

Démonstration.
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a) on est ramené aussitôt au cas où Z est un des Xi, i.e. où Z est étale sur X, et
par le changement de base Z′ → X on peut supposer que Z′ ∼−→ X, d’où la conclusion
par 4.2 (ii).

b) On note que si x′ est l’image d’un point z de Z, alors k(z) est nécessairement
une extension algébrique séparable de k(x′), donc il existe un k(x′)-homomorphisme
de cette dernière dans k(ξ′), d’où la conclusion.

c) La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur. 396

On conclut de 7.2 et 7.3 :

Proposition 7.4. — Soient ξ, ξ′ deux points géométriques du schéma X. Alors l’appli-
cation de restriction définit une bijection de l’ensemble HomX(X(ξ′),X(ξ)) des flèches
de spécialisation de ξ′ dans ξ, avec l’ensembles des X-morphismes de ξ′ dans X(ξ).

Corollaire 7.5. — Pour que ξ soit une spécialisation de ξ′, il faut et il suffit qu’il en
soit de même pour les images x, x′ de ξ, ξ′ dans X, i.e. que x appartienne à l’adhérence
de {x′}.

Comme Spec OX,ξ → Spec OX,x est fidèlement plat (4.4) il est surjectif, et il suffit
donc d’appliquer la deuxième assertion de 7.3.

Corollaire 7.6. — Pour tout schéma X, soit Pt(X) la catégorie des points géomé-
triques sur X (ou encore, des points géométriques algébriques séparables sur X), les
morphismes étant les flèches de spécialisation. Soit alors ξ un point géométrique d’un
schéma X, X(ξ) le localisé strict correspondant, on a alors une équivalence des caté-
gories

Pt(X(ξ)) ∼−→ Pt(X)/ξ,

obtenue en associant, à tout point géométrique ξ′ de X(ξ), le point géométrique cor-
respondant sur X, avec le morphismes de spécialisation dans ξ déduit du morphisme
structural ξ′ → X(ξ) grâce à 7.4.

En d’autres termes, la donnée d’une générisation ξ′ du point géométrique ξ équivaut
essentiellement à la donnée d’une point géométrique de X(ξ). Notons d’ailleurs qu’en
vertu de 7.3 c), l’homomorphisme correspondant X(ξ′)→ X(ξ) fait de X(ξ′) le localisé 397

strict de X(ξ), relativement à ξ′.

7.7. Interprétons maintenant, pour tout point géométrique ξ de X et tout faisceau
F sur X, la fibre Fξ comme étant Γ(X(ξ),F(ξ)), où F(ξ) est l’image inverse de F sur
X(ξ) (4.8). Alors on voit que toute flèche de spécialisation

u : ξ′ −→ ξ

induit un homomorphisme, fonctoriel en F :

u∗ : Fξ −→ Fξ′ ,
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appelé homomorphisme de spécialisation associé à la flèche de spécialisation u. Il est
évident, d’après la transitivité des images inverses de faisceaux, que l’on a pour une
flèche de spécialisation composée :

(wu)∗ = u∗w∗.

7.8. Si E est un topos, rappelons (IV ) qu’on a appelé « foncteur fibre », ou (par
abus de langage) « point » du topos E , tout morphisme de « topos final » (Ens)
(isomorphe à la catégorie des faisceaux sur un espace réduit à un point !) dans E ,
i.e. tout foncteur

ϕ = E −→ (Ens)

qui commute aux lim inductives quelconques, et aux lim projectives finies. Il y a lieu
de considérer l’ensemble des foncteurs fibres de E comme l’ensemble des objets d’une
sous-catégorie pleine de Hom(E , (Ens)), appelée catégorie des foncteurs fibres du
topos E, dont l’opposés est appelée catégorie des points de E , et notée Pt(E), cf. (IV
6.1).

Lorsque E est de la forme X̃ét où X est un schéma, nous avons défini dans 3.3 et398

7.7 un foncteur

(∗) Pt(X) −→ Pt(X̃ét),

où le premier membre est défini dans 7.6. Ceci posé, on a le

Théorème 7.9. — Soit X un schéma. Le foncteur précédent (∗) est une équivalence
de la catégorie des points géométriques sur X (avec comme morphismes les flèches de
spécialisation) avec la catégorie des points du topos étale X̃ét ( opposée de celle des
foncteurs fibres sur X̃ét).

Comme ce théorème ne servira plus dans la suite du séminaire, nous nous bornons
ici à une esquisse de démonstration, où nous nous permettrons certaines libertés avec
les questions d’univers.

a) Le foncteur envisagé est pleinement fidèle. Pour tout X ∈ ObXét, soit
∨
X :

X̃ét → (Ens) défini par
∨
X(F) = Hom(X,F) = F(X).

Notons que le foncteur fibre
Eξ : F −→ Fξ

peut s’écrire
Eξ ' lim−→

i

X∨
i ,

où les Xi sont des schémas affines étales sur X, indexés par une certaine catégorie
filtrante (cf. 4.3 et 4.5). On a donc pour tout foncteur ϕ : X̃ét → (Ens) :

Hom(Eξ, ϕ) ' lim←−
i

Hom(X∨
i , ϕ),
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d’autre part il est bien connu que l’on a un isomorphisme bifonctoriel

Hom(X∨
i , ϕ) ' ϕ(Xi).

Lorsque ϕ est de la forme Eξ, donc 399

ϕ ' lim−→
j

X′∨
j ,

on a donc une bijection naturelle

(∗) Hom(Eξ,Eξ′) ' lim←−
i

lim−→
j

HomX(X′
j ,Xi).

D’autre part on a (dans la catégorie des schémas)

X(ξ) = lim←−
i

Xi, X(ξ′) = lim←−
j

X′
j ,

d’où
HomX(X(ξ′),X(ξ)) ' lim←−

i

HomX(X(ξ′),Xi),

d’autre part, comme Xi est localement de présentation finie sur X, on a

HomX(X(ξ′),Xi) ' lim−→
j

HomX(Xj ,Xi),

d’où

(∗∗) HomX(X(ξ′),X(ξ)) ' lim←−
i

lim−→
j

HomX(X′
j ,Xi).

La comparaison de (∗) et (∗∗) donne la conclusion voulue (moyennant une vérification
de compatibilités, laissée au lecteur).

b) Le foncteur envisagé est essentiellement surjectif.

7.9.1. Remarquons d’abord que si C est un site où les lim←− finies sont représentables,
C̃ = E le topos correspondant, alors tout foncteur fibre ϕ sur E peut se représenter
comme une « limite inductive filtrante » de foncteurs de la forme

Y̌(F) = F(Y) = Hom(Ỹ,F),Y ∈ ObC,

(où Ỹ est le faisceau associé à Y), de la façon suivante (∗). On considère la catégorie 400

C/ϕ des couples (Y, ξ), avec Y ∈ ObC, ξ ∈ ϕ(Ỹ) (les morphismes se définissant de la
façon évidente), et on note qu’on a un homomorphisme évident

(∗) lim−→
(Y,ξ)∈C0

/ϕ

Y̌ −→ ϕ

en remarquant que

Hom(lim−→
Cϕ

Y̌, ) ' lim←−
C/ϕ

Hom(Y̌, ϕ) ' lim←−
C/ϕ

ϕ(Y̌).

(∗)C’est un cas particulier de IV 6.8.3.
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Or on a un élément canonique dans lim←−C/ϕ
ϕ(Ỹ), en associant à tout (Y, ξ) l’élément

ξ de ϕ(Y). Utilisant le fait que les lim←− finies existent dans C, et que le foncteur
Y 7→ ϕ(Ỹ) y commute, on voit que dans C/ϕ les lim←− finies existent ; a fortiori C0

/ϕ est
filtrant. Utilisant que tout faisceau F est limite inductive des faisceaux de la forme
Ỹ, et utilisant le fait que ϕ commute aux limites inductives, on conclut aisément
que l’homomorphisme de foncteurs (∗) est bijectif, et donne donc la représentation
annoncée.

7.9.2. Remarquons également que si E est un topos, Y un objet de E , d’où un
topos E/Y, alors la donnée d’un foncteur fibre ϕ pour E/Y équivaut à la donnée
d’un couple (ϕ, ξ), où ϕ est un foncteur fibre pour E , et ξ ∈ (Y). Au foncteur fibre
ψ : E/Y → (Ens) on associe le couple (ϕ, ξ), où ϕ est le composé Z 7→ ϕ(Z) = ψ(Z×Y),
et où ξ ∈ ϕ(Y) = ψ(Y×Y) est l’image de l’unique élément de ψ(Y) par le morphisme
diagonal de Y ×Y.

7.9.3. Revenons maintenant au cas du site C = X̃ét, et soit ϕ : X̃ét → (Ens) un
foncteur fibre sur le topos étale de X. Considérant la restriction de ϕ à la sous-401

catégorie pleine de X̃ét formée des ouverts de ce topos, ou ce qui revient au même
(6.1) des ouverts U de X, on trouve une application

ϕ0 : U (X) −→ {0, 1}

commutant aux sup quelconques et aux inf finis. (On note que pour u ∈ U (X), ϕ(U)
est vide ou réduit à un point, et on prend ϕ0(U) = 0 ou 1 suivant qu’on est dans l’un
ou l’autre cas).

On voit facilement, grâce au fait que tout fermé irréductible de X a un point
générique et un seul (∗), que ϕ0 est défini à l’aide d’un unique x ∈ X, par la condition

ϕ0(U) = 1 sss x ∈ U,

i.e.
ϕ(U) = ∅⇔ x ∈ U.

Soit F ∈ Ob X̃ét, alors l’image de F dans le faisceau final X est un ouvert ; et comme

ϕ(F) −→ ϕ(U)

est surjectif, on voit que ϕ(F) 6= ∅ sss ϕ(U) 6= ∅, i.e. sss x ∈ U. Soit alors C/ϕ la
catégorie des couples (X′, ξ) où X′ ∈ ObXét, et ξ ∈ ϕ(X′). On a signalé dans 7.9.1 que
C0

/ϕ est filtrante connexe. De plus, grâce à 7.9.2 et à ce qui précède appliqué à X′ au
lieu de X, si (X′, ξ) ∈ ObXét, il lui est associé un unique point x′ ∈ X′, tel que pour
un morphisme étale X′′ → X′, ξ est dans l’image de ϕ(X′′) → ϕ(X′) sss x′ est dans
celle de X′′. On conclut de ceci que le schéma lim←− des X′ suivant la catégorie C des
(X′, ξ) existe et est un localisé strict Z de X, correspondant donc à point géométrique
ξ et un foncteur fibre Eξ. Pour tout faisceau F, on a alors402

(∗)i.e. X est sobre dans la terminologie de IV 4.2.1. L’assertion faite est un cas particulier de IV 4.2.3.
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Eξ(F) ' lim−→
Cϕ

(F)(X′).

Compte tenu de 7.9.1 on en conclut que ϕ est isomorphe à Eξ, ce qui achève la
démonstration de 7.9.

8. Deux suites spectrales pour les morphismes entiers

Proposition 8.1. — Soient f : X → Y un morphisme entier surjectif, F un faisceau
abélien sur Y. Pour tout entier i, soit H i(F) le préfaisceau sur (Sch)/Y défini par

H i(F)(Z) = Hi(Z,FZ),

où FZ est l’image inverse de F sur Z. Alors il existe une suite spectrale (fonctorielle
en F)

H∗(X,F)⇐= Epq
2 = Hp(X/Y,H q(F))

(« suite spectrale de descente »).

Bien entendu, le symbole Hp(X/Y,G), pour un préfaisceau G sur (Sch)/Y, dé-
signe le p.ème groupe de cohomologie de Čech relatif, défini à l’aide du complexe des
Cn(X/Y,G) = G(Xn+1), où Xm désigne la puissance m. ième dans (Sch)/Y. Pour
établir 8.1, soit pn : Xn+1 → Y la projection, et posons

An = pn∗(ZXn+1),

où ZXn+1 désigne le faisceau constant Z sur Xn+1. Alors les An sont les composantes
d’un faisceau abélien simplicial sur Y, donc d’un complexe de faisceaux abéliens A∗

sur Y. Notons qu’on a un homomorphisme évident

(∗) ZY −→ A0.

Ceci posé, on a le 403

Lemme 8.2. — Le complexe (A∗) muni de l’homomorphisme (∗) est une résolution de
ZY. Plus généralement pour tout faisceau abélien F sur Y, A∗⊗Z F est une résolution
de F.

Démonstration : On peut supposer Y affine, donc Y = Spec A, X = Spec B, où B
est une A algèbre entière. On aura B = lim−→i

Bi, où Bi parcourt les sous-algèbres de
type fini donc finies de B, d’où X = lim←−Xi, où Xi = Spec Bi. Utilisant VII 5.11, on
voit que le complexe augmenté A∗(X/Y) est alors la limite inductive des complexes
augmentés A∗(Xi/Y). Cela nous ramène au cas où f est fini. Il suffit de prouver que
pour tout point géométrique y de Y, le complexe A∗

y est une résolution de Zy, et le
reste après tensorisation par un F. Mais si Xy est la fibre de X en y, il résulte de
5.5 que le complexe A∗

y n’est autre que le complexe analogue A∗(Xy/y). Cela nous
ramène au cas où Y est le spectre d’un corps séparablement clos k. Utilisant 1.3 a) et
b), on peut même supposer k algébriquement clos, et X réduit, donc X de la forme
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IY, où I est un ensemble fini. Mais alors le complexe A∗⊗F s’identifie au complexe de
cochaînes trivial de l’ensemble d’indices I à coefficient dans Fy, donc c’est bien une
résolution de Fy.

Nous obtenons donc, comme conséquence de 8.2, une suite spectrale

H∗(Y,F)⇐= Epq
2 = Hp(Hq(Y,A∗ ⊗ F)),

et il reste à expliciter le terme initial. Or on a un homomorphisme canonique404

An ⊗ F −→ pn∗p
∗
n(F),

et ce dernier est un isomorphisme, comme on voit encore par réduction au cas f fini
et passage aux fibres. Utilisant 5.5, on en conclut

Hq(Y,An ⊗ F) ' Hq(Xn+1, p∗n(F)) =⇒H q(F)(Xn+1),

ce qui donne bien le terme initial annoncé dans 8.1.

Remarque 8.3. — a) Lorsque l’on se donne un recouvrement localement fini de Y
par des ensembles fermés Yi, et qu’on pose X =

∐
i Yi alors le morphisme canonique

f : X → Y est fini, et la suite spectrale 8.1 a un terme initial qui s’explicite comme
la cohomologie du complexe défini par les Hq(Yi0...ip ,F|Yi0...ip), où Yi0...ip = Yi0 ∩
· · ·∩Yip

. C’est donc là l’analogue de la suite spectrale de Leray pour un recouvrement
fermé localement fini d’un espace topologique ordinaire (TF Chapitre II 5.2.4). Cette
dernière peut d’ailleurs se généraliser également en une suite spectrale relative à un
morphisme « fini » i.e. propre à fibres finies, en procédant comme dans 8.1.

b) On notera l’analogie de la suite spectrale de 8.1 avec la suite spectrale de Leray
d’un recouvrement (Xi) de Y (en l’occurrence par des Xi étales sur Y) ; cette dernière
s’obtiendrait formellement en écrivant la suite spectrale 8.1 pour X =

∐
i Xi. Il est

probable en fait que ces deux suites spectrales admettent une généralisation commune,
qui serait valable chaque fois qu’on aurait une famille de morphismes (Xi → Y), qui
soit « famille de descente effective universelle » pour la catégorie fibrée des faisceaux
étales sur un schéma de base variable (cf. n◦ 9 ci-dessous). La question analogue se405

pose d’ailleurs en topologie ordinaire, à propos d’une généralisation commune des
deux espèces de suites spectrales de Leray d’un recouvrement, supposé soit ouvert,
soit fermé localement fini (∗).

Proposition 8.4. — Soient Y un schéma, π un groupe profini, (πi)i le système projectif
des groupes quotients finis discrets de π, (Xi)i∈I un système projectif de revêtements
principaux de Y, de groupes les πi, les homomorphismes de transition Xj → Xi étant
compatibles avec les homomorphismes πj → πi sur les groupes d’opérateurs, X =
lim←−Xi (cf. VII 5.1), de sorte que le groupe π opère sur le Y-schéma X, F un faisceau

(∗)Depuis la rédaction de ces lignes, P.Deligne a fait une théorie générale des « suites spectrales de
descente », cf. Exp. V bis.
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abélien sur Y. Alors on a une suite spectrale « de Hochschild-Serre » (fonctorielle en
F)

H∗(Y,F)⇐= Epq
2 = Hp(π, lim−→

i

Hq(Xi,FXi)),

où FXi
est l’image inverse de F sur Xi, et Hp(π,−) désigne la cohomologie galoisienne.

Le terme Epq
2 écrit ici est également (par définition de Hp(π,−) et transitivité des

limites inductives) isomorphe à

Epq
2 = lim−→

i

Hp(πi,Hq(Xi,FXi
)),

ce qui nous montre qu’il suffit de trouver un système inductif de suites spectrales
(dépendant de l’indice i)

H∗(Y,F)⇐= iEpq
2 = Hp(πi,Hq(Xi,FXi)).

Cela nous ramène à définir la suite spectrale dans le cas où π est fini. Alors f : X→ Y
est un morphisme couvrant dans Yét, donc on peut écrire la suite spectrale de Leray 406

de ce morphisme. Compte tenu des isomorphismes canoniques :

Xn ' X G Gn,

un calcul bien connu montre alors que pour tout préfaisceau H sur Xét, transformant
somme en produits, C∗(X/Y,H ) n’est autre que le complexe des cochaînes homogènes
de G à coefficients dans H (X), d’où la forme annoncés pour le terme initial.

Une variante de cette démonstration, évitant tout calcul, consiste à considérer
E 7→ X

π
E comme un morphisme du site des π-ensembles finis dans le site étale de Y,

et à écrire la suite spectrale de Leray de ce morphisme. Enfin, lorsque π est fini, on
peut également regarder la suite spectrale de Hochschild-Serre comme étant un cas
particulier de 8.1 relativement au morphisme f : X→ Y.

Corollaire 8.5. — Supposons Y quasi-compact et quasi-séparé, alors la suite spectrale
de 8.4 s’écrit

H∗(Y,F)⇐= Epq
2 = Hp(π,Hq(X,FX)).

En effet, en vertu de VII 5.8, on a alors des isomorphismes canoniques

lim−→
i

Hq(Xi,FXi
) ' Hq(X,FX).

Corollaire 8.6. — Soient Y un schéma local hensélien de point fermé y, F un faisceau
abélien sur Y, F0 le faisceau induit sur Y0 = Spec(k(y)). Alors les homomorphismes
canoniques

Hn(Y,F) −→ Hn(Y0,F0)

sont des isomorphismes. 407
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Soit en effet y un point géométrique sur y, correspondant à une clôture séparable
k(y) = k(y) de k(y) ; comme Y est hensélien, le localisé strict X de Y en y est la
limite projective des revêtements étales galoisiens connexes y-ponctués Xi, de sorte
qu’on est sous les conditions d’application de 8.5. Comme Hq(X,FX) = 0 pour q > 0
en vertu de 4.7, on en conclut des isomorphismes

Hn(Y,F) ∼←− Hn(π,F(X)),

où π est le « groupe de Galois » de X sur Y, isomorphe à celui de k(y) sur k = k(y).
On trouve de même (ou par 2.3)

Hn(Y0,F0)
∼←− Hn(π,F0(X0)),

où X0 = X
Y0

Y ' Spec(k(y)). Or l’homomorphisme de restriction F(X) → F0(X0)

est un isomorphisme en vertu de 4.8, d’où résulte aussitôt la conclusion 8.6.

9. Descente de faisceaux étales

Le présent numéro ne servira plus dans la suite de ce Séminaire, et peut être omis
en première lecture.

Proposition 9.1. — Soit f : X′ → X un morphisme surjectif (resp. universellement408

submersif (SGA I IX 2.1)) de schémas. Alors le foncteur f∗ : Xét → X′
ét est fidèle

et « conservatif » (cf. 3.6) (resp. induit un foncteur pleinement fidèle de la catégorie
des faisceaux sur Xét dans la catégorie des faisceaux sur X′

ét munis d’une donnée de
descente relativement à f : X′ → X).

Le premier point résulte aussitôt de la transitivité des foncteurs fibres (3.4) et de
(3.7), le deuxième (qui s’énonce aussi en disant que f est un morphisme de descente
relativement à la catégorie fibrée des faisceaux étales sur des schémas variables),
signifie aussi que pour deux faisceaux F, G sur Y, le diagramme naturel

(∗) Hom(F,G)→ Hom(F′,G′) ⇒ Hom(F′′,G′′)

est exact, où F′ et G′ (resp. F′′ et G′′) sont les images inverses de F et G sur X′

(resp. sur X′′ = X′
X

X′). Prenant pour F le faisceau final, l’énoncé donne le

Corollaire 9.2. — Soit f : X′ → X un morphisme universellement submersif. Alors
pour tout faisceau F sur X, le diagramme

Γ(X,F)→ Γ(X′,F′) ⇒ Γ(X′′,F′′)

est exact, où X′′ = X′
X

X′, et où F′, F′′ sont les images inverses de F sur X′, X′′.

Nous prouverons 9.1 en utilisant le
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Lemme 9.3. — Supposons f universellement submersif. Soit F un faisceau sur X, dé-
signons par S(F) l’ensemble des sous-faisceaux de X, et définissons de façon analogue409

S(F′), S(F′′). Alors le diagramme d’applications naturelles

S(F)→ S(F′) ⇒ S(F′′)

est exact.

Démonstration. Le fait que S(F) → S(F′) est injectif résulte aussitôt du fait que
le foncteur f∗ est conservatif ; car si Fi (i = 1, 2) sont deux sous-faisceaux de F
tels que f∗(F1) = f∗(F2), alors les inclusions F3 = F1 ∩ F2 → Fi (i = 1, 2) sont des
isomorphismes, car elles deviennent telles après application du foncteur f∗, donc F1 =
F2. Il reste à prouver que si G′ est un sous-faisceau de F′ tel que pr∗1(G

′) = pr∗2(G
′),

alors G′ est l’image inverse d’un sous-faisceau de F. Notons que l’on peut trouver un
épimorphisme F1 → F dans Xét, ou F1 est représentable par un schéma étale sur X.
Introduisons F2 = F1

F
F1, et de même F′1, F′′1 , F′2, F′′2 , faisceaux donnant lieu à un

diagramme d’ensembles

S(F) //

��

S(F′) //

��

S(F′′)

��

S(F1) //

����

S(F′1)
//
//

����

S(F′′1)

����

S(F2) // S(F′2)
//
// S(F′′2),

dans lequel les colonnes sont exactes, grâce aux propriétés d’exactitude dans la catégo-
rie des faisceaux sur X, X′, X′′ respectivement. Un diagram-chasing standard montre
alors que, pour prouver que la première ligne est exacte, il suffit de le prouver pour les
lignes 2 et 3. Or pour la ligne 2 cela résulte du fait que F1 est représentable, X′ → X
universellement submersif, et de SGA IX 2.3. D’autre part, F2 est également repré- 410

sentable, car c’est un sous-faisceau de F1
X

F1 qui est représentable, et on applique
6.1. Donc la ligne 3 est aussi exacte, C.Q.F.D.

Prouvons maintenant 9.1, i.e. que tout morphisme u′ : F′ → G′, compatible avec
les données de descente sur F′, G′, u′ provient d’un morphisme u : F → G. Soit
H = F × G, donc H′ = F′ × G′, H′′ = F′′ × G′′, alors le graphe de u′ est un sous-
faisceau Γ′ de H′, dont les deux images inverses sont égales au graphe d’un même
morphisme u′′ : F′′ → G′′. Donc en vertu de 9.3. Γ′ provient d’un sous-faisceau Γ
de H. Je dis que Γ est le graphe d’un morphisme u : F → G, i.e. que le morphisme
p : Γ → F induit par pr1 est un isomorphisme : en effet, il devient un isomorphisme
après le changement de base X′ → X, et on applique la partie déjà prouvée de 9.1. Le
morphisme u : F→ G répond alors à la question, C.Q.F.D.



274 A. GROTHENDIECK viii

Théorème 9.4. — Soit f : X′ → X un morphisme surjectif de schémas. On suppose
que l’une des hypothèses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.
b) f est propre.
c) f est plat et localement de présentation finie (∗).
d) X est discret (p.ex. le spectre d’un corps).

Alors f est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée F sur
(Sch) des faisceaux étales sur des schémas variables, i.e. le foncteur f∗ induit une
équivalence de la catégorie des faisceaux sur X avec la catégorie des faisceaux sur X′,411

munis d’une donnée de descente relativement à f : X′ → X.

9.4.1. Soit F′ un faisceau sur X′, muni d’une donnée de descente relativement à
f : X′ → X. On définit alors un foncteur

G : X0
ét −→ (Ens)

par la formule
G(Y) = Ker(F′(Y′) ⇒ F′′(Y′′)).

On constate aussitôt que G est un faisceau pour la topologie étale, d’autre part
on a un homomorphisme canonique injectif G → f∗(F′), d’où un homomorphisme
f∗(G)→ F′, et ce dernier est évidemment compatible avec les données de descente. Il
reste à examiner si cet homomorphisme est un isomorphisme. Noter que G est aussi
définissable par l’exactitude de

G→ f∗(F′) ⇒ g∗(F′′),

donc pour tout changement de base Y h−→ X qui commute à la formation de f∗(F′)
et g∗(F′′), h∗(G) = GY s’identifie au faisceau « descendu » de F′Y′ par Y′ → Y, et
bien entendu l’homomorphisme fY∗(GY) → (FY)′ est celui déduit de f∗(G) → F′

par changement de base. Or supposons que le changement de base f : Y = X′ → X
commute à la formation de f∗(F′) et g∗(F′′), et notons que comme Y′ = X′

X
X′ a

une section sur Y′ = X′, donc Y′ → Y est un morphisme de descente effective pour
toute catégorie fibrés, en particulier pour F , il s’ensuit que f∗Y(GY) → (FY)′ est un
isomorphisme, donc f∗(G)→ F′ devient un isomorphisme après changement de base
Y′ = X′

X
X′ → X′. Comme ce dernier a une section, f∗(G)→ F′ est un isomorphisme,

donc la donnée de descente envisagée sur F′ est effective.412

9.4.2. Ceci prouve le théorème 9.4 dans le cas a), grâce à 5.6. Le cas b) résulte
également du fait que si f est propre, alors f∗ commute à tout changement de base
Y′ → Y, (qui sera prouvé dans un exposé ultérieur (XII 5.1 (i))).

(∗)Il est probable que cette deuxième hypothèse est en fait superflue.
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9.4.3. Dans le cas c), la question étant locale sur X on peut supposer X affine, et
qu’il existe un schéma affine X′

1, de présentation finie, quasi fini et fidèlement plat sur
X, et un X-morphisme X′

1 → X′, ce qui nous ramène au cas où f est quasi-fini. Quitte
à localiser encore sur X, au sens de la topologie étale cette fois, on voit qu’il existera
un ouvert X′

1 de X′ tel que X′
1 → X soit fini et surjectif, ce qui nous ramène au cas

où f est fini et surjectif, déjà traité dans a).

9.4.4. Dans le cas d), on peut supposer (en se localisant sur X) que X est réduit à
un seul point, et même compte tenu de 1.1, qu’il est spectre d’un corps k. De plus, f
est universellement ouvert (EGA IV 2.4.9) donc on est sous les conditions de 9.1, et
le raisonnement de 9.4.1 s’applique encore, en prenant un changement de base avec
Y = Spec k, où k = k(x), pour un x ∈ X. Mais alors il est encore vrai que f∗ commute
au changement de base Y → X, comme nous verrons ultérieurement (XVI 1.4 et 1.5).

Ceci achève la démonstration de 9.4.
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