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Abstract

We study orbital integrals and invariant eigendistributions for the symmetric pair (g, h) = (gl(4, R),
gl(2,R) x gl(2,R)). Let q = g/b and let N be the set of nilpotents of q. We first obtain an asymptotic
behavior of orbital integrals around nonzero semisimple elements of q. We study eigendistributions around
such elements and give an explicit basis of eigendistributions on ¢ — A given by a locally integrable function
ong—N.
© 2011 Publié par Elsevier Inc.
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0. Introduction

Dans cet article, nous étudions les intégrales orbitales des fonctions de classe C°° a support
compact et les distributions propres invariantes pour la paire symétrique (gl(4, R), gl(2, R) x
gl(2, R)).

De tels objets sont parfaitement décrits pour les algebres de Lie réductives g; (correspondant a
la paire symétrique (g1 X g1, diagonale)) par les travaux d’Harish-Chandra puis de A. Bouaziz, et
pour les paires symétriques de rang 1 a travers les travaux de nombreux auteurs dont P.D. Méthé,
A. Tengstrand, J. Faraut et G. van Dijk. Par ailleurs, J. Sekiguchi a déterminé la liste des paires
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symétriques pour lesquelles il n’existait pas de distributions propres invariantes a support dit
singulier ¢’est-a-dire dans le complémentaire dans ¢ de I’ouvert dense "¢ des éléments réguliers
de g.

Hormis ces situations, les propriétés des intégrales orbitales et des distributions propres in-
variantes sont peu connues dans le cadre général des paires symétriques quelconques. Le travail
présenté ici donne un premier exemple d’étude précise et explicite de tels objets pour une paire
symétrique de rang supérieure a 2.

On considere le groupe G = GL(4, R) et son algebre de Lie g = gl(4, R) munis de I’involution
o définie par o (X) = (102 _OIZ)X(IO2 _012), ol I, est la matrice identité 2 x 2. Soit g=hH @ q la
décomposition de g relative en sous-espaces propres pour o associés respectivement a +1 et —1
et H=GL(2,R) x GL(2, R) le sous-groupe de G des points fixés par o.

L’intégrale orbitale d’une fonction f € C2°(q) est la moyenne de f sur les H-orbites des élé-
ments semi-simples réguliers de q. Nous précisons tout d’abord le comportement des intégrales
orbitales au voisinage de tout point semi-simple non nul. On note A/ le cone des éléments nilpo-
tents de q et on fixe un caractére y régulier de 1’algébre S(q)” des opérateurs H -invariants
a coefficients constants sur q. Nous obtenons des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’une fonction localement intégrable sur U = q — N définisse une distribution T invariante
et propre pour le caractére x sur U, c’est-a-dire sastisfaisant, pour tout P € S(q), la relation
d(P)Tr = x(P)TF sur U. Nous déduisons une base de distributions invariantes, propres pour le
caractere x sur U données par une fonction localement intégrable sur I/ et nous ferons quelques
commentaires sur I’extension de ces solutions sur ¢.

La paire symétrique (g, h)) figure dans la liste de J. Sekiguchi et correspond a la situation
tangente de ’espace symétrique GL(4, R)/GL(2, R) x GL(2, R). Des résultats partiels concer-
nant intégrales orbitales et distributions sphériques sur GL(4, R)/GL(2, R) x GL(2,R) ont été
annoncés par S. Kato et S. Aoki dans [1], mais aucune preuve n’est explicitement donnée dans
leur article ce qui ne nous a pas permis de comparer nos résultats.

Précisons le contenu de cet article.

La premiere partie est consacrée a 1’étude des orbites sous H des éléments semi-simples et
des sous-espaces de Cartan de q (c’est-a-dire formé d’éléments semi-simples de q, abélien et
maximal pour ces propriétés). Les H-orbites semi-simples de q sont uniquement déterminées
par les polynomes Q(X) = tr(Xz)/2 et S(X) = det(X) qui forment une base de I’algebre (C[q]H
des polyndmes H -invariants sur ¢, ou encore par les valeurs propres u(X) et v(X) de Y Z si
X = (g g) Les fonctions u et v satisfont les relations u +v= Q et uv = S.

La paire symétrique (g, ) est de rang 2 et possede 4 classes de conjugaison sous H de sous-
espaces de Cartan selon la nature des valeurs propres u(X) et v(X) : a;4, a4_ et a__ sur les-
quels les fonctions u et v prennent des valeurs réelles de signe constant et a, sur lequel u et v sont
complexes conjuguées. L’ensemble g8 est formé des éléments semi-simples X dont les valeurs
propres sont deux a deux distinctes ce qui équivaut a la condition u(X)v(X)(u(X) — v(X)) #0.
Le systeme de racines de chaque sous-espace de Cartan comporte deux racines positives de mul-
tiplicité 1 dont les carrés sont les fonctions 4u et 4v, et deux racines de multiplicité 2 dont
le produit est, a une fonction localement constante sur "¢ pres, la fonction u — v. Nous met-
tons en évidence des symétries entre ces sous-espaces de Cartan et définissons un isomorphisme
H-invariant @ de q qui renverse 1’ordre d’Hirai.

Nous souhaitons étudier le comportement des intégrales orbitales et des distributions propres
invariantes au voisinage des points semi-simples non nuls et non réguliers. Ces éléments, appelés
semi-réguliers, sont les éléments semi-simples X € q pour lesquels une et une seule des trois
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valeurs u(X), v(X) ou u(X) — v(X) est nulle ou de maniere équivalente qui sont a I’intersection
d’exactement deux sous espaces de Cartan.

Le paragraphe 1.4 est consacré a 1’étude des centralisateurs des éléments semi-réguliers. Tout
élément semi-régulier annulé par une racine de multiplicité 1 (ce qui correspond a la situation
u(X) =0oubien v(X) =0 avec u(X) # v(X)) est conjugué sous H aun élémentde a4+ Nay_
oude ay_ Na__. Soient 3; et 32 les centralisateurs dans g de chacun de ces deux espaces. Alors
m = 31 + 32 est une sous-algebre de Lie o-stable de g et la sous-paire symétrique (m, m N b)
est isomorphe au produit de deux copies H-conjuguées de (gl(2, R), gl(1, R) x gl(1, R)). Les
éléments semi-réguliers annulés par une racine de multiplicité 2 (ce qui correspond a la situation
u(X) —v(X) =0et u(X)v(X) # 0) sont tous H-conjugués a un élément de a4 N ap ou de
w(ar+ Nay) =a__Nho-ap ol hg € H. Soit 33 et 34 les centralisateurs repectifs de ces deux
espaces. On a alors les isomorphismes (33, 33 N h) =~ (gl(2, R) x gl(2, R), diagonale) et (34, 34 N
h) >~ (gl(2, C), gl(2,R)). De plus, on a q = 33 + 34.

Lintégrale orbitale M(f) d’une fonction f € C2°(q) est la fonction H-invariante de classe
C® sur g8 donnée pour X € "% par M(f)(X) = |8(X)|fH/ZH(X) f(h-X)dh, od §(X) =
u(X) —v(X) et Zy(X) est le centralisateur de X dans H.

Pour étudier le comportement de M (f) au voisinage des points semi-simples non nuls, nous
généralisons tout d’abord les résultats de T. Tengstrand et J. Faraut concernant les intégrales
orbitales sur les hyperboloides (espace symétrique de rang 1). Ceci fait I’objet de la partie 2. Etant
donné une forme quadratique Q sur R”, la fonction moyenne Mg (f) de f € C2°(IR") introduite
par J. Faraut [3, appendice] est ’application Mg(f) € C°°(R*) vérifiant pour tout F € C°(R),
la relation fRn FoQx)f(x)dx = fR F(t)Mgf(t)dt. Pourt e R*, ona Mg(f)(t) = ¢o(t) +
n()p1(t), ot ¢o et ¢1 sont des fonctions de classe C*° a support compact dans R et 1 est une
fonction singularité dépendant de la signature de la forme quadratique Q.

Nous généralisons ce résultat pour f € C2°(R™ x R") en montrant qu’il existe @¢ et @1 dans
CX(R™ x R) vérifiant, pour tout (x,7) € R™ x R*, la relation Mg (f(x,))(t) = Po(x,1) +
n(t)P1(x, 1), et toute fonction du type Po(x, 1) + 1(t)P1(x, t) avec Pg et @1 dans C°(R” x R)
est I'image Mo (f(x,-))(t) d’une fonction f € C°(R™ x R") (théorémes 2.1.2 et 2.1.3). Nous
considérons également la moyenne Mo (x — Mgo(f(x,.)))(¢', t) relative & une forme quadra-
tique Q' de R™ (théoréme 2.2.1 et proposition 2.2.1).

En adaptant la méthode de descente d’Harish-Chandra a la paire symétrique (m, m N ), nous
en déduisons le comportement des intégrales orbitales simultanément au voisinage des points
nonnulsde ay Nay_etay_ Na__ (théoreme 3.3.1) :

Soit H2 I’espace des fonctions sur (R*)? — diag de la forme @g(t1, t2) + log |t1|¢1 (11, 12) +
log p g

log |t2]¢1 (t2, 1) +log|t1| log |t2] @2 (t1, 1) avec o, @1, 2 € D(R? — diag) et go, 2 symétriques.
SoitUpy =H -‘mNg={X eq; QZ(X) —45(X) > 0}. Alors, pour tout f € C2°(H - ‘mNq),

il existe une unique fonction Fy € leog telle que pour X € H - ‘m N q"8, I'on ait M(f)(X) =

Fru(X), v(X)) et I'application f +— F est surjective de C2°(H - ‘m N q) dans Hl20g'

Les autres points semi-réguliers correspondent a la situation u(X) = v(X) et sont conjugués
a un élément de a4 Nay ou de ho.ap Na__ avec hg € H. Contrairement a la situation précé-
dente, ces deux cas ne peuvent tre traités simultanément mais se déduisent I’un de 1’autre par
I’isomorphisme @ de q. La méthode de descente classique de Harish-Chandra donne le résultat
suivant. _

Soit Y la fonction d’Heaviside et soit H’;,W I’espace des fonctions sur R* x R de la forme
a(t,w) + Y(—w)|w|'"?b(r, w) avec a, b € CR* x R) N {(7, w); 72 > w) paires par rapport
at.0nnotels =H -‘G3Nq)={X €q;S(X)>0et Q(X) > —2/5(X)}. Alors, pour tout
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f € CX(Us), il existe une unique fonction G ¢ € Hl;mr telle que M(f)(X) = G r(z, w), ceci
pour tout X € U3 N q"*8 tels que, pour % +/SX)=12et % —J/SX) = w avec 12 > w.
De plus I’application f — G ¢ est surjective de CZ°(U43) dans H’,;alr.

Les deux dernieres parties sont consacrées a 1’étude des distributions propres invariantes sur q.
On fixe un caractere x de C[qc]”c = C[Q, ST~ S(q)” donné par deux complexes A et A,
vérifiant x (Q) = A1 + Ao et x(S) = A1 Ao avec AjAo(A1 — A2) #£0O.

Dans la partie 4, nous décrivons les solutions analytiques du systéme suivant : (£, (q"*)) pour
tout P € C[qc]H¢ alors d(P)F = x(P)F sur g"8.

On fixe un sous-espace de Cartan a de q dont on note Wy (ac) le quotient du normalisateur
de ac dans Hc par son centralisateur. Les opérateurs de Dunkl permettent de décrire 1’action
des composantes radiales des opérateurs d(Q) et 9(S) sur I’espace des fonctions Wy (ac)-
invariantes. Plus précisément, notons « et oy les racines de multiplicité 1 de a dans g, alors,
la fonction H-invariante F sur q"*¢ satisfait le systeéme (E, (")) si et seulement si, pour tout
sous-espace de Cartan a de g, on a

(8(Q)F) g =87" 0 (Lay + Lay) 0 8(Fyares) = (1 + A2) Fyares
(B(S)F) g =8 0 (Lay Lay) © 8(Fyares) = (132) Faes

ou Ly, = 4%1_8(05,-)(0(,- d(c;)). Cet opérateur est la composante radiale de I’opérateur de Laplace
de la paire symétrique de rang un (s0(2, 1), so(1, 1)) (appendice A de [4]) lorsque la racine «;
est réelle ou imaginaire.

Les opérateurs Ly, et Ly, commutent car o et «ep sont orthogonales, ainsi le systeme précé-
dent se ramene a Iétude de ker(Ly; — Aid) pour j = 1, 2. Via le changement de variable z = oe?,
nous montrons que ses solutions s’expriment a I’aide des solutions d’une part sur C et d’autre
part sur R de 1’équation de type Bessel (Ec) L. ® = 428927%) + 4% =)1D.

Un systeme fondamental de I’espace Sol(L., 1) des solutions de (Ec) sur C — R_ est donné
par une fonction @, analytique sur C et une fonction W, (z) = w; (z) +1log(z) P, (z) ou log(z) dé-
signe la détermination principale du logarithme et w; est une fonction analytique sur C. L’espace
des solutions Sol(L, A) sur R* de 1’équation 4t3;7f + 4% = A® est engendré par les fonctions
D, (t) et W (t) = wy(t) + log|t|®, (1) avec t € R*. On constate en particulier que la solution
W;.(z) ne se prolonge pas sur R* en W () ce qui joue un rdle important par la suite.

La fonction F solution de (E,(q")) s’écrit alors sur chaque composante connexe de ¢
comme combinaison linéaire de fonctions A(Zgg)_li %8()) et A<ZE§;)_BU((“§§O) ou (A, B) parcourt
Sol(L, A1) x Sol(L, A2) lorsque u(X) et v(X) sont réelles et Sol(L., A1) x Sol(L¢, A2) sinon.

Dans Ia partie 5, nous considerons une solution F du systéme (E, (q"*)). Nous cherchons
des conditions nécessaires et suffisantes pour que la distribution Typyr — 9(P)TF soit nulle
pour tout P € S(q)". Comme dans le cas du groupe [8], la formule d’intégration de Weyl per-
met une étude sur chaque sous-espace de Cartan. Une intégration par parties tenant compte
du comportement des intégrales orbitales obtenu précédemment nous permet de dégager des
conditions nécessaires qui portent sur le comportement de F' au voisinage des points semi-
réguliers.

Nous étudions tout d’abord les conditions nécessaires successivement sur les ouverts Uy, =
H-‘mNq,Us=H -‘G33Nq) et Us)=H-o((33Nq)) qui forment un recouvrement ouvert
deq—N=U.

reg
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Sur ’ouvert Uy, la partie 4 assure qu’il existe une fonction ¥y, € C®((R*)? — diagonale),
symétrique telle que, pour X € Uy, Nq™8, on ait F(X) = Wy (11, 1) /|t1 —t2| avec {u(X), v(X)} =
{11, 12} € (R*)? — diagonale.

La fonction ¥y, et les intégrales orbitales d’une fonction de C2° (U, ) ont des singularités de
type log |¢;|. Nous obtenons des conditions de recollement analogues a celles de J.Faraut pour un
hyperboloide a une nappe [3] qui s’expriment de la maniere suivante :

Si u est une fonction de la forme u(#) = v(¢) + log|t|w(t), ou v, w € C2%(R*) admettent, ainsi
que leurs dérivées, des limites a droite et a gauche en 0. On pose W) =t/ (@) et ul9 @) =
u(t) — log|tlutll(r), de telle sorte que lim,_ o+ ulll(r) = w(0%) et lim,_, o+ ul®(r) = v(0%).
Alors pour tout j € {0, 1} et pour tout r € R*, on a (proposition 5.2.1)

(W (1, D) (07) = (T, )V (07) et (W 0)Y(07) = (W, 0)VI(07).

On note pour f et g deux fonctions d’une variable complexe, S*(f, g)(z1, 22) = f(z1)g(z2) +
f(z2)g(z1) et f, gl(z1, 22) = f(z1)g(z2) — f(z2)g(z1). On obtient alors (corollaire 5.2.1) que la
fonction ¥,,, est combinaison linéaire de fonctions ST (A, B)(t1, t») et signe(t| —t)[A, Bl(t1, t2)
lorsque (A, B) parcourt Sol(L, A1) x Sol(L, A3)).

Pour I’étude sur I’ouvert U3, on définit la fonction (W), sur {(z,0) € (RY. )2: 2 £ 02} par
(W), (1,0) = U (T + 0)2, (t — 6)?) et la fonction ¥, paire en chaque variable sur (R*)? par
Yy (t,0) = (u —v)(X1,0)F(Xr9) ouorbite H - X¢ g est caractérisé par {(t + 10)%, (t —10)%}.
Les conditions nécessaires obtenues sont alors (proposition 5.2.3)

0
e, [0 e o
"2} ('L’, 0+) =0,

ce qui donne les expressions suivantes des fonctions Yy, et ¥ (corollaire 5.2.2) :

pourt; >t >0 alors ¥y (f, 1) = Ut n) +1W.(11, 1),

pour 7 >0etf >0 alors ¥y(t,0) = ¥ (u(Xr,0), v(Xr)).

ot ¥t € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, ») x Sol(L, 1)) et ¥, € Vect([A, B]; (A, B) €
Sol(L¢, A1) x Sol(L¢, 12)).

On utilise ensuite 1’application @, pour obtenir les conditions de recollement et les fonctions
correspondantes sur @ (U3).

La synthese des résultats précédents permet de décrire une base de I’espace des distributions
propres invariantes sur &/ = q— N définies par une fonction localement intégrable sur /. Celle-ci
est donnée par les fonctions suivantes (théoreme 5.2.2) :

[®3,. @3, 1(1,v)
u—v
ol f est analytique sur R2. Cette distribution est propre invariante sur g tout entier.

@ @ 1 (@5, P

(2) Lafonction Fjjpe = (3 sy Mt 0w “](f ) Hog vl Py Jut,v) qui s’exprime également
sous la forme f(Q, S) + log|S|g(Q, S) ou f et g sont analytiques sur R2. Cette fonction
est localement intégrable sur q.

(3) Les fonctions du type F;‘|r g=7Y (Q%—45) AWBWFAWBW oy y désigne la fonction d’Hea-

u—uv

viside et (A, B) parcourt Sol(L, A1) X Sol(L, A3).

(1) Lafonction analytique F,, = qui s’exprime également sous la forme f(Q, S)
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Ces résultats sont partiels et montrent la limite de la méthode de descente. D’une part, nous
n’obtenons pas le comportement des intégrales orbitales au voisinage de O et ceci est nécessaire
pour savoir si les fonctions Fjng €t F; g se prolongent en des distributions propres invariantes
sur q tout entier. Par ailleurs, les restrictions a 33 N q des fonctions obtenues n’ont aucun lien avec
les distributions propres invariantes pour la paire symétrique (33, 33 N h) ~ gl(2, R).

Ainsi, notre étude montre que si 7" est une distribution propre invariante sur ¢ alors sa restric-
tion Tyqres = F est une fonction localement intégrable sur /. Mais les questions suivantes restent
ouvertes : la fonction F est-elle localement intgrable sur q ? La distribution TF est-elle propre
invariante sur I/ ? sur ¢ ?

1. Préliminaires
1.1. Notations

Si M est une variété différentiable, on note C°° (M) I’espace des fonctions de classe C*°
sur M, D(M) le sous-espace de C°°(M) des fonctions a support compact et D(M)’ I’espace des
distributions sur M, ¢’est-a-dire le dual de D(M).

Pour N C M et f une fonction définie sur M, on notera f,y sa restrictiona N.

Si §2 est un ensemble fini, alors |£2| désigne son cardinal.

Le spectre d’une matrice X sera noté Sp(X).

On notera log la détermination principale du logarithme définie sur C — R_ par log(z) =
log|z| 4+ 1 Arg(z) ot I’argument Arg(z) de z appartient & |—m, 7 [.

La fonction Y (¢) désignera la fonction d’Heaviside sur R.

Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur R. On note G 1’ensemble de ses points réels
et G¢ ’ensemble de ses points complexes. Soit g I’algebre de Liede G. Pour g e Get X, Y € g,
onnotera g - X = Ad(g)X (resp. ad(Y)X =[Y, X]) I’action adjointe de G (resp. g) sur g.

Soit M un sous-groupe de G et M¢ son complexifié dans G¢. Si U une partie de g alors, on
note Zy(U) ={m € M; m - u = u pour tout u € U} le centralisateur de U dans M et Ny (U) =
{m e M;m-U C U} son normalisateur. De méme pour tout sous-espace vectoriel v de g, on note
3v(U) le centralisateur de U dans v et ny, (U) son normalisateur.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V* son dual et V¢ son com-
plexifié. L’algebre symétrique S[V] de V s’identifie d’une part a I’algebre R[V*] des fonctions
polynomiales a coefficients réels sur V* et d’autre part, a I’algébre des opérateurs différentiels
a coefficients constants réels sur V. De méme, on a S[Vc] = C[V*] et cette algebre s’identifie
a ’algebre des opérateurs différentiels a coefficients constants complexes sur Vc. Si u € S[V]
(resp. S[Vc]), on note d(u) I’opérateur différentiel correspondant.

On note S[V Y (respectivement S[Vc1M) la sous algebre de S[V] (respectivement S[Vc])
constituée des éléments invariants sous 1’action d’un sous-groupe M de G.

On considere G = GL(4, R) et son algebre de Lie g = gl(4, R) munis de I’involution

(D 0 I 0
“(X)_<o —12)X<o —12>’

ou I, est la matrice identité de taille n x n.

Le groupe H = {(ﬁ%); A, B eGL(2, R)} est alors le sous-groupe des points de G fixes sous
I’action de o dont I’algebre de Lieest h = {X € g;0(X) = X}. Onnote q={X € g;0(X) =
—X} de telle sorteque g=h @ g. On a
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= AO'AB 2, R = 0Y'YZ 2, R
(e nveman] @ a=|(rocsan)]

. L A
L espace q est stable sous ’action de H et plus précisément, pour (ﬂ%) € H et (%) €q,ona

-1
(%P) ‘ (%F) = Bz(jrl AY(;’? )-

On note g*° I’ensemble des éléments semi-simples c’est-a-dire des matrices semi-simples,
de g. L’algebre de Lie g étant de rang 4, il existe des polyndmes ds4 # 0, ..., dje sur g tels que
pour tout X € g, I’on ait det(t — ad(X)) = 2}624 d; (X)t/. Un élément X € g semi-simple est dit
régulier dans g si d4(X) # 0 ce qui équivaut a dire que les valeurs propres de X sont deux a deux
distinctes.

Définition 1.1.1. Soit / le plus petit entier tel que dj/q # 0. Un élément X de q est g-régulier s’il
est semi-simple et satisfait d;(X) # 0. On note q"*¢ I’ensemble des éléments g-réguliers de q.

Les valeurs propres de la matrice

0 0 A 0
o 0 0o 1

=14 o o o]€"
0 3 0 0

sont A et :A,. Ainsi, on a / =4 et le résultat suivant est immédiat.

Lemme 1.1.1. Soit X € q. Alors X est q-régulier si et seulement si X est semi-simple et régulier
dans g.

On appelle sous-espace de Cartan a C q un sous-espace abélien, formé d’éléments semi-
simples et maximal pour cette propriété. On note car(q) I’ensemble des sous-espaces de Cartan
de q.

Soit a un sous-espace de Cartan. On note A(gc, ac) le systeéme de racines de ac dans gc
et lorsque ’on choisit un ordre sur celui-ci, on note A(gc, ac)™’ le systtme de racines posi-
tives correspondant. Soit W (gc, ac) le groupe de Weyl de A(gc, ac) et Wy (a) = {Ad(h)/q; h €
Ny (@)} =~ Ny (a)/Zy(a) le groupe de Weyl de a dans H.

Pour o € A(gc, ac), onnote g¢ = {Y € gc, VX € a, [X, Y] =a(X)Y}, I’'espace radiciel cor-
respondant et my = dimc g¢- la multiplicité de o.

On rappelle les résultats classiques suivants :

Proposition 1.1.1. (Voir le paragraphe 1 de [13].) (a) Les énoncés suivants sont équivalents :
1. X est q-régulier.
2. 3q(X) est un sous espace de Cartan de q.
3. Si a est un sous-espace de Cartan de q contenant X, alors X n’annule aucune racine de ac.

(b) Tout élément régulier appartient a un unique sous-espace de Cartan de q.

On note w la forme bilinéaire symétrique sur g définie par par w(X, X') = %tr(X X’) pour X
et X’ dans g. La restriction de w a [g, g] coincide, a un facteur multiplicatif pres, avec la forme
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de Killing. La forme w est H— invariante et non dégénérée. Il est en de méme de ses restrictions
ahxh,agxgetaax apourtoutac car(q).

Soit a € car(q). Ainsi, pour tout & € A(gc, ac), il existe un unique élément 4, € ac tel que
w(hy, X) = a(X) pour tout X € a. On définit la partie compacte a; = (ZaeA(gc,uc) iIRhg)Na
et la partie déployée ag = (ZaEA(g@,aC) Rhy) Na de a de telle sorte que 'on aita =ag + a;.

Une racine « est dite réelle (respectivement imaginaire) si «o(a) C R (respectivement
a(a) C 1R), ceci est équivalent a hy € ag (respectivement h, € 1ay).

On note (a) un représentant de la classe de conjugaison de a sous I’action de H. L’ordre
d’Hirai sur les classes modulo H des sous-espaces de Cartan est défini de la maniére suivante :
soient a et b deux sous-espaces de Cartan. On dit que (a) < (b) si et seulement si il existe h € H
tel que (h - a)g C bg. Lorsque cette inclusion est stricte, on dit alors que (a) < (b).

1.2. Sous-espaces de Cartan

On définit les sous-espaces de Cartan ae, ¢, pour €] et e = &, et ap de q de la maniere
suivante :

o [y
: 2 |. 2
a51s52= 5115422= €1u] 0 7(“17“2)€R )
0 €uy
0 15
m=1Xco=|— 1(6.7) € R?
6 T 0

Les sous-espaces a4 _ et a_ 4 sont conjugués par

0
1 0
0
1

1
0
0

K = I
0
Lemme 1.2.1.

1. Soit X = (g )(;) € q"8. Si A est une valeur propre de X alors A # 0 et —\ est aussi une valeur
propre de X. On a Sp(Y Z) = {1%; 1 € Sp(X)}.

2. La famille {(car(q)) = {a4 +, a4 —,a_ _, az} est une famille représentative des classes de
conjugaison sous H des sous-espaces de Cartan de q.

Preuve. /. Soient U et V dans C? tels que (g) soit un vecteur propre non nul de X pour la
valeur propre A. On a alors YV =AU et ZU = AV. Si A # 0 alors U et V sont non nuls. Par
suite, le vecteur (_UV) est un vecteur propre non nul de X pour la valeur propre —A.

Comme X est régulier dans ¢, ses valeurs propres sont deux a deux distinctes. D’autre part,
si 0 était une valeur propre de X alors, par ce qui précede, elle serait double ce qui est impos-
sible puisque X est régulier. Ainsi, on a Sp(X) = {£A1, A2} ol A1 et A» sont deux nombres
complexes non nuls tels que A; # £A,. En particulier, les matrices X, Y et Z sont inversibles.
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Uj
Vj

vecteurs Uj et U, de C2 sont non nuls puisque la famille {(zf), (
J

Pour j =1 ou2, on fixe un vecteur propre non nul ( ) associ€ a la valeur propre A;. Les
Uj
vérifient Y ZU| = )»% UietYZU,; = A%Uz. On obtient donc la premiére assertion.

2. Le spectre {12, A%} de Y Z est donné par les racines du polynéme x> —tr(Y Z)x +det(Y Z) €

R[x]. Ainsi, soit A% et X% sont réels, soit A% eC\Retry= +2].

)}j est une base de C* et ils

10
Si )»% et A% sont réels, il existe une matrice P € GL(2,R) telle que PYZP~! = (};)1 A2)'
2
Notons sgn(x) le signe de x € R. On peut donc écrire PYZP~! = DD’ ot D = (/! Ile) et

D — (.vgn<x%>|x.| 0
0 sgn(Ay)|Az|

conjugué a un élémentde a4 4, a4 _oua_ _.

Si Ay = %A1, on écrit A1 = T + i6 avec (6, ) € R2. I existe alors une matrice P € GL(2, R)

-1 _ g2 _ (T . P 0 _(O0M

telle que PYZP = M? avec M = (57). Onobtientdonc (), p,—1) X =(, ) etdans
ce cas X est conjugué a un élément de aj.

Soit a € car(q) et X € a™ tel que a = 34(X). Par ce qui précede, il existe 1 € H tel que
h - X appartienne a ay 4, ay —, a_ _ ou az. Comme 34(h - X) = h - a, on obtient la deuxieme
assertion. O

0 D

). On obtient alors (g D,POZ_, )- X =(p ) etdans cecas X est H-

Pour a € car(q), on note ] et a» les deux racines de multiplicité un dont on fixe les valeurs
sur a € (car(q)) de la maniere suivante :

X;r:uz €aq4 lefuz cag_ Xuyuy €0—— Xrp€ap
a1 (X) 2uy 2u 2iu 2(t +10)
Olz(X) 2u2 2iu2 2iu2 2(t —10)

Dans tout cet article, on fixe le systtme de racines positives en posant A(gc,ac)™ =
{a1, @2, B1, B2} ol les deux racines By = 5% et fr = 0‘1—;0‘2 sont de multiplicité deux.
Ainsi, suivant 1’ordre d’Hirai, nous avons

(am ) <(aq ) <(at4+) et {a— —)<(a) <{(at4),

avec les relations suivantes ay  Nayp _ = Rhy = Kerop, ay — Na_ _ = Rih,, = Keray,
ar+Nay=Rhg, =KerBieta_ _Nho-ay=Rihg = Ker p;, ol

On définit I’involution H-équivariante @ de ¢ par @ ((%)) = (_LZ%). Cet automorphisme
vérifie les propriétés suivantes :

1. Pour (X, X") e g, ona[w(X),w(X)]=—[X, X'].
2. Pour (X,X")ebhxq,onal[X,w(X)] = (X, X']), ceci provenant de la H-équivariance
de w.
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3. w(ay 4)=a_ _,w(ay ) =a_ 4 etw(az) = ho - az, et plus précisément, pour X, g € az,
onaw(X9)=ho-Xgr.

En particulier, I’involution @ renverse 1’ordre d’Hirai sur car(q).
Précisons maintenant les groupes Wx (a) pour a € (car(q)). On pose

k=AdK =Ad et o=Ad

Sur ay 4 et a_ _, I’élément « échange les racines o] et az et I’élément o échange les racines
B1 et By et on obtient alors :

Lemme 1.2.2.
1. Wg(ay ) =Wg(a_ ) ={£l, t«, +o, Tk}
2. Wg(ay ) ={xl4, Lo}
3. Wg(ap) ={%14, £x}.

Preuve. Soit h = (Fb) € Ny(at 4). Pour tout X;IF, e ay 4 il existe X;F, eay 1 tel que

ui,un
h- X;rl*uz—let)z Ainsi, onaA(”1 0)B '=B(" MOZ)A =(% 0) Par suite, pour M = A

2
ou B,ona M ( )M =4 o ) et donc, M est diagonale ou KM est diagonale. La pre-
2

micre relation 1mp11que que, soit A et B sont diagonales et A> = B2, soit ( )A et ((1) é)B sont
diagonales et ont méme carré. Maintenant, on remarque que

a 0
0 b 0
0

Za(ay )= €GLA4,R) ¢,

a 0
0 b
ce qui donne aisément la premiére assertion. Les autres assertions se prouvent de méme. 0O

1.3. Orbites semi-simples

Nous allons décrire maintenant les orbites semi-simples de q sous ’action de H.
La paire symétrique (g, h) est de rang 2. Par suite, une base de C[qc]C est donnée par les

polynomes Q et S définis, pour X = (+) € q, par
oX) = —tr( N=tr(YZ)=w(X,X) et S(X)=det(X)=det(YZ).

Pour X = (%), les racines du polyndme > — Q(X)t 4+ S(X) forment le spectre de ¥ Z. On
pose
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So=0>—4S et §=17"% /|8

(ou Y est la fonction d’Heaviside) de telle sorte que 82 = Sy. On définit les fonctions H-
invariantes u et v sur q par

de telle sorte que, pour X = (%) € q*, alors Sp(Y Z) = {u(X), v(X)}.
Lemme 1.3.1.
1. L’application

{H-orbites semi-simples de q} — R?
O=H- X (0(X),5X)

est bijective.
2. Nous notons ~ la relation d’équivalence sur C* qui identifie les couples (x,y) et (y, x).
Alors Iapplication

{H-orbites semi-simples de q} — C*/~
O=H- X (u(X),v(X))

est injective et d’image (R2U {(A,2);reC— R})/~.

Preuve. La description de ay 1, a4+ —,a_ _ et ap permet d’obtenir I’image des deux applica-
tions considérées. Par ailleurs, toute H-orbite semi-simple rencontre a € (car(q)). L’étude de
Wh (a) pour a € (car(q)) donnée dans le lemme 1.2.2 permet d’établir I’injectivité de ces appli-
cations. O

Remarque 1.3.1.

1. Soit X € ¢°. Alors, les fonctions u et v prennent des valeurs rélles sur d¢ e, pour €1, €2 ==+
etona
(@) H-XNay #@sietseulementsi u(X) >0etv(X) >0,
(b) H-XNay _ #0sietseulement si u(X)v(X) <0,
(c) H-XNa_ _ #@sietseulementsi u(X) <O0etv(X) <O,
(d) H-XNa 0 siet seulement si u(X) et v(X) sont dans C et u(X) = v(X).
2. Soit a € car(q) et X € a. On a les relations suivantes entre les racines de A(gc, ac), les
polyndémes Q, S et Sy et les fonctions u et v :

2 2
000 = I ) 4 o),

2 2
S(X) = % = u(X)v(X),
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So(X) = B1(X)2Ba(X)? = (u(X) — v(X))’,

5(X) = [B1(X)B2(X)| siaest H-conjuguéaay ,a4 _oua_ _
T 181 (X)B2(X)|  siaest H-conjugué a as.

3. g% ={Xeq, S(X)So(X) #0}.
1.4. Points semi-réguliers

Les distributions propres invariantes et les intégrales orbitales sont des fonctions H-
invariantes de classe C* sur 8. Pour étudier ces objets au voisinage des points de q — q"8,
nous nous inspirons de la méthode de descente d’Harish-Chandra qui consiste a ramener cette
étude a celle d’objets de méme type définis sur des espaces symétriques plus petits construits a
partir des centralisateurs des points semi-réguliers.

On rappelle qu’un élément semi-régulier est un élément de ¢*° qui se trouve dans 1’ intersection
d’exactement deux sous-espaces de Cartan. De fagon équivalente c’est un élément d’un sous-
espace de Cartan qui annule exactement une racine positive.

Ainsi, tout point semi-régulier est conjugué par H aun élémentde a4 4 Nay —, ay _Na_ _,
044+ Nazoua_ _ Nhg-ap avec

Pour a € car(q), on rappelle que A(gc, ac)t = {ay, a2, f1 = #5%2, po = %} ol a et
o sont fortement orthogonales et de multiplicité 1 et 81, B> sont de multiplicité 2, orthogonales
mais non fortement orthogonales. Ces différences entre racines de multiplicité 1 et racines de
multiplicité 2 interviennent dans 1’étude des centralisateurs des points semi-réguliers et seront
essentielles lors de I’étude des distributions propres invariantes.

1.4.1. Points semi-réguliers annulés par une racine de multiplicité un
Soit

1 0
0
0 0 1
H = = —hg,
1 0 0
0 0
et
1
Hy =k(Hy) = Ehaz

les coracines respectivement de «y et a2 sur a4 4. Ainsi,ona RH; = a4 4+ Nay —, R (Hy) =
a__Na_ 4, Re(Hy)=ay s Na_ 1, etRmok(H)=a_ _Nay _.
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Soit

31 =3g(H) = sa,b,c,x,y,zeR

et

32 =3g(H2) =k (31).

Les algebre 31 et 32 sont réductives et o -stables. On note ¢; le centre de 3;. On a alors ¢j; =
i Nhed RH./ et

aqNh=cNh=

ca,belR

S o O
SO O
Nl el e i)

a
0
0
0
Pour conserver la symétrie des espaces, on pose

Aj

de telle sorte que c; NH=RA| ® Rx (A1) etonnote m; =RA; D [31,31] et mo =k (my).
On définit alors I’espace m par

m=31+3=cNbh®[31,5]1D[32,32]=m &ms.
Lemme 1.4.1.

1. Les algebres my et my sont réductives, o -stables et [m1, my] = {0}.

2. m est une sous-algébre de Lie o-stable de g de dimension 8. La paire symétrique (m, mNb)
est de rang 2 et c’est le produit des deux paires symétriques de rang un (my, m; N h) et
(ma, ma N h), chacune isomorphe a (gl(2, R), gl(1,R) x gl(1, R)), que I’on peut permuter
al’aide de k.

Preuve. Les algebres 31 et 3> sont réductives et o-stables et les éléments A et A sont centraux
dans m donc m; et my sont réductives et o-stables. Les racines de a4 4 étant réelles, on a
31 =3g(a4) ® @5, Ng@gS,, N etl1.511 C @S, Ng @ gS,, Ng). Les racines oy et o
sont fortement orthogonales et les éléments A et k (A1) sont centraux dans m, ainsi on obtient
[my, m2] = {0}.
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Comme

[31,51]1= sy, ceERY,
la deuxieme assertion est immédiate. O
Pour (a, b, c,d) € R*, on note
o b O
diag(a,b,c,d) =
0 c 0
0 d
On rappelle que k = Ad(K) avec
0 1
1 0 0
K =
0 0 1
1 0

Lemme 1.4.2. Soit N = Ng(mNq).

1. Ona N = N°UKN° avec N° = {diag(a, b, c,d);a,b,c,d € R*}.

2. Soithe H et X emnq tels que So(X) #0 et h-X emNgq, alors h € N. (Le polynéme
So € C[q]" est défini dans le paragraphe 1.3.)

3. Si X emnNq™ alors Zy(X) = {diag(a, B, o, B); o, p € R*}.

Preuve. Pour D € GL(4, R) une matrice diagonale, on a immédiatement D e Net KD € N.
Soienth:(ﬁ%) €HetXemnNgqtelsqueh-X =X e€mngq. On écrit

0
Y

X
0

et

Ainsi, on a A()(;S)B_1 = ( ,y

B(5 B = (¢ 0)-

), ce qui donne A()i)z )?t)A_l =
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Supposons Sy(X) # 0. On a alors xz # yt, et par suite x'z’ # y't’. Si xz = x'7’ et yt = y't’
alors A et B sont diagonales, donc & est diagonale. Si xz = y't’ et yt = x'Z/, alors ((1) (l))A et
( (1) (1))B sont diagonales, donc K/ est diagonale. On obtient ainsi les assertions / et 2.

SiXemng®eth-X=X alors So(X) #0 et h € N° par ce qui précede. On en déduit
facilement I’assertion 3. O

Lemme 1.4.3. La famille (car(m N q)) = {a4+ 4+, a4 —, a_ _} est une famille représentative des
classes de conjugaison sous N des sous-espaces de Cartan de m N g.

Preuve. Par définition de m N g, les sous-espaces a4 4, a4 _ et a_ _ sont des sous-espaces de
Cartan de m N q. Si a est un sous-espace de Cartan de m N g, c’est un sous-espace de Cartan de g
et donc, il existe & € H tel que & - a € (car(q)). Maintenant, par le point 2 de la remarque 1.3.1,
le polyndme Sy € C[¢]" ne prend que des valeurs négatives sur a;. Un élément de m N q s”écrit

et par suite So(X) = (xz — y£)2 > 0. On obtient donc / - a € {a+ 4,04 —,a_ _}. L’assertion 2
du lemme 1.4.2 donne alors 4 € N ce qui prouve le lemme. O

1.4.2. Eléments semi-réguliers annulés par une racine de multiplicité deux
On note

la coracinede fp dansay +.Onaalors RH; =a4 Nz et Ro(H3) =a— _Nw(ap) =a_ _N
hg - ap. Ainsi, tout élément semi-régulier annulé par une racine de multiplicité 2 est H-conjugué
aun élément de RH3 ou de Rew (H3).

On pose 33 = 34(H3) = {(%); A, B € gl(2,R)} et 34 = 39(zw (H3)) = {(%'%); A,Be
al(2, R)}. La paire symétrique (33, 33 N h) est donc isomorphe a (gl(2, R) x gl(2, R), diag(gl(2,
R) x gl(2,R))) = gl(2, R) par ’application (%) S (A4 Y,A—7Y) et la paire symétrique

(34, 34 N ) est isomorphe (gl(2, C), gl(2, R)) par I’application (—iy%) — A+1Y.

Comme q =33 M q @ 34 N g, on ne peut pas effectuer de réduction a un espace plus petit
comme au paragraphe précédent. Bien que les espaces vectoriels 33 N q et 34 N g ne soient pas
conjugués sous H, on remarque que @ (33 N q) = 34 N q. Ainsi I’étude sur 33 N q suffira pour
comprendre les phénomenes au voisinage de tous les éléments semi-réguliers annulés par une
racine de multiplicité deux.

On note K = (%'%) et & = Ad(K) de telle sorte que & |q = —Id|q.
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Lemme 1.4.4. Soit N3 = Ny (33 Ngq).

1. OnaNs=NJURNS avec N = {(513); A € GL2. R},
2. La famille (car(33 N q)) = {a+ 4, az} est une famille représentative des classes de conjugai-
son sous N3 des sous-espaces de Cartan de 33 N g.

Preuve. Sih = (%%) alors on a immédiatement i € N3 et Khe Ns.

Sih= (%%) € N3 alors pour tout Y € GL(2,R), on a AYB~! = BY A~! et donc la matrice
P = B~ A vérifie PYP =Y pour tout ¥ € GL(2, R). En appliquant ceci 2 ¥ = ((1) 8), puis 2
Y= (8(1)) on obtient P = (601 502) avec €; = 1. Comme A = B P, larelation AYB ! =ByA~!
pour tout ¥ € GL(2, R) donne I’assertion 1.

Soit a un sous-espace de Cartan de 33 N q. Il existe 7 € H tel que & - a € (car(q)). Comme le
polyndme S prend des valeurs positives sur 33 N g et des valeurs négatives sur ay _,onah-a#
a4+,—. Maintenant, si 4 - a = a_ _, par un raisonnement analogue a ce qui précede, il existerait
P € GL(2, R) telle que pour toute matrice diagonale D 1’on ait PDP = —D ce qui n’est pas
possible. Ainsion a & - a € {a4 4, az}. Par suite a et / - a sont deux sous-espaces de Cartan H-
conjugués de 33 N g, il existe donc h; € N3 tel que k- a=h - a. On a alors hh=te Ny (h-a)
et donc par le lemme 1.2.2 on obtient h € N3. O

2. Généralisation de certains résultats sur les intégrales orbitales en rang un

Nous rappelons tout d’abord certains résultats d’Harish-Chandra concernant 1’intégration sur
les fibres dont on peut trouver la preuve dans le lemme 1 du chapitre 2 premiere partie de [18]
ou dans le chapitre 3 page 192 de [5].

Proposition 2.0.1. Soient M et N deux variétés C*° de dimension m et n. Soit v : M — N
une submersion de classe C* surjective de M sur N. Soient wyy (resp. wy) une m-forme (resp.
n-forme) de classe C*° sur M (resp. N) non nulle en tout point. On note [y et N les mesures
de Radon positives respectivement sur M et N associées. Alors, on a :

1. Pour tout f € D(M), il existe une unique fonction Yr.(f) € D(N) telle que

/f~FowduM=/w*(f)quN, VF € D(N). (1)
M N

La fonction ¥ (f) est définie comme suit : pour tout y € N, il existe une unique mesure de

radon positive [y telle que Y, (f)(y) = fw, 1(y) fduy. Ceci est appelé I'intégration sur les

fibres.

L’application V. est une application linéaire continue surjective de D(M) dans D(N).

La relation (1) est vraie si F est localement intégrable pour .

4. L’application v, se prolonge aux fonctions |yr-intégrables f et dans ce cas ¥y (f) est
définie presque partout et |y -intégrable. La relation (1) est encore vraie.
De plus si f est a support compact, alors V. (f) est a support compact et de C*° sur tout
ouvert 2 tel que f est C*® sur y~(£2).

woN
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2.1. Cas d’une forme quadratique

Soient p et ¢ deux entiers de N* et n = p + ¢. Soit Q la forme quadratique définie sur R” par

p q

§ : 2 § : 2
Q(yl,---a)’n)z yi - yi+p‘

i=1 i=1

L application Q est submersive et surjective de R” — {0} dans R et la proposition précédente
permet de définir I’application Q, : D(R" — {0}) — D(R). Cette application étudiée par A. Teng-
strand dans [16] est appelée fonction moyenne par J. Faraut dans [4] et notée Mg. Dans toute la
suite, nous noterons Q, = Mg.

D’apres le point 4 de la proposition 2.0.1, comme 0 est une valeur critique de Q, I’application
M g se prolonge en une application continue, notée encore Mg, de D(R") dans C**(R*)N LY(R)
et pour f € D(R"), la fonction Mg ( f) satisfait toujours la relation (1) qui s’écrit,

/F 0 Q) f(y)dy = / F(t)Mg f(t)dt pourtout F € D(R). 2)

R" R

Nous rappelons succinctement les propriétés essentielles de Mo(f). On pourra se référer a
I’appendice de [4] ou au chapitre 4 pages 204 et 205 de [5] pour les détails.

Soit f € D(R"). Le comportement de Mg(f)(t) au voisinage de t = 0 se décrit a I’aide
d’une fonction 7 définie sur R*, qui dépend de la signature (p, ¢) de Q. Cette fonction, appelée
«fonction singularité » relative a Q, est définie de la maniere suivante (la fonction d’Heaviside
estnotée Y) :

Si p est impair et g est pair, n(t) = Yzl

Si p est pair et g est impair, n(t) = Y(—t)(—t)%_l.
Si p et g sont pairs, n(t) = %sgn(t)t%_l.
Si p et g sont impairs, n(t) = 13! log |¢].

Suivant [5, chapitre 4 pages 204 et 205], on introduit 1’espace

Hy = {1 € R > go(0) + n(D)$1(1): do. ¢1 € DB}

Gréce au lemme de Borel, une fonction ¢ appartient a H,, si et seulement si ¢ est de classe C*°
sur R*, a support compact et s’il existe une suite de nombres (B (¢))reN telle que, pour tout
N eNetm < N + (n/2), la fonction ¢(t) — n(t) Z,ivzo t* By (¢) soit de classe C” sur R.

Pour a > 0, on note 'H;, , = {¢ € H,;; support(¢) C [—a,al}. Soit x € D(R) égale a 1 au
voisinage de 0. On considere, pour N € Netm < N + (n/2) la semi-norme

llollnm = sup
t

d\" al
<E> [st)(t) —xOn0 Y Bkw)z"}

k=0

Les semi-normes ||¢||n,m, pour m < N + (n/2), et |Br(¢)| pour k € N munissent H, , d’une
topologie d’espace de Fréchet et H,; est muni de la topologie limite inductive.
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Théoreme 2.1.1. (Voir [5, paragraphe 4, théoréeme page 205].) L’application Mg est une sur-
Jection continue de D(R") dans 'H,,.

Soit n1, ny € Net f une fonction définie sur R*! x R”2, Pour x € R"!, on note f la fonction
définie sur R"2 par f\(y) = f(x,y) et pour y € R"2, on note f” la fonction définie sur R"! par
)= fx, ).

Soit m € N. Ainsi pour f € D(R™ x R"), il existe deux fonctions ¢ et ¢; définies sur R” x R,
telles que pour x € R™, on ait (¢g), et (¢1)x dans D(R) et

Mo fr(t) =do(x, 1) +n(O)¢1(x, 1), VieR"

Le but de ce paragraphe est de montrer que ¢ et ¢ sont dans D(R™ x R). Pour cela, nous
reprenons les arguments développés dans le paragraphe 4 de [5] pour étudier la régularité en x
des fonctions (¢g)x et (¢1) .

On introduit la submersion surjective G de R™ x (R" — {0}) dans R™ x R définie par

G(x,y)=(x, Q).
Lemme 2.1.1.

1. L’application G4 se prolonge aux fonctions de D(R™ x R"). Pour f € D(R™ x R") et
(x,1) e R" xR*, ona G.(f)(x,t) = Mg fx(t) et la fonction G.(f) est a support compact.

2. Pouriy,ia,...,iyydans N, x e R" et t e R*, ona
ail alm ail aim
o Mgfx(t)—MQ« - f) )(t).
0x, me axl Xy /Jx

En particulier, la fonction (x, t) — Mg fy(t) est de classe C*° sur R™ x R*.

Preuve. La premiere assertion découle de la définition et des propriétés de Mg rappelées au
début de ce paragraphe.

Pour prouver le deuxieéme point, il suffit de montrer que, pour tout i € {1,...,m}, on a
a%Mgfx = MQ((B% f)x). Soit ¢; le iéme vecteur de la base canonique de R” et x € R™.
On introduit la suite de fonctions fr = k(f, tle T fx) € D(R™). Les supports des fonctions f

et (Bix,- f)x sont inclus dans un méme compact a savoir supp(f) + [0, 1]e;. D autre part, pour
J1s j2, -+, jn dans N, I’inégalité de Taylor donne

9N §Jn 9J1 §Jn (( ) )H H 3/1 31,1 H
= — .
ayfl 3)’/," f ay{l ay]n Bx, ]n ax

Ainsi, la suite de fonctions { f }ren+ converge vers (837 f)x pour la topologie usuelle de D(R").
La continuité de I’application Mg (théore¢me 2.1.1) donne alors

a
A hm Mka = MQ((BX, f)x>
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Par ailleurs pour ¢+ € R*, on a Mg fi(t) = k(MQforle.(f) — Mg fx(t)), et donc
k-t
limy s y oo Mo fi (1) = %MQ fx(t) ce qui donne le résultat voulu. O

Le comportement de la fonction (x, t) = Mg fy(t) au voisinage de ¢ = 0 se déduit du com-
portement asymptotique en +oo de sa transformée de Fourier partielle 7 (Mg fx) en ¢ dont la
relation (2) donne I’expression suivante :

F(Mof)(h) = / 2T Mo () di = f 20 £ (4) dy.

R R}l

Lemme 2.1.2. Soit f dans D(R™ x R"). Pour tout N dans N, il existe une fonction py(x, \)
définie sur R™ x R* et une constante strictement positive Cy indépendante de x et ) telles que
pour tout x dans R™ et A dans R*, on ait |pn (x, )| < WCTNH et

et (P—q)sgn() 1 1
F(M (A) = n m 9 XO A
(Mg fo) (M) PE (gk!<8 X) ODF £:(0) + oy (x, ))

Preuve. Grace au lemme page 203 de [S]on a:

el T (P—q)sgn(n) O
FMo f)(\) = / e~ 2RO £ (y)dy = e f F(fo)(E)e 2

Rn Rn

dE.

Le développement de Taylor de la fonction # — ¢'' donne, pour tout (§, A) € R" x R*, larelation

|
k=0 k

o N o k
F(f©)e 5 Z—( ) (~472Q®) F(f)(®) + Ry . DF(f) (),

N+1
avec |Ry(§,1)] < Q';%?%

Comme fR,, (—4712Q(§))k.7-'(fx)(5) d¢ =0 Q)k fx(0), on obtient I’expression voulue en pre-
nant py (x, 1) = [pu RN (&, WD) F(f2)(§) dE, pour x € R et A € R*.

Pour conclure, il suffit de majorer fR,, Q&) IN T F(f) (&) dE indépendamment de x. Soient
R, T € RY tels que supp(f) C B(0,R) x [—T;T]". Soit x une fonction positive a support
compact et égale a 1 sur [—T; T]". Soit Py le polynome défini par Py(&y,...,&,) = (512 +

gV A+ gD (148D de telle sorte que Py (§)F (fx)(§) = F( (2,}”” I(PN) fr)(§) ou

ﬁB(PN) = PN(# %, e 2m 0y ). Comme, pour tout & dans R” et pour tout x dans R™,
on a

1
‘f<(2 e 3(PN)fx>($)‘ ” Qi) /X=AN,
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on obtient

il PN EOIFLE)] .
F(fx d§ < dE<A )
IR[|Q<s>| I F ()] dé < R =t

Cette majoration achéve la preuve. 0O
Nous rappelons la généralisation suivante du théoreme de Borel.

Lemme 2.1.3. (Voir [9, Theorem 1.2.6].) Soit k € N*. Soient {¢y} ek des fonctions de D(R™)
dont les supports sont inclus dans un méme compact. Alors il existe ¢ dans D(R™ x R¥) telle
que :

0%¢p X
—(x,0) =@a(x), pourtouta € N*, x e R™.

Preuve. La preuve est donnée pour k = 1 dans le théoreme 1.2.6 de [9]. Le résultat s’obtient
ensuite par récurrence sur k. [

Théoreme 2.1.2. Pour toute fonction f dans D(R™ x R"), il existe ¢ et ¢y dans D(R™ x R)
telles que, pour t dans R* et x dans R™, on ait

MQfx(t) = ¢0(-x’ t) + n(t)¢1(x9 t)v

et
100 = —n(a@ “1:(0), (3)
otk 4T (% + k) *
avec
c=(— 1)2 pour q pair,
c= ( 1) 5 pour p pair et q impair,
gt
c= 1) pour p impair et q impair.
Preuve. Soit f € D(R™ x R"). On pose ¢k (x) = ,””77(8 Q)¥ £,(0), on la constante ¢ est

4RI (B +h)
donnée dans I’énoncé du théoreme.

Nous allons tout d’abord montrer que, pour tout N € N, la fonction (x, 1) — Mg fx(t) —
n(t) Z/iv:o dr (x)1k peut se prolonger en une fonction de CV (R™ x R). C’est une fonction de
C®(R™ x R*) par le lemme 2.1.1. Ainsi, il suffit de prouver que, pour o € D(R), égale a 1 au
voisinage de 0, la fonction ¥y définie par
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N
YN, 1) = Mg fr(t) = n(a(®) Y dr(x)i*

k=0

se prolonge en une fonction de C*°(R™ x R). Comme (y¥ry)y € LY(R), nous étudions le com-
portement en I’infini de sa transformée de Fourier F((/y)x) pour obtenir sa régularité en
t=0.

Le lemme 2.1.2 et le calcul de F (tk n(¢)) au sens distribution (proposition page 206 de [5]),
donnent pour A # 0, la relation

N
F(@w)) ) =Y F(t*n@) = *a @) 0 (x)

k=1
et T (p—q)sgn(d)

m PN (x, A).
[2A]2

Maintenant, on remarque que, pour [ et k deux entiers tels que / > k + 75, la fonction ¢ >

F((l — a(1))t*n(1)) est une fonction intégrable sur R. Ainsi, il existe un reel Ay tel que, pour
tout k € {0, ..., N} et pour tout . € R*, on ait

A
k N
|F((1—a@®) n®)W)| < S

Par le lemme 2.1.2, en posant Ey = Cy + AN(Z/ZCVZO ll¢xlloo), On obtient, pour tout x € R™
eth e R*:

Ey
|)L|N+%+l'

|F((m)x) W] < 4)

Soient ji,..., j;, des entiers positifs. On apphque ce qu1 précede en remplacant f, par
B o

8x1j1 ax;m
x dans R™ et ¢ dans R*, on ait

3 am N\ | EI Jm
’.7:< (IlfN)x>()\)‘ A )

ax]" 8xm

,,,,,

fx. On obtient alors qu’il existe un réel E Ji

™ indépendant de x et ¢ tel que pour

Ainsi, par les propriétés de la transformation de Fourier, la fonction ¥ se prolonge en une
fonction de CV(R™ x R). Donc la fonction (x, 1) — Mo fi(t) — n() Z,ICVZO o (x)rF est aussi
dans CV (R x R).

Maintenant concluons.

Par définition des ¢y (x) € D(R™), ces fonctions ont leur support inclus dans un méme com-
pact. Par le lemme 2.1.3, il existe une fonction ¢ de D(R™ x R) telle que, pour tout x € R™

k
29 (.0 = Kigu).
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Soit N un entier positif. Pour tout x dans R” et ¢ dans R*, on a:

Mg fx(t) — ()P (x, 1)
N ok k | N+1 N
ake t N+1/ N+l (1 —u)
=Mofi(t)—n@) ) —(x,00——n()t (x, tu) du
](2:(:) otk k! ) 9N+l N!

N 1
gN+1 1 — )N
B (MQfX(t) — ) Z¢k(X)tk> — (V! / 3tN+(f) (x, tu)ﬂdu.

N!
k=0 o

Par ce qui précéde, les deux termes de cette somme sont dans CV (R™ x R).
Ainsi la fonction (x, t) = Mg f,(t) — n(t)¢ (x, t) est dans CN(R™ x R) pour tout entier N,
donc dans C*°(R™ x R), avec

B}

8k¢> c?

_ k
3t 00 = g 0 KO

otk

De plus grace au lemme 2.1.1, la fonction (x, ) = Mg fx(t) est a support borné tout comme
la fonction (x,t) = n(t)¢(x,?), donc la fonction (x,?) > Mg fx () — n(t)¢(x,t) est dans
DR"™ xR). O

Soit H} I'espace des fonctions de R™ x R* dans R défini par

Hy' = {(x, 1) > go(x, 1) + n(0)$1(x, 1); do, o1 € D(R™ x R)}.

Comme pour H,;), par le lemme de Borel généralisé, on a ¢ € H' si et seulement si ¢ est
a support compact, de classe C* sur R” x R* et s’il existe une suite (@g)ren de D(R™) dont
les termes sont de support inclus dans un méme compact telle que, pour tout N € N, la fonction
(x,t) > @(x,1) —n() lec\;o e (x)t* soit de classe C! sur R x R pour tout / € N vérifiant
I <N+ (n/2).

Pour K C R"*! un compact, on note Hy x = {¢ € H,; support(p) C K}. Soit x € D(R)
égale a 1 au voisinage de O et de support contenu dans K. On pose Ty (¢)(x,t) = ¢(x,t) —
X@On@) Yo ok 0.

Pour (N,1) € N2 avec [ < N + (n/2), ke Neti=(i1,...,i) € N, on définit les semi-

normes suivantes
3\l 5 \im /9 \!
- oo —— — T ,t
(axl) (axm> <8r> @D

3 \! 9 \im
(a—> (a—> P

Les semi-normes ||¢ ||y ;i et By i(¢) munissent HZ" x d’une topologie d’espace de Fréchet et H,’;’
est muni de la topologie limite inductive.

et

lolln,,i = sup
(x,1)

By i(¢) = sup
X
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Théoreme 2.1.3. L’application

{D(IR{’" X RM) = M
£ (0 e Mo fe(®)

est continue et surjective.

Preuve. Montrons tout d’abord la surjectivité de cette application. Soient ¢g, ¢ dans
D@R™ x R). Par le lemme 2.1.3, il existe g dans D(R™ x R") telle que, pour x € R™, I’on
ait :

kpen k
@Qkg(r, 0= T LTI o)
ci? ot

ol ¢ est la constante dépendant de la signature de Q définie dans le théoreme 2.1.2.
Par la relation (3) du théoreme 2.1.2 il existe g et y; dans D(R™ x R) telles que pour x dans
R™ett#0,

ok 0"
8tk (-x70) - W(xao)

Mog«(t) =vo(x, 1) +n(O)Yi(x, 1), avec
Pour (x, 1) € R™ x R*, on pose h(x, 1) = ¥1(x,t) — ¢1(x, 1) de telle sorte que

o*n
s (x,0) =0, pour tout entier positif k.

Ainsi la fonction (x, 1) — n(t)h(x,t) appartient 2 D(R™ x R) et donc la fonction (x,?)
Mogy(t) — ¢o(x,t) — n(t)d1(x,t) = Yolx,t) — ¢o(x, 1) + n(t)hi(x,t); se prolonge en une
fonction de D(R™ x R).

Maintenant, I’application G, : D(R™ x (R" —{0})) — D(R™ x R) définie par G.(f)(x,t) =
Mo (fy)(@) est surjective (lemme 2.1.1). Il existe donc # dans D(R™ x (R" —{0})) telle que pour
tout x dans R et ¢ dans R,

Mouy (1) = Mggx (1) — ¢o(x, 1) — n(t)d1(x,1),

ce qui donne la surjectivité.

La continuité s’obtient comme dans la situation m = 0 [5, page 207] par le théoréeme du graphe
fermé. En effet, soit (fi)x une suite de D(R**"") qui converge vers f dans D(R"1™) et telle
que Mo( fx) converge vers ¢ dans HZ? Soit B € D(R) nulle au voisinage de 0. Alors la suite de
fonctions g (x, y) = Bo Q(») fx (x, y) converge vers g(x, y) = Bo Q(¥) f (x, y) dans D(R"**™),
Comme gx € D(R" x R™ — {0}), la continuité de G, donne B(y)Mo(fi)(x,y) converge vers
BOYMo(f)(x,y) dans D(R" x R) et donc dans H:]”. Ceci étant valable pour toute fonction
comme ci-dessus, on obtient le résultat voulu. O
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2.2. Cas de deux formes quadratiques
Nous allons généraliser les résultats obtenus dans le paragraphe précédent a la situation sui-

vante. Pour j € {1,2}, on fixe p; et g; dans N* et on pose n; = p; 4 ¢g;. Soit Q; la forme
quadratique définie sur R"/ par

pj qj
2 2
Qj(X],.--,.xnj)Zin _Z‘xi-i-pj'
i=1 i=1
On considere I’application

{R”l x R™ — R?
(x,y) = (Qi1(x), Q2(»).

La restriction H |gni_joyxR2—{0} €st une surjection submersive de R"! — {0} x R"> — {0}
dans R?. Par la proposition 2.0.1, ’application H, se prolonge en une application M 0,,0, de

D(R" x R") dans C®°(R* x R*) N L'(R?). Pour f € D(R™ x R™) la fonction Mg, o, f
vérifie, pour tout F € D(R?), 1a relation suivante

/ FoH(x,y)f(x.y)dxdy = / F(t1.0)Mo, o, f (11, 1) dty dia. ©)
R} xRR"2 R2

Pour i € {1, 2} on pose 1; la « fonction singularité » relative a Q;.

Lemme 2.2.1. Soit f € D(R" x R"2). Alors pour (t;, ) € R* x R*, ona

Mg, ((MszX)tz)(tl) = MQz((MQlfy)zl)(tZ) =Mg, 0, f(t1,12).
Preuve. Par la relation (6), pour tout F € D[R, ona:
/ F(t, )Mo, 0, f (11, 1) dty dia = f F(Q1(x), @) f(x, y)dx dy
R2 R xR

=f/F(Ql(x),tz)MQfo(tz)dlzdx

R"l R

:/F(tlvtz)Mg (Mg, f)) (1) dry dr,.
R2

Ces égalités étant vraies pour toute fonction F de D(R?), on obtient

Mo, (Mo, f)?)(t) =Mg, o, f(t1. 12).
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De méme, on montre que

MQz((MQlfy);,)(tZ)=M91,sz(t1,t2)~ O

Théoréme 2.2.1. Pour f € D(R™ x R"2), il existe des fonctions Vo, Y1, V2 et Y3 dans D(R?)
telles que pour (t1, 1) € R* x R*, on ait

Mo, o, f(t1, 1) =Yo(t1, 12) + n1 )Y, 12) + m2(2)Y2(t1, 12) + mE)n2(02) Y3, 12).

Preuve. Le théoreme 2.1.2 nous donne 1’existence de fonctions ¢ et ¢; dans D(R"! x R) telles
que pour (x, 1) € R" x R*, on ait Mg, fx(t2) = ¢o(x, t2) + n2(t2)$1(x, 12) et donc

Mg, (Mo, f)?) (1) = Mg, ((90)?)(t1) + m2 ()Mo, ((¢1)") (11).

Gréce au théoreme 2.1.2, il existe des fonctions ¢y, ¢3, ¢4 et ¢s dans D(R?) telles que pour
(t1, 1) € R* x R, on ait

Mg, ((¢0)2) (1) = ¢a (11, 12) + n1 (t1)P3 (11, 12)

et

Mo, ((¢1)?) (1) = da(t1, 12) + m (1) Ps (11, 12).
Le lemme 2.2.1 permet de conclure. O

Soit H,;, 5, le sous ensemble des fonctions de R* x R* dans R défini par

Hopmn = {01, 12) = Yo(t1, 12) + i D1 (11, 12) + m2(22) Y2 (11, 1)
+m )N () Y311, 12); Yo, Y1, ¥2, ¥3 € D(R?) .

Comme précédemment, on a ¢ € H,, ,, si et seulement si ¢ € C°(R* x R*) et a support
compact et s’il existe des suites (Ax;(¢))k.ieN, (Bri(@))kien et (Cr1(@))k.ieN telles que la
fonction Ry (¢)(t1, 1) = @(t1,12) — nl(tl)Zk,lgNt{{téAk,l((P) _’72(t2)2k,l<Nt{{téBk,l((P) -
n ()2 (t2) Zk,lgN t{‘téCk,l(w) soit de classe C" pour toutm < N + 7.

Pour K une partie compacte de R?, on note H,, ,, x le sous-espace de H,, ,, formé des
fonctions a support dans K. On fixe x; et x2 dans D(R), a support contenu dans K et égale a 1
au voisinage de 0. On pose

N
Tn(@)(t1, 1) = 9(t1, ) — i (M) Y 1115 Ak1(9)
k,1=0

N

— x2)mt) Y tfh Bii(p) — i (t)xat)m () (t2) Y b Cri(p).
k,1=0 kJISN
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On introduit les semi-normes suivantes

AN/ 9\
(E) <8_t2) Tn(p)(t1,12)

Les semi-normes |¢ll; x,n» |Ak,1(@©)], | Br,i(¢)| et |Ck 1(¢)| munissent Hy, ,, x d’une structure
d’espace de Fréchet. L’espace H,;, ;, est munie de la topologie limite inductive.

lellik.n = sup pourl +k <N + (n/2).

(t1,12)

Proposition 2.2.1. L’application
{D(R”l X an) — Hym
f = (t], t2) = MQ],QQf(t17 t2)

est continue et surjective.
Preuve. Montrons la surjectivité. Soient v, ¥, Y2, et Y3 € D(Rz). Grice au théoreme 2.1.3,
il existe f et g dans D(R"™! x R) telles que pour (¢1, ) € R* x R*, on ait

Mg, (f?)(t) = Yo, ) + m )Y (h, 1) et

Mg, (87) (1) = Ya(t1, 02) + m ()Y (11, 12).

Toujours grice au théoreme 2.1.3, il existe k € D(R" x R"2) telle que pour (x, ) € R" x R*,
on ait Mg,k (t2) = f(x,12) + n2(t2)g(x, 7). Le lemme 2.2.1 donne alors la surjectivité. La
continuité est immédiate par le théoréme 2.1.3. O

3. Comportement des intégrales orbitales
3.1. Normalisation des intégrales orbitales

L’intégrale orbitale d’une fonction f € D(q) est la fonction définie sur g8 comme la
moyenne de f sur chaque orbite H - X pour X € q"®8, ceci pour une mesure H -invariante sur
H - X que nous allons maintenant préciser.

Soit p la dimension de q. On note dZ la mesure H-invariante sur q définie par la densité p

P 1
donnée par w(&1,...,&p) = |det(w (&, §;)i,j)|2.
Pour X € g™ et a = Zq(X), onnote IT = | [[ca(ge.ac)+ ¢ |-

Par le lemme 1.20 et le théoréeme 1.27 de [13], il existe une unique mesure H -invariante dh
sur H/Z g (X) normalisée de telle sorte que, pour tout ' € D(q), ’on ait

1 .
2)dZ = ——— h-X)dh )I1(X)dX.
H/ £(2) |WH(a)|/( / fh-X) ) (X)

“ H/Zp(X)

On rappelle que la fonction §, définie dans le paragraphe 1.3, vérifie

18(X)| =

]—[ oz’"“_l(X)’ et 82 =So.

a€A(gc.ac)™
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Définition 3.1.1. Pour f € D(q), on définit son intégrale orbitale sur "¢ par

My (f)(X) = [5(%)| / Flh- X)di,

H/Zy(X)

La normalisation des intégrales orbitales choisie ci-dessus coincide, a une fonction localement
constante sur " pres, avec celle de J. Faraut dans [4] pour les espaces hyperboliques et celles
de Harish-Chandra pour les algebres de Lie réductives réelles [18, partie I, paragraphe 3].

Par ailleurs, nous verrons que la fonction § joue un role essentiel dans le calcul des com-
posantes radiales des opérateurs différentiels H-invariants a coefficients constants sur q et la
normalisation choisie est particulierement bien adaptée pour 1’étude ultérieure des distributions
propres invariantes sur (.

Lemme 3.1.1. (Voir [ 13, Théoréme 1.23].) Soit f € D(q). Alors, pour tout a € car(q), la fonction
M frares est de classe C™ et a support borné dans a’8.

Définition 3.1.2. Par le lemme 1.3.1, pour (A1, 12) € R U {(x, 1); A € C} il existe une unique
H -orbite semi-simple O(A1, A7) de q telle que pour tout X € O(A1, A2), 'on ait {u(X), v(X)} =
{X1,12}. De plus, on a O(A, A2) Nm N q7# @ si et seulement si (A1, Ap) € R2 et O(11, 22) N
ap # @ si et seulement si A1 = A, € C.

Pour F une fonction H -invariante sur q"°¢, on définit les fonctions Fy, et F> par :

si(t,1) € (R*)2 —diag alors F(t1, ) =F(X)ou X € O(t1, ) et

si (r,0) € (R*)® alors Fa(t,0) = F(Xr9) 0t X¢ g € a2.
Pour f € D(q), on notera pour simplifier M fi; = (Mg (f))m et M fo = (Mpg(f))2.

Avec les notations précédentes, la formule d’intégration de Weyl s’écrit sous la forme sui-
vante :

Lemme 3.1.2. Soit® € L}

be@f et f € D(q). On ala formule d’intégration suivante :

/ S (X) f(X)dX = / (1818),.. (11, )M fin 11, 12) d1y dts

q 1>

+8 / (181®),(r, OM fo(r,0) (t* + 67) do d.

>0
0>0

Preuve. Avec la normalisation des mesures choisies précédemment, la formule d’intégra-
tion de Weyl s’écrit fq X)) f(X)AX =3 cicar(e)) Jn.a @D f(2)dZ avec [, , f(2)dZ =

1 Ja @COMu (N O Tear @ (X dX.
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Plagons-nous sur a = a; 4. Un élément de a  s’écrit X, 4, = u1 Hj +uzx (Hy). Comme la
base {H1, k (Hj)} est orthonormale, on obtient donc

1
/ q)(Z)f(Z)dZ:gfcp(xul,uz)/\/ty(f)(xul,u2)|4u1u2(u%—u§)|du1du2.
H<a+.+ R2

Comme les fonctions considérées sont H-invariantes, un simple changement de variables
donne

f@(l)f(Z)de / t1 — 22| P (11, )M frn (11, 12) dt1 di1.
H-a t11>1>0

Un raisonnement analogue sur a4 _ et a_ _ conduit a
> /4>(Z)f(Z)dZ— /(|3|¢)m(ll,tz)/\/lfm(ll,tz)dtldl2~

ae(car(mnq)) gy >t

Pour a;, on considere la base Hj et

qui est orthogonale et de volume 2 pour w. Ainsi, on a

/ @(Z)f(Z)dz:2/@(X,,H)MH(f)(Xr,g)mrm(12+92)dzd9

H-ap R2

=8 / (|5|¢)2(t,9)/\/lf2(r,9)(12+92)d1d9, O
>0

6>0

La suite de cette partie est consacrée a 1’étude du comportement des intégrales orbitales
My (f) au voisinage des points semi-réguliers de q.

3.2. Méthode de descente

Nous rappelons tout d’abord des résultats de S. Sano [14, paragraphe 2] concernant les dé-
compositions radicielles.

On note t la conjugaison de gc relative a la forme réelle g. Soit a € Car(q). On a alors la
décomposition suivante de gc :

gc =3pc(@) DacBne oung= Z gz

acA(gc.ac)
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II existe une base (7)1 12 de nc N b vérifiant les propri€t€s suivantes : pour tout j €
{1,...,12}, il existe @ € A(gc, ac)™ telle que Ti=Xj+o(X;j)ouX;e€ gg si « est réelle ou
imaginaire et X ; € gg @ ggf si a est complexe. On pose y(T;) = X; — o (X ) si o est réelle ou
complexe et y (1) =1(X; — o (X)) si a est imaginaire. La famille y (T;) est alors une base de
ncNgq.

Si X € a, alors ad(X) induit un morphisme de nc N dans nc N . On note det(ad(X)|q/a )

b/3n(a)
le déterminant de ad(X) dans la base choisie précédemment. Par un calcul analogue a celui de S.

Sano [14, proposition 2.1], on obtient alors

|det(ad(X)|g§:h(a))| =

[T ex)m

a€A(gc.ac)™

On consideére maintenant [ = m ou [ = 33. On a alors car(IN q) = {a € car(q),a C [N q}
et pour a € car(q N [), on remarque que 3iny (@) = 3 (a). On peut décomposer [c de maniere
analogue a gc, ce qui permet d’obtenir

b=INHS (xcNb) et g=[Nqgd (tcNa),

ol rc = ZQGA(%’%)_A([C’QC) gg. La famille formée des T (respectivement y (T;)) associés a
une racine o € A(gc, ac)™ — A(lg, ac)™ définit une base de tc N b (respectivement de tc M q).
Si X € a, alors ad(X) induit un morphisme de tc N h dans tc N g. On note det(ad(X)|gﬁgg) son

déterminant dans les bases choisies et on a

|det(ad(X)|gjiﬂg)| -

]_[ a(X)"e|.

aeA(ge,ac)t—A(lc,ac)™

Lemme 3.2.1. On pose ‘\INq={X clNq, |det(ad(X)|gﬁgg)| # 0}. L’application y : H x
[N q— q définie par y(h, X) = h - X est submersive en tout point de H x ‘| N q. En parti-
culier, Uintégration sur les fibres (lemme 2.0.1) définit la surjection vy de D(H x ‘[N q) dans

D(H -‘[Ng).
Preuve. Pour (h,X) e H x[Nq, (A, X)ehx[NqgetreR,ona

y(hexp(tA), X +tX') = Ad(h)(X + X' +1[A, X]+1°Y)
avec Y € q. Par suite la différentielle de y en un point (h, X) € H x [N q est donnée par
dnx)y(A, X') = Ad(h)(X' + [A, X]). Comme [X,[NhlCINget[X,sccNhlCrcNag,la
discussion précédente donne le lemme. O

3.3. Etude de My (f) pour f € D(H -‘mNq)

On rappelle que N = Ny (m N q) et on considere la submersion surjective y : H x ‘mNq —
H -‘m N q obtenue dans le paragraphe précédent pour [ = m.
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Précisons tout d’abord les fibres de y. Par le lemme 3.2.1 et la remarque 1.3.1, pour tout

X emngq,onad’(X)=So(X)= |der(ad(X)|g§§Qg)| etdonc ‘mNq={X emNgq; So(X) #0}.

Par le lemme 1.4.2, pour X € ‘m N q, on obtient donc y‘l(X) ={(h, hl. X);heN}.
Pour ¢ e D(H x ‘mNq)eth-X € H-‘mNgq,onpose :

n*(¢)(h~X)=6(X)y*(¢><h'X)=8(X)‘1/¢(hu‘1,u~X)du.
N

L application 7, est surjective de D(H x ‘m N q) sur D(H - ‘m N q) puisque yy est.
Soit p la projection de H x ‘mNq sur ‘mN q. La surjection p, : D(H x‘mNq) — D(‘mNgq)
est alors donnée par

P(@)(X) =/¢>(h,X)dh.
H

L’intégrale orbitale sur m N q d’une fonction f € D(*m N q) est définie, pour X € m N q",
par :

My (f)(X) = / Fh-X)dh,
N/Zp(X)

Cette normalisation est compatible avec celle définie en début de paragraphe puisque, d’une part,
ZN(X)=Zpg(X) C N par le lemme 1.4.2 et d’autre part, pour tout a € car(m N q), les racines
de A(mc, ac) sont toutes de multiplicité un.

Proposition 3.3.1. Pour e D(H x‘mNq)et X emNq™, ona

M (@) (X) = My (p+(#)) (X).

Preuve. Comme H et Zy(X) sont unimodulaires, on a :

My (@) (X) = 8(X) / (@) (h - X)dh = / /¢(hu—‘,u.x)dudiz
H/Zg(X) H/Zy(X) N

= / / / o(hv~"u™" u- X)dvdidh.

H/Zny(X)N/Zy(X) Zn(X)

=/ / ¢(hu="u- X)didh = My (p(@))(X). O

H N/Zp(X)

Nous allons maintenant exprimer 1’intégrale orbitale My (g) pour g € D(m N q) en terme
d’une application moyenne Mg, o,(g) définie dans le paragraphe 2.2 ol g € D(R*) dépend
de f.

On reprend les notations du paragraphe 1.4.1, en particulier, on écrit m = 31 + 32 = m; @ my.
On pose Z1 = Zy (Hy) = {diag(a,b,a,d) € GL(4,R)} et Zy =« (Z).
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Lemme 3.3.1. Si X e mN q" alors, on a les isomorphismes de groupes :

N/ Zy(X) = Z1/Zy(X) x Z2/Z (X)
~ {diag(1,1,1,d); d € R*} x {diag(1,1, ¢, 1); c e R*}.

Preuve. Par le lemme 1.4.2, on a Zgy(X) = {diag(a, B, a, B) € GL(4,R)}. Les isomorphismes
donnés sont alors clairs. O

On note ¢ la forme quadratique définie sur R? par g(x, y) = x> — y2. On définit I’isomor-
phisme ¥ de R? dans m; N q par

Y(x,y)= )

de telle sorte que Q o =gq.

Lemme 3.3.2. Pour g € D(m;Nq)et X1 € (mNq)°, ona

gu - X1)dit =Mooy (g oY) (Q(X1)).
Z1/Zz,(X1)

Preuve. Pour X € (m N q)", le groupe Zz,(X1) = {diag(c, B, o, B) € GL(4, R)} est indé-
pendant de X ;. On le note Cy. La formule d’intégration de Weyl sur m; N q assure que, pour tout
FeD®),ona

/FoQ(Xl)g(X1)dX1=/2xF(x2) / g(uwp(x,O))db'tdx

miNg Ry Z1/Cy

+/2yF(—y2) / g(u-v(0,y))didy.

Ry Z1/Cy

Par ailleurs, on a [, g(XDF o Q(X1)dX1 = [pg o V(x,WF(x?2 — y2)dxdy =
fR Mooy (g oY) () F(t)dt ce qui donne le résultat voulu. O

De méme, 1’application « o définit un isomorphisme de R? dans m Nq tel que Qok oy =g
et on obtient un résultat similaire sur mp N q.
Pour g € D(m N ¢) on définit I’application g sur R? x R? par g(u,v) = g(¥(u) +«k oy (v)).

Corollaire 3.3.1. Pourge D(mNq)et X=X+ Xoe(m ®my)Ng™“, ona

Mpyo(g)(X) = / gluy - X1 4uz - Xp)dindig = My 43(Q(X1), 0(X2)).
Z1/ZH (X)X Z2/ZH(X)
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Preuve. Ceci se déduit immédiatement du lemme précédent et du lemme 2.2.1. O

Corollaire 3.3.2. Soit f € D(H -‘m N q). Alors, il existe fy € D(R? x R?) a support dans
{(u,v) e R? x R%; g(u) # q(v)}, telle que, pour X = X1 + X, € (m; @ mp) N g%, on ait

Mu(f)(X) =My 4 fo(Q(X1), Q(X2)) + My 4 fo(Q(X2), Q(X1)).

Preuve. Comme I’application 7, est surjective, il existe ¢ € D(H x ‘m N q) telle que f =
74(¢). Par la proposition 3.3.1, pour tout X e mN g8, on a Mgy (f)(X) = My (p«(d)(X) =
Mo (p+(@))(X) + M pyo(p«(¢)) (k (X)). Le corollaire précédent permet de conclure en prenant

Jo=p«(@). O

Selon la définition 3.1.2, pour tout (¢1,f) € (R*)2 — diag, on note M fn(t1,n) =
MH(f)(Xll,tz) ol th,lz € \mm q vérifie {u(th,lz)’ U(th,lz)} = {tl’ 1‘2}-

On définit le sous-espace leog de H,,,, avec n(t) = log(t), par

2,
Hﬁ,g ={(t1,12) € (R*)" — diag — @o (11, 12) +1og |11 (11, 12)

+ log |62 ]@i1(f2, 11) + log |t | log [&2|@2 (11, 12);5 @0, @1, 92 € D(R2 — diag);

@p et ¢ sont symétriques par rapport aux deux variables}.

Théoréeme 3.3.1.

1. Pourtout f € D(H -*mNq), ona M fy € H120g'
2. L’application

{D(H~‘mﬂq) — leog
f= Mfn

est continue et surjective.

Preuve. Soit f € D(H - ‘m N q). Par le corollaire 3.3.2, il existe fy € P(R? x R?), a support
dans {(u, v) € R? x R?; g(u) # q(v)}, telle que pour X = X1 + X» € (m; & mp) N g8 avec
t1 = Q(Xy1)ettr = Q(X2),onait M fin (1, 12) = My (f)(X) = My 4 fo(t1, 22) + My 4 fo(t2, 11).
Grace au théoreme 2.2.1 et compte-tenu du support de fo, on obtient alors M fy, € ’Hfog.

2
log*

pour |t; — 12| < /€ on ait F(t1, ;) = 0. D’apres la proposition 2.2.1, il existe f € D(R? x R?)
tel que pour (71, 1) € R* x R*, on ait

Montrons maintenant la surjectivité de I’application. Soit F € H; . Il existe ¢ > 0 tel que

F(ti, ) =My 4 f(t1,0) =My 4 (g)(tz, ) +Myy, (%)(HJZ)

puisque les fonctions considérées sont symétriques par rapport aux deux variables.
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Grace au corollaire 3.3.1, la fonction g € D(m N q) définie par g(X1 + X») = %f(l/f_l(Xl),
k o ¥~ 1(X»)) pour Xj em; Ngq, vérifie, pour tout X = X| + X € m N q"*, les relations

1 1
MNog(X)=5Mq,qf(Q(X1),Q(Xz)) et MNogOK(X)=§ 7.4/ (Q(X2), O(X1)).

Ainsi, on obtient My g(X) = F(Q(X1), Q(X2)).

Maintenant, on fixe une fonction x dans D(R) telle que x |[_%; )= et x|r—[—¢:s] =0. La
fonction (1 — x o Sp)g appartient cette fois-ci 2 D(*'m N q) et vérifie My ((1 — x 0 Sp)g)(X) =
(1= x (11 =) F(t1,12) = F(t1, 1), pour X = X + X3 tel que Q(X1) =11 et Q(X2) =1y.

Par la surjectivité de py, il existe ¢ € D(H x ‘m N q) telle que (1 — x o Sp)g = p«(¢) et
par la proposition 3.3.1 on a Mg (74 (¢))(X) = My (p«(¢))(X) = F(t1,1) ce qui donne la
surjectivité. La continuité est immédiate par le théor¢me du graphe fermé. O

3.4. Etude de My (f) pour f € D(H -‘33Nq)

On rappelle (lemme 1.4.4) que N3 =Ny (33N q) = Ng N IENQ avec K = (%—0712) et Né) =

{(%’%); A€GL(2,R)}. Onnote y3 : H x ‘33N q— H -'33Nq la submersion surjective obtenue
dans le lemme 3.2.1 pour [ = 33.

Lemme 3.4.1.

1. On garde les notations du paragraphe 3.2. Pour X € 33 N q, on pose vi(X) =

|det(ad(X) I/ 200)1.

Si X = (2 g) €j3Nqalorsonavi(X)= 4(trY)2|det(Y)).
En particulier, on a ‘33 Nq={X = (%); trY detY #0}.
2. Soit 33 N @)+ = {({7); (trY)> det(¥) > O}. Alors

H-'33Nq=H- (3N )+
3. 8ih-G3Ng)+NGsNg)+ # D alors h € N3.

Preuve. Soit a € (car(33 N q)) et X € a. Comme A((33)c, ac)™ = {B1}, le lemme 3.2.1 donne
v3(X) = |(a1a2,322)(X)|. Or, par la remarque 1.3.1, on a (a12)(X) = 4/S(X) = 4|det(Y)] et
B3(X) = (trY)?, et donc v3(X) = 4(trY)?|det(Y)|. L'assertion / s’en déduit par densité des
éléments semi-simples.

Soit X = (%) €'33Nq. Sidet(Y) > 0alors X € (33N q)4 sinon la matrice Y posséde deux
valeurs propres non nulles de signe contraire. En particulier, il existe P € GL(2, R) telle que

PYP ! = (“01 uoz) avec ujus < 0. On a alors
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avec

ce qui donne 1’assertion 2.

Soit X e (33Nq)+ethe Htelsqueh - X € 33 Nq)+.

Si X estrégulier dans q alors, par le lemme 1.4.4, il existe ho € N3 tel que 35 (ho - X) = a avec
a=ay 4 oua=ap. Comme % - X est également régulier et I’action adjointe d’un élément de H
ne modifie pas la nature réelle ou complexe des racines, il existe i1 € N3 tel que 3 (h1h - X) = a.

Ainsi, on a hlhhal € Ny (a). Comme X € (33N q)+, le lemme 1.2.2 assure que hlhhal € N3 et
donc h € N3.

Si X n’est pas régulier, on écrit X = (%) et les deux valeurs propres de Y sont égales. Ainsi,

u

o 2) +Y,, ol Y, est une matrice

la décomposition de Jordan de Y s’écrit sous le forme Y = (
nilpotente et u est un réel non nul.

~1
Ennotant 2 = (g g),onah~X = ”(B/?*l |Ali) )+h-()? I’g’ ) et ceci est la décomposition de

Jordan de /- X dans 33 [18, Partie I, lemme 3 du chapitre 1]. On obtient donc u( B/?—l ABE;I ) € 33.

Ainsi,ona AB~1 = BA~! et par suite, il existe P dans GL(2, R) et ¢, &7 dans {£1} tels que
AB~ =P (% ") P!, Ainsi

0 &

b= 0 lavA~'P(5 )P
P(5 2)P-taya| '

Comme & - X est dans (33 N q)+ alors 0 < det(AYA_lP(SO1 802)P_1) = g182det(Y). Comme
X € (33N q)4,onadet(Y) > 0etdonc ] = ¢&7. On obtient alors & € N3, d’ou I’assertion 3. O

Nous souhaitons préciser le comportement des intégrales orbitales au voisinage des points H -
conjugués a a4 4 Naz C (33 N q)+. Pour cette étude, nous considérons la submersion surjective

i H X @GN+ —> H-(33N0)+.

Par le lemme 3.4.1, pour 7 - X € H - (33N )+, on a n;l(h - X)={(hu=" u-X);u € N3}.
Ainsi, I’application surjective (773)s : D(H X (33N q)+) — D(H - (33 N q)+) est donnée par

(@) X) =200~ [ (- x) du
N3

pour p € D(H x (33N q)+) et (h, X) € H X (33N q)+.

Lemme 3.4.2. Pour t € R et X' € [33,33]1 N0, tel que T H3 + X' soit dans 331 q"8, on a :

Zy(tHs + X') = Zyo(X').
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Preuve. On note X = tH3 + X' = (%) Montrons dans un premier temps que Zg(X) est

inclus dans N§) .

Soit h € Zg(X). Comme X est régulier, par le lemme 1.4.4, il existe i1 € N3 tel que X| =
hi- X soitun élément de a4 4 oude ay. Si X1 € ap alors X et donc X appartiennent a (33 N q)+
etle lemme 3.4.1 donne /& € N3. Si X; € a4 4 alors hlhhl_1 € Zy(X1) C N3 par le lemme 1.4.2
et donc, on a également i € N3.

Maintenant, par régularité de X, on a également #r(Y) # 0 et donc Y et —Y ne sont pas
conjugués ce qui implique que & € Né) .

Or, pour & dans N9, ona h - (tH3 + X') = tH3 + h - X’ ce qui donne le lemme. [

On introduit la fonction &3 définie sur 33 N q par :

83(tHy + X') = Y2 210(x7)),

outeRet X €[33,331Nqg.Pouraccar(33Nq)et X €a,ona

183(X)| =

I1 o/”"l(X)‘.

aeA*T((33)c,ac)

L’intégrale orbitale d’une fonction f € D((33 N q)4), est alors donnée pour X € (33 N q)f:g,
par :

My (£)(X) = [8500)] / FOh-X)di,
N3/ Zny (X)

On note p3 la projection de H x (33 N q)4 sur (33 N q)+. Compte-tenu de la normalisation des
intégrales orbitales choisie, on introduit I’application (p3), définie sur D(H x (33 N q)+) par

16(X)]

P3):(P)(X) = ———————=(p3)($) (X)),
(P3)+(@)(X) |83(X)|1)3(X)(p3) (@) (X)

ol (p3)«(9)(X) = [}, ¢(h, X)dh pour ¢ € D(H x (33N q)4) et X € (33 N q)4. L'application
(P3)+ est surjective de D(H x (33 N q)+) dans D((33 N q)+).

Proposition 3.4.1. Pour € D(H x (33N q)+) et X € (33N q)ffg, ona

M ((73)4(8)) (X) = My ((53)+(#)) (X).

Preuve. Soit X € (33N q)ffg. Par le lemme 3.4.2, 0on a Zp (X) = Zy,(X). La preuve est ensuite
identique a celle de la proposition 3.3.1. O
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Remarque 3.4.1. Soit F € D(33 N q). Comme N3 = NY U KNJ et Ad(K)|33 Ng=—Id|33 N,
pour X € (33N q) %, ona

F(l-X)di= / F(l-X)dl+ / F(—1-X)dl.

N3/Zp(X) N/ Zu(X) NY/Z (X)

Par ailleurs, grice au lemme 3.4.2, en posant X = tH3 + X' avec T € Ret X’ € [33,33]Ng,ona

/ F(l-X)dl = / F(tH3+1-X')dl.

NY/Zy(X) N?/ZN5)<X/)

Nous exprimons maintenant I’intégrale orbitale My, (g)(tHz + X') de g € D(33 N q), en
terme d’une application moyenne Mo (g;) définie dans le paragraphe 2.1 ou g € D[R*) dépend
de g.

L espace [33, 331N q estisomorphe a 5[(2, R) par i ((%)) =Y. Le groupe N7 estisomorphe

a GL(2, R) et pour A € GL2,R), ¥ €2, R), ona A-¥ =i1((517) - (75))- De plus, la

restriction de Q a [33, 331 N g est la forme quadratique N{-invariante donnée par Q((%L)) =

—2det(Y) pour Y € sl(2,R).
Notons g3 la forme quadratique définie sur R? par g3(x, y, z) = x> + y> — z2 et ¥3 I’isomor-
phisme de R? dans [33, 33] N q défini par

X y+z
y—z —X

Y3(x,y,2) =

de telle sorte que Q o Y3 = 2g3.

Lemme 3.4.3. Pour tout g € D([33, 331N q) et pour tout X € ([33,331Nq)"8, ona

|83(X)| f gl - X)dl =My, (go wa)(%oo).

N3/Zy9(X)

Preuve. Ce résultat s’obtient comme le lemme 3.3.2 en écrivant la formule d’intégration de Weyl
pour la paire symétrique (s1(2, R) x s1(2, R), s[(2,R)). O

Pour g € D(33 N q) on définit la fonction g sur R x R par

g(t,u) =g(tHs +¥3(w)).
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Corollaire 3.4.1. Soit g € D(33Nq) et X = tHs + X' € (33N q)"*. On note w = 299 0On a
alors

M3 (8)(X) = My (87 + §—o)(w).

Preuve. Par la remarque 3.4.1, pour X =tH3 + X' € (RH3 ® [33,33]) N g™, ona

Miyg(X) = [85(X)] / ¢(cHs+1-X')di
NY/Zu(X)

+183(—=X)| / g(—tH3 —1-X"di.

N§/Zn(X)
Comme Q(X') = Q(—X"), le résultat découle du lemme précédent. O

Corollaire 3.4.2. Soit f € D(H - (33 N q)4). Alors il existe une fonction f| € D(R*) paire par
rapport a la premieére variable et a support contenu dans {(t,u) € R* x R3; 272 — q3(u) > 0},
telle que pour tout (t, X') € R x [33,33] N q vérifiant tH3 + X' € (33N q):_eg, on ait

Mu(f)(tHz +X') = Mg, (f1)-(0(X')/2).

Preuve. Comme ’application (773), est surjective, il existe ¢ € D(H x (33 N q)4+) telle que
f = (m3)«(¢). On note g = (p3)«(¢) de sorte que My (f)(X) = My;(g)(X).

Soit fi la fonction définie sur R x R3 par fi(t,u) = g(t,u) + g(—t,u). Comme g €
D((33 N q)4), la fonction g est a support contenu dans {(t,u) € R* x R3;21% — g3(u) > 0}.
Par le corollaire précédent, on a My (f)(tHz + X') = My, (f1)-(Q(X")/2) et fi vérifie les
propriétés demandées. O

Soit (t, w) € R* x R* tel que 72 > w. Par le lemme 1.3.1 et la remarque 1.3.1, il existe une
unique H-orbite réguliere O = H - X (z, w) avec X (1, w) =tH3 + X' € ¥ N(RH3 ®[33, 33])+

tel que Q(X (t, w)) =2(z2 + w) et S(X (1, w)) = (> — w)?. Ainsi, pour f € D(H - 33N q)+),
on définit la fonction G f sur (R*)? par

Grlr.w) = {(/)MH(f)(X(r, W)

Par le corollaire 3.4.2, la fonction G ; est paire par rapport a .

Remarque 3.4.2. Pour w > 72 > 0, on a immédiatement H - X (t, w) = H - X (y/w, t2) et donc,
dans ce cas, on obtient

Mu(H) (X, w) = G s (Vw, T2).
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On définit le sous-espace Hl;air de H,ll ou n(t) = Y (¢) est la fonction d’Heaviside, par :
Ho™ = {(z,w) € R* x R a(r, w) + Y (—w)|w|"2b(r, w);
a,be D(R* xRN {(r, w); 72 > w}) paires par rapport a r}.
Théoreme 3.4.1.

1. Pourtout f e D(H - (33N q)4+), onaGy € H[)’/air'
2. L’application

{D(H G3NaQ)4) = HY
f=Gy

est surjective et continue.
Preuve. Soit f € D(H - (33 N q)+). Montrons tout d’abord que G  est dans H’;,air.
Grice au corollaire 3.4.2, il existe f; € D(R*) paire par rapport 2 la premiére variable et

a support contenu dans {(t, u) € R* x R3;27% — q3(u) > 0}, telle que pour X =tH; + X' €
G3N q)fg avec T € Ret X’ € [33,33) N q vérifiant Q(X’)/2 = w, on ait

Gy, w) =Mpu(f)X) =My (f1)c(w).

Grace au théoréme 2.1.3 et compte-tenu du support de fi, on obtient alors G ¢ € Hy"".
Montrons maintenant la surjectivité de 1’application. Soit G € H’;,W. Il existe ¢ > O tel que

?<couti—w<e = G(t,w)=0.

Grice au théoréme 2.1.3, il existe g € D(R x R3) tel que pour 7, w € R*, on ait
1 1
G(t,w) = My, (gr)(w) = Mgy, 78t (w) + Mgy, 38 (w).

GrAce au corollaire 3.4.1, 1a fonction gg € D (33N q) définie par go(t Hz + X') = g(z, w;l XN+
g(=7, ¥ | (X)) vérifie

My, (g0)(tHz + X') =G(1, 0(X')/2).
Soit x une fonction de classe C* nulle sur |—o0; %] et égale a 1 sur [¢; +o00[. Pour X = tH3 +

X' e (RH3 + [33,33]) N g, on pose ¢1(X) = 72 et ¢o(X) = > — Q(X')/2. Soit # la fonction
définie pour X =t H3 + X’ € (RH3 + [33, 33]) N q par

0(X) =1 (X)(X) = x (?)x (=% — 0(X')/2).
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Cette fonction est N3-invariante et pour 72 < 5 ou 2 — 0(X")/2 < 5,ona6(X) =0 et pour
2>cett?>— Q(X)/2>¢e,0naf(X)=1. Ainsi Ogo est a support dans (33 N q) et vérifie
pour Q(X")/2 = w la relation

M, (080)(X) = x (?)x (z* — w) G (z, w) = G(r, w).

Par surjectivité de 1’application (p3)s, il existe ¢ € D(H x (33 N q)+) telle que Ogo = (P3)«(¢P)
et par la proposition 3.4.1, on a Mg ((13)+(¢))(X) = Mp, (P3)(@)(X) = G(z, w), ce qui
acheve la preuve. O

4. Opérateurs différentiels et solutions propres

La forme H-invariante et non dégénérée w (X, X') = %tr(X X’) induit un isomorphisme
de S(q(C)H‘C dans (C[qC]H‘C = C[Q, S]. Dans cette partie, nous déterminons les fonctions H -
invariantes et analytiques sur "¢ solutions du systeme

re Q)P =x(Q)P
AT I S

oll x estun caractére de C[Q, S] = C[qc]"c. Comme C[qc]C est isomorphe a Cla, 4 ]V#@++),
un tel caractere est déterminé par (L1, Ap) € CZ? avec x(Q) = i1+ A et x(S) = A1Ag etil est dit
régulier si AjA2 (A1 — A2) #O0.

Dans toute la suite, on fixe un caractere régulier x associé a (A1, A2) € C2.

Soit a un sous-espace de Cartan. Nous rappelons que la partie radiale sur a d’un opérateur
différentiel D défini sur q"*, que I’on notera A,(D), est I’opérateur différentiel défini sur a’*
vérifiant pour toute fonction f de C°°(q)¥, la relation

Aa(D)(flares) = (Df)lares.

Ainsi, la fonction @ est solution de (E,)(q™) si et seulement si elle satisfait sur a™ le
systéme

re Ag(0Q)P = (A +22)P
(E)(a) {Aa(GS)cb:AlAgdﬁ.

Dans cette partie, nous allons déterminer, pour tout sous-espace de Cartan a de q, les par-
ties radiales de 9(Q) et d(S). Nous déterminerons ensuite les solutions sur a’®® du systeme
(Ex)(a’®).

4.1. Parties radiales

Soit a un sous-espace de Cartan. Pour £ € a et k une fonction Wy (ac)-invariante de
A(gc, ac) dans C, on note T¢ (k) I’opérateur de Dunkl défini par



P. Harinck, N. Jacquet / Journal of Functional Analysis 261 (2011) 2362-2436 2401

1 —ry
T: =
D=0+ Y kea®)—,
acA(ge.ac)t

avec rq = idq — %ha. L’ opérateur T (k) agit sur Cla] et sur C*°(a).

Nous rappelons tout d’abord quelques propriétés remarquables de ces opérateurs de Dunkl
dont les preuves sont précisées dans [2] et [7].

Pour £,&' € a, on a [T¢ (k), Te (k)] = 0. Ainsi ’application & — T: (k) de a dans I’ensemble
des opérateurs de C*°(a"8) s’étend en un homomorphisme injectif de S(ac) dans I’ensemble des
opérateurs de C°°(a"#). On note T, (k) I'image de p € S(ac) par cette application.

Lorsque p € § (a(c)W”C(aC), I’opérateur T, (k) est un opérateur différentiel sur I’espace des
fonctions Wy (ac)-invariantes sur a. On note D, (k) la restriction de T}, (k) a I’espace des fonc-
tions W (ac)-invariantes sur d.

Soit Resy 1’homomorphisme de restriction de C[qc]HC dans (C[a(c]WHC(aC) donné par
P+ P|gc. Larestriction de @ a ac x ac est non dégénérée, donc elle induit un isomorphisme
de § (a(c)WHC(a‘C) dans (C[a(C]W”C(uC) et on notera également Resy 1’homorphisme de restriction
de S(qc)c dans S(ac)"#c @) que I’on déduit.

Théoréme 4.1.1. (Voir [17, paragraphe 1.1].) Soit P € S(q)f et k la fonction définie sur
A(gc, ac) par ky = mT“ Alors I’action de Ay (9 P) coincide avec celle de Dgeg,(py(k) sur l’es-
pace des fonctions Wy (ac)-invariantes sur a.

Dans toute la suite, nous considérons la fonction k définie par ko = “5*, pour « parcourant
A(gc, ac). On pose

1(k) = 1_[ o2k = l_[ ae,

a€A(ge,ac)t a€A(ge,ac)t
Remarque 4.1.1. Ona |/ (k — %)| =18let|l(k)|=1I.

Théoreme 4.1.2. (Voir [12, proposition 3.9(1)].) Pour p € S(a(c)WHC(a‘C), ona

D,(1 —k):I(k— %) on(k)OIG —k) =80D,(k)os™".

Preuve. Le résultat d’Opdam donne la premiere égalité, la deuxieme en découle car les fonctions
5 o 1=3)

91t ) sont localement constantes sur a’8. O
2

Pour @ € A(gc, ac), on pose
1 1 1
Ly :i= Eaha(ozzmm) = 13’15 + &aha.

Nous rappelons que 1’on note o] et oz les deux racines positives de multiplicité un de a.
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Proposition 4.1.1. On a

Aq@Q)=8"0(La, + Lay)08=1(1/2—k) o (La, + Lay) o I(k—1/2),
Aq(@S)=58"0(LaLay)08=1(1/2—k) o (Le Lay)olk—1/2).

Preuve. La premicre assertion est diie a Dunkl ([2] et [7, théoréme 1.6]) et s’obtient par un
simple calcul que nous reprenons ci-dessous pour obtenir la deuxiéme assertion.

Pour P € S(q)”, on note p = Resy(P). Grice aux théorémes précédents, sur ’espace des
fonctions Wy (ac)-invariantes sur ac, on a les égalités suivantes :

Ag(@P)=8""oD,(1 —k)oa=1(% —k) o D,(1 —k)ol(k— %)

Calculons D, (1 — k) pour P = Q et P = S. En utilisant I’isomorphisme ac = ag induit
a24a? g +h§ azaz hg, h2
par w,on a Resq(Q) = L—2 = —1—2 et Resa(S) 6 = 16
Par définition, on a T (1 — k) = 85 + al(f) r"“ + 2a (é) “2 . Comme les racines o et
oy sont orthogonales et «; (hy,;) = Q(ha,) =4, pourt € {1,2}, on obtlent Tha’_ (1 —k)=20hy, +

1—rqy. .
2—"L et par suite
(273

1—rq 1—rg 1—rq \?
Ty (1— k) = 0h2, +20hg, 0 — % +2 Lo dhy, +4<—r> .
% ! o; o; o

. l—rg;
Les relations ry; 0 0hy; = 0(ry; (hy;)) 0rq; = —0hg, o1y, €t (%)2 = 0, donnent finalement

— rot,'

o

2
Tyz (1 —k)=0hg, + ah = ahal 0Ty +20hg, o
On obtient donc les égalités suivantes :
D/’L21+/’L22(1 - k) = 8ha1 + a—Bhal + Bhaz + a—ahaz = 4(L051 + Laz),
o a l 2

et

Dhélhéz (1—-k)= Thél (11— k)Théz 1- k)|(C[aC]WHC (ag)
= 4Thg¢1 (l - k)LOlz |(C[Clc]WHC (aC)

=16Lg, Loy = 16Lg, Ly,

puisque les racines o et az sont orthogonales. D ot le résultat. O



P. Harinck, N. Jacquet / Journal of Functional Analysis 261 (2011) 2362-2436 2403

4.2. Solutions du systeme E, (a"*8)

Soit @ une fonction H-invariante et analytique sur ¢ solution du systeme (E,)(q").
Par H-invariance, la fonction @ est uniquement déterminée par ses restrictions a a8 pour
a € {car(q)) et par le théoreme 4.1.1 et la proposition 4.1.1, pour tout a € (car(q)), la fonction
H-invariante (|5|®)|a"® est solution du systeme suivant :

(Lo, + Lay))¥ = (A1 + )&

- - sur a8,
Ly Lo, ¥V =AM

(Sares, ) {

Pour j =1, 2, précisons I’expression des opérateurs Ly, en terme des coordonnées sur a €
(car(q)). Soit a = a¢, ¢, avec €; = %.
Laracine «; est réelle si et seulement si €; = +. Dans ce cas, on a o (Xf,‘lffz =2uj, dhy; =

9 _ 92 1 9
2E et Laj =

8u§ uj duj-

La racine o; est imaginaire si et seulement si €; = —. Dans ce cas, on a o (X,i‘lffz) =2iu;,
— 0,0 — (L1 d
ahai =2 du j et LO‘_/ - (3u§ + uj 8uj)'

Poura=ayeta =2(t x160),onadhy = %:Fz% et Ly, = %(%:Fz%)z—i— m(% :Fz%).
On introduit 1’opérateur différentiel de Bessel d’une variable complexe L. et son analogue

réel L
2 9 > d
Le=4z2—+— t L=4(t— +— ).
¢ (Z8z2+81> ¢ <dt2+dt>

L’opérateur L correspond & la partie radiale de I’opérateur de Laplace pour la paire symétrique
(s0(2,1),50(1, 1)) et s’obtient a partir de (% + %%) par le changement de variable r = u?.
L’équation L.y = Ay est de type Fuchs en 0 et ses solutions s’expriment a I’aide des fonctions

de Bessel. Plus précisément, on rappelle le résultat suivant :

Proposition 4.2.1. (Voir [11, paragraphe 16.32] et [5, appendice A (4)].) Pour A € C, on pose

@A(Z):Z (A2)" et wk(z)zzw Oaa(x)z_zw

N2 n2 °’ .
>0 47 (n!) 50 4" (n!) F'x+1)

1. Un systeme fondamental de solutions de L.y = Ly sur C — R_ est donnée par la fonction
analytique complexe ®@; et la fonction W) (z) = wy(z) + log(z) @, (z) ou log désigne la
détermination principale du logarithme sur C — R_.

2. Un systéme fondamental de solutions de Ly = Ay est donnée par la fonction analytique
réelle @, (t) et la fonction W, (t) = wy (t) + log |t|D;.(1).

Pour A € C*, on pose

Sol(L, %) = {y € C*(R*,C); Ly = Ay)
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et

Sol(L¢,A) ={y:C—R_ — C, analytique; L.y = Ay}.
Nous allons exprimer les solutions du systeme (Sgqres ) pour a € {car(q)) en terme des fonc-
tions @, et W, données dans la proposition précédente.

Considérons tout d’abord le cas a € {ay 4+,a4 —,a_ _}. Par H-invariance des fonctions
considérées, il est naturel d’introduire, pour i € {1, 2}, les opérateurs différentiels

Loma(n 4 2
e o)

La description précédente des opérateurs L,, permet d’obtenir le lemme suivant :

Lemme 4.2.1. Soitac{at 4,04 _,a__}. Si @ est une solution analytique Wy (a)-invariante
de (Sares, ) alors il existe une fonction ¥ analytique sur {(t, ) € Rz/(tl — h)titr # 0}, telle
que :
1. (11, ) =¥ (12, 11).
{ (L1 + L)W (11, 12) = (b1 + 22)¥ (11, 12)
LiLy¥ (1, 12) = MW (1, ).
3. Pour tout X € a’8, alors ¥ (X) = ¥ (u(X), v(X)) oi {u(X), v(X)} caractérise la H-orbite
de X (lemme 1.3.1).

Proposition 4.2.2. Les solutions ¥ de classe C* sur {(t1, 1) € R%/(t; — t2)t112 # O} du systéme

{ [(Li+ L)W ](t1. 12) = (1 + 22)¥ (11, 12)
Ly LW (ty, 1) = MV (11, 1);

sont sur chaque composante connexe de {(t, 1) € Rz/ (t1 — n)t1tr # 0} des combinaisons li-
néaires des fonctions

(t1, ) > A(t1)B(t2) et (t1,0) = A(n)B(1),
oit A et B parcourent respectivement Sol(L, L) et Sol(L, Ay).

Preuve. Soit ¥ une solution du systeme considéré. Pour i € {1, 2}, on a donc (Li2 — (A1 +
AM)Li + i id)¥ =0, et par suite,

ve ker(Liz — A1+ AL +A1rp id) =ker(L; — A id) @ ker(L; — Ay id).

Par la proposition 4.2.1(2) appliquée a L1, il existe une famille (g;) je(1,....4) de fonctions définies
sur R telles que

(11, 1) = g1(02) Py, (11) + g2(2) W3 (1) + 83 (12) Py, (11) + ga(2) W5 (11).
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En inversant la matrice correspondant au wronskien de t; = @, (t1) et 1] W)fi (t1), pour

i €{1,2}, on en déduit que les fonctions g1, g2, g3 et g4 sont de classe C? sur {(t1, ) €
R2/(t) — )1t # 0.

En reprenant le systeme initial et tenant compte la liberté des fonctions #; — @;, (¢1) et
1 W){l_ (t1), pour i € {1,2}, on en déduit que g; et go sont dans Sol(L, 1y) et que g3 et g4
sont dans Sol(L,x;). O

Etudions maintenant le cas particulier de ay.
Un élément de a; s’écrit

avec (1, 0) € R2.
On note a; la chambre de Weyl de ageg formée des X ¢ tels que T > 0 et & > 0. Ainsi une

fonction Wy (ay)-invariante solution de S o x est uniquement déterminée par sa restriction a a;

et vérifie le méme systéme sur a; que ’on notera S _+ .
55X

2 .
Pouri =1,2,onnote L. ; :=4(zi£—z2 + Biz-)'

Proposition 4.2.3. Si & est une solution analytique de (S ot x) alors il existe un ouvert connexe

U de C? contenant {(z1, z0) € C%; z1 = 23 et Im(z1) > 0} et une fonction ¥, : U — C analytique
sur U telle que :

] { [(Lea + Lep)Wel(z1, 22) = (M + A2) (21, 22)
. sur U.

LeiLep¥e(z1,22) = AAaWe(z1, 22)
2. Pourt>0et0>0alorsonaW¥(X;) =¥.((t +10)2, (r —10)?).

Preuve. Onnote D, = {(x, y) € R?; y > 0}. Par le lemme 1.3.1, pour tout (x, y) € Dy, il existe
une unique H-orbite O de q"8 telle que O N ay # @ et pour tout X € O alors {u(X), v(X)} =
{x +1y,x —1y}.

Ainsi ’application y définie sur a; par y(X¢p) = (t? — 6%,207) est un difféomor-
phisme analytique de a2 dans D, d’inverse analytique donné par Yy lx,y) = X:p avec

7 = Re(/x +1y) et 0 = Im(\/x + 1y) oir la fonction racine \/z = e2 7102(2) et définie sur C — R_.

On définit la fonction ¥y sur D par lI/()(x W="oy! (x y). Cette fonction est analytique
réelle sur D4 et, en notant Lo = (x + l)’)(ax —1 By)2 +2(2 Fr 3y) elle satisfait le systeme
suivant sur D :

(Lo + Lo)Wo(x, y) = (A + A2) W (x, y)

So(D —
( o( +)) {LOLOWO(x’y)Z)\.l)LZWO(xa y).

Comme la fonction ¥ est développable en série entiere au voisinage de tout point de D,
pour tout (xo, yo) € D, il existe une famille (@m,n) y n)en2 de nombres complexes et R > 0 tels
que :
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a) la famille (apnr"*) () 1yene €st sommable pour tout r < R,

b) pour |x — xg| < R et |y — yo| < R alors ¥y(x,y) = Z,mn?Oa,n,n(x —x0)"(y — yo)", cette
expression étant indépendante de I’ordre de sommation des termes [10, théoreme 2.2.6].

Par suite, il existe une famille (bm,n)(m,n)eNZ de nombres complexes telle que, pour tout
r < R, la famille (bm,nrm”)(m’n)eNz soit sommable et, en posant z = x + 1y et zo = xo + 1Yo,
pour |z —zo| < R,ona

W(x,y)= Y bualz—20)"E—20)".

m,n>0

Ceci permet de définir la fonction ¥, sur le disque de centre (zg, Zg) et de rayon R dans C?
en posant

We(z1,22) = Y bua(zi —20)" (@2 — 20"

m,n=>0

Cette construction est licite au voisinage de tout point (zg, zg) tels que (Re(zg), Im(z0)) € D+.
Ainsi, par prolongement analytique [10, théoréme 2.2.6 et remarque qui suit le théoreme 2.2.7],
il existe un ouvert connexe U de C2 contenant {(z1,z2) € C%;z; = 73 et Im(z1) > 0} et une
fonction ¥, : U — C analytique sur U telle que, pour tout x € Ret y > 0, I’on ait

We(x +1y,x —1y) =% (x, y) =P oy (x,y),
ce qui s’écrit encore lf’(X,,g) =v.((t + 10)2, (7 — 19)2), pourt >0etf > 0.

La fonction ¥, satisfait le systtme (So(D4+)) et donc, par construction de Y., pour
(x,y) € D4, on a les relations

[(Lea 4 Le)We](x 41y, x —1y) = (Lo+ Lo)¥o(x, y) = (A1 + A)We(x +1y,x —1y) et
[(LeaLen)We](x +1y, x —1y) = (LoLo)Wo(x, y) = (MA)We(x +1y, x —1y).

Maintenant, si R est une fonction analytique sur U alors, pour m,n € Net (z,z) € U,on a

(a 9 R)(Z,Z)z "9 (z = R(z,2)).

827" 02 dzm 9z

Ainsi, par le théoreme 2.2.6 de [10], si R(z,z) = 0 pour tout (z,z) € U, alors R =0 sur U.
On obtient donc que ¥, est solution du systeme

{ [(Let + Le2)¥e (21, 22) = (hp + A2)We(z21, 22)
LegLe2Ye(z1,22) = MAaWe(z1, 22)

sur U. Ceci acheve la preuve du lemme. O
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Proposition 4.2.4. Les solutions ¥, analytiques sur U du systeme

{ (Let +Lep)We(z1,22) = (M + A2)We(21, 22)
(Le,1Le2)We(z21,22) = (MA2)We(21, 22)

sont des combinaisons linéaires des fonctions

(z1,22) = A(z1)B(z2) et (z1,22) > A(z2) B(z1),
ot A et B parcourent respectivement Sol(L., A1) et Sol(L., A3).
La preuve de cette proposition est identique a celle de la proposition 4.2.2.

4.2.1. Actions sur les intégrales orbitales
Nous concluons cette partie en donnant 1’action des opérateurs différentiels sur les intégrales
orbitales.

Lemme 4.2.2. Soit f € D(q) et a € car(q). On note toujours a1 et oy les racines positives de
multiplicité 1 de a. On a alors :

My (3(Q)f)|a™ = (Lay + Lay) (Mpu(f)]a™)

et

Mg (3(S) f)|a™ = (Lay Lay) (M e (f)]a"®).

Preuve. Ceci découle immédiatement de la normalisation de Mpy(f) et de la proposi-
tion4.1.1. O

On reprend les notations de la définition 3.1.2, c’est-a-dire si X € mN g™ alors Mg (f)(X) =
M fm@(X),v(X)) etsi X = X9 € az alors My (f)(Xr9) = M fa(r,0). On note « =2(7 +
10) et & les racines positives de multiplicité 1 de ay. On obtient alors :

Corollaire 4.2.1. Soit f € D(q) alors on a

M) f) = L1+ L)Mfm et M(3(S)f),, = L1LaM fm

et

M) f)y=La+La)Mfr et M(3(S)f),=LaLaMfa.
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5. Distributions propres invariantes de Lllo . (U)H et perspectives sur L,lo . (4

On note N I’ensemble des éléments nilpotents de ¢ et on pose U =q — N.

Le but de cette partie est de décrire I’ensemble des distributions invariantes sur U/, propres
pour un caractere régulier x de C[q]” fixé, données par une fonction @ localement intégrable
H-invariante sur Uf.

On rappelle que pour T une distribution H -invariante propre sur U solution du systeme

3(O)T = x(O)T
(Ex) { ()T = x(S)T,

alors la restriction de T a I’ensemble U™ = q"*8 est une fonction analytique [15, théoréme
5.33)].

Nous allons décrire les conditions nécessaires et suffisantes sur @ € L}OC(L{)H satisfai-
sant le systtme (E,)(q"“®) pour que la distribution T définie sur DU) par (T, f) =
fq @ (X) f(X)dX soit propre invariante sur If.

Par hypothese sur @, pour P € C[q] et f € D), on a (Typyo, [) = x(P)(To, f) ainsi
Tg est propre sur U pour le caractére y si et seulement si pour tout P € C[q]¥ et f € D(U), ona

[1or2)r - oo )cax =o.

q

La formule d’intégration de Weyl permet un travail sur chaque sous-espace de Cartan de
(car(q)). Compte-tenu du comportement des intégrales orbitales au voisinage des points semi-
réguliers obtenu dans la partie 4 et de la description de (|8|®)|aye (voir le lemme 4.2.1 et les
propositions 4.2.2, 4.2.3 et 4.2.4), une intégration par parties sur chaque sous-espace de Cartan
conduira aux conditions voulues sur @. Ces conditions sont analogues aux conditions de recol-
lement obtenues dans le cas des algebres réductives par Harish-Chandra et T. Hirai ([6] et [8]) et
de celles de J. Faraut obtenues pour un hyperboloide & une nappe [3].

Elles traduisent le comportement de @ au voisinage des points semi-réguliers. Grace a 1’ap-
plication @ définie dans le paragraphe 1.2 qui renverse 1’ordre d’Hirai et la H-invariance des
fonctions considérées, on ramene I’étude de @ au voisinage des points de a4 4 Nag _ et
a4+ 4+ Nap. Tout comme pour I’étude des intégrales orbitales, ces deux cas nécessitent une mé-
thode spécifique.

5.1. Voisinages invariants des éléments semi-réguliers

On rappelle que @ désigne I'isomorphisme H-équivariant de q donné par w(%) =

(_LZ'%). Cet isomorphisme renverse 1’ordre d’Hirai sur car(q). Par I’étude du paragraphe 1.4,
tout élément semi-régulier appartienta H -‘mNg,oud H-(33N¢q)+ oud H - @ ((33 N q)+). Par
I’étude de la partie 3, ces ensembles sont ouverts puisqu’image d’un ouvert par une application
submersive.

On rappelle que les polynémes Q, S et Sp sont donnés par Q(X) = %tr(Xz), S(X) =det(X)
et So = 02 —45.
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Lemme 5.1.1. Nous avons :

1. H-'‘mNng={Xeq, SHX)>0}.

2. Ho(3Na)s=H-"5Nq=[X cq. S0 >0, 00) > -2,/[s0]}.
3. H-w(GzNa+)={X €q SO >0, 0(X) <2\/[SX)|}.

4. U=H -'mNqUH -GN+ UH o ((G3Nay)

={X eq, Q(X) #0 ou So(X) #0}.

Preuve. Soit X € qetsoit X = X+ X, sa décomposition de Jordan. En particulier [ X, X,,] =0
etdonc X2 = X2 + X, (X, +2X;) ot X,,(X,, +2Xj) est nilpotent et commute 2 X2. On obtient
donc Q(X) = Q(Xy). Il est immédiat que S(X) = S(Xj) et par suite So(X) = So(Xy).

Par ailleurs, par la remarque 1.3.1, on a Sop(m N q) C Ry et Sp(az) C R_, le polyndme S
prend des valeurs positives sur a4 4, d_ _ et ap et des valeurs négatives sur a; _, le polyndme
Q prend des valeurs positives sur a4 4 et négatives sur a_ _.

1. Linclusion H -‘mNq C {X € q, Sp(X) > 0} est immédiate.

Soit X dans q tel que So(X) > O et soit X = X + X,, sa décomposition de Jordan. Puisque
So(X5) = So(X) >0, il existe h € H et a € (car(m N q)) tel que i - X5 € a. Si X;, =0 alors on
obtient X € H -mNgq. Si X, # 0 alors X est semi-régulier et donc 4 - X; € RH| ou R (Hyp).
Comme 4 - X, commute a & - X, on obtient & - X, € m N g par définition de m N q. Comme
‘mNg={X emnaq; So(X) # 0}, on obtient donc X € H - ‘mN .

2.Parlelemme3.4.1,0ona H-‘33Nq=H-(33Nq)y et G3Nq)4 = {(%) (tr(Y))? det(Y) > 0}.
Montrons d’abord que H - (33N q)+ C{X € g, S(X) >0, O(X) > —2/|5(X)|}. Comme ces
deux ensembles sont H -invariants, il suffit de montrer que (33 N q)+ est inclus dans {X € q,

S(X) >0, Q(X) > =2/IS(X)}.
0 ) € (33 N q)+ alors S(X) = det(Y)? > 0. On note A; et A, les valeurs

Si X = (3o
propres de Y. Elles sont soient réelles soient complexes conjuguées et par hypothese, on a
(A1 + 22)%A1 42 > 0. Ainsi, on obtient la relation Q(X) = )»% + A% > 2| i h2] = —2/8(X).

Montrons I’inclusion inverse. Soit X dans q tel que S(X) > 0 et Q(X) > —2/|S(X)]. Soit
X = X, + X,, sadécomposition de Jordan. On a donc S(Xy) > Oet Q(X;) > —2./]S(X;)][. Ainsi,
ilexistehe Hetae {a4 4+,a2,a_ _}telsque h- X; € a.Si Q(Xs) > 0alors a € {a4 4, az}. Si
0(X;) <0 alors Sp(X;) <0 etdonc a=ay. Ainsi, on a toujours 2 - Xy € 33N 4.

Si X, = 0 on obtient alors & - X € 33N q. Si X,, # 0 alors X est semi-régulier et donc
h-X; e RH3z. Comme & - X, commute a i - X, il appartient a 33 N q par définition de 33 N q. On
conclutdonc i - X € ‘33N q.

3.0naH-w((33N4)+) = @ (H - (33N)4). Comme S( (X)) = S(X) et Q(w (X)) = — Q(X),
onobtient H-w((33Nq)+)={X €q, S(X) >0, Q(X) <2/|S(X)|}.

4. Soit X € U. Alors X est non nul et les valeurs Q(X) = Q(X;) et So(X) = So(X5) ne sont
pas simultanément nulles. Supposons que Sy(X) soit non nul. Si Sp(X) > 0, alors X est dans
H-‘mNq.
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Si So(X) < 0, alors on a Q(X)2 — 48(X) < 0 ce qui donne S(X) > 0 et (Q(X) —
2/8(X)(Q(X) + 24/5(X)) < 0. Comme Q(X) —2/S5S(X) < Q(X) + 24/5(X), on obtient
0(X) —28(X) <0< Q(X) +2/S5(X), ce qui implique que X estdans H - (33N q)+ N H -
@ (33 Na)+).

Si So(X) = 0, alors Q(X) est non nul et on a S(X) = Q(X)?/4 > 0 et Q(X) = £2./S(X).
Nécéssairement X estdans H - @ (33N q)+) ou H - (33N q)+.

La réciproque est immédiate. O

5.2. Conditions de recollement

Nous rappelons les notations suivantes introduites dans le paragraphe 1.3 et la définition 3.1.2.

Si X = (g g) alors u(X) et v(X) désignent les valeurs propres de Y Z et elles caractérisent la
H-orbite de X lorsque X est semi-simple.

Si F est une fonction H-invariante sur ", les fonctions Fy, définie sur (R*)? — diag, et F>
définie sur (R*)? vérifient, pour X € m N ¢ alors F(X) = Fm(u(X), v(X)) et pour X:pem
alors F(X ) = F2(t,0). Pour f € D(q), onnote (Mp flm = M fm et My flo=Mfo.

Dans tout ce paragraphe, on se placera sous les hypotheses suivantes.

Soit @ € L}OC(L{)H une solution du systeme (E,)(q"*). Pour conserver les propriétés de
symétrie et anti-symétrie des fonctions, on exprime le systtme (E, ) a I’aide de la base {Q, So}
de C[q]".

On note ¥ = (|8|®)|q"®¢. Par 1’étude du paragraphe précédent, pour chaque a € car(q), la

fonction ¥ |a’*8 est une fonction analytique Wy (a)-invariante solution du systéme

(Lo, + Loy))¥ = (A + A&

~ - sur a’ e,
(Loy — Lay)?¥ = (M — 12)*¥

(Sares, ) {

ou o et ap désignent les racines positives de multiplicité 1 de a.
Par le lemme 4.2.1 et la proposition 4.2.3, il existe une fonction Wy, analytique sur {(t{, ;) €
R? /(1) — t)t112 # 0} et symétrique par rapport aux deux variables telle que

{ [(L1 4 L)W (11, 12) = (A1 + A2) Wi (11, 12)
[(L1 — L2)*Wn ] (1, 12) = (M1 — 12)2W¥m (11, 12),

et une fonction ¥, analytique sur un ouvert U connexe de C? contenant {(z1,20) € C%z =
72 et Im(z1) > 0} telle que

{ [(Let + Le)¥e] (21, 22) = (1 + M)W (21, 22)
sur U,

[(Le — Le2)?We](z1, 22) = (A1 — A2)?We(21, 22)
avec pour tout X € q"*8 :

_ W ((X), v(X)) siX € H mNge
v(X)= { W (u(X), v(X)) siXeH af.

Plus précisément, I’élément X = X g appartient a a2+ si et seulement si T > 0 et 0 > 0, et dans
cecasona ¥ (X g) = ¥ ((t +10)%, (t —16)?).
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Pour (7, 0) € (R*)2, on note ¥, (t, ) = lIN/(Xt,g). Par invariance de ¥ sous I’action du groupe
de Weyl Wy (a2), la fonction ¥, est paire par rapport a chaque variable.

Définition 5.2.1. Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert de R2. Soit D un opéra-
teur différentiel sur R? tel que Df et Dg existent. On notera, lorsque les intégrales considérées
convergent

In(D, f,8) = f (f (D) — (Df) g)(t1, 1) dt1 d1,

>0

LD, f, g)=/(fz+92)(f (Dg) — (Df) g)(z,0)dr db.

R2

Par la formule d’intégration de Weyl (Ilemme 3.1.2) et I’action des opérateurs différentiels sur
les intégrales orbitales (corollaire 4.2.1), on a

(0(D)Ts. f) = (Tooyo. f)= Im(L1 + Lo, ¥in, M fu) + 21 (Lo + La, %2, M f5) et
(050 Tw, f) = (Taspe: f) = Im((L1 = L2)*, Wm, M fr) + 25 ((La — Lg)*, W2, M f2).

Ainsi, Tp est une distribution propre invariante sur { pour le caractere x si et seulement si,
pour tout f € D(U), les fonctions ¥y, et ¥, satisfont les relations suivantes :

Im(L1+ Lo, Wiy, M fi) + 21 (Lo + Lg, W2, M f2) =0

(Rec) { Im((Ll — L)2, W, Mfm) + 2[2((La —Lg)?, W, MfZ) =0.

Dans les paragraphes suivants, nous allons étudier ces relations successivement pour f €
D(H -*‘mNq), puis f € D(H - (33N q)4) etenfin f € D(H - @ ((33 N 9)+)).

5.2.1. Recollement sur H -‘mNgq
Par le lemme 5.1.1, si f € D(H -‘m N q) alors le support de f est contenu dans {X € q;
So(X) > 0}. Comme H - ay C {X € q; So(X) < 0}, la fonction M f> est identiquement nulle.
D’autre part, par le théoréme 3.3.1, ’application f — M f, est surjective de D(H -‘m N q)
dans leog. Ainsi, les relations de recollement (Rec) pour f € D(H - ‘m N q) sont équivalentes a

In(L1+ Ly, W, F)=0 et In((L1 — L2)* ¥, F) =0, pourtout F € M.

Pour simplifier les notations, on pose dans tout ce paragraphe ¥ = Wy,.

Une fonction de leo s’écrit sous la forme a(t1, ) + log|t1|b(t1, 12) + log|t2|b(t2, 1) +
log |t1|1log|t2]c(t1, 12), avec a et ¢ symétriques par rapport aux deux variables et a, b et ¢ dans
D(R? — diag).

Par le lemme 4.2.1 et la proposition 4.2.2, sur chaque composante connexe de (R*)? — diag,
la fonction ¥ s’écrit comme somme de fonctions de la forme (A(#1) + log|t1|B(#1))(C(t2) +
log|t2|D(12)), ou A, B, C et D sont des fonctions analytiques sur R.

Pour exprimer les conditions de recollement, nous introduisons les notations suivantes.

Soit Ene 1'espace des fonctions u de la forme u(¢) = v(¢) + log|t|w(f), ol v et w sont de
classe C? sur R* et admettent, ainsi que leurs dérivées, des limites a droite et a gauche en 0. Pour
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une fonction f continue sur R*, on notera lorsqu’elles existent £(07) et £(07) ses limites a
droite et a gauche en 0.
Pour u € &sjnq, on pose WMy =tu' () et ul (1) = u@t) — log |¢|ul!)(1), de telle sorte que

lim_ ul@) = w(0F) et limiu[o](t) =v(0%).

t—0% t—0

. . 2
Ainsi, pour & et u dans &y, et L = 4(t;’7 + 5’7), ona

fim_ (utA —ulTh M) @) = (WA — ulTR M) (0%) = tim (¢(u'h —uh') (@) et

t—0% t—0%

hO(Lu) (@) — (LI Ou() =42 [h[O —hM @) = 4%[t(u’h —uh')(1)].

Pour f et g deux fonctions de classe C! sur un ouvert U de R? et j € {1,2}, on définit les
opérateurs K ; par

0
K;(f, g)(tl,t2)=fj<f— - —fg>(t1,t2)

otj At

2 p
En notant L ; =4(z,-33—tj2 + a%)’ onadonc f(L;g)— (L;f)g =4%K,-(f, 2).

Par ailleurs, pour f une fonction définie sur R"! x R"2 ou (ny,ny) € (N*)2, et (x,y) €
R™ x R™, on note f, la fonction définie sur R"2 par f,(y) = f(x,y) et f” la fonction dé-
finie sur R par f7(x) = f(x, y).

Remarque 5.2.1. Soit F € Hlog Par la description de Hlog et les hypotheses sur ¥, les fonctions

F;, et ¥, pour ] € R* et les fonctions F2 et W2 pour #, € R* appartiennent & Sg,ng
En particulier, pour tout € R* et j € {0, 1}, les limites (¥;)/1(0%) et (lI/ H)Li1(0F) existent.
Par ailleurs, pour tout t € R* et j € {0, 1}, les fonctions x > (F)U!(x) et x > (FH/I(x)
sont continues en 0.

Remarque 5.2.2. Pour F € leog, ona

Ki(w, Py, 1) = (w2) " (F2)" = (02) 1 (7)) @)
et

Ky (@, F)(t1. 1) = (@) FDM — @) (F) ) (1),
Remarque 5.2.3.

1. Les fonctions ¥ et F étant symétriques, pour tout (¢, ;) € (R*)? — diag et pour j € {0, 1},
elles vérifient les relations

F) ) = (F) 1) et @)V ) = (w2) @)
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et donc on a

Ki(W, F)(t1,) = KoY, F) (2, 1).

2. Comme F est une fonction a support borné, nulle au voisinage de tout élément diagonal
de R?, il en est de méme des fonctions K;(¥, F)pour j €{1,2}.

Lemme 5.2.1. Pour tout F € H> _, les fonctions t — K-> (¥, F)(t,0%) sont intégrables sur R et

log’
ona

In(Ly + Ly, ¥, F) =4/[K2(l1/, F)(1,07) — K2, F)(t,0%)]dr.
R

Preuve. On a

In(Ly + Lo, W, F) = f (@ (L1 + Lo)F — F(Ly + L)W) (1. ) dry dis

n=>t

= / (IWL\F — FL{W]+ WLy F — FLyW1) (11, 12) dry d1o.

>t

Soit k € {1,2}. Montrons que Y Ly F — FL;¥ = 4%[(1((!1/, F) est intégrable sur R2. Pour

une fonction f de classe C? sur un ouvert de R*, nous avons ’égalité L(log|f| f (1)) =8 f'(t) +
4log |t|(f'(t) +1tf"(1)). Ainsi, pour chaque composante connexe C de (R*)? — diag, il existe des
fonctions G; ; € D(R2 —diag) ou 0 < i, j <2 telles que, pour (f1, 1) € C, on ait

(U (LeF) = F(L®))(n.0) = Y Gij(nn.o)(logn ) (log[ra1)’
0<i,j<2

Par suite, la fonction Y L F — FL,¥ = 43% K (W, F) est intégrable sur R2. Les propriétés sur
le support de F (remarque 5.2.3(2)) et le théoreme de Fubini assurent 1’intégrabilité des fonctions
Ky (¥, F)(t,0%). On obtient donc

In(L1+ Loy, W, F)

= f[lI/L1F—FLllI’](t1,t2)dt1dl‘2+ [ (WLryF — FLyW]|(t, tr)dt) dty

>0 n>n

ad 0
4 / O KW ),y dndi +4 f =Ko, F) (1, 1) iy d.
1> ! 1> 2

Par ailleurs, le théor¢me de Fubini et les propriétés sur le support de F donne

ftl>t2>0 aiz]Kl (¥, F)(t1, t2) dt; dt» = 0, et donc, on obtient
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0
/ — K1 (Y, F)(t1,1p)dt dty
dat

1n>n

ad ad
= / 5[{](11/, F)(t1, ) dtidt + / EKI(W’ F)(t1, ) dt dt
1 1

t1>0>1 0>11>1,
0 0
:—/Kl(tlf, F)(0%,1)dr + / Ki(¥, F)(07,1)dt.

—00 —00

Par la symétrie des fonctions ¥ et F (remarque 5.2.3), on a K|(¥, F)(t1,1h) = Ko(¥,
F)(t2, t1) ce qui implique

0 0
ad
/ gKl(!l’, F)(tl,tz)dndtz:—sz(lI/, F)(t,0+)dt~|—/K2('I/, F)(1,07)dr.
1> ! —00 —0o0
De méme, on obtient la relation
8 —+00 400
/ 51@(4/, F)(tl,tz)dtldtzz—sz(W, F)(t,0%)dr + / KW, F)(t,07)dt.
2
n>t 0 0

Ces relations donnent alors le résultat voulu. O

Proposition 5.2.1. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pourtout F € ’leog, onalnw(Li+ Ly, ¥, F)=0.
2. Pour j € {0, 1} et t; € R* alors (¥,)V1(0") = (&,)l/1(07).

3. Pour tout f € D(H -‘mNq) et pour tout t € R*, on a

Kz(lp, Mfm)(t» 0+) = KZ(W, Mfm)(t» O_)
Remarque 5.2.4. Grace a la remarque 5.2.3, on constate que

1. le point 2 de la proposition précédente est équivalent & I’assertion suivante :
2. pour j € {0, 1} et , € R* alors (¥2)l71(0) = (w2)lil(07) ;

2. le point 3 de la proposition précédente est équivalent a I’assertion suivante :
3. pourtout f € D(H -‘mNq) et pour tout 7 € R*, on a

Ki (W, M f) (07, 1) = K1 (¥, M fn)(07, 7).

2

og* Par

Preuve de la proposition 5.2.1. Supposons que Iy, (L1 + Ly, ¥, F) =0 pour tout F € H
le lemme 5.2.1, ceci s’écrit
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/[Kg(d/, F)(t,07) — Ko(&, F)(1,07)]dr =0,
R

ce qui s’écrit également, grice a la remarque 5.2.2

f [(F M0 (@) (07) — (@ (07)) — (F )P 0) (&)™ (07) — (&M (01))]dty = 0.

R

Nous allons appliquer cette égalité a des fonctions test pour obtenir les relations voulues
sur ¥. Soit x € D(R*) quelconque. 11 existe ¢ €]0, 1[ tel que supp(x) C [—e~ L —e]U[e, e 1.
Soit ¢ € D(R) telle que supp(p) C [%, 2¢ et ¢ =1 sur [g; ¢~11. On définit la fonction A de
leog par

At ) = x (It — 2l) (o) + () + x (—1t1 — 221) (e (—11) + @(—12)).

Ainsi, pour tout #1 € R, on a (4, YHOF) =0et (Ag )1(0F) = A(t1, 0) et de plus, si t; > 0 alors

A(t1,0) = x(tDe(t1) = x(t1) etsity < Oalors A(ty,0) = x (—|t1 De(=t1) = x (t1).
On obtient donc

In(Ly + Lo, W, A) =4 / x ) (@M (0%) — @M(07)) dty =0.
R

Cette égalité est vraie pour toute fonction x € D(R*) ce qui donne la premiére conclusion

WM (0%) = wHM(07), v eR".
Maintenant, pour (¢, t>) dans (R*)2, on pose C(t1, ) = (log|t1| + log |])A(t1, 1) € H120g~

Pour #; € R*, on a (C;)!'N(0%) = A(11,0) = x(t1) et (C;)/(0%) = log|t1|x(t1). De plus,
comme (¥;,)!1(0%) = (&,)['1(07), on en déduit

Im(L1 + Ly, W, C) =4 f (x (@)1 0F) — (@)1 (07))) dri.
R

Nous concluons comme précédemment que
@) 0") — @) (07) =0, vV eR".

Nous obtenons ainsi I’implication (1) = (2).

On suppose maintenant que pour j € {0, 1} et f; € R* alors (¥, oot = ¥, )l71(07). Parla
remarque 5.2.2, pour F € leog, on a alors immédiatement K> (¥, F)(t1,07) = K>(¥, F)(t1,07)
pour tout t; € R* ce qui donne I’assertion (3).

L’implication (3) = (1) est immédiate par I’expression de In(Li + Lo, ¥, F) donnée au

lemme 5.2.1 et la surjectivité I’application f + M fu, de D(H - ‘m N q) dans leog. O
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Définition 5.2.2.

1. Pour f et g deux fonctions d’une variable x réelle ou complexe, on note

ST(f, @) (x1,x2) = f(x1)g(x2) + f(x2)g(x1)

et

Lfs g1Cx1, x2) = f(x1)g(x2) — f(x2)g(x1).

2. Si (f})jes estune famille finie d’un espace vectoriel, on note Vect(f;; j € J) le sous-espace
vectoriel engendré par la famille (f}) jey.

Corollaire 5.2.1. La fonction ¥ satisfait I'une des conditions équivalentes de la proposition
5.2.1 si et seulement si

W € Vect(ST (A, B)(t1, 1), signe(t; — )[A, Bl(t1,1); (A, B) € Sol(L, A1) x Sol(L, 1)).

Preuve. Par le lemme 4.2.1, la fonction ¥ sécrit, sous les formes suivantes :
Pour i € {1, 2}, il existe (fi+, gi*) € Sol(L, Ap) x Sol(L, Ay) telles que, pour t1 > 1, > 0,

W (11, 12) = fi (1)@, (02) + f5 (()W] (02) + g7 (1)1, (02) + g5 (11) W, (12).

Pour i € {1, 2}, il existe (f;", g; ) € Sol(L, »2) x Sol(L, A1) telles que, pour t; > 0> 15,

Ut 0) = fi DDy, () + [, ()W, () + 8 (1) Di, (1) + 8, (L)W, (2).

La condition (¥,)!"'(07) = (%)!"/(07) implique que f," (1) + g (1) = f; (1) + g5 (1)
pour tout ¢; € R . Comme Sol(L, A2) N Sol(L, 11) = {0}, alors, pour tout ¢; € R%, on ob-
tient £, (1) = f, (11) et g (1) = g, (). On pose alors fo(11) = f," (1) = f, (11) et ga2(n1) =
gy () =g, ().

De méme la condition (d/tl)[o] 0 = (d/tl)[o] (07) implique que, pour tout # € Ri alors
fit) = fi7 () = f () et g1 (1) == g (1) = g7 (11). Ainsi sur {(11, 12), 11 > 1o, 11 > O}, nous
avons

W (t1, ) = f1(1) P, (2) + fa(t) Wy, (12) + g1(t1) D1, (12) + g2(t1) Wy, (12).

En raisonnant de la méme manicre sur I’ensemble {(¢1, 12), t; > t2, to < 0} en utilisant les re-
lations (W2)l71(01) = (w2)li1(07), j € {0, 1}, nous obtenons, pour #; > 12 et 15 < 0 la méme
expression pour ¥, c’est-a-dire ¥ (11, 1) = f1(t1) Py, (2) + fz(ll)WL () + g1(t1) Dy, (12) +
&t W; (12).

Comme ¥ est symétrique par rapport aux deux variables, on peut donc 1’écrire comme com-
binaison linéaire des fonctions 1;, <, A(t1) B(t2) + 1451, A(22) B(t1) avec (A, B) ou (B, A) dans
Sol(L, 1) x Sol(L, 1y). On en déduit aisément le corollaire. O
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Proposition 5.2.2. Soit ¥ € Vect(ST(A, B)(t1, 1), signe(t; — t)[A, B](t1, 12); (A, B) € Sol(L,
M) X Sol(L, 1p)).
Alors, pour tout F € leog, on a la relation

Im((Ly — L2)*, W, F) =0.

Preuve. Nous allons montrer que les intégrales I(Ly — Lo, (L1 — L)W, F) et In(L1 —
Lo, W, (L1 — Ly)F) existent et sont nulles. Ceci donnera le résultat voulu puisque, dans ce cas,
on aura

In((L1 — L)*, W, F) = I (L1 — Lo, (L1 — L)W, F) + Iy (L1 — L2, W, (L1 — L2)F) = 0.

2
log>

pour g =¥ ou F, il existe des fonctions (g;,j)o<i,j<1 de classe C* sur R? telles que, pour
(11, 1) € (R*)? — diag, I’on ait

On procede comme dans la preuve du lemme 5.2.1. Par hypothese sur ¥ et définition de H

g(t1, ) = Z gi,j(thtz)(logltll)i(loglnl)j-
0<i,j<1

Comme, pour toute fonction f de classe C? sur un ouvert de R*, pour tout £ € R*, on a
L(log|t| f(t)) =8f'(¢) +4log|t|(f/(t) +tf" (1)), les fonctions LW et Ly F, pour k = 1,2 ont
une expression du méme type. Ainsi, si g désigne ’'une des fonctions ¥, F, (L1 — L2)¥ ou
(L1 — Ly)F, les fonctions (#1, 1) — (g )l/1(#2) sont continues en tout point (¢, 0) pour t € R*.

Comme F est nulle en dehors d’un compact de R? — diag, le méme raisonnement que dans
la preuve du lemme 5.2.1 donne que, pour (g,h) = ((L1 — L2)¥, F) ou (W, (L1 — Ly)F), la
fonction g(Lih) — (Lrg)h = 4%1(;{ (g, h) est intégrable sur R? et on a la relation

0
Im(Ll_Lz’g’h):4/[Kl(g,h)(o_,t)_Kl(g’h)(0+’t)]dt
+00
_4/[Kz(g,h)(t,()_)—Kz(g,h)(t’0+)]dt'
0

Comme ¥ et F' sont symétriques, I’une des deux fonctions g ou & est symétrique et 1’autre
est antisymétrique. Ainsi, pour (t1, 1) € (]R*)2 —diag,on a

Ki(g,h)(t1,1) = —Ka(g, h) (12, 11),

et on obtient

Im(L1 — Ly, g, h) = 4/[K2(g, h)(1,07) — Ka(g, h)(t,07)] dt.
R
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La remarque 5.2.2 et les propriétés de g et h décrites précédemment donnent K»(g, h)(t,
0™) = K3(g, h)(¢,07). Ainsi, on obtient

Im(L1 — L2, W, (Ly — L)F) = Im(L1 — L2, (L1 — L))¥) =0. O

5.2.2. Recollement sur H - (33 N q)+

Nous étudions dans ce paragraphe les conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonc-
tions ¥y, et ¥, vérifient les relations (Rec) pour tout f € D(H - (33 N q)+).

Les éléments réguliers de H - (33 N q)+ sont conjugués par H a un élément de a4 ou de ay.
La H-orbite d’un élément semi-simple de a4 4 est caractérisée par deux réels positifs #1 et 7,
paramétrisation utilisée dans le paragraphe précédent et celle d’un élément semi-simple de ap
par deux nombres complexes conjugués (t + 10)% et (t — 16)2.

Ici, nous utiliserons la paramétrisation suivante des éléments de ai 4 plus cohérente avec
celle de ay. Pour (7, 0) € R2, on note

T+6 0
. 0 0 T—0
L2 R 0 ‘ ’

0 T—0

de telle sorte que a4 4 = {X;,e’ (t,0) € Rz}. Avec ces notations, la H-orbite de X;,e est donc
I’ orbite caractérisée par les deux réels positifs (7 + 0)2et (t —0)%etona |8|(X;’9)| =4|16].
Pour f € D(H - (33 N q)4+) et ¥y, fixée comme précédemment, on définit les fonctions
(M fm)r et (W), sur {(z,6) € (R*)%; 72 # 67} par
(M fm)r(T.0) = My (f)(X5 4) = Mfu((T +0)% (x — 6)?),
(Fm)r (7,0) = U (X} ) = U ((x +6)°, (r —6)7).

Comme ¥ et My ( f) sont invariantes par le groupe de Weyl Wg (a4 ), les fonctions (Vi)
et (M fm), sont symétriques et paires en chaque variable.

Pour @ = %, la formule d’intégration de Weyl (lemme 3.1.2) donne alors

f q>(x>f(X)=/q>( T o)Mu(f)(XE o) 1410]|7* — 6% dT do

H-a+,+ R2

= [ W) 2. OM (2.0 2] e ds
R2

= / Y (t1, )M fn(t1, 12) diy di.

t1>tH>0

Définition 5.2.3. Soient f et g deux fonctions des variables (7, 0) € {(x, y) € (R*)?, x% # y?}.
Soit D un opérateur différentiel sur R? tel que Df et Dg existent. On notera, lorsque 1’intégrale
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considérée converge

1D, f, g)=/|r2—92|(f (Dg) — (Df) g)(x,0)dt db.
R2

Sur chaque sous-espace de Cartan a, les composantes radiales des opérateurs 9(Q) et 9(So)
sont données en terme des opérateurs L, = % ohy (yadh, ) (proposition4.1.1) ol y est une racine
positive de multiplicité 1 de a.

Sur a4 4, les racines positives de multiplicité 1 sont données par al(X;ﬁ) =2(t +0) et
ar(X ;’9) =2(t — 0). Par ailleurs, les racines positives de multiplicité 1 de a, sont données par
a(X:0) =2(t +10) et sa conjuguée &. Ainsi, les opérateurs L,,, pour ¥ (X) = 2(7 + €6) avec
e=*1si X = X;,e €ay 4 ete==215s1 X =Xg €ay, s’expriment de la maniere suivante

L=— (2 e V(aren(L el
V_4(r+ee)(ar ‘%0 ((f “Na %))

Grice aux lemme 4.2.2 et corollaire 4.2.1 on obtient donc :
Lemme 5.2.2. Pour f e D(H - (33N q)+), ona
Im(Ll + L21 lI/ms Mfm) = 11:1(L0l1 + Lazv (lpm)rv (Mfm)r) et
I ((L1 — L2)?, W, M f) =1 ((Lay — Lay)?, W)y, (M fm)r).

Ainsi les relations de recollement (Rec) s’écrivent pour f € D(H - (33N q)+),

{ I;"t(Loq + Lazy (Wm)r, (Mfm)r) + 212(Lot + L&» l1’2, Mfz) =0
I ((Lay — Lay)?, (), M fr)r) +20((Lo — La)?, W2, M fo) =0.

Pour étudier ces relations, on introduit les notations suivantes. Pour g et 2 deux fonctions de
classe C? sur un ouvert U de R?, on définit les opérateurs R; et Ry par

oh 0 oh 0
R (g.h)(1.0) = (g o - ﬁh)(r,@ et Ry(g.h)(1.0)= (g = %h)(tﬁ)-

Soit y(X) =2(t +€6) avec e =1 si X = X;ﬁ cayrrete=tisi X=X;9€a2.0na
alors 9h, = (& + &) et donc g(dhyh) — (3hyg)h = R: (g, h) + ERa(g. h).
Ainsi, pour (7,0) € U avec 72 #* €262, on obtient

|t — €26%|[g(Lyh) — (L, &)h](z,0)
1/a _0 _
= Z(E + e£>(|r2 — €20%|[R:(g.h) +ERo(g, 1)])(z, ),

et donc, on a les relations suivantes



2420 P. Harinck, N. Jacquet / Journal of Functional Analysis 261 (2011) 2362-2436

|t — 6%|(g(Lay + Lay)(h) — h(Lay + Lay)(2))(z, 6)

179 9
5Eqﬁ—92|RT<g,h>)<r,e>+£(|r2—92|Ro<g»h>)<fs9>]» et

|t +6%|(g(La + La)(h) — h(Ly + L3)(8))(z, 0)

a
= 3 E((TZ + 92)Rr (&, h))(ta 0) —

a
(224 67) Rolg. ) 9)].

Nous rappelons maintenant les propriétés des fonctions (Wy,),, ¥2, (M fu), et M f que
nous utiliserons.

Par le théoréme 3.4.1, pour tout f € D(H - (33 N q)4), il existe une unique fonction G 5 =
a(t,w) + |w|?b(zr, w) € H[;,air ol a et b sont paires par rapport a la premiére variable et appar-
tiennent 8 D(R* x R N {(z, w); 2> w}), telle que, pour 76 # 0, on ait

(M fu)r(z,0) = Mu(f)(X] ) =G ¢(r,6%) =a(r,6%) pourt*—6%>0
M fu)r (7, 9):MH(f)(X5 )=Gs(0.1*)=a(0,7?) pourt?—6?<0
M fo(z, 9)_MH(f)(X,9)_Gf(r —0%) =a(r, —0%) + |0|b(z, —0?).

De plus, I’application f + G ¢ est surjective de D(H - (33 N q)4) dans Hl;,air.

Remarque 5.2.5. La fonction (M f,), est symétrique et paire en chaque variable. Elle se pro-
longe en une fonction de classe C* a support compact contenu dans {(t,0) € R?; 72 #62}. La
fonction M f; se prolonge en une fonction continue & support compact contenu dans R* x R et
pour tout D € C[%, %] et T # 0, les limites (DM f>)(z, 0F) existent.

La fonction (¥;,), (7, 0) est symétrique et paire en chaque variable. Grace au lemme 4.2.1,
pour T > 6 > 0, elle est somme de fonctions de la forme [A((t + 0)2) + log(t + 9)23((1' +
NHHIC((t — 0)%) +1log(t — 0)2D((r —6)?)], ot A, B, C et D sont analytiques sur R.

La fonction ¥, est paire en chaque variable et la proposition 4.2.2 permet d’écrire ¥»
sur (R )2 comme somme de fonctions de la forme [A.((t + 10)?) + log(t + 10)2B.((t +
19)2)][@((1 —10)%) +1log(r —10)>D.((t —10)?)], olt A, B, C. et D, sont analytiques sur C.

Remarque 5.2.6. En particulier, pour tout D € (C[ai % et T # 0, les limites D (W), (t,07),
D (W), (0, 7) et (D¥,)(t, 0F) existent.

Lemme 5.2.3. Soit f € D(H - (33 N q)+). On a les relations suivantes

—+00
17 (Lay + Lay. F)rs (M fn)y) = —4 f 2 Ro (o). (M fin), ) (7. 07) dt
0

+o00
L(Ly + Lg, ¥, M fr) =2 / T2 Ry (W2, M f>)(z,0") dx.
0
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Preuve. Par les remarques 5.2.5 et 5.2.6, pour R = R; ou Ry et D € (C[%, %], la fonction
D[|t? — 0*|R((Ww)r, (M fw)r)] se prolonge en une fonction de classe C* sur R%_ a support

compact contenu dans D(}Ri — diag). Par parité en 7 et 6 de (¥,), et (M fin),, cette fonction
est intégrable sur R2. Ainsi, on a

d
I:n(Loq + Loy, (), (Mfm)r) =2 / (E(h’z - 92|Rr ((Wm)ra (Mfm)r))(f’ 0)

>0
6>0

0
(|7 = 0% Ro (W), (M) 9)) dr d

+00

=<2 [ R M) ) (07.6) d
0

“+o00

=2 [ R (M), (.07 d
0

Comme les fonctions (W), et (M fi), sont symétriques en (t, 6), on obtient

+00
17 (Lay + Lay. (F)rs (M fn)y) = —4 / 22 Ro((Won)ys (M fin), ) (7, 07) dr,
0

ce qui donne la premiere égalité. ‘
De méme, par les remarques 5.2.5 et 5.2.6, les fonctions %[(12 + 0 R, (W, MfH)] et
a% [(r2 +60%)Ry (¥, M f>)] sont paires en chaque variable et intégrables sur R2etona

I(Ly + Lg, W2, M fr) =2 f %((12 +6%) R (W2, M f2))(1,0) dT dO

>0
6>0

0
—2f E((rz+92)R9(1112,Mfz))(t,e)dtde.
>0
6>0
On obtient la deuxieéme relation car M f, est nulle au voisinage des points (0,0) €
{0} x R*. O

Proposition 5.2.3. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pourtout f € D(H-(33Nq)+), ona

I(Ly+ Ly, Wy, M fin) + 21 (Lo + Lg, W2, M f2) =0.
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2. Pourtoutt >0, 0na
i(w )r(r.0%) — il]’z(‘r 07)=0
90 "I 30 N
v, (1’, O+) =0.
3. Pourtout f € D(H - (33N q)4) et pour tout T >0, on a

R ((¥m)rs (M fr)r) (1. 0%) = Ro(¥2, M f2)(7,07) =0.

Preuve. On suppose ’assertion / vérifiée. Par les lemmes 5.2.2 et 5.2.3, pour tout f € D(H -
(33N q)4), on adonc

+00 ~+00
- / T2 Ry (W), (M fin)r) (z,07) d7 + / T2 Ry (W2, M f>)(z,0%) d7 =0.
0 0

Par surjectivité de ’application f + Gy de D(H - (33 N q)4) dans H’;,air (théoreme 3.4.1), I’as-
sertion / est donc équivalente a

+00

9 ENZ
f rz[a(r, 0)<£(wm), — 8—92> (t.07) + b(z, 0)¥(T, o+)} dt=0
0

ceci pour tout a et b dans D((R* x R) N {(r, w); T> > w}) paires par rapport a la premiére
variable.

Soit x € D(Ri) quelconque. Il existe € €]0, 1] tel que supp(x) soit inclus dans [, &~ 1. Soit
¢ € D(R) telle que ¢ = 1 sur [—&2/2; €2/2] et ¢ =0 sur R — [—&2; £2].

En prenant la fonction a(z, w) nulle et b(¢, w) définie par b(t, w) = W(l — ¢ —
w))¢ (w), on obtient b(t, 0) = T—lzx(r) pour T > 0 et donc

“+00

/ X (¥ (1,07)dt =0.
0

Cette derniére égalité étant vraie pour toute fonction x de D(R?Y ), alors
+\ *
WQ(T,O )—0, VT€R+.

Maintenant, en prenant la fonction a(z, w) = W(l — (1% — w))p(w) et la fonction
b(t, w) nulle, nous obtenons alors

+00

dWdr oy O, N
/x(ﬂ( P (e,07) - 22 (f,o)>df_o.
0
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Cette derniére égalité est vraie pour toute fonction x de D(R? ), ainsi on a

9(¥m)r
20

(‘C, O+) — (‘L’, O+) =0.

00

Ceci donne I’implication 1 = 2.
Maintenant on suppose que ¥>(z, 0") =0 et %(r, 0r) — %(r, 0™) =0. Soit f e D(H -
(33N q)+). Nous avons les propriétés

a d
M fu)r(7.07) = M fo(7,07), 8_9(Mfm)r (r.0T) =0, et 8—6Mf2(r, 07) est finie.
Les hypotheses sur ¥; et ¥y, donne alors

RG(sz Mf2)(7:7 0+) - R@((Wm)rs (Mfm)r)(fv O+)

= —%(‘L’, 0T )M fo(z, 0%) + ng;’n)r

20 (r.07) (M fw)r (z.07) =0,

d’ou I’implication 2 = 3.
L’implication 3 = / est immédiate par les lemmes 5.2.2 et 5.2.3. O

Nous décrivons maintenant I’espace des fonctions ¥y, et ¥, satisfaisant les assertions de la

proposition 5.2.3.
Pour k € {1, 2}, on note

A (@) =Py (2) et Az (2) = Wi (2) = wy, (2) +1og(2) Py, (2),
le systeme fondamental de solutions de L.y = Ay sur C — R_ (proposition 4.2.1).
La restriction de ces fonctions a R” est un systeme fondamental de solution de Ly = Ay sur
IR{*+ c’est-a-dire, pour ¢ > 0, on a W{k (t) = W,, (¢). On omettra I’exposant «r » dans la suite de
ce paragraphe.

Lemme 5.2.4. Sur Ri, la famille de fonctions {(A; 3, Aj ) (®)}<i,j<2 est libre.

Preuve. Soit o; ; € C tels que, pour tout £ > 0, I’on ait Zlgi,kgzai,in,M (#)Aj, () =0.Cette
relation s’écrit aussi

[al,lq))»l ¢)\2 + a1,2¢)»1 Wi, + a2 1Wh, ¢)»2 + 2 2W), w),z](t)
2
+log()[ (1,2 + a2,1) D1, Pry + €2,2(Ph Wi, + Wi, Pry) (1) +10g(1) 2,2 Py, Pi, () = 0.
Les fonctions @;, et w;, sont continues et non nulles en 0. Ainsi, on obtient aisément
ap=a1p+a21=0 et o 1Py Py, + o1 2(Py, wi, — wy, Py,) =0.

Comme wy, (0) = wy,(0) =2y ou y est la constante d’Euler et @, (0) = @,,(0) =1, on
obtient a1 1 =0.
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Ait Akt

Par ailleurs, comme wy, (1) =2y + (1 +2y) %~ + o0+ () et @y (1) =1+ 40,0+ (1),
ona @), (Hwy,(t) — Dy, (Hwy, () = 4(A2 — A1) + 0;_,o+(t) ce qui donne o1 2 = 0 O

Corollaire 5.2.2. Les fonctions Wy, et ¥, satisfont I’'une des conditions équivalentes de la propo-
sition 5.2.3 si et seulement si il existe @+ € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, A1) x Sol(L, 1))
et W, € Vect({[A, B]; (A, B) € Sol(L¢, L1) X Sol(L, 12)) telles que
pourty >ty >0 alors Uy (t, 1) = (), 0) +1W.(1, 1),
pourt >0et6 >0 alors ¥y(7,0) = WC((‘C + 19)2, (t — 10)2).
Preuve. Par la proposition 4.2.4, il existe des nombres complexes «; ;j et f;; tels que

We(z1,22) = D1<i <o ®ijAin (21 A )2, (22) + BijAin, (22)Aj 2, (21). Ainsi, pour T > 0, la
condition ¥, (7, 0) = 0 implique que,

Z (0, j + Bi,j)Ai (T2)Aj,/\z (72) =0.

1<i,j<2

Par le lemme précédent, on obtient donc «; j + B;,; = 0 pour 1 < i, j < 2 et par suite

Ye(z1,22) = Z i j(Ain 21 A )2, (22) — A, (22)Aj 2, (21))-
1<i,j<2

Etudions a présent les conséquences de la condition 8%(l,llm)r(r, 0ty — %%(r, 0ty =0.

Par la proposition 4.2.2, il existe des nombres complexes a;,; et b; ; tels que pour T > 6 > 0,
on ait :

W) ()= > ai AL (T +0)2)A 4, (( —6))

1<i,j<2
+ ) bijA (=0 A, (T +60)%).
1<i,j<2
On obtient donc
wfmwo T Y (a = bi (AL, (T A (77) — Ay (77) A, (7))
1<i,j<2

et

o
S5 (B0 ) =4t Y (A7, (72) A (7%) = i (1) A, (%))
1<i,j <2

La condition %(Wm)r (r,0%) — %‘1’2(1’, 07) =0 donne alors, pour ¢ > 0

Z (ai’j - b,‘yj - Zlai’j)(A;,M Aj,)nz - Ai,)»lA//‘,Az)(t) =0.
1<i,j<2
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En dérivant cette expression, on obtient
1 4
Y (@i —bij =200 ) (AL Ajsy — Ain AT ,,) (0 =0.
1<i,j<2

. . 2
Ainsi, pour L = 4(1;7 + %) et pour tout ¢ > 0, nous avons

0= Z (ai,j — bi,]’ — Zlai,j)([LAi,Al]Aj,kz - Ai,)q [LAj,Az])(t)
1<i,j<2

= Z (ai,j —bi,j — 21at; j) (A1 — A2)Aj j Aja, (B).
1<i,j<2

Le lemme 5.2.4 donne alors a; j — b; j — 2i1at; j =0 pour 1 < i, j < 2. Ceci permet d’obtenir
I’expression suivante de ¥y, pour ¢y >t > 0 :

Yn(t, ) = Z ai, jAix (DA, 0) +bi j Ay (02)A ()
1<i,j<2

= Z %(Ai,kl (t1)Aj 2, (1) + Aipy (1) Ao, (1)) +1We(t1, 1),
1<i,j<2

ce qui donne les expressions de ¥, et ¥, voulues. La réciproque est immédiate par simple
calcul. O

Proposition 5.2.4. On suppose qu’il existe W+ € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, ) x
Sol(L, Ap)) et W, € Vect([A, B]; (A, B) € Sol(L, A1) X Sol(L¢, 12)) telles que

pourty >ty >0 alors Un(t), 1) = U (t, 1) +1¥.(11, 1),

pourt >0et0 >0 alors ¥2(t,0) = 'l/c((t +10)?, (r — 10)2).
Alors, pour tout f € D(H - (33N q)+), ona
I (L1 = L2)*, Wi, M fn) + 21 ((La — Lg)*, W2, M f2) = 0.

Preuve. Soit f € D(H - (33 N q)+). Il existe deux fonctions a et b de D(R* x RN {(t, w);

2 > w}) paires en la premiére variable telles que :

pourt >0 >0 alors (M fin),(7,0) = a(t, 92), et
pourt >0etf >0 alors Mfr(z,0)= a(r, —92) + Qb(r, —92).

On procéde comme dans la preuve du lemme 5.2.3. On rappelle que I (L1 — L2)?, ¥,

M f) = I ((Lay — Lay)*s (Fm)rs (M f)r).
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On considere tout d’abord D = Ly, — L, et (g,h) = (Ym)r, DM fin)r) ou (D (W),
(M fin)r). Par Uexpression des Lq; pour j = 1,2, on a d’une part

K 0 a+ T 9
278790 12-0207r  12-—0200°

Ly, —

et d’autre part, pour A et B deux fonctions de classe C? sur un ouvert U de R? et pour (7, 0) € U
avec 72 #* 62, on a la relation suivante

|72 — 02|(A(Lay — Lay)(B) — A(Lq, — Lo,)(B))(z,0)

1T 9 3
= E[£(|r2 —0%|R:(A, B))(z,0) + £(|r2 —60%|Ro(A, B))(r,@)i|.

Les remarques 5.2.5 et 5.2.6 assurent I’intégrabilité des deux fonctions aa—r(|r2 — 60%|Ry(g,
m)(t,0) et L (112 — 02| R (g, M) (r,0) sur R%. Comme D(M fn), et D(¥y), sont impaires
en chaque variable, la fonction g(Dh) — (Dg)h est paire en chaque variable. On obtient alors

)
I' (Lo — Ly, 8, h) =2 f <¥(|r2 —6%|Ro(g, 1)) (7,6)
>0

6>0

+ %(W —6%|Re(g. ))(x, 9)) dr do;

puis, en utilisant la symétrie des fonctions g et #,

+00 +00
I (L, —Laz,g,h)z—Z/02R9(g,h)(0+,9)d9—2/ t*R. (g, h)(z,07) do
0 0
+00
=_4f t*R: (g, h)(7,0") do.
0

Pour t > 6 >0 ona (M fn),(t,0) =a(r, 92). Ainsi la fonction & = (Lg; — Lay) (M fin)r
vérifie h(r,0") = %h(t,O*’) =0 pour tout T > 0 et donc 17, (Ly, — Lgys (Wm)r, (Lo —
Lg,)(M fin)r) = 0. On en déduit I’égalité suivante.

I&((Loq - La2)2a (Wm)ra (Mfm)r) = I\;(Lou - Lozza (Lm - Laz)(lpm)r’ (Mfm)r)
+00

=4 / t2|:(La1 — Laz)(wm),(r,m)%a(r,m
0

- %[(Lal - Lﬂlz)(wm)r](f, 0+)Cl(l’, 0)i| dr.
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Considérons maintenant D = L, — Ly et (g, h) = (W2, DM f>) ou (g, h) = (D¥,, M f>).
De méme que précédemment, on a

a 0 0 a T a

Ly—Lg=—1—2_, %2 ¢ _, ¢ %
o T TS0 T 2029t 12+0290

et pour A et B deux fonctions de classe C? sur un ouvert U de R? et pour (7,6) € U avec
72 # 62, on a la relation suivante

(t* +60%) (AL — La)(B) — A(Lq — Lg)(B))(z,0)
_ T8 a2 LI
== [89((1 +6%)R (A, B))(z,0) + e ((z7+6 )RQ(A,B))(r,Q)i|_

Les remarques 5.2.5 et 5.2.6 et les propriétés de parité des fonctions considérées assurent I’inté-
grabilité des deux fonctions 2 ((r% + 02)Re (g, ))(1, 0) et % (> + 6% R (g, h))(z, 0) sur R?
ce qui permet d’obtenir

+oo o0
L(D,g.h)=2 / rer(g,h)(r,O+)dr+2z/92R9(g,h)(0+,9)d0.
0 0

Pour (1,0) € R2, on a Mfr(t,0) = a(r,—0%) + 0b(r, —0?) avec a,b € D(R* x R N
{(z, w); 2> w}). En particulier, on a Ry (g, h)(0T,8) =0 pour > 0 et par suite

+o0
hL(D, g, h)y="2 / t*R: (g, h)(z,07) dr.
0

Par hypothése, il existe une fonction ¥, € Vect([A, B]; (A, B) € Sol(L¢, »1) X Sol(L¢, 12)) telle
que, pour T > 0 et 8 > 0 alors ¥»(7,0) = ¥ .((t + 10)2, (z —160)). On a donc U (1,0h) =
a%lllg(r, 07) =0 ce qui donne R, (¥, (Ly — Lz)M f>)(r,07) =0, et par suite

L((Le — Le)*, Wo, M fo) = b(Lo — La, (Ly — La)¥2, M f>)

e¢]

=2 f r2|:(La — La)¥a(x, 0+)%a(r, 0)

- %[(La — Le)¥](r,0M)a(z, O)] dr.

Par hypothése, la fonction ¥y, est donnée par W, (t1, 1) = (¥ +1¥,.)(t1, 1) pour t; > 1, > 0
avec ¥ € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, A1) x Sol(L, Ay)). Par ailleurs, on a les égalités
suivantes :

(Lay = Loy) Win)r = (L1 — L)W, = (L1 — L)¥F) 4+ 1((L1.c — La.o) ),

(Lo — La)¥(7,0) = (L1.c — L2.o)¥c) ((r +10)%, (r —16)*) pour (7, 0) € RY.
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Ainsi, on obtient

(Lay = Lay) (W) (7,07) =1(La — La)¥2(7,07),

d d
5[@% — Loy) (W) |(2.07) =2 E[(La — Ly)¥](.07).

Grace aux expressions obtenues précédemment de I ((Ly, — Laz)z, Wm)r, M fm)r) et
L((Ly — Lg)?, ¥, M ), on en déduit

1L ((Lay — Lan)?, W)y, M fu)r) +20((La — La)*, W2, M) =0. O

5.2.3. Recollement sur H - @ ((33 N q)+)

En utilisant 1’isomorphisme @z et les résultats du paragraphe précédent, nous étudions a
présent les conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonctions Wy, et ¥, vérifient les
relations (Rec) pour tout f € D(H - w ((33 N q)+)).

Pour P € C[Q, S]et f € D(U), on a de maniere immédiate

(0(P)To, f)— (Typyo, f)

= /[¢(X)3(P)f(X) —3(P)?(X) f(X)]dX

q

= f[q) o (X)((P)f)ow(X)— (3(P)P) o (X)f o (X)]dX.
q

Par ailleurs, pour toute application g de classe C°° sur un ouvert de g, on a

3(Q)(gom)=—-03(Q)(g) o

et

3(S)(gow)=0(S)(g) om.

Ainsi, comme @ est solution du systeme (E,) sur q"*, la fonction @ o & est solution du
systeme (E,-) sur q"® ol x~ est le caractere de C[Q, Sp] déterminé par x ~(Q) = —x(Q) =
—(h1 +22) et x 7 (So) = x(So) = (A — A2)>. ~

D’autre part, comme |3 est e -invariant,on a |§|(® ow) = (|§|P)ow =P o w.

On remarque que les fonctions u et v caractérisant les orbites semi-simples (avec u + v = Q
et uv = §) satisfont les relations suivantes :

reg

uow(X)=—-v(X) pourXemnqgs,

{ uow(Xep) =u(Xor)

our X geamg.
vow (Xeg)=v(Xg,) Forandch
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Ainsi, on obtient

{ ¥ ow (X) =W (—v(X), —u(X)) = ¥n(—u(X), —v(X)) pour X €mn g’
Vow (X)) =¥ (Xg.)=¥(0,1) =¥ (x0,£1) pour X, 4 € ap.

On introduit alors les fonctions lf/m et lffz définies par

G (11, 12) = W (—11, —12)  pour (11, 12) € R? tel que (1 — 12)t112 # 0,

U (t,0) =W¥(0,7) pour (z,6) € (R¥)’

de telle sorte que (|6|P o @ )m = J/m et (|§|® o)y = g,
Par ailleurs, pour tout f € D(q),ona Mg (fow)=Mpg(flow et f € D(H -w ((33Nq)+))
si et seulement si f o € D(H - (33 N ¢)+). On obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 5.2.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La fonction @, solution du systeme (E ) sur q"8, vérifie (0(P)Te, f) — (Typyo, f) =0
pourtout f € D(H -w ((33Nq)+)) et P € C[Q, Sol.
2. Les fonctions Wy, et W, vérifient les relations (Rec) pour tout f € D(H - @ ((33 N q)4+)).
3. Les fonctions Wy, et W, vérifient les relations (Rec) pour tout f € D(H - (33N q)+).
La proposition 5.2.3 permet alors d’obtenir le résultat suivant :

Corollaire 5.2.4. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pourtout f e D(H -w((33Nq)+)), ona

In (L1 4+ Ly, Y, M fn) + 21 (Ly + Lg, ¥2, M f2) =0.
2. Pourtoutt >0, 0na
O Wy (£.0%) = Ly (r,0%) = 0
QG mJ/r ’ 89 k)
¥ (1,07) =0.
3. Pourtout f e D(H - @ ((33Nq)+)) et pour tout T >0, on a

Ro((Fm)r, (M(f 0 @)m), ) (7, 07) = Ro(¥2, M(f 0 )2)(z,0%) =0.

Comme la fonction @ o @ est solution du systeme (E,-) sur q"*, on obtient alors grice au
corollaire 5.2.2 et a la proposition 5.2.4 :
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Corollaire 5.2.5.

1. Les fonctions Wy, et W, satisfont I'une des conditions équivalentes du corollaire 5.2.4 précé-
dent si et seulement si il existe 11/;', € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, —A1) xSol(L, —\2))
et W, - € Vect([A, B]; (A, B) € Sol(L¢, —A1) X Sol(L¢, —12)) telles que

pourty >0 >0 alors Wy (—t1, —1) = U (t1,12) = Wt (t1, 1) + 1Y, - (11, 1),

pourt>0et0>0 alors (6, 7)=¥(t,0)= (@ +10)%, (r —10)%).

2. Dans ce cas, pour tout f e D(H - @ ((33 N q)+)), ona

I ((L1 = L)%, Wi, M fn) + 25 (Lo — Lg)?, W2, M fo) =

5.2.4. Recollement sur U
La synthese des résultats des trois paragraphes précédents nous permet de donner maintenant
les conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonctions ¥, et ¥, vérifient les relations
(Rec) pour tout f € D(U). Nous gardons les notations Wy et ¥ du paragraphe précédent.
Commencons par rechercher les fonctions ¥, compatibles avec les résultats des corol-
laires 5.2.2 et 5.2.5.

Proposition 5.2.5. La fonction ¥, satisfait, pour tout t € R*, les relations

W2(1,0+) =0
¥ (z,0%) =¥, (01, 7) =0

si et seulement si il existe W, € Vect{[Dy,, Py, 1, [Px,, Wi, ] + [Wy,, Px,]) telle que, pour tout
(1,0) € (R%)?, on ait ¥r(1,0) = We((r +10)2, (t —10)?).

Preuve. Par le corollaire 5.2.2, la condition ¥5(z,0%) = 0 implique qu’il existe ¥, dans
Vect([A, B]; (A, B) € Sol(L¢, 1) x Sol(L., 2)) telle que, pour tout (7,6) € (R )2, on ait
U (1,0) = (T +10)%, (t —16)?).

Ainsi, on veut déterminer les fonctions ¥, de cette forme telles que, pour tout T > 0, on ait

912& We((0 +10)% (0 —17)%) =

On remarque que lorsque A et B sont des fonctions analytiques sur C, alors, pour 7 > 0,
on a limy_,g+[A, BI((6 +17)%, (0 — 17)?) = 0. Pour = > 0, on a limy_, o+ log((0 + 17)?) =
log(t?) 4 17 et limy_, o+ log((® — 17)?) = log(r?) — 17, Ainsi, en posant z = (6 + 17)%, pour
T > 0, on obtient

GE%[A, log(")B](z,2) = —01_i)1¥)1+[10g(-)A, B)(z,2) = —2in A(—1%)B(~7?) et

glir8+ [log(~)A, log(-)B](Z, 2)=0
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Ainsi, la fonction ¥, paire par rapport a chaque variable, définie sur (Rj_)2 par ¥ (7,0) =
[P, Py, 1((T + 10)2, (t — 10)?) vérifie donc la condition llvfz(t, 0ty =0.
Considérons ¥, = a2[ Py, Wi, 1+ a21[Wy,, Py, ]+ a22[Wy,, W, ]. On a donc

W, =app([®x,, wi ]+ [@1,. 1og( Py, ) + a21 ([wa,, Doy ]+ [log() Dy, Py, ])
+ a2 ([w)\l 5 w)\z] + [log()¢)\1 ) wkz] + [w)»l 5 10g()¢)\2] + [log()ékl 5 10g()¢)\2])
et par suite
By (7,0%) = —2im (@12 — @21) Py, (—72) Py, (—72)
— 2ma22(wk1 (—rz)dﬁ,\Q (—12) —wj, (—IZ)CDM (—rz)).
Comme w;, (1) =2y + (1 +2y)Akt /44 0,0- (1) et Py, (1) = 1 + Akt /44 0,9~ (¢) la condi-
tion lIV/Z(r, 0%) =0 donne oy — az] =y =0, et donc ¥, = a12([Pr,, Wi, 1+ [Wy,, D3, ]).
Finalement, les conditions ¥,(t,0") = ¥5(z,0%) = 0 implique ¥, € Vect([®;,, 1,1,

[Py, Wi, ]+ [Wy,, P;,]). Laréciproque est immédiate. O

Remarque 5.2.7. Pour A € C*, les solutions fondamentales @, et W) = w; + log(-)®,, de
Sol(L, A) vérifient, pour tout z € C — R,

D) (—2) =P (1) et wy(—z) =w_x(2).

Par suite, pour (z1, z2) € (C — R)?, on a les relations suivantes

[Py, Py, 1(z1,22) =[Py, Py, 1(—21, —22),
([‘P—/\l, W1 +IWoy,, ‘P—Az])(Zl, 22) = ([‘P;\l, wi, | + [wy,, ¢A2])(—Z1, —22)
+log(z122)[Py;, Pi, 1(—21, —22).

Ainsi, pour ¥, € Vect([®;,,, Py, 1, [Pr,, Wi,] + [Wy,, P;,]), la fonction ¥, paire en chaque
variable définie sur (R*)? par ¥(t, 0) = W ((t +10)?, (t —160)?) vérifie

Un(z,0) =Wy ((T +16)°, (r —16)%)
ou ¥, ,- € Vect{[A, B]; (A, B) € Sol(L¢, —A1) x Sol(L¢, —A2)) satisfait ¥, ,—(z1,22) =
—W.(—z1, —z2) sur (C — R)%. Le résultat du lemme précédent est donc compatible avec ce-
lui du corollaire 5.2.5.
Définition 5.2.4. On définit la fonction Sy, , sur (C*)? par
S (21, 22) = ([Py > way ] + [way, Py 1) (21, 22) + log [z122|[D@s, . Pay](215 22)

de telle sorte que
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1. 83,.,(z,2) = (Pr,, Wi, 1+ [Wa,, P5,1)(z, 2), pour tout z € C — R.
2. 8y, (01, 12) = (Do), W[ 1+ [W],, @2, (t1, 12), pour tout (11, 12) € (R*)?.

Théoreme 5.2.1. Les fonctions Wy, et ¥, vérifient les conditions (Rec) pour tout f € D(U) si
et seulement si il existe

1. W eVect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, A1) x Sol(L, 1,)),
2. U™ e Vect{[Py,, Pr,y]1s Sayna)

telles que, pour tout (1, 12) € (R*)? — diag et (z,0) € (Rj)z, on ait les relations

Un(ti, ) = W+(t1, 1) +1signe(ty — 1)V (t1,1r) et
W (1,0) =¥ ((r +10)2, (r —160)?).

Preuve. On suppose tout d’abord que ¥, et ¥, vérifient les conditions (Rec) pour tout
f € DU). Par la proposition 5.2.2 et le corollaire 5.2.4, on a ¥(t,0") = ¥, (0", ) = 0 pour
tout T € R*. La proposition 5.2.5 donne alors I’existence de ¥~ € Vect{[®;,,, P1,]. Sx; 1)
telle que pour tout (7,0) € (R*)2, on ait ¥a(t,0) = ¥~ ((z 4+ 10)%, (r — 10)?). Par les corol-
laires 5.2.1 et 5.2.2 et les propriétés de symétries de Wy, il existe ¥+ € Vect(ST (A, B); (A, B) €
Sol(L,r1) x Sol(L,xy)) telle que, pour tout (f,1) € (R*)?> — diag, on ait ¥y (f1,1) =
Ut (t1, 1) + 1 signe(t; — )W (11, ). Maintenant les propriétés des fonctions [, Dy,] et
Si,,1, montrent que les fonctions Yy, et ¥, satisfont alors les propriétés du corollaire 5.2.5.

Réciproquement, on suppose que les fonctions ¥y, et ¥, sont données par Wy, (11, 1) =
Ut (11, 1) + 1 signe(ty — L)W (11, 1), pour tout (t1,1) € (R*)?> — diag et par ¥ (t,0) =
U ((t +10)%, (r —10)?), pour tout (t,0) € (R%)? ol W € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L,
A1) X Sol(L, A2)) et ¥~ € Vect([Py,, P1,], Sy, .1,)- Alnsi, les résultats des paragraphes précé-
dents assurent que les fonctions ¥y, et ¥, satisfont les relations (Rec) pour toute fonction g
dont le support est contenu soit dans H - ‘m N q (corollaire 5.2.1 et proposition 5.2.2), soit dans
H - (33 N )+ (corollaire 5.2.2 et proposition 5.2.4), ou encore dans H - @ ((33 N ¢)+) (corol-
laire 5.2.5).

Soit f € DU). Comme U = H -‘mNqUH - G3N )+ UH - @ ((33 N q)), le théoréme de
partition de I’unité assure I’existence de fonctions ¢, @3 et 5 de classe C* sur q telles que :

(@) Support(pm) C H-‘mNq, Support(p3) C H-(33N0q)+, et Support(p;) C H-@ (33N q) 1),
) Luppr) <em+@3+o;3 < 1.

Ainsi, on a f = ¢om f + @3 f + @3 f et par suite ¥y, et ¥, satisfont les relations (Rec) pour la
fonction f par ce qui précede. O

Remarque 5.2.8. L’expression de la fonction ¥, dépendait jusqu’a présent du choix de la déter-
mination du logarithme choisie pour décrire le systéme fondamental de solutions de Soly, ) a
travers la fonction ¥,. L’expression obtenue pour ¥, dans le théoréme ci-dessus en terme de la
fonction S;,, », montre qu’elle est indépendante de ce choix.

Soient ¥y, et ¥, satisfaisant les hypotheses du théoréme précédent. Les fonctions ¥ et & =
¥ /18] s’expriment alors de la maniere suivante en terme des fonctions u et v, qui caractérisent
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les orbites semi-simples. On rappelle que ces fonctions satisfont les relations suivantes : u(X) +
v(X)=0(X) = %tr(Xz), u(X)v(X) = S(X) =det(X) et u(X) — v(X) = §(X). Comme pour
XemnNg,onau(X)—v(X)=68§X)=[6(X)|=0etpour X € ap,ona |[§[(X)=—16(X) et
u(X) = v(X), nous obtenons :

T uX), v(X)) + 1~ w(X),v(X)) siXemnqg<

vx) = { U w(X), v(X)) si X eaj.

Par ailleurs, pour tout X € q"*, on a

Sia (WX, v(X)) = ([Pr, w1+ [wi,, Pi,1) (u(X), v(X))
+ (log|SCO|) (@5, , P1,1(u(X), v(X)).

On introduit alors les fonctions suivantes

L [dj)»l s ¢)»2](u7 U)

Fana R E)
u—v
(D), wa, 1(u, v) + [wi,, Dy, 1, v) (D, Pi, 1(u, v)
Fsing = l - 1 2 + log [uv| l -
u—v u—v
ST(A, B)(u,
FA+B = Y(So)w,
: u—v

avec (A, B) € {(®y,, 1,), (1, W) ), (W], ®y,), (W], W] )} (le polynome So = QO —4S est
a valeurs réelles sur g et So(X) > 0 si et seulement si X € H -m N q).

Théoréeme 5.2.2.

1. Les fonctions Fupa, Fing et F;B, avec (A, B) € {(®y,, D;,), (D, W{z), (W)fl, D,,),
(W)fl, W)fz)} sont localement intégrables sur U.

2. Ces fonctions forment une base des distributions propres invariantes sur U données par une
fonction de LIIOC(U)H.

Preuve. Soit F' I'une des fonctions Fypq, Fying OU FA+ g- 1l suffit de montrer que, pour toute
fonction f positive de D), I'intégrale f q f1F]| est finie. En notant, comme précédem-

ment ¥ = |§|F, ceci revient 2 montrer grice a la formule d’intégration de Weyl que, pour
toute fonction f positive de D(U), la somme X'(f) = ft1>t2 W |(t1, )M frn (t1, 12) dt1 dty +
8 [120 6=0 V21T, OM fo(z, 0)(t% +6%)d6 dr est finie.

Par partition de I’unité, il existe des fonctions fy,, f3 et g3 de classe C*° sur q de support inclus
respectivement dans H -'mNq, H- (33N q)+ et H - ((33 N q)+) telles que f = fin + f3 + g3.
La convergence des intégrales X' (g) pour g = fn, f3 ou g3 découle des remarques 5.2.1, 5.2.5
et 5.2.6 (voir preuves des lemmes 5.2.1 et 5.2.3) ce qui donne la premiere assertion.

La deuxiéme assertion est alors une conséquence immédiate du théoréme 5.2.1. O
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5.3. Perspectives sur les distributions propres invariantes de L 110 C(q)H

Nous allons tout d’abord un lemme préciser la régularité des fonctions trouvées dans le théo-
reme 5.2.2.

Lemme 5.3.1. Les fonctions Fupg et Fyyg s’ expriment sous la forme suivante :

Fana = fana(Qa So) et Fsing = fs(Qv So) +10g |S|gs(Qv So)

ot les fonctions funq, fs et g5 sont holomorphes sur C.

Preuve. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur C dont la série entiere en zéro est de
rayon de convergence infini. Alors, pour (x, i) € C% ona

f&x+hgx—h)— f(x—h)gx+h)
1
= h/(f/(x +th)g(x —th) — f(x +th)g'(x —th))dt.
1

St gx—h)—f(x—h)g(x+h)

h
fonction est paire par rapport a /1, donc elle admet un développement en série entiére sur C> de

la forme } o< a1 x*n?.

Ainsi, la fonction (x, i) est holomorphe sur C2. D’autre part, cette

Maintenant, pour X € g, on considere x = % (X)eth= %(X) de telle sorte que u(X) =x+h
et v(X) = x — h. On obtient alors

Lf, gl(u,v) Akl kool Akl kol
s = T QT = > 2 @ So-

0<k,l 0<k,l

Les définitions de Fyy, et Fyip, donnent alors le résultat voulu. O

Remarque 5.3.1. La fonction § = u — v correspond a un choix de racine carré du polynome
So = Q2 —48. Le lemme précédent exprime les fonctions Fyyq et Fyjye uniquement en terme des
polyndémes Q et S. Ces fonctions sont donc indépendantes du choix de cette racine carré.

Corollaire 5.3.1. L’espace des distributions propres invariantes sur q définies par une fonction
analytique sur  est engendré par Fp,.

Preuve. Comme les opérateurs d(Q) et 9(S) sont polynomiaux, une simple intégration par par-
ties sur q assure que F,, définit bien une distribution propre invariante sur q. Le résultat voulu
est alors immédiat. O

Proposition 5.3.1. La fonction Fyjng est dans L} (q).

Preuve. Il suffit de montrer que log |S| € Lllo c(q)H ou encore que pour toute fonction positive x

dans D(q), 'intégrale fq [log|S]|(X)x (X)dX est finie.
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On a la décomposition q = q; @ 2, ol ¢ = {(%%);A e Mr(R)} et g2 = {(%%); Bec
MQ(R)}. Soient Q; (respectivement Q5) la forme quadratique définie sur q; (respectivement ;)

par
0lA 01]0
Q1 << olo )) =det(A) (respectivement QD <<E~H>> = det(B)).

/llog|S<X)||x(X)dx = / |log| Q1 (X1)| +1og| Q2 (X2) || x (X1 + X2)dX1d X
q q1xqz2

< / (Jlog| Q1 (XD || + |log| Q2(X2)||) x (X1 + X2) d X1 dX>
q1xq2

Ainsi on a

= /(Ilogmu + [log|n2|[)Mo, .0, x (t1, 12) dty d1a,
R2

grice a la relation 6 et au lemme 2.2.1. Comme les formes quadratiques Q1 et Q) sont de signa-
ture (2,2), alors le théoréme 2.2.1 permet d’affirmer que Mg, o, x (t1, t2) s’écrit sous la forme
x(t1, ) =a(ty, ) + |t1|b(t1, 1) + |2|c(t1, t2) + |t1 12| d(t1, 12), oU a, b, ¢ et d sont dans 'D(Rz).
Ainsi la derniere intégrale est convergente. D’ou le résultat. O

La méthode de descente utilisée pour 1’étude de I’intégrale orbitale M g (f) d’une fonction f
de D(q) ne permet pas de décrire le comportement de Mg (f) au voisinage de 0.

Ainsi, il ne nous est pas possible de préciser I’intégrabilité sur q ou non des fonctions de la
forme FA+,B avec (A, B) € {(®y,, Dy, (Pi,, Wy ), (Wi, @iy), (W, Wi )}

Pour 1a méme raison, les intégrations par parties effectuées dans le paragraphe 5.2 ne sont pas
forcément licites pour f € D(q). Par suite, bien que la fonction F;,e soit localement intégrable
sur ¢, nous ne pouvons pas affirmer que cette fonction définit une distribution propre invariante
sur q tout entier.
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