Fonctions orbitales sur G/Gp. Formule

d’inversion des intégrales orbitales et formule
de Plancherel.

Pascale Harinck!

Introduction

Soit G’ un groupe de Lie réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement connexe
et d’algebre de Lie g . Soit H une forme réelle de G d’algebre de Lie h. On note o la
conjugaison de g relativement a f. Elle définit une involution du groupe GG que I'on notera
encore o et H est I’ensemble des points de G fixés par o. L’espace symétrique réductif
X = G/H est dit du type G¢/Ggr. L’application qui & g € G associe go(g)~! induit un
isomorphisme ¢ de X sur son image.

Soit Dx la fonction analytique sur X définie par : detc(1 + 2z — Ad p(z)) = 2" Dx(x)
modulo 2" "1 ot n = rang h. On définit I'ensemble X,.., des éléments réguliers de X formé
des z € X tels que Dx(z) # 0.

A chaque sous-algebre de Cartan a de h, on associe le sous-ensemble de Cartan A
formé des z € X tels que p(z) centralise a. Pour f € D(X) (fonction de classe C*> a
support compact sur X), on définit 'intégrale orbitale M(f) de f sur X,., de la maniere
suivante : soit = € X, et soit a le centralisateur de x dans b (c’est une sous-algebre de
Cartan de ). On pose

M) =| Dx(a) 2 [ f(ha)dn

H/Zy(a)

ou Zy(a) désigne le centralisateur de a dans H et dh est une mesure invariante sur
H/Zy(a).

Le but de cet article est d’obtenir une formule d’inversion des intégrales orbitales. Il
s’agit d’écrire

M(f) = [ Fyrby (Hiulg")

ou G* est un ensemble paramétrant des distributions sphériques sur X, 0, est la dis-
tribution sphérique (c’est-a-dire H-invariante et propre pour 'action du centre Z(g) de
I'algebre enveloppante de g) associée au parametre g* et Fy« est une fonction H-invariante
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sur X,., & determiner. La description des 6, est donnée dans [H6|. La moitié de cet ar-
ticle consiste en la construction des Fy-. On démontre ensuite la formule d’inversion. En
utilisant une formule limite (reliant M(f) et f(eH)), on obtient la formule de Plancherel
pour 'espace symétrique X.

Les intégrales orbitales M( f) sont H-invariantes sur X, et elles sont caractérisées par
une condition sur leur support et des conditions dites de sauts (qui traduisent 1’éventuelle
discontinuité de M(f) au voisinage des points non réguliers) (voir 2.1). On note [(X)
I'image par M de D(X) et on le munit d’une topologie d’espace limite inductive de Fréchet.
On définit 'espace I(X)> des fonctions orbitales : ce sont des fonctions H-invariantes sur
X, eg qui vérifient des propriétés analogues a celles des M(f) hormis la condition sur le
support (paragraphe 2). On munit /(X)> d’une topologie d’espace de Fréchet. L’algebre
Z(g) agit sur I(X)> et laisse stable I(X). Les fonctions F,+ qui interviennent dans la
formule d’inversion sont des fonctions orbitales propres pour 'action de Z(g).

Précisons le résultat obtenu : soit a une sous-algebre de Cartan de h. On note a; sa
partie compacte et soit ['y le sous-réseau de a formé des X € a tels que exp 20X = 1. Le
réseau I'y engendre la partie déployée agr de a. On note I'; 'espace des formes linéaires p
sur ag telles que, pour X € I’y 'on ait u(X) € 27nZ. Pour a une racine, on note H, sa
coracine. Soit W, un systéme de représentants de exp ia\ A dans A formé d’éléments y tels
que ¢(y) € H. Soit Wy (a) le quotient du normalisateur de a dans H par Zg(a). Pour y €
W,, on note W (a) Uensemble des h € Wy (a) tels que h.y € exp ia.y. Pour h € W (a),
on fixe Y € a tel que h.y = exp iYy.y. On a 2Y, € [',. Soit 7, 'isomorphisme d’Harish-
Chandra de Z(g) dans 'algebre S(ac)"e(e¢) des invariants de 'algebre symétrique de ac
sous l'action du groupe de Weyl Wg(ac) de ac.

On fixe A € I'; +a7, un élément y € W, et un syteme positif ¢ de racines imaginaires de
ac. On notera A 'ensemble de tels triplets (A, y,1). A ces données, on associe (théoreme
5.3) une fonction orbitale F(A,y,v) sur X, bornée sur X,.,, propre pour le caractere
2z — va(2)(iA) telle que :

(i) si B est un sous-ensemble de Cartan de X associé a la sous-algebre de Cartan b et
har C bg pour un certain h € H, alors F(\,y,%),p,., = 0,

(i) Soit x € Ayeq. Six ¢ exp ia Wy(a).y, alors F(\,y,¢)(z) = 0. Si x = exp iX.y
alors on a

(bp POy, ) (@) =&, () D er(w)e! AKXz

weW} (a)

ou by et &, (y) sont des signes (définis en 1.3) et e7(w) est la signature imaginaire de w
(défini en 5.2).

De plus, si pour toute racine réelle « de a, on a A\(H,) # 0, alors la fonction F'(A,y, )
est uniquement déterminée par ces propriétés. La fonction A — F'(\,y, 1) dépend analy-
tiquement de la variable de a7.



Par un procédé d’induction (décrit dans le paragraphe 3), on ramene la construction
des F'(A,y,1) au cas ou h est déployée (paragraphe 2 et paragraphe 4).

Supposons donc que fh admet une sous-algebre de Cartan déployée a. Dans ce cas, on a
Wy ={eH}, af = {0} et 'y est un réseau de a. Soit p € I';. La construction des fonctions
orbitales F'(u) est analogue a la construction de la série discréte pour les groupes de Lie
réductifs décrite par Harish-Chandra. Précisons ceci : on définit 'ensemble X.;; (éléments
elliptiques) des = € X tels Ad p(z) n’ait que des valeurs propres propres de module 1. On
a alors X, = H.A (proposition 4.8). De plus, il existe un ensemble fini F' de A et pour
chaque y € F', un voisinage ouvert W, de y dans X du type Hexp iV.y et V contenu dans
le centralisateur de ¢(y) dans b, tels que X = U,epW, (proposition 4.9).

Pour X\ € ey ON définit la fonction \If?\ sur ., de la maniére suivante : soit X € b4
et soit By x la mesure de Liouville de l'orbite H.X. On note BH x la transformée de
Fourier de cette mesure et on pose U2 (X) = Bu.x(A\) | det(ad Ay s |2, D7apres

([B4] lemme 4.1.1 et théoréme 5.3.1), la fonction WY est Punique fonction orbitale bornée
sur b,.q, propre pour le caractere z — 74(2)(i)) telle que, pour tout X € a, l'on ait
\I/?\(X> - ZwEWH(a) ez<w)\,X>‘

Soit 1 € I'; régulier et soit y € F. On fixe X, € a tel que exp 20X, = p(y). Soit
x = hexpiX.y € W,,. Les propriétés de WV, permettent de définir la fonction orbitale FY
sur W, par
File)= % d<emNewh(x) (1)
weWp, (a)\Wy (a)

ou H, est le centralisateur de ¢(y) dans H et b, son algebre de Lie.

On vérifie en utilisant un théoreme d’unicité (théoreme 4.11) que FY et F7 coincident
sur W, N W,. Ceci permet de définir de maniere licite F'(u) en posant, si x € W,
F(u)(z) = FJ(x). La fonction F'(u) vérifie bien les propriétés voulues.

On peut également définir les fonctions FY pour p € aj,., par le formule (1). Soit
p € I'y. Soit I une composante connexe de ay,, telle que p soit dans 'adhérence I' de T'.

Dans ce cas, on montre que \ lirr}\ FF Y existe et définit une fonction orbitale F) ;j’r. En
My €

étudiant la dépendance en y des F¥'', on montre que F¥'" et F! coincident sur W, "W,
si i € T et ceci permet de définir F'(p)" en posant, si z € W, F(u)" (z) = F'(x). On
note C'(u) 'ensemble des composantes connexes de a*,, telles que x4 € T. On pose alors

1 ) reg
F(u) = o] Fe%:(u) F(u)".

Soit. A un sous-ensemble de Cartan de X. A chaque £ = (\,y,v) € A tel que, pour « €
¥, lon ait A(H,) # 0 (on notera alors & € A I—reg), ON peut également associer une fonction
généralisée sphérique O(¢) telle que, pour tout z € Z(g), 'on ait 2.0(&) = v4(2)(iA)O(&)
([H6] théoreme 6.1). D’apres ([B3] théoreme 8.2.2), I'application transposée de M induit
un isomorphisme du dual I(X)’ dans l'espace des distributions H-invariantes sur X. Apres



avoir fixé une mesure invariante dx sur X, on associe donc a chaque ©(&) un élément 0(&) de
I(X)". De plus, pour ® € I(X), la fonction A — 3=, cw @) F(wWA, y,%) < 0(wA, y,¢), ® >
se prolonge analytiquement sur aj ([H6] théoreme 6.2). La croissance de ces fonctions est
étudiée dans [H6] et ceci permet d’obtenir le résultat suivant (proposition 6.3) : soit d;\
une mesure de Lebesgue sur aj. Alors, pour tout ® € I(X) et pour tout z € X4, la
somme

S LYY Pl Ny @) < O-uwla+ X,y ), @ > did = P a)

RETS T weWy (a)\We(a) y€Wa

est convergente et ne dépend pas du choix de . La fonction Fgl] ainsi définie est une
fonction orbitale mais contrairement au cas des groupes (voir [B4]) ce n’est pas un élément
de I(X).

On établit alors la formule d’inversion (théoréeme 6.14) : pour ® € I(X), on a

o = Z CAF&,A]
A€[CarX]

ou [CarX] désigne I’ensemble des classes modulo 'action a gauche de H de sous-ensembles
de Cartan de X et chaque c4 est une constante.

Indiquons les étapes de la preuve de cette formule. Pour un sous-ensemble de Cartan
Aet U = Aou Ay, on définit Pespace de Schwartz S(U) de U et I'espace S(A) des
transformées de Fourier des fonctions de S(A) (voir 6.5). Si ¥ € S(A) alors ¥ est une
fonction sur I'? x a} vérifiant certaines conditions de croissance. On peut alors définir
F&,A] = 2pery Jo: Flp4 Ay, 1) ¥ (p, N)dr . C'est un élément de 1(X)> et pour tout sous-

ensemble de Cartan B, on a Fé, }B,-eg € S(Byey) (lemme 6.7).

D’autre part, pour B un sous ensemble de Cartan et £ = (\,y,v) € B;_ reg, I'intégrale
K 9(5)($)F[A (x)dx =< 0(€), F, 4> est convergente et vaut 0 si B n'est pas H-conjugué
a A (proposition 6.12).

Ce résultat est le point clé de la preuve de la formule d’inversion. Pour le démon-
trer, on se ramene, en utilisant induction et restriction, au cas ou la sous-algebre de
Cartan a associée a A est déployée. Dans ce cas, on prouve que pour p € I'; 'intégrale

S 0(€) (@) F (1) (x)dx =< 6(€), F(p) > converge et < 0(¢), Fy" >= %,y < 9(5) F(p) >
U(p). Bien que F'(u) ne soit pas dans I(X), on a tout de méme, pour z € Z(g)

Yo(2)(iA) < 0(8), F(p) >=< 2.0(8), F (1) >=<0(8)," 2.F (1) >=7a("2)(ipr) < 0(8), F () >

ol z —' z est 'antiautomorphisme principal de Z(g). On en déduit que si B n’est pas

H-conjugué a A alors < (), F'(pn) >= 0 (lemme 6.10).

Soit k& € N. On note Cari(X) l'ensemble des sous-ensembles de Cartan A tels que
dim agp = k et [Carg(X)] ensemble des classes modulo H de Carg(X). Soit [ (X)>



I'ensemble des ® € I(X)> telles que, pour tout j > k et pour tout A € Car;(X),
Pon ait ®/4,,, = 0. Soit A € Car,(X). Si ® € I,,(X)> vérifie b,® € S(A), alors pour
tout £ = (\,y,v) € A[ reg, l'intégrale [y 0(§)®(z)dxr =< 0(£),® > converge et définit
un élément ¥, de S(A 4). On peut alors comme précédemment définir Fj 4] Cest & une
constante multlphcatlve pres 3o, e, F&, C’est donc une fonction de 1(X)*° qui vérifie :
si B est un sous-ensemble de Cartan non H -conjugué a A, alors, pour tout & € B;_ regs ONl
a < 6(¢),F [ }'>= 0. De plus, en utilisant la formule d’inversion de Fourier classique sur

I'espace vectorlel a, on montre que, pour tout a € A,.4, on a F&, }( ) = ca®(a) (lemme
6.13).

Soit ® € I,,(X), on pose &, = & — 3.5, 1 X acicarx] cAFé,A]. En utilisant les résultats
précédents, on démontre par récurrence sur k que &y € I,,_;_1(X)>°. Le cas k = n donne
la formule d’inversion.

Soit ¢ € D(X). En utilisant la formule limite d’Harish-Chandra sur les algebres de
Lie réductives, on prouve la formule limite suivante : soit b une sous-algebre de Cartan
fondamentale de . Soit P un systeme positif de racines et P; les racines imaginaires de
P. Pour un bon choix de P, on a (lemme 7.1),

lim O(][ Ha)bp, M(f))(Exp X) = cf (eH)
acP

ou ¢ est une constante parfaitement déterminée. On montre que 'on peut dériver sous
le signe somme dans la formule d’inversion. Soit A un sous-ensemble de Cartan. Si
(A y,0) € A avec y # eH, alors, par construction, la fonction F(A\ y,7) est nulle au
voisinage de eH et pour X € b,.,, la fonction F(\, eH,¢)(Exp X) s’exprime facilement
en terme de transformée de Fourier B m.x de lorbite M.X pour un certain sous-groupe
M de H. Par la formule de Rossman, on a une expression explicite de BM. x(Y) pour
Y € b,.,. Les propriétés de B x (conditions de recollement) permettent de calculer
O(ITacp Ha)bp, F (N, eH, ) (eH) (proposition 7.2). D’autre part, il existe une constante cy
telles que les distributions cx©(\, eH, 1) soit de type positif ([D] théoreme 3). On obtient
ainsi la formule de Plancherel (théoreme 7.4).

Je remercie A. Bouaziz pour ses nombreux conseils lors de ce travail.
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1 Notations et préliminaires

Si M est une variété différentiable, on note C*° (M) I'espace des fonctions de classe C* sur
M |, D(M) le sous-espace de C*°(M) des fonctions a support compact et D(M)" I'espace
des distributions sur M, c’est-a-dire le dual de D(M).

Si N est une partie de M et si f est une fonction sur M, on notera f,x ou fy sa
restriction & N.

Si X est un ensemble fini, on note | X | son cardinal.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V* son dual et V¢ son
complexifié. Si V' est un espace vectoriel topologique, on note V'’ son dual topologique.

Soit G un groupe de Lie réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement
connexe et d’algebre de Lie g . Soit H une forme réelle de GG d’algebre de Lie h. On note o la
conjugaison de g relativement a h. Elle définit une involution du groupe G que ’on notera
encore o et H est I’ensemble des points de G fixés par 0. Soit ¢ = {X € g;0(X) = —X}
de telle sorte que l'on ait g = b + q. On a alors q = ih. Soit ¢ le centre de b.

Soit M un sous-groupe de G et U une partie de G ou de g. On note Zy(U) le
centralisateur de U dans M et Ny (U) le normalisateur de U dans M. On pose Wy, (U) =
Ny (U)/Zyu ().

On note e ’élément neutre de G.

Soit € une involution de Cartan de g commutant a o et soit g = €+ p la décomposition
de Cartan de g correspondante. Soit K le sous-groupe compact maximal de G formé des
points de G fixés par 6.

On fixe sur g une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée, G -invariante x qui
coincide avec la forme de Killing sur I’algebre dérivée de g et telle que la forme —x(X, 0(X))
soit définie positive. Pour X € g, on pose alors || X [|= (—#(X,0(X)))"/2. Ceci définit
une norme sur g et donc également sur g* par dualité.

Soit X = G/H et soit p la projection canonique de G sur X. Soit ¢ 'application de X
dans G qui & p(g) associe go(g)~! . L’application ¢ est un isomorphisme sur son image.

Pour z € X, on note G, le centralisateur de ¢(z) dans G. Soit g, son algebre de Lie.
On pose H, =G, NH et h, =g,Nh.

Le groupe G agit par translation a gauche sur X et on notera g.x I'action de g € G
sur z € X. On notera également pour g € G et X € g l'action adjointe par AdgX = ¢g.X

On note exp 'application exponentielle de g dans G et soit Exp I'application de b
dans G/H qui a X associe p(expiX). Soit J le jacobien de I’application Exp. On a , pour

X enp,
sh z'adX)
/b

X) = il
J(X) det( iadX



Soit Dy la fonction analytique sur X définie par : si x € X alors I'endomorphisme
1+ z — Adp(z) de g est C-linéaire. On pose alors

detc(1+ 2 — Ad p(x)) = 2" Dx(z) modulo z"*!

ou n = rang(h).

Définition 1.1 Un élément x € X est dit semi-simple si p(x) est semi-simple dans G.

Un élément x de X est dit régulier si l'on a Dx(z) # 0. Ceci est équivalent a dire que
(x) est régulier dans G. On note X, l'ensemble des éléments réguliers de X et si U est
une partie de X, on pose Uypeg = Xpeg NU.

On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de ¢ formé d’éléments semi-
simples, abélien et maximal pour ces deux propriétés.

Comme q = b, la multiplication par i induit une bijection de ’ensemble des sous-
espaces de Cartan de q dans I’ensemble des sous-algebres de Cartan de h, que 'on notera

Car(h).

On notera b,.., 'ensemble des éléments semi-simples réguliers de h et pour s une partie
de b on pose Syeg = 5 M hreg-

1.2 Pour a € Car(h), on notera A(g,ac) (ou A quand il n’y aura pas d’ambiguité) le
systeme de racines de la paire (g, a + ¢a). Pour a € A, on note H, la coracine de « , g,
I’espace radiciel de g relatif a a et s, la réflexion de a¢ relative a a.

On définit la partie compacte af = ¢ N € + (Z iRH,) N a et la partie déployée
aEA
ap=cNp+( Z RH,) Na de a de telle sorte que 'on ait a = a; + ag.
aEA
Une racine « est dite réelle (respectivement imaginaire) si a(a) C R (respectivement

a(a) C iR), ceci est équivalent a H, € ag (respectivement H,, € iay). Une racine est dite
complexe si elle n’est ni réelle ni imaginaire. On notera Ag (respectivement Ay et Agp)
I'ensemble des racines réelles (respectivement imaginaires et complexes) de ac dans g.

Soit A* un systeme positif de A. Pour S C A, on pose ST = SN A*. L’ensemble A}

1
sera appelé systeme positif de racines imaginaires. On posera pa+ = — Z a. Lorsqu’il

aceAt
n’y a pas d’ambiguité, on notera p = pa+.

Soit v une racine imaginaire de A. La racine « est dite compacte si (go+g—o+CH,)Nb
est isomorphe a su(2) et elle est non compacte si (g, + g_o + CH,) N b est isomorphe a
sl(2,R).

On note Aj,. 'ensemble des racines imaginaires non compactes de A.

Soit I'y 'ensemble des X € a tels que exp 21X = 1. C’est un réseau de ag. Soit I,
I'ensemble des p € aj, tels que, pour tout X € Iy, I'on ait pu(X) € 2nZ.

7



Soit a7_,., 'ensemble des 11 € aj tels que, pour toute racine imaginaire o de A, I'on
ait p(Hy) # 0. On note 'y, Uensemble des p € T'; tels que, pour toute racine réelle «
de a, l'on ait p(H,) # 0.

1.3 A la sous-algebre de Cartan a de b, on associe I'ensemble A formé des z € X tels que
©(x) centralise a et on 'appelle le sous-ensemble de Cartan de X associé a a. On note
Car(X) I'ensemble des sous-ensembles de Cartan de X.
On rappelle que tout élément régulier de X appartient a un unique sous-ensemble de
Cartan ([O.M] paragraphe 6 théoreme 2).
On a ([H 2] lemme 2.3)
A= Ng(a)/Npy(a)
Soit W, un systeéme de représentant de exp ia \ A dans A formé d’éléments y tels que
¢(y) € H. On rappelle que dans ce cas chaque y € W, admet un représentant dans G,
([H6] lemme 1.4). On a
A = Uyew, exp iay
et W, est isomorphe & Wg(a)/Wg(a). Soit y € W,. On note W} (a) ensemble des
h € Wy(a) tels que h.y € exp ia.y. Pour h € W (a), il existe donc Y, € a tel que
h.y = exp iYy.y et donc comme ¢(y) € H on a 2Y, € T'y. Si Y’ est un autre élément

vérifiant cette propriété, il est facile de voir que Y, — Y’ € I';. On vérifie facilement que
Yh = th—l = —thfl modulo Fa.

Pour 8 un poids de a, on définit la fonction &g sur A par : si a € A alors ¢(a) = expX
avec X € ac. On pose &g(a) = X,
On notera Ay,_re, 'ensemble des = € A tels que pour tout o € Ay, l'on ait &, (z) # 1.

Pour S C A, on pose
(1 B g—a)
bs = R
L=
Soit S(ac) l'algebre symétrique de ac. A X € a, on associe I'opérateur différentiel 0(X)
sur A défini par : sixz € A et f € C®(A), alors

d
IX)f(zx) = %f(expitX.x)/tzo

Pour u € S(ac), on note d(u) Popérateur différentiel sur A défini par u.

On définit 'ordre d’Hiral sur les classes modulo H de sous-ensembles de Cartan de X
de la maniere suivante :

soit A et B deux sous-ensembles de Cartan de X associés respectivement aux sous-
algebres de Cartan a et b. On note [A] = Upegh.A.

On dit que [A] < [B] si et seulement si il existe h € H tel que (h.a)gr C bg. Lorsque
cette inclusion est stricte, on dit alors que [A] < [B].

On notera [CarX] I'ensemble des classes modulo H de sous-ensembles de Cartan de
X.



2 Fonctions orbitales

On définit I'espace I(X)*>® des fonctions F' qui sont H-invariantes et de classe C* sur X,.,
et qui vérifient les trois propriétés suivantes :

I, (X) : Pour tout A € Car(X), pour tout compact U de A et pour tout u € S(ac)
alors sup,cpna,,. | O(u).Fa,,(z) |< oo,

reg

I,(X) : Pour tout a € Car(h) associée a A € CarX et pour tout systéme positif de
racines imaginaires ¢» de ac dans g, alors by F) 4,,, se prolonge de facon C* sur I’ensemble
des z € A tels que, pour toute racine imaginaire non compacte 5 de ac l'on ait £g(z) # 1,

2.1 Soit a € Car(h) associée a A € Car(X). Soit @ une racine imaginaire non compacte
de ac. Soit v € A tel que &,(y) = 1 et pour toute racine [ de ac¢ distincte de +a, I'on ait
£s(y) # 1. On choisit des vecteurs radiciels X,, et X_,, relatifs respectivement a o et —a.

On pose a, = Ri(X, — X_,) + Ker a. C’est une sous-algebre de Cartan de h. Soit
Co = €Tp — i%(Xa + X_,). L’élément ¢, est appelé une transformée de Cayley. On a
Co-AC = Qo c- S0it 1 un systeme positif de racines imaginaires de ac qui contient toute
racine imaginaire [ telle que 5(H,) > 0. Soit ¢, 'ensemble des racines de 1) orthogonales
a «a. C’est un systeme positif de racines imaginaires de a,c.

I3(X) : Avec les notations précédentes, pour tout u € S(ac), on a

tl_i)r(% O(u).(byF)a,,,)(exp tHy.y) — tl_i,%lf O(u).(byFya,,,)(exp tHy.y)
= by {yofad} (V)d(@, 1)0(ca-1) (b, Fra,) (V)

ou d(a,y) = 2 si la réflexion relative a a se réalise dans H., et 1 sinon.

Remarques : 1) Il est facile de voir que by_{y,ufa}3(7) vaut £1 et que ce signe ne
dépend que de la composante connexe de A qui contient ~.

2) Le deuxieme membre de 1’égalité est bien défini en vertu de 5(X).

3) Soit ® € I(X)> telle que, pour tout [B] > [A], 'on ait ®,5 , = 0. Par la propriété
I3(X), la fonction by, ®/4,,, se prolonge de facon C'*° sur A.

reg

Dans la suite, on adoptera la notation suivante :

lim O(w).(byFya,.,)exp tHay) = lim O(u).(by Fya,,, ) (exp tHav) = [(bp Fa,.,)(7)]-

t—0t

Un élément de 1(X)* est appelé une fonction orbitale.

On munit I(X)* de la topologie définie par les semi-normes pa,v..(f) =| sup  9(u).f/a,., () |
c€UNAreqy

ou A € Car(X), U est un compact de A et u € S(ac). L’espace I(X)> est un espace de
Fréchet.



On note /(X) le sous-ensemble de I(X)> formé des fonctions F' qui vérifient de plus
la propriété suivante :

I,(X) : pour tout sous-ensemble de Cartan A de X, il existe un compact U de A tel
que fya,., soit a support dans U.

On le munit de la topologie définie dans ([H4] paragraphe 2). C’est une limite inductive
d’espaces de Fréchet.

Soit f € D(X). On définit l'intégrale orbitale Mg (f) (ou M lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguités) de f de la maniere suivante : si z € X, alors h, = a est une sous-algebre
de Cartan de h. Soit dY la mesure de Lebesgue sur [a, h] définie par la forme de Killing.
Soit dh la mesure H-invariante sur H/Zpy(a) tangente a dY. On pose

M) = De@) [ [ f(ha)dn
H/ZH(Cl)
Théoréme 2.2 ([B3][Thm 8.2.2).- L’application M est continue et surjective de D(X)
dans I(X) et sa transposée ' M est bijective de I(X) sur l’espace D(X)"H des distributions
H-invariantes sur X.

On dit qu’'une partie fermée H-invariante est un compact modulo H si son intersection
avec tout sous-ensemble de Cartan de X est compacte.

On définit Uespace CFy,,,.,(X) des fonctions f de classe C*° sur X telles que 'intersection
du support de f avec toute partie compacte modulo H soit un compact. Il est clair que
I'application M se prolonge & C22 (X).

comp

Proposition 2.3 L’espace [(X)* est I'image par M de Cg5,,(X).
Démonstration: D’apres ([B3] lemme 8.1.1) on peut construire un recouvrement de
X par une famille localement finie de bons voisinages (V;);cr et une famille (x;);c; de
fonctions sur X qui vérifient les propriétés suivantes :

(i) pour tout ¢ € I, la fonction y; est H-invariante de support contenu dans V; et telle
que, pour tout x € V;, I'on ait 0 < x;(z) < 1,

(ii) Yser xi(z) = 1 pour tout z € X.

En particulier chaque y; est a support compact modulo H.

Soit W € I(X)>. Soit ¢ € I. On a alors Vy; € [(X). Par le théoreme 2.2 il existe donc
fi € D(X) telle que M(f;) = ¥x;. Soit f = Y,cr fir Il est alors clair que M(f) = .
D’autre part, par le choix des V;, x;, 'ensemble des supports des f; forme une famille
localement finie. Ceci assure que f € Cg5, . (X). m

Soit D(X) T'algebre des opérateurs G-invariants sur X. On rappelle que cette algebre
est isomorphe au centre Z(g) de 'algebre enveloppante de g. Dans toute la suite, nous
identifierons ces deux algebres.
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Soit a € Car(h). On notera 74 4 (o1 74 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) I'isomorphisme
d’Harish-Chandra de Z(g) dans I’algebre S(ac)"Ve(ec) des invariants de S(ac) sous I’action
de Wg(ac).

Pour ¥ € I(X)>® et z € Z(g), on définit z.¥ de la maniere suivante : soit z € X, et
soit A I'unique sous-ensemble de Cartan de X contenant z. On pose alors

(2.9)(2) = 0(7a(2))-¥ 4, (x)
Lemme 2.4 On a 2.V € I(X)*®. De plus, l'action de Z(g) préserve I(X).

Démonstration: D’apres ([Sa2] lemme 12.1 ), pour tout f € D(X) et pour tout A €
Car(X), on a (2.M(f))/a,., = M(2.f)/a,.,- D’autre part, d’apres ([B3] paragraphe 8 et
corollaire 2.3.2), pour tout =z € X, il existe une fonction y,, H-invariante et a support
compact modulo H qui vaut 1 au voisinage de z. Les fonctions z.W et z.(¥x,) coincident
donc au voisinage de x et on a, par ce qui précede, z.(¥x,) € I(X). Les propriétés
caractérisant les fonctions orbitales étant de nature locale, on en déduit le lemme. [

Soit z —t

z l'anti-automorphisme principal de 'algebre enveloppante de g. L’algebre
Z(g) agit sur 1(X)> par z.0(¥) = 0(*2.0). L’application M et sa transposée commutent

a l'action de Z(g).

3 Restriction et induction de fonctions orbitales
Nous allons d’abord considérer la restriction de fonctions orbitales.

Soit a € Car(h). On note, comme en 1.2, a = ar + a; et on pose L = Zg(agr).
D’apres ([H4] paragraphe 6), c’est un groupe réductif complexe connexe de groupe dérivé
simplement connexe o-stable et [N h est de méme rang que h. On note X, = L/L N H.

Soit W € I(X)>. Soit B € Car(Xy) associé a la sous-algebre de Cartan b. Les racines
imaginaires de bc sont les mémes dans g et dans [ et de méme type (compactes ou non
compactes). Par conséquent, on peut définir 'ouvert B;_,., de B comme étant ’ensemble
des © € B tels que, pour toute racine imaginaire o de bg, l'on ait &,(z) # 1 sans faire
référence a X ou Xy. Maintenant si x € B est un élément régulier de X alors il appartient
a Br_,eq. Par la propriété I(X), la restriction de ¥ a X,.., N X, se prolonge donc en une
fonction de classe C* sur Xp,.,. On note R§X§L\If cette fonction.

Soit P = LN un sous-groupe parabolique de G de sous-groupe de Lévi L et de radical
unipotent N. Soit n I'algebre de Lie de N. On suppose que P est o-stable.

Soit dX une mesure de Lebesgue sur § et soit dr la mesure invariante sur X tangente &
dX . Onécrit h = (INh)@h/(INh). Soit dX; et dX5 des mesures de Lebesgue respectivement
sur [Nh et h/ ([N D) telles que dX = dX; A dXs. Ces mesures définissent des mesures
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invariantes di et dh respectivement sur X, et H/H N L. Comme h/hNI=h/hNpShNn

et que h/h Np est isomorphe a €N b, on en déduit des mesures invariantes dn et dk

respectivement sur N N H et K N H et une mesure quasi-invariante dn sur N/N N H.
Pour f € D(X) et [ € X, on pose

ip(f)(1) =| det(Ad(l) , |V/? /N e /KOH f(kln)dk dn

L’application ip est une application continue de D(X) dans D(Xy) ([H3] paragraphe
2).

Lemme 3.1 On rappelle que pour f € D(X) (respectivement f € D(Xy)), on note My
(respectivement Mpyny) Uintégrale orbitale de f sur X (respectivement Xy, ).
(1) 1l existe une constante C' > 0 telle que

MHmLoip = CR%L OMH

(ii) L’application Ry* est une application continue de 1(X)*° dans I(Xp)*®. Sa res-
triction a 1(X) est continue de 1(X) dans 1(Xp).

Démonstration: Avec les normalisations des mesures faites précédemment et d’apres
([H3] paragraphe 2), pour tout f € D(H/H N L), on a

/, ey ()l = Jo [ Flkn)dn dk

et pour tout [ € X, et f € D(X), on a

[ gdn =27 | det(Ad y) 2] D(1) |2 D, () 2 [ plamdin
NNH N/NNH

ou r = dimegn.

Soit f € D(X) et soit x € X, N X. Soit b = bh,. On a alors :

RE*o Mu(f)(@) =| De(@) V2 [ jha)n

H/Zg(b)

—| Dy() [/2 / / F(hlx)dldh
H/HNL JHNL/Z o (b)

—| Dx(z) \1/2/ / / F(knlz)dl dn dk
KnH JNnH JHAL/Zyo5(6)

— 2" | Dy, (2) |1/2/ / | det(Ad lz), |1/2/ F(klan)di di dk
KNnH JHAL/Zynr (6) N/NNH

— 2| Dy, (o) ['* | p(P(l)dl = 2" My 0ip(f)(2)

HNL/Zpnr(b)
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On obtient donc la premiere assertion du lemme.

Soit U € I(X). Par le théoreme 2.2, il existe f € D(X) telle que ¥ = Mpg(f).
L’assertion (i) assure que Ry“W¥ € I(X). On procéde comme dans la démonstration du
lemme 2.4 pour montrer que Ry envoie I(X)* dans I(Xp)>.

La continuité de R§L est immédiate par la définition des différentes topologies. n

Soit b € Car(INh). L’inclusion W, (bc) C We(be) donne une inclusion S(be)We(be) C
S(be)"e(*). On en déduit donc un homomorphisme d’algebres continu 7,/ de Z(g) dans
Z(1). Ainsi, pour tout ¥ € I(X)> et tout z € Z(g), on a

Ry (2.9) = 7a/1(2)-Rx"(¥)

Remarque : Soit © une distribution sphérique sur X, (c’est-a-dire une distribution HNL-
invariante sur X propre pour les opérateurs de Z([)). Dans ([H3] théoreme 2.1), on a
défini V'induite indy, © de ©. C’est une distribution sphérique sur X. Soit 6 et indy, 6
les distributions sur respectivement I(Xp) et I(X) correspondant & © et indy © par
l'isomorphisme du théoreme 2.2(ii). Il est facile de voir que l'on a

indy, 0 =" R0

Nous allons maintenant décrire un procédé d’induction concernant les fonctions orbi-
tales.

On fixe une sous-algebre de Cartan a de h. On note, comme en 1.2, a = a; + ag. Soit
M le centralisateur de a; dans G et soit m son algebre de Lie. Le groupe M est réductif
complexe connexe. Il est o-stable et m N h est de méme rang que h. Soit M; son groupe
dérivé et m; I'algebre de Lie de M;. On a 71 (M) = Ker exp(2in.)/ Xnea(m,a)Z Ha- Soit
X € my tel que exp 21X = 1. Le groupe dérivé de G étant simplement connexe, on a

Xemn S ZH,
a€A(g,a)

D’apres ([Bou|, Chap.6, paragraphe 1, proposition 28), on a
miN Y ZH,= Y ZH,
a€A(g,a) aceA(m,a)

On en déduit donc que M; est simplement connexe.
On note Xy = M/M NH.

Soit Xo € a; tel que m = Z(Xy) et soit u = Z go- Pour z € X, NX,¢y,
a€A(g,ac); ia(Xo)>0

du(z) = | det(1 — Ad p(z)™1) /|
! det(1 — Ad p(x)71) /4
Pour 2 € X,.,, on note N (x) Uensemble des h € H tels que h.x € Xy

on pose
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Lemme 3.2 Soit v € X4 et s0it b = b,. On note B le sous-ensemble de Cartan associé
ab. On a alors :
(i) si h € N3 (x), on a h.b € Car(mNb),
(ii) Uensemble N3 (z) ne dépend que de la composante conneze de B qui contient x,
(iii) Uensemble H O\ M\ N3M(z) est fini.

Démonstration: si h € N3"(z) alors 1'élément ho(x)h~" est un élément régulier de
M et donc Zyap(he(z)h™t) est une sous-algébre de Cartan de m N b contenue dans h.b.
Comme b et m N b ont méme rang, on en déduit que h.b € Car(mnh).

Soit u € Wy tel que = € exp ib.u. Par ce qui précede, il est clair h € J\/}%M (x) si et
seulement si h.b € Car(mnNb) et h.u € Xyy.

L’assertion (iii) découle de ([B1] Remarque 7.2.3). ]

Si x est un élément semi-simple de X et si B est un sous-ensemble de Cartan de X
contenant x associé & la sous-algebre de Cartan b, on notera NV (b, z) ensemble des
h € H tels que h.x € X et h.b € Car(mnb).

Pour F' € I1(X),)°°, on définit la fonction P%AMF sur X,., de la maniere suivante : si
z € X,¢4 alors
Py, JF(x) = 3 F(h.x)dy(h.z)

he MAH\N M ()

Proposition 3.3 L’opérateur P%M’u définit une application continue de I(Xp;)> dans
I(X)>°. De plus, sa restriction a I(Xyr) est continue de 1(Xyps) dans I(X).

Démonstration: Soit F' € I(X)>. Il est clair que Pg
de plus F' € I(X), elle vérifie clairement I4(X).

Soit b € Car(h) et soit B le sous-ensemble de Cartan de X associé a b. On fixe un
systeme positif ¢ de racines imaginaires de bc dans g.

F vérifie la propriété I;(X) et si

Si b n’est pas H-conjuguée a une sous-algebre de Cartan de m N §, alors la fonction
Py F est nulle sur B,,. Elle vérifie donc I (X).

On suppose maintenant que b € Car(m N h). On a donc a; C b;. On note alors
Ym =Y N A(m, be). Soit & € B,¢,. On a alors

1€ al) |
dy(z) = —
) T

L’ensemble A(u, be) coincide avec 'ensemble des o € A(g, be) telles que ia(Xy) > 0.
Comme X € ay, toutes les racines prennent des valeurs imaginaires pures sur Xy. On a
donc Ag(g,bc) N A(u, be) = (0. Si « est une racine complexe de A(u, bc) alors il en est de
meme de —a. Dans ce cas, on a

(1= &-a(2))( = &a(x)) > 0
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Finalement, on obtient

[1— & a(z) |
dy(z) = 12 Sror/ 1
aEAlj_([u,h(c) (1 =&-al2))

Par conséquent, on peut écrire (bydy)(z) = by,c(b)(z) avec

1— ¢ a(x) |1 —&-alz) |
o= I oo e
a€EYP—pm | L- g_a(l’) | a€Ar(u,be) L= f_a($)
Soit a € Y — . On a soit a € Ay(u, be) soit —a € Ay(u, be). On obtient ainsi e(b)(x) =
Iocw—pm)n—a;(u,be) _g‘zg)l. On écrit x = exp 1 X.y avec X € bet y € Wy et on a
£ulz) = 9V, (y) et £4(y) = +1. On a done £(6)(2) = Mac(y—pm—ar(n o0 (—Ealy).
Donc ¢(b)(x) est un signe qui ne dépend que de la composante connexe de B qui
contient x.
On obtient donc, si z = exp i X.y alors

(b P, o) () = > e(h.0)(h-y)bn ., (h-w) F(h.x)

he MAH\N M (b,y)

Comme pour h € H, on a h.(Brp—reg) = (h.B)n—reg, il est alors clair que Py, F vérifie
la propriété I5(X).

Montrons la propriété /3(X). On reprend les notations de 2.1. Soit « € B semi-simple
tel qu’il existe une racine imaginaire non compacte o de A(g, be) vérifiant £, (z) = 1 et
pour toute racine [ # +a, l'on ait {z(x) # 1.

On pose x = exp iX.y avec X € b et y € Wy. Comme &,(x) = 1 et que « est une
racine imaginaire, on a donc &,(y) =1 et donc y € BN B,.

Par ce qui précede, pour tout v € S(bc), on a

[0(0) (by Py, o) ()] - = > e(h-b)(h.z)[D(h-v)(beh.p) F') ()] -

he MAH\N M (6,y)

Soit i € N3 (b, y). Si h.a n’est pas une racine de h.be dans m alors la fonction O(h.v) (b, ) F)

est continue au point h.x. Donc dans la somme précédente, ne sont a considérer que les

h € N7M (b, y) tels que h.ar soit une racine imaginaire non compacte de h.be. Soit b un tel

élément. Il est clair que dans ce cas on a h.by = by, € Car(mnp) et donc h € N (ba,y).
Réciproquement si b € N3 (by,y) alors h.b, € Car(mnh). La racine ¢, oh.a est une

racine réelle de h.b,, et toutes les racines réelles de h.b, sont dans m. Par transformée de

Cayley inverse, on en déduit que h.b € Car(mnh) et h.a € A(m, be). On vient donc de

prouver que 'application identité est une bijection de Pensemble des h € N3 (b,y) tels

que h.a € A(m, be) dans NV (by, y).

On obtient ainsi
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= > e(h-.b)(h-y)d(h.c, h2)by— (o a0t} (2)Chah0) (b o . B0 ) (R

he MOH\N M (b,.y)

Il est clair que pour tout h € N (bgs,y), Von a d(h.a, h.z) = d(o, ). D’autre part,
soit u € H, représentant la réflexion relative a h.a dans H. Comme h.cv € A(m, h.b), la
restriction de Ad(u) au centre de m, qui contient by, est I'identité. On a donc également
u € H N M,. La constante d(h.«, h.x) est donc la méme pour H et M N H.

Pour avoir le résultat voulu, il suffit donc de prouver que 'on a

£(h.6)(h-y)by (o)) (2) = €(hb0) (hY)by— (4, 01a}) ()

Or, on a

0)(15) = <(9)(h) = LD

Il faut donc prouver que 'on a

bAI(u’h~bC)(h"T) = bAz(mhlba,c)(hw)

et

Do —tpm o (T) 0y — (0 01a}) (T) = by (2) Dy~ (0 {a}) (T)

Ces deux assertions sont immeédiates.
La continuité de Py, est claire. =

Soit b € Car(m). On note Yg/m = V.6 © Ya,6 I'homomorphisme de Z(g) dans Z(m). 11
est alors clair que, pour tout ¥ € I(X,,)™ et tout z € Z(g), 'on a

Z'PgéM,u\I] = P;igM,u(’y&m(z) \Ij)

Remarque : Soit y € W,. D’apres ([H4] corollaire 1.7), il existe X € a et un ensemble
S formé de racines imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales tels
que, si g, représente s, dans G, alors on a y = p(exp iX [laesga). Par conséquent,
I'élément y admet un représentant dans M = Zg(ay) si et seulement si y = eH et donc
Wu N X M = { eH }

Soit W € I(Xy)>. Par ce qui précede, si & € Ayey — Eap ey alors on a N (z) = 0
et donc, la restriction de Pg W & A,y ne vit que sur Ezp e

Soit y € W,. D’apres ([O-V] 4 problem 10 et théoreme 9), le groupe G, est réductif
complexe connexe. Il est facile de voir qu’il est o-stable et de groupe dérivé simplement
connexe ([H6] lemme 2.4). On note X, = G,/H,,.
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Soit Xy € a tel que g, = Z4(Xp). On note v = Z go et pour x €
acA(g,ac) ;ia(Xo)>0
X, N X,¢4, on pose
) = Letl = Adp(e) ™),
det(1 — Ad(p(x)=1)

Pour z € X,..4, on note /\/}éy (x) I'ensemble des h € H tels que h.x € X,,. Pour F' € I(X,)®,
on pose
Py JF(x) = > F(ha)dy(h.x)
heH,\Ny" ()

Lemme 3.4 L’application P;éy’n définit une application continue de 1(X,)> dans 1(X)>
et sa restriction a 1(X,) est continue de I(X,) dans I1(X).

Démonstration: La démonstration de ce lemme est la méme que celle de la proposition
3.3. [

3.5 Pour F' € I(X,)>, on peut définir la fonction F~sur X, ,., par F'(z) = F(z.y). Il
est clair que F~e [(X,)®.
Pour F' € I(X,7)®, on pose alors
X, .
ng]:/?u UF = Pgéy,U(PXIV[,uF>

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités sur le choix de u et v, on notera Pséfu 0 = Pgé;f. Ceci
définit donc une application continue de I(X,7)> dans I(X)*>.

4 Fonctions orbitales propres (cas déployé)

Dans toute cette partie, on suppose que H est déployé et on fixe a une sous-algebre de
Cartan déployée de h. Dans ce cas, le réseau 'y est un réseau de a.

Théoreme 4.1 Soit p € I'k. Alors il existe une fonction orbitale F(u) € 1(X)> telle
que :

(1) pour tout z € Z(g), alors z.F(u) = va(2)(ip) F(p),
(ii) la fonction F(u) est bornée sur X, ,

(1ii) pour tout X € a, on a

Fp)(X)= Y e

weWpx (a)

De plus, si p est régulier, alors la fonction F(u) est déterminée de maniére unique par
ces trois propriétés.
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La construction de la fonction F'(u) est analogue a celle de la série discrete faite
par Harish-Chandra dans le cas du groupe. La suite de ce paragraphe consiste en cette
construction.

Nous allons tout d’abord donner un recouvrement de X par des voisinages ouverts
d’éléments elliptiques.

Définition 4.2 Un élément v de X est dit elliptique si p(v) est elliptique dans G ¢’est-
a-dire si p(7y) est semi-simple et toutes les valeurs propres de Ad ¢(vy) sont de module 1.
On note Xy U'ensemble des éléments elliptiques de X.

Proposition 4.3 (/O-M] paragraphe 5 Prop.2) Soit x € X. Il existe un unique élément
semi-simple x5 de X et un unique élément nilpotent X,, de b tels que Ad(p(xs)). Xy = Xu
et © = exp(iXy).xs. On appelle x4 la partie semi-simple de x et x,, = exp 1X, la partie
unipotente de x. Une telle décomposition s’appelle la décomposition de Jordan de x.

Soit v € X¢;. Le groupe G, est réductif complexe connexe, o-stable et de groupe
dérivé simplement connexe (voir [H6] lemme 2.4). Soit g, son algebre de Lie.

Soit U un voisinage ouvert de 0 dans le centre ¢ de h et soit € > 0.

On définit 'ouvert V, .y comme étant 'ensemble des X € (U + [h, h]) N b, tels que,
pour toute valeur propre A de adX (considéré comme endomorphisme de ), l'on ait
| Re(N) |< e

Soit ¢ I'image de 1 — Ad ¢(v) de telle sorte que g = g, + . Soit X, = G,/H,, et soit
'X, ensemble des x € X, tels que det(1 — Ad ¢(x)¢(7)) e # 0.

Lemme 4.4 On peut choisir € et U de telle sorte que :
(i) L’application Exp est difféomorphisme de V, .y sur son image et on a
ExpV,.v ' X,,
(it) On a x € exp iV, . .7y si et seulement si la partie semi-simple de x appartient a
exp iVy e U--

Démonstration: On rappelle que le jacobien J de Exp de b, dans X, est donné par
sh iadX
J(X) = det(W
FExp est un difféormorphisme sur son image.
Soit + € Exp Vyev. On a z € X, si et seulement si det(1 — Ad o(x)p(7)): # 0.
Si € est une valeur propre de Ad ¢(7y),. alors on a | £ |= 1 et & # 1. 1l existe donc
g0 > 0 tel que si A et p sont deux réels avec | A |< 2gq alors pour tout £ valeur propre de
Ad () e on ait | 1 =& e+ |> 0. Soit Y € V, ., v Par ce qui précéde I'endomorphisme
Ad(p(y)exp 2iY') . n’admet pas la valeur propre 1. On obtient donc Exp V, ., v C' X,
ce qui donne l'assertion (i).

)b, Donc pour ¢ < 7 et pour U suffisamment petit, I'application

On choisit € et U comme précédemment. Soit x € exp 1V, . .y. On écrit & = exp 1Yy
avec Y € V, . y. Soit Y la partie semi-simple de Y et Y, sa partie nilpotente. On a
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donc Yy € V, . v. Si z, désigne la partie semi-simple de z, on a x5 = exp Y.y et donc
Ty € exp iVy o u.y-

Réciproquement, soit x € X et soit x4 et x, ses parties semi-simple et nilpotente. On
suppose que Ts € exp iV, . py.y. On peut donc écrire z, = exp 1.X,.v avec Xy € V, . v
et v, = Exp X, avec X, € b, nilpotent. Comme ¢(z,) et ¢(x,) commutent, on a
exp(2iAd(p(x,,).Xs) = exp 2iX,. Comme X, € V., .y ceci implique, d’apres (i) que
Ad(p(z,)).Xs = X ou encore [X,, Xs] = 0. On obtient donc z = exp (X, + X5).y €
exp 1Vy o U.- [

Lemme 4.5 Soit x un élément semi-simple de X.

(1) 1l existe deuz éléments uniques . € Xey et Xy € [b,bh] semi-simple tels que
Ad(p(x.)). Xy = X, et x = exp iXy,.z.. On appelle alors x. la partie elliptique de x.

(it) Soit Y un élément semi-simple de V, .. Soit Y = Y; + Yr sa décomposition
relative a la décomposition de Cartan de g. Alors Yr et Yr sont dans by et Ygr € V, - v.
De plus, on a ((expiY).y). = exp iYg.7.

Démonstration: Soit x un élément semi-simple de X. Soit B un sous-ensemble de Cartan
de X contenant z et soit b la sous-algebre de Cartan de h associée a B. Il existe alors
X ebetxg € BNXyy tel que x = exp 1. X.xg. On écrit X = X;+ Xg € by + by et
donc x = exp iXgrexp iX;.xg. Les éléments X; = X et z. = exp iXgr.xo vérifient les
propriétés de (i).

Maintenant, on a ¢(x) = exp 2iX,p(z.) et donc Ad p(z) = exp 2iad(Xy) Ad o(z.).
Comme X, € [h, h], 'unicité de la décomposition polaire des éléments de Ad(G) assure
I'unicité de X, et donc de x..

L’assertion (ii) est immédiate par ce qui précede. [

Lemme 4.6 Pour e et U suffisamment petit, on a :

(i) si h € H vérifie hexp iV, vy NexpiVy vy # 0 alors h € Hy,

(ii) s0it Wy . v = Upemhexp iV, . y.7y. Alors W, . v est un voisinage ouvert de v dans
X.

Démonstration: Soit z; et zo dans exp iV, . .y tels que h.x; = z5. D’apres les deux
lemmes précédents, on peut supposer que x; et x5 sont elliptiques. Pour 5 = 1 ou 2, il
existe donc X; dans V, . ¢ tel que toutes les valeurs propres de ad X; soient réelles et
x; = exp 1.X;.7y. Soit Vg’s’U I'ensemble des X € (U +[h, h]) Nk, tels que toutes les valeurs
propres de adX (considéré comme endomorphisme de h) soient de module strictement
inférieur & e. 1l est clair que X; € V9 _ ;.

Par ([V] partie II p 32 Prop. 11 (ii)), on en déduit que h € H., ce qui donne "assertion

(i).

D’apres ([H1] lemme 2.9), Papplication de H x’ X, dans X qui a (h, z) associe h.z est
submersive en tout point. L’assertion (ii) en découle. [
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On définit I’ensemble £(X) des ouverts €2 de X vérifiant les deux propriétés suivantes :

(1) © est completement invariant (c’est-a-dire €2 est H-invariant et contient la partie
semi-simple de chacun de ses éléments),

(2) si y € Q est semi-simple alors sa partie elliptique 7. est dans 2 et {2 contient tous
les éléments semi-simples de partie elliptique .

Proposition 4.7 Soit v € X, et soit € et U comme dans les lemmes précédents. On a
alors W, v € E(X). De plus st Q € E(X) et si x € QN Xy alors il existe &' et U’ tels
que Wy oy C L.

Démonstration: Il est clair en utilisant le lemme 4.4 (ii) que W, . iy est completement
invariant. Soit y un élément semi-simple de exp iV, . py.v. Par le lemme 4.5, sa partie
elliptique y. est dans exp iV, . 7.

Soit z un élément semi-simple de X tel que z, = y.. On écrit z = exp iZ.z. avec
Z € [h,b] ou Z et z, sont comme dans (i) du lemme 4.5. Comme on a choisi ¢ et U de
telle sorte que Exp V., . v C' X,,ona Z € b,. Par hypothese sur z, on a z. € exp iV, . v.7.
On écrit z, = expiX.y avec X € V, .y et toutes les valeurs propres de adX sont réelles.

La relation Ad(z.)Z = Z implique alors que [X,Z] = 0. On a donc z = exp i(Z +
X)y€eexpiV,.u.y.

Les meémes propriétés sont valables pour W, . .

Soit maintenant 2 € &£(X) et si x € QN Xy, On peut choisir € et U tels que
erp iVS,EjU.x C Q. Soit Y € V, .. Soit Y, et Y, ses parties semi-simple et nilpotente.
Soit Yy = Y, 1 + Y, r la décomposition de Cartan de Y. On a alors Y, p € V27E’U et
donc (exp iYs g.x) € . L'élément y = exp iYs.x € Q est semi-simple de partie elliptique
exp iYs g.x. Comme Q € £(X), on a donc y € 2. D’autre part € est completement inva-
riant. 11 existe donc &’ et U’ tels que exp V) . .y C Q. Il est clair que Y, € V) 1. On
obtient ainsi exp iY.x = exp iY,.y € €. [

Proposition 4.8 On a X.;; = H.Fxp a.

Démonstration: Soit z € X,;;. Soit B un sous-ensemble de Cartan de X contenant x et
soit b la sous-algebre de Cartan associée. On peut supposer que br C a. D’apres ([H4]
corollaire 1.7), il existe un ensemble ¢ de racines imaginaires non compactes deux a deux

fortement orthogonales de be et X € b tels que ¢(z) = expi(X + > mH,). Comme z est
acyY
elliptique, on a X € br C a. Soit ¢y = [[,ey Ca la transformée de Cayley relative a 1.

On a alors exp im Z H, =expir Z Hpg et si 3 € cy.9p alors Hg € a. On a donc bien
Q€Y BGCw.’Lﬂ
o(x) € expia. m

Proposition 4.9 Soit Q € E£(X). Pour tout y € Expa N, on choisit € et U tel que
Wy.e,u C 2. Alors il existe un ensemble fini F' de Exp a tel que

Q= UyEFWyva,U
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Démonstration: Soit y € Fxp a et soit € et U tel que W, .y C Q. Comme Ezp a est
compact, il existe un ensemble fini F' de Fxp a tel que

QNExpacC UyEFWy’EyU CcQ

On pose 0 = UycpW, ., v. Pour montrer que €; = €2, il suffit de prouver que §2; contient
tous les éléments semi-simples de © ([H2] lemme 2.12). Soit s un élément semi-simple de
Q. On a donc s, € Q puisque €2 € £(X). Par la proposition précédente, il existe h € H et
y € Exp a tel que s, = h.y. Par suite y € QN Exp a C Q; et donc s € 2;. On obtient
donc le résultat voulu. [

Lemme 4.10 Soit y € Fxpa et e >0 et U C ¢ comme précédemment. On a alors :
(i) ExpanexpiVy.v.y=expi(anNV,.u).y,
(ii) Exp a N Wy v = Uueny (@t exp i(aNVy . u).y

Démonstration: Soit v € (Exzp a)peq Nexp iV, p.y. On écrit v = exp iX.y avec
X €V, . v. Comme 7 est régulier dans X, I’élément X est régulier dans g,,. Par conséquent
I'algebre Z, (X) est une sous-algebre de Cartan de b, qui contient a. On a donc X € a.
On obtient alors facilement 'assertion (i).

Soit maintenant v € Fxp aN W, .. On écrit alors v = hexp Y.y avec h € H et
Y €V, .. Comme y et v sont elliptiques, il en est de méme de Fxp Y et donc toutes les
valeurs propres de ad Y sont réelles. Il existe donc v € H, et X € a tels que Y = u.X.

On note x = hu et 7' = exp iX.y de telle sorte que v = zv'. Il est clair que z.h = b,
On a donc a C b, et z.a C b, et donc il existe 2’ € H, tel que 2’z.a = a.

Maintenant, on a clairement v = 2’27y’ avec 7' € exp i(aNVy . v).y et 2’z € Ny(a). =

Pour Q € £(X), on note I(§2)* I'espace des fonctions orbitales sur 2.

Théoréme 4.11 Soit A € a;,,. Soit Q@ € £(X). Si F' € 1(Q)*° vérifie
(1) pour tout z € Z(g), on a z.F = ~4(2) i\ F,

(ii) F' est bornée sur Qy.g,

(111) F est nulle sur A,.,.

Alors la fonction F' est identiquement nulle sur (4.

Démonstration: Soit F' € I(£2)> vérifiant les assertions (i), (ii) et (iii). Supposons que
F soit non nulle. Soit B un sous-ensemble de Cartan de X associé a la sous-algebre de
Cartan b et vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Fys,., # 0,

(2) dim bg est maximale parmi les dim b’ telles que si B’ est le sous-ensemble de
Cartan associé a b’ alors Fpy,, # 0.

Soit A un systéme positif de racines imaginaires de be dans g. D’apres I3(2) et (2),
la fonction ba F/p se prolonge de fagon C* sur B N,
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On fixe x € G tel que z.ac = be. Par 'équation différentielle (i), pour tout w € Wg(be)
et pour tout y € W, il existe des constantes c(y, w) telles que pour tout X € b vérifiant
exp i X.y € Q alors on a

(baF)(exp iX.y) = Z c(y, w)€i<wm.)\,X>
weEWg(be)

Comme ba F/p est non nulle, il existe w € Wg(be) et y € W tels que c(y, w) # 0.

Comme la fonction F' est bornée, pour tout X € b tel que exp iX.y € €, on a
Im < wx A\, X >> 0. Or, il est clair que pour tout X € b; on a exp i X.y € . On en
déduit donc que pour tout X € b; on a Re(i < wx.A, X >) = 0. Par suite, I’élément
iwx.\ ne prend que des valeurs imaginaires pures sur by. D’apres ([B4] lemme 5.1.2) ceci
implique que dim br > dim a et donc les algebres b et a seraient H-conjuguées. Ceci est
contradictoire avec I'hypothese (iii) puisque F' est H-invariante. n

Construction de la fonction F(u).

Nous rappelons tout d’abord certains résultats de A. Bouaziz.

Soit I(h)> l'espace des fonctions orbitales sur h ([B2] paragraphe 3.2). Soit Y € b,.,.
On note (g.y la mesure de Liouville de 'orbite H.Y et soit B v la transformée de Fourier

de cette mesure. Soit A € ay, . Pour X € b4, on pose

UY(X) = Bux(\) | det(ad Ny jq- |2

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.12 (/B4] lemme 4.1.1 et théoréme 5.5.1) Soit X\ € af, . Alors la fonction

reg”
\112 est l'unique élément de I(h)>° vérifiant les trois propriétés suivantes :
(i) pour tout z € Z(g) alors on a z.9% = v4(2)(iA)¥],
i) la fonction U9 est bornée sur reqs
A g ,
(iii) pour tout X € a, on a W) (X) = Yoo et
weWg (a)

Soit Q € &£(X). Soit u € (I'})ey. D’apres la proposition 4.9, il existe un ensemble fini
F' de Exp a et pour tout y € F', il existe un réel € > 0 et un voisinage ouvert U de 0 dans
le centre de b tels que 1'on ait
Q=UyerWyeu

Soit y € F. Soit X, € a tel que p(y) = exp 2iX,. Comme pu € (I'}),¢,, pour tout
w € Wg(a) le scalaire e?<"#*v> ne dépend pas du choix de X, tel que ¢(y) = exp 2iX,,.
On définit alors la fonction FY sur (W, < v)reg en posant

FY(hexpiX.y) = > el <wmXy>ghy (X)
weWp, (a)\Wr (a)
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Cette définition est licite d’apres le lemme 4.6 (i). D’apres ([B3] lemme 8.2.1), la fonction
FY est une fonction orbitale sur (Wy.e,v). D’apres le lemme 4.10, pour x = Exp X €
Exp anN Wy.c0)req, 1l existe u € Wy (a) et X' € anV, . v tel que z = uexpiX'.y. On a
alors

Y _ i<W, Xy > i<vwp, X' >
Fil)= > e > e
wEWpg, (a)\Wh (a) vEWH, (a)
. / )
— Z ez<wp,,X +Xy> Z 6z<wu,X>
weWp(a) weEWpg (a)

Il est alors clair que la fonction F) vérifie les assertions du théoreme 4.1 sur W, 7. Soit
maintenant z un autre élément de F. Par ce qui précede, pour tout € Exp a,¢4 N
Wy ev MW, o, on a
Fil(x) = Fj(x)

et donc par le théoreme d’unicité 4.11, les fonctions FY et F; coincident sur W, .y N
WZ,EI,U/'

Par conséquent, on peut définir de maniere licite la fonction F'(p) sur €2 en posant, si
T €W,y v, alors Fu)(z) = F().

Par ce qui précede, la fonction F'(u) vérifie les propriétés du théoréme 4.1. Ce théoreme

est donc prouvé pour p € I'y, ..

*

reg telle que Ag soit dans I'adhérence

Soit A\ € a* et soit I une composante connexe de a
T'deTl.
Soit b € Car(h) et soit © € G tel que x.bc = ac. Pour toute composante connexe C
de b,g, il existe des constantes c¢(w, I, C) telles que, pour tout X € C et pour tout A € I,
I'on ait :
\IJE\(X) _ Z C(’LU, F, C)€i<w:1:.X,)\>

wEWg(ac)

On peut donc définir la fonction \Il?\gr sur bcq par

UON(X) = lim WYX

% (X) A—do her A(X)

Comme les propriétés caractérisant les fonctions orbitales se traduisent par des relations

entre les constantes d(w,T",C), la fonction \IJ?\’OF ainsi définie est un élément de I(h)°°.
Maintenant, il existe une unique composante connexe I'y de ay., dans b telle que

I' c T'y. On pose alors, pour hexp iX.y € Wy . v,

F)Z\/(;F(hea:p iXy) = Z €i<wA0’Xy>\I/?Uy>’\?'Fy(X)
weWp, (a)\Wg (a)
On a donc
y,I' . y
B = /\—>£lor,n>\er Ey
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s . : . r r
Ceci détermine uniquement la fonction FY'" sur W, . . De plus, on a FY>" € I(W, .v)™

hy,w.I’
(car U

son expression en fonction de ¥

"€ 1(h,)>) et elle vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii) du théoreme 4.1 vue
hy,w.T'y
wAg

*

Dans toute la suite, on fixe y € I'; et I' une composante connexe de ay,, telle que
w € I'. Pour y € Fxp a, on fixe X, € a tel que y = Fxp X,. Pour un tel y, on fixe
un voisinage U de 0 dans ¢ et € > 0 tels que V, .y vérifient les propriétés des lemmes
précédents. Pour simplifier les notations, on pose V, =V, . v et W, = Hexp iVy . v.y.

Nous allons étudier la dépendance en y des fonctions FY pour A € T

Soit u € Wy(a). Il est clair que W,, = W,. Soit A\ € a; . Soit v = Exp X €
Ezxp anW,. On peut donc écrire x = hexp iX'.y avec h € Wy (a) et X’ € anV,. On a
alors

Y (z) = F\Y (hu™texp iuX'.uy) =

S g
weWHuy (Cl)\WH(Cl)

_ Z €i<w/\,Xy+X’>:F§/(x)
weWg (a)

Par le théoreme d’unicité 4.11 sur W, on en déduit que Fy = F)"Y. Par conséquent, on
obtient :
y,I' _ puy,T
Ful = F

Soit Y € anV, et soit ¥ = exp iY.y. Comme V, vérifie la propriété (i) du lemme 4.4,
'espace by est formé des X € b, tels que [X,Y] = 0. Soit Y. € c et Y7 € [h,h] tels que
Y =Y. +Y;. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans ¢ tel que U + Y, C U. D’autre part,
on fixe € > 0 tel que pour toute racine o de a l'on ait € + a(Y) < e. Quitte a réduire
U et g, on peut supposer que Voo vérifient les propriétés des lemmes précédents. Il est
également clair que 'on a Vz +Y C V, et donc Wy C W,.. De méme que précédemment,

pour A € aj,,, le théoreme d’unicité et un simple calcul assurent que I'on a
Yy _ v
FY = Fy
sur Wy et donc, on en déduit que :
y,I' _ py,T
K o B H

sur Wy.

Montrons maintenant que 'on a FZ{’F = Fj’r sur Q2 =W, NW,. Pour v € QN Exp a,
il existe W, C Q et ) est recouvert par un nombre fini de tels W, d’apres la proposition
4.9. 11 suffit donc de prouver que pour tout v € QN Exp a, I'on a F;j’r = Fj’r sur W, .
On va montrer que F''" = F'T sur W,. Le méme raisonnement appliqué & F>'" donnera
le résultat voulu.

24



Soit v € Exp aNW,. 1l existe alors u € Wy (a) et Y € a tel que v = uexp iY.y. Par
ce qui précede, on a sur W,
I _ pwuexpiY.y, D _ T
BT = B < gy

On peut donc définir de maniere licite la fonction F(u)" par

F(M)?wy = Fﬁ/’r

Comme les fonctions F¥" vérifient les propriétés (i), (i) et (iii) du théoreme 4.1 sur
chaque W, et que F est fini, la fonction F(u)" vérifie ces mémes propriétés sur X.
Notons C'(11) 'ensemble des composantes connexes I' de a*,_ telles que u € T'. On pose

T‘eg
alors
Y Pt
(1) | reC(p)

1

Fu=ra

La fonction orbitale F'(u) vérifie les propriétés du théoréme 4.1 ce qui acheve la démons-
tration de ce théoreme.

4.13 Remarque : Soit B € CarX. Soit x € G tel que z.ac = be. Soit C une composante
connexe de By, req. S0it X un systéme positif de racines imaginaires de bc. On peut alors
écrire pour tout v =exp iX.z € C
(bZF(M))(V) = Z dZ(wv 2 C)6i<wx)\7x>
weWg(be)
Il existe alors une constante C' > 0 telle que pour tout p € I'%, pour tout w € Wg(be) et
toute composante connexe C de By, reg, I'on ait

| d(w,1,C) |[< C (*)

En effet, si z € W, avec les notations précédentes, il existe y € F' tel que z € W, . v.
On peut donc écrire z = hexp iZ.y avec h € Ny (b) et Z € bNV, .y (ceci se démontre
comme le lemme 4.10). Ainsi pour montrer (), on peut supposer z = y € F et X €

bNV, .
On suppose tout d’abord que p est régulier. Par définition de F'(u), on a alors
(bsF () (exp iX.y) = > e' R (X)
wEWi, (a)\ Wi (a)

sk
reg

U (X) = > vewe (be) €U, wl, C)er<v=i-X> ot (v, wI',C) est une constante. On obtient
ainsi :

D’autre part, si I' est la composante connexe de a’,  contenant u, on peut écrire

(bs F(p))(exp iX.y) = 3 S ei<umXi> oy T, )¢l <vrwnX>
wEWHy(a)\WH(a)U/EWG(bc)

Lorsque p est dans I'adhérence de T, ceci coincide avec 1'expression de bs F'(u)'.
Maintenant, les ensembles a, g €t By, reg ont un nombre fini de composantes connexes.

On obtient donc la majoration (x).
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5 Fonctions orbitales propres (cas général)

Théoréme 5.1 Soit a € Car(h). Soit X € 'y ., + a7. Soit F' € I(X)> wvérifiant les
Propriétés suivantes :

(1) Pour tout z € Z(g), on a z.F = ~v4,(2)(i\) F,

(ii) La fonction F' est bornée sur X,

(iii) Soit B € Car(X) avec [B] > [A]. Alors, on a Fyp,,, = 0.

Alors la fonction F' est nulle sur X,..4.

Démonstration: La démonstration de ce théoreme est exactement la méme que celle du
théoréme 4.11. -

5.2 Soit a € Car(h) et soit ¥ un syteme positif de racines imaginaires de ac dans g. Soit
w € Wy(a). On définit la signature imaginaire e;(w) par : e;(w) = (—=1)¥N=w "¢l T4
signature ainsi définie ne dépend pas du choix de .

D’autre part, pour tout a € A,., et pour tout w € Wy(a), on a by(w t.a) =

er() ey bola)
Théoréme 5.3 Soit a € Car(h). Soit y € Wy et A € I': + aj. Soit ¢ un systéme positif
de racines imaginaires de ac dans g. Alors il existe une fonction F(\ y,v¢) € [(X)>
vérifiant les quatres propriétés suivantes :

(1) pour tout z € Z(g), on a z.F (A, y,v) = v(2) (A F (A, y, ),

(ii) la fonction F'(X\,y,1) est bornée sur X,.g,

(i4i) pour tout B € Car(X) tel que [B] > [A], alors F(X\,y,v),s,., =0,

(i) Soit x € Ayey Six ¢ expia Wy(a).y, alors F(\y,¥)(x) = 0. Si x = exp iX.y
alors on a

b PNy, 0))(2) =&, (y) Y. er(w)e'swAX+re>

weW? (a)

De plus, si X € Ty ., + aj, alors la fonction F(X,y,v) est déterminée de maniére

unique par ces quatres proprieteés.

Remarque : L’expression de F/(\,y,v) sur A,., donnée dans ce théoreme differe de
celle annoncée dans [H5] théoreme 3. Ceci provient du fait suivant : pour u € Wy (a) tel
que u.y € exp ia.y alors on n’a pas obligatoirement u € Wy (a) (I'élément Y, n’est pas
forcément dans I'y). Cette erreur est corrigée ici. Le méme type d’erreur est a corriger
pour la fonction généralisée sphérique O(A,y, 1)) définie dans le théoreme 1 de [H5] (voir
[H6] paragraphe 2). Ces corrections n’influent pas sur les autres résultats de [H5] comme
nous allons le voir ultérieurement.

La suite de ce paragraphe consiste en la démonstration de ce théoreme.

On fixe donc une sous-algebre de Cartan a de h que I’on décompose en partie vectorielle
et partie compacte a = ag + a; (voir 1.2). Soit M = Z(as) et soit m son algebre de Lie.
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On a vu précédemment (voir paragraphe 3) que M est un groupe réductif complexe,
connexe, o-stable de groupe dérivé M; simplement connexe. Soit m; 'algebre de Lie de
M, et soit ¢y, le centre de m. On a alors ¢, = a;¢c + v ou v est 'ensemble des X € ap
tels que pour toute racine réelle a de a l'on ait a(X) = 0.

On pose My = exp vcM; et mg = my + ve. Le groupe My est un groupe réductif
complexe connexe, o-stable de groupe dérivé M; et agr est une sous-algebre de Cartan
déployé de mgy. De plus, il est clair que 'on a M = exp a; ¢ My.

On pose Xpy = M/M N H et Xpy, = Mo/MoN H. On a alors Xy, = exp ia;.Xyy,.

Soit u € I' et soit A € aj. On note F(Xyy,, 1) la fonction orbitale sur X, définie par
le théoreme 4.1.

Lemme 5.4 Soit X etY sont deux éléments de ar et x et y deuzx éléments de Xy reg
tels que exp iX.x = expiY.y. Alors, on a e*M>F(Xyy,, u)(x) = e<MY> F (X, 1) (y).

Démonstration: On écrit @ = p(exp iX'g) et y = p(exp iY'qg") avec X’ et Y’ dans v et
g et ¢’ dans M. La relation exp iX.x = exp 1Y.y implique qu’il existe h € M N H tel
que g~ tg'h soit central dans M et donc g~ 1g'¢(g71g’) est central dans M. Il existe donc
Z € ag tel que, pour tout a € A(my, ac), Uon ait a(Z) € Z et g~'g’ = expir Z modulo
M, NH.

On obtient ainsi exp iY.y = exp i(Y +Y' + 712 — X').x = exp iX.z. Par conséquent,
onaY +Y' +77-X—-X €T,

Pour prouver le lemme, il suffit donc de démontrer ’assertion suivante :
5.5 Soit (Y)Y’ Z) € a; x v X ag tels que exp 2iZ soit central dans My et Y +Y'+ 7 € T,,.
Alors, pour tout & € Xjpy, reg, On

6i<w>\’Y>F(XM07 p)(exp i(Y' + Z).x) = F(Xpg,, p) ()

La fonction qui a x associe F'(Xyg, p)(exp i(Y' + Z).x) est clairement une fonction
orbitale sur X, propre pour les opérateurs de Z(mg) pour le caractere z — v4(z)(ip).

On suppose tout d’abord que p € I'y .. .. Pour démontrer 5.5, par le théoreme d’unicité

4.11, il suffit de prouver 'égalité pour x € (Exp ag),ey. Soit © = Exp X. On a alors

MY B(Xpy, p)(exp i(Y' + Z).x) = e<MY> > ei<wnY '+ Z+X>

wEWgnm (ar)

Comme Y +Y' + Z € Ty, on obtient e!<wmY +2+X>pi<AY> — gi<w(Abu) X> — gi<wp, X>
Par conséquent, on a bien e!<¥MY> F(Xy., u)(exp i(Y' + Z).2) = F(Xag, 1) ().
Maintenant si p ne vérifie pas de condition de régularité, il est facile d’obtenir la
relation 5.5 vu la construction de F'(Xpy,, 1).
On obtient donc le lemme. [

Soit A € aj et p € I';. Pour X € a;y et v € X, on pose
5.6 F(Xu, A+ p)(exp iX.x) = <M= F(Xyy,, p)(z)
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Lemme 5.7 On a F(Xp, Ap) € 1(Xpy)* et pour tout z € Z(m), on a z.F (X, A\+p) =
Va(2) (i(A + 1)) F (Xar, A+ ).

Les assertions de ce lemme sont immeédiates.

Soit A € I'} 4+ aj. Soit y € W,. Soit Gy, = Zg(e(y)) et X, = G,/H,. On fixe un
syteme positif 1) de racines imaginaires de ac dans g. L’ensemble 1, formé des a € 9
telles que &, (y) = 1 est alors un systéme positif de racines imaginaires de ac dans g,. On
note comme précédemment m = Zy(ay). Soit Xy € a; tel que m = Z3(Xo) et si a € ¢
alors ia(Xy) > 0. On note

u= b ga

a€A(gy,ac) ;ia(Xg)>0

b= > 'R

acA(g,ac)—A(gy,ac) ;ia(Xo)>0

et

On pose
F(Xy, A\ eHy, ) = Pg? JF(Xar, A) (ol Pyg?  est défini dans la proposition 3.3)

C’est une fonction orbitale propre sur X,. On note, pour z € X,

F(Xy, Ay, hy) (@) = F(Xy, A eHy, ) (2.y)

et
F(\y,v) = £p, (y)PgéwnF(Xy, Ay, y) (ol P}é,n est défini dans le lemme 3.4)

Théoréme 5.8 On a F(\, y,v) € I(X)*®. La fonction F(\,y,) vérifie les quatres pro-
priétés suivantes :

(i) pour tout z € Z(g), on a z.F(X,y,1) = 7a(2) (A F(A, y, ),
(11) la fonction F(\ y,1) est bornée,

(iii) si [B] £ [A] alors F(X,y,¢);B,., =0,
() soit x € Ayey. Six ¢ expiaWy(a).y alors F(A\,y,¥)(x) = 0.
St x = exp iX.y alors

b F Ny, ))(x) =&, (y) > er(w)el<whaHn>

weWY (a)

Elle ne dépend pas du choix de u et de v et elle dépend analytiquement de la variable
de aj. De plus, si pour tout o € Ag(g,ac) on a AN(H,) # 0 alors la fonction F(\,y,v)
est uniquement déterminée par ces quatres propriéetés.

(v) Pour tout h € Wg(a), on a

F(hXy, ) =er(h)F(\ h™y, )
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Démonstration: Les propriétés (i) et (ii) découlent directement du théoreme 4.1 et de
la construction de la fonction F'(\,y,1). D’apres 5.6, le lemme 3.3 et le corollaire 3.4, il
est clair qu’elle dépend analytiquement de la variable de aj.

Il reste donc a prouver les assertions (iii), (iv) et (v).

On considere tout d’abord la fonction F' = F(X,, \,eH,,1,). Soit x € X, ., et soit
B T'unique sous-ensemble de Cartan de X,, contenant x. Soit b la sous-algebre de Cartan
de b, associée a B. Par I'induction, il est clair que F'(x) # 0 si et seulement si il existe
h € H, tel que h.b € Car(mnNb,). Ceci est équivalent & dire que [B] < [A]. Maintenant
pour x € A,cqy, on a F(x) # 0 si et seulement si il existe h € Ny, (a) tel que h.x € Exp a.
Donc si z ¢ Exzp a alors F(z) = 0.

Siz= Fxp X € Exp a, on a alors

bo, I =boy@) Y (K \)(Bep wX)dy(Bzp wX)
wEWnnmy, (a)\Wgy, (a)

Par le choix de u, on a dy(Exp wX) = by, (Exp wX) = er(w)by, (Exp X). On obtient
donc :

[y, F](x) = > er(w) D esvE”

wEWnmnm, () \Why, (a) vEWnng, (a)
CY e
wEWHy (a)

Soit € A,y. Par ce qui précede, la fonction F(X,, \,eH,, 1)/ a,,,
(Exp a)peqy et donc la fonction F(Xy, A, y,1,)/4,,, ne vit que sur (exp ia.y),.,. D’autre
part, par ce qui précede, la fonction FI(X,, A, y, 1, ) est nulle sur les B,.., pour B € Car(X,)
et [B] £ [A]. Maintenant, par définition de P%y’bF(Xy, Ay, y), st F(Ay,9)(x) # 0 alors

il existe h € Ny () tel que F(Xy, A\ y,¢,)(h.z) # 0. On a donc h.a € Car(h,) et il existe
u € H, tel que uh.ar C ag. Pour une raison de dimension, on en déduit que uh.ar = ag
et donc h.a et a sont H,-conjuguées. On peut donc supposer que h € Wy (a). Dans ce cas
F(Xy, A\, y,1¢,)(h.z) # 0 implique que h.x € exp ia.y ou encore v € Wy (a)exp ia.y. On
obtient donc la premiére partie de (iv).

Soit maintenant X € a tel que x = exp iX.y. Soit h € Wg(a). On a h.x € exp ia.y si
et seulement si h € W} (a).

Finalement, on a donc

(by F' (A, y, ) () = by (2)&p,, (y) > F(Xy, Ay, ¥y)(h.z)do(h.x)
REWi, @)\ W) (@)

ne vit que sur

=bo@) () Y F(Xy A eH ) (Brp (hX + Y3))dy(ha)

heWg, (a)\W} (a)
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Or,pour tout Z € a on a dy(exp iZ.y) = by_y, (exp iZ.y) et by (exp iZ.y) = by, (Exp Z).
Comme by, (h.x) = e;(h)by(z), on obtient donc

by E'(A y, 9)](2) = &, (y) > er(M)[by, F(Xy, A eHy, ¢y)|(Exp (B X + V)
hEWn, (@)\W} (@)

L’expression de [by, F'(X,, A, eH,, 1,)|(Exp (h.X+Y})) donnée ci-dessus prouve la premiere
partie de l'assertion (iv).

Par la construction de F'(A,y, ) lorsque A ne vérifie aucune condition de régularité, il
suffit de prouver 'assertion (v) et I'indépendance de F'(\,y, ) par rapport a u et v pour

AeTly,., +ai
Maintenant, le théoreme d’unicité 5.1 et 'expression de F(A,y, 1) sur A, permettent
d’obtenir facilement les deux résultats voulus. ™

5.9 Remarque : Soit B € CarX tel que [B] < [A]. Soit z € G tel que z.ac = be. Soit C
une composante connexe de By, r.q. S0it X un systeme positif de racines imaginaires de
bc. On peut alors écrire pour tout v = expiX.z € C

beF\y,v)() = D> da(w, A C)e' ">

weWeq (b

Maintenant, par définition on a

Fhy )= X > FXar, M (0((hr)-y))du(v((hy)-y))do((h7).y)

REH,\Ny" (v) vEMAH\N M ((h.).9)

Comme les ensembles H, \N5" (v) et MNH \Ni‘\;if ((h.7y).y) sont finis et ne dépendent
que de la composante connexe de B contenant -y, on déduit de la définition de F'(X,;, A)
(voir 5.6) et de la remarque 4.13 qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

A € T'% + aj, pour tout w € Wg(be) et toute composante connexe C de By, reg O &
| d(w, \,C) |< C.

6 Inversion des intégrales orbitales

Nous rappelons tout d’abord les résultats de [H6] concernant les fonctions généralisées
sphériques sur X. On rappelle qu'une fonction généralisée sphérique sur X est une fonction
généralisée H-invariante sur X solution propre des opérateurs différentiels de Z(g). Ce sont
des fonctions localement intégrables sur X et analytiques sur X,., ([Sal] thm 4.3).

Soit @ € Car(h). On écrit a = ar + a; comme en 1.2 et on note L = Zg(ag).
Soit X, = L/L N H. On fixe A € ['; +aj_,., et y € W,. Soit ¢ un syteme positif de
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racines imaginaires de ac dans g. A ces données, on peut associer une fonction généralisée
sphérique O(\, y, ) qui vérifie les propriétés suivantes ([H6] théoreme 6.1) :
6.1 (i) pour tout z € Z(g), on a 2.0\, y,v) = v.(2) IN)O(\, y, 1),

(ii) si [B] 2 [A] alors ©(A,y,7),8,., = 0,

(ili) Soit @ € A,ey. Sia ¢ exp iaWg(a).y alors O\, y,¢)(a) = 0 et si a = exp iX.y
alors

B ZwEW}_’I(a) El(w)ei<w)\,X+Yw>

OA ) =D, () 17 & bl

(iv) Soit Ag € I'%. Soit v, 'ensemble des a € 9 telles que &, (y) = 1. Alors la fonction
A = Tlaey, (1 - e TANHDNO(N + Ao, , 1)) se prolonge analytiquement & af,

(v) pour tout u € Wrag(a) on a O(u\, y,v¥) = er(u)O\, uty, ),

(vi) si 2Y € 'y alors O(\, exp iY.y,¥) = e=<MY>O(N\, y, ).

La construction de ©(\,y, 1) est obtenue par induction ([H3] paragraphe 2) :
O(\,y. ) = indy, O(Xp, A, y,¥)

ou O(X, A, y, 1) est 'unique fonction généralisée sur X, vérifiant les propriétés (i) et (iii)
sur X, ([H6] théoreme 2.2).

D’autre part, par la remarque 5.9, on peut appliquer les théoremes 6.1 et 6.2 de [H6].
On a alors les propriétés suivantes :
6.2 Pour tout A\g € I'} et pour tout = € X4, la fonction qui & A associe
> Fwo+A),y,¥)(2)O(—w(Xo + A), y,1) est analytique sur aj.

wGWLy (C()

6.3 La fonction | Dx |/2 ©(),y, 1) est bornée sur X,

Soit B € Car(X) et soit € B,¢, et soit U un voisinage compact de = dans B. Soit
u € S(bc). Alors, pour toute densité a support compact p et pour tout entier positif
k>0, il existe C > 0 telle que, pour tout v € U,¢q, I'on ait

D W F(wAy,v)(y) < O(—wA,y,¥), u >|<

wGWLy (a)

e
I+ A D

Normalisation des mesures :

Soit dX une mesure de Lebesgue sur § . Soit dz la mesure invariante sur X tangente
a dX. Soit d\ la mesure sur h* duale de dX. Pour a € Car(h), on pose t = [a, b]. Soit
d.X la mesure de Lebesgue sur v définie par la forme de Killing et soit d,X la mesure de
Lebesgue sur a telle que dX = d, X N d. X.
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Soit d. A la mesure duale de d.X. On choisit d;\ et dgA des mesures de Lebesgue
respectivement sur aj et aj, telles que l'on ait d\ = d;A A dgA A d A. On note vol(I'y) le
volume de I'; relatif a dgA. On confond, une fois ces choix faits, fonctions généralisées et
distributions sur X. Soit a € Car(h). Pour A € I'} + aj, y € W, et un systeme positif
1 de racines imaginaires de ac, on pose 0(\,y,v) =| Dx |*/? ©(\,y,v). Par le théoreme
2.2, c’est un élément de (X)'.

On a alors la formule d’inversion suivante : soit ar un domaine fondamental de I',
dans a. Alors, pour tout f € D(ar), on a

3 / _Z<M+A,X>/ eHEAY> £ (Y)Y dih = vol (Tg) f(X)

EF* ar

On définit la mesure da sur A par

/f Yda = Z/ (expiX.y)de X

YEWa

Notations : Pour simplifier les notations, nous adopterons dans toute la suite de ce
paragraphe les conventions suivantes : soit A € Car(X) associé a a € Car(h). On pose
Ay =Ti+atet A= AgxW,. Pour € = (\,y) € A, ondit que £ € A;_,0qsi X € [ita; reg
et £ € Ap_ reg SLA € I, .o+ a7.

On note £* = (=X, ). Le groupe de Weyl Wg(a) agit sur A de la maniére suivante :
pour w € Wg(a), on pose w.§ = (w.\,y).

On définit la mesure dpA sur flo en posant

F(Nd / A\
/AO (A)dod = vol Z AEay Fu+ !

et on définit la mesure d¢ sur Aen posant

/ £)de = / S F( y)do)

0 yeW,

Proposition 6.4 Soit ® € I(X). On a alors :
(1) pour tout x € X, 4, lintégrale

[ X Fwgw)@) < olwe v). @ > dg

weEW !

est convergente et ne dépend pas du choix de . On la note Fg‘],
(i1) Fgﬂ € [(X)> et pour tout z € Z(g), on a

2 FHA = / ) Y S Flwy, ) < 0(—w y, ), ® > do

wWEW, LyeWq
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Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un systeme positif ¢ de racines imaginaires
de ac et on pose, pour £ € A, Fr = F(&£,1) et 0 = 0(£,9).

Démonstration: D’apres ([Sh] théoreme 2.1), on a Wy (a)\ We(a) = Wrag(a) \ Wi(a).
D’autre part, d’apres le théoréme 5.8 (v) et la propriété (v) de 6.1, pour tout v € Wy (a)
et pour tout A € I'f +aj_, . , on a

F(,UAvyﬂvb)g(_U)‘vyﬂ/)) = F(A7v_1yv¢)9(_>‘7v_lva)

On obtient ainsi

| Wenn(a) | ) > Flwhy,v) <0(—wh,y,¢), 0>

wEWram (a)\WL(a) yeWa

= Z Z FwA, y,v) < 0(—wA,y,¥), d >

weWL(a) yeWa

= Z Z Z Fow\, y,vY) < 0(—vw, y,¢), P >

YEWa weWy, (a)\Wr(a) veWy, (a)

Maintenant, il est clair que la propriété 6.3 assure la convergence de l'intégrale donnée en
(i).

Soit B € Car(X) et soit U un compact de B, . Toujours d’apres la propriété 6.3,
on a immédiatement que Fg‘] vérifie la propriété I, (X). D’autre part, on peut appliquer
le théoreme convergence dominé sur l'intérieur de U. On obtient ainsi que pour tout
u € S(bc), on a

O(w).(F¥")5,., = / > S 0w).FlwAy,¥)s,, <0(—wAy,¥),® > do

Ag wEW;l yEW,
Le théoreme de convergence dominée assure alors que Fg\] vérifie I5(X) et I3(X) et donc
FE e 1(X)>.
D’autre part, il est clair que pour v € Wi (ac), on a F(\, y,v)) = e(v)F (A y,1) et
O\, y,vY) = e(v)0(A, y,1). On obtient donc que Fg‘] est indépendante du choix de . =

Nous allons maintenant étudier la croissance des fonctions F(%A].
6.5 Pour x un élément semi-simple de X, on définit | = | de la maniére suivante : soit
A un sous-ensemble de Cartan de X contenant x associé a la sous-algebre de Cartan a.
On peut écrire x = exp i(X; + Xg).y avec X; € a7, Xg € ag et y € W,. On pose alors
|z a=l X1 |-

Montrons que | = |4 ne dépend pas du choix de A. Soit o une racine réelle de a et
soit X, et X_, respectivement dans g, Nh et g_, N tels que [X,, X_,] = H,. Soit
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a(a) =R(X, — X_o) + Ker a. C’est une sous-algebre de Cartan de h. Soit A(«) le sous-
ensemble de Cartan associé a a(a). D’apres ([H2] proposistion 3.9), AN A(«) est formé des
exp 1X.y et exp iX.y ou X parcourt Ker «, y parcourt W, et p(y') = p(y)exp im H,. Si
x =expiX.yavec X € Ker a, il est clair que |  |a=| = | 4. Maintenant, si x = exp iX.y/’
avec X € Ker a, alors on a la décomposition suivante dans A : x = exp i(X +7 H,/2).y.
Or il est clair que (X + 7 H,/2); = X;. On en déduit donc que 'on a | x |a=|  |a,-

Pour z € X, on pose | x |=| zs | ou x4 est la partie semi-simple de x.

Il est clair que I'application x —| x | est H-invariante. Montrons que cette application
est continue. Il suffit de prouver qu’elle est continue en tout point semi-simple de X. On fixe
donc z € X semi-simple. Soit € > 0 et soit U/ un voisinage ouvert de 0 dans ¢. On note V9 ;; .
I'ensemble des X € (U+[h, h])Nbh, tels que, pour toute valeur propre A de ad X (considéré
comme endomorphisme de h), I'on ait | A [< e. Soit X, . = Upemhexp ng7U,E.$. D’apres
([H1] lemme 2.9), pour ¢ et U suffisamment petit, 'ensemble X, 7. est un voisinage ouvert
de z et I'application de H x VQ’U’E dans X, ¢, qui a (h, X) associe hexp iX.x est surjective
et submersive en tout point.

Maintenant, si y € X, . de partie semi-simple y,, alorson a | y |=| ys | et ys € X, ve.
Soit B € Car(X) tel que y; € B. On peut donc écrire y; = hexp(iX).x avec h € H et
X ebnV] .. Onaalors |y, |=|| X || + | 2 |. Pour tout > 0, on peut choisir U et € de
telle sorte que pour tout Y € V9 ;; _, I'on ait || Y7 [|< n. Dans ce cas, ona ||y | — |z |[<7
ce qui assure la continuité de | . | au point x.

6.6 Soit A € Car(X). Pour U = Aou U = A,,, on note S(U) (espace de Schwartz de U)
I’espace des fonctions ® de classe C*° sur U vérifiant la condition de croissance suivante :
pour tout u € S(ac) et pour tout r > 0, il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout € U, l'on ait
A+ [z )" | O(u)®(2) [< C

On munit S(U) de la topologie définie par les semi-normes
Pur(®) = supsev (1+ [ 2 )" | O(u) () |
L’espace S(U) est alors un espace de Fréchet.

On note S(aj) 'espace de Schwartz des fonctions a décroissance rapide sur aj et S(I'%)
|

Pespace des fonctions F sur I'; telles que, pour tout r € N, la somme > (1+ || p ||)"
IS B

F(u) | soit finie.

Pour @ € S(A), on note ® la fonction définie sur I'} + a} par

d(N) = > / N> (exp iX.y)dX.

YEWa " i )

Soit S(A) l'espace des ® pour ® € S(A). L’espace S(A) est alors formé des fonctions
U de I'; + a7 dans C qui vérifie les conditions suivantes :

(i) pour tout p € I'%, la fonction A — W(u + A) appartient a S(aj),

a

34



ii) pour tout u et v dans S(aj ¢) et pour tout r > 0, il existe une constante strictemen
ii tout u et v d S(ajc)et tout 0, il exist tante strict t
positive C' telle que

SUPX, eat Z (1+ [ Ar D" [v(AD)O(w)¥ (AR + Af) |< C

)\RGF’S
On munit & (121) de la topologie définie par les semi-normes

Puwr(¥) = supxea; D (14 [ Ar )" [v(A)O(w) T (AR + Ap) |

Arel

C’est un espace de Fréchet.

Lemme 6.7 On suppose que b admet une sous-algébre de Cartan déployée a. Soit u €
I'* et soit F(pu) = F(u,eH,D) la fonction orbitale construite dans le paragraphe 4. Soit
B € CarX. Alors, pour tout r € N et pour tout u € S(bc), il existe une constante C' > 0

et un entier positif k tels que, pour tout p € I'y .., et pour tout © € Byeg, l'on ait

| I+ [z )" [ o) F(p) (@) [< OO+ || p D

Démonstration: On reprend les notations du paragraphe 4. D’apres la proposition 4.9,
il existe un ensemble fini F' de A et pour chaque y € F', un voisinage ouvert H-invariant
Wy.e.v de y dans X tels que

X=JWy.v

yel
On va prouver le lemme sur chaque W, . vr.
Soit y € F et soit 3 = g,. Soit * € Wy.c,v)reg- On écrit © = h exp iX.y avec h € H
et X € b tel que pour toute valeur propre A de ad X 'on ait | Re()) |< e.
On fixe X, € a tel que y = Exp X,. Par définition, on a

Fp)(x) = > er =R (X)

wEWi, (a)\Wi (a)

Il faut donc prouver que, pour tout b € Car(h,), pour tout v € S(bc) et pour tout r > 0,
il existe une constante C' > O et un entier positif k tels que, pour tout X € V, .y Nb et
pour tout p € 1" I'on ait

(1+ 1 X7 D" [ o) (X) [< COA+ [T ID* (%)

Soit b € Car(h,). On note L = Zg, (br) d’algebre de Lie [. Soit X € b, et u € S(bc).

On note /\/}{};’(a) I'ensemble des h € H,, tels que h.a € Car(l, Nh). Par définition de o
et d’apres le lemme 4.2.1 de [Bl1], on a

1/2

\IJZV(X) = BHy.X(H) | det(ad ) s/
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- Z B(LOH)yXULM) ’ det(ad h'u)/(fﬂh);/a* 1/2
heLymH\Ngg(a)

Comme b est une une sous-algebre de Cartan de type compacte de [, N b, on se ramene
au cas ou fh admet une sous-algebre de Cartan de type compact t. D’autre part, par les
propriétés de S x (voir par exemple [H4] 5.8 (ii)), on peut supposé h semi-simple.

Soit € G tel que x.t = ia. Soit C une composante connexe de ay., et soit F une

composante connexe de t,.,. Pour tout w € Wg(ag), il existe des constantes d(w,C, F, )
telles que pour tout u € C et pour tout X € F, I'on ait

BH.X (,U) ‘ det(ad /,L)/b*/a* 1/2__ Z d(w7c’ f" l,)ei<w:c,X,u>

weWeg(ag)
et donc
Ouw) ¥ (X) = >  uliz”'wp)d(w,C,F,z)e' < ¥n> (%)
weWg (ac)
Soit (aq, ..., a,) la base de a* définie par C. La chambre C est alors 'ensemble des A\ € a*

tels que, pour tout j € {1,...,n}, l'on ait \(H,.) > 0. Soit wy,...,w, la base duale de

Heyyy.oooyHy, . Soit p €Iy, NC. On peut donc écrire p=237_y njw; ou les n; sont des
entiers strictement positifs. En particulier, pour tout j € {1...n}, onan; > 1.

Maintenant, comme la distribution By x est tempérée, si d(w,C,F,z) # 0 alors, pour
tout X € F et pour tout p € C, on a i < wr.X,u >< 0 et donc dans ce cas on a
iwr. X = 3" x;H,, avec z; < 0 pour j = 1,...,n et les x; sont non tous nuls. On
obtient ainsi :

si d(w,C, F,x) # 0 alors pour tout u € CNT% et pour tout X € F, on a e!<wsXn> <
ez::l Ty

L’expression (**) permet alors d’obtenir le résultat voulu. ]

~

Lemme 6.8 Soit A € Car(X). Soit UV e S(A) et soit y € W,.
(1) pour tout v € A,.,, l'intégrale /A F(\y)(x)¥(N)doA converge. On la note F’&,A](x).

0
On a F&,A} € I(X)*® et lapplication qui a ¥ associe F&,A] est continue de S(A) dans
1(X)*,

(11) Pour tout B € Car(X), on a ﬁ\wB,-eg € S(Breg)-

Démonstration:

On reprend les notations du paragraphe 3 et plus précisément celles de 3.5. On note
M le centralisateur de a; dans G. Soit z € X,.,.

On a F(\y)(z) = (P;éfF(XM,)\))(x). Par définition du prolongement P;é;f, pour
avoir le résultat voulu, il suffit de prouver que, pour tout = € Xy ., l'intégrale

/A F(Xa, A)(x)W(N) doA converge.
Ap
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On écrit Xy, = exp ia;.X), comme dans le paragraphe 3. Pour z = exp iX.xy avec
X €aret zg € Xpgyreg €8 A=A + Ag € a7 +1';, on a donc
F(Xu, N (x) = e<2X>F(Xyy,, Ar)(20). D’apres le lemme 6.7, pour tout r > 0, il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout Ag € I'y .., et pour tout xg € Xpsyreqy, 'on
ait
(14 o )" | F(Xagy, Ar)(20) [< C

Comme ¥ € S(A), on obtient la convergence de l'intégrale /A F(Xa, A)(@)T(N) doA.
0

Par la relation de croissance précédemment obtenue, on peut appliquer le théoreme
de convergence dominée et obtenir ainsi F\%A} € [(X)*. La continuité de ¥ — é,A] est

immédiate.

Soit maintenant B € Car(Xys) et u € S(bc). Pour € B4, on écrit x = exp iX .z €
exp iar.Xy. L'intégrale O(u) / F(Xp, M) (z)U(A) do est somme d’expression du type
A

/A P(iAp)e"= > 9(v) F(Xag, Ar) (20)¥(N)doA ot P € S(a3) et v € S(be).

0
D’apres le lemme 6.7, pour tout r» > 0, il existe une constante C' > 0 et un entier k£ > 0

tels que, pour tout zg € By, et pour tout Ag € I'y .., Pon ait :

| (1+ ] 2o )" [ 0(0) F(Xaso, Ar)(wo) < C(1+ || Ar )"

Comme ¥ € S(A), on en déduit que, pour tout r > 0 et pour tout u € S(bc), il existe
une constante C’ > 0 telle que, pour tout = € B,., I'on ait

| (14 | |)T8(u)/A F (X, M) ()T(A) do |< C'
On obtient ainsi 'assertion (ii).
u

Lemme 6.9 On suppose que hh admet une sous-algebre de Cartan de type compact t. Soit
T le sous-ensemble de Cartan de X associé a t. Soit A € Car(X) associé a a € Car(h).
On suppose que ay C t. Soit M = Zg(ay).

Soit Res%ﬂf’z la transposée de l’application de prolongement ngﬂ’j définie dans le para-
graphe 3.

Alors, pour tout (\,y) € Tl_reg et pour tout z € Wy, la distribution Res%M’zﬁ(A, Y, )
est une combinaison linéaire finie des distributions 0(Xy, wA, t, 1) définies sur Xy ot
w e Wg(t) ett € Wy

Démonstration: On note vy Uinjection de Z(g) dans Z(m) et 7y ¢ 'isomorphisme

d’Harish-Chandra de Z(m) dans S(tc)"V»(®). Pour tout z € Z(g), on a alors
Youm(2)-Resg™ 0N, y,10) = Resy™ 2.0\, y,1) = 7(2)(iA) Resg*0(\, y, ). Par un

argument classique (voir les démonstrations des lemmes 17.14 et 17.17 de [V]), la dis-

tribution Res%’”’ze()\,y, ) est donc somme de distributions propres pour les caracteéres
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2 = Ymi(2)(1wA) o w € Wi (t). Comme a; C t, I'algebre t est une sous-algebre de Cartan
compacte de m N . En utilisant la base de distributions sphériques sur X,; pour de tels
caracteres ([H6] corollaire 2.3), on obtient le résultat voulu. n

Lemme 6.10 Soit A et B dans Car(X) tels que ar C bg. Soit € = (\,y) € B. On
note L = Zg(agr) et X, = L/L N H. On rappelle que Uapplication de restriction Ry" de
fonctions orbitales est définie au paragraphe 3.

Soit F(Xp, \,y,v) la fonction orbitale vérifiant les propriétés du théoréme 5.8 sur X, .
Alors, on a

Ry"F, = > er(w)F(Xp,w™.€)
wEW}, (8) /WY, (B)

Démonstration: On suppose tout d’abord que A € I'y .., + b7. On note F' = Ry F.
Soit 74,1 'injection canonique de Z(g) dans Z(I). Pour tout u € Z(g), on a 4 (u).F =
Yo(u)(iA)F. Comme dans le lemme précédent, on obtient que F' est somme de fonctions
orbitales propres pour les caracteres z — 7 p(iwA) pour w € Wg(b). Par le théoreme
d’unicité, il suffit donc de prouver 'égalité des deux fonctions orbitales considérées sur
B,.¢4. Ceci s’obtient par simple calcul. La construction de F¢ pour { ne vérifiant aucune
condition de régularité (voir paragraphe 4) permet d’obtenir ce résultat pour tout £. m

Lemme 6.11 On suppose que b admet une sous-algeébre de Cartan déployée a. Soit A le
sous-ensemble de Cartan de X associé a a. Soit B € Car(X) et soit £ € By_ey. Alors pour

~

tout U € S(A), lintégrale [ 95(1,‘)]55] (xz)dx est convergente. On la note < ¢, F&,A} >

Si B ¢ [A] on a alors < Hg,FéA} >= 0.

Démonstration: D’apres la propriété 6.3, la fonction ¢ /x,., est bornée. De plus, d’apres
le lemme 6.7, pour tout r > 0, il existe une constante C,. > 0 et un entier k£ > 0 tels que,
pour tout x € X, et pour tout pu € I,

o regr LOn alt

Cr(1+ || D
A+ [z [)r

| Oc () F () () |<

On obtient donc que l'intégrale / ¢ (x) F(p)(z)dx est convergente, on la note
X

< ¢, F(p) >. D’autre part, comme ¥ € S(A), lintégrale / e () oAl (x)dx converge
X

et vaut 3o eps < O, F'() > V() (en utilisant le théoreme de Fubini).

Nous allons prouver que, pour tout u € I':, pour tout £ € B[_T-eg, ona <0, F(u) >=
0.
On note u —' u l'antiautomorphisme principal de Z(g). Soit z € Z(g). Soit £ =
(A y) € Br_yey. On a FY € I(X)™ et bien que FIY ¢ I(X), comme | Dy |~/2 §; est

une distribution sphérique, on a tout de méme

<20, F s=< 6. 2 FY >
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On obtient ainsi

> <O F(p) > (76(2) (@A) — va("2) (i) ¥ (1) = 0

pel?y

A

Ceci étant valable pour tout ¥ € S(A), on obtient que pour tout p € I'i, pour tout
€ € Br_,¢q4 €t pour tout z € Z(g), on a

<O, F(p1) > (76(2) (iA) = 7a("2) (i) = 0

Maintenant, les caractéres z — u(2)(i\) et 2 — v4(*2)(ip) de Z(g) ne coincident que
pour un nombre fini de valeurs de A ([Bou2] chapitre 8, paragraphe 8, 5 corollaire 1). On
obtient donc que < ¢, F'(11) >= 0 presque partout. Il est facile de voir que cette égalité
est valable pour tout p € I'; et pour tout £ € BI,Teg. m

Lemme 6.12 On suppose que a est une sous-algebre de Cartan de type déployée de b,
c’est-a-dire que ay est central dans §. Soit B € Car(X) et £ € B[_reg. Alors, pour tout
U € S(A), Vintégrale < 0, F&,A] >= [ Gg(at)ﬁg](x)dx est convergente. Si B ¢ [A] alors
on a < Qg,FéA] >=0.

Démonstration: Soit G le groupe dérivé de G et Gy = exp(agr)cG1. On pose Xy =
Go/Go N H. Par hypothese sur b, on peut écrire X = exp ia;.Xg. Soit p = po + 1 €
I + a}. Pour + = exp iX.x € X, on a alors (par construction) F(uo + p1)(x)
ei<’“’X>F(X0, Mo)(%)-

On note & = (\,y) et on écrit A = Ay + A\g avec Ay € b} et A\g € I'{. On a alors
O\, y)(exp iX.xy) = e<*X>0(Xy, Ao, y)(1g). Pour ¥y € S(I'%), on note ng],xo =
Y oer: F(Xo, p0)Wo (ko). Par conséquent, pour tout ¥ = Wy @ ¥y € S(I;) ® S(a7),
on a F\%’g}@\pl(exp iX.xg) = ng]’xo(xo)\ﬁl(X) oll ¥, désigne la transformée de Fourier de
vy,

On obtient ainsi que / 6\, y) (a:)ﬁ,g[f] (x)dz est convergente et vaut < 6(Xo, A, y), F&;j]’XO >
X

Uy (—A1). De plus, par lemme précédent, si [B] # [A], on a < H(A,y),ﬁgﬂ >= 0. Comme
S(T) ® S(aj) est dense dans S(A) et application ¥ — I est continue, on obtient le
résultat voulu. [

Proposition 6.13 Soit A et B dans Car(X) . Soit € € A;_yeq, 2 € Wy et ¥ € S(B).
Alors lintégrale / 95(35)15&,31 (x)dx existe. On la note < 95,?@3} >.
X
Si [A] # [B], alors pour tout &€ € Aj_peq, on a < 05,}3’\%3} >=0.
Démonstration: Soit C' € Car(X) et x € Crey. Onabe(x) = 0si [C] 2 [A] et FéB](x) =0

si [C] £ [B]. Donc, si [A] £ [B] alors pour tout z € X,.4, on a Gg(x)FéB](x) =0etle
lemme est immédiat.
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On suppose donc que [A] < [B]. Dans ce cas, 'intégrale /X95(:B)F\£B](:U)d:v converge
puisque ¢ est bornée sur X, (propriété 6.3) et pour tout C' € Car(X), on a F&,B/]Creg €
S(Creq) (lemme 6.8 (ii)).

On note £ = (A, y). Par définition, on a 0 = ind%LG(XL,)\,y,w) ou L = Zg(ag) et
Xy = L/L N H. Maintenant, en utilisant 'expression de ¢ sur chaque sous-ensemble
de Cartan de X ([H3] corollaire 2.4) et la formule d’intégration de Weyl, on obtient que

(démonstration du méme type que celle de [H3] corollaire 2.4), bien que F&,B] ne soit pas
dans I(X), on a

< 0, FP >=< 9(Xp, Ay, 0), REEY) >

Or, on a R?F&,B} = [5 R¥* F,U(n) dn. En utilisant le lemme 6.10, on se ramene & démon-
trer la proposition lorsque la sous-algebre de Cartan a est de type compact. C’est ce que
I’'on supposera dans la suite.

Avec les notations utilisées précédemment, on a F(u,z) = Pg *F(Xaz, i, z). On note
alors F[B] K S, F(Xas, 11, 2)¥(p)dop et il suffit donc de prouver que, si [A] # [B],
alors pour tout & € AI_TEQ, on a < O, ngﬂfF[B] M > — 0 . De méme que précédemment,
en utilisant la formule d’intégration de Weyl et la définition de Pgé’;, on obtient que
< Hg,P;éfF[B] A — Res%kf’zeg,FéB]’XM >. En utilisant le lemme 6.9, il suffit de
prouver que, si [A] # [B], alors pour tout (\,y) € A;_,cq, On a

< O(Xpr, Ay, ), FIPYE =0
Ceci découle du lemme 6.12 m

Pour k£ € N, on note Carg(X) 'ensemble des A € CarX tels que la sous-algebre de
Cartan a associée a A vérifie dim (ar N [h,h]) = k et [Carg(X)] Pensemble des classes
modulo H de Cary(X). Pour j > —1, on note ;(X)> 'ensemble des fonctions ® € I(X)>
telles que, pour tout [ > j et pour tout A € Cary(X), I'on ait ® /4, = 0.

Lemme 6.14 Soit & € I(X)*® et soit k le plus petit entier tel que ® € I,(X)>. Soit
A € Carp(X). On suppose que by®,4 € S(A).

(i) pour tout € € Aj_,.,, Uintégrale /Xﬁg(x)q)(x)dx converge. On la note < ¢, ® >.

De plus, pour tout y € Wy, la fonction W, () =< 0(—=\,y), ® > appartient a S(fl)
(ii) pour tout x € X,cq, la somme

FA () :/ S Y Fwy)(z) < 0(—wA,y), ® > doA

AO wEW;l YEWq
est convergente et on a Fé) I = |%§(2;‘| 2 yEWs F[A]

(iii) pour tout a € Ayeqy, 0N @ Fq, ( ) =| Wg( ) | ©(a).
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Démonstration: Soit A € Carg(X) et € € A;_,ey. Soit B € Car(X) et s0it 2 € Byeg.
Par construction, on a f¢(x) # 0 si et seulement si [B] > [A]. Pour un tel B, comme
¢ € [1(X)*>®, on a $(x) # 0 si et seulement si [B] = [A]. 1l suffit donc de prouver que

Iintégrale | 6¢(x)®(x)dz est convergente. Or la fonction ¢ est bornée sur A,., (propriété
A

6.3). D’autre part, pour r > dim ay, U'intégrale / dx est convergente. Par la

1
A (L [z ])r
relation de croissance vérifiée par @, on obtient la convergence de | 6¢(x)®(z)dz.
X

D’autre part, notons £ = (A, y). On a alors :

/jé\@g(@)fb(a)da = > / e+ (exp 1.X.2)P(exp iX.2)de X

ze€Wpg(a).y

= Z / (A, y)(exp i X uy)P(exp i X uy)d X

- > er(0)u(y) [ e (@) (eap iu” X y)do X
ar

u€Wy (a)/ Wi (a) vEWp (a)

= Y Y ) [ er)en T by @) erp ivX )X
ueWg (a)/W} (a) veW} (a)
Comme exp w.X.y = verp (X + Y,~1).y, on a by(exp iwX.y) = er(v)by(exp i(X +
Y,-1).y). Comme Y,-1 = v~'Y, modulo Ty, on obtient

/ Oc- () ®(a)da =| W (a) | &, (1) / eI N> (b &) (exp iX.y)daX

ar
En particulier, en utilisant la propriété 5.2 vérifiée par by, pour tout u € Wg(a), on a
<O(—uNy),® >=cr(u) < 0(—\uty),® >.

Par hypothese, on a by, ®,4 € S(A), et donc il est clair que ¥, € S(A). Le lemme 6.8
(i) assure que

|WG Cl
’WH<CL Z

YEWq

FY= Y % / Fw, )W, (wA)doh =
weWgt Y€Wa

[A]

La fonction by Fg "~ est continue sur A et on a

(b F¥Y) (z) = /A S (bpFue)(@) < Oy, ® > dé
wEW;l

Six=expiX.z avec z € W,, on obtient

B @) = [ X X (buFwh g )(a) < 6(-wh g, 1), ® > do)

A
O wewgl yeWg(a).2
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- / 3 S (b F(wh uz, ) (z) < 0(—wh, uz, ), ® > do)

A0 e Wst uEWn (a)/ Wi (a)
Comme pour u € Wg(a),ona F(w\, uz,¥)(x) < 0(—w\, uz, ), ® >= F(u™'w, z,¥)(x) <
O(—u"tw, z,1),® >, on obtient

(b FYY (z) = / S (bpF(wh, z,))(x) < O(—wA, z,), > do)

A0 wews (a)\We(a)

= > Yoo & (R)er(u)er NI < G(—w), 2, 0), @ > doA
)

Ao weWZ (a)\Wg(a) ueWz(a

Or, pour u € Wf(a), on a
< O(—uw, z,9), ® >= e7(u) < O(—wA, u"'z,1),d >

= er(u) < O(—w\, exp i Z,2,9),® >= 81(u)6_i<“’)"“71Z“> < O(—wA, z,7), P >

On en déduit, en utilisant la formule d’inversion de Fourier sur a, que I'on a

(b F¥ Y (@) =| We(a) | [ e<t¥> / e~ INY> (b, ®) (exp iY.2) dyY doh
ar

=| We(a) | (by®)(expiX.2)

Ceci acheve la démonstration du lemme.

Théoreme 6.15 Soit ® € I(X). On a la formule suivante

1
P o W@

Ae[Car(X

i

weW;l

.
e Wa@) | i

Démonstration: Soit n le plus petit entier tel que ® € [,,(X)*>°. Pour k£ < n, on pose

- 1
¢p =P — Z Z WF(%A]. On va démontrer par récurrence sur k, les trois
ala

j=n—k Ac[Car;(X)]
assertions suivantes :
Hk(l) d, € In_k_l(X)oo, A
Hy(2) pour tout j < n —k — 1, pour tout B € Car;(X) et pour tout £ € Bi_,eg,

'intégrale / ¢ (x) Pk (z)dx est convergente. On la note < ¢, Oy, >.
X

On a alors < 8¢, @), >=< 0, P >,

Hy (3) pour tout A € Car(X), on a @y /4, € S(Areg)-

reg
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On suppose tout d’abord k£ = 0. Par hypothese sur ® et construction des Fg‘], il est
clair que ®¢ € 1,,(X)*.
Soit B € Car,(X). On veut prouver que ®q,p,, = 0. Par construction, on a
1 1

( —— Fy = FIF
AG[C%;,L(X)] | Wa(a) | e/ | Wa(b) | @ /Breg

reg

Par le lemme 6.14 (iii), on a (F(%B])/B

=| Wg(b) | ®p,,. On obtient donc &y €

reg

Soit j <n —1, soit B € Car;(X) et £ € B]_reg. Par la proposition 6.13 et le lemme
6.14 (ii), l'intégrale / O¢ (x)Po(z)dx converge et vaut < ¢, ® >. On obtient donc Ho(2).
X

L’assertion Ho(3) découle des lemmes 6.14 (ii) et 6.8 (ii) puisque ¢ € I(X).

On suppose 'hypothese de récurrence vraie jusqu’au rang k — 1. On a alors

1
O =Py — >

—F})A]
A€[Cary,_(X)] | WG(a) |

Comme par hypothese de récurrence, on a ®5_1 € I,,_1(X)> et pour tout A € Car, _(X),
on a Fé,A] € I,_1(X)*>°, on obtient &y, € I,,_(X)>.
Soit B € Car,_(X). On a également

3 1 (4] 1 3]
( e Fg ) /By = o P /i,
scicar ooy | Wala) |7 / | We(b) | @/Breo

Comme la fonction ®j_; vérifie la condition de croissance Hy_1(3), on peut appliquer le
lemme 6.14 (iii) & ®x_1. On obtient ainsi (Fé)l:],l)/Bmg =| W (b) | (Pr—1)/B,.,-
Maintenant par Hy_1(2), pour tout £ € BI_Teg, ona < ®y_1 >=<0,P > et donc
FIPl = Fs}_l. On en déduit donc que (4),p,,, = 0 ce qui donne Hy(1).
Soit j <n—k—1, Be Carj(X)etfe B]_reg. Par Hy_1(2) appliquée a ®;_1, on a
< B¢, @1 >=< 0, P > et pour tout A € Car,_,(X), on a < 95,F(£A] >=< Hg,FéI:} >,

-1

L’assertion Hy(2) découle alors de la proposition 6.13 et du lemme 6.14 (ii) appliqués a
Dp_q.

La fonction ®j_; vérifie la condition de croissance Hy_1(3) et par Hy(2), on a Fgﬂ =
ng]_l pour tout A € Car,_;(X). L’assertion Hy(3) découle alors des lemmes 6.8 et 6.14
(ii) appliquée & Py_;.

On considére maintenant k& = n. Dans ce cas, on a ®, € I_1(X)>®. Donc ®,, est
identiquement nulle sur X,.4. Ceci est équivalent a

- 1 A 1 A
P2 W@ =, 2 Tl

J=0 A€[Car;(X)] Aeg[Car(X)

Cecl acheve la démonstration du théoréme. n
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7 Formule de Plancherel

Dans tout ce paragraphe, on fixe une sous-algebre de Cartan fondamentale b de §. Soit
AT un syteme positif de racines de be dans g tel que, si « est une racine complexe de A™
alors @ € AT. On note A}, 'ensemble des racines complexes de A et 3 I'ensemble des
racines imaginaires de A™. Soit Xr,. 'ensemble des racines imaginaires non compactes
de 3.

Pour o € A™, on note h, 1’élément de bc correspondant & « par la forme de Killing.
Soit wp = [[aea+ a- Soit B le sous-ensemble de Cartan de X associé a b.

Lemme 7.1 (i) Soit ¥ € I(X)>. Alors la fonction 0(wp)bs¥ /5
ment en eH ,
(i1) Soit f € D(X). On a la formule limite suivante :

se prolonge continu-

reg

| Wi (b) | (470)!27 (=1)%r f(eH) = D(we)bs M(f)(eH)

Démonstration: Soit xo = eH. D’apres ([B3|, paragraphe 8 et corollaire 2.3.2), il existe
une fonction y,,, H-invariante et a support compact modulo H qui vaut 1 au voisinage de
. Il suffit donc de prouver que 9(wy)(bs Xz, ¥/B,.,) se prolonge continument en z,. Mais
on a x,, ¥ € I(X). Il suffit donc de prouver lassertion (i) pour ¥ = M(f) avec f € D(X).
Soit V un voisinage ouvert de 0 dans b tel que 'application Exp soit un difféomor-
phisme de V sur son image. On rappelle que le jacobien J de 'application Exp est donné
_ sh i ad(X)
par J(X) = det(m/b).
On définit la fonction f sur V par f(X) = f(Exp X). Soit \IJ?E I'intégrale orbitale de

f définie par Harish-Chandra. On a alors, pour X € breg,

o ]
To(X) = ag+a(X) ey LX)

Par conséquent, on a
ia(X) _ e—ia(X) | HaeE(eia(X) _ e—ia(X))

HaEA+ Oé(X) f

HaeAgP ‘ €

(bs M(f))(Exp X) =

Vu I'hypothese sur Afp, on a

H | pio(X) _ p—ia(X) E (_1)|Agp|/2 H (eia(X) _ e—ia(X))
acAl, acAf,
On a donc

(bsM(f))(Bxzp X) = (20)14"1(=1)18er /21 (X) V208 (X)

Comme J(X)'/? est invariant par W (g, bc) et analytique et que la fonction 8(%)\1/;’; se
prolonge continument en O ([V] partie I, Théoreme 3.26), on en déduit que la fonction
O(wp)bss M(f) se prolonge continument en eH.
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De plus, on a

[0(we) JV2WE](0) = J(0)!/20(we) U H(0) = (we) TH0)

La formule limite d’Harish-Chandra donne (voir par exemple [D-V] II 1.2)
(_1)|Elnc‘+|A2P‘/2

| Wi (b) | (2m)24imo/e

(we)W5(0) = £(0)
On obtient ainsi

D(we) (b= M(f))(eH) =| Wi(b) | (4mi)! 271 (=1)%m f(eH)

Soit a € Car(h). On suppose que a; C by et bg C agr (ceci est toujours possible a
conjugaison par un élément de H pres). On fixe p € I': + aj.

Soit m = Zg(a;). On note X¥,. 'ensemble des racines imaginaires non compactes de
YN A(m, be). On fixe Xg € ar tel que m = Zy(X,) et on pose u = > ga. On

A(g,ac); ia(Xo0)>0

suppose en outre que Az(u, be) C 3. Soit ¢ = Af (1, ac). On note w), 'élément de Zg(ag)
tel que w,,.¢ soit 'ensemble des racines imaginaires o de ac vérifiant —igp(hq) > 0. Pour
a € A(g, ac), on note h, I’élément de ac correspondant a « par la forme de Killing et on

pose Wy = HaéA*(g,aC) ha.

Proposition 7.2 On a

O(we) (b F'(n, eH, ¢))(eH) = s(b, a) | wa(p) |

1A pl-IAg p(m bl
2

ot s(b,a) =| Wg(b) | (—1) s(wu)(—l)"“(@‘)|A$(a)l(_1)|2}’hc\

Démonstration: On suppose tout d’abord que p € (I'; + a}),ey. Soit X € b. Par défini-
tion, on a

F(u,eH,y)(Exp X) = > F(X,p)(Exp h.X)dy(Exp h.X)

he HAM\N .M (Exp X)

Si h € Ny¥(Exp X) alors h.b € Car(m N b). Les sous-algebres b et h.b sont deux sous-
algebres de Cartan fondamentales de mNb, elles sont donc M N H conjuguées. On obtient
ainsi :

F(u,eH,y)(Exp X) = > F(Xps, p)(Exp h.X)dy(Exp h.X)
hEWHm]w(b)\WH([J)

Or, pour h € Wg(b), on a bs(Exp h.X) = e;(h)bg(Exp X). Maintenant, si o € ALy et
h € Wy (b) sont tels que h.a € —ALp alors @ € Alp et h.a = h.a € —Afp. On obtient
donc e7(h) = e(h).
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D’autre part, on a supposé que Aj(u,bc) C X. Si on note X, = 3N A(m, be), on a
donc bxd, = by,.
On obtient ainsi

(b F(p,eH,))(Exp X) = > e(h)(bs, F (Xar, 1) (Exp h.X)
heEWrnm (B)\Wg (b)

et donc

| Wi (b) |
O(wp)(bs F(u, eH, eH) = ———————
On écrit wy = wy'P ot wy' = [laea+(m,bc) Pa €6 P = [lacat—at+(mbe) fta- Le polynome
P est W(m, bc)-invariant. On fixe x € M tel que x.ac = bc. Par conséquent, on a
a(P)(bsz<XM7 M)/B'req) - P(ZI‘/’L) (bEmF(XM7 /"L)/Breg)

O(we) (b, F'(Xpr, 1)) (eH)

Nous allons maintenant calculer d(wy')(bs, . F'(Xar, 1)) (eH). Dans ce qui suit, on fixe
Z € byeqy tel que by, (Exp Z) = 1.

Pour A € a*, on note m(\) =| det(ad ) j(yrm)+ o+ /2. Par définition, on a

F(Xas, ) (Bxp Z) = Bz (p)m (1)

On note A (a) = 27 1. AT (m, bc). Cet ensemble n’est formé que de racines réelles. On
pose Tt o = [oeat @ et wy = Il,eat(a) Pa- Soit C une chambre de Weyl de a dans
m N b. Pour tout Y € C, on peut alors écrire

4 1 . —
Bronz(V) = x> dlrw,C AL (@)<Y
ﬂ-m,a( )weWM(a(C)

ot les d(z,w,C, Af(a)) sont des constantes.
On obtient donc

O (bs, P (Kar ) (eH) = i) Y e(w)d(w, w,C, Aj(a)

m,a( ) wEWAJ(aC)

Par le choix de Af(a), on a Mwm i) = ()AR@0 | W™y
(@), on n TUuin) = (/%56 | 2(0)

Maintenant la distribution B .z est invariante et propre pour 'action de Z(m) sur
m N h. On note W = [Toeat(mog) Pa €t Ty = [lacat(mpe) @ On a done ([V] Partie I, 6
Théoreme 5) A A
W) (T aBrn.2)(0) = O(wy') (g, wBrrne. z) (0)

Par 'expression précédente, on a

Owi)(mh Brronr2)(0) = wiie™.2) 30 e(w)d(z,w,C, A% ()

wEWM(aC)
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On note X7, . I'ensemble des racines imaginaires non compactes de bc dans m. D’apres

([B1] corollaire 4.2.26), pour tout X € b4, on a

. __(_1y2%A
Brrm.z(X) = LX)

m,b

Z 8(w)ei<wZ,X>

weWHm]\,j(h)

Par conséquent, on obtient
AW ( Brnne.2)(0) = W (iZ) (1) Z el

Comme on a supposé Af (a) =271 A% (m, bc), on obtient donc

Wran(b) |

AW (b F(Xag, ) (eH) = (0)25 O w0 () | (=1)PFel | Wi (b) |

Considérons maintenant P(iz.x) = [Toea+—a+(m,oe) 12-H(Na)-

On note 1), 'ensemble des racines imaginaires de ac dans g telles que —iju(hy) > 0 et
soit w,, 'élément de Zg(ag) tel que wy,.1), = . Comme on a supposé que A;(u, be) C X,
on a z.¢p C ¥ et donc, on peut écrire 271 (AT — At (m, bc)) = w1, U Ao UA; ot A
est I’ensemble des racines complexes « de ac telles que x.ao € X et Aq est 'ensemble des
racines complexes o de ac telles que x.ae € Afp. De plus, on a Ay C Acp(u, ac). Par
conséquent, si a € Ag alors —a € Ag. Dans ce cas, on a [[,ea, i14(ha) =| [aea, #(ha) |

Vu le choix de Afp, il existe X; € bg tel que Afp soit I'ensemble des racines de
bc dans g telles que a(X;) > 0. Par conséquent si « € A; alors @ € A; et donc
Haca, itt(ha) = (D122 | Tlacn, in(ha) |- Si @ € Afp alors soit 27 1. est une ra-
cine réelle de a et dans ce cas @ € AT (m, bc), soit z 1. est une racine complexe de ac .
On a donc | Ay |=| ALp | — | Afp(m, be) |. On obtient donc

1afp1-1ad p(m b e)l
2 —

Pliz.p) = (1) 1)¥le(w,) | P(n) |

Finalement, on a donc
Owe) (b F (1, eH, ) (eH)

1AL pl-1Ak p(m )]
2

= Wy (b) | (1) g(wu)(_l)lzﬁ\(Z-)IAi«(a)l(_l)IE}“ml walpt) |

En utilisant la construction de F'(Xy/, p) pour des valeurs non régulieres, on obtient que
ce résultat est valable pour p non régulier. n

Lemme 7.3 On rappelle que 6 est une involution de Cartan de g commutant a o. Soit
Ko = K N H le sous-groupe compact maximal de H fixé par 6. Soit h = &5 + po la
décomposition de Cartan de § relative a 6. Soit a une sous-algebre de Cartan 6-stable
de h et soit M = Zy(anty). Soit A, et Acp respectivement 'ensemble des racines
imaginaires non compactes et complexes de ac dans g. On a alors

| Acr | _
2
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Démonstration: Ona b = m+(> ca, Ja+>Xacagy 8a)Nb. Onpose n = (X ecap 8a)Nb.
Cette algebre est O-stable. On choisit un systeme positif AT de racines tel que si on note
nt = (Xaeay, 8a)Nb, on aalors n = nt+60(nt). De plus, les applications X — X +6(X)
et X — X — 0(X) sont des injections de n™ dans respectivement n N ¢, et n N py. On
obtient ainsi
dim nt < dim(nNey) et dim n™ < dim(nNpo)

Comme on a clairement dim n = 2dim nt = dim(n N &) + dim(n N pg), on obtient
| ALp |= dim nt = dim(n N po).

D’autre part, on a | Arpe |= dim(X,en, 8a) N Po-

On obtient ainsi

dlmpo — dzmmﬂpo :| AInc | + | Agp |

Ceci acheve la démonstration du lemme. ]
Soit a € car(h). Soit p € I'; +a7_,..,. On note ¢, I'ensemble des racines imaginaires o

de ac telles que —ip(hy) > 0. Soit ¢, 'ensemble des racines imaginaires non compactes
de 9,,. On rappelle que la fonction généralisée

Clp) = (=1 ()16~ e, 1)

est de type positif ([D] théoreme 3, [H6] théoréme 5.1 et proposition 6.4).
Théoréme 7.4 (Formule de Plancherel) Pour tout f € D(X), on a

fleH) = > caZ/ Y < Clwlp+ M), f > det(ad(u+ N) jyeae) V2 di

ac[Carh] pely A€aj wEWJl
1 1
(4m)2dima/b yol(T'y) | We(a) |
Démonstration: On pose & = M(f) Par le théoreme 6.15, on a

b= Y o Fy
[A]€[Car(X)] | WG(Q) |

0l Cq =

Soit A € [Car(X)]. Par la relation 6.3, il est clair que 1'on a

Owo)bs P ) = [ 3 9w (boP(wAy, ) (eH) < 0(=wA,y, ), @ > do)

Ao weW LyeW,

Soit (A, y) € A et soit X € b,ey. Reprenons la construction par prolongement de
F(X\, y,v) (théoreme 5.8). La sous-algebre b est également une sous-algebre de Cartan
fondamentale de f,. On a donc

F\y,¥)(Exzp X) = Z F(X,, X\, eH,, ¢,)(exp ih.X.y) do(Exp h.X)
heWg, (6)\Wg(b)
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Maintenant, on a F(X,, \,eH,,,)(exp ih.X.y) # 0 si et seulement si, il existe v € H,
tel que v.b € Car(mnb) et v.y =y € Xjy. Or par construction, on a W, N Xy, = {eH}.
On obtient ainsi que si y # eH alors F(\,y,¢)(Fzp X) = 0.

On a donc

A(wy) (bs FLY) (e H) :/A 3 O(we) (b F(wA, eH, ) (eH) < O(—w.\,y,v), f > do
O wew;!

En utilisant le lemme 7.1 et la proposition 7.2, on obtient alors

(4m) 127 f(eH)

s(a)
CLE[C;M" h) ‘ WG( ) ‘ Uol Z //\Ea; ,wg/v:‘:l = C(w(IU/ + )\))7 f >‘ wa(ﬂ + )\) | dl)\
ou s(a) = (_1)—‘ACPF'A;P(“"%”(_UIw(i)\A;(a)l(_l)lzm(_1)|Emc\<_i)|A+|(_1)|wmcl(_i)lw\,
At pl-lag p(mbe)l n m

Onadoncs(a) = (—1)— = (=1)IAcr(@ac)l/2(_1)Zmel (—1)Fiel (—1)1¥mel D’apres
([W] page 225) on a (avec les notations du lemme précédent)

\Elncl+ 18¢pl _ sldim H/Ko —rg H 4+ rg Ko|

et | D0 | +%‘“"JC” — Ldim M H/M N Ky —rg MO H+rg M0 K.

Or il est clair que rg(H N M) = rg(H) et rg(Ky) = rg(Ko N M). On a donc
Ldim H/Ko — dim M 0 H/M 0 K, = Bcel=l8cetmbaly oy s ) e
lemme précédent assure alors que s(a) = 1 ce qui acheve la démonstration du théoréeme.m
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