
                   

Fonctions orbitales sur GC/GR. Formule
d’inversion des intéegrales orbitales et formule

de Plancherel.

Pascale Harinck1

Introduction

Soit G un groupe de Lie réeductif complexe connexe de groupe déerivée simplement connexe
et d’algèebre de Lie g . Soit H une forme réeelle de G d’algèebre de Lie h. On note σ la
conjugaison de g relativement àa h. Elle déefinit une involution du groupe G que l’on notera
encore σ et H est l’ensemble des points de G fixées par σ. L’espace syméetrique réeductif
X = G/H est dit du type GC/GR. L’application qui àa g ∈ G associe gσ(g)−1 induit un
isomorphisme ϕ de X sur son image.

Soit DX la fonction analytique sur X déefinie par : detC(1 + z − Ad ϕ(x)) = znDX(x)
modulo zn+1 oùu n = rang h. On déefinit l’ensemble Xreg des éeléements réeguliers de X formée
des x ∈ X tels que DX(x) 6= 0.

A chaque sous-algèebre de Cartan a de h, on associe le sous-ensemble de Cartan A

formée des x ∈ X tels que ϕ(x) centralise a. Pour f ∈ D(X) (fonction de classe C∞ àa
support compact sur X), on déefinit l’intéegrale orbitale M(f) de f sur Xreg de la manièere
suivante : soit x ∈ Xreg et soit a le centralisateur de x dans h (c’est une sous-algèebre de
Cartan de h). On pose

M(f)(x) =| DX(x) |1/2
∫

H/ZH(a)
f(h.x)dh

oùu ZH(a) déesigne le centralisateur de a dans H et dh est une mesure invariante sur
H/ZH(a).

Le but de cet article est d’obtenir une formule d’inversion des intéegrales orbitales. Il
s’agit d’éecrire

M(f) =
∫

G∗
Fg∗θg∗(f)dµ(g∗)

oùu G∗ est un ensemble paraméetrant des distributions sphéeriques sur X, θg∗ est la dis-
tribution sphéerique (c’est-àa-dire H-invariante et propre pour l’action du centre Z(g) de
l’algèebre enveloppante de g) associéee au paramèetre g∗ et Fg∗ est une fonction H-invariante
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sur Xreg àa determiner. La description des θg∗ est donnéee dans [H6]. La moitiée de cet ar-
ticle consiste en la construction des Fg∗ . On déemontre ensuite la formule d’inversion. En
utilisant une formule limite (reliantM(f) et f(eH)), on obtient la formule de Plancherel
pour l’espace syméetrique X.

Les intéegrales orbitalesM(f) sont H-invariantes sur Xreg et elles sont caractéeriséees par
une condition sur leur support et des conditions dites de sauts (qui traduisent l’éeventuelle
discontinuitée de M(f) au voisinage des points non réeguliers) (voir 2.1). On note I(X)
l’image parM deD(X) et on le munit d’une topologie d’espace limite inductive de Fréechet.
On déefinit l’espace I(X)∞ des fonctions orbitales : ce sont des fonctions H-invariantes sur
Xreg qui véerifient des propriéetées analogues àa celles des M(f) hormis la condition sur le
support (paragraphe 2). On munit I(X)∞ d’une topologie d’espace de Fréechet. L’algèebre
Z(g) agit sur I(X)∞ et laisse stable I(X). Les fonctions Fg∗ qui interviennent dans la
formule d’inversion sont des fonctions orbitales propres pour l’action de Z(g).

Préecisons le réesultat obtenu : soit a une sous-algèebre de Cartan de h. On note aI sa
partie compacte et soit Γa le sous-réeseau de a formée des X ∈ a tels que exp 2iX = 1. Le
réeseau Γa engendre la partie déeployéee aR de a. On note Γ∗a l’espace des formes linéeaires µ
sur aR telles que, pour X ∈ Γa l’on ait µ(X) ∈ 2πZ. Pour α une racine, on note Hα sa
coracine. SoitWa un systèeme de repréesentants de exp ia\A dans A formée d’éeléements y tels
que ϕ(y) ∈ H. Soit WH(a) le quotient du normalisateur de a dans H par ZH(a). Pour y ∈
Wa, on note W y

H(a) l’ensemble des h ∈ WH(a) tels que h.y ∈ exp ia.y. Pour h ∈ W y
H(a),

on fixe Yh ∈ a tel que h.y = exp iYh.y. On a 2Yh ∈ Γa. Soit γa l’isomorphisme d’Harish-
Chandra de Z(g) dans l’algèebre S(aC)WG(aC) des invariants de l’algèebre syméetrique de aC
sous l’action du groupe de Weyl WG(aC) de aC.

On fixe λ ∈ Γ∗a+a∗I , un éeléement y ∈ Wa et un sytèeme positif ψ de racines imaginaires de
aC. On notera Â l’ensemble de tels triplets (λ, y, ψ). A ces donnéees, on associe (théeorèeme
5.3) une fonction orbitale F (λ, y, ψ) sur X, bornéee sur Xreg, propre pour le caractèere
z → γa(z)(iλ) telle que :

(i) si B est un sous-ensemble de Cartan de X associée àa la sous-algèebre de Cartan b et
haR ⊂ bR pour un certain h ∈ H, alors F (λ, y, ψ)/Breg = 0,

(ii) Soit x ∈ Areg. Si x /∈ exp ia WH(a).y, alors F (λ, y, ψ)(x) = 0. Si x = exp iX.y
alors on a

(bψF (λ, y, ψ))(x) = ξρψ(y)
∑

w∈W y
H(a)

εI(w)ei<wλ,X+Yw>

oùu bψ et ξρψ(y) sont des signes (déefinis en 1.3) et εI(w) est la signature imaginaire de w
(déefini en 5.2).

De plus, si pour toute racine réeelle α de a, on a λ(Hα) 6= 0, alors la fonction F (λ, y, ψ)
est uniquement déeterminéee par ces propriéetées. La fonction λ→ F (λ, y, ψ) déepend analy-
tiquement de la variable de a∗I .
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Par un procéedée d’induction (déecrit dans le paragraphe 3), on ramèene la construction
des F (λ, y, ψ) au cas oùu h est déeployéee (paragraphe 2 et paragraphe 4).

Supposons donc que h admet une sous-algèebre de Cartan déeployéee a. Dans ce cas, on a
Wa = {eH}, aI = {0} et Γa est un réeseau de a. Soit µ ∈ Γ∗a. La construction des fonctions
orbitales F (µ) est analogue àa la construction de la séerie discrèete pour les groupes de Lie
réeductifs déecrite par Harish-Chandra. Préecisons ceci : on déefinit l’ensemble Xell (éeléements
elliptiques) des x ∈ X tels Ad ϕ(x) n’ait que des valeurs propres propres de module 1. On
a alors Xell = H.A (proposition 4.8). De plus, il existe un ensemble fini F de A et pour
chaque y ∈ F , un voisinage ouvertWy de y dans X du type Hexp iV .y et V contenu dans
le centralisateur de ϕ(y) dans h, tels que X = ∪y∈FWy (proposition 4.9).

Pour λ ∈ a∗reg, on déefinit la fonction Ψh
λ sur hreg de la manièere suivante : soit X ∈ hreg

et soit βH.X la mesure de Liouville de l’orbite H.X. On note β̂H.X la transforméee de
Fourier de cette mesure et on pose Ψh

λ(X) = β̂H.X(λ) | det(ad λ)/h∗/a∗ |1/2. D’aprèes

([B4] lemme 4.1.1 et théeorèeme 5.3.1), la fonction Ψh
λ est l’unique fonction orbitale bornéee

sur hreg, propre pour le caractèere z → γa(z)(iλ) telle que, pour tout X ∈ a, l’on ait
Ψh
λ(X) =

∑
w∈WH(a) e

i<wλ,X>.

Soit µ ∈ Γ∗a réegulier et soit y ∈ F . On fixe Xy ∈ a tel que exp 2iXy = ϕ(y). Soit
x = hexp iX.y ∈ Wy. Les propriéetées de Wy permettent de déefinir la fonction orbitale F yµ
sur Wy par

F yµ (x) =
∑

w∈WHy (a)\WH(a)

ei<wµ,Xy>Ψhy
wµ(X) (1)

oùu Hy est le centralisateur de ϕ(y) dans H et hy son algèebre de Lie.
On véerifie en utilisant un théeorèeme d’unicitée (théeorèeme 4.11) que F yµ et F zµ cöııncident

sur Wy ∩ Wz. Ceci permet de déefinir de manièere licite F (µ) en posant, si x ∈ Wy,
F (µ)(x) = F yµ (x). La fonction F (µ) véerifie bien les propriéetées voulues.

On peut éegalement déefinir les fonctions F yµ pour µ ∈ a∗reg par le formule (1). Soit
µ ∈ Γ∗a. Soit Γ une composante connexe de a∗reg telle que µ soit dans l’adhéerence Γ de Γ.
Dans ce cas, on montre que lim

λ→µ, λ∈Γ
F yλ existe et déefinit une fonction orbitale F y,Γµ . En

éetudiant la déependance en y des F y,Γµ , on montre que F y,Γµ et F z,Γµ cöııncident surWy∩Wz

si µ ∈ Γ∗a et ceci permet de déefinir F (µ)Γ en posant, si x ∈ Wy, F (µ)Γ(x) = F y,Γµ (x). On
note C(µ) l’ensemble des composantes connexes de a∗reg telles que µ ∈ Γ. On pose alors

F (µ) =
1

| C(µ) |
∑

Γ∈C(µ)

F (µ)Γ.

Soit A un sous-ensemble de Cartan de X. A chaque ξ = (λ, y, ψ) ∈ Â tel que, pour α ∈
ψ, l’on ait λ(Hα) 6= 0 (on notera alors ξ ∈ ÂI−reg), on peut éegalement associer une fonction
géenéeraliséee sphéerique Θ(ξ) telle que, pour tout z ∈ Z(g), l’on ait z.Θ(ξ) = γa(z)(iλ)Θ(ξ)
([H6] théeorèeme 6.1). D’aprèes ([B3] théeorèeme 8.2.2), l’application transposéee de M induit
un isomorphisme du dual I(X)′ dans l’espace des distributions H-invariantes sur X. Aprèes
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avoir fixée une mesure invariante dx sur X, on associe donc àa chaque Θ(ξ) un éeléement θ(ξ) de
I(X)′. De plus, pour Φ ∈ I(X), la fonction λ→ ∑

w∈WG(a)F (wλ, y, ψ) < θ(wλ, y, ψ),Φ >

se prolonge analytiquement sur a∗I ([H6] théeorèeme 6.2). La croissance de ces fonctions est
éetudiéee dans [H6] et ceci permet d’obtenir le réesultat suivant (proposition 6.3) : soit dIλ
une mesure de Lebesgue sur a∗I . Alors, pour tout Φ ∈ I(X) et pour tout x ∈ Xreg, la
somme

∑

µ∈Γ∗a

∫

a∗I

∑

w∈WH(a)\WG(a)

∑

y∈Wa

F (w(µ+ λ), y, ψ)(x) < θ(−w(µ+ λ), y, ψ),Φ > dIλ = F
[A]
Φ (x)

est convergente et ne déepend pas du choix de ψ. La fonction F
[A]
Φ ainsi déefinie est une

fonction orbitale mais contrairement au cas des groupes (voir [B4]) ce n’est pas un éeléement
de I(X).

On éetablit alors la formule d’inversion (théeorèeme 6.14) : pour Φ ∈ I(X), on a

Φ =
∑

A∈[CarX]

cAF
[A]
Φ

oùu [CarX] déesigne l’ensemble des classes modulo l’action àa gauche de H de sous-ensembles
de Cartan de X et chaque cA est une constante.

Indiquons les éetapes de la preuve de cette formule. Pour un sous-ensemble de Cartan
A et U = A ou Areg, on déefinit l’espace de Schwartz S(U) de U et l’espace S(Â) des
transforméees de Fourier des fonctions de S(A) (voir 6.5). Si Ψ ∈ S(Â) alors Ψ est une
fonction sur Γ∗a × a∗I véerifiant certaines conditions de croissance. On peut alors déefinir

F̃
[A]
Ψ =

∑
µ∈Γ∗a

∫
a∗I
F (µ+ λ, y, ψ)Ψ(µ, λ)dIλ. C’est un éeléement de I(X)∞ et pour tout sous-

ensemble de Cartan B, on a F̃
[A]
Ψ /Breg

∈ S(Breg) (lemme 6.7).

D’autre part, pour B un sous-ensemble de Cartan et ξ = (λ, y, ψ) ∈ B̂I−reg, l’intéegrale
∫
X θ(ξ)(x)F̃

[A]
Ψ (x)dx =< θ(ξ), F̃

[A]
Ψ > est convergente et vaut 0 si B n’est pas H-conjuguée

àa A (proposition 6.12).
Ce réesultat est le point clée de la preuve de la formule d’inversion. Pour le déemon-

trer, on se ramèene, en utilisant induction et restriction, au cas oùu la sous-algèebre de
Cartan a associéee àa A est déeployéee. Dans ce cas, on prouve que pour µ ∈ Γ∗a l’intéegrale∫
X θ(ξ)(x)F (µ)(x)dx =< θ(ξ), F (µ) > converge et < θ(ξ), F̃

[A]
Ψ >=

∑
µ∈Γ∗a

< θ(ξ), F (µ) >
Ψ(µ). Bien que F (µ) ne soit pas dans I(X), on a tout de mêeme, pour z ∈ Z(g)

γb(z)(iλ) < θ(ξ), F (µ) >=< z.θ(ξ), F (µ) >=< θ(ξ),t z.F (µ) >= γa(tz)(iµ) < θ(ξ), F (µ) >

oùu z →t z est l’antiautomorphisme principal de Z(g). On en déeduit que si B n’est pas
H-conjuguée àa A alors < θ(ξ), F (µ) >= 0 (lemme 6.10).

Soit k ∈ N. On note Cark(X) l’ensemble des sous-ensembles de Cartan A tels que
dim aR = k et [Cark(X)] l’ensemble des classes modulo H de Cark(X). Soit Ik(X)∞
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l’ensemble des Φ ∈ I(X)∞ telles que, pour tout j > k et pour tout A ∈ Carj(X),
l’on ait Φ/Areg = 0. Soit A ∈ Carn(X). Si Φ ∈ In(X)∞ véerifie bψΦ ∈ S(A), alors pour

tout ξ = (λ, y, ψ) ∈ ÂI−reg, l’intéegrale
∫
X θ(ξ)Φ(x)dx =< θ(ξ),Φ > converge et déefinit

un éeléement Ψy de S(Â). On peut alors comme préecéedemment déefinir F
[A]
Φ . C’est àa une

constante multiplicative prèes
∑
y∈Wa

F̃
[A]
Ψy

. C’est donc une fonction de I(X)∞ qui véerifie :

si B est un sous-ensemble de Cartan non H -conjuguée àa A, alors, pour tout ξ ∈ B̂I−reg, on

a < θ(ξ), F
[A]
Φ >= 0. De plus, en utilisant la formule d’inversion de Fourier classique sur

l’espace vectoriel a, on montre que, pour tout a ∈ Areg, on a F
[A]
Φ (a) = cAΦ(a) (lemme

6.13).

Soit Φ ∈ In(X), on pose Φk = Φ−∑j≥n−k
∑
A∈[CarjX] cAF

[A]
Φ . En utilisant les réesultats

préecéedents, on déemontre par réecurrence sur k que Φk ∈ In−k−1(X)∞. Le cas k = n donne
la formule d’inversion.

Soit ϕ ∈ D(X). En utilisant la formule limite d’Harish-Chandra sur les algèebres de
Lie réeductives, on prouve la formule limite suivante : soit b une sous-algèebre de Cartan
fondamentale de h. Soit P un systèeme positif de racines et PI les racines imaginaires de
P . Pour un bon choix de P , on a (lemme 7.1),

lim
X→0

∂(
∏

α∈P
Hα)bPIM(f))(Exp X) = cf(eH)

oùu c est une constante parfaitement déeterminéee. On montre que l’on peut déeriver sous
le signe somme dans la formule d’inversion. Soit A un sous-ensemble de Cartan. Si
(λ, y, ψ) ∈ Â avec y 6= eH, alors, par construction, la fonction F (λ, y, ψ) est nulle au
voisinage de eH et pour X ∈ breg, la fonction F (λ, eH, ψ)(Exp X) s’exprime facilement
en terme de transforméee de Fourier β̂M.X de l’orbite M.X pour un certain sous-groupe
M de H. Par la formule de Rossman, on a une expression explicite de β̂M.X(Y ) pour
Y ∈ breg. Les propriéetées de β̂M.X (conditions de recollement) permettent de calculer
∂(
∏
α∈P Hα)bPIF (λ, eH, ψ)(eH) (proposition 7.2). D’autre part, il existe une constante cλ

telles que les distributions cλΘ(λ, eH, ψ) soit de type positif ([D] théeorèeme 3). On obtient
ainsi la formule de Plancherel (théeorèeme 7.4).

Je remercie A. Bouaziz pour ses nombreux conseils lors de ce travail.
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1 Notations et préeliminaires

Si M est une variéetée difféerentiable, on note C∞(M) l’espace des fonctions de classe C∞ sur
M , D(M) le sous-espace de C∞(M) des fonctions àa support compact et D(M)′ l’espace
des distributions sur M , c’est-àa-dire le dual de D(M).

Si N est une partie de M et si f est une fonction sur M, on notera f/N ou fN sa
restriction àa N .

Si X est un ensemble fini, on note | X | son cardinal.

Soit V un espace vectoriel réeel de dimension finie. On notera V ∗ son dual et VC son
complexifiée. Si V est un espace vectoriel topologique, on note V ′ son dual topologique.

Soit G un groupe de Lie réeductif complexe connexe de groupe déerivée simplement
connexe et d’algèebre de Lie g . Soit H une forme réeelle de G d’algèebre de Lie h. On note σ la
conjugaison de g relativement àa h. Elle déefinit une involution du groupe G que l’on notera
encore σ et H est l’ensemble des points de G fixées par σ. Soit q = {X ∈ g; σ(X) = −X}
de telle sorte que l’on ait g = h + q. On a alors q = ih. Soit c le centre de h.

Soit M un sous-groupe de G et U une partie de G ou de g. On note ZM(U) le
centralisateur de U dans M et NM(U) le normalisateur de U dans M . On pose WM(U) =
NM(U)/ZM(U).

On note e l’éeléement neutre de G.

Soit θ une involution de Cartan de g commutant àa σ et soit g = k+p la déecomposition
de Cartan de g correspondante. Soit K le sous-groupe compact maximal de G formée des
points de G fixées par θ.

On fixe sur g une forme bilinéeaire syméetrique, non déegéenéeréee, G -invariante κ qui
cöııncide avec la forme de Killing sur l’algèebre déerivéee de g et telle que la forme−κ(X, θ(X))
soit déefinie positive. Pour X ∈ g, on pose alors ‖ X ‖= (−κ(X, θ(X)))1/2. Ceci déefinit
une norme sur g et donc éegalement sur g∗ par dualitée.

Soit X = G/H et soit p la projection canonique de G sur X. Soit ϕ l’application de X
dans G qui àa p(g) associe gσ(g)−1 . L’application ϕ est un isomorphisme sur son image.

Pour x ∈ X, on note Gx le centralisateur de ϕ(x) dans G. Soit gx son algèebre de Lie.
On pose Hx = Gx ∩H et hx = gx ∩ h.

Le groupe G agit par translation àa gauche sur X et on notera g.x l’action de g ∈ G
sur x ∈ X. On notera éegalement pour g ∈ G et X ∈ g l’action adjointe par AdgX = g.X

On note exp l’application exponentielle de g dans G et soit Exp l’application de h

dans G/H qui àa X associe p(exp iX). Soit J le jacobien de l’application Exp. On a , pour
X ∈ h,

J(X) = det

(
sh iadX

iadX

)

/h
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Soit DX la fonction analytique sur X déefinie par : si x ∈ X alors l’endomorphisme
1 + z − Adϕ(x) de g est C-linéeaire. On pose alors

detC(1 + z − Adϕ(x)) = znDX(x) modulo zn+1

oùu n = rang(h).

Déefinition 1.1 Un éeléement x ∈ X est dit semi-simple si ϕ(x) est semi-simple dans G.
Un éeléement x de X est dit réegulier si l’on a DX(x) 6= 0. Ceci est éequivalent àa dire que

ϕ(x) est réegulier dans G. On note Xreg l’ensemble des éeléements réeguliers de X et si U est
une partie de X, on pose Ureg = Xreg ∩ U .

On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de q formée d’éeléements semi-
simples, abéelien et maximal pour ces deux propriéetées.

Comme q = ih, la multiplication par i induit une bijection de l’ensemble des sous-
espaces de Cartan de q dans l’ensemble des sous-algèebres de Cartan de h, que l’on notera
Car(h).

On notera hreg l’ensemble des éeléements semi-simples réeguliers de h et pour s une partie
de h on pose sreg = s ∩ hreg.

1.2 Pour a ∈ Car(h), on notera ∆(g, aC) (ou ∆ quand il n’y aura pas d’ambigüııtée) le
systèeme de racines de la paire (g, a + ia). Pour α ∈ ∆, on note Hα la coracine de α , gα
l’espace radiciel de g relatif àa α et sα la réeflexion de aC relative àa α.

On déefinit la partie compacte aI = c ∩ k + (
∑

α∈∆

iRHα) ∩ a et la partie déeployéee

aR = c ∩ p + (
∑

α∈∆

RHα) ∩ a de a de telle sorte que l’on ait a = aI + aR.

Une racine α est dite réeelle (respectivement imaginaire) si α(a) ⊂ R (respectivement
α(a) ⊂ iR), ceci est éequivalent àa Hα ∈ aR (respectivement Hα ∈ iaI). Une racine est dite
complexe si elle n’est ni réeelle ni imaginaire. On notera ∆R (respectivement ∆I et ∆CP )
l’ensemble des racines réeelles (respectivement imaginaires et complexes) de aC dans g.

Soit ∆+ un systèeme positif de ∆. Pour S ⊂ ∆, on pose S+ = S ∩∆+. L’ensemble ∆+
I

sera appelée systèeme positif de racines imaginaires. On posera ρ∆+ =
1

2

∑

α∈∆+

α. Lorsqu’il

n’y a pas d’ambigüııtée, on notera ρ = ρ∆+ .

Soit α une racine imaginaire de ∆. La racine α est dite compacte si (gα+g−α+CHα)∩h

est isomorphe àa su(2) et elle est non compacte si (gα + g−α + CHα) ∩ h est isomorphe àa
sl(2,R).

On note ∆Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de ∆.

Soit Γa l’ensemble des X ∈ a tels que exp 2iX = 1. C’est un réeseau de aR. Soit Γ∗a
l’ensemble des µ ∈ a∗R tels que, pour tout X ∈ Γa, l’on ait µ(X) ∈ 2πZ.
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Soit a∗I−reg l’ensemble des µ ∈ a∗I tels que, pour toute racine imaginaire α de ∆, l’on
ait µ(Hα) 6= 0. On note Γ∗a reg l’ensemble des µ ∈ Γ∗a tels que, pour toute racine réeelle α
de a, l’on ait µ(Hα) 6= 0.

1.3 A la sous-algèebre de Cartan a de h, on associe l’ensemble A formée des x ∈ X tels que
ϕ(x) centralise a et on l’appelle le sous-ensemble de Cartan de X associée àa a. On note
Car(X) l’ensemble des sous-ensembles de Cartan de X.

On rappelle que tout éeléement réegulier de X appartient àa un unique sous-ensemble de
Cartan ([O.M] paragraphe 6 théeorèeme 2).

On a ([H 2] lemme 2.3)
A = NG(a)/NH(a)

Soit Wa un systèeme de repréesentant de exp ia \ A dans A formée d’éeléements y tels que
ϕ(y) ∈ H. On rappelle que dans ce cas chaque y ∈ Wa admet un repréesentant dans Gy
([H6] lemme 1.4). On a

A = ∪y∈Wa
exp ia.y

et Wa est isomorphe àa WG(a)/WH(a). Soit y ∈ Wa. On note W y
H(a) l’ensemble des

h ∈ WH(a) tels que h.y ∈ exp ia.y. Pour h ∈ W y
H(a), il existe donc Yh ∈ a tel que

h.y = exp iYh.y et donc comme ϕ(y) ∈ H on a 2Yh ∈ Γa. Si Y ′ est un autre éeléement
véerifiant cette propriéetée, il est facile de voir que Yh − Y ′ ∈ Γa. On véerifie facilement que
Yh = hYh−1 = −hYh−1 modulo Γa.

Pour β un poids de a, on déefinit la fonction ξβ sur A par : si a ∈ A alors ϕ(a) = expX
avec X ∈ aC. On pose ξβ(a) = eβ(X).
On notera AIn−reg l’ensemble des x ∈ A tels que pour tout α ∈ ∆Inc, l’on ait ξα(x) 6= 1.

Pour S ⊂ ∆, on pose

bS =
∏

α∈S

(1− ξ−α)

| 1− ξ−α |
Soit S(aC) l’algèebre syméetrique de aC. A X ∈ a, on associe l’opéerateur difféerentiel ∂(X)
sur A déefini par : si x ∈ A et f ∈ C∞(A), alors

∂(X)f(x) =
d

dt
f(expitX.x)/t=0

Pour u ∈ S(aC), on note ∂(u) l’opéerateur difféerentiel sur A déefini par u.

On déefinit l’ordre d’Hiräıı sur les classes modulo H de sous-ensembles de Cartan de X
de la manièere suivante :

soit A et B deux sous-ensembles de Cartan de X associées respectivement aux sous-
algèebres de Cartan a et b. On note [A] = ∪h∈Hh.A.

On dit que [A] ≤ [B] si et seulement si il existe h ∈ H tel que (h.a)R ⊂ bR. Lorsque
cette inclusion est stricte, on dit alors que [A] < [B].

On notera [CarX] l’ensemble des classes modulo H de sous-ensembles de Cartan de
X.
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2 Fonctions orbitales

On déefinit l’espace I(X)∞ des fonctions F qui sont H-invariantes et de classe C∞ sur Xreg
et qui véerifient les trois propriéetées suivantes :

I1(X) : Pour tout A ∈ Car(X), pour tout compact U de A et pour tout u ∈ S(aC)
alors supx∈U∩Areg | ∂(u).F/Areg(x) |<∞,

I2(X) : Pour tout a ∈ Car(h) associéee àa A ∈ CarX et pour tout systèeme positif de
racines imaginaires ψ de aC dans g, alors bψF/Areg se prolonge de façcon C∞ sur l’ensemble
des x ∈ A tels que, pour toute racine imaginaire non compacte β de aC l’on ait ξβ(x) 6= 1,

2.1 Soit a ∈ Car(h) associéee àa A ∈ Car(X). Soit α une racine imaginaire non compacte
de aC. Soit γ ∈ A tel que ξα(γ) = 1 et pour toute racine β de aC distincte de ±α, l’on ait
ξβ(γ) 6= 1. On choisit des vecteurs radiciels Xα et X−α relatifs respectivement àa α et −α.

On pose aα = Ri(Xα − X−α) + Ker α. C’est une sous-algèebre de Cartan de h. Soit
cα = exp − iπ

4
(Xα + X−α). L’éeléement cα est appelée une transforméee de Cayley. On a

cα.aC = aα C. Soit ψ un systèeme positif de racines imaginaires de aC qui contient toute
racine imaginaire β telle que β(Hα) > 0. Soit ψα l’ensemble des racines de ψ orthogonales
àa α. C’est un systèeme positif de racines imaginaires de aαC.

I3(X) : Avec les notations préecéedentes, pour tout u ∈ S(aC), on a

lim
t→0+

∂(u).(bψF/Areg)(exp tHα.γ)− lim
t→0−

∂(u).(bψF/Areg)(exp tHα.γ)

= bψ−{ψα∪{α}}(γ)d(α, γ)∂(cα.u).(bψαF/Aα)(γ)

oùu d(α, γ) = 2 si la réeflexion relative àa α se réealise dans Hγ et 1 sinon.

Remarques : 1) Il est facile de voir que bψ−{ψα∪{α}}(γ) vaut ±1 et que ce signe ne
déepend que de la composante connexe de A qui contient γ.

2) Le deuxièeme membre de l’éegalitée est bien déefini en vertu de I2(X).

3) Soit Φ ∈ I(X)∞ telle que, pour tout [B] > [A], l’on ait Φ/Breg = 0. Par la propriéetée
I3(X), la fonction bψΦ/Areg se prolonge de façcon C∞ sur A.

Dans la suite, on adoptera la notation suivante :

lim
t→0+

∂(u).(bψF/Areg)(exp tHα.γ)− lim
t→0−

∂(u).(bψF/Areg)(exp tHα.γ) = [(bψF/Areg)(γ)]−

Un éeléement de I(X)∞ est appelée une fonction orbitale.
On munit I(X)∞ de la topologie déefinie par les semi-normes pA,U,u(f) =| sup

x∈U∩Areg
∂(u).f/Areg(x) |

oùu A ∈ Car(X), U est un compact de A et u ∈ S(aC). L’espace I(X)∞ est un espace de
Fréechet.
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On note I(X) le sous-ensemble de I(X)∞ formée des fonctions F qui véerifient de plus
la propriéetée suivante :

I4(X) : pour tout sous-ensemble de Cartan A de X, il existe un compact U de A tel
que f/Areg soit àa support dans U .

On le munit de la topologie déefinie dans ([H4] paragraphe 2). C’est une limite inductive
d’espaces de Fréechet.

Soit f ∈ D(X). On déefinit l’intéegrale orbitale MH(f) (ou M lorsqu’il n’y a pas
d’ambigüııtées) de f de la manièere suivante : si x ∈ Xreg alors hx = a est une sous-algèebre
de Cartan de h. Soit dY la mesure de Lebesgue sur [a, h] déefinie par la forme de Killing.
Soit dh la mesure H-invariante sur H/ZH(a) tangente àa dY . On pose

M(f)(x) =| DX(x) |1/2
∫

H/ZH(a)
f(h.x)dh

Théeorèeme 2.2 ([B3]Thm 8.2.2).- L’application M est continue et surjective de D(X)
dans I(X) et sa transposéee tM est bijective de I(X)′ sur l’espace D(X)′,H des distributions
H-invariantes sur X.

On dit qu’une partie ferméee H-invariante est un compact modulo H si son intersection
avec tout sous-ensemble de Cartan de X est compacte.

On déefinit l’espace C∞comp(X) des fonctions f de classe C∞ sur X telles que l’intersection
du support de f avec toute partie compacte modulo H soit un compact. Il est clair que
l’application M se prolonge àa C∞comp(X).

Proposition 2.3 L’espace I(X)∞ est l’image par M de C∞comp(X).

Déemonstration: D’aprèes ([B3] lemme 8.1.1) on peut construire un recouvrement de
X par une famille localement finie de bons voisinages (Vi)i∈I et une famille (χi)i∈I de
fonctions sur X qui véerifient les propriéetées suivantes :

(i) pour tout i ∈ I, la fonction χi est H-invariante de support contenu dans Vi et telle
que, pour tout x ∈ Vi, l’on ait 0 ≤ χi(x) ≤ 1,

(ii)
∑
i∈I χi(x) = 1 pour tout x ∈ X.

En particulier chaque χi est àa support compact modulo H.
Soit Ψ ∈ I(X)∞. Soit i ∈ I. On a alors Ψχi ∈ I(X). Par le théeorèeme 2.2 il existe donc

fi ∈ D(X) telle que M(fi) = ψχi. Soit f =
∑
i∈I fi. Il est alors clair que M(f) = Ψ.

D’autre part, par le choix des Vi, χi, l’ensemble des supports des fi forme une famille
localement finie. Ceci assure que f ∈ C∞comp(X).

Soit D(X) l’algèebre des opéerateurs G-invariants sur X. On rappelle que cette algèebre
est isomorphe au centre Z(g) de l’algèebre enveloppante de g. Dans toute la suite, nous
identifierons ces deux algèebres.
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Soit a ∈ Car(h). On notera γg,a (ou γa lorsqu’il n’y a pas d’ambigüııtée) l’isomorphisme
d’Harish-Chandra de Z(g) dans l’algèebre S(aC)WG(aC) des invariants de S(aC) sous l’action
de WG(aC).

Pour Ψ ∈ I(X)∞ et z ∈ Z(g), on déefinit z.Ψ de la manièere suivante : soit x ∈ Xreg et
soit A l’unique sous-ensemble de Cartan de X contenant x. On pose alors

(z.Ψ)(x) = ∂(γa(z)).Ψ/Areg(x)

Lemme 2.4 On a z.Ψ ∈ I(X)∞. De plus, l’action de Z(g) préeserve I(X).

Déemonstration: D’aprèes ([Sa2] lemme 12.1 ), pour tout f ∈ D(X) et pour tout A ∈
Car(X), on a (z.M(f))/Areg = M(z.f)/Areg . D’autre part, d’aprèes ([B3] paragraphe 8 et
corollaire 2.3.2), pour tout x ∈ X, il existe une fonction χx, H-invariante et àa support
compact modulo H qui vaut 1 au voisinage de x. Les fonctions z.Ψ et z.(Ψχx) cöııncident
donc au voisinage de x et on a, par ce qui préecèede, z.(Ψχx) ∈ I(X). Les propriéetées
caractéerisant les fonctions orbitales éetant de nature locale, on en déeduit le lemme.

Soit z →t z l’anti-automorphisme principal de l’algèebre enveloppante de g. L’algèebre
Z(g) agit sur I(X)∞

′
par z.θ(Ψ) = θ(tz.Ψ). L’applicationM et sa transposéee commutent

àa l’action de Z(g).

3 Restriction et induction de fonctions orbitales

Nous allons d’abord considéerer la restriction de fonctions orbitales.

Soit a ∈ Car(h). On note, comme en 1.2, a = aR + aI et on pose L = ZG(aR).
D’aprèes ([H4] paragraphe 6), c’est un groupe réeductif complexe connexe de groupe déerivée
simplement connexe σ-stable et l ∩ h est de mêeme rang que h. On note XL = L/L ∩H.

Soit Ψ ∈ I(X)∞. Soit B ∈ Car(XL) associée àa la sous-algèebre de Cartan b. Les racines
imaginaires de bC sont les mêemes dans g et dans l et de mêeme type (compactes ou non
compactes). Par conséequent, on peut déefinir l’ouvert BI−reg de B comme éetant l’ensemble
des x ∈ B tels que, pour toute racine imaginaire α de bC, l’on ait ξα(x) 6= 1 sans faire
réeféerence àa X ou XL. Maintenant si x ∈ B est un éeléement réegulier de XL alors il appartient
àa BI−reg. Par la propriéetée I2(X), la restriction de Ψ àa Xreg ∩XL se prolonge donc en une
fonction de classe C∞ sur XLreg. On note RXLX Ψ cette fonction.

Soit P = LN un sous-groupe parabolique de G de sous-groupe de Léevi L et de radical
unipotent N . Soit n l’algèebre de Lie de N . On suppose que P est σ-stable.

Soit dX une mesure de Lebesgue sur h et soit dx la mesure invariante sur X tangente àa
dX. On éecrit h = (l∩h)⊕h/(l∩h). Soit dX1 et dX2 des mesures de Lebesgue respectivement
sur l ∩ h et h/(l ∩ h) telles que dX = dX1 ∧ dX2. Ces mesures déefinissent des mesures
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invariantes dl̇ et dḣ respectivement sur XL et H/H ∩L. Comme h/h∩ l = h/h∩ p⊕ h∩ n

et que h/h ∩ p est isomorphe àa k ∩ h, on en déeduit des mesures invariantes dn et dk
respectivement sur N ∩H et K ∩H et une mesure quasi-invariante dṅ sur N/N ∩H.

Pour f ∈ D(X) et l ∈ XL, on pose

iP (f)(l) =| det(Ad(l)/n |1/2
∫

N/N∩H

∫

K∩H
f(kln)dk dṅ

L’application iP est une application continue de D(X) dans D(XL) ([H3] paragraphe
2).

Lemme 3.1 On rappelle que pour f ∈ D(X) (respectivement f ∈ D(XL)), on note MH

(respectivement MH∩L) l’intéegrale orbitale de f sur X (respectivement XL).
(i) Il existe une constante C > 0 telle que

MH∩L ◦ iP = CRXLX ◦MH

(ii) L’application RXLX est une application continue de I(X)∞ dans I(XL)∞. Sa res-
triction àa I(X) est continue de I(X) dans I(XL).

Déemonstration: Avec les normalisations des mesures faites préecéedemment et d’aprèes
([H3] paragraphe 2), pour tout f ∈ D(H/H ∩ L), on a

∫

H/H∩L
f(h)dḣ =

∫

K∩H

∫

N∩H
f(kn)dn dk

et pour tout l ∈ XL et f ∈ D(X), on a

∫

N∩H
f(nl)dn = 2r | det(Ad l/p) |1/2| DX(l) |−1/2| DXL(l) |1/2

∫

N/N∩H
f(ln)dṅ

oùu r = dimCn.

Soit f ∈ D(X) et soit x ∈ Xreg ∩ XL. Soit b = hx. On a alors :

RXLX ◦MH(f)(x) =| DX(x) |1/2
∫

H/ZH(b)
f(h.x)dh

=| DX(x) |1/2
∫

H/H∩L

∫

H∩L/ZH∩L(b)
f(hlx)dldḣ

=| DX(x) |1/2
∫

K∩H

∫

N∩H

∫

H∩L/ZH∩L(b)
f(knlx)dl dn dk

= 2r | DXL(x) |1/2
∫

K∩H

∫

H∩L/ZH∩L(b)
| det(Ad lx)p |1/2

∫

N/N∩H
f(klxn)dṅ dl dk

= 2r | DXL(x) |1/2
∫

H∩L/ZH∩L(b)
iP (f)(lx)dl = 2rML∩H ◦ iP (f)(x)
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On obtient donc la premièere assertion du lemme.

Soit Ψ ∈ I(X). Par le théeorèeme 2.2, il existe f ∈ D(X) telle que Ψ = MH(f).
L’assertion (i) assure que RXLX Ψ ∈ I(XL). On procèede comme dans la déemonstration du
lemme 2.4 pour montrer que RXLX envoie I(X)∞ dans I(XL)∞.

La continuitée de RXLX est imméediate par la déefinition des difféerentes topologies.

Soit b ∈ Car(l∩h). L’inclusion WL(bC) ⊂ WG(bC) donne une inclusion S(bC)WG(bC) ⊂
S(bC)WL(bC). On en déeduit donc un homomorphisme d’algèebres continu γg/l de Z(g) dans
Z(l). Ainsi, pour tout Ψ ∈ I(X)∞ et tout z ∈ Z(g), on a

RXLX (z.Ψ) = γg/l(z).RXLX (Ψ)

Remarque : Soit Θ une distribution sphéerique sur XL (c’est-àa-dire une distribution H∩L-
invariante sur XL propre pour les opéerateurs de Z(l)). Dans ([H3] théeorèeme 2.1), on a
déefini l’induite indXXLΘ de Θ. C’est une distribution sphéerique sur X. Soit θ et indXXLθ
les distributions sur respectivement I(XL) et I(X) correspondant àa Θ et indXXLΘ par
l’isomorphisme du théeorèeme 2.2(ii). Il est facile de voir que l’on a

indXXLθ =t RXLX θ

Nous allons maintenant déecrire un procéedée d’induction concernant les fonctions orbi-
tales.

On fixe une sous-algèebre de Cartan a de h. On note, comme en 1.2, a = aI + aR. Soit
M le centralisateur de aI dans G et soit m son algèebre de Lie. Le groupe M est réeductif
complexe connexe. Il est σ-stable et m ∩ h est de mêeme rang que h. Soit M1 son groupe
déerivée et m1 l’algèebre de Lie de M1. On a π1(M1) = Ker exp(2iπ.)/

∑
α∈∆(m,a)Z Hα. Soit

X ∈ m1 tel que exp 2iX = 1. Le groupe déerivée de G éetant simplement connexe, on a

X ∈ m1 ∩
∑

α∈∆(g,a)

Z Hα

D’aprèes ([Bou], Chap.6, paragraphe 1, proposition 28), on a

m1 ∩
∑

α∈∆(g,a)

Z Hα =
∑

α∈∆(m,a)

Z Hα

On en déeduit donc que M1 est simplement connexe.
On note XM = M/M ∩H.

Soit X0 ∈ aI tel que m = Zg(X0) et soit u =
∑

α∈∆(g,aC); iα(X0)>0

gα. Pour x ∈ XM∩Xreg,
on pose

du(x) =
| det(1− Ad ϕ(x)−1)/u |
det(1− Ad ϕ(x)−1)/u

Pour x ∈ Xreg, on note N XMH (x) l’ensemble des h ∈ H tels que h.x ∈ XM .
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Lemme 3.2 Soit x ∈ Xreg et soit b = hx. On note B le sous-ensemble de Cartan associée
àa b. On a alors :

(i) si h ∈ N XMH (x), on a h.b ∈ Car(m ∩ h),
(ii) l’ensemble N XMH (x) ne déepend que de la composante connexe de B qui contient x,
(iii) l’ensemble H ∩M \ N XMH (x) est fini.

Déemonstration: si h ∈ N XMH (x) alors l’éeléement hϕ(x)h−1 est un éeléement réegulier de
M et donc Zm∩h(hϕ(x)h−1) est une sous-algèebre de Cartan de m ∩ h contenue dans h.b.
Comme h et m ∩ h ont mêeme rang, on en déeduit que h.b ∈ Car(m ∩ h).

Soit u ∈ Wb tel que x ∈ exp ib.u. Par ce qui préecèede, il est clair h ∈ N XMH (x) si et
seulement si h.b ∈ Car(m ∩ h) et h.u ∈ XM .

L’assertion (iii) déecoule de ([B1] Remarque 7.2.3).

Si x est un éeléement semi-simple de X et si B est un sous-ensemble de Cartan de X
contenant x associée àa la sous-algèebre de Cartan b, on notera N XMH (b, x) l’ensemble des
h ∈ H tels que h.x ∈ XM et h.b ∈ Car(m ∩ h).

Pour F ∈ I(XM)∞, on déefinit la fonction PXXM ,uF sur Xreg de la manièere suivante : si
x ∈ Xreg alors

PXXM ,uF (x) =
∑

h∈M∩H\NXMH (x)

F (h.x)du(h.x)

Proposition 3.3 L’opéerateur PXXM ,u déefinit une application continue de I(XM)∞ dans
I(X)∞. De plus, sa restriction àa I(XM) est continue de I(XM) dans I(X).

Déemonstration: Soit F ∈ I(X)∞. Il est clair que PXXM ,uF véerifie la propriéetée I1(X) et si
de plus F ∈ I(X), elle véerifie clairement I4(X).

Soit b ∈ Car(h) et soit B le sous-ensemble de Cartan de X associée àa b. On fixe un
systèeme positif ψ de racines imaginaires de bC dans g.

Si b n’est pas H-conjuguéee àa une sous-algèebre de Cartan de m ∩ h, alors la fonction
PXXM ,uF est nulle sur Breg. Elle véerifie donc I2(X).

On suppose maintenant que b ∈ Car(m ∩ h). On a donc aI ⊂ bI . On note alors
ψm = ψ ∩∆(m, bC). Soit x ∈ Breg. On a alors

du(x) =
∏

α∈∆(u,bC)

| 1− ξ−α(x) |
(1− ξ−α(x))

L’ensemble ∆(u, bC) cöııncide avec l’ensemble des α ∈ ∆(g, bC) telles que iα(X0) > 0.
Comme X0 ∈ aI , toutes les racines prennent des valeurs imaginaires pures sur X0. On a
donc ∆R(g, bC)∩∆(u, bC) = ∅. Si α est une racine complexe de ∆(u, bC) alors il en est de
mêeme de −α. Dans ce cas, on a

(1− ξ−α(x))(1− ξα(x)) > 0
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Finalement, on obtient

du(x) =
∏

α∈∆I(u,bC)

| 1− ξ−α(x) |
(1− ξ−α(x))

Par conséequent, on peut éecrire (bψdu)(x) = bψm
ε(b)(x) avec

ε(b)(x) =
∏

α∈ψ−ψm

1− ξ−α(x)

| 1− ξ−α(x) |
∏

α∈∆I(u,bC)

| 1− ξ−α(x) |
1− ξ−α(x)

Soit α ∈ ψ−ψm. On a soit α ∈ ∆I(u, bC) soit −α ∈ ∆I(u, bC). On obtient ainsi ε(b)(x) =∏
α∈(ψ−ψm)∩−∆I(u,bC)

−|ξα(x)|
ξα(x)

. On éecrit x = exp iX.y avec X ∈ b et y ∈ Wb et on a

ξα(x) = e2iα(X)ξα(y) et ξα(y) = ±1. On a donc ε(b)(x) =
∏
α∈(ψ−ψm)∩−∆I(u,bC)(−ξα(y)).

Donc ε(b)(x) est un signe qui ne déepend que de la composante connexe de B qui
contient x.

On obtient donc, si x = exp iX.y alors

(bψP
X
XM ,uF )(x) =

∑

h∈M∩H\NXMH (b,y)

ε(h.b)(h.y)bh.ψm
(h.x)F (h.x)

Comme pour h ∈ H, on a h.(BIn−reg) = (h.B)In−reg, il est alors clair que PXXM ,uF véerifie
la propriéetée I2(X).

Montrons la propriéetée I3(X). On reprend les notations de 2.1. Soit x ∈ B semi-simple
tel qu’il existe une racine imaginaire non compacte α de ∆(g, bC) véerifiant ξα(x) = 1 et
pour toute racine β 6= ±α, l’on ait ξβ(x) 6= 1.

On pose x = exp iX.y avec X ∈ b et y ∈ Wb. Comme ξα(x) = 1 et que α est une
racine imaginaire, on a donc ξα(y) = 1 et donc y ∈ B ∩Bα.

Par ce qui préecèede, pour tout v ∈ S(bC), on a

[∂(v)(bψP
X
XM ,uF )(x)]− =

∑

h∈M∩H\NXMH (b,y)

ε(h.b)(h.x)[∂(h.v)(b(h.ψ)m
F )(h.x)]−

Soit h ∈ N XMH (b, y). Si h.α n’est pas une racine de h.bC dans m alors la fonction ∂(h.v)(b(h.ψ)m
F )

est continue au point h.x. Donc dans la somme préecéedente, ne sont àa considéerer que les
h ∈ N XMH (b, y) tels que h.α soit une racine imaginaire non compacte de h.bC. Soit h un tel
éeléement. Il est clair que dans ce cas on a h.bα = bh.α ∈ Car(m∩h) et donc h ∈ N XMH (bα, y).

Réeciproquement si h ∈ N XMH (bα, y) alors h.bα ∈ Car(m∩h). La racine ch.αh.α est une
racine réeelle de h.bα et toutes les racines réeelles de h.bα sont dans m. Par transforméee de
Cayley inverse, on en déeduit que h.b ∈ Car(m ∩ h) et h.α ∈ ∆(m, bC). On vient donc de
prouver que l’application identitée est une bijection de l’ensemble des h ∈ N XMH (b, y) tels
que h.α ∈ ∆(m, bC) dans N XMH (bα, y).

On obtient ainsi
[∂(v)(bψP

X
XM ,uF )(x)]−
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=
∑

h∈M∩H\NXMH (bα,y)

ε(h.b)(h.y)d(h.α, h.x)bψm−(ψm,α∪{α})(x)∂(ch.α.h.v)(b(h.ψ)m,h.α
F/(h.B)h.α)(h.x)

Il est clair que pour tout h ∈ N XMH (bα, y), l’on a d(h.α, h.x) = d(α, x). D’autre part,
soit u ∈ Hx repréesentant la réeflexion relative àa h.α dans H. Comme h.α ∈ ∆(m, h.b), la
restriction de Ad(u) au centre de m, qui contient bI , est l’identitée. On a donc éegalement
u ∈ H ∩Mx. La constante d(h.α, h.x) est donc la mêeme pour H et M ∩H.

Pour avoir le réesultat voulu, il suffit donc de prouver que l’on a

ε(h.b)(h.y)bψm−(ψm,α∪{α})(x) = ε(h.bα)(h.y)bψ−(ψα∪{α})(x)

Or, on a

ε(h.b)(h.y) = ε(h.b)(h.x) =
bh.ψ−{h.ψ}m(h.x)

b∆I(u,h.bC)(h.x)

Il faut donc prouver que l’on a

b∆I(u,h.bC)(h.x) = b∆I(u,h.bα,C)(h.x)

et

bψα−ψm,α(x)bψ−(ψα∪{α})(x) = bψ−ψm
(x)bψm−(ψm,α∪{α})(x)

Ces deux assertions sont imméediates.
La continuitée de PXXM ,u est claire.

Soit b ∈ Car(m). On note γg/m = γ−1
m,b ◦ γg,b l’homomorphisme de Z(g) dans Z(m). Il

est alors clair que, pour tout Ψ ∈ I(XM)∞ et tout z ∈ Z(g), l’on a

z.PXXM ,uΨ = PXXM ,u(γg,m(z).Ψ)

Remarque : Soit y ∈ Wa. D’aprèes ([H4] corollaire 1.7), il existe X ∈ a et un ensemble
S formée de racines imaginaires non compactes deux àa deux fortement orthogonales tels
que, si gα repréesente sα dans G, alors on a y = p(exp iX

∏
α∈S gα). Par conséequent,

l’éeléement y admet un repréesentant dans M = ZG(aI) si et seulement si y = eH et donc
Wa ∩ XM = {eH}.

Soit Ψ ∈ I(XM)∞. Par ce qui préecèede, si x ∈ Areg − Exp areg alors on a N XMH (x) = ∅
et donc, la restriction de PXXM ,uΨ àa Areg ne vit que sur Exp areg.

Soit y ∈ Wa. D’aprèes ([O-V] 4 problem 10 et théeorèeme 9), le groupe Gy est réeductif
complexe connexe. Il est facile de voir qu’il est σ-stable et de groupe déerivée simplement
connexe ([H6] lemme 2.4). On note Xy = Gy/Hy.
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Soit X0 ∈ a tel que gy = Zg(X0). On note v =
∑

α∈∆(g,aC) ;iα(X0)>0

gα et pour x ∈

Xy ∩ Xreg, on pose

dv(x) =
| det(1− Ad(ϕ(x)−1)/v |
det(1− Ad(ϕ(x)−1)/v

Pour x ∈ Xreg, on noteN XyH (x) l’ensemble des h ∈ H tels que h.x ∈ Xy. Pour F ∈ I(Xy)∞,
on pose

PXXy,vF (x) =
∑

h∈Hy\NXyH (x)

F (h.x)dv(h.x)

Lemme 3.4 L’application PXXy,v déefinit une application continue de I(Xy)∞ dans I(X)∞

et sa restriction àa I(Xy) est continue de I(Xy) dans I(X).

Déemonstration: La déemonstration de ce lemme est la mêeme que celle de la proposition
3.3.

3.5 Pour F ∈ I(Xy)∞, on peut déefinir la fonction F ˜sur Xy reg par F (̃x) = F (x.y). Il
est clair que F ˜∈ I(Xy)∞.

Pour F ∈ I(XM)∞, on pose alors

PX,yXM u vF = PXXy,v(P
Xy
XM ,uF )˜

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüııtées sur le choix de u et v, on notera PX,yXM u v = PX,yXM . Ceci
déefinit donc une application continue de I(XM)∞ dans I(X)∞.

4 Fonctions orbitales propres (cas déeployée)

Dans toute cette partie, on suppose que H est déeployée et on fixe a une sous-algèebre de
Cartan déeployéee de h. Dans ce cas, le réeseau Γa est un réeseau de a.

Théeorèeme 4.1 Soit µ ∈ Γ∗a. Alors il existe une fonction orbitale F (µ) ∈ I(X)∞ telle
que :

(i) pour tout z ∈ Z(g), alors z.F (µ) = γa(z)(iµ)F (µ),
(ii) la fonction F (µ) est bornéee sur Xreg,
(iii) pour tout X ∈ a, on a

F (µ)(X) =
∑

w∈WH(a)

ei<wµ,X>

De plus, si µ est réegulier, alors la fonction F (µ) est déeterminéee de manièere unique par
ces trois propriéetées.
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La construction de la fonction F (µ) est analogue àa celle de la séerie discrèete faite
par Harish-Chandra dans le cas du groupe. La suite de ce paragraphe consiste en cette
construction.

Nous allons tout d’abord donner un recouvrement de X par des voisinages ouverts
d’éeléements elliptiques.

Déefinition 4.2 Un éeléement γ de X est dit elliptique si ϕ(γ) est elliptique dans G c’est-
àa-dire si ϕ(γ) est semi-simple et toutes les valeurs propres de Ad ϕ(γ) sont de module 1.
On note Xell l’ensemble des éeléements elliptiques de X.

Proposition 4.3 ([O-M] paragraphe 5 Prop.2) Soit x ∈ X. Il existe un unique éeléement
semi-simple xs de X et un unique éeléement nilpotent Xu de h tels que Ad(ϕ(xs)).Xu = Xu

et x = exp(iXu).xs. On appelle xs la partie semi-simple de x et xu = exp iXu la partie
unipotente de x. Une telle déecomposition s’appelle la déecomposition de Jordan de x.

Soit γ ∈ Xell. Le groupe Gγ est réeductif complexe connexe, σ-stable et de groupe
déerivée simplement connexe (voir [H6] lemme 2.4). Soit gγ son algèebre de Lie.

Soit U un voisinage ouvert de 0 dans le centre c de h et soit ε > 0.
On déefinit l’ouvert Vγ,ε,U comme éetant l’ensemble des X ∈ (U + [h, h]) ∩ hγ tels que,

pour toute valeur propre λ de adX (considéerée comme endomorphisme de h), l’on ait
| Re(λ) |< ε

Soit r l’image de 1− Ad ϕ(γ) de telle sorte que g = gγ + r. Soit Xγ = Gγ/Hγ et soit
′Xγ l’ensemble des x ∈ Xγ tels que det(1− Ad ϕ(x)ϕ(γ))/r 6= 0.

Lemme 4.4 On peut choisir ε et U de telle sorte que :
(i) L’application Exp est difféeomorphisme de Vγ,ε,U sur son image et on a
Exp Vγ,ε,U ⊂′ Xγ,
(ii) On a x ∈ exp iVγ,ε,U .γ si et seulement si la partie semi-simple de x appartient àa

exp iVγ,ε,U .γ.

Déemonstration: On rappelle que le jacobien J de Exp de hγ dans Xγ , est donnée par

J(X) = det(
sh iadX

iadX
)hγ . Donc pour ε < π et pour U suffisamment petit, l’application

Exp est un difféeormorphisme sur son image.
Soit x ∈ Exp Vγ,ε,U . On a x ∈′ Xγ si et seulement si det(1 − Ad ϕ(x)ϕ(γ))r 6= 0.

Si ξ est une valeur propre de Ad ϕ(γ)/r alors on a | ξ |= 1 et ξ 6= 1. Il existe donc
ε0 > 0 tel que si λ et µ sont deux réeels avec | λ |< 2ε0 alors pour tout ξ valeur propre de
Ad ϕ(γ)/r on ait | 1− ξ eiλ−µ |> 0. Soit Y ∈ Vγ,ε0,U . Par ce qui préecèede l’endomorphisme
Ad(ϕ(γ)exp 2iY )/r n’admet pas la valeur propre 1. On obtient donc Exp Vγ,ε0,U ⊂′ Xγ
ce qui donne l’assertion (i).

On choisit ε et U comme préecéedemment. Soit x ∈ exp iVγ,ε,U .γ. On éecrit x = exp iY.γ

avec Y ∈ Vγ,ε,U . Soit Ys la partie semi-simple de Y et Yu sa partie nilpotente. On a
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donc Ys ∈ Vγ,ε,U . Si xs déesigne la partie semi-simple de x, on a xs = exp iYs.γ et donc
xs ∈ exp iVγ,ε,U .γ.

Réeciproquement, soit x ∈ X et soit xs et xu ses parties semi-simple et nilpotente. On
suppose que xs ∈ exp iVγ,ε,U .γ. On peut donc éecrire xs = exp iXs.γ avec Xs ∈ Vγ,ε,U
et xu = Exp Xu avec Xu ∈ hγ nilpotent. Comme ϕ(xs) et ϕ(xu) commutent, on a
exp(2iAd(ϕ(xu).Xs) = exp 2iXs. Comme Xs ∈ Vγ,ε,U ceci implique, d’aprèes (i) que
Ad(ϕ(xu)).Xs = Xs ou encore [Xu, Xs] = 0. On obtient donc x = exp i(Xu + Xs).γ ∈
exp iVγ,ε,U .γ.

Lemme 4.5 Soit x un éeléement semi-simple de X.
(i) Il existe deux éeléements uniques xe ∈ Xell et Xh ∈ [h, h] semi-simple tels que

Ad(ϕ(xe)).Xh = Xh et x = exp iXh.xe. On appelle alors xe la partie elliptique de x.
(ii) Soit Y un éeléement semi-simple de Vγ,ε,U . Soit Y = YI + YR sa déecomposition

relative àa la déecomposition de Cartan de g. Alors YI et YR sont dans hγ et YR ∈ Vγ,ε,U .
De plus, on a ((exp iY ).γ)e = exp iYR.γ.

Déemonstration: Soit x un éeléement semi-simple de X. Soit B un sous-ensemble de Cartan
de X contenant x et soit b la sous-algèebre de Cartan de h associéee àa B. Il existe alors
X ∈ b et x0 ∈ B ∩ Xell tel que x = exp iX.x0. On éecrit X = XI + XR ∈ bI + bR et
donc x = exp iXRexp iXI .x0. Les éeléements Xh = XI et xe = exp iXR.x0 véerifient les
propriéetées de (i).

Maintenant, on a ϕ(x) = exp 2iXhϕ(xe) et donc Ad ϕ(x) = exp 2iad(Xh) Ad ϕ(xe).
Comme Xh ∈ [h, h], l’unicitée de la déecomposition polaire des éeléements de Ad(G) assure
l’unicitée de Xh et donc de xe.

L’assertion (ii) est imméediate par ce qui préecèede.

Lemme 4.6 Pour ε et U suffisamment petit, on a :
(i) si h ∈ H véerifie hexp iVγ,ε,U .γ ∩ exp iVγ,ε,U .γ 6= ∅ alors h ∈ Hγ,
(ii) soit Wγ,ε,U = ∪h∈Hhexp iVγ,ε,U .γ. Alors Wγ,ε,U est un voisinage ouvert de γ dans

X.

Déemonstration: Soit x1 et x2 dans exp iVγ,ε,U .γ tels que h.x1 = x2. D’aprèes les deux
lemmes préecéedents, on peut supposer que x1 et x2 sont elliptiques. Pour j = 1 ou 2, il
existe donc Xj dans Vγ,ε,U tel que toutes les valeurs propres de ad Xj soient réeelles et
xj = exp iXj.γ. Soit V0

γ,ε,U l’ensemble des X ∈ (U + [h, h])∩hγ tels que toutes les valeurs
propres de adX (considéerée comme endomorphisme de h) soient de module strictement
inféerieur àa ε. Il est clair que Xj ∈ V0

γ,ε,U .
Par ([V] partie II p 32 Prop. 11 (ii)), on en déeduit que h ∈ Hγ ce qui donne l’assertion

(i).

D’aprèes ([H1] lemme 2.9), l’application de H ×′ Xγ dans X qui àa (h, x) associe h.x est
submersive en tout point. L’assertion (ii) en déecoule.

19



              

On déefinit l’ensemble E(X) des ouverts Ω de X véerifiant les deux propriéetées suivantes :
(1) Ω est complèetement invariant (c’est-àa-dire Ω est H-invariant et contient la partie

semi-simple de chacun de ses éeléements),
(2) si y ∈ Ω est semi-simple alors sa partie elliptique ye est dans Ω et Ω contient tous

les éeléements semi-simples de partie elliptique ye.

Proposition 4.7 Soit γ ∈ Xell et soit ε et U comme dans les lemmes préecéedents. On a
alors Wγ,ε,U ∈ E(X). De plus si Ω ∈ E(X) et si x ∈ Ω ∩ Xell alors il existe ε′ et U ′ tels
que Wx,ε′,U ′ ⊂ Ω.

Déemonstration: Il est clair en utilisant le lemme 4.4 (ii) que Wγ,ε,U est complèetement
invariant. Soit y un éeléement semi-simple de exp iVγ,ε,U .γ. Par le lemme 4.5, sa partie
elliptique ye est dans exp iVγ,ε,U .γ.

Soit z un éeléement semi-simple de X tel que ze = ye. On éecrit z = exp iZ.ze avec
Z ∈ [h, h] oùu Z et ze sont comme dans (i) du lemme 4.5. Comme on a choisi ε et U de
telle sorte que Exp Vγ,ε,U ⊂′ Xγ , on a Z ∈ hγ . Par hypothèese sur z, on a ze ∈ exp iVγ,ε,U .γ.
On éecrit ze = expiX.γ avec X ∈ Vγ,ε,U et toutes les valeurs propres de adX sont réeelles.

La relation Ad(ze)Z = Z implique alors que [X,Z] = 0. On a donc z = exp i(Z +
X).γ ∈ exp iVγ,ε,U .γ.

Les mêemes propriéetées sont valables pour Wγ,ε,U .

Soit maintenant Ω ∈ E(X) et si x ∈ Ω ∩ Xell. On peut choisir ε et U tels que
exp iV0

γ,ε,U .x ⊂ Ω. Soit Y ∈ Vγ,ε,U . Soit Ys et Yu ses parties semi-simple et nilpotente.
Soit Ys = Ys,I + Ys,R la déecomposition de Cartan de Ys. On a alors Ys,R ∈ V0

x,ε,U et
donc (exp iYs,R.x) ∈ Ω. L’éeléement y = exp iYs.x ∈ Ω est semi-simple de partie elliptique
exp iYs,R.x. Comme Ω ∈ E(X), on a donc y ∈ Ω. D’autre part Ω est complèetement inva-
riant. Il existe donc ε′ et U ′ tels que exp iV0

y,ε′,U ′ .y ⊂ Ω. Il est clair que Yu ∈ V0
y,ε′,U ′ . On

obtient ainsi exp iY.x = exp iYu.y ∈ Ω.

Proposition 4.8 On a Xell = H.Exp a.

Déemonstration: Soit x ∈ Xell. Soit B un sous-ensemble de Cartan de X contenant x et
soit b la sous-algèebre de Cartan associéee. On peut supposer que bR ⊂ a. D’aprèes ([H4]
corollaire 1.7), il existe un ensemble ψ de racines imaginaires non compactes deux àa deux
fortement orthogonales de bC et X ∈ b tels que ϕ(x) = expi(X +

∑

α∈ψ
πHα). Comme x est

elliptique, on a X ∈ bR ⊂ a. Soit cψ =
∏
α∈ψ cα la transforméee de Cayley relative àa ψ.

On a alors exp iπ
∑

α∈ψ
Hα = exp iπ

∑

β∈cψ.ψ
Hβ et si β ∈ cψ.ψ alors Hβ ∈ a. On a donc bien

ϕ(x) ∈ exp ia.

Proposition 4.9 Soit Ω ∈ E(X). Pour tout y ∈ Expa ∩ Ω, on choisit ε et U tel que
Wy,ε,U ⊂ Ω. Alors il existe un ensemble fini F de Exp a tel que

Ω = ∪y∈FWy,ε,U
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Déemonstration: Soit y ∈ Exp a et soit ε et U tel que Wy,ε,U ⊂ Ω. Comme Exp a est
compact, il existe un ensemble fini F de Exp a tel que

Ω ∩ Exp a ⊂ ∪y∈FWy,ε,U ⊂ Ω

On pose Ω1 = ∪y∈FWy,ε,U . Pour montrer que Ω1 = Ω, il suffit de prouver que Ω1 contient
tous les éeléements semi-simples de Ω ([H2] lemme 2.12). Soit s un éeléement semi-simple de
Ω. On a donc se ∈ Ω puisque Ω ∈ E(X). Par la proposition préecéedente, il existe h ∈ H et
y ∈ Exp a tel que se = h.y. Par suite y ∈ Ω ∩ Exp a ⊂ Ω1 et donc s ∈ Ω1. On obtient
donc le réesultat voulu.

Lemme 4.10 Soit y ∈ Exp a et ε > 0 et U ⊂ c comme préecéedemment. On a alors :
(i) Exp a ∩ exp iVy,ε,U .y = exp i(a ∩ Vy,ε,U ).y,
(ii) Exp a ∩Wy,ε,U = ∪u∈NH(a)u exp i(a ∩ Vy,ε,U ).y

Déemonstration: Soit γ ∈ (Exp a)reg ∩ exp iVy,ε,U .y. On éecrit γ = exp iX.y avec
X ∈ Vy,ε,U . Comme γ est réegulier dans X, l’éeléement X est réegulier dans gy. Par conséequent
l’algèebre Zhy(X) est une sous-algèebre de Cartan de hy qui contient a. On a donc X ∈ a.
On obtient alors facilement l’assertion (i).

Soit maintenant γ ∈ Exp a ∩ Wy,ε,U . On éecrit alors γ = hexp iY.y avec h ∈ H et
Y ∈ Vy,ε,U . Comme y et γ sont elliptiques, il en est de mêeme de Exp Y et donc toutes les
valeurs propres de ad Y sont réeelles. Il existe donc u ∈ Hy et X ∈ a tels que Y = u.X.

On note x = hu et γ′ = exp iX.y de telle sorte que γ = xγ′. Il est clair que x.hγ′ = hγ .
On a donc a ⊂ hγ et x.a ⊂ hγ et donc il existe x′ ∈ Hγ tel que x′x.a = a.

Maintenant, on a clairement γ = x′xγ′ avec γ′ ∈ exp i(a ∩ Vy,ε,U ).y et x′x ∈ NH(a).

Pour Ω ∈ E(X), on note I(Ω)∞ l’espace des fonctions orbitales sur Ω.

Théeorèeme 4.11 Soit λ ∈ a∗reg. Soit Ω ∈ E(X). Si F ∈ I(Ω)∞ véerifie
(i) pour tout z ∈ Z(g), on a z.F = γa(z)(iλ)F ,
(ii) F est bornéee sur Ωreg,
(iii) F est nulle sur Areg.
Alors la fonction F est identiquement nulle sur Ωreg.

Déemonstration: Soit F ∈ I(Ω)∞ véerifiant les assertions (i), (ii) et (iii). Supposons que
F soit non nulle. Soit B un sous-ensemble de Cartan de X associée àa la sous-algèebre de
Cartan b et véerifiant les propriéetées suivantes :

(1) F/Breg 6= 0,
(2) dim bR est maximale parmi les dim b′R telles que si B′ est le sous-ensemble de

Cartan associée àa b′ alors F/B′reg 6= 0.

Soit ∆ un systèeme positif de racines imaginaires de bC dans g. D’aprèes I3(Ω) et (2),
la fonction b∆F/B se prolonge de façcon C∞ sur B ∩ Ω.
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On fixe x ∈ G tel que x.aC = bC. Par l’éequation difféerentielle (i), pour tout w ∈ WG(bC)
et pour tout y ∈ Wb, il existe des constantes c(y, w) telles que pour tout X ∈ b véerifiant
exp iX.y ∈ Ω alors on a

(b∆F )(exp iX.y) =
∑

w∈WG(bC)

c(y, w)ei<wx.λ,X>

Comme b∆F/B est non nulle, il existe w ∈ WG(bC) et y ∈ Wb tels que c(y, w) 6= 0.

Comme la fonction F est bornéee, pour tout X ∈ b tel que exp iX.y ∈ Ω, on a
Im < wx.λ,X >≥ 0. Or, il est clair que pour tout X ∈ bI on a exp iX.y ∈ Ω. On en
déeduit donc que pour tout X ∈ bI on a Re(i < wx.λ,X >) = 0. Par suite, l’éeléement
iwx.λ ne prend que des valeurs imaginaires pures sur bI . D’aprèes ([B4] lemme 5.1.2) ceci
implique que dim bR ≥ dim a et donc les algèebres b et a seraient H-conjuguéees. Ceci est
contradictoire avec l’hypothèese (iii) puisque F est H-invariante.

Construction de la fonction F (µ).
Nous rappelons tout d’abord certains réesultats de A. Bouaziz.
Soit I(h)∞ l’espace des fonctions orbitales sur h ([B2] paragraphe 3.2). Soit Y ∈ hreg.

On note βH.Y la mesure de Liouville de l’orbite H.Y et soit β̂H.Y la transforméee de Fourier
de cette mesure. Soit λ ∈ a∗reg. Pour X ∈ hreg, on pose

Ψh
λ(X) = β̂H.X(λ) | det(ad λ)h∗/a∗ |1/2

On a alors le réesultat suivant :

Théeorèeme 4.12 ([B4] lemme 4.1.1 et théeorèeme 5.3.1) Soit λ ∈ a∗reg. Alors la fonction

Ψh
λ est l’unique éeléement de I(h)∞ véerifiant les trois propriéetées suivantes :

(i) pour tout z ∈ Z(g) alors on a z.Ψh
λ = γa(z)(iλ)Ψh

λ,
(ii) la fonction Ψh

λ est bornéee sur hreg,
(iii) pour tout X ∈ a, on a Ψh

λ(X) =
∑

w∈WH(a)

ei<wλ,X>.

Soit Ω ∈ E(X). Soit µ ∈ (Γ∗a)reg. D’aprèes la proposition 4.9, il existe un ensemble fini
F de Exp a et pour tout y ∈ F , il existe un réeel ε > 0 et un voisinage ouvert U de 0 dans
le centre de h tels que l’on ait

Ω = ∪y∈FWy,ε,U

Soit y ∈ F . Soit Xy ∈ a tel que ϕ(y) = exp 2iXy. Comme µ ∈ (Γ∗a)reg, pour tout
w ∈ WG(a) le scalaire ei<wµ,Xy> ne déepend pas du choix de Xy tel que ϕ(y) = exp 2iXy.
On déefinit alors la fonction F yµ sur (Wy,ε,U )reg en posant

F yµ (hexp iX.y) =
∑

w∈WHy (a)\WH(a)

ei<wµ,Xy>Ψhy
wµ(X)
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Cette déefinition est licite d’aprèes le lemme 4.6 (i). D’aprèes ([B3] lemme 8.2.1), la fonction
F yµ est une fonction orbitale sur (Wy,ε,U ). D’aprèes le lemme 4.10, pour x = Exp X ∈
Exp a ∩ (Wy,ε,U )reg, il existe u ∈ WH(a) et X ′ ∈ a ∩ Vy,ε,U tel que x = uexp iX ′.y. On a
alors

F yµ (x) =
∑

w∈WHy (a)\WH(a)

ei<wµ,Xy>
∑

v∈WHy (a)

ei<vwµ,X
′>

=
∑

w∈WH(a)

ei<wµ,X
′+Xy> =

∑

w∈WH(a)

ei<wµ,X>

Il est alors clair que la fonction F yµ véerifie les assertions du théeorèeme 4.1 sur Wy,ε,U . Soit
maintenant z un autre éeléement de F . Par ce qui préecèede, pour tout x ∈ Exp areg ∩
Wy,ε,U ∩Wz,ε′,U ′ , on a

F yµ (x) = F zµ(x)

et donc par le théeorèeme d’unicitée 4.11, les fonctions F yµ et F zµ cöııncident sur Wy,ε,U ∩
Wz,ε′,U ′ .

Par conséequent, on peut déefinir de manièere licite la fonction F (µ) sur Ω en posant, si
x ∈ Wy,ε,U , alors F (µ)(x) = F yµ (x).

Par ce qui préecèede, la fonction F (µ) véerifie les propriéetées du théeorèeme 4.1. Ce théeorèeme
est donc prouvée pour µ ∈ Γ∗a reg.

Soit λ0 ∈ a∗ et soit Γ une composante connexe de a∗reg telle que λ0 soit dans l’adhéerence
Γ de Γ.

Soit b ∈ Car(h) et soit x ∈ G tel que x.bC = aC. Pour toute composante connexe C
de breg, il existe des constantes c(w,Γ, C) telles que, pour tout X ∈ C et pour tout λ ∈ Γ,
l’on ait :

Ψh
λ(X) =

∑

w∈WG(aC)

c(w,Γ, C)ei<wx.X,λ>

On peut donc déefinir la fonction Ψh,Γ
λ0

sur hreg par

Ψh,Γ
λ0

(X) = lim
λ→λ0, λ∈Γ

Ψh
λ(X)

Comme les propriéetées caractéerisant les fonctions orbitales se traduisent par des relations
entre les constantes d(w,Γ, C), la fonction Ψh,Γ

λ0
ainsi déefinie est un éeléement de I(h)∞.

Maintenant, il existe une unique composante connexe Γy de a∗reg dans h∗y telle que
Γ ⊂ Γy. On pose alors, pour hexp iX.y ∈ Wy,ε,U ,

F y,Γλ0
(hexp iX.y) =

∑

w∈WHy (a)\WH(a)

ei<wλ0,Xy>Ψ
hy,w.Γy
wλ0

(X)

On a donc
F y,Γλ0

= lim
λ→λ0, λ∈Γ

F yλ
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Ceci déetermine uniquement la fonction F y,ΓλO
surWy,ε,U . De plus, on a F y,ΓλO

∈ I(Wy,ε,U )∞

(car Ψ
hy,w.Γy
wλ0

∈ I(hy)
∞) et elle véerifie les propriéetées (i), (ii) et (iii) du théeorèeme 4.1 vue

son expression en fonction de Ψ
hy,w.Γy
wλ0

.

Dans toute la suite, on fixe µ ∈ Γ∗a et Γ une composante connexe de a∗reg telle que
µ ∈ Γ. Pour y ∈ Exp a, on fixe Xy ∈ a tel que y = Exp Xy. Pour un tel y, on fixe
un voisinage U de 0 dans c et ε > 0 tels que Vy,ε,U véerifient les propriéetées des lemmes
préecéedents. Pour simplifier les notations, on pose Vy = Vy,ε,U et Wy = Hexp iVy,ε,U .y.

Nous allons éetudier la déependance en y des fonctions F yλ pour λ ∈ Γ.
Soit u ∈ WH(a). Il est clair que Wuy = Wy. Soit λ ∈ a∗reg. Soit x = Exp X ∈

Exp a ∩Wy. On peut donc éecrire x = hexp iX ′.y avec h ∈ WH(a) et X ′ ∈ a ∩ Vy. On a
alors

F uyλ (x) = F uyλ (hu−1exp iuX ′.uy) =
∑

w∈WHuy (a)\WH(a)

ei<wλ,uXy>Ψ
huy
w.λ(uX ′)

=
∑

w∈WH(a)

ei<wλ,Xy+X
′> = F yλ (x)

Par le théeorèeme d’unicitée 4.11 sur Wy, on en déeduit que F yλ = F uyλ . Par conséequent, on
obtient :

F y,Γµ = F uy,Γµ

Soit Y ∈ a ∩ Vy et soit y = exp iY.y. Comme Vy véerifie la propriéetée (i) du lemme 4.4,
l’espace hy est formée des X ∈ hy tels que [X, Y ] = 0. Soit Yc ∈ c et Y1 ∈ [h, h] tels que
Y = Yc + Y1. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans c tel que U + Yc ⊂ U . D’autre part,
on fixe ε > 0 tel que pour toute racine α de a l’on ait ε + α(Y ) < ε. Quitte àa réeduire
U et ε, on peut supposer que Vy,U,ε véerifient les propriéetées des lemmes préecéedents. Il est
éegalement clair que l’on a Vy + Y ⊂ Vy et donc Wy ⊂ Wy. De mêeme que préecéedemment,
pour λ ∈ a∗reg, le théeorèeme d’unicitée et un simple calcul assurent que l’on a

F yλ = F yλ

sur Wy et donc, on en déeduit que :

F y,Γµ = F y,Γµ

sur Wy.

Montrons maintenant que l’on a F y,Γµ = F z,Γµ sur Ω =Wy ∩Wz. Pour γ ∈ Ω∩Exp a,
il existe Wγ ⊂ Ω et Ω est recouvert par un nombre fini de tels Wγ d’aprèes la proposition
4.9. Il suffit donc de prouver que pour tout γ ∈ Ω ∩ Exp a, l’on a F y,Γµ = F z,Γµ sur Wγ .
On va montrer que F y,Γµ = F γ,Γµ sur Wγ . Le mêeme raisonnement appliquée àa F z,Γµ donnera
le réesultat voulu.
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Soit γ ∈ Exp a ∩Wy. Il existe alors u ∈ WH(a) et Y ∈ a tel que γ = uexp iY.y. Par
ce qui préecèede, on a sur Wγ

F γ,Γµ = F uexp iY.y,Γµ = F y,Γµ

On peut donc déefinir de manièere licite la fonction F (µ)Γ par

F (µ)Γ
/Wy

= F y,Γµ

Comme les fonctions F y,Γµ véerifient les propriéetées (i), (ii) et (iii) du théeorèeme 4.1 sur
chaque Wy et que F est fini, la fonction F (µ)Γ véerifie ces mêemes propriéetées sur X.

Notons C(µ) l’ensemble des composantes connexes Γ de a∗reg telles que µ ∈ Γ. On pose
alors

F (µ) =
1

| C(µ) |
∑

Γ∈C(µ)

F (µ)Γ

La fonction orbitale F (µ) véerifie les propriéetées du théeorèeme 4.1 ce qui achèeve la déemons-
tration de ce théeorèeme.

4.13 Remarque : Soit B ∈ CarX. Soit x ∈ G tel que x.aC = bC. Soit C une composante
connexe de BIn reg. Soit Σ un systèeme positif de racines imaginaires de bC. On peut alors
éecrire pour tout γ = exp iX.z ∈ C

(bΣF (µ))(γ) =
∑

w∈WG(bC)

dz(w, µ, C)ei<wxλ,X>

Il existe alors une constante C > 0 telle que pour tout µ ∈ Γ∗a, pour tout w ∈ WG(bC) et
toute composante connexe C de BIn reg, l’on ait

| dz(w, µ, C) |< C (∗)
En effet, si z ∈ Wb, avec les notations préecéedentes, il existe y ∈ F tel que z ∈ Wy,ε,U .

On peut donc éecrire z = hexp iZ.y avec h ∈ NH(b) et Z ∈ b ∩ Vy,ε,U (ceci se déemontre
comme le lemme 4.10). Ainsi pour montrer (∗), on peut supposer z = y ∈ F et X ∈
b ∩ Vy,ε,U .

On suppose tout d’abord que µ est réegulier. Par déefinition de F (µ), on a alors

(bΣF (µ))(exp iX.y) =
∑

w∈WHy (a)\WH(a)

ei<wµ,Xy>Ψhy
wµ(X)

D’autre part, si Γ est la composante connexe de a∗reg contenant µ, on peut éecrire

Ψ
hy
wµ(X) =

∑
v∈WG(bC) c(v, wΓ, C)ei<vx.wµ,X> oùu c(v, wΓ, C) est une constante. On obtient

ainsi :

(bΣF (µ))(exp iX.y) =
∑

w∈WHy (a)\WH(a)

∑

w∈WG(bC)

ei<wµ,Xy>c(v, wΓ, C)ei<vx.wµ,X>

Lorsque µ est dans l’adhéerence de Γ, ceci coincide avec l’expression de bΣF (µ)Γ.
Maintenant, les ensembles a∗reg et BIn reg ont un nombre fini de composantes connexes.

On obtient donc la majoration (∗).
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5 Fonctions orbitales propres (cas géenéeral)

Théeorèeme 5.1 Soit a ∈ Car(h). Soit λ ∈ Γ∗a,reg + a∗I . Soit F ∈ I(X)∞ véerifiant les
propriéetées suivantes :

(i) Pour tout z ∈ Z(g), on a z.F = γa(z)(iλ)F ,
(ii) La fonction F est bornéee sur Xreg,
(iii) Soit B ∈ Car(X) avec [B] ≥ [A]. Alors, on a F/Breg = 0.
Alors la fonction F est nulle sur Xreg.

Déemonstration: La déemonstration de ce théeorèeme est exactement la mêeme que celle du
théeorèeme 4.11.

5.2 Soit a ∈ Car(h) et soit ψ un sytèeme positif de racines imaginaires de aC dans g. Soit
w ∈ WH(a). On déefinit la signature imaginaire εI(w) par : εI(w) = (−1)|ψ∩−w

−1.ψ|. La
signature ainsi déefinie ne déepend pas du choix de ψ.

D’autre part, pour tout a ∈ Areg et pour tout w ∈ WH(a), on a bψ(w−1.a) =

εI(w)
ξρψ−wρψ (a)

|ξρψ−wρψ (a)|bψ(a).

Théeorèeme 5.3 Soit a ∈ Car(h). Soit y ∈ Wa et λ ∈ Γ∗a + a∗I . Soit ψ un systèeme positif
de racines imaginaires de aC dans g. Alors il existe une fonction F (λ, y, ψ) ∈ I(X)∞

véerifiant les quatres propriéetées suivantes :
(i) pour tout z ∈ Z(g), on a z.F (λ, y, ψ) = γa(z)(iλ)F (λ, y, ψ),
(ii) la fonction F (λ, y, ψ) est bornéee sur Xreg,
(iii) pour tout B ∈ Car(X) tel que [B] > [A], alors F (λ, y, ψ)/Breg = 0,
(iv) Soit x ∈ Areg Si x /∈ exp ia WH(a).y, alors F (λ, y, ψ)(x) = 0. Si x = exp iX.y

alors on a
(bψF (λ, y, ψ))(x) = ξρψ(y)

∑

w∈W y
H(a)

εI(w)ei<wλ,X+Yw>

De plus, si λ ∈ Γ∗a,reg + a∗I , alors la fonction F (λ, y, ψ) est déeterminéee de manièere
unique par ces quatres propriéetées.

Remarque : L’expression de F (λ, y, ψ) sur Areg donnéee dans ce théeorèeme diffèere de
celle annoncéee dans [H5] théeorèeme 3. Ceci provient du fait suivant : pour u ∈ WH(a) tel
que u.y ∈ exp ia.y alors on n’a pas obligatoirement u ∈ WHy(a) (l’éeléement Yu n’est pas
forcéement dans Γa). Cette erreur est corrigéee ici. Le mêeme type d’erreur est àa corriger
pour la fonction géenéeraliséee sphéerique Θ(λ, y, ψ) déefinie dans le théeorèeme 1 de [H5] (voir
[H6] paragraphe 2). Ces corrections n’influent pas sur les autres réesultats de [H5] comme
nous allons le voir ultéerieurement.

La suite de ce paragraphe consiste en la déemonstration de ce théeorèeme.

On fixe donc une sous-algèebre de Cartan a de h que l’on déecompose en partie vectorielle
et partie compacte a = aR + aI (voir 1.2). Soit M = ZG(aI) et soit m son algèebre de Lie.
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On a vu préecéedemment (voir paragraphe 3) que M est un groupe réeductif complexe,
connexe, σ-stable de groupe déerivée M1 simplement connexe. Soit m1 l’algèebre de Lie de
M1 et soit cm le centre de m. On a alors cm = aI C + vC oùu v est l’ensemble des X ∈ aR
tels que pour toute racine réeelle α de a l’on ait α(X) = 0.

On pose M0 = exp vCM1 et m0 = m1 + vC. Le groupe M0 est un groupe réeductif
complexe connexe, σ-stable de groupe déerivée M1 et aR est une sous-algèebre de Cartan
déeployée de m0. De plus, il est clair que l’on a M = exp aI CM0.

On pose XM = M/M ∩H et XM0 = M0/M0 ∩H. On a alors XM = exp iaI .XM0 .
Soit µ ∈ Γ∗a et soit λ ∈ a∗I . On note F (XM0 , µ) la fonction orbitale sur XM0 déefinie par

le théeorèeme 4.1.

Lemme 5.4 Soit X et Y sont deux éeléements de aI et x et y deux éeléements de XM0 reg

tels que exp iX.x = exp iY.y. Alors, on a ei<λ,X>F (XM0 , µ)(x) = ei<λ,Y >F (XM0 , µ)(y).

Déemonstration: On éecrit x = p(exp iX ′g) et y = p(exp iY ′g′) avec X ′ et Y ′ dans v et
g et g′ dans M1. La relation exp iX.x = exp iY.y implique qu’il existe h ∈ M ∩ H tel
que g−1g′h soit central dans M et donc g−1g′ϕ(g−1g′) est central dans M1. Il existe donc
Z ∈ aR tel que, pour tout α ∈ ∆(m1, aC), l’on ait α(Z) ∈ Z et g−1g′ = expiπ Z modulo
M1 ∩H.

On obtient ainsi exp iY.y = exp i(Y + Y ′ + πZ −X ′).x = exp iX.x. Par conséequent,
on a Y + Y ′ + πZ −X −X ′ ∈ Γa.

Pour prouver le lemme, il suffit donc de déemontrer l’assertion suivante :
5.5 Soit (Y, Y ′, Z) ∈ aI×v×aR tels que exp 2iZ soit central dans M1 et Y +Y ′+Z ∈ Γa.
Alors, pour tout x ∈ XM0 reg, on a

ei<wλ,Y >F (XM0 , µ)(exp i(Y ′ + Z).x) = F (XM0 , µ)(x)

La fonction qui àa x associe F (XM0 , µ)(exp i(Y ′ + Z).x) est clairement une fonction
orbitale sur XM0 propre pour les opéerateurs de Z(m0) pour le caractèere z → γa(z)(iµ).

On suppose tout d’abord que µ ∈ Γ∗a reg. Pour déemontrer 5.5, par le théeorèeme d’unicitée
4.11, il suffit de prouver l’éegalitée pour x ∈ (Exp aR)reg. Soit x = Exp X. On a alors

ei<λ,Y >F (XM0 , µ)(exp i(Y ′ + Z).x) = ei<λ,Y >
∑

w∈WM0∩H(aR)

ei<wµ,Y
′+Z+X>

Comme Y + Y ′ +Z ∈ Γa, on obtient ei<wµ,Y
′+Z+X>ei<λ,Y > = ei<w(λ+µ),X> = ei<wµ,X>.

Par conséequent, on a bien ei<wλ,Y >F (XM0 , µ)(exp i(Y ′ + Z).x) = F (XM0 , µ)(x).
Maintenant si µ ne véerifie pas de condition de réegularitée, il est facile d’obtenir la

relation 5.5 vu la construction de F (XM0 , µ).
On obtient donc le lemme.

Soit λ ∈ a∗I et µ ∈ Γ∗a. Pour X ∈ aI et x ∈ XM0 , on pose
5.6 F (XM , λ+ µ)(exp iX.x) = ei<λ,X>F (XM0 , µ)(x)
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Lemme 5.7 On a F (XM , λ+µ) ∈ I(XM)∞ et pour tout z ∈ Z(m), on a z.F (XM , λ+µ) =
γa(z)(i(λ+ µ))F (XM , λ+ µ).

Les assertions de ce lemme sont imméediates.

Soit λ ∈ Γ∗a + a∗I . Soit y ∈ Wa. Soit Gy = ZG(ϕ(y)) et Xy = Gy/Hy. On fixe un
sytèeme positif ψ de racines imaginaires de aC dans g. L’ensemble ψy formée des α ∈ ψ
telles que ξα(y) = 1 est alors un systèeme positif de racines imaginaires de aC dans gy. On
note comme préecéedemment m = Zg(aI). Soit X0 ∈ aI tel que m = Zg(X0) et si α ∈ ψ
alors iα(X0) > 0. On note

u =
∑

α∈∆(gy,aC) ;iα(X0)>0

gα

et
v =

∑

α∈∆(g,aC)−∆(gy,aC) ;iα(X0)>0

gα

On pose

F (Xy, λ, eHy, ψy) = P
Xy
XM ,uF (XM , λ) ( oùu P

Xy
XM ,u est déefini dans la proposition 3.3)

C’est une fonction orbitale propre sur Xy. On note, pour x ∈ Xy,

F (Xy, λ, y, ψy)(x) = F (Xy, λ, eHy, ψy)(x.y)

et

F (λ, y, ψ) = ξρψ(y)PXXy,vF (Xy, λ, y, ψy) ( oùu PXXy,v est déefini dans le lemme 3.4)

Théeorèeme 5.8 On a F (λ, y, ψ) ∈ I(X)∞. La fonction F (λ, y, ψ) véerifie les quatres pro-
priéetées suivantes :

(i) pour tout z ∈ Z(g), on a z.F (λ, y, ψ) = γa(z)(iλ)F (λ, y, ψ),
(ii) la fonction F (λ, y, ψ) est bornéee,
(iii) si [B] 6≤ [A] alors F (λ, y, ψ)/Breg = 0,
(iv) soit x ∈ Areg. Si x /∈ exp iaWH(a).y alors F (λ, y, ψ)(x) = 0.
Si x = exp iX.y alors

[bψF (λ, y, ψ)](x) = ξρψ(y)
∑

w∈W y
H(a)

εI(w)ei<wλ,X+Yw>

Elle ne déepend pas du choix de u et de v et elle déepend analytiquement de la variable
de a∗I . De plus, si pour tout α ∈ ∆R(g, aC) on a λ(Hα) 6= 0 alors la fonction F (λ, y, ψ)
est uniquement déeterminéee par ces quatres propriéetées.

(v) Pour tout h ∈ WH(a), on a

F (h.λ, y, ψ) = εI(h)F (λ, h−1.y, ψ)
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Déemonstration: Les propriéetées (i) et (ii) déecoulent directement du théeorèeme 4.1 et de
la construction de la fonction F (λ, y, ψ). D’aprèes 5.6, le lemme 3.3 et le corollaire 3.4, il
est clair qu’elle déepend analytiquement de la variable de a∗I .

Il reste donc àa prouver les assertions (iii), (iv) et (v).
On considèere tout d’abord la fonction F = F (Xy, λ, eHy, ψy). Soit x ∈ Xy reg et soit

B l’unique sous-ensemble de Cartan de Xy contenant x. Soit b la sous-algèebre de Cartan
de hy associéee àa B. Par l’induction, il est clair que F (x) 6= 0 si et seulement si il existe
h ∈ Hy tel que h.b ∈ Car(m ∩ hy). Ceci est éequivalent àa dire que [B] ≤ [A]. Maintenant
pour x ∈ Areg, on a F (x) 6= 0 si et seulement si il existe h ∈ NHy(a) tel que h.x ∈ Exp a.
Donc si x /∈ Exp a alors F (x) = 0.

Si x = Exp X ∈ Exp a, on a alors

[bψyF ](x) = bψy(x)
∑

w∈WM∩Hy (a)\WHy (a)

F (XM , λ)(Exp wX)du(Exp wX)

Par le choix de u, on a du(Exp wX) = bψy(Exp wX) = εI(w)bψy(Exp X). On obtient
donc :

[bψyF ](x) =
∑

w∈WM∩Hy (a)\WHy (a)

εI(w)
∑

v∈WM∩Hy (a)

ei<vλ,wX>

=
∑

w∈WHy (a)

εI(w)ei<wλ,X>

Soit x ∈ Areg. Par ce qui préecèede, la fonction F (Xy, λ, eHy, ψy)/Areg ne vit que sur
(Exp a)reg et donc la fonction F (Xy, λ, y, ψy)/Areg ne vit que sur (exp ia.y)reg. D’autre
part, par ce qui préecèede, la fonction F (Xy, λ, y, ψy) est nulle sur les Breg pour B ∈ Car(Xy)
et [B] 6≤ [A]. Maintenant, par déefinition de PXXy,vF (Xy, λ, y, ψy), si F (λ, y, ψ)(x) 6= 0 alors

il existe h ∈ N XyH (x) tel que F (Xy, λ, y, ψy)(h.x) 6= 0. On a donc h.a ∈ Car(hy) et il existe
u ∈ Hy tel que uh.aR ⊂ aR. Pour une raison de dimension, on en déeduit que uh.aR = aR
et donc h.a et a sont Hy-conjuguéees. On peut donc supposer que h ∈ WH(a). Dans ce cas
F (Xy, λ, y, ψy)(h.x) 6= 0 implique que h.x ∈ exp ia.y ou encore x ∈ WH(a)exp ia.y. On
obtient donc la premièere partie de (iv).

Soit maintenant X ∈ a tel que x = exp iX.y. Soit h ∈ WH(a). On a h.x ∈ exp ia.y si
et seulement si h ∈ W y

H(a).
Finalement, on a donc

(bψF (λ, y, ψ))(x) = bψ(x)ξρψ(y)
∑

h∈WHy (a)\W y
H(a)

F (Xy, λ, y, ψy)(h.x)dv(h.x)

= bψ(x)ξρψ(y)
∑

h∈WHy (a)\W y
H(a)

F (Xy, λ, eH, ψy)(Exp (h.X + Yh))dv(h.x)
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Or,pour tout Z ∈ a on a dv(exp iZ.y) = bψ−ψy(exp iZ.y) et bψy(exp iZ.y) = bψy(Exp Z).
Comme bψ(h.x) = εI(h)bψ(x), on obtient donc

[bψF (λ, y, ψ)](x) = ξρψ(y)
∑

h∈WHy (a)\W y
H(a)

εI(h)[bψyF (Xy, λ, eHy, ψy)](Exp (h.X + Yh))

L’expression de [bψyF (Xy, λ, eHy, ψy)](Exp (h.X+Yh)) donnéee ci-dessus prouve la premièere
partie de l’assertion (iv).

Par la construction de F (λ, y, ψ) lorsque λ ne véerifie aucune condition de réegularitée, il
suffit de prouver l’assertion (v) et l’indéependance de F (λ, y, ψ) par rapport àa u et v pour
λ ∈ Γ∗a reg + a∗I .

Maintenant, le théeorèeme d’unicitée 5.1 et l’expression de F (λ, y, ψ) sur Areg permettent
d’obtenir facilement les deux réesultats voulus.

5.9 Remarque : Soit B ∈ CarX tel que [B] ≤ [A]. Soit x ∈ G tel que x.aC = bC. Soit C
une composante connexe de BIn reg. Soit Σ un systèeme positif de racines imaginaires de
bC. On peut alors éecrire pour tout γ = exp iX.z ∈ C

(bΣF (λ, y, ψ))(γ) =
∑

w∈WG(bC

dz(w, λ, C)ei<wxλ,X>

Maintenant, par déefinition on a

F (λ, y, ψ)(γ) =
∑

h∈Hy\NXyH (γ)

∑

v∈M∩H\NXMHy ((h.γ).y)

F (XM , λ)(v((h.γ).y))du(v((h.γ).y))dv((h.γ).y)

Comme les ensembles Hy \N XyH (γ) et M ∩H \N XMHy
((h.γ).y) sont finis et ne déependent

que de la composante connexe de B contenant γ, on déeduit de la déefinition de F (XM , λ)
(voir 5.6) et de la remarque 4.13 qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
λ ∈ Γ∗a + a∗I , pour tout w ∈ WG(bC) et toute composante connexe C de BIn reg on a
| d(w, λ, C) |< C.

6 Inversion des intéegrales orbitales

Nous rappelons tout d’abord les réesultats de [H6] concernant les fonctions géenéeraliséees
sphéeriques sur X. On rappelle qu’une fonction géenéeraliséee sphéerique sur X est une fonction
géenéeraliséee H-invariante sur X solution propre des opéerateurs difféerentiels de Z(g). Ce sont
des fonctions localement intéegrables sur X et analytiques sur Xreg ([Sa1] thm 4.3).

Soit a ∈ Car(h). On éecrit a = aR + aI comme en 1.2 et on note L = ZG(aR).
Soit XL = L/L ∩ H. On fixe λ ∈ Γ∗a + a∗I−reg et y ∈ Wa. Soit ψ un sytèeme positif de
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racines imaginaires de aC dans g. A ces donnéees, on peut associer une fonction géenéeraliséee
sphéerique Θ(λ, y, ψ) qui véerifie les propriéetées suivantes ([H6] théeorèeme 6.1) :
6.1 (i) pour tout z ∈ Z(g), on a z.Θ(λ, y, ψ) = γa(z)(iλ)Θ(λ, y, ψ),

(ii) si [B] 6≥ [A] alors Θ(λ, y, ψ)/Breg = 0,
(iii) Soit a ∈ Areg. Si a /∈ exp iaWH(a).y alors Θ(λ, y, ψ)(a) = 0 et si a = exp iX.y

alors

Θ(λ, y, ψ)(a) =

∑
w∈W y

H(a) εI(w)ei<wλ,X+Yw>

| DX(a) |1/2 ξρψ(y)bψ(a)

(iv) Soit λ0 ∈ Γ∗a. Soit ψy l’ensemble des α ∈ ψ telles que ξα(y) = 1. Alors la fonction
λ→ ∏

α∈ψy(1− e−iπλ(Hα))Θ(λ+ λ0, y, ψ) se prolonge analytiquement àa a∗I ,
(v) pour tout u ∈ WL∩H(a) on a Θ(u.λ, y, ψ) = εI(u)Θ(λ, u−1y, ψ),
(vi) si 2Y ∈ Γa alors Θ(λ, exp iY.y, ψ) = ei<λ,Y >Θ(λ, y, ψ).

La construction de Θ(λ, y, ψ) est obtenue par induction ([H3] paragraphe 2) :

Θ(λ, y, ψ) = indXXLΘ(XL, λ, y, ψ)

oùu Θ(XL, λ, y, ψ) est l’unique fonction géenéeraliséee sur XL véerifiant les propriéetées (i) et (iii)
sur XL ([H6] théeorèeme 2.2).

D’autre part, par la remarque 5.9, on peut appliquer les théeorèemes 6.1 et 6.2 de [H6].
On a alors les propriéetées suivantes :
6.2 Pour tout λ0 ∈ Γ∗a et pour tout x ∈ Xreg, la fonction qui àa λ associe∑

w∈WLy (a)

F (w(λ0 + λ), y, ψ)(x)Θ(−w(λ0 + λ), y, ψ) est analytique sur a∗I .

6.3 La fonction | DX |1/2 Θ(λ, y, ψ) est bornéee sur Xreg,
Soit B ∈ Car(X) et soit x ∈ Breg et soit U un voisinage compact de x dans B. Soit

u ∈ S(bC). Alors, pour toute densitée àa support compact µ et pour tout entier positif
k > 0, il existe C > 0 telle que, pour tout γ ∈ Ureg, l’on ait

|
∑

w∈WLy (a)

∂(u)F (wλ, y, ψ)(γ) < Θ(−wλ, y, ψ), µ >|< C

(1+ ‖ λ ‖)k

Normalisation des mesures :
Soit dX une mesure de Lebesgue sur h . Soit dx la mesure invariante sur X tangente

àa dX. Soit dλ la mesure sur h∗ duale de dX. Pour a ∈ Car(h), on pose r = [a, h]. Soit
drX la mesure de Lebesgue sur r déefinie par la forme de Killing et soit daX la mesure de
Lebesgue sur a telle que dX = daX ∧ drX.
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Soit drλ la mesure duale de drX. On choisit dIλ et dRλ des mesures de Lebesgue
respectivement sur a∗I et a∗R telles que l’on ait dλ = dIλ ∧ dRλ ∧ drλ. On note vol(Γa) le
volume de Γa relatif àa dRλ. On confond, une fois ces choix faits, fonctions géenéeraliséees et
distributions sur X. Soit a ∈ Car(h). Pour λ ∈ Γ∗a + a∗I , y ∈ Wa et un systèeme positif
ψ de racines imaginaires de aC, on pose θ(λ, y, ψ) =| DX |1/2 Θ(λ, y, ψ). Par le théeorèeme
2.2, c’est un éeléement de I(X)′.

On a alors la formule d’inversion suivante : soit aΓ un domaine fondamental de Γa

dans a. Alors, pour tout f ∈ D(aΓ), on a

∑

µ∈Γ∗a

∫

a∗I
e−i<µ+λ,X>

∫

aΓ

ei<µ+λ,Y >f(Y )daY dIλ = vol(Γa)f(X)

On déefinit la mesure da sur A par
∫

A
f(a)da =

∑

y∈Wa

∫

aΓ

f(exp iX.y)daX

Notations : Pour simplifier les notations, nous adopterons dans toute la suite de ce
paragraphe les conventions suivantes : soit A ∈ Car(X) associée àa a ∈ Car(h). On pose
Â0 = Γ∗a+a∗I et Â = Â0×Wa. Pour ξ = (λ, y) ∈ Â, on dit que ξ ∈ ÂI−reg si λ ∈ Γ∗a+a∗I−reg
et ξ ∈ ÂR−reg si λ ∈ Γ∗a reg + a∗I .

On note ξ∗ = (−λ, y). Le groupe de Weyl WG(a) agit sur Â de la manièere suivante :
pour w ∈ WG(a), on pose w.ξ = (w.λ, y).

On déefinit la mesure d0λ sur Â0 en posant

∫

Â0

F (λ)d0λ =
1

vol(Γa)

∑

µ∈Γ∗a

∫

λ∈a∗I
F (µ+ λ)dIλ

et on déefinit la mesure dξ sur Â en posant
∫

Â
F (ξ)dξ =

∫

Â0

∑

y∈Wa

F (λ, y)d0λ

Proposition 6.4 Soit Φ ∈ I(X). On a alors :
(i) pour tout x ∈ Xreg, l’intéegrale

∫

Â

∑

w∈W−1
a

F (w.ξ, ψ)(x) < θ(w.ξ∗, ψ),Φ > dξ

est convergente et ne déepend pas du choix de ψ. On la note F
[A]
Φ ,

(ii) F
[A]
Φ ∈ I(X)∞ et pour tout z ∈ Z(g), on a

z.F
[A]
Φ =

∫

Â0

γa(z)(iλ)
∑

w∈W−1
a

∑

y∈Wa

F (w.λ, y, ψ) < θ(−w.λ, y, ψ),Φ > d0λ
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Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un systèeme positif ψ de racines imaginaires
de aC et on pose, pour ξ ∈ Â, Fξ = F (ξ, ψ) et θξ = θ(ξ, ψ).

Déemonstration: D’aprèes ([Sh] théeorèeme 2.1), on a WH(a) \WG(a) = WL∩H(a) \WL(a).
D’autre part, d’aprèes le théeorèeme 5.8 (v) et la propriéetée (v) de 6.1, pour tout v ∈ WL∩H(a)
et pour tout λ ∈ Γ∗a + a∗I−reg, on a

F (vλ, y, ψ)θ(−vλ, y, ψ) = F (λ, v−1y, ψ)θ(−λ, v−1y, ψ)

On obtient ainsi

| WL∩H(a) |
∑

w∈WL∩H(a)\WL(a)

∑

y∈Wa

F (wλ, y, ψ) < θ(−wλ, y, ψ),Φ >

=
∑

w∈WL(a)

∑

y∈Wa

F (wλ, y, ψ) < θ(−wλ, y, ψ),Φ >

=
∑

y∈Wa

∑

w∈WLy (a)\WL(a)

∑

v∈WLy (a)

F (vwλ, y, ψ) < θ(−vwλ, y, ψ),Φ >

Maintenant, il est clair que la propriéetée 6.3 assure la convergence de l’intéegrale donnéee en
(i).

Soit B ∈ Car(X) et soit U un compact de Breg. Toujours d’aprèes la propriéetée 6.3,

on a imméediatement que F
[A]
Φ véerifie la propriéetée I1(X). D’autre part, on peut appliquer

le théeorèeme convergence dominée sur l’intéerieur de U . On obtient ainsi que pour tout
u ∈ S(bC), on a

∂(u).(F
[A]
Φ )/Breg =

∫

Â0

∑

w∈W−1
a

∑

y∈Wa

∂(u).F (w.λ, y, ψ)/Breg < θ(−w.λ, y, ψ),Φ > d0λ

Le théeorèeme de convergence dominéee assure alors que F
[A]
Φ véerifie I2(X) et I3(X) et donc

F
[A]
Φ ∈ I(X)∞.

D’autre part, il est clair que pour v ∈ WL(aC), on a F (λ, y, vψ) = ε(v)F (λ, y, ψ) et

θ(λ, y, vψ) = ε(v)θ(λ, y, ψ). On obtient donc que F
[A]
Φ est indéependante du choix de ψ.

Nous allons maintenant éetudier la croissance des fonctions F
[A]
Φ .

6.5 Pour x un éeléement semi-simple de X, on déefinit | x | de la manièere suivante : soit
A un sous-ensemble de Cartan de X contenant x associée àa la sous-algèebre de Cartan a.
On peut éecrire x = exp i(XI + XR).y avec XI ∈ aI , XR ∈ aR et y ∈ Wa. On pose alors
| x |A=‖ XI ‖.

Montrons que | x |A ne déepend pas du choix de A. Soit α une racine réeelle de a et
soit Xα et X−α respectivement dans gα ∩ h et g−α ∩ h tels que [Xα, X−α] = Hα. Soit
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a(α) = R(Xα−X−α) +Ker α. C’est une sous-algèebre de Cartan de h. Soit A(α) le sous-
ensemble de Cartan associée àa a(α). D’aprèes ([H2] proposistion 3.9), A∩A(α) est formée des
exp iX.y et exp iX.y′ oùu X parcourt Ker α, y parcourt Wa et ϕ(y′) = ϕ(y)exp iπ Hα. Si
x = exp iX.y avec X ∈ Ker α, il est clair que | x |A=| x |Aα . Maintenant, si x = exp iX.y′

avec X ∈ Ker α, alors on a la déecomposition suivante dans A : x = exp i(X+π Hα/2).y.
Or il est clair que (X + π Hα/2)I = XI . On en déeduit donc que l’on a | x |A=| x |Aα .

Pour x ∈ X, on pose | x |=| xs | oùu xs est la partie semi-simple de x.
Il est clair que l’application x→| x | est H-invariante. Montrons que cette application

est continue. Il suffit de prouver qu’elle est continue en tout point semi-simple de X. On fixe
donc x ∈ X semi-simple. Soit ε > 0 et soit U un voisinage ouvert de 0 dans c. On note V0

x,U,ε

l’ensemble des X ∈ (U+[h, h])∩hx tels que, pour toute valeur propre λ de ad X (considéerée
comme endomorphisme de h), l’on ait | λ |< ε. Soit Xx,U,ε = ∪h∈Hhexp iV0

x,U,ε.x. D’aprèes
([H1] lemme 2.9), pour ε et U suffisamment petit, l’ensemble Xx,U,ε est un voisinage ouvert
de x et l’application de H×V0

x,U,ε dans Xx,U,ε, qui àa (h,X) associe hexp iX.x est surjective
et submersive en tout point.

Maintenant, si y ∈ Xx,U,ε de partie semi-simple ys, alors on a | y |=| ys | et ys ∈ Xx,U,ε.
Soit B ∈ Car(X) tel que ys ∈ B. On peut donc éecrire ys = hexp(iX).x avec h ∈ H et
X ∈ b∩V0

x,U,ε. On a alors | ys |=‖ XI ‖ + | x |. Pour tout η > 0, on peut choisir U et ε de
telle sorte que pour tout Y ∈ V0

x,U,ε, l’on ait ‖ YI ‖< η. Dans ce cas, on a || y | − | x ||< η

ce qui assure la continuitée de | . | au point x.

6.6 Soit A ∈ Car(X). Pour U = A ou U = Areg, on note S(U) (espace de Schwartz de U)
l’espace des fonctions Φ de classe C∞ sur U véerifiant la condition de croissance suivante :

pour tout u ∈ S(aC) et pour tout r > 0, il existe une constante C > 0 telle que, pour
tout x ∈ U , l’on ait

(1+ | x |)r | ∂(u)Φ(x) |< C

On munit S(U) de la topologie déefinie par les semi-normes

pu,r(Φ) = supx∈U(1+ | x |)r | ∂(u)Φ(x) |

L’espace S(U) est alors un espace de Fréechet.

On note S(a∗I) l’espace de Schwartz des fonctions àa déecroissance rapide sur a∗I et S(Γ∗a)
l’espace des fonctions F sur Γ∗a telles que, pour tout r ∈ N, la somme

∑

µ∈Γ∗a

(1+ ‖ µ ‖)r |

F (µ) | soit finie.
Pour Φ ∈ S(A), on note Φ̂ la fonction déefinie sur Γ∗a + a∗I par

Φ̂(λ) =
∑

y∈Wa

∫

aΓ

ei<λ,X>Φ(exp iX.y)daX.

Soit S(Â) l’espace des Φ̂ pour Φ ∈ S(A). L’espace S(Â) est alors formée des fonctions
Ψ de Γ∗a + a∗I dans C qui véerifie les conditions suivantes :

(i) pour tout µ ∈ Γ∗a, la fonction λ→ Ψ(µ+ λ) appartient àa S(a∗I),
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(ii) pour tout u et v dans S(a∗I C) et pour tout r > 0, il existe une constante strictement
positive C telle que

supλI∈a∗I

∑

λR∈Γ∗a

(1+ ‖ λR ‖)r | v(λI)∂(u)Ψ(λR + λI) |< C

On munit S(Â) de la topologie déefinie par les semi-normes

pu,v,r(Ψ) = supλI∈a∗I

∑

λR∈Γ∗a

(1+ ‖ λR ‖)r | v(λI)∂(u)Ψ(λR + λI) |

C’est un espace de Fréechet.

Lemme 6.7 On suppose que h admet une sous-algèebre de Cartan déeployéee a. Soit µ ∈
Γ∗a et soit F (µ) = F (µ, eH, ∅) la fonction orbitale construite dans le paragraphe 4. Soit
B ∈ CarX. Alors, pour tout r ∈ N et pour tout u ∈ S(bC), il existe une constante C > 0
et un entier positif k tels que, pour tout µ ∈ Γ∗a reg et pour tout x ∈ Breg, l’on ait

| (1+ | x |)r | ∂(u)F (µ)(x) |< C(1+ ‖ µ ‖)k

Déemonstration: On reprend les notations du paragraphe 4. D’apres la proposition 4.9,
il existe un ensemble fini F de A et pour chaque y ∈ F , un voisinage ouvert H-invariant
Wy,ε,U de y dans X tels que

X =
⋃

y∈F
Wy,ε,U

On va prouver le lemme sur chaque Wy,ε,U .
Soit y ∈ F et soit z = gy. Soit x ∈ (Wy,ε,U )reg. On éecrit x = h exp iX.y avec h ∈ H

et X ∈ h tel que pour toute valeur propre λ de ad X l’on ait | Re(λ) |< ε.
On fixe Xy ∈ a tel que y = Exp Xy. Par déefinition, on a

F (µ)(x) =
∑

w∈WHy (a)\WH(a)

ei<wµ,Xy>Ψhy
wµ(X)

Il faut donc prouver que, pour tout b ∈ Car(hy), pour tout u ∈ S(bC) et pour tout r > 0,
il existe une constante C > O et un entier positif k tels que, pour tout X ∈ Vy,ε,U ∩ b et
pour tout µ ∈ Γ∗a reg, l’on ait

(1+ ‖ XI ‖)r | ∂(u)Ψhy
µ (X) |< C(1+ ‖ µ ‖)k (∗)

Soit b ∈ Car(hy). On note L = ZGy(bR) d’algèebre de Lie l. Soit X ∈ breg et u ∈ S(bC).

On note NLy
Hy

(a) l’ensemble des h ∈ Hy tels que h.a ∈ Car(ly ∩ h). Par déefinition de Ψ
hy
µ

et d’aprèes le lemme 4.2.1 de [B1], on a

Ψhy
µ (X) = β̂Hy.X(µ) | det(ad µ)/h∗y/a∗ |1/2
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=
∑

h∈Ly∩H\NLy
Hy

(a)

β̂(L∩H)y.X(h.µ) | det(ad h.µ)/(l∩h)∗y/a∗ |1/2

Comme b est une une sous-algèebre de Cartan de type compacte de ly ∩ h, on se ramèene
au cas oùu h admet une sous-algèebre de Cartan de type compact t. D’autre part, par les
propriéetées de β̂H.X (voir par exemple [H4] 5.8 (ii)), on peut supposée h semi-simple.

Soit x ∈ G tel que x.t = ia. Soit C une composante connexe de a∗reg et soit F une
composante connexe de treg. Pour tout w ∈ WG(aC), il existe des constantes d(w, C,F , x)
telles que pour tout µ ∈ C et pour tout X ∈ F , l’on ait

β̂H.X(µ) | det(ad µ)/h∗/a∗ |1/2=
∑

w∈WG(aC)

d(w, C,F , x)ei<wx.X,µ>

et donc

∂(u)Ψh
µ(X) =

∑

w∈WG(aC)

u(ix−1w−1µ)d(w, C,F , x)ei<wx.X,µ> (∗∗)

Soit (α1, . . . , αn) la base de a∗ déefinie par C. La chambre C est alors l’ensemble des λ ∈ a∗

tels que, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, l’on ait λ(Hαj) > 0. Soit ω1, . . . , ωn la base duale de
Hα1 , . . . , Hαn . Soit µ ∈ Γ∗a reg∩C. On peut donc éecrire µ = 2

∑n
j=1 njωj oùu les nj sont des

entiers strictement positifs. En particulier, pour tout j ∈ {1 . . . n}, on a nj ≥ 1.
Maintenant, comme la distribution β̂H.X est tempéeréee, si d(w, C,F , x) 6= 0 alors, pour

tout X ∈ F et pour tout µ ∈ C, on a i < wx.X, µ >≤ 0 et donc dans ce cas on a
iwx.X =

∑n
j=1 xjHαj avec xj ≤ 0 pour j = 1, . . . , n et les xj sont non tous nuls. On

obtient ainsi :
si d(w, C,F , x) 6= 0 alors pour tout µ ∈ C ∩Γ∗a et pour tout X ∈ F , on a ei<wx.X,µ> ≤

e
∑n

j=1
xj

L’expression (**) permet alors d’obtenir le réesultat voulu.

Lemme 6.8 Soit A ∈ Car(X). Soit Ψ ∈ S(Â) et soit y ∈ Wa.

(i) pour tout x ∈ Areg, l’intéegrale
∫

Â0

F (λ, y)(x)Ψ(λ)d0λ converge. On la note F̃
[A]
Ψ (x).

On a F̃
[A]
Ψ ∈ I(X)∞ et l’application qui àa Ψ associe F̃

[A]
Ψ est continue de S(Â) dans

I(X)∞,

(ii) Pour tout B ∈ Car(X), on a F̃
[A]
Ψ/Breg

∈ S(Breg).

Déemonstration:
On reprend les notations du paragraphe 3 et plus préeciséement celles de 3.5. On note

M le centralisateur de aI dans G. Soit x ∈ Xreg.
On a F (λ, y)(x) = (PX,yXM F (XM , λ))(x). Par déefinition du prolongement PX,yXM , pour

avoir le réesultat voulu, il suffit de prouver que, pour tout x ∈ XM,reg l’intéegrale∫

Â0

F (XM , λ)(x)Ψ(λ) d0λ converge.
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On éecrit XM = exp iaI .XM0 comme dans le paragraphe 3. Pour x = exp iX.x0 avec
X ∈ aI et x0 ∈ XM0 reg et λ = λI + λR ∈ a∗I + Γ∗a, on a donc

F (XM , λ)(x) = ei<λI ,X>F (XMO
, λR)(x0). D’aprèes le lemme 6.7, pour tout r > 0, il

existe une constante C > 0 telle que pour tout λR ∈ Γ∗a reg et pour tout x0 ∈ XM0reg, l’on
ait

(1+ | x0 |)r | F (XM0 , λR)(x0) |< C

Comme Ψ ∈ S(Â), on obtient la convergence de l’intéegrale
∫

Â0

F (XM , λ)(x)Ψ(λ) d0λ.

Par la relation de croissance préecéedemment obtenue, on peut appliquer le théeorèeme
de convergence dominéee et obtenir ainsi F̃

[A]
Ψ ∈ I(X)∞. La continuitée de Ψ → F̃

[A]
Ψ est

imméediate.

Soit maintenant B ∈ Car(XM) et u ∈ S(bC). Pour x ∈ Breg, on éecrit x = exp iX.x0 ∈
exp iaI .XM0 . L’intéegrale ∂(u)

∫

Â0

F (XM , λ)(x)Ψ(λ) d0λ est somme d’expression du type
∫

Â0

P (iλI)e
i<λI ,X> ∂(v)F (XM0 , λR)(x0)Ψ(λ)d0λ oùu P ∈ S(a∗I) et v ∈ S(bC).

D’aprèes le lemme 6.7, pour tout r > 0, il existe une constante C > 0 et un entier k > 0
tels que, pour tout x0 ∈ Breg et pour tout λR ∈ Γ∗a reg, l’on ait :

| (1+ | x0 |)r | ∂(v)F (XMO
, λR)(x0) < C(1+ ‖ λR ‖)k

Comme Ψ ∈ S(Â), on en déeduit que, pour tout r > 0 et pour tout u ∈ S(bC), il existe
une constante C ′ > 0 telle que, pour tout x ∈ Breg l’on ait

| (1+ | x |)r∂(u)
∫

Â0

F (XM , λ)(x)Ψ(λ) d0λ |< C ′

On obtient ainsi l’assertion (ii).

Lemme 6.9 On suppose que h admet une sous-algèebre de Cartan de type compact t. Soit
T le sous-ensemble de Cartan de X associée àa t. Soit A ∈ Car(X) associée àa a ∈ Car(h).
On suppose que aI ⊂ t. Soit M = ZG(aI).

Soit ResXM ,zX la transposéee de l’application de prolongement PX,zXM déefinie dans le para-
graphe 3.

Alors, pour tout (λ, y) ∈ T̂I−reg et pour tout z ∈ Wa, la distribution ResXM ,zX θ(λ, y, ψ)
est une combinaison linéeaire finie des distributions θ(XM , wλ, t, ψ) déefinies sur XM oùu
w ∈ WG(t) et t ∈ Wt.

Déemonstration: On note γg,m l’injection de Z(g) dans Z(m) et γm,t l’isomorphisme
d’Harish-Chandra de Z(m) dans S(tC)WM (t). Pour tout z ∈ Z(g), on a alors

γg,m(z).ResXM ,zX θ(λ, y, ψ) = ResXM ,zX z.θ(λ, y, ψ) = γt(z)(iλ)ResXM ,zX θ(λ, y, ψ). Par un
argument classique (voir les déemonstrations des lemmes I7.14 et I7.17 de [V]), la dis-
tribution ResXM ,zX θ(λ, y, ψ) est donc somme de distributions propres pour les caractèeres
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z → γm,t(z)(iwλ) oùu w ∈ WG(t). Comme aI ⊂ t, l’algèebre t est une sous-algèebre de Cartan
compacte de m ∩ h. En utilisant la base de distributions sphéeriques sur XM pour de tels
caractèeres ([H6] corollaire 2.3), on obtient le réesultat voulu.

Lemme 6.10 Soit A et B dans Car(X) tels que aR ⊂ bR. Soit ξ = (λ, y) ∈ B̂. On
note L = ZG(aR) et XL = L/L ∩H. On rappelle que l’application de restriction RXLX de
fonctions orbitales est déefinie au paragraphe 3.

Soit F (XL, λ, y, ψ) la fonction orbitale véerifiant les propriéetées du théeorèeme 5.3 sur XL.
Alors, on a

RXLX Fξ =
∑

w∈W y
H(b)/W y

(L∩H)
(b)

εI(w)F (XL, w−1.ξ)

Déemonstration: On suppose tout d’abord que λ ∈ Γ∗b reg + b∗I . On note F = RXLX Fξ.
Soit γg,l l’injection canonique de Z(g) dans Z(l). Pour tout u ∈ Z(g), on a γg,l(u).F =
γb(u)(iλ)F . Comme dans le lemme préecéedent, on obtient que F est somme de fonctions
orbitales propres pour les caractèeres z → γl,b(iwλ) pour w ∈ WG(b). Par le théeorèeme
d’unicitée, il suffit donc de prouver l’éegalitée des deux fonctions orbitales considéeréees sur
Breg. Ceci s’obtient par simple calcul. La construction de Fξ pour ξ ne véerifiant aucune
condition de réegularitée (voir paragraphe 4) permet d’obtenir ce réesultat pour tout ξ.

Lemme 6.11 On suppose que h admet une sous-algèebre de Cartan déeployéee a. Soit A le
sous-ensemble de Cartan de X associée àa a. Soit B ∈ Car(X) et soit ξ ∈ B̂I−reg. Alors pour

tout Ψ ∈ S(Â), l’intéegrale
∫
X θξ(x)F̃

[A]
Ψ (x)dx est convergente. On la note < θξ, F̃

[A]
Ψ >.

Si B /∈ [A] on a alors < θξ, F̃
[A]
Ψ >= 0.

Déemonstration: D’aprèes la propriéetée 6.3, la fonction θξ /Xreg est bornéee. De plus, d’aprèes
le lemme 6.7, pour tout r > 0, il existe une constante Cr > 0 et un entier k > 0 tels que,
pour tout x ∈ Xreg et pour tout µ ∈ Γ∗a reg, l’on ait

| θξ(x)F (µ)(x) |≤ Cr(1+ ‖ µ ‖)k
(1+ | x |)r

On obtient donc que l’intéegrale
∫

X
θξ(x)F (µ)(x)dx est convergente, on la note

< θξ, F (µ) >. D’autre part, comme Ψ ∈ S(Â), l’intéegrale
∫

X
θξ(x)F̃

[A]
Ψ (x)dx converge

et vaut
∑
µ∈Γ∗a

< θξ, F (µ) > Ψ(µ) (en utilisant le théeorèeme de Fubini).

Nous allons prouver que, pour tout µ ∈ Γ∗a, pour tout ξ ∈ B̂I−reg, on a < θξ, F (µ) >=
0.

On note u →t u l’antiautomorphisme principal de Z(g). Soit z ∈ Z(g). Soit ξ =

(λ, y) ∈ B̂I−reg. On a F̃
[A]
Ψ ∈ I(X)∞ et bien que F̃

[A]
Ψ /∈ I(X), comme | DX |−1/2 θξ est

une distribution sphéerique, on a tout de mêeme

< z.θξ, F̃
[A]
Ψ >=< θξ,

t z.F̃
[A]
Ψ >
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On obtient ainsi

∑

µ∈Γ∗a

< θξ, F (µ) > (γb(z)(iλ)− γa(tz)(iµ))Ψ(µ) = 0

Ceci éetant valable pour tout Ψ ∈ S(Â), on obtient que pour tout µ ∈ Γ∗a, pour tout
ξ ∈ B̂I−reg et pour tout z ∈ Z(g), on a

< θξ, F (µ) > (γb(z)(iλ)− γa(tz)(iµ)) = 0

Maintenant, les caractèeres z → γb(z)(iλ) et z → γa(tz)(iµ) de Z(g) ne cöııncident que
pour un nombre fini de valeurs de λ ([Bou2] chapitre 8, paragraphe 8, 5 corollaire 1). On
obtient donc que < θξ, F (µ) >= 0 presque partout. Il est facile de voir que cette éegalitée
est valable pour tout µ ∈ Γ∗a et pour tout ξ ∈ B̂I−reg.

Lemme 6.12 On suppose que a est une sous-algèebre de Cartan de type déeployéee de h,
c’est-àa-dire que aI est central dans h. Soit B ∈ Car(X) et ξ ∈ B̂I−reg. Alors, pour tout

Ψ ∈ S(Â), l’intéegrale < θξ, F̃
[A]
Ψ >=

∫
X θξ(x)F̃

[A]
Ψ (x)dx est convergente. Si B /∈ [A] alors

on a < θξ, F̃
[A]
Ψ >= 0.

Déemonstration: Soit G1 le groupe déerivée de G et G0 = exp(aR)CG1. On pose X0 =
G0/G0 ∩ H. Par hypothèese sur h, on peut éecrire X = exp iaI .X0. Soit µ = µ0 + µ1 ∈
Γ∗a + a∗I . Pour x = exp iX.x ∈ X, on a alors (par construction) F (µ0 + µ1)(x) =
ei<µ1,X>F (X0, µ0)(x0).

On note ξ = (λ, y) et on éecrit λ = λ1 + λ0 avec λ1 ∈ b∗I et λ0 ∈ Γ∗b. On a alors

θ(λ, y)(exp iX.x0) = ei<λI ,X>θ(X0, λ0, y)(x0). Pour Ψ0 ∈ S(Γ∗a), on note F̃
[A],X0

Ψ0
=∑

µ0∈Γ∗a
F (X0, µ0)Ψ0(µ0). Par conséequent, pour tout Ψ = Ψ0 ⊗ Ψ1 ∈ S(Γ∗a) ⊗ S(a∗I),

on a F̃
[A]
Ψ0⊗Ψ1

(exp iX.x0) = F̃
[A],X0

Ψ0
(x0)Ψ̂1(X) oùu Ψ̂1 déesigne la transforméee de Fourier de

Ψ1.

On obtient ainsi que
∫

X
θ(λ, y)(x)F̃

[A]
ψ (x)dx est convergente et vaut< θ(X0, λ0, y), F̃

[A],X0

Ψ0
>

Ψ1(−λ1). De plus, par lemme préecéedent, si [B] 6= [A], on a < θ(λ, y), F̃
[A]
Ψ >= 0. Comme

S(Γ∗a)⊗ S(a∗I) est dense dans S(Â) et l’application Ψ→ F̃
[A]
Ψ est continue, on obtient le

réesultat voulu.

Proposition 6.13 Soit A et B dans Car(X) . Soit ξ ∈ ÂI−reg, z ∈ Wb et Ψ ∈ S(B̂).

Alors l’intéegrale
∫

X
θξ(x)F̃

[B]
Ψ (x)dx existe. On la note < θξ, F̃

[B]
Ψ >.

Si [A] 6= [B], alors pour tout ξ ∈ ÂI−reg, on a < θξ, F̃
[B]
Ψ >= 0.

Déemonstration: Soit C ∈ Car(X) et x ∈ Creg. On a θξ(x) = 0 si [C] 6≥ [A] et F̃
[B]
Ψ (x) = 0

si [C] 6≤ [B]. Donc, si [A] 6≤ [B] alors pour tout x ∈ Xreg, on a θξ(x)F̃
[B]
Ψ (x) = 0 et le

lemme est imméediat.
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On suppose donc que [A] ≤ [B]. Dans ce cas, l’intéegrale
∫

X
θξ(x)F̃

[B]
Ψ (x)dx converge

puisque θξ est bornéee sur Xreg (propriéetée 6.3) et pour tout C ∈ Car(X), on a F̃
[B]
Ψ /Creg

∈
S(Creg) (lemme 6.8 (ii)).

On note ξ = (λ, y). Par déefinition, on a θξ = indXXLθ(XL, λ, y, ψ) oùu L = ZG(aR) et
XL = L/L ∩ H. Maintenant, en utilisant l’expression de θξ sur chaque sous-ensemble
de Cartan de X ([H3] corollaire 2.4) et la formule d’intéegration de Weyl, on obtient que

(déemonstration du mêeme type que celle de [H3] corollaire 2.4), bien que F̃
[B]
Ψ ne soit pas

dans I(X), on a

< θξ, F̃
[B]
Ψ >=< θ(XL, λ, y, ψ), RXLX F̃

[B]
Ψ >

Or, on a RXLX F̃
[B]
Ψ =

∫
B̂ R

XL
X FηΨ(η) dη. En utilisant le lemme 6.10, on se ramèene àa déemon-

trer la proposition lorsque la sous-algèebre de Cartan a est de type compact. C’est ce que
l’on supposera dans la suite.

Avec les notations utiliséees préecéedemment, on a F (µ, z) = PX zXM F (XM , µ, z). On note

alors F̃
[B],XM
Ψ =

∫
B̂0
F (XM , µ, z)Ψ(µ)d0µ et il suffit donc de prouver que, si [A] 6= [B],

alors pour tout ξ ∈ ÂI−reg, on a < θξ, P
X,z
XM F̃

[B],XM
Ψ >= 0 . De mêeme que préecéedemment,

en utilisant la formule d’intéegration de Weyl et la déefinition de PX,zXM , on obtient que

< θξ, P
X,z
XM F̃

[B],XM
Ψ >=< ResXM ,zX θξ, F̃

[B],XM
Ψ >. En utilisant le lemme 6.9, il suffit de

prouver que, si [A] 6= [B], alors pour tout (λ, y) ∈ ÂI−reg, on a

< θ(XM , λ, y, ψ), F̃
[B],XM
Ψ >= 0

Ceci déecoule du lemme 6.12

Pour k ∈ N, on note Cark(X) l’ensemble des A ∈ CarX tels que la sous-algèebre de
Cartan a associéee àa A véerifie dim (aR ∩ [h, h]) = k et [Cark(X)] l’ensemble des classes
modulo H de Cark(X). Pour j ≥ −1, on note Ij(X)∞ l’ensemble des fonctions Φ ∈ I(X)∞

telles que, pour tout l > j et pour tout A ∈ Carl(X), l’on ait Φ/Areg = 0.

Lemme 6.14 Soit Φ ∈ I(X)∞ et soit k le plus petit entier tel que Φ ∈ Ik(X)∞. Soit
A ∈ Cark(X). On suppose que bψΦ/A ∈ S(A).

(i) pour tout ξ ∈ ÂI−reg, l’intéegrale
∫

X
θξ(x)Φ(x)dx converge. On la note < θξ,Φ >.

De plus, pour tout y ∈ Wa, la fonction Ψy(λ) =< θ(−λ, y),Φ > appartient àa S(Â).
(ii) pour tout x ∈ Xreg, la somme

F
[A]
Φ (x) =

∫

Â0

∑

w∈W−1
a

∑

y∈Wa

F (w.λ, y)(x) < θ(−w.λ, y),Φ > d0λ

est convergente et on a F
[A]
Φ = |WG(a)|

|WH(a)|
∑
y∈Wa

F̃
[A]
Ψy

.

(iii) pour tout a ∈ Areg, on a F
[A]
Φ (a) =| WG(a) | Φ(a).

40



                

Déemonstration: Soit A ∈ Cark(X) et ξ ∈ ÂI−reg. Soit B ∈ Car(X) et soit x ∈ Breg.
Par construction, on a θξ(x) 6= 0 si et seulement si [B] ≥ [A]. Pour un tel B, comme
Φ ∈ Ik(X)∞, on a Φ(x) 6= 0 si et seulement si [B] = [A]. Il suffit donc de prouver que

l’intéegrale
∫

A
θξ(x)Φ(x)dx est convergente. Or la fonction θξ est bornéee sur Areg (propriéetée

6.3). D’autre part, pour r > dim aI , l’intéegrale
∫

A

1

(1+ | x |)r dx est convergente. Par la

relation de croissance véerifiéee par Φ, on obtient la convergence de
∫

X
θξ(x)Φ(x)dx.

D’autre part, notons ξ = (λ, y). On a alors :
∫

A
θξ∗(a)Φ(a)da =

∑

z∈WH(a).y

∫

aΓ

θξ∗(exp iX.z)Φ(exp iX.z)daX

=
∑

u∈WH(a)/W y
H(a)

∫

aΓ

θ(λ, y)(exp iX.uy)Φ(exp iX.uy)daX

=
∑

u∈WH(a)/W y
H(a)

∑

v∈W y
H(a)

εI(v)ξρψ(y)
∫

aΓ

e−i<v.λ,u
−1.X+Yv>(bψΦ)(exp iu−1X.y)daX

=
∑

u∈WH(a)/W y
H(a)

∑

v∈W y
H(a)

ξρψ(y)
∫

aΓ

εI(v)e−i<λ,X+v−1Yv>(bψΦ)(exp ivX.y)daX

Comme exp iv.X.y = vexp i(X + Yv−1).y, on a bψ(exp ivX.y) = εI(v)bψ(exp i(X +
Yv−1).y). Comme Yv−1 = v−1Yv modulo Γa, on obtient

∫

A
θξ∗(a)Φ(a)da =| WH(a) | ξρψ(y)

∫

aΓ

e−i<λ,X>(bψΦ)(exp iX.y)daX

En particulier, en utilisant la propriéetée 5.2 véerifiéee par bψ, pour tout u ∈ WH(a), on a
< θ(−u.λ, y),Φ >= εI(u) < θ(−λ, u−1y),Φ >.

Par hypothèese, on a bψΦ/A ∈ S(A), et donc il est clair que Ψy ∈ S(Â). Le lemme 6.8
(i) assure que

F
[A]
Φ =

∑

w∈W−1
a

∑

y∈Wa

∫

Â0

F (w.λ, y)Ψy(w.λ)d0λ =
| WG(a) |
| WH(a) |

∑

y∈Wa

F̃
[A]
Ψy

La fonction bψF
[A]
Φ est continue sur A et on a

(bψF
[A]
Φ )(x) =

∫

Â

∑

w∈W−1
a

(bψFw.ξ)(x) < θw.ξ∗ ,Φ > dξ

Si x = exp iX.z avec z ∈ Wa, on obtient

(bψF
[A]
Φ )(x) =

∫

Â0

∑

w∈W−1
a

∑

y∈WH(a).z

(bψF (wλ, y, ψ))(x) < θ(−wλ, y, ψ),Φ > d0λ
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=
∫

Â0

∑

w∈W−1
a

∑

u∈WH(a)/W z
H(a)

(bψF (wλ, uz, ψ))(x) < θ(−wλ, uz, ψ),Φ > d0λ

Comme pour u ∈ WH(a), on a F (wλ, uz, ψ)(x) < θ(−wλ, uz, ψ),Φ >= F (u−1wλ, z, ψ)(x) <
θ(−u−1wλ, z, ψ),Φ >, on obtient

(bψF
[A]
Φ )(x) =

∫

Â0

∑

w∈W z
H(a)\WG(a)

(bψF (wλ, z, ψ))(x) < θ(−wλ, z, ψ),Φ > d0λ

=
∫

Â0

∑

w∈W z
H(a)\WG(a)

∑

u∈W z
H(a)

ξρψ(z)εI(u)ei<uwλ,X+Zu> < θ(−wλ, z, ψ),Φ > d0λ

Or, pour u ∈ W z
H(a), on a

< θ(−uwλ, z, ψ),Φ >= εI(u) < θ(−wλ, u−1z, ψ),Φ >

= εI(u) < θ(−wλ, exp iu−1Zuz, ψ),Φ >= εI(u)e−i<wλ,u
−1Zu> < θ(−wλ, z, ψ),Φ >

On en déeduit, en utilisant la formule d’inversion de Fourier sur a, que l’on a

(bψF
[A]
Φ )(x) =| WG(a) |

∫

Â0

ei<λ,X>
∫

aΓ

e−i<λ,Y >(bψΦ)(exp iY.z) daY d0λ

=| WG(a) | (bψΦ)(exp iX.z)

Ceci achèeve la déemonstration du lemme.

Théeorèeme 6.15 Soit Φ ∈ I(X). On a la formule suivante

Φ =
∑

A∈[Car(X)]

1

| WG(a) |F
[A]
Φ

=
∑

A∈[Car(X)]

1

| WG(a) |
∫

Â

∑

w∈W−1
a

Fw.ξ < θw.ξ∗ ,Φ > dξ

Déemonstration: Soit n le plus petit entier tel que Φ ∈ In(X)∞. Pour k ≤ n, on pose

Φk = Φ−
n∑

j=n−k

∑

A∈[Carj(X)]

1

| WG(a) |F
[A]
Φ . On va déemontrer par réecurrence sur k, les trois

assertions suivantes :
Hk(1) Φk ∈ In−k−1(X)∞,
Hk(2) pour tout j ≤ n − k − 1, pour tout B ∈ Carj(X) et pour tout ξ ∈ B̂I−reg,

l’intéegrale
∫

X
θξ(x)Φk(x)dx est convergente. On la note < θξ,Φk >.

On a alors < θξ,Φk >=< θξ,Φ >,
Hk(3) pour tout A ∈ Car(X), on a Φk /Areg ∈ S(Areg).
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On suppose tout d’abord k = 0. Par hypothèese sur Φ et construction des F
[A]
Φ , il est

clair que Φ0 ∈ In(X)∞.
Soit B ∈ Carn(X). On veut prouver que Φ0/Breg = 0. Par construction, on a

(
∑

A∈[Carn(X)]

1

| WG(a) |F
[A]
Φ )/Breg =

1

| WG(b) |F
[B]
Φ /Breg

Par le lemme 6.14 (iii), on a (F
[B]
Φ )/Breg =| WG(b) | Φ/Breg . On obtient donc Φ0 ∈

In−1(X)∞.

Soit j ≤ n − 1, soit B ∈ Carj(X) et ξ ∈ B̂I−reg. Par la proposition 6.13 et le lemme

6.14 (ii), l’intéegrale
∫

X
θξ(x)Φ0(x)dx converge et vaut < θξ,Φ >. On obtient donc H0(2).

L’assertion H0(3) déecoule des lemmes 6.14 (ii) et 6.8 (ii) puisque Φ ∈ I(X).

On suppose l’hypothèese de réecurrence vraie jusqu’au rang k − 1. On a alors

Φk = Φk−1 −
∑

A∈[Carn−k(X)]

1

| WG(a) |F
[A]
Φ

Comme par hypothèese de réecurrence, on a Φk−1 ∈ In−k(X)∞ et pour tout A ∈ Carn−k(X),

on a F
[A]
Φ ∈ In−k(X)∞, on obtient Φk ∈ In−k(X)∞.

Soit B ∈ Carn−k(X). On a éegalement

(
∑

A∈[Carn−k(X)]

1

| WG(a) |F
[A]
Φ )/Breg =

1

| WG(b) |F
[B]
Φ /Breg

Comme la fonction Φk−1 véerifie la condition de croissance Hk−1(3), on peut appliquer le

lemme 6.14 (iii) àa Φk−1. On obtient ainsi (F
[B]
Φk−1

)/Breg =| WG(b) | (Φk−1)/Breg .

Maintenant par Hk−1(2), pour tout ξ ∈ B̂I−reg, on a < θξ,Φk−1 >=< θξ,Φ > et donc

F
[B]
Φ = F

[B]
Φk−1

. On en déeduit donc que (Φk)/Breg = 0 ce qui donne Hk(1).

Soit j ≤ n− k − 1, B ∈ Carj(X) et ξ ∈ B̂I−reg. Par Hk−1(2) appliquéee àa Φk−1, on a

< θξ,Φk−1 >=< θξ,Φ > et pour tout A ∈ Carn−k(X), on a < θξ, F
[A]
Φ >=< θξ, F

[A]
Φk−1

>.
L’assertion Hk(2) déecoule alors de la proposition 6.13 et du lemme 6.14 (ii) appliquées àa
Φk−1.

La fonction Φk−1 véerifie la condition de croissance Hk−1(3) et par Hk(2), on a F
[A]
Φ =

F
[A]
Φk−1

pour tout A ∈ Carn−k(X). L’assertion Hk(3) déecoule alors des lemmes 6.8 et 6.14
(ii) appliquéee àa Φk−1.

On considèere maintenant k = n. Dans ce cas, on a Φn ∈ I−1(X)∞. Donc Φn est
identiquement nulle sur Xreg. Ceci est éequivalent àa

Φ =
n∑

j=0

∑

A∈[Carj(X)]

1

| WG(a) |F
A
Φ =

∑

A∈[Car(X)]

1

| WG(a) |F
A
Φ

Ceci achèeve la déemonstration du théeorèeme.
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7 Formule de Plancherel

Dans tout ce paragraphe, on fixe une sous-algèebre de Cartan fondamentale b de h. Soit
∆+ un sytèeme positif de racines de bC dans g tel que, si α est une racine complexe de ∆+

alors α ∈ ∆+. On note ∆+
CP l’ensemble des racines complexes de ∆+ et Σ l’ensemble des

racines imaginaires de ∆+. Soit ΣInc l’ensemble des racines imaginaires non compactes
de Σ.

Pour α ∈ ∆+, on note hα l’éeléement de bC correspondant àa α par la forme de Killing.
Soit ωb =

∏
α∈∆+ hα. Soit B le sous-ensemble de Cartan de X associée àa b.

Lemme 7.1 (i) Soit Ψ ∈ I(X)∞. Alors la fonction ∂(ωb)bΣΨ/Breg se prolonge continu-
ment en eH,

(ii) Soit f ∈ D(X). On a la formule limite suivante :

| WH(b) | (4πi)|∆+|(−1)ΣIncf(eH) = ∂(ωb)bΣM(f)(eH)

Déemonstration: Soit x0 = eH. D’aprèes ([B3], paragraphe 8 et corollaire 2.3.2), il existe
une fonction χx0 , H-invariante et àa support compact modulo H qui vaut 1 au voisinage de
x0. Il suffit donc de prouver que ∂(ωb)(bΣχx0Ψ/Breg) se prolonge continument en x0. Mais
on a χx0Ψ ∈ I(X). Il suffit donc de prouver l’assertion (i) pour Ψ =M(f) avec f ∈ D(X).

Soit V un voisinage ouvert de 0 dans h tel que l’application Exp soit un difféeomor-
phisme de V sur son image. On rappelle que le jacobien J de l’application Exp est donnée
par J(X) = det(sh i ad(X)

i ad(X) /h
).

On déefinit la fonction f̃ sur V par f̃(X) = f(Exp X). Soit Ψb
f̃

l’intéegrale orbitale de

f̃ déefinie par Harish-Chandra. On a alors, pour X ∈ breg,

Ψb
f̃
(X) =

∏

α∈∆+

α(X)
∫

H/ZH(b)
f̃(h.X)dh

Par conséequent, on a

(bΣM(f))(Exp X) =

∏
α∈∆+

CP
| eiα(X) − e−iα(X) | ∏α∈Σ(eiα(X) − e−iα(X))

∏
α∈∆+ α(X)

Ψb
f̃
(X)

Vu l’hypothèese sur ∆+
CP , on a

∏

α∈∆+
CP

| eiα(X) − e−iα(X) |= (−1)|∆
+
CP |/2

∏

α∈∆+
CP

(eiα(X) − e−iα(X))

On a donc
(bΣM(f))(Exp X) = (2i)|∆

+|(−1)|∆
+
CP |/2J(X)1/2Ψb

f̃
(X)

Comme J(X)1/2 est invariant par W (g, bC) et analytique et que la fonction ∂(ωb)Ψb
f̃

se

prolonge continument en O ([V] partie I, Théeorèeme 3.26), on en déeduit que la fonction
∂(ωb)bΣM(f) se prolonge continument en eH.
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De plus, on a

[∂(ωb)J1/2Ψb
f̃
](0) = J(0)1/2∂(ωb)Ψb

f̃
(0) = ∂(ωb)Ψb

f̃
(0)

La formule limite d’Harish-Chandra donne (voir par exemple [D-V] II 1.2)

(−1)|ΣInc|+|∆+
CP |/2

| WH(b) | (2π)
1
2dimh/b

∂(ωb)Ψb
f̃
(0) = f̃(0)

On obtient ainsi

∂(ωb)(bΣM(f))(eH) =| WH(b) | (4πi)|∆+|(−1)ΣIncf(eH)

Soit a ∈ Car(h). On suppose que aI ⊂ bI et bR ⊂ aR (ceci est toujours possible àa
conjugaison par un éeléement de H prèes). On fixe µ ∈ Γ∗a + a∗I .

Soit m = Zg(aI). On note Σm
Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de

Σ∩∆(m, bC). On fixe X0 ∈ aI tel que m = Zg(X0) et on pose u =
∑

∆(g,aC); iα(X0)>0

gα. On

suppose en outre que ∆I(u, bC) ⊂ Σ. Soit ψ = ∆+
I (u, aC). On note wµ l’éeléement de ZG(aR)

tel que wµ.ψ soit l’ensemble des racines imaginaires α de aC véerifiant −iµ(hα) > 0. Pour
α ∈ ∆(g, aC), on note hα l’éeléement de aC correspondant àa α par la forme de Killing et on
pose ωa =

∏
α∈∆+(g,aC)hα.

Proposition 7.2 On a

∂(ωb)(bΣF (µ, eH, ψ))(eH) = s(b, a) | ωa(µ) |

oùu s(b, a) =| WH(b) | (−1)
|∆+
CP
|−|∆+

CP
(m,bC|

2 ε(wµ)(−1)|ψ|(i)|∆
+
m(a)|(−1)|Σ

m
Inc|

Déemonstration: On suppose tout d’abord que µ ∈ (Γ∗a + a∗I)reg. Soit X ∈ b. Par déefini-
tion, on a

F (µ, eH, ψ)(Exp X) =
∑

h∈H∩M\NXMH (Exp X)

F (XM , µ)(Exp h.X)du(Exp h.X)

Si h ∈ N XMH (Exp X) alors h.b ∈ Car(m ∩ h). Les sous-algèebres b et h.b sont deux sous-
algèebres de Cartan fondamentales de m∩h, elles sont donc M ∩H conjuguéees. On obtient
ainsi :

F (µ, eH, ψ)(Exp X) =
∑

h∈WH∩M (b)\WH(b)

F (XM , µ)(Exp h.X)du(Exp h.X)

Or, pour h ∈ WH(b), on a bΣ(Exp h.X) = εI(h)bΣ(Exp X). Maintenant, si α ∈ ∆+
CP et

h ∈ WH(b) sont tels que h.α ∈ −∆+
CP alors α ∈ ∆+

CP et h.α = h.α ∈ −∆+
CP . On obtient

donc εI(h) = ε(h).
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D’autre part, on a supposée que ∆I(u, bC) ⊂ Σ. Si on note Σm = Σ ∩ ∆(m, bC), on a
donc bΣdu = bΣm

.
On obtient ainsi

(bΣF (µ, eH, ψ))(Exp X) =
∑

h∈WH∩M (b)\WH(b)

ε(h)(bΣm
F (XM , µ))(Exp h.X)

et donc

∂(ωb)(bΣF (µ, eH, ψ))(eH) =
| WH(b) |
| WH∩M(b) |∂(ωb)(bΣm

F (XM , µ))(eH)

On éecrit ωb = ωm
b P oùu ωm

b =
∏
α∈∆+(m,bC)hα et P =

∏
α∈∆+−∆+(m,bC)hα. Le polynôome

P est W (m, bC)-invariant. On fixe x ∈ M tel que x.aC = bC. Par conséequent, on a
∂(P )(bΣm

F (XM , µ)/Breg) = P (ixµ)(bΣm
F (XM , µ)/Breg).

Nous allons maintenant calculer ∂(ωm
b )(bΣm

F (XM , µ))(eH). Dans ce qui suit, on fixe
Z ∈ breg tel que bΣm

(Exp Z) = 1.
Pour λ ∈ a∗, on note π(λ) =| det(ad λ)/(h∩m)∗/a∗ |1/2. Par déefinition, on a

F (XM , µ)(Exp Z) = β̂H∩M.Z(µ)π(µ)

On note ∆+
m(a) = x−1.∆+(m, bC). Cet ensemble n’est formée que de racines réeelles. On

pose π+
m,a =

∏
α∈∆+

m(a)α et ωm
a =

∏
α∈∆+

m(a) hα. Soit C une chambre de Weyl de a dans
m ∩ h. Pour tout Y ∈ C, on peut alors éecrire

β̂H∩M.Z(Y ) =
1

π+
m,a(Y )

∑

w∈WM (aC)

d(x, w, C,∆+
m(a))ei<wx

−1.Z,Y >

oùu les d(x, w, C,∆+
m(a)) sont des constantes.

On obtient donc

∂(ωm
b )((bΣm

F (XM , µ))(eH) =
π(µ)

π+
m,a(µ)

ωm
b (ix.µ)

∑

w∈WM (aC)

ε(w)d(x, w, C,∆+
m(a))

Par le choix de ∆+
m(a), on a

π(µ)

π+
m,a(µ)

ωm
b (ix.µ) = (i)|∆

+
m(a)| | ωm

a (µ) |

Maintenant la distribution β̂H∩M.Z est invariante et propre pour l’action de Z(m) sur
m ∩ h. On note ωm

b =
∏
α∈∆+(m,bC)hα et π+

m,b =
∏
α∈∆+(m,bC)α. On a donc ([V] Partie I, 6

Théeorèeme 5)
∂(ωm

a )(π+
m,aβ̂H∩M.Z)(0) = ∂(ωm

b )(π+
m,bβ̂H∩M.Z)(0)

Par l’expression préecéedente, on a

∂(ωm
a )(π+

m,aβ̂H∩M.Z)(0) = ωm
a (ix−1.Z)

∑

w∈WM (aC)

ε(w)d(x, w, C,∆+
m(a))
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On note Σm
Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de bC dans m. D’aprèes

([B1] corollaire 4.2.26), pour tout X ∈ breg, on a

β̂H∩M.Z(X) =
(−1)|Σ

m
Inc|

π+
m,b(X)

∑

w∈WH∩M (b)

ε(w)ei<wZ,X>

Par conséequent, on obtient

∂(ωm
b )(π+

m,bβ̂H∩M.Z)(0) = ωm
b (iZ)(−1)|Σ

m
Inc| | WH∩M(b) |

Comme on a supposée ∆+
m(a) = x−1.∆+(m, bC), on obtient donc

∂(ωm
b )((bΣm

F (XM , µ))(eH) = (i)|∆
+
m(a)| | ωm

a (µ) | (−1)|Σ
m
Inc| | WH∩M(b) |

Considéerons maintenant P (ix.µ) =
∏
α∈∆+−∆+(m,bC) ix.µ(hα).

On note ψµ l’ensemble des racines imaginaires de aC dans g telles que −iµ(hα) > 0 et
soit wµ l’éeléement de ZG(aR) tel que wµ.ψµ = ψ. Comme on a supposée que ∆I(u, bC) ⊂ Σ,
on a x.ψ ⊂ Σ et donc, on peut éecrire x−1.(∆+ −∆+(m, bC)) = wµ.ψµ ∪∆0 ∪∆1 oùu ∆0

est l’ensemble des racines complexes α de aC telles que x.α ∈ Σ et ∆1 est l’ensemble des
racines complexes α de aC telles que x.α ∈ ∆+

CP . De plus, on a ∆0 ⊂ ∆CP (u, aC). Par
conséequent, si α ∈ ∆0 alors −α ∈ ∆0. Dans ce cas, on a

∏
α∈∆0

iµ(hα) =| ∏α∈∆0
µ(hα) |

Vu le choix de ∆+
CP , il existe X1 ∈ bR tel que ∆+

CP soit l’ensemble des racines de
bC dans g telles que α(X1) > 0. Par conséequent si α ∈ ∆1 alors α ∈ ∆1 et donc∏
α∈∆1

iµ(hα) = (−1)|∆1|/2 | ∏α∈∆1
iµ(hα) |. Si α ∈ ∆+

CP alors soit x−1.α est une ra-
cine réeelle de a et dans ce cas α ∈ ∆+(m, bC), soit x−1.α est une racine complexe de aC .
On a donc | ∆1 |=| ∆+

CP | − | ∆+
CP (m, bC) |. On obtient donc

P (ix.µ) = (−1)
|∆+
CP
|−|∆+

CP
(m,bC)|

2 (−1)|ψ|ε(wµ) | P (µ) |

Finalement, on a donc
∂(ωb)(bΣF (µ, eH, ψ)(eH)

=| WH(b) | (−1)
|∆+
CP
|−|∆+

CP
(m,bC)|

2 ε(wµ)(−1)|ψ|(i)|∆
+
m(a)|(−1)|Σ

m
Inc| | ωa(µ) |

En utilisant la construction de F (XM , µ) pour des valeurs non réegulièeres, on obtient que
ce réesultat est valable pour µ non réegulier.

Lemme 7.3 On rappelle que θ est une involution de Cartan de g commutant àa σ. Soit
K0 = K ∩ H le sous-groupe compact maximal de H fixée par θ. Soit h = k0 + p0 la
déecomposition de Cartan de h relative àa θ. Soit a une sous-algèebre de Cartan θ-stable
de h et soit M = ZH(a ∩ k0). Soit ∆Inc et ∆CP respectivement l’ensemble des racines
imaginaires non compactes et complexes de aC dans g. On a alors

| ∆Inc | +
| ∆CP |

2
= dim(H/K0)− dim(M/M ∩K0)
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Déemonstration: On a h = m+(
∑
α∈∆I

gα+
∑
α∈∆CP

gα)∩h. On pose n = (
∑
α∈∆CP

gα)∩h.
Cette algèebre est θ-stable. On choisit un systèeme positif ∆+ de racines tel que si on note
n+ = (

∑
α∈∆+

CP
gα)∩h, on a alors n = n+ +θ(n+). De plus, les applications X → X+θ(X)

et X → X − θ(X) sont des injections de n+ dans respectivement n ∩ k0 et n ∩ p0. On
obtient ainsi

dim n+ ≤ dim(n ∩ k0) et dim n+ ≤ dim(n ∩ p0)

Comme on a clairement dim n = 2dim n+ = dim(n ∩ k0) + dim(n ∩ p0), on obtient
| ∆+

CP |= dim n+ = dim(n ∩ p0).
D’autre part, on a | ∆Inc |= dim(

∑
α∈∆I

gα) ∩ p0.
On obtient ainsi

dimp0 − dimm ∩ p0 =| ∆Inc | + | ∆+
CP |

Ceci achèeve la déemonstration du lemme.

Soit a ∈ car(h). Soit µ ∈ Γ∗a +a∗I−reg. On note ψµ l’ensemble des racines imaginaires α
de aC telles que −iµ(hα) > 0. Soit ψInc l’ensemble des racines imaginaires non compactes
de ψµ. On rappelle que la fonction géenéeraliséee

C(µ) = (−1)|ψInc|(i)|ψµ|Θ(−µ, eH, ψµ)

est de type positif ([D] théeorèeme 3, [H6] théeorèeme 5.1 et proposition 6.4).

Théeorèeme 7.4 (Formule de Plancherel) Pour tout f ∈ D(X), on a

f(eH) =
∑

a∈[Carh]

ca
∑

µ∈Γ∗a

∫

λ∈a∗I

∑

w∈W−1
a

< C(w(µ+ λ)), f >| det(ad(µ+ λ)/h∗/a∗) |1/2 dIλ

oùu ca =
1

(4π)
1
2dimg/b

1

vol(Γa) | WG(a) |
Déemonstration: On pose Φ =M(f) Par le théeorèeme 6.15, on a

Φ =
∑

[A]∈[Car(X)]

1

| WG(a) |F
[A]
Φ

Soit A ∈ [Car(X)]. Par la relation 6.3, il est clair que l’on a

∂(ωb)(bΣF
[A]
Φ )(eH) =

∫

Â0

∑

w∈W−1
a

∑

y∈Wa

∂(ωb)(bΣF (w.λ, y, ψ))(eH) < θ(−w.λ, y, ψ),Φ > d0λ

Soit (λ, y) ∈ Â et soit X ∈ breg. Reprenons la construction par prolongement de
F (λ, y, ψ) (théeorèeme 5.8). La sous-algèebre b est éegalement une sous-algèebre de Cartan
fondamentale de hy. On a donc

F (λ, y, ψ)(Exp X) =
∑

h∈WHy (b)\WH(b)

F (Xy, λ, eHy, ψy)(exp ih.X.y) dv(Exp h.X)
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Maintenant, on a F (Xy, λ, eHy, ψy)(exp ih.X.y) 6= 0 si et seulement si, il existe v ∈ Hy

tel que v.b ∈ Car(m ∩ h) et v.y = y ∈ XM . Or par construction, on a Wa ∩ XM = {eH}.
On obtient ainsi que si y 6= eH alors F (λ, y, ψ)(Exp X) = 0.

On a donc

∂(ωb)(bΣF
[A]
Φ )(eH) =

∫

Â0

∑

w∈W−1
a

∂(ωb)(bΣF (w.λ, eH, ψ))(eH) < Θ(−w.λ, y, ψ), f > d0λ

En utilisant le lemme 7.1 et la proposition 7.2, on obtient alors

(4π)|∆
+|f(eH)

=
∑

a∈[Car(h)]

s(a)

| WG(a) | vol(Γa)

∑

µ∈Γ∗a

∫

λ∈a∗I

∑

w∈W−1
a

< C(w(µ+ λ)), f >| ωa(µ+ λ) | dIλ

oùu s(a) = (−1)
|∆+
CP
|−|∆+

CP
(m,bC)|

2 (−1)|ψ|(i)|∆
+
m(a)|(−1)|Σ

m
Inc|(−1)|ΣInc|(−i)|∆+|(−1)|ψInc|(−i)|ψ|.

On a donc s(a) = (−1)
|∆+
CP
|−|∆+

CP
(m,bC)|

2 (−1)|∆
+
CP (g,aC)|/2(−1)|ΣInc|(−1)|Σ

m
Inc|(−1)|ψInc|. D’aprèes

([W] page 225), on a (avec les notations du lemme préecéedent)

| ΣInc | + |∆
+
CP |
2

= 1
2
[dim H/K0 − rg H + rg K0]

et | Σm
Inc | +

|∆+
CP (m,bC)|

2
= 1

2
[dim M ∩H/M ∩K0 − rg M ∩H + rg M ∩K0].

Or il est clair que rg(H ∩ M) = rg(H) et rg(K0) = rg(K0 ∩ M). On a donc
1
2
[dim H/K0 − dim M ∩ H/M ∩ K0] =

|∆+
CP |−|∆

+
CP (m,bC)|

2
+ | ΣInc | − | Σm

Inc |. Le
lemme préecéedent assure alors que s(a) = 1 ce qui achèeve la déemonstration du théeorèeme.
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