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Introduction

Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe, simplement connexe, défini et
déployé sur R. On identifie G a I’ensemble de ses points complexes. On note o la
conjugaison par rapport a sa forme réelle déployée Gr. On note g I’algebre de Lie de
G.

L’analyse harmonique sur G/Gp présente des similitudes avec celle sur Gg car
I’espace tangent a G/GR en eGpR est isomorphe a igp et 1’algebre des opérateurs
différentiels G-invariants sur G/Gp est isomorphe au centre Z(g) de 1’algebre en-
veloppante de g et donc (par I’'isomorphisme d’Harish-Chandra) a I’algébre des opé-
rateurs différentiels Ggr-invariants sur Gg. Ceci est a la base des constructions et
études des distributions sphériques et des fonctions orbitales (fonctions vérifiant des
propriétés analogues a celles des intégrales orbitales, notion qui sera précisée ulté-
rieurement) sur G/Gpr données par le premier auteur dans [H1] et [H3]. La multipli-
cation par i entre gr et igr transforme les éléments elliptiques en éléments hyper-
boliques et vice-versa. Ce phénomene est appelé dualité par S. Sano ([Sa]). Par les
travaux de A. Bouaziz ([B2]), il apparait également que les fonctions orbitales propres
sous 1’action des opérateurs Gp-invariants sur GR sont construites sur un modele ana-
logue a celui des distributions sphériques sur G/ Gp et celles sur G/ Gp sur un modele
similaire a celui des distributions propres invariantes sur GR.

Lorsque le groupe Gpr admet de plus un sous-groupe de Cartan compact,
A. Bouaziz a précisé dans [B3] cette dualité entre 1’espace symétrique G/GrR et le
groupe G ce qui permet de comprendre 1’analogie qu’il existe entre les différentes
constructions.

Dans cet article, nous ne supposons plus que la forme réelle Gg admet un sous-
groupe de Cartan compact. Nous introduisons alors la forme réelle ~ Gr quasi-déployée
ayant une série discrete (définie a conjugaison pres) de G, appelée groupe renversé de
GR, telle que I’on puisse obtenir une dualité analogue a celle de A. Bouaziz entre les
espaces ~ G et G/Gr. Lorsque le groupe Gr admet un sous-groupe de Cartan com-
pact, on a alors “Gr = GpR et on retrouve la dualité de A. Bouaziz. Cette idée a été
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introduite par le deuxieme auteur dans sa these pour le groupe Gr = Sl(n, R) ([P]).
On a alors “Gg = SU([%], [%]) ol [x] désigne la partie entiere de x.

On note ¢’ la conjugaison de G relativement au groupe renversé. Nous montrons
qu’il existe une bijection entre I’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes
de Cartan de G et I’ensemble des classes de conjugaison de sous-groupes de Cartan
de G? qui renverse 1’ordre d’Hirai défini sur ces classes de conjugaison (1.3.1 et 1.4.2).

Précisons maintenant cette dualité. On note M la composante connexe de
I’identité de I’ensemble des x € G tels que o (x) = x~L. La variété M est isomor-
phe & G/G° par I'application x — xo(x)~!. Soit (X,7) = (M, o) ou (G"/, o).
L orbite stable w, d’un élément régulier x de X (on notera x € X, ) est la trace sur X
de son orbite sous I’action adjointe de G. On munit chaque orbite stable d’une mesure
G'-invariante i, (convenablement normalisée).

Pour f une fonction de classe C* a support compact sur X, on appelle intégrale
orbitale stable de f la fonction définie sur X, ., par ./\/lggt( F)(x) = ux(f). Elle est
constante sur les orbites stables. On note Z5 (X) I’espace des intégrales orbitales sta-
bles. Les éléments de Z:' (X) sont caractérisés par quatre propriétés dont une condition
sur le support (voir [B1] pour X = G°' et [H2] pour X = M). On appelle fonction
orbitale stable une fonction de classe C*° sur X ¢g, constante sur les orbites stables qui
vérifie les mémes propriétés que les intégrales orbitales stables hormis la condition de
support. On note Z*°% (X) ’espace de telles fonctions.

Lespace Dist (X)S" des distributions stables est 1’adhérence dans Dist (X) (espace
des distributions sur X), pour la topologie faible, du sous-espace engendré par les dis-
tributions f > u,(f) lorsque x parcourt X,.,. D’apres ([B1] pour X = G et [H2]
pour X = M), le dual Z2"(X)" de Z5' (X) est isomorphe a Dist (X)*.

Les propriétés du groupe renversé permettent d’obtenir une correspondance bijective
¢ entre I’ensemble des orbites stables des éléments réguliers de G° et I'ensemble des
orbites stables des éléments réguliers de M (prop. 1.5.4). Cette correspondance permet
de construire des applications explicites u de Z%°%'(G°') dans I3 (M) ~ Dist (M)*
d’une part et v de Z°°*' (M) dans IC”(G"/)’ ~ Dist (G )*" dautre part (Thm 3.1.3).

Le centre Z(g) de I’algébre enveloppante de g agit comme algebre d’opérateurs
différentiels sur les espaces Z°°%(X) (pour X = M ou G°') et les applications u et
v commutent a cette action. Les restrictions de u et v aux sous-espaces propres de
I8t (G",) et Z°°7 (M) correspondant a un caractére régulier de Z(g) sont alors des
bijections sur leur image (prop. 3.1.4). Nous en déduisons des théorémes d’unicité
dans Dist(X)% (pour X = M ou G"/) et précisons les images de fonctions orbitales
stables particulieres propres sous 1’action de Z(g) (construites a partir des fonctions
orbitales propres intervenant dans les formules d’inversion de [B2] et [H3]).
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1 Groupe renversé

1.1 Notations

Si M est une variété différentiable, on note C°(M) ’espace des fonctions de classe
C° a support compact sur M et Dist (M) 1’espace des distributions sur M. Si N est
une partie de M et si f est une fonction sur M, on notera f|y sa restriction a N.

Si X est un ensemble fini, on note | X | son cardinal.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V* son dual et V¢
son complexifié. L’algebre symétrique S(V¢) de V¢ sera identifiée a 1’algebre des
opérateurs différentiels a coefficients complexes sur V. Pour u € S(V(), on notera
d(u) I’opérateur différentiel correspondant.

Si V est un espace vectoriel topologique, on note V’ son dual topologique.

Dans tout ce qui suit, on suppose que G est un groupe algébrique semi-simple,
connexe et simplement connexe, défini et déployé sur R. On I’identifie a ’ensemble
de ses points complexes. On note g son algebre de Lie. On désigne par o la conjugaison
de G relativement a sa forme réelle déployée GR.

Si T est un automorphisme de G, on notera par la méme lettre 7 sa différentielle
sur g et G désignera I’ensemble des points de G fixés par t. On notera Ad 1’action
adjointe de G (sur lui-mé&me ou sur g).

Pour H un sous-groupe de G, on notera f son algebre de Lie. Soit 7' un tore maximal
de G. On notera N (H, T) (respectivement Z(H, T)) le normalisateur (respectivement
centralisateur) de 7 dans H et on pose W(H,T) = N(H,T)/
Z(H,T).Lorsque H = G, on notera ces objets N(T'), Z(T) =T et W(T).

L’ensemble R(T) désigne 1’ensemble des racines de T dans G et R™ un choix de
racines positives dans R(T). Pour A un poids de T, on note e* le caractére de T cor-
respondant.

Si T est une conjugaison par rapport a une forme réelle de G, on note 7;(G) I’en-
semble des tores maximaux t-stables de G. On rappelle que I’application 7 +— T*
définit une bijection de 77 (G) dans I’ensemble Car(GT) des sous-groupes de Cartan
de G*.

Soit T € 7;(G). L’involution 7 agit sur R(T') par t(«)(X) = a(t(X)) pour X € t.
On dit que @ € R(T) est réelle si 7(«) = « et qu’elle est imaginaire si t(¢) = —«.
Sia € R(T), on notera Hy la coracine de «, s, la réflexion simple de t d’hyperplan
Ker a (le noyau de «) et g, 1’espace radiciel relatif a «.

On rappelle que deux racines « et 8 sont dites fortement orthogonales si o &= 8 n’est
pas une racine.

L’involution t agit naturellement sur N(7') et donc sur W(T) par t(w) = towoT.
On note W(T')* ’ensemble des w € W(T') qui commutent a t.
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1.2 Définition du groupe renversé

Dans toute la suite, on fixe A un tore maximal de G déployé sur R. On fixe également
un choix R de racines positives dans R(A). La conjugaison o agit trivialement sur
RT et W(A).

On note IT I’ensemble des racines simples compatible avec le choix de R*. On note
B le sous-groupe de Borel contenant A et associé au choix de R™. En particulier, B
est o-stable.

Soit wg 1’élément de W(A) de plus grande longueur associé a ces choix. C’est
I’unique élément de W (A) envoyant IT sur —IT et donc —wq définit un automorphisme
involutif de IT. On associe 8 —w( un automorphisme ¢_,, de g qui commute a o de
la maniére suivante ([ABV] prop. 2.12) : Pour chaque « € II, on fixe un vecteur
Xo € go tel que 0 (Xy) = Xq. Ceci est licite puisque toute racine de A est réelle. Ceci
détermine X_, € g_o tel que 0(X_y) = X_4 et [Xy, X—o] = H,. L’algebre g est
alors I’algebre de Lie engendrée par les vecteurs H,, X4, pour o € IT.

On définit 7_,, comme étant l'unique automorphisme C-linéaire tel que
t_wy(Ho) = H_wy(a) T—wy(Xa) = X_wy(e) (et donc 1_y, (X —o) = Xuy@))- On note
par la méme lettre 1’automorphisme de G correspondant.

Lemme 1.2.1. L’automorphisme o’ = o o t_y,, est une involution antiholomorphe de
G et le groupe G°' est une forme réelle quasi-déployée de G.

Définition 1.2.2. Le groupe G est appelé groupe renversé de G°.

Démonstration. Par construction, il est clair que f_,, est une involution de G qui com-
mute a2 0. Comme o est antiholomorphe et 7_,,, holomorphe, on obtient bien que o’

est une involution antiholomorphe de G et donc elle définit bien une forme réelle G
de G. Comme 7_,;, laisse stable A et I, les sous-groupes A et B sont o”’-stables ce qui

assure que G est quasi-déployée. U

Remarques.

(1) Dans son article [B3], A. Bouaziz considere le cas des groupes semi-simples con-
nexes et simplement connexes dont le groupe de Weyl contient —1. On a donc dans ce
cas wg = —1, 0 = o’ et le groupe réel G est son propre renversé.

(2) Le groupe renversé est défini a conjugaison pres. En effet, la définition de o’ dépend
des choix de A, de R™ et du prolongement de —wyg 2 g. Les choix de A et de RT sont
a conjugaison pres. Si t’_wo est un autre prolongement de —wy commutant a o alors
t :1100 0 _yy, st un automorphisme intérieur de g ((ABV] prop. 2.11). Ainsi dans tous
les cas, les deux formes réelles quasi-déployées obtenues sont intérieures 1’une de
I’autre et donc elles sont conjuguées d’apres ([ABV] prop. 2.7).

1.3 Classes de conjugaison de sous-groupes de Cartan de G et G°'

Pour T = o ou o/, on note Car(G")/G" I’ensemble des classes de conjugaison de
sous-groupes de Cartan de GT. Il est isomorphe a ’ensemble 77 (G)/G" des classes
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de conjugaison sous I’action de G* des tores maximaux t-stables de G. On notera
[T]1a classe de T (étant sous-entendu que la classe est prise dans 7; (G)/G?' puisque
T € T:(G)).

Soit W>(A) I’ensemble des involutions de W (A). On note W>(A)/ W (A) I’ensemble
des classes de conjugaison d’involutions de W (A). On notera [«] la classe de u.

Les ensembles 7, (G)/ G et Wp(A)/ W (A) sont en correspondance bijective ([B3]
proposition 1.1.1). Cette bijection est donnée de la maniére suivante : si 7 = g~ Ag
alors I’élément w, = Ad(o (8)g~") est une involution de W(A) dont la classe de
conjugaison ne dépend que de [7'], on la note [wr]. La bijection précédente est donnée
par [T] — [wr]. /

Nous allons établir de la méme maniere une bijection entre 7,/ (G)/ G et Wr(A)/
W (A) (résultat connu mais dont nous n’avons pas trouvé de références précises).

Soit T un tore maximal ¢’-stable de G. Alors, il existe g € G tel que gTg~' = A.
Par suite, on a 6/(g) "'Ac’(g) = T = g~ 'Ag et donc o/(g)g~! € N(A). Posons
wy = Ad(0'()g™") € W(A).

Pour tout w € W(A),ona

/ / /
o'(w) =0 owoo =o(wwwp) = WoWWo

puisque 7y, (a) = wo(a)~! sur A et o commute a tout élément de W (A).

: I/ / =1 . 414 ’
On obtient donc que o (wg) = Wow,wo = w', et par suite I’élément u, = Wow,

est une involution de W(A).
La classe de conjugaison de u, ne dépend que de T. En effet, si A = gTg™ ! =

sTs~! alors u = Ad(sg~!) appartient au groupe W(A) et wp = cr’(u)wigu_1 =

8

wou wow;u". Ainsi les involutions ug et ug sont conjuguées par #. On note [ur] la

classe de ug dans Wr(A)/ W(A).

Soit S € 7,/(G), tel que sTs™' = S avecs € G°'. On a alors gs 1Ssg7l = A
etw) | = Ad(o'(gs7)(gs™)™!) = Ad(07(g)g™") = wy,. On obtient donc [us] =
[ur].

Proposition 1.3.1. L’application de ’Z}r(G)/GU/ dans Wy(A)/W(A) définie par
[T] + [ur] est bijective.

Démonstration. Ce qui précede assure que 1’application ci-dessus est bien définie.

Montrons tout d’abord I’injectivité.

Soit T, S € Ty/(G) et x,y € G tels que xTx~! = ySy~! = A. On suppose qu’il
existe u € W(A) tel que uwow;u_1 = wow;. On a donc o’ (w)w), = w’yu.

Soit n € N(A) tel que u = Ad(n). 1l existe donc un élément a € A tel que
o'(n)o’(x)x~! = o'(y)y~'na, ce qui s’écrit encore o’(y~'nx) = y~'nax. Ainsi,
I’application ¢ de T dans S définie par ¢(t) = y 'nxtx~'n~'y commute a o’
D’apres ([Sh1] corollaire 2.3) les tores 7" et S sont G"/-conjugués.

Montrons la surjectivité.
Soit w € W>(A). Montrons tout d’abord que

il existe u € W(A) tel que w = uwu~! commute 2 wo
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(ceci est équivalent a wow € W1 (A)).

D’apres ([He] remarque 2.10), comme w est une involution, elle se décompose en
un produit de réflexions élémentaires sy, . . . , S, Ol les «; sont des racines de A deux
a deux fortement orthogonales. L’élément wy se décompose aussi de cette maniere et
I’ensemble Fy de racines deux a deux fortement orthogonales correspondant est ma-
ximal pour cette propriété. Comme deux ensembles de racines deux a deux fortement
orthogonales maximaux sont conjugués par W(A) ([Su] Thm.6), on en déduit qu’il
existe u € W(A) tel que u({wy, ..., ax}) C Fp. Il est alors clair que uwu~! commute
a wo.

On note 6, = wod)al’ 1 Ceci est une conjugaison complexe sur A puisque W est
une involution qui commute a o et wg et donc a ol’ '+ Le méme raisonnement que dans
la démonstration de ([B3] proposition 1.1.1) prouve alors qu’il existe g € G tel que
T = g 'Ag est o/-stable et wo» = Ad(c'(g)g~"). On a alors [w] = [W] = [ur].
Ceci acheve la démonstration. O

Ainsi, par ce qui précede, on dispose d’une bijection

T:7,(G)/G" — T,(G)/G° (13.1)

[T] = [S] tel que [ur] = [ws]. e
De plus, si 7([T]) = [S], il existe x et y dans G tel que xTx 1 = A = ySy’1 et
Ad(o'(x)x™1) = wpAd(o(y)y~1). On peut écrire wg = Ad(no) et o’ (ng) = noao
avec ng € N(A) et ap € A. On obtient donc ¢’ (x)x 1 = noa(y)y_lal avecaj € A.
D’autre part, pour touta € A, onao’(a) = a(noa_lnal). On en déduit que pour tout
teT,ona

1 1

o(xtx™ ) = o/(nale x ng) = ao_lo(y)yf alxa’(t)qxilal_lya(y)flao.

x,onao(grg™") =go' ()" 1g7.

Ainsi, sig =y~
Définition 1.3.2. Soit T € 7,/(G). On dit que g € G est une inversion de T si
O T(T) = [gTg~ '],

(i) pour tout t € T,ona o (grg™ ) = go'(t) " 1g~ L.

Remarques.

(1) Lorsque —1 € W(A), I’application 7 et la notion d’inversion coincident avec
celles définies par A. Bouaziz dans [B3].

(2) On garde les notations de la définition précédente. Si g est une inversion de 7', on
a

T 7 g ' =(gTg™ ") .

De plus, si o est une racine réelle (respectivement imaginaire) de T alors g.« est
une racine imaginaire (respectivement réelle) de g7g .

Ainsi, si [To] = 7' ([A]) alors Ty "estun sous-groupe de Cartan compact de G
et si [S] = 7 ([A]) alors S? est un sous-groupe de Cartan maximalement compact de

! . PR . b
G?.Laforme G° admet donc bien une série discrete.
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1.4 Ordre sur 7. (G)

Nous rappelons succintement ici la définition de 1’ordre (inverse de celui d’Hirai) sur
T:(G) ou T = o ou o’ ([Hi] ou [Sc]).

Soit T € 7:(G). Soit B une racine imaginaire de T et soit s 1’algebre de Lie sur C
engendrée par Hg, gg et g_g. On dit que B est compacte ou non compacte selon que
s* est isomorphe a so(3, R) ou sl (R).

Nous rappelons le lemme 9.2 de [Sh2] qui joue un role essentiel dans toute la suite
de cet article.

Lemme 1.4.1. Soit H un groupe semi-simple quasi-déployé sur R. Soit T un tore ma-
ximal défini sur R. Soit M le centralisateur de la composante déployée de T. Si o est
une racine imaginaire de T alors il existe w € W (M, T) défini sur R tel que w.« soit
une racine imaginaire non compacte.

Soit « une racine réelle de 7. On choisit X+, € g4y tels que [Xy, X_o] = Hy et
T(X1¢) = X+q. On définit la transformation de Cayley v, par

T
Vg = Ad(exp — iZ(Xa + X_4)).

Onat(vy) vy, = sq. Le tore Ty = vy (T) est t-stable et sa classe [T, ] ne dépend pas
des choix de Xty. Son algébre de Lieest t, = C(Xy—X_4)+Ker () etlaracine vy.«
est une racine imaginaire non compacte de T,. On a T, N T =
{x eT;e%(x) =1}.

Définition 1.4.2. On dit que [T'] > [S] s’il existe une suite 71, ... , T de 7; (G) telle
que [T1] = [T'], [Tk] = [S] et T; est 'image de T;_; par une transformation de Cayley
Vy Ol o est une racine réelle de T ;.

De méme, si B est une racine imaginaire non compacte de 7', on peut choisir X1 €
g+p tels que [Xg, X _g] = Hg et 1(Xg) = X_g. On définit la transformation de
Cayley cg par

b4
cg = Ad(exp Z(X_ﬁ — Xg)).

Ona r(c/g)_lc/3 = sp. Le tore Tg = cg(T) est T-stable et sa classe [Tg] ne dépend pas
de choix de X.g. Son algebre de Lie est tg = C(Xg + X_g) + Ker(p) et la racine
cg(B) = a est une racine réelle de Tg. De plus, on a [vycg(T)] = [T]et [Tg] = [T].

Soit T € 7,/(G) et o une racine réelle de T. D’apres le lemme 1.4.1, il existe une
inversion g de T telle que g.« soit une racine imaginaire non compacte de g7g ™.
Dans ce cas, ona Ad(g) o vy = Cg.q-

Ainsi on a

si [T]>[S] dans 7,/(G) alors 7 ([T]) <7 ([S]) dans 7,(G). (1.4.2)
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1.5 Correspondance d’orbites stables

Soit M la composante neutre de I’ensemble des éléments g de G tels que o'(g) = g~

Le groupe G agit sur M par o-conjugaison : g.x = gxo(g) ! pour g € G etx € Met
le groupe G par automorphismes intérieurs. Si p désigne la projection canonique de
G sur G/G?, alors I’application 77 qui a p(g) associe go (g) ™! est un difféomorphisme
G-équivariant de G/G? sur M.

Définition 1.5.1. On appelle sous-ensemble de Cartan de M I’intersection de M avec
un tore maximal o -stable de G.

Pour (X, 7) = (M}, o) ou (G"/, o'Yetpour T € 7;(G),onnotera Tx = T N X.
On désigne par G,.; I’ensemble des €léments réguliers de G et pour U C G, on pose
Ureg = Greg NU.

Définition 1.5.2. Soit x € X,.,. Si M est un sous-groupe de G, on note M[x] 1’ orbite
de x sous I’action adjointe de M. L’orbite stable de x € X, est alors I’ensemble
wy = G[x] N X. On notera Ox I’ensemble des orbites stables d’éléments réguliers de
X.

Soit x € X,.,. L’orbite stable de x est une réunion finie de G*-orbites. De maniere
plus précise, si T est 'unique tore maximal t-stable contenant x, on a :

siX = G alors wy = U G [wx]
weW (G ,T\W(T)"’
et si X = M alors wx = U G%lwx]

weW(G°,T)\D,(T)°
ot D, (T)? est ’ensemble des w € W(T')? tels que wx € M ([B3] paragraphe 2.1 et
[H2] paragraphe 3.3).

Lemme 1.5.3. Soit T € T,(G). Alors pour toute composante connexe C de T, il
existe w € W(T)? tel que w(C) C M.

Démonstration. A. Bouaziz démontre ce résultat (lemme 2.2.1) lorsque —1 € W(A)
mais sa preuve n’utilise pas ce dernier point et donc reste valable dans notre situation.
d

Proposition 1.5.4. L’application

t 1050 — Oy
o = Glo]NM

est bijective.

Démonstration. Soit w € O, et x € w. Onnote T € T,/(G) 'unique tore maximal
contenant x. D’apres le lemme 1.5.3, on peut choisir une inversion g de T de telle sorte
que gxg~! € M. Ainsi G[w] "M = G[gxg~'] N M # @ est I’orbite stable de gxg ™!
dans M.

Soit y € M, et soit S I’'unique élément de 7, (G) le contenant. Soit T € 718D

et soit g une inversion de 7. Alors g~ !yg € G et 1(G[g"'yglNM) = G[y]NM. O
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2 Deux espaces de fonctions

Dans ce paragraphe, nous rappelons d’une part, la définition et les propriétés de I’espace
des fonctions orbitales stables et d’autre part, nous introduisons comme dans [B3] un
espace de fonctions particulier. Ceci nous permettra de décrire la dualité entre G et
M dans le paragraphe suivant.

2.1 Formules intégrales

Nous fixons tout d’abord les normalisations de mesures.

On note « la forme de Killing de g. Soit V un sous-espace vectoriel de g, tel que
la restriction de « a V soit non dégénérée. On note py la densité sur V définie par
v Er, ... &) =|det(k(&, &) |12 ot (&1, ..., &) désigne une base de V. Si X
est un sous-groupe fermé de G (ou si X = M), tel que la restriction de x a I’espace
tangent en e a X est non dégénérée, on notera dx la mesure invariante sur X définie par
la densité pur,(x). Soit H C K deux sous-groupes fermés d’algebre de Lie h et £. On
suppose que la restriction de x a fj et £ est non dégénérée. On peut alors munir K /H
de la mesure K -invariante définie par la densité p. ou v est I’orthogonal de § dans €.

Avec ces normalisations, pour toute fonction intégrable f sur M, on a :

/ f(m)dm = 24imce / f(m(g)dg.
M G/G°

Dans toute la suite de ce paragraphe, (X, t) désigne soit (M, o) soit (G"/, o).

Nous rappelons tout d’abord la formule d’intégration de Weyl.

On note [/ le rang de G et on définit la fonction analytique complexe D sur G par :
six € G alors det(1 +t — Ad x) = t' D(x) modulo 7/

Soit y un élément régulier de X et soit 7' I’'unique tore de 7; (G) le contenant. La
classe de conjugaison G¥[y] s’identifie a G¥/T". Pour toute fonction intégrable f sur
, on a alors la formule d’intégration de Weyl suivante sur X :

1
d _ dyd
ffm =3 |W(GI7T)|fTM/T[V]f<y> vdy

— D dgdy,
= > |W(Gf 1 e (J/)|/ f(gyg Hdgdy

<T>;

la sommation étant prise sur un systeme de représentants < 7 > des classes de
conjugaison de 77 (G) sous I’action de G*.

Définition 2.1.1. L’intégrale orbitale stable d’une fonction f € C°(X) est la fonction
définie sur X,.¢ par:

M) = D) |72 / FO)dy

Wy
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ou w, = G[x] N X désigne I’orbite stable de x.

La formule d’intégration de Weyl s’écrit de la maniere suivante en fonction de
I’intégrale orbitale stable :

1
[ rowar=3 [ D) I MIHdy 213
X

= mery)
otcr(y) =l GlylNTy | siX =Meter(y) =| WG, T) |siX=G.

Soit f une fonction constante sur les orbites stables de M., (on dira également que
f est stablement invariante sur M., ). Soit x € G‘r’e/g ety € t(wy). Le scalaire f(y) ne
dépend que de I’orbite stable w,. En le notant f o ¢(x), on définit ainsi une fonction
f ot stablement invariante sur G‘r’eg. De maniere analogue, on définit pour une fonction

. . / . — . .
h stablement invariante sur G7,, la fonction 7 o I stablement invariante sur M, ..

2.2 L’espace des fonctions orbitales stables

On note Z5'(X) I’espace des fonctions ¥ stablement invariantes de classe C* sur
Xjeg qui vérifient les quatre propri€tés suivantes (voir [B1] pour X = G° et [H2]
pour X = M). Cette présentation est licite car toute racine imaginaire d’un tore 7" est
conjuguée a une racine imaginaire non compacte (lemme 1.4.1 dii a D. Shelstad).

On note tx I’ensemble des £ € t tel que, pour tout s € R, I'on ait exp(s§) € Tx.
Pour & € tx, on définit le champ de vecteur§ sur Tx par : §.f(t) = C%f(texp(sé))/szo.

(I1)(X) Pour toute partie compacte K de Tx et pour tout u € S(t), on a

sup | 8(u)w‘TXreg |< o0.
XEKNTX reg
(I2)(X) La fonction 1/f|TXreg se prolonge de maniére C* sur I’ensemble Tx (I —reg)
des x € T tels que e? (x) # 1 pour toute racine imaginaire 8 de T

(I3)(X) Soit B une racine imaginaire non compacte de 7. Comme dans le para-
graphe 1.4, on note cg la transformation de Cayley relative a g et Tg = cg(T).
Alors, pour tout u € S(t) tel que spu = u, la fonction 9(u)(Y|ry,,,) se prolonge de
maniere C* sur I’ensemble Z}’g des x € Tx N T tels que, pour tout y # %4, I'on ait
eV (x) # 1. De plus, pour t € X7, on a la relation

u)(W)(1) = d(cp.u)(Y)(1).

(Ig)(X) L'ensemble des x € Tx . tels que ¥/ (x) # O est relativement compact dans
Tx.
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On note Z°°%(X) I’espace des fonctions, appelées fonctions orbitales stables, qui
vérifient les propriétés I (X), Io(X) et I3(X) (on omet la condition de support).

La structure topologique de ces deux espaces est définie de la maniere suivante : on
note IC(X) I’ensemble des parties fermées L de X telles que L contient 1’orbite sta-
ble de chacun de ses éléments et son intersection avec tout sous-ensemble de Cartan
est compacte. Pour L € K(X), on note Z:' (L) I’espace des intégrales orbitales sta-
bles nulles sur X,.; \ L que I’on munit de la topologie définie par les semi-normes
pru(¥) = sup |3@)Yr(x) |ouT € 7T (G) etu € S(t). Muni de cette topologie,

XETX reg
Z5'(L) est un espace de Fréchet. Comme réunion des Z:' (L) pour L parcourant K (X),
on munit I’espace Z3 (X) de la topologie de la limite inductive des Z5'(L).
L espace Z°°!(X) est muni de la topologie définie par les semi-normes

pLru(¥) = sup | d@)Pr(x) |

xeLNTx reg

ou L € LX), T € T:(G) etu € S(t). C’est un espace de Fréchet.

Définition 2.2.1. On rappelle qu’une distribution sur X est dite stablement invariante
(ou stable) si elle est dans 1’adhérence, pour la topologie faible, de 1’espace vectoriel
engendré par les distributions f > Mg{ (f)(x) lorsque x parcourt X,.c. On notera
Dist' (X) I’espace des distributions stables sur X.

Théoreme 2.2.2. ([B1] thm 6.2.1 pour X = G et [H2] thm 3.12 pour X = M).

L’application /\/l;g’ de C°(X) dans T3 (X) est continue et surjective. Sa trans-
posée ! M%g définit une bijection continue du dual T5'(X)" de T3'(X) dans I’espace
Dist(X)3!.

Nous donnons maintenant ’action des opérateurs différentiels sur 1’espace
T st (X)

Soit Z(g) le centre de I’algebre enveloppante U (g) de g. Cette algebre s’identifie
naturellement a 1’algebre des opérateurs différentiels sur G°' invariants par translation
a gauche et a droite.

Lalgebre D(M) des opérateurs différentiels G-invariants sur M est également iso-
morphe a Z(g) ([Bo] ou [B3] paragraphe 3.6). Rappelons la définition de cet isomor-
phisme, noté u. Pour £ € g, on note v(§) le champ de vecteurs sur M défini par
v(&)f(m) = %f(exp(—té)m exp(ta(é)))/t:(). L application v se prolonge en un
morphisme d’algebres C-linéaire de U (gc¢) dans I’algebre des opérateurs différentiels
sur M, I'image de Z(gc) étant égale a D(M). Notons J la structure complexe de g¢.
L’injection de g dans gc qui a X associe %(X — iJ X) induit une injection C-linéaire
de Z(g) dans Z(gc). La restriction de v a Z(g) induit un isomorphisme de Z(g) dans
D(M). On note u(z) = v(‘z) ol z >z désigne I’antiautomorphisme principal de
U(g). ~

D’autre part, a chaque X € g, on peut associer le champ de vecteurs X sur G défini

~ d
par X f(g) = Ef(gexp tX)|1=0. Ceci définit une action de Z(g) comme algebre
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d’opérateurs différentiels sur G. Si z € Z(g) et F est une fonction holomorphe sur G,
ona (z.F)m = n(z) Fm-

Soit T € 7;(G). Onnote yr I'isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans I’espace
des invariants de S(t) sous I’action de W(T'). Soit RT un systéme de racines positives

de R(T). On pose
Ag = [] 72 —e/.
a€RT

On a alors, pour toute fonction F € C*°(X), G -invariante ([Sa] ou [Bo] pour X = M
et [HC3] pour X = G? ) :

@ F) Ty e = Db yr(2).(Ags Firy ).

On définit I’action de Z(g) sur Z°° %! (X) de la maniére suivante : pour ¥y € Z°% (X),
pourz € Z(g) et T € 7. (G), on pose

(z.9)(x) = v1(2)-Y|Tg 0y (X)) pOUr X € T yeg.
Avec cette définition, on a ([Sa] ou [Bo] pour X = M et [HC3] pour X = G”,)
MY () = M (). f)si f € C2(M)
et

eM () =M f)si f € CX(G").

2.3 Un espace de fonctions

Comme dans [B3] paragraphe 4.1, nous introduisons les espaces de fonctions F3' (X)
et F°°51(X). La motivation de ces définitions est donnée dans le théoréme 2.3.1 ci-
apres.

Soit T € 7;(G) et soit R* un systeéme de racines positives de 7. On note

Ag+
| Ag+ |

ERt =

C’est une fonction sur 7, localement constante sur T ., a valeurs dans I’ensemble
des racines quatriemes de I’unité.

On note F."(X) I"espace des fonctions ¢ de classe C* sur X, et stablement in-
variantes vérifiant les quatre propriétés ci-dessous. Soit 7' € 7 (G), alors :

(F1)(X) Pour toute partie compacte K de Tx et pour tout # € S(t), on a

sup | 9(W)@|Tg,,, |< 00
X€EKNTX reg

(F2)(X) La fonction ¢ g+ @I Tx oq S€ prolonge de maniére C*° sur I’ensemble T (R —
reg) des x € Tx tel que e”(x) # 1 pour toute racine réelle o de 7.
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(F3)(X) Soit o une racine réelle de 7. Comme dans le paragraphe 1.4, on note
vy la transformation de Cayley relative & o et T, = v (7). Soit X/, I'ensemble des
x € Tx N T, tels que pour toute racine réelle B # 4a, I’on ait ef (x) # 1.

Alors, pour tout u € S(t) tel que squ = —u, la fonction 9 (u) (e g+ (plTXreg) se prolonge
de maniere C® sur E(;. De plus, pour ¢ € E(/x, on a la relation

() (er+TyP) (1) = 3(cq.u)(ep+(T,)P)(1).

(Fg)(X) L’ensemble des x € Tx ., tels que ¢(x) # O est relativement compact
dans T¥x.

On note F**(X) I'espace des fonctions de classe C* sur X,.., qui vérifient les
propriétés Fy (X), F2(X) et F3(X) (on omet la condition de support).

On définit une structure topologique sur chacun de ces deux espaces comme pour
les fonctions orbitales : pour L € K(X), on note ]:gt(L) I’espace des fonctions de
Fi1(X) nulles sur X0 \ L que I’on munit de la topologie définie par les semi-normes
pru(@) = sup |d(wer(x)|ouT € T, (G) etu € S(t). Muni de cette topologie,

xeTx reg
FS1(L) est un espace de Fréchet. Comme réunion des (L) pour L parcourant K (X),
I’espace F.' (X) est muni de la topologie de la limite inductive des F:'(L).
Lespace F°(X) est muni de la topologie définie par les semi-normes

pLTu(p) = sup |3 (x) |

XELNTX reg

ol L € K(X), T € To(G) etu € S(t).

On définit une action de Z(g) sur F*°*'(X) de la maniére suivante : pour z € Z(g)
et ¢ € F*5(X), on pose

(2.9)Tx 0 = V7(2)-Q|Tx,,, POUrtout T € T (G).

Le résultat suivant concernant la structure des distributions propres invariantes sur X
motive la définition de F°°**(X). On rappelle qu’une distribution G*-invariante sur X,
vecteur propre pour I’action de Z(g) est définie par une fonction localement intégrable
sur X, analytique sur X, ([HC] thm 2 pour X = G et [Sa] thm 5.1 pour X = M).

Théoreme 2.3.1. ([Hi] thm 3 et [HC] pour X = G et [Sa] thm 5.1 pour X = M).

L’application ® | D |'/2 © définit une bijection du sous-espace de Dist* (X)
formé des éléments propres sous I'action de Z(g) dans le sous-espace de F*°5'(X)
formé des éléments propres sous ’action de Z(g).

D’apres (2.1.3), si © est une distribution stable sur X propre sous 1’action de Z(g),
alors pour tout f € C°(X), ona

1
©, )= /T —— | D) "2 O()ME () ()dy.
X

2 rery)
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11 est donc naturel d’introduire la forme bilinéaire suivante : pour ¢ € F*°5(X) et
Y € Z¥(X) (ou ¢ € Fi'(X) et ¢ € T%°% (X)), on pose :

1
R /T Gy PV War.

<T>,

Lemme 2.3.2. (/B3] lemme 4.2.1) La forme bilinéaire (¢, ¥) — (@, V) est séparément
continue. De plus, pour tout 7 € Z(g), on a (z.¢, V) = (@, 2.9).

3 Dualité

3.1 Description de la dualité

Soit T € 7;(G). On rappelle que R(T) désigne son systeme de racines et soit Rt un
choix de racines positives. Pour chaque racine o de T', on note iy I’unique élément de
t tel que, pour tout X € t, 'on ait a(X) = « (X, hy). On pose wr g+ = ]_[aeR+ hg.
D’apres ([HC] lemme 36), il existe un opérateur différentiel invariant v, sur G;’;g
tel que pour toute fonction f € C*® (G°..), pour tout 7 € 7,/(G), pour tout choix de

reg

R™ et pour tout x € Tr‘;:g, I’on ait

Vo f(6) = d@r,g+) Sz ().

ep+(x)

De méme, il existe un opérateur différentiel invariant 7py sur M., tel que, pour
toute fonction f € C*®° (M), pour tout T € 7, (G), pour tout choix de R™, et pour tout
X € T\ reg, I’0n ait

VM-S (x) = g+ ()7, R+) [Ty e (¥)-

Soit nx la fonction stablement invariante sur X, a valeurs dans {£1} telle que,
nx(x) = 8%& (x) pour tout x € Tx ,¢,. Alors on a la relation

Vgo-(f o) = mmo)(Vm.f)ot.
Proposition 3.1.1.
(i) Pour y € %% (M), on pose

oF (W) = Vg (0.

Alors, Iapplication tﬁlo définit une application continue de T (M) dans
Foost (G, Elle commute & action de Z(g) et sa restriction a I3' (M) est a
valeurs dans F?' (G).



Dualité entre G/ Gp et le groupe renversé ~ G 191

(ii) De méme, pour ¢ € .7-'°°”(G"/), on pose
To (9) = V(g o),

Alors, Iapplication ‘L'gg définit une application continue de F 051 (G") dans

ISt (M). Celle-ci commute a action de Z(g) et sa restriction a }"g’(G"/) est
a valeurs dans T5'(M).

Démonstration. La preuve est la méme que celle de [B3] prop. 5.1.1 et prop. 5.1.2.
Nous en rappelons les étapes essentielles pour commodité de lecture.

Soit ¥ € I (M). Soit T € 7,/(G) et soit C une composante connexe de T
Par le lemme 1.5.3, il existe une inversion g de T telle que gCg~' < M. Notons S =

ngfl. Pour tout 7 € Cypg,0nayrot(t) = l/f(gtg’l). Ainsi, on obtient TI\(/;H” W)@ =
@0 @s.g kYIS (8187,

D’autre part Ad(g) échange les racines réelles de T et les racines imaginaires de
S. On déduit alors facilement que TI\(,}HJ () vérifie les propriétés F1(G"/) et FZ(G"/) a
partir du fait que i vérifie Iy (M) et Io(M).

Pour obtenir la relation F3(G? ), il est nécessaire de prouver le résultat plus précis
suivant (assertion (A) de [B3]) :

Soit « une racine réelle de 7. Soit C une composante connexe de 7 telle que C N
£ B (on X, ={x € TNTy e’ (x) # 1pourtouty # £a}). Alors il existe
une inversion x de T telle que x.« soit une racine imaginaire non compacte de S et
xCx~! ¢ M.

Soit g I’inversion choisie comme ci-dessus. D’apres le lemme 1.4.1, on sait que g.«
est conjuguée par un élément w € W(S) a une racine imaginaire non compacte. Il
suffit de prouver qu’on peut choisir w de telle sorte que w(gCg~') C M.

Dans ([B3] démonstration de la proposition 5.1.1), A. Bouaziz prouve ceci lorsque
—1 € W(A) (c’est-a-dire 0 = o). Outre le lemme 1.4.1, sa démonstration utilise le
fait suivant ([Sc] proposition 2.44) : soit T la partie déployée de T. Soit h I’algebre de
Lie engendrée par t et les g, pour y racine réelle de 7. Soit H le sous-groupe connexe
de G d’algebre de Lie . Alors, il existe ¢ dans le centre de H tel que C = exp t° c.

Cette assertion est encore vraie pour o’ car G°' admet un sous-groupe de Cartan
compact ([Sc] prop. 2.44).

Revenons 2 la relation F3(G®'). En fait, elle s’obtient par simple calcul a partir de
I3(MD).

On garde les notations précédentes et celles du paragraphe 1.4. On pose 8 = x.c.
Dans ce cas, I’élément y = c,ng(;] est une inversion de T, et yT,y~! = Tg.

La relation I3(M) assure que, pour tout v € S(s) tel que sgv = v, on a (V)5 =
d(cp-v)Ys, sur Xy = {s € Spp N Sp; e” (s) # 1 pour tout y 7 £p}.
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Soit u € S(t) tel que squ = —u. Alors, pour tout ¢ € E(; NC,ona

) (ep+ 1 (W) = d(x.(uwr g+ ) Ps(xexh)
= d(cpx.(uar g+))Y)s; (xtx™)  (par I3(M))
= d(yva.(uor g+))¥s;, (yty~")  (car yty™!
= 0(va-(uwr, g+) Y5, 0 Ad(y)(1)

= 3 (1) (& g T (Y(@).

=xtx~ 1)

On obtient ainsi I’assertion (7). L’assertion (ii) se démontre de méme. O

On note wg I’élément de Z(g) tel que yr(wg) = 1_[ hi

aeRt
Corollaire 3.1.2. Pour y € Z°°%' (M), on a rg/g, o rlgﬂa W) = wg. .
et pour ¥ € IT®5(G°"), ona IN(,}HG o ng, (V) = wg. W
Démonstration. Ceci découle des définitions. O

Nous pouvons maintenant donner la dualité de Bouaziz.

Pour ¢ € ILS,’(G"/) et ¥ € I (M) (respectivement ¢ € TGy et ¢ €
7' (M)), on pose
(o, ¥) = lo, 7 (V).
Théoreme 3.1.3. La forme bilinéaire (¢, ) — {{p, ¥)) est séparément continue sur

IEH(G ) x I°1 (M) (respectivement T (G?') x I3'(M)). De plus, on a

((z.0, ¥)) = ({@, u(2)-¥)).
Démonstration. Ceci découle du lemme 2.3.2 et de la proposition 3.1.1(7). U

Cette dualité permet de définir les deux applications linéaires suivantes :

u I (M) > I(G) ~ Dist* (G”)

et
v TG > T (M) =~ Dist* (M).

Ces applications sont continues lorsque Dist*! (G"/) et Dist’ (M) sont munis de la
topologie forte. Elles commutent avec 1’action de Z(g).

On a une formule explicite de ces applications ([B3] lemme 5.2.4). Soit T € 7,/(G)
ety € Z°°5(M). Alors pour 7 € TC,, on a

reg’

1 1

u(y) () = W Vo (o)) = N

d(wr,g+)-(F 0 ().
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Soit S € 7, (G) et ¢ € T®5(G°). Alors pour tout s € Sy g, ON A

: 1
V(P)(s) = (I ITIED (g gi).(p o) (s).
Apg+(s) ’
Soit x un caractere de Z(g). Pour X = G°' ou M, on note Z°%! (X), (respective-
ment Dist*' (X), ) le sous-espace de Z°°*' (X) (respectivement Dist*' (X)) propre sous
I’action de Z(g) relativement au caractére x. Notons u, et v, les restrictions de u et v

respectivement a Z°* (M), et ZOO”(G"/)X. On a alors :

Proposition 3.1.4. (/B3] prop. 5.2.5) Les applications
uy I (M), > Dist™ (G,

et
v, 1 T%(G?), > Dist* (M),

sont des isomorphismes lorsque x est régulier et elles sont nulles pour x singulier.

3.2 Applications

Dans ce paragraphe, nous voulons exprimer les images respectivement par u~! et v
des distributions stables @fi et des fonctions orbitales stables \IJ;Y définies dans [B3]
paragraphe 6.2 en terme des fonctions F'(u) et ®(u) qui interviennent dans la formule
d’inversion de [H3] thm. 6.15. Les objets de [H3] sont définis sur G/G?. Si f est une
fonction définie sur un ouvert U de G/G° on notera fj la fonction définie sur 7 (U)
par foomw = f.

L’isomorphisme de Z(g) dans I’algebre des opérateurs différentiels G-invariants sur
G/G? considéré dans [H3] induit donc un isomorphisme 7 de Z(g) dans D(M) qui
differe de I’isomorphisme w considéré ici : soit T € 7, (G) et soit rr I’'isomorphisme
de S(t) induit par I’application X +— 2iX.Onaalors n = o yT_I orroyr.

D’autre part, si § € (£77)*, on notera par la méme lettre 1’élément de (t°)* défini
par X — 6(i X).

On note toujours (X, 7) = (G"/, o’) ou (M, o). On rappelle que tx = " ou t=° selon
que X = G° ouM.

Théoreme 3.2.1. Soit T € 7;(G) et soit A € (tx)* régulier.
Soit € T°(X) telle que :

(a) pour tout z € Z(g), 'on ait .y = yr (2)(AM) Y,

(b) pour tout [S] > [T] alors 1//|5Xrgg =0.

Alors :

(i) siX =G, ona ¥ = 0 sur G%,,,
(ii) si X = M et si de plus la fonction v est bornée, on a f = 0 sur M;cq.
Démonstration. Ceci est I’analogue pour les fonctions orbitales stables des théoremes
d’unicité pour les fonctions orbitales de [B3] thm 5.1.1 et [H3] thm 5.1. La preuve est
identique a celle de ces deux théoremes. O
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Corollaire 3.2.2. Soit T € T.(G) et soit ) € (tx)* régulier.

Soit © € Dist’ (X) telle que :

(a) pour tout z € Z(g), 'on ait 7.0 = yr(2)(i1)0O,

(b) pour tout [S] < [T] alors ®|5Xrgg =0.

Alors :

(i)siX = G et si de plus la fonction | D |'/? © est bornée sur G‘,’e/g, ona ® =0,
(ii) siX =M, ona ® = 0.

Démonstration. Ceci découle des définitions de u,, et vy, de la proposition 3.1.4 et du
théoréeme précédent. (]

Soit T € 7,/(G). On fixe dans toute la suite un choix A de racines imaginaires

1 1—e P ,
positives de T. Soit p = — E B. On note bp = l_[ w. Pour w € W(T)? ,
2 [ T—eF |
BeA BeA
on définit la signature imaginaire &7 (w) de w par l_[ w.B = ¢er(w) 1_[ B.
BeA BeA

On note T le groupe des caractéres unitaires de T°'. Soit t* € T°'. On note
ir € i(t"/)* la différentielle de 1*e” . Soit y,« et x;+ les caracteres de Z(g) définis par
X+ (2) = yr(2) (1) et = (2) = yr(2)(—ik).

A tout t* € T°', on associe comme dans ([B2] page 171) une distribution invariante
O+ sur G7, _solution propre de Z(g) pour le caractere . On définit une action de
W(T)"/ sur 7' de la maniére suivante : on pose w e r*(x) = t*(w ™ x)e®?~° (x).
Comme dans ([B3] paragraphe 6.2), on définit alors la distribution stablement invari-
ante

1
Ol = ——— e1(W)Opers.
D DI L
weW(G,T)°

La distribution O] est propre pour le caractere x;+ et vérifie :

: 1/2 < ’
(i) | D |'/* ©3 est bornée sur G7,,,
(i1) ®}X est nulle sur Sfeg pour [S] < [T],
O_/

Feg-ON @

(iii) pourr € G

st _; wp—p *
OF W) = T D) eW(ZGT)G/a(w)e (Ot W) ().

D’apres le corollaire précédent, lorsque x;« est régulier, la distibution O} est unique-
ment déterminée par ces propriétés.

D’autre part, on peut définir I’espace Z°° (X) des fonctions orbitales sur X (pour X =
G°' ou M) de maniére analogue a Z°°*'(X) ot la conjugaison stable est remplacée par
la conjugaison ordinaire ([B1] et [H3]). Si ¥ est une fonction orbitale sur X, on lui
associe I’élément S(y) € Z°°*'(X) en posant

S = Y. Y.

yeG™\wy
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At* € T, on associe ¢galement comme dans ([B2] page 161) une fonction orbitale
W« a. On note * le caractere de T°' défini par *(x) = r*(x~ 1. On pose alors

W =S(Wa _y).

Cette fonction orbitale stable est propre pour le caractere x,+ et vérifie :
. !

(i) W)! est nulle sur S7,, pour [S] > [T],

U/

reg’

boaWimy = > er(we TP (w) ).
weW (G, T)*’

(i) pourt € G ona

Par le théoreme 3.2.1, lorsque le caractére X+ est régulier, la fonction W/ est
uniquement déterminée par ces propriétés.

La formule d’inversion des intégrales orbitales stables s’écrit alors de la maniere
suivante ([B3] paragraphe 6.2) :

1
M”a’(f) = —,/A (@S»{, f)‘yv*tdl‘*
G <;G, | WG, T | Jro ! '

De 1a, A. Bouaziz déduit la formule de Plancherel sur M sous la forme suivante :
soit B € 75(G) tel que B? soit fondamental dans G°. Alors, il existe une constante
cy telle que, pour tout f € C° (M), la fonction VMMSN’H( )|By reg € prolonge con-
tiniiment sur By et VMMIS\/ZH(fNBM(l) = cym f (1) ([H3] lemme 7.1). D’autre part, par

([Hi] thm. 1), pour tout t* € T°’, 1a fonction | D |1/ 2 @;i ac! se prolonge continiment
reg

sur A%’ (A désigne toujours le tore maximal déployé de G). On note (| D |1/2 G)‘;i)(l)
sa valeur en 1. A. Bouaziz montre alors que, pour tout f € C2°(M), ’'on a

1 , P
em f(1) = Z W/ﬁ(”)'m O (D) (W2, MY (F)))dt*.

<T>a/

Nous allons calculer, lorsque x,+ est régulier, les images de W}/ et de ©} par les
applications vy, et “;,i . Ceci permettra de retrouver la formule de Plancherel explicite
donnée dans [H3] thm. 7.4.

Dans la suite, on omettra les indices x;+ et x;+ pour simplifier les notations.

On fixe un systéme positif R* de racines de T tel que, d’une part A C R* et
d’autre part, si y € R™ est une racine complexe (c’est-a-dire o/(y) # £y) 'on ait
o'(y) € RT. Un tel choix est fait pour simplifier les calculs. On note ® I’ensemble
des racines réelles de R™.

On fixe une inversion g de T et on note Ty = g7Tg~!. L’ensemble RJ = g.R" est
alors un systeme positif de racines de Ty, les ensembles Ag = g.A et &g = g.P sont

respectivement 1’ensemble des racines réelles et imaginaires positives de 7p. On pose
—

1 1-
w=3 2 st =[] ==y

Bedgy aedg
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Proposition 3.2.3. Pour x € Typ eq, 0N @

U(‘I";;Z)(x) _ (_1)%(a'img—rang g)wTO,RJ(_ig')\)

| e ) | Z er(w)e WP (x)tr wg.r*(x)

X 172
| D(x) [1/% ba (x)er0 (x) weW(G,Tp)”

et

b@o(x)& Z sr(w)e™ (x)tr wg.t*(x).

-1 st
u (O =
@) (x) EE o

O, RY (ig.))

Démonstration. Les deux assertions se montrent par les mémes arguments. Considérons
N . Ledima—

la premiere. Soit ¢y = (—1)21@img=rang® QOn fixe x € ToMreg €t T € T tel que

gtg~! = x. Par définition, on a

st — ‘g st —1
(W) (x) = ma(wTO’RJ)(WZ* ot” )(x)
Ry

= % S )W),
Ap+(1) ' !

La fonction b_ e ™" est localement constante sur Tr‘zg. Ainsi, on obtient

st _ Cg . —wp Tk
V(W (x) = —(AR+b,Ae—P)(t)wT’R+( zi)ew%njz(w)e(w)e ()tr wi*(t).

Maintenant, 1’application w +— Adg o w o Adg~! = wy est une bijection de
W(G, T)"/ dans W (G, Tp)? puisque g est une inversion de T. Par le choix de R™, si
y est une racine complexe positive avec w(y) positive, alors la racine o’ (y) vérifie
la méme propriété. Ainsi, comme Adg permute les racines réelles de T et les racines
imaginaires de Tp, on a e7(w)e(w) = e7(wp).

D’autre part, on a

e/2(t) — e™¥2(1) (ID1"?bger0) (x)

Ag+e Pb_p)(1) = D()|'/?* =
(Agre™Pb-n)(0) (szm —e P! prvay
L’expression de v(\Iff*’ )(x) s’obtient alors facilement. O

Soit u € (t7)* tel que, pour tout X € t7 vérifiant exp2i X = 1, I’on ait u(X) € Z.
On note ®g(u) (respectivement Fp(w)) la distribution sphérique (respectivement la
fonction orbitale) sur M correspondant a la distribution ® (i, e, ®g) (respectivement
la fonction orbitale F (i, e, ®g)) définie sur G/ G dans [H3] 6.1 (respectivement thm
5.8).
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On définit alors la distribution sphérique

Qo) = > Op(wp).
weW (G, To)\W(G,Tp)®

C’est une distribution sphérique stable d’apres ([H2] thm. 7.1).
On note Fj' (1) = S(Fo(w)).

Précisons la structure de 7. Les composantes connexes de T° sont décrites par
les éléments de F = exp(it”) N T7. On note [g = > per LHp. Comme G est
simplement connexe, pour Y € t,on aexpY = 1 si et seulement si ¥ € 2ix['g. Ainsi
onaF = expi (t"/ Nal R). Comme G° admet un sous-goupe de Cartan compact,
d’apres ([H1] lemme 3.4), on a 'r N o' = Zaer ZH, = T¢ et 'y engendre le
R-espace vectoriel t% = t° N (X_pcr RHp). Pour & € @, on note yy = expin Hy.
Soit Hy,, ... , Hy, la base du systéme des coracines H, pour o € ®. L’ensemble F
est alors I’ensemble des yo‘fl‘ y(f,/ ou les ¢; valent 0 ou 1. Soit x € F Nexp .
Onax =expX =expiY avec X € 7 etY € nlg etdonc X —iY € 2inTk. La
décomposition o' = t‘,’/—i—t‘l’e, ou t‘I’, = t",ﬁ(zﬁeR Ri Hg) assure alors que Y € 27T
etdonc x = 1.

Soit A I’ensemble des A e/(\t"/)* tels que, pour tout X € 2im['g,onait &, (exp X) =

1. Ainsi tout élément t* de T°' sécrit 6 @ &y avec § € Fetie A.De plussiy € F
est distinct de 1 alors pour tout§ € F,onad(y) = *let) ; r8(y) =0.

Corollaire 3.2.4. Soit A € A régulier. On a alors

1 : _ .
Z U(\Ijg(tg)gn_p) = 21(_1)§(dung rangg)wTO,RJ(_lg')")®6t(_g'}"/2)
sek
et

> u! (Oee, ) = 2! F§'(g.1/2).

< w ig.A
seF TO’RJ( g-»)

L . . . . . st st
Démonstration. Les distributions sphériques @5 (—g.1/2) et Z v(\Il(;@SMip) sont sta-
seF
bles, propres pour le caractére xg,;, et nulles sur Sy ., pour tout S € 75 (G) vérifiant
[S]1 < [Ty]. Donc, d’apres le corollaire 3.2.2, il suffit de considérer leurs valeurs sur

ToM reg pour les comparer. Le résultat se déduit alors du corollaire précédent et de la
définition de ®f)’ (—g.1/2). La deuxiéme assertion se montre de méme. [l
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