Base de la série la plus continue de
fonctions généralisées sphériques sur

Go/Gp

Pascale Harinck!

Introduction

Soit G un groupe de Lie réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement connexe
et d’algebre de Lie g . Soit H une forme réelle de G d’algebre de Lie hh. On note o la
conjugaison de g relativement a f. Elle définit une involution du groupe G que ’on notera
encore o et H est I’ensemble des points de G fixés par o. L’espace symétrique réductif
X = G/H est dit du type Gc/Gr. L’application qui & g € G associe go(g)~! induit un
isomorphisme ¢ de X sur son image.

On appelle fonction généralisée sphérique sur X une fonction généralisée H-invariante
sur X, solution propre de 'algebre D(X) des opérateurs différentiels G-invariants sur X.
L’algebre D(X) est isomorphe au centre Z(g) de lalgebre enveloppante de g et toute
fonction généralisée sphérique est une fonction localement intégrable sur X, analytique
sur I'ensemble X, (ensemble des éléments réguliers) des = € X tels que ¢(x) soit régulier

dans G ([S] thm.4.3).

On suppose que h admet une sous-algebre de Cartan de type compact t (c’est-a-dire
compacte modulo le centre de h). Soit t; la partie compacte de t et soit tg sa partie
déployée. On note I'y le réseau de tg formé des X tels que exp 2iX = 1. On définit
I'ensemble I'y + 7 des formes linéaires A sur t telles que, pour tout X € I'y I'on ait
AMX) € 27Z. On note I'{ + t;_, ., I'ensemble des éléments réguliers de I'y + t7.

Soit 7¢ 'isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans I'algebre S(tc)"V¢() des invari-
ants de 'algebre symétrique de t¢ sous l'action du groupe de Weyl W (t) de tc.

Soit A € I'f +tj_,.,- Le but de cet article est de décrire une base de I'espace des

fonctions généralisées sphériques O sur X telle que
pour tout z € Z(g), l'on ait 2.0 = 3 (2)(iN)© (1)

et d’étudier la dépendance en A\ des éléments de cette base.
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A chaque sous-algebre de Cartan a de ), on associe le sous-ensemble de Cartan A de
X formé des = € X tels que p(z) centralise a.

Le théoreme d’unicité ([H 2] thm.4.1 et [H4] thm.5.11) assure qu’une fonction généralisée
sphérique © vérifiant (1) est caractérisée par sa restriction a Tj.,.

On choisit un systéeme de représentants Wy de exp it \ T dans T tel que, pour tout
y € Wy, lon ait ¢(y) € H. Soit Wg(t) le quotient du normalisateur de t dans H par
le centralisateur de t dans H. L’ensemble W, est alors isomorphe a W¢(t)/Wg(t). Pour
y € Wy, on note W} (t) 'ensemble des h € Wg(t) tels que h.y € exp ity et pour
h € W} (t), on fixe un élément Y}, dans t tel que h.y = exp iY,.y. On a alors 2V}, € T'y.

On fixe A € I'f +17_,,, un élément y € W, et un systeme positif de racines ¢ de tc
dans g. On a alors le résultat suivant (théoreme 2.2 et corollaire 2.3):

Il existe une unique fonction généralisée sphérique O(\, y, 1) sur X vérifiant (1) et la
propriété suivante:
(*) Soit x € They. Six ¢ (exp it) Wy (t).y alors O\, y,¢)(z) =0 et si v = exp iX.y

alors

ZueW}j(t) 5(u)ei<u)\,X-i-Yu>

Haedz(l - g—a@))@w (z)
oll, pour tout poids 3 de t¢, on note s(z) = ) si p(z) = exp X, py = %Za@a et
pour u € Wg(t), on note e(u) = (—1)¥n—u""¥l,

De plus, 'ensemble des ©(w, y, ¥) lorsque y parcourt Wy et w parcourt Wy (t)\ Wg(t)
forme une base de l'espace des fonctions généralisées sphériques © sur X vérifiant (1).

O\, y, ) (x) =

Pour y = eH, la construction de O(\, eH, 1)) est établie dans [H2] thm 7.1 et [H4]
thm. 5.11 et s’obtient de la maniere suivante:

Soit By la mesure de Liouville de I'orbite coadjointe H.\ et soit BH ) la transformée
de Fourier de cette mesure. Soit w) I’élement de Wg(t) tel que wy.1) soit 'ensemble des
racines a de tc telles que iA(H,) > 0. On note Exp l'application de h dans X qui a X
associe exp iX H et soit J son jacobien. On pose, pour = € X,

(_1)W)Inc|

O\ eH, ) (x) = RO

e(wy) > Bra(X) [ J(X) 72 (2)

{Xehrengsz:x}/Ft

ou par convention, si I’ensemble sur lequel la somme est faite est vide, la somme est nulle
et | ¥rne | est le cardinal de 'ensemble des racines imaginaires non compactes de .

Lorsque 1'élément ¢(y) est central dans G, alors pour tout g € G, I'élément g.y ne
dépend que de gH. Donc pour x = p(g), on peut poser z.y = g.y. On définit dans ce cas la
fonction généralisée O (A, y, 1) en posant, pour z € Xy, O(\,y,¥)(x) = O(\, eH, ¥)(x.y).

Lorsque y est quelconque, on note G, le centralisateur de ¢(y) dans G. Ce groupe
vérifie les mémes hypotheses que G et H, = G, N H est une forme réelle de G,. On
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note X, = G,/H,. On ay € X, et p(y) est central dans GG,. On note v, 'ensemble
des a € ¥ telles que &,(y) = 1. Ce qui précede permet donc de définir une fonction
généralisée sphérique O(X,, A, y,,) vérifiant (1) et (*) sur X,. Pour z € X4, on note
./\/'Ey (x) I'ensemble des h € H tels que h.z € X, et on pose

Oy 0)(@) = &, (0) | Dx(@) 7V O, A st (ha) | D () V2 (3)
heH,\NY (z)

ou la fonction Dyx est définie par: detc(l + 2 — Ad ¢(x)) = 2"Dx(x) modulo 2" si
n =rangb.

La fonction ©(\,y, 1) est localement intégrable sur X (car D;El/ ? Dest) et vérifie (1)
sur X4 et (*). Pour montrer qu’elle vérifie (1) en tant que fonction généralisée, on prouve
les conditions de recollement rappeler dans le théoreme 1.9.

Les formules (2) et (3) permettent donc d’avoir une expression de O(\,y, 1) en terme
de transformée de Fourier d’orbites. Ce point est essentiel dans I’étude des poles et de la
croissance de la fonction A — ©(\, y, ).

On établit tout d’abord le résultat suivant (théoréeme 3.1): pour a € v, on note H,
sa coracine.

Pour )\ € I'{, la fonction A — ],cy(1 — e mMHDNO(N + Ao, y,7) se prolonge analy-
tiquement sur 7.

Pour prouver ceci, on se ramene, en utilisant la formule (3) a la situation suivante:
y = eH et G est semi-simple. On note alors ©) = O(\, eH, ).

Soit a une sous-algebre de Cartan de b et soit ag_,., I'ensemble des X € a tels que,
pour toute racine réelle o de a l'on ait a(X) # 0. On note m(ap_rey) 'ensemble des
composantes connexes de ap_,;. On fixe C € mo(ag_rey) et © € G tel que z.t¢ = ac. On
peut alors écrire pour X € C

ZwGWG(a(C) C(U}, f7 C)€i<wx.>\,X>
Haéx.zﬂ a(X)

Bra(X) = e(wy)

ou F est une chambre de Weyl de t,, et les c¢(w, F,C) des constantes. Comme la fonction

eg
généralisée [y, est tempérée, les constantes c¢(w, F,C) vérifient la condition suivante: si
c(w, F,C) # 0 alors pour tout A € F et pour tout X € C on a

Re(i <wz. A\, X >) <0 (4)

On note w la composante connexe de 0 de 'ensemble des X € b tels que J(X) # 0.
Pour X € CNw, on peut écrire

T
Han.q/; (eia(X) — e—iOé(X))

Ox(Ezp X) =



avec

d(w,C,\) = (=)l N ep(U)e(w, F,U) 3 i<Wz Ay

Uemo(arR—reg) YELq,(v+X0)eU

ou I'y désigne le sous-réseau de a formé des ~ tels que Exp v = 1, X est un élément
quelconque de C Nw et ex(U) est un signe défini en 3.3.

La relation (4) permet d’obtenir le résultat suivant(lemme 3.5): soit ¥ un syteme de
racines de tc et F la chambre de Weyl de t;,, définie par ¥ (pour A € F et a € ¥, on
a iA(H,) > 0). Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout A € F et pour tout
X ewnd, l'on ait

‘ H (1 o 67i<)\,7rHa>>d(w’C’ )\)ei<wx.)\,X> ’< C (5)

aEeX

D’autre part, a l'aide des relations de recollement (théoreme 1.9), on montre que
les d(w,C, \) sont des fractions rationnelles en les ¢™#e) pour o € ¥ (lemme 3.6). La
propriété (5) assure alors qu'il existe un nombre fini de réels deux a deux distincts cq, . .. ¢,
tels que la fonction [T,ex [T5—; (e — e7™Ha))d(w, C, \) soit un polynome en les ¢"™*(He),
On obtient alors le résultat voulu.

On définit la fonction F(\,y) H-invariante sur X,., de la maniere suivante: si
x ¢ (expit)Wy(t).y alors F(\,y)(z) =0 et si x = exp iX.y alors F(\,y)(x)
= Ywew? (1 e(w)et<whX+HYw> - Soit Ny € I't. Pour tout x € X, et pour tout densité & sup-
port compact p sur X, la fonction 3 ,cp, o F'(w(Ao +A), y)(2) < O(w(Ao + ), y,%), >
se prolonge analytiquement sur tj (Prop081t10n 3.9). De plus, si U est un compact de T’
alors, il existe une constante C' > 0 et & € N tels que pour tout z € U,.4 et pour tout
A eI+, 'on ait

| wevzvg(t)F(w%y)@) < O(wA, y,¥), p >[< T+ [ D

(théoreme 4.1 et corollaire 4.5).

Comme précédemment, on suppose pour démontrer cette assertion que y = eH et GG
est semi-simple. On utilise I'expression suivante des d(w, A, C). 1l existe des réels non nuls
deux a deux distincts ¢y, ... ¢, tels que

p
H (1 . —171'/\ Ha H ic; _ —imA( Ha))(e—wj . e—ZTF)\(Ha ) w, )\ C Z b w ’Y; z)\(’y

acx YER

ou R est le réseau de it engendré par les 7H, pour a € ¥ et les b(w,,3) sont des
constantes. Par (5), si b(w, v, %) # 0 alors pour tout X € C Nw et pour tout A € F, on
a Re(i < \,z7'w X +~ >) < 0. En utilisant cette propriété et le fait que d(w,C, \) ne
dépend pas de ¥, on obtient la propriété de croissance voulue.



On suppose qu’il existe une involution de Cartan 6 de g commutant a o telle que t soit
f-stable. On note K le sous-groupe compact maximal de G des points fixés par . On pose
a=1t, M =exptet A= expa On choisit ¥ un systeme positif de racines de ac = t¢
dans g et on note n = Y cxga €t N = exp n. Soit B = MAN et p = (1/2) > 4ex .
Soit A € (I'f + t7 ,.,)c. On note Cy ensemble des fonctions continues de GG dans C telles
que pour tout t € M, a € A, n € N et g € G T'on ait f(gtan) = a > f(g) et I, les
éléments de classe C* de C'y. Soit 7 la représentation réguliere gauche de G dans I,. La
restriction a K induit un isomorphisme de I, dans C*°(K/T"). On munit I, de la topologie
de C*(K/T) transportée par cet isomorphisme. Soit I le dual de I}.

Pour y € Wi (%), on définit la fonction &Y sur G' de la maniere suivante:

y 0 si g¢ HyAN

g)\(g) = a)\f2p si gc HyCLN

Pour A —2p strictement dominant alors on a &§ € C_, et application A — & /K admet
un prolongement méromorphe de af. dans I3 ([vdB] Thm 5.10 et [O] Thm 5.1). On notera
encore & 'élément de I§ obtenu a partir de ce prolongement méromorphe.

Pour y et z dans Wi(t) et A € (I't + t7,.,)c tels que & et 5 sont définis, on pose
pour ¢ € D(G)

<O\ y,2), 0 >=<T\(9)&S, €25 >

Lorsque A € (I'f + t;,,.,) C t., = iay, on note x, le caractere de B défini par
xa(tan) = a 27 et soit Ly = ind%x, (induite au sens unitaire). La représentation Ly est
unitaire irréductible ([Br] Thm. 7.4 p 203). Soit H, 'espace de Ly. Dans ce cas 'espace
HS des vecteurs C°° de H, est égal & I. Pour f € Iy, on pose < uf, f >=< &, f >.
L’élément u} est alors un élément H-invariant de l'espace H, > des vecteurs généralisés

de Hy. Pour presque tout A € I'f + tj ., on a alors
< C(\y,2), 0 >=< Ly(p)u, ui >

Dans la partie 5, nous exprimons les fonctions ©(\, y, 1) en terme des C'(A, y, z) (théoreme
5.1). Pour y = eH, ce résultat a été établi par P. Delorme dans [D]. La démonstration
donnée ici est semblable a celle de P. Delorme et m’a été indiqué par M. Tinfou.

Dans la derniere partie de cet article, on généralise certains résultats précédemment
établis a d’autres séries de fonctions généralisées sphériques en utilisant le procédé d’induction
décrit dans [H3] (théoreme 6.1 et théoreme 6.2). Tous ces résultats seront utilisés dans
[H6] pour décrire la formule d’inversion des intégrales orbitales sur X.

Je remercie A. Bouaziz pour ses précieux conseils lors de ce travail.
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1 Notations et préliminaires

Si M est une variété différentiable, on note C'*° (M) I'espace des fonctions de classe C'* sur
M , D(M) le sous-espace de C*°(M) des fonctions a support compact et D(M)" 'espace
des distributions sur M, c’est-a-dire le dual de D(M).

Si N est une partie de M et si f est une fonction sur M, on notera f/x ou fy sa
restriction a N.

Si X est un ensemble fini, on note | X | son cardinal.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V* son dual et V¢ son
complexifié. Si V' est un espace vectoriel topologique, on note V’ son dual topologique.

Soit G un groupe de Lie réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement
connexe et d’algebre de Lie g . Soit H une forme réelle de G d’algebre de Lie h. On note
o la conjugaison de g relativement a h. Elle définit une involution du groupe G que 'on
notera encore o et H est 'ensemble des points de G fixés par 0. Soit q = {X € g;0(X) =
— X} de telle sorte que 'on ait g = h + q. On a alors q = ih. Soit ¢ le centre de b.

Soit M un sous-groupe de G et U une partiec de G ou de g. On note Zy(U) le
centralisateur de U dans M et Ny, (U) le normalisateur de U dans M. On pose Wy (U) =
Nu(U) /2 (U).

On note e I’élément neutre de G.

Soit # une involution de Cartan de g commutant a o et soit g = €+ p la décomposition
de Cartan de g correspondante. Soit K le sous-groupe compact maximal de G formé des
points de G fixés par 6.

On fixe sur g une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée, G -invariante x qui
coincide avec la forme de Killing sur 'algebre dérivée de g et telle que la forme —x(X, (X))
soit définie positive. Pour X € g on pose alors || X ||= (—x(X,0(X)))2 Ceci définit
une norme sur g et donc également sur g* par dualité.

Soit X = G/ H et soit p la projection canonique de G sur X. Soit ¢ Papplication de X
dans G qui & p(g) associe go(g)~' . L’application ¢ est un isomorphisme sur son image.

Pour z € X, on note G, le centralisateur de ¢(z) dans G. Soit g, son algebre de Lie.
On pose H, =G, NHeth,=g,.Nh.

Le groupe GG agit par translation a gauche sur X et on notera g.x l'action de g € G
sur € X. On notera également pour g € G et X € g l'action adjointe par AdgX = ¢g.X

On note exp lapplication exponentielle de g dans G et soit Exp I'application de b
dans G/H qui & X associe p(expiX). Soit J le jacobien de I'application Exp. On a ,



pour X € b,

Soit Dy la fonction analytique sur X définie par : sixz € Xet z € C alors 'endomorphisme
14 z — Adp(z) de g est C-linéaire. On pose alors

detc(1+ 2z — Ad p(x)) = 2" Dx(x) modulo 2"

ou n = rang(h).

Définition 1.1 Un élément x de X est dit régulier si 'on a Dx(x) # 0. Ceci est
équivalent a dire que p(x) est régulier dans G. On note X,., l'ensemble des éléments
réguliers de X et si U est une partie de X, on pose Uyeqg = Xpeg NU.

On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de ¢ formé d’éléments semi-
simples, abélien et maximal pour ces deux propriétés.

Comme ¢ = b, la multiplication par ¢ induit une bijection de ’ensemble des sous-
espaces de Cartan de q dans I’ensemble des sous-algebres de Cartan de b, que 'on notera
Car(h). Soit H \ Car(h) I'ensemble des classes de conjugaison sous H des sous-algebres
de Cartan de b.

On notera b,¢, I'ensemble des éléments semi-simples réguliers de b et pour s une partie
de b on pose S.cg = 5 M bhjreg-

1.2 Pour a € Car(h), on notera A, (ou A quand il n’y aura pas d’ambiguité) le systeme
de racines de la paire (g,a + ¢a). Pour o € A, on note H, la coracine de « , g, I'espace
radiciel de g relatif a « et s, la réflexion de a¢ relative a a.

On définit la partie compacte af = ¢ N €+ (Z iRH,) Na et la partie déployée ar =
aEA

cNp+ (Z RH,) Na de a de telle sorte que 1'on ait a = a; + ag.
acA
Une racine « est dite réelle (respectivement imaginaire) si a(a) C R (respectivement

a(a) C iR), ceci est équivalent a H, € ap (respectivement H,, € ia;). Une racine est dite
complexe si elle n’est ni réelle ni imaginaire.

On choisit un systeme positif A* de A tel que, si a est une racine complexe de A™ alors

1

a € AT. On posera pa+ = = Z a, et wy = H H,. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité,
2 acAt aEAT

on notera p = pa+.

Soit o une racine imaginaire de A. La racine « est dite compacte si (go+98_o+CH,)Nh
est isomorphe a su(2) et elle est non compacte si (g, + g—o + CH,) N b est isomorphe a
sl(2,R).



On note Ay, I'ensemble des racines imaginaires non compactes de A.

Soit I'y 'ensemble des X € a tels que exp 2¢X = 1. C’est un réseau de ag. Soit I'}
I'ensemble des p € aj, tels que, pour tout X € I'y, 'on ait pu(X) € 27Z.

Soit aj_,., I'ensemble des u € aj tels que, pour toute racine imaginaire a de A, I'on
ait u(Hy) # 0.

Soit ap_r, I'ensemble des X € a tels que pour toute racine réelle a de a, l'on ait

a(X) # 0.

1.3 A la sous-algebre de Cartan a de b, on associe I'ensemble A formé des z € X tels que
¢(x) centralise a et on I'appelle le sous-ensemble de Cartan de X associé a a. On note
Car(X) l'ensemble des sous-ensembles de Cartan de X.
On rappelle que tout élément régulier de X appartient a un unique sous-ensemble de
Cartan ([O.M] paragraphe 6 théoreme 2).
On a ([H 2] lemme 2.3)
A = Ng(a)/Np(a)

Nous allons préciser la structure des composantes connexes de A.

Pour a € A, on choisit X, et X_, appartenant respectivement a g, et g_, tels que
[Xo, X o] = Hy et 0(X,) = X_4 si a est une racine imaginaire non compacte. On note
Jo = expy(Xo—X_o). D’apres ([H4] corollaire 1.7), pour tout a € A il existe X € a et un
ensemble § de racines imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales tels
que a = p(expi X [] ga). Onaalors p(a) = exp 20X expir »  H,. Onpose gs = [] ga

a€eS aesS aeS
et ys = p(gs). Soit %a un systeme de représentants de exp z'ae A=Weg(a)/Wgy(a) fians

A formé d’éléments y tels que p(y) € H. Soit y € W,. On note W} (a) 'ensemble
des h € Wy(a) tels que h.y € exp ia.y. Pour h € W}(a), il existe donc Y}, € a tel
que h.y = exp iYy.y et donc comme p(y) € H on a 2Y, € I'y. Si Y’ est un autre
élément vérifiant cette propriété, il est facile de voir que Y, — Y’ € I'y. D’autre part, on
ayY, =hY,-1 = —hY;-1 modulo I'y. Si a =1t, alors Y}, est central dans b.

Lemme 1.4 Pour tout y € W, il existe g € G, tel que y = p(g).

Démonstration: Soit y € W,. Par ce qui précede, il existe X € a et un ensem-
ble § de racines imaginaires non compactes deux a deux fortement orthogonales tels
que y = exp iX.ys. Comme ¢(y) et p(ys) sont dans H, on a exp 4iX = 1 et donc
2X € Ty C ag. Soit g = exp iX gs. Il est clair que p(g) = y. On a gp(y)g™' =
exp iXgsexp 2iX ¢(ys)gs exp—iX. Or gs commute & p(ys) et & exp iX puisque X € ar
et o(ys) commute a exp —iX. On en déduit donc que go(y)g~t = p(ys)exp 21X = p(y).

]

On pose W, = Wy (a) \ Wg(a)

Pour 8 un poids de a, on définit la fonction &g sur A par: si a € A alors ¢(a) = expX
avec X € ac. On pose £(a) = e,



Soit S(ac) 'algebre symétrique de ac. Cette algebre s’identifie a I’algebre des opérateurs
différentiels sur A, invariants par translation. On note 9(u) I'opérateur différentiel associé
aues (ll(c).

1.5 Nous allons rappeler la notion de sous-algebres de Cartan et de sous-ensembles de
Cartan adjacents.

Soit a € Car(h) et soit A le sous-ensemble de Cartan associé. Soit ® le systeme
de racines réelles de ac dans g et soit ®* un systeme positif. On choisit X, et X_,
appartenant respectivement a h N g, et h N g_, tels que [X,, X_,] = H,. Soit Kera
I'ensemble des X € a tel que a(X) = 0. Il existe alors un élément ¢, du groupe adjoint de
G tel que co(Hy) = i1(X, — X_o) et pour tout X € Kera , Uon ait ¢, (X) = X. L’élément
cq est appelé transformation de Cayley.

On pose a, = R(X,—X_,)+ Kera. La sous-algebre a, est une sous-algeébre de Cartan
de h et on a c,.a¢c = a,c. On dit que a, est adjacente a a relativement a . Dans ce cas,
on note A, le sous-ensemble de Cartan associé a a, et on 'appelle le sous-ensemble de
Cartan adjacent & A ( relativement a «).

Soit @, 'ensemble des racines de ® orthogonales a a.. Alors ¢, (P,) = P, est le systeme
de racines réelles de a, dans g et &} = &, NPT est un systeme positif de ce systéme de
racines.

1.6 Soit U(g) lalgebre enveloppante de g et soit Z(g) le centre de U(g). On rap-
pelle que l'algebre des opérateurs différentiels G-invariants sur X est isomorphe a Z(g).
Dans toute la suite, nous identifierons ces deux algebres. Si a € Car(h), on note 7,
l'isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans l'algebre des invariants sous I’action de
We(ac) de lalgebre symétrique S(ac).

Définition 1.7 - Une fonction généralisée © sur X est dite sphérique si elle est H-
invariante et s’il existe un caractére x de Z(g) tel que pour tout z € Z(g), l'on ait

2.0 = x(2)0.

Théoreme 1.8 (/S], thm. 4.3). Une fonction généralisée sphérique sur X est une fonc-
tion localement intégrable sur X et analytique sur X,.q.

Nous allons rappeler les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction
localement intégrable définisse une fonction généralisée sphérique sur X.

Théoréme 1.9 ([H1] théoréme 4.11) Soit © une fonction H-invariante et localement
intégrable sur X. Soit x un caractére régulier de Z(g). Alors, pour tout z € Z(g), on a
2.0 = x(2)O en tant que fonction généralisée si et seulement si la fonction © vérifie les
trois conditions suivantes:

(D1) pour tout z € Z(g), on a 2.0 = x(2)0 sur X,,,
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(D2) Soit A € Car(X) associé a a de Car(h). Soit AT un systéme positif de racines de
ac dans g. Soit Ay = [Tpea+ (1 —=E-0)E,. Alors la fonction Ay 4., se prolonge de fagon
O sur lensemble Ap_,cq des x € A tels que, pour toute racine réelle o de a, l'on ait

€al®) # 1,

(D3) Soit A € Car(X) associé a a de Car(h). Soit AT un systéme positif de racines de
ac dans g. Alors la fonction O(wq)(AaO/4,.,) se prolonge continument sur A. On notera
encore O(wa)(AaO)4,.,) ce prolongement. Soit o une racine réelle de a et soit a € A tel
que En(a) =1 et £g(a) # 1 pour toute racine (§ distincte de +a, alors on a

0(wa)(AaO)a,.,)(a) = O(wa, ) (A4, Oac ., ) (@)

2 Base de la série la plus continue de fonctions généralisées
sphériques

Dans toute la suite de cet article, sauf mention explicite du contraire, on supposera que
h admet une sous-algebre de Cartan de type compact. On fixe t une telle sous-algebre
de Cartan. Son systeme de racine n’est donc formé que de racines imaginaires. On a
tr=cNpett;=cnNet+tnNih,hl.

Soit A € I't +t7_,.,- Le but de cette partie est de décrire une base de I'espace
des fonctions généralisées sphériques © sur X telles que, pour tout z € Z(g), l'on ait

2.0 = v(2)(iN)©.
Soit T' le sous-ensemble de Cartan associé a t. On rappelle le résultat suivant:

Théoréme 2.1 (Théoreme d’unicité [H2] thm 4.1 et [Hf] thm 5.11) Soit X € Ty +t;_,.,.
Soit © une fonction généralisée sphérique sur X telle que:

(i) pour tout z € Z(g), lon ait 2.0 = ~v(2)(i\)0O,

(it) Si x € Ty alors O(z) = 0.
Alors © = 0 en tant que fonction généralisée sur X.
Théoreme 2.2 Soit A € I'f +t]_,.,. Soit y € Wy et soit ¢ un systeme positif de racines
de tc dans g. Alors il existe une unique fonction généralisée sphérique O(\,y, ) sur X
vérifiant les propriétés suivantes:

(1) Pour tout z € Z(g), on a 2.0\, y,¥) = v(2)(iN)O(N, y, ¢)

(ii) Soit x € Tyey. Six ¢ (expit) Wy (t).y alors O(N\,y,¥)(x) =0 et si v = exp iX.y

alors XY
1<<UA,
Zuewg(t) e(u)e “

Haew(l - ffa(@)fpw ()

O\, y,¥)(x) =

10



Corollaire 2.3 Soit A € Ty +t]_,,, et soit Y un systéme positif de racines de tc dans g.
(i) Si h € Wy (t), alors, on a ©(h.\,y,¢) = (h)O(\, h=ty, )
(ii) lensemble des ©(w,y,v) lorsque y parcourt W et w parcourt Wit forme une
base de l’espace des fonctions généralisées sphériques © sur X telles que, pour tout z €

Z(g), Uon ait 2.0 = v(z)(i\)O.

Remarque : L’expression de O(A,y,v) sur T,., donnée dans le théoreme 2.2 (ii)
differe de celle annoncée dans [H5] théoreme 1. Ceci provient du fait suivant: pour
u € Wy(t) tel que u.y € exp it.y alors on n’a pas obligatoirement u € Wy, (t) (I’élément
Y, n’est pas forcément dans I'y). Cette erreur est corrigée ici. Le méme type d’erreur est
a corriger pour la fonction orbitale F'(\, y, 1) définie dans le théoreme 3 de [H5] (voir [H6]
paragraphe 5). Ces corrections n’influent pas sur les autres résultats de [H5] (voir [H6]).

Démonstration: du corollaire: Par le théoréme d’unicité, pour obtenir (i), il suffit
de prouver que les deux fonctions généralisées sphériques considérées coincident sur 7.,.
Soit y € Wi.

Soit x € Tyeq. Six ¢ exp itWpy(t).y alors il est clair que les deux fonctions généralisées
considérées sont nulles en z. Soit X € t tel que z = exp iX.y. On a alors

O\ h .y, ¥)(z) = O\ by, v)(exp ih ' X b y)

i<ud,h ™LX > i<\ (RT1Y )y >
_ u €Z<u I’ e b u
B Zuewg L € )

 Tlaey(1 = Eea(htexp iX y)E,, (htexp iX.y)
ot uh™ty = exp i(h~'Y),h~ly. Or, il est clair que pour u € ng'y, on a huh™' € WH(t)
et V-1 = (h71Y),. On a donc

EueWﬁI W 8(u)ei<uh)\,X>62'<>\,Yu>

[Taeny(1 =& alexp iX.y)n.,, (exp iX.y)

On obtient donc l'assertion (i).

O\ hhy, ¥)(z) = = e(h)O(h.Ay,¥)(x)

Soit © une fonction généralisée sphérique telle que, pour tout z € Z(g), l'on ait
2.0 = y(2)(iN)O. Soit ¥ un systéme positif de racines de tc dans g et soit Ay =
[loey (1 —&-a)&p,- D’apres le théoreme 77 (D1) et (D2), pour tout y € W, il existe des
constantes c(w, y) telles que pour tout X € t..,4, 'on ait

i<wA, X >

ZwEWG(t) C(w7 y)e

1 X.y) =
Oeap iX.y) Ar(exp iX.y)

Comme O est H-invariante, pour tout u € Wy(t), on a c(w,y) = e(u)c(uw, uy) et pour
u € WH(t), on a c(w,y) = e(u)c(uw, y)e<»Y=>. Par conséquent, on a

ZuGWIZ(t) €(U) ei<)\7Yu>€i<uw/\,X>

Ar(exp iX.y)

OexpiX.y) = > c(w,y)

WEW L (H\We(t)
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= > c(vw,y)O(vw, y, ) (exp iX.y)
WEW s (D\Wa (1) ve W, (O\ W (8)

= Z Z c(w, v 1y)O(w, vy, ¥)(exp iX.y)

weWn (H)\Wa (1) veWg ()\Wr (1)

Comme O(wA, z, 1) est nulle en dehors de exp it Wy (t).z pour z € W, on en déduit

@—Z Z O(wA, y, )

yEWe wew !

Maintenant, on se donne pour y € Wy et w € W', des constantes c(w, y) telles que la
fonction généralisée © = 3, ¢y, X wew! c(w,y)O(wA, y, 1) soit nulle. En particulier, elle
est nulle sur T.,. Soit donc z € Wy et X € t,.,. On a alors

O(expiX.z) = > > c(w, hz)O(w, hz,¥)(exp iX.2)
ReWH (/W (1) wew !

_ Z Z Z w hz )6<u>€i<x\,Yu>ei<uh_1'w)\,X> -0

heWn (8)/ W () wewt ueWg (1)

Maintenant, le groupe Wg(t) est isomorphe & Wyt x Wy (t) /W7 () x W (t) par I'application
(w, h,u) — uh~'w. Comme \ est supposé regulier, les applications X — e!<¥}*> gont
linéairement indépendantes lorsque w parcourt Wg(t). La nullité de © entraine donc la
nullité de toutes les constantes c¢(w,y). Ceci acheve la démonstration du corollaire. n

Lemme 2.4 Soit y € W;.

(i) Le groupe G, est réductif compleze connexe de groupe dérivé simplement connexe,
o-stable. On pose X, = G,/H

(i1) L’algébre t est une sous-algébre de Cartan de type compact de b,

(iii) On ay € X,,.

Démonstration: L’élément ¢(y) est un élément semi-simple de G. D’apres ([O.V] 4
problem 10 et thm 9), on sait que G, est réductif complexe connexe. Il est claire-
ment o-stable. Soit G le groupe dérivé de G, d’algebre de Lie g,1. On a m(Gy1) =
Ker exp(2in.)/ Yaca(g,.0 L Ha- Soit X € gy tel que exp 20X = 1. Le groupe dérivé de
G étant simplement connexe, on a

X e gy1 N Z Z H,
acA(g,t)

D’apres ([Bou|, Chap.6, paragraphe 1, proposition 28), on a

g0 > ZH,= Y ZH,

acA(g,t) a€A(gy 1,t)

On en déduit donc que G est simplement connexe.
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L’assertion (ii) est immédiate. Par le lemme 7?7, il est clair que y admet un représentant
dans X, ce qui donne (iii). ]

On fixe A, y et ¥ comme dans le théoreme ?77.

Pour y = eH, le résultat du théoreme ?? est déja connu ([H2] thm 7.1 et [H4] thm.
5.11). Nous rappelons brievement la construction de ©(\, eH, ).

Soit By.» la mesure de Liouville de 'orbite coadjointe H.\ et soit BH, A la transformée
de Fourier de cette mesure. Soit wy I'élement de W (t) tel que wy.1) soit ’ensemble des
a € Ag telles que tA(H,) > 0. On pose, pour x € X,

(_1)|w1nc|

O eH,9)(z) = “Himr

e(wn) > Bra(X) | J(X) |72

{X€Yreg,ExpX=a}/T

ou par convention, si I’ensemble sur lequel la somme est faite est vide, la somme est nulle
et | Y¥rne | est le cardinal de I'ensemble des racines imaginaires non compactes de 1.

Lorsque 1'élément ¢(y) est central dans G, alors pour tout g € G, I'élément g.y ne
dépend que de p(g). Donc pour = p(g), on peut poser .y = ¢g.y. On définit dans ce cas la
fonction généralisée ©(\, y, 1) en posant, pour = € Xy, O\, y,9)(z) = O\, eH,¥)(z.y).
I1 est clair que ©(\,y,1) vérifie les assertions du théoreme ?7. D’autre part, par con-
struction, on a

O\, ¥,v)/x,., est nulle en dehors de (exp ih.y)yeg.

On suppose maintenant que y est quelconque. On note v, 'ensemble des racines o € 9
telles que &,(y) = 1. Par ce qui précede, il existe une unique fonction généralisée sphérique
O(X,, A, y, ¢,) sur X, vérifiant les propriétés du théoreme ?? sur 'espace symétrique X,,.
Pour z € X4, on note Nﬁy(x) I'ensemble des h € H tel que h.x € X,,.

Lemme 2.5 Soitz € X, et soit a = bh,. Soit A le sous-ensemble de Cartan de X associé
aa. Alors, on a:
(i) sih € Np'(z), on a h.a € Car b,
(ii) Uensemble N (z) ne dépend que de la composante connexe de A qui contient =,
(iii) Uensemble H, \ Ny (x) est fini.

Si x est un élément semi-simple de X appartenant au sous-ensemble de Cartan A associé a
a € Car(h), on notera Ny (x, a) Uensemble des h € H tels que h.z € X, et h.a € Car(b,).

Démonstration: Soit z € X,.,. Si h € N3 (z), Vélément ho(z)h~' est un élément
régulier de Gy, et donc Zy, (he(z)h™"') est une sous-algébre de Cartan de b, contenue
dans h.a. Comme h et h, ont méme rang, on en déduit que h.a € Car(h,). D’ou
'assertion (i).

Soit u € W tel que z € exp ia.u. Montrons que lon a N3*(z) = Ny?(u,a). Soit
h e N (x). Dapres (i), on a h.a € Car(h,). On éerit = exp iX.u avec X € a. On a
donc h.x = (exp ih.X)h.u. 1l est donc clair que h.z € X, si et seulement si h.u € X,,.
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L’assertion (iii) découle de ([B1] Remarque 7.2.3). n

On pose alors

O(x) =&, (y) | Dx(2) |72 >0 O(Xy, Ay, 0,)(h.a) | D, (ha) |2

heH,\N Y (z)
Le théoreme 7?7 découle du théoréme suivant:

Théoreme 2.6 La fonction © définit une fonction généralisée sphérique sur X vérifiant
les assertions du théoréme 7?. On la notera ©(\,y, ).

2.7 Remarque: Comme la fonction ©(X,, A, y,7) x, ., est nulle en dehors de (exp iby.y) g,
on a
O\, ¥,v)x,., est nulle en dehors de (exp i) H.y), ey

Démonstration: L’ensemble H, \ N v (x) est fini et la fonction | Dx |~1/2 est localement
intégrable sur X. Par I'expression locale de O(X,, A, y,v,) ([H 2] théoreme 5.11), il est
clair que © définit une fonction localement intégrable, H -invariante sur X. Pour prouver
que © définit une fonction généralisée sphérique sur X, on va montrer que © vérifie les
conditions nécessaires et suffisantes rappeler dans le théoreme ?77.

Soit z € Z(g) et € X,,. On note A le sous-ensemble de Cartan de X contenant .
Si h € Nj*(x), on note (h.A), le sous-ensemble de Cartan de X, contenant h.z. On a
alors ([H1] cor. 3.9):

(2.0) /4., () =| Dx(2) |7"? va(2).(| Dx |'* ©4,.,) ()

=&, (y) | Dx() |-1/2 S a(2)(OXy, N vy | Dx, [M2) hay,y ey (he)
heH, \N ¥ (z)

= 7(2)(iIN)O4,., ()

Donc © vérifie I'assertion (D1) du théoreme ?7.

Démonstration de (D2). Soit A un sous-ensemble de Cartan de X associé a la sous-
algebre de Cartan a. Soit AT un systeme positif de racines de ac dans g. On pose
As = ] (1 —&4). On pose Wy = AyO,4,,. Montrons que la fonction ¥y se

acAt
prolonge analytiquement sur I'ensemble Ag_,., des a € A tels que pour toute racine réelle

de ac dans g, l'on ait &,(a) # 1 (relation (D2)).

1- -«
Si S est un ensemble de racines, on pose bs = H % On a alors
aEeS T 6-a
Ay = S ba+ | Dx |1/2
& |
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Si pour tout h € H, l'algebre h.a n’est pas une sous-algebre de Cartan de b, alors

pour tout & € Ay, on a N, Ey (x) = () et donc la fonction W4 est toujours nulle, elle vérifie
donc bien (D2).

On suppose maintenant que a € Car(h,). Pour b € Car(h,), on adoptera les notations
suivantes: soient B et B, les sous-ensembles de Cartan respectivement de X et X, associés
a b. L'ensemble B, est formé des exp ib.u ott u € Wy NX,. Soit Af et Af des systémes
positifs de racines de bc respectivement dans g et g, tels que A;y C A{. Soit A;R
et A{, p 'ensemble des racines réelles de A{ et Af . On pose py, = %ZaeA;y o et

1
pb_izaeA:a'

On pose (b, y) = é””| |§p"’y‘bA:_A-£ . C’est une fonction qui prend les valeurs +1 sur
Po Po,y Y
Bieg.
On a alors:
Ua(r)=&,(y) > elhay)(ha)(Apa), Oy, Ay, 1b,))(h)
heH,\N 1" (z)

Si N, Ey (z) = () alors la fonction U4 est nulle sur les éléments réguliers de la composante
connexe de A contenant x et donc elle se prolonge analytiquement sur cette composante
connexe.

On suppose maintenant que N; fﬁ(:v) # (). Par la remarque ?7, on sait que
O(Xy, A\, y, 1) (h.z) # 0 si et seulement si il existe X € h.a tel que h.x = exp iX.y. Dans
ce cas, on a:

5(h'a> y)(hx> = gph.afph.a,y (y) H

+ +
aeAhAuiAh.a,y

(€ — £ a(y)e ™)
| () — & a(y)e X)) |

Comme y € W,, pour toute racine o € A;;a, on a &,(y) = 1. Or pour tout a € %}J{a —
A;.a,ya ona o(y) = —1et donc e(h.a,y)(h.z) =&, .o, (¥) HQGA;(A+ cosa(X)

La,y lcosa(X)[”

Si a est une racine imaginaire, on a cosa(X) = chia(X) > 0. Si aheét une racine
complexe positive, alors il en est de méme de & et dans ce cas, on a cosa(X)cosa(X) > 0.
On en déduit donc que e(h.a,y)(h.2) = &4, o —ppa, (¥) 11 signe(cosa(X)).

a€Af | g ibaly)=—1
En particulier, la fonction e(h.a,y) se prolonge en une fonction localement constante sur
(h.A)p_reg N (exp ih.a.y).

Soit v € exp ia.x avec v € Ap_,. Dans ce cas, pour tout h € /\/'Ey (), on a
h.y € ((h.A)y)r—reg €t donc la fonction A, 4y, ©(X,, A, y,1,) se prolonge analytiquement
au voisinage de h.y. D’autre part, lorsque O(X,, A, y,1,) ne s’annule pas au voisinage de
h., la fonction (h.a,y) est constante au voisinage de h.y par ce qui précede. On obtient
donc l'assertion (D2).

Démonstration de (D3). On garde les notations précédentes. On fixe a une racine
réelle de ac dans g et v € A tels que &,(7) = 1 et {5(y) # 1 pour toute racine § différente
de +a.
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Pour ¢t € R, on pose 7,(t) = exp itH,.7y. 1l existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢ vérifiant
0 <|t|< e, Pélément v,(t) appartient a A,.,. On garde les notations de ?? et ?7. Il faut
donc prouver les deux assertions suivantes:

(*) application 0(w,)W¥ 4 se prolonge continument au point -,

(%) Lin(D(we)¥.a) (0 () = Olen, W a, (7).

Démonstration de (*). Si N7*(a,~) = () alors la fonction W4 est nulle en v,(t) pour
0 <|t|< e et donc O(wy)¥4 se prolonge continument par 0 en 7.

Supposons maintenant que N3*(a,7) # 0. On fixe h € N3'(a,7). Comme la
fonction ©(X,, A, y,v¥y)/x,,., est nulle en dehors de exp ib,.y, on peut supposer que
h.y € exp i(h.a).y. On pose b = Ad(h)a et 6 = h.a. La racine 6 est donc une racine réelle
de bc dans g.

Onposewsy = |] Hpet P= ][  Hp de telle sorte que wy = wy,y P. Le poly-

BeEAY peay-af,
nome P est invariant sous 'action du groupe de Weyl W, (bc). Soit I'y ¢ I'isomorphisme
de S(bc)"Weu(*e) dans S(tc)Vev('©), On a alors

O(P)(ABy@(Xy’A7vay)/By) = Fb,t(P)(i)\)(ABy@(Xya)\7yv¢y))/3y

On pose
Fi(t) = Owpy(e(b,y)Ap,O(Xy, A, y, ¥y)) (h-7a(t))

de telle sorte que W4(v,(t)) = £, (Y)Tpt(P)(1N) Z Fi(t).
heH,\N Y (a,7)
On a vu précédemment que la fonction (b, y) est une fonction localement constante
sur (By)p—reg- Donc, pour tout ¢ # 0 suffisamment petit, on a

Ey(t) = (b, y)(h7a () 0we,y (Ap, O(Xy, A, y, 1y)) (h7a(t))

1cas : 6 ¢ Ay, La fonction Owyy(Ap,O(Xy, A, y,10y)) est continue au point v par la
propriété (D2).

D’autre part, on a supposé que h.y = exp iX.y avec X € b. On a donc h.y,(t) =
exp i(tHs + X).y. Vue I'hypothese sur 6, on a &(y) = —1. Comme &s(exp i X.y) = 1 on
a e?¥(X) = 1 ce qui est équivalent & 6(X) € 7/2 + 7Z. On en déduit que pour ¢t # 0
voisin de 0, on a

e(b,9)(h-7a(t)) = &y —py, (W) 11 signe(cos((tH; + X))

BEAT pba(y)=—1

Soit [ est une racine réelle de be dans g telle que &3(y) = —1. Si § # 0 alors
on a &5(h.y) # 1 et donc €*PX) £ —1. On en déduit que pour ¢ suffisamment petit,
on a cosf(tHs + X)cosB(X) > 0 et tsind(X)cosd(tHs + X) < 0. On obtient donc
e(b,y)(h.va(t)) = —e(b,y)(h.ya(—1)) et par conséquent on a tl_i)r(g Fn(t) = —tl_i}g{ Fi(t).
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Or, comme ¢ ¢ A*(h,,b), la réflexion ss ne se réalise pas dans H,. L’élément ssh =
hs, envoie v sur h.y et il ne représente pas le méme élément que h dans H,, \/\/Ey(a, v).
Par ce qui précede, on a

lim (Fp(t) + Frs, (1)) = Um (F)(t) + Fp(—t)) = 0= lim (Fy(t) + Fhs, (1))

t—0+ t—0+ t—0—

2iemergs : § € A;y.

La fonction £(b, y)(h.74(t)) est continue en t = 0 et la fonction Owy , (Ap, O(Xy, A, y, )
est continue au point h.y par la propriété (D3).

On a donc prouvé assertion (¥) . Notons Aj(a,~) I'ensemble des h € H tels que

h.ac € A(hy, h.a) et h.y € expi(h.a).y. On a prouvé de plus que:
(kxx)  (OwaWa)(y) = gpw(y)rb,t(iA) Z e(h.a, y)awh.a,y(A(h.A)yG(Xw/\,?Ja%))(h-’ﬂ

heH,\ AL (a,7)

Démonstration de (**).

On garde les notations précédentes. On suppose que ArY (a,7) 0. Soit h € A (a,7).
On peut écrire y = hexp iX.y avec X € a. Comme &,(7) =1 et h.a € A, q,, on obtient
Ea(Exp X) =1 ce qui est équivalent & a(X) € wZ. D’apres ([H2] proposition 3.9), deux
cas sont possibles: soit il existe Xg € aNa, tel que Fxp X = Fxp Xy, soit on est dans la
situation suivante:

Exp X = Exp (Xo + gHa) avec Xo € aNa, et pour tout Z € I'y, on a a(Z) # m. Or

d’apres ([H2] démonstration du théoreme 6.3, 2ieme cas), dans ce deuxieme cas on a
a(wh.a,y>(A(h.A)y6<Xy7 )\7 Y, wy))(hfy) =0

Donc dans la somme (***) définissant W 4, seuls sont a prendre en compte les h € A (a,7)
tels qu'il existe X € a N a, vérifiant hexp i X.y = y. Or il est clair qu'un tel h est un
élément de N7y (aa,7) tel que by € (exp ih.ay).y.

Soit h € /\/}}{gy(aa, v) tel que h.y € (exp ih.a,).y. On rappelle que ¢, est la transfor-
mation de Cayley relative & « (voir ??). Soit § = c,.a. C’est une racine imaginaire non
compacte de a, ¢ et on a {z(y) = 1. Comme on peut écrire hexp iX.y =y avec X € a,,
on en déduit que &g(Exp X) = &, 5(y). Comme [ est imaginaire alors {g(Exp X) est un
réel strictement positif. Par conséquent, on a &, 5(y) = 1 et §(X) = 0. La racine h.3 est
donc une racine de (h.a,)c dans g,. On en déduit que h.ov € Ay, 4. Par le choix de X, il
est clair que h.y € exp ih.(aNa,).y.

On a donc prouvé que I'application identité est une bijection entre ’ensemble des
h e A% (a,7) tels que y € hexp i(aNay).y et lensemble des h € N’ (aa,7) tels que
y € hexp i(ay).y En utilisant la propriété (**) appliquer a ©(X,, A, y,,) aux points h.y,
on obtient ainsi

O(wa)(Va)(7)
= &, (Y) Lo, (P)(iA) > e(h.a,y)(h-7)0(Wh.any) (An.aa), OXy, Ay, ¥y)) (hy)

heH,\W " (aa )
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Pour avoir le résultat (**) pour O, il suffit donc de prouver que pour tout h € N, 59(%, v)
tel que h.y € exp th.(aNa,).y, on a

e(h.a,y)(h.y) = e(h.aa, y)(h.7)

On écrit hexp i X.yv =y avec X € ana,. On a alors

) h) =6 mpny ) I signe(cosf(h.X)

,BEA;C"R{LE‘(ZJ):_]-

Comme &na(y) =1, on a &y, o puon () = oo —pan.,, (). D’autre part, les racines
réelles de h.a, sont les racines réelles de h.a orthogonales a h.a. Soit R ’ensemble des

racines réelles positives 3 de h.a telles que £3(y) = —1 et G(Hpo) # 0. 1l faut donc
prouver que [] signe(cosf(X)) = 1. Soit 3 € R. Soit § € {sna(B), —sna(B)} N AL,
BER

C’est une racine de R distincte de g telle que cos F(h.X)cos §(h.X) > 0. On en déduit
donc le résultat voulu.
Lorsque A3 (a,7) = 0, alors N2 (aa,v) = 0 par ce qui précede. On a donc dans ce

cas (wa)(Va)(7) = 0(wa,)(Wa,)(7) = 0
Ceci acheve la démonstration de (**).

Calcul de ©7,,,. Soit x € T,ey. On écrit x = exp 1X.u avec X € tet u € Wi On a

O(x) # 0 si et seulement si Ny, (z) # 0. Soit h € Nj*(x). On a alors h.t € Car(h,). Or
t et h.t sont alors deux sous-algebres de Cartan fondamentales de b,. Elles sont donc H,
conjuguées. Donc les ensembles Wy, (t) \ Wg(t) et H,\ {h € H;h.t € Car(h,)} sont donc
isomorphes. Maintenant comme h € N3"(z), on a u € Wy (t).y.

Donc, si z ¢ exp it Wg(t).y, alors O(z) = 0. Par H-invariance, il suffit de connaitre
O(z) pour x = exp iX.y. Soit h € Wy(t) tel que h.x € exp it.y. On a alors h € W} (1).
On obtient ainsi

O(x) = &,(y) | Dx(z) |/ ) O(Xy, Ay, ) (h.x) | Dy, (ha) |V?

hEWg, (D\WE (1)

=&, (y) | Dx() |72 > O(Xy A ey, ) (Brp (h.X +Y4)) | Dy, (hao) ['2

REWi, (O\WH (0

5 (y) ’ D (iL‘) ’_1/2 Z ZwEWHy(t) g(w)€i<wA,h.X+Yh> | ny(hl‘) |1/2
- X
Py heWr, (D\WH (t) Haewy(l — & o(Exp (h.X + Yh))gpwy (Exp (h.X +Y3)

Maintenant, on a

| Dx, (h.x) |/ B | Dx, (h.x) |'/?

Maey, (1 = Eal(Bap (h.X +Y4))E,, (Exp (h.-X +Y2))  Tlaey, (1 = &-a(h2))8p,, (h-2)&p, (1)
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= bwy(h.x) = by(h.x) = e(h)by(z).
On obtient donc

2 [~1/2 |
Ox) = oy (y) | Dx(z) | 5 eh) Y e(w)el<eAXAY>

by (x) heWp, ()\W (t) wEWrr, ()

On en déduit le résultat voulu.
Cecl acheve la démonstration du théoréme.

3 Poles des fonctions généralisées O(\, y, 1)

On fixe comme dans la partie précédente une sous-algebre de Cartan de type compact t
de . Soit A € I'f +¢7_,.,, soit y € Wy et ¢ un syteme positif de racines de tc dans g.

Le but de cette partie est d’étudier la dépendance en A des fonctions généralisées
O(A,y, 1) construites dans le paragraphe précédent. Les résultats et méthodes utilisées
sont analogues a ceux décrits par A. Bouaziz lors de son étude des intégrales orbitales sur
un groupe réel de Lie réductif connexe ([B2] paragraphe 6).

Soit t_,.,(C) I'ensemble des p € tj ¢ tels que la partie réelle Re(u) de p soit dans
t?—reg'

Suivant [C-DJ, on dit qu'une fonction holomorphe f sur un ouvert dense de C" et a
valeurs dans un espace de Fréchet est méromorphe sur C" si pour tout x € C", il existe
un voisinage V, de x et une fonction holomorphe g, de V, a valeurs dans C telle que fg,
se prolonge en une fonction holomorphe sur V.

reg(

Théoréme 3.1 (1) Soit \g € I'y. Soit X € t;_,,. La fonction A — O(\o + A\, y,9) se
prolonge en une fonction holomorphe de t;_,.,(C) dans l’espace des fonctions généralisées
sur X. La fonction généralisée (Ao + A, y,1) est sphérique et elle vérifie les propriétés
du théoréme ?77.

(2) Soit X\g € T';. Soit 1, Uensemble des o € ¢ tels que §,(y) = 1. Alors la fonction
A— JI 1 —e ™D\ + A y,1) se prolonge en une fonction méromorphe sur t7c-

De plus pour ¢ > 0 suffisamment petit, c¢’est une fonction holomorphe sur l’ensemble

des € tjc dont la partie imaginaire Im(u) vérifie: pour toute racine o € 1, on a
| Zm(p)(Ha) |<e. 4
En particulier, la fonction A — H (1 — e ™HNO(Ng + X, y, 1)) se prolonge analy-

acy
tiquement sur ty.

Le reste de cette partie consiste en la démonstration de ce théoreme.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un systeme positif 1) de racines de t¢
dans g. Soit y € W;,.
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Soit a € Car(h) et soit A le sous-ensemble de Cartan de X associé. On fixe x € G
tel que x.tc = ac. Soit U une composante connexe de ’ensemble des X € a tels que
exp 1X.y € Ap_reg. Par 77, si a € A,y avec O(N,y,v)(a) # 0 alors a est H-conjuguée
a une sous-algebre de Cartan de h,. On suppose maintenant que a € Car(h,). Dans ce
cas, on a O\, y,v¥)(a) # 0 si et seulement si a € Wy(a)exp ia.y. Comme la fonction
généralisée O(A,y, 1)) est sphérique, le théoreme ?? (D1) et (D2) assure que pour tout
w € We(ag), il existe des fonctions dy,(w, U, A) de A telles que, pour tout X € U 'on ait
3.2 ,

ZweWG(aC) dy (w7 U, )\)62<w9:.>\,X>

Hocow(1 =& alerp iX.y))E,, , (erpiX.y)

O\, y,¥)(expiX.y) =

Nous allons étudier les fonctions d,(w, U, \).

On suppose tout d’abord que y = eH.

Soit G le groupe dérivé de G et soit H; = H N Gy. On pose X; = G1/H;. Soit
A = Ajnpp,p €t soit Ag I'élément de ¢* tel que A = Ao + A;. D’apres ([H4] lemme
5.3), la fonction généralisée ©(\, eH, 1)) est le prolongement de la fonction généralisée
O(X1, A\, eH, 1), définie sur X; par le théoreme 7?7, par le caractere x,, du centre de G
défini par \g. Rappelons la définition de ce prolongement.

Soit ¢i,...g, un systeme de représentants de Gy N (ZH)/H, dans G;. Pour tout
j € {1,...p}, il existe donc h; € H et z; dans le centre de G tels que g; = h;z;. Pour
X € Breg, on écrit X = Xy + X avec Xy € c et X; € [h, h]. On a alors :

PP
O\, eH, ) (Exp X) =YY O(Xy, A, eH, ) (g; " exp iX1.gk) X, (exp iXoz 2, )

j=1k=1

Il suffit donc de prouver le théoreme pour la fonction généralisée ©(Xy, A1, eH, ).

On suppose donc maintenant que G est semi-simple. On a alors I'y = {0} et t; = t.

3.3 Dans toute la suite de ce paragraphe on adoptera les notations suivantes. Soit w la
composante connexe de 0 de I'ensemble des X € b tels que J(X) # 0. Soit mo(ar_reg)
I'ensemble des composantes connexes de ag_,.,. On fixe C € mo(ar_reg)-
Soit Ag le systeme de racines réelles de a. Par ([H2] (3.3) et lemme 3.4), on a I'y =
Yacay, TLH,. Soit W le groupe de Weyl engendré par les réflexions s, pour a € Ag.
Soit U € mo(ag—reg). 1l existe un unique élément u de Wy tel que u.U = C. On pose
alors ep(U) = e(u).

La fonction généralisée O(\, eH, 1)) s’exprime facilement en terme de transformée de
Fourier d’orbites: soit By, la mesure de Liouville de 'orbite coadjointe H.\ et soit BH A
la transformée de Fourier de cette mesure. Soit wy 'élement de W (t) tel que wy .1 soit
I'ensemble des o € A¢ telles que iA(H,) > 0. On a, pour = € X,

(_1)W)1nc|

O\ eH, ) (x) = NN

e(wy) > Bra(X) | J(X) |71/

{Xehr'engprzx}
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D’apres ([V] thm. 1.7.7), pour tout w € Wg(ac) et pour toute chambre de Weyl F de

t.., il existe des constantes c¢(w, F,C) telles que pour tout X € C, l'on ait

reg)
ZMEWG("'C) C(wu ]:7 C)ei<wz,/\,X>
Haelgw OZ(X)

5H,\( ) = ¢&(wx)

De plus les constantes c(w, F,C) vérifient la propriété suivante (car la distribution BH A
est tempérée):

3.4 si c(w, F,C) # 0 alors pour tout X € C et pour tout A € F, on a

Rei <wx A\ X ><0

D’autre part, soit V une composante connexe de l’ensemble des X € a tels que
Exp X € Ap_yeg. 1l existe alors un unique élément vy € I'y et un unique élément
wy € W tels que wy.V = CNw + 7y. Par H-invariance, on a ©(\, eH, ) (Exp X) =
O\, eH, ) (Exp(wy.X —vyv)) et donc on a

d(w,V,\) = d(wow,C Nw, \)e " <wowesAiv>

Dans ce qui suit, on prendra V = C Nw et on posera d(w,CNw, ) = d(w,C, ). Nous
allons étudier d(w,C, \).

Soit Xy € C Nw. D’apres ([H2] (5.8)), pour tout w € Wg(ac), on a
3.5 d(w,C,\) = (—1 )Iwzm\ Z er(U)c(w, F,U) Z pI<WEAY>

UET‘-O(GR—'reg) 'Yeray(’Y"l‘XO)EU
cette série étant absolument convergente d’apres ([H2] lemme 5.7).

Remarques:

(1) Les fonctions d(w,C,\) ne dépendent pas du choix de F. En effet, la fonction
généralisée O(\, eH, 1)) est uniquement déterminée par les deux propriétés suivantes:

(i) pour tout z € Z(g), on a z.0(\,eH,v) = v(2)(iN)O(\, eH, ),

(ii) sit € Treg (Exp t),c4 alors ©O(\, eH, 1) (t) =0 et pour z = Id, on a

dw, t,\) = siowé¢ Wy(t)
dw,t,\) = ( ) st we Wgy(t)

(2) La fonction d(w, C, \) dépend également du choix de z tel que z.tc = ac. Notons la
d(x,w,C,\). Soit ' un autre élément de G tel que z'.tc = ac. Il existe donc wy € We(ac)
tel que ' = woz. On a alors d(z/,w,C, \) = e(wp)d(z, wwy,C, \). La dépendance de ce
choix de z n’interviendra pas dans les résultats que nous allons démontrer.

On fixe une chambre de Weyl F de t;,, et on note X le systeme positif de racines de tc
défini par le choix de F, c’est-a-dire I’ensemble des racines « de t¢ telles que, pour tout
w € F, on ait iu(H,) > 0.

On note F(C) 'ensemble des A € t', (C) tel que Re(\) € F.

reg
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Lemme 3.6 On garde les notations précédentes.
(i) La fonction A\ — d(w,C,\) se prolonge holomorphiquement a t;.,(C) et pour tout
A € t,(C), la fonction généralisée ©(N,eH, ) définie par 77 wvérifie les propriétés du
théoreme 77,
(ii) La fonction A — [ (1 — e "*™He>)d(w,C, \) est bornée sur toute partie relative-
a€Y
ment compacte de tjeg(C) et il existe une constante strictement positive C' telle que, pour

tout A € F(C) et pour tout X € CNw, l'on ait

| H (1 . €7i<)\,7rHa>)d(chj )\>€i<wz.)\,X> |< C

aEX

Démonstration: Les constantes c(w,F,C) ne dépendent que de F et non pas de \.
Comme pour tout w € Wg(ac) , pour tout v € I'y et pour tout A € t;,,(C), on a
Re < iwz. A,y >=< iwz.Re\,y >, la série définissant d(w,C, \) (voir formule ?7?) reste
absolument convergente pour tout A € t;, (C). Pour A € t, (C), on définit d(w,C, \) par

reg
la formule 7?7 et la fonction ©(\, eH, ) par ??7. On obtient alors facilement ’assertion

().

Par la propriété (?7), si c(w, F,U) # 0 alors, pour tout v € F(C) et pour tout X € U,
onaRei<wrr,X ><0.

Soit N le cardinal de I'ensemble des U € my(ar_rey) telles que c¢(w,F,U) # 0. On
pose Ci(w) =N  sup | ¢(w, F,U) |. On obtient ainsi

Uemg (aRfTeg)

| d(w,C, )\) ’S Cl (w) Z 6R6<iwx.)\,'y>

Y€l ;Re<iwz. A, y+Xo><0

On suppose maintenant que A € F(C). Soit aj ...y les racines simples de ¥ et soit
w1 . .. wy les poids fondamentaux relatifs a cette base, c’est-a-dire w;(H,,) = 6;; o 0, est
le symbole de Kronecker.

On a alors Re\ = Z‘Zle tjw; ou les t; sont des réels strictement négatifs et pour tout
v €T, onaxtwlye Z?Zl TZH,,.

Soit j € {1,...,k}. Soit r;,, le plus grand entier tel que, pour tout Xy € C Nw, l'on
ait 77, < —Re < wj,z 'w™1(Xy) >. Donc, si vy € 'y est tel que pour tout Xy € CNw
lon ait Re i < A\, 'w™ (X, + ) >< 0 alors on peut écrire

rlw Ty = Zg‘?zl mnjH,, avec n; € Zet njy < 1),

On obtient ainsi

| d(w, C, )\) |S Cl(w) Z ei<R6 )\,TrnjHaj>

(nl'“vnk)ezk) nj Srj,w

k
< Cl(U)) H ezﬂrj7w<'Re AHo ;> Z eznnj<'Re AHo ;>
7=1 n; <0
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H;?:l eim’j,w<Re )\,Ha]. >

S Cl(w) —T e
H‘I;:l(l —e <R )\,Haj>>

On obtient la premiere partie de 'assertion (ii).

k
Maintenant, pour X € CNw, on a Y inmrj,(Re AM(H,,) +i < wz.Re A\, X >) =
=1
k ‘7
— > tlmrs + Re wi(z'w™ X)) 0.
=1

Par conséquent, on a

1

?:1(]- o 67i7r<Re /\,Haj>)

| d(w,C, e’ "> |< Oy (w)

On note C' = sup Cj(w). On obtient ainsi
wEWG(aC)

k
’ H(l o e—z7r<Re A,Haj>)d(w’6’ )\)ei<wzz\,X> |§ C
j=1

Ceci acheve la démonstration du lemme.
| |

Lemme 3.7 Soit w € Wg(ac). Soit aq, ..., ax les racines simples de 3. Alors il existe

une fraction rationnelle Ry ¢ en k variables telle que, pour tout \ € t;,(C) l'on ait

d(w,C, \) = Ry c(e™RNHar)  oim(ReN) (Hay))

Démonstration: On démontre le résultat par récurrence sur dim ag. Si dim ar = 0
alors la sous-algebre a est H-conjuguée a t. On peut donc supposer que a = t. Dans ce
cas, on a C = tet dlw,t,\) = e(w) si w € Wg(t) et d(w,t,\) = 0 sinon. Le lemme est
donc immédiat dans ce cas.

On suppose dim ar > 0. Soit ¢ le systeme de racines réelles positives de a déterminée
par le choix de C. Soit II I'’ensemble des racines simples de ¢™ et soit & la plus grande
racine de ¢*. On reprend les notations de ??. Soit C, la chambre de Weyl de a4 r—req
définie par ¢} et soit x, = ¢, (on a xatc = a,c). D’apres ([H2] (6.9) et (6.13)), la
condition (D3) du théoreme ?? (conditions de recollement), se traduit par les relations

suivantes:
(1) pour tout « € II, alors d(w, C, \)—d(sqw, C, A) = d(cqwey?, Coy N)—d(cosaweyt, Coy N)

(2) d(w,C, N)et<wedm Ha> _ d(s5w,C, \) = f(a, ) ou la fonction f(a, \) est définie de
la maniere suivante:
si pour tout X € I'y, on a &(X) # 7 alors f(a,\) =0
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sinon, il existe Zy € I'y tel que &(Zy) =7 et mHs/2+Zy € ag Nw. Soit ¢g 5 le systeme
de racines réelles positives de a5 défini comme suit: soit v € ¢F. Alors on a v € ¢4 si
Y(Zo) = 0 et —v € ¢4 siy(Zy) = m. Soit Cy4 la chambre de Weyl de ag g—rey définie par
le choix de ¢ 5. ([H2](6.11))

Dans ce cas, on a f(&, \) = d(cgwez', Coa, ) — d(casawes®, Coa, N)e

Comme la fonction généraliséee ©(\, eH, 1)) est 'unique fonction généralisée vérifiant
(1) 2.0\, eH, ) = v(2)(iN)O(N, eH, ) pour z € Z(g) et (ii) si x € Tyey \ Exp(t), alors

>

B B ZweW " E(w)€i<w)\,X
O\, eH,Y)(x) = O et O\, eH,¥)(Exp X) = Haew((lfﬁi(&ﬁp X0, (B X
d(w,C, \) sont les uniques solutions du systeme d’équations linéaires suivant:

(0) si a = talors d(w,t, \) = { g(w) :i IwU Z %igg

i<wx. A\ Hg—Zo>

7 les fonctions

(1) } e
définies ci-dessus
(2)

(3) pour tout v € Wy(a) alors d(vw,vC, \) = e(v)d(w,C, \)
Comme on a v w™tHy € > pex ZHp, en appliquant I'hypothese de récurrence aux
fonctions d(c,we, !, Co, ) pour a € ITU {G}, on obtient donc le résultat voulu. n

Corollaire 3.8 Soit X un systéme positif de racines de tc dans g. Alors, pour tout o € ¥,

il existe un entier n, € N et des réels deur a deux distincts cy1, ..., Can, tels que pour
Na
tout A € t,,(C), la fonction J] J] (e — e~ m<MHa>d(w, C, N) soit un polynome en les
) aeY j=1
em<AMa> pour o € X,

En particulier, elle se prolonge en une fonction holomorphe sur t¢.

Démonstration: La démonstration de ce corollaire est exactement la méme que celle du
corollaire 6.3.3 de [B2]. En effet celui-ci découle des lemmes 6.3.1 et 6.3.2 de [B2] qui sont
les analogues des deux lemmes précédemment démontrés ici. [

On ne suppose plus G semi-simple et on fixe y € W,. On a vu précédemment que,
pour tout U composante connexe de ’ensemble des X € a tels que exp i X.y € Ap_g, il
existe des fonctions d,(w, U, \) telles que, pour tout X € U, l'on ait

O\, y,¥)(exp iX.y)

= 2weWs(ag) dy(w, U, \)e'<wm-rX>

 Hacry(1 =& aleap iX.y)),, ,(exp iX.y)

Corollaire 3.9 Soit ¥ comme précédemment et soit 3, ['ensemble des o € ¥ tels que
&aly) =1

(i) Soit \g € I't. Alors la fonction A\ — O(Xg + A\, y,¢) se prolonge en une fonc-
tion holomorphe de t;_,.,(C) dans 'espace des fonctions généralisées sur X. La fonction
généralisée O(Ng + A\, y, 1) est sphérique et elle vérifie les propriétés du théoréme ?7.
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(it) Pour tout o € X, il existe un entier n, € N et des réels deur a deuzr dis-
tincts Co 1y - -y Cam, tels que pour tout A € €, (C) et pour tout w € Wg(ac), la fonction

reg

Na
IT T](ei — e ™ e>)d, (w,U,\) soit un polyndme en les e™<*Ho> pour o € ..
aes, j=1

Démonstration: On rappelle que pour v € X,,, on a

Oy )(7) =&, ) | Dx(v) T2 Y O, A y,4y)(hA) | Dy, (hy) [?
heH,\W31 (7)

et en particulier, la fonction (X, y, ) x,., est nulle en dehors de (exp ib H.y), ey

Soit A € Car(X) associé a a € Car(h). Si pour tout h € H, on a h.a ¢ b, alors la
fonction généralisée O(A, y, 1)) est nulle sur A,.,.

On suppose a € Car(h,). Soit v = exp iX.y € Ap_,ey. Supposons qu'il existe
h e NE" (7) tel que h.y € exp iha.y. On a alors h.a € Car(h,) et il existe Y, € h.a tel
que hy = exp iYy.y. Soit U la composante connexe de 'ensemble des Y € a tels que
exp 1Y.y € Ap_,eq contenant X. Dans ce cas, il existe Uj, une composante connexe de
I'ensemble des Y € h.a tels que exp iY.y € (h.A)y p_reg, telle que h.X +Y), € Uy. Soit
zp € Gy tel que zp.tc = (h.a)c.

Par définition de O(\, y,v) et avec les notations de la démonstration du théoreme 77
(démonstration de (D2)), on a:

Haegz.lp (1 - 5—04 (7) )gpac.w (7)
gpqp (y)

— > e(ha,y)(ha)(Apa), OXKy, Ay, ¥y)) (ha)
heH, \N ¥ (z)

Oy, ¥)(7)

ou e(h.a,y)(h.z) est un signe qui ne dépend que U), (et non de h.r). On le notera
s(a,h,Uy). Comme O(X,, \,y,9,))(h.z) = O(X,,\,eH, 1)) (Exp (h.X +Y})), on ob-

tient donc . et ()
aczy\t 7 §—a\V))Spay \V @()\
Y, 9)(7)
fpw (y)
— > s(ahUn) S0 d(v, Uy, A)et<vmmAhX v
heHy\NY (y,a) veWg, (h.ac)
= Z Z S(Cl, h, Uh) Z d(’U, Uh’ A)6i<vxh.>\,Yh>€i<wx.)\,X>
weWa(ac) pe i, \ WY (y,a) v € We, (h.ac)

(vxh)/t(c = hwz
On obtient ainsi

dy(w, U, A) = &, () > s(a, h, Uyp) > d(v, Uy, X)e'<vmnAYn>
hEHy\NEy(yaﬂ) v E Wgy(h.a@)

(vxh)/t(c = hwz .
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La premiere assertion du corollaire découle des propriétés des d(v, Up, A) (lemme 3.5 (i))
et la deuxieme assertion du corollaire ?7? n

Démonstration: du théoreme 77:
Soit \g € I'{. Soit y € Wy et soit 1 et ¥ deux systemes positifs de racines de t¢
dans g. Pour A € t;_,.,(C), on pose ©(\) = [] (1 - e mAHeYO (N + A, y,10). Pour

aEXy
tout o € ¥,, on fixe comme dans le corollaire 7?7, un entier n, strictement positif et

des réels deux a deux distincts ¢ 1, .- -, Can,- On pose g(A) = H H (e'ei —
Xy =1, Ny
Ca,j 7’é 0
e de sorte que pour tout a € Car(h), pour tout w € Wg(ac) et pour toute
composante connexe U de 'ensemble des X € a tels que exp iX.y € Ar_,4, la fonction
g\ I (1 —e™Me>)d, (w, U, Ao+ ) se prolonge en une fonction holomorphe sur t7c

acly

fi7r<)\,Ha>>

Nous allons montrer que la fonction A — g(A)©(A) est holomorphe sur tj . Soit
dX une mesure de Lebesgue sur b et soit dx la mesure invariante sur X tangente a d.X.
D’apres ([Bou] 3.3.1 (v7)), pour avoir ce résultat il suffit de prouver les deux assertions
suivantes:

(*) La fonction A — ¢g(A\)O(A) est continue,

(**) Pour tout f € D(X), la fonction A — g(A) < ©()N), fdx > est holomorphe sur
Ge.

Soit B un ensemble borné de D(X) ([Sc] Chap. III paragraphe 2). Soit A € tj . Soit
f € B. On définit I'intégrale orbitale M(f) de f de la maniere suivante: si x € X, alors
h. = a est une sous-algebre de Cartan de h. Soit dY la mesure de Lebesgue sur [a, b]
définie par la forme de Killing. Soit dh la mesure H-invariante sur H/Zy(a) tangente a
dY . On pose

M(f)(a) = Da@) [V [ f(ha)dh

H/Zp(a)
Soit dZ la mesure de Lebesgue sur a telle que dX = dZAdY et soit da la mesure invariante

sur A tangente a dZ.
Soit A1 € 7. On a alors la formule d’intégration de Weyl suivante

<gNO(A) — g(M)O (A1), fdz >
1 1/2
= T @] Ja | PO 1 6080 — ()OO @M a)da

aeH\Car(h

Comme I’ensemble B est borné, il existe un compact U de X tel que, pour tout f € B, le
support de f soit contenu dans U ([Sc] III paragraphe 2 Thm IV). D’autre part, par le
corollaire ??, pour tout a € A,.,, la fonction qui & A associe | Dx(a) [V/2 g(N\)O(A)(a) est
holomorphe sur t; ¢.
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Donc, pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de Ay dans tj - tel que, pour tout
A eV, pour tout A € Car(X) et pour tout a € U N A,y I'on ait

| Dx(a)'*(g(NOM) — 9(A)B(\1))(a) |< e

Maintenant, pour tout A € Car(X), la fonction f — [, | M(f)(a) | da est continue ([H
3] paragraphe 2). Comme B est borné dans D(X) et donc relativement compact ([Sc] II
paragraphe 2 Thm VII), il existe une constante C'4 > 0 telle que pour tout f € B et pour
tout A € Car(X), l'on ait

| [ M(P)@)dal< Ca

C
On en déduit donc qu'il existe une constante C’ (C' = Z A ) telle que pour

acH\Car(h) | Wh(a) |
f € B et pour tout A € V T'on ait

< g(A)O(N) — g(M)O(\1), fdz >|< C'e

On obtient donc 'assertion (*).

On garde les notations précédentes. Pour 'assertion (**), en utilisant la formule
d’intégration de Weyl, il suffit de prouver que pour tout f € D(X) et pour tout A €
Car(X), la fonction qui & A associe [, g(\)O(\)(a) | Dx(a) |2 M(f)(a)da est holomorphe
sur t7 c. Or, on a les propriétés suivantes:

(i) pour tout a € Ay, la fonction A — g(\)O(N)(a) | Dx(a) [¥? M(f)(a) est holo-
morphe sur {7 ¢,

(ii) pour tout A € ¢} ¢, la fonction a — g(A\)©(X)(a) | Dx(a) |2 M(f)(a) est intégrable
sur A,

(iii) il existe une constante strictement positive C' telle que, pour presque tout a dans
le support de M(f) (qui est compact), I'on ait | g(\)O(A)(a) | Dx(a) |2 M(f)(a) |< C |
M(f)(a) |

Le théoreme de convergence dominée assure donc que la fonction A — [, g(A\)O(A)(a) |
Dx(a) [V? M(f)(a)da est holomorphe sur ¢ ¢.

On obtient donc (**).

Soit € > 0 tel que € < inf inf | ca,j |- La fonction g(\) est alors inversible
€W G =1, .0,
Ca,j 7& 0
sur I'ensemble des A € t] ¢ tels que pour tout a € 1y, 'on ait | ImA(H,) |< e.
L’assertion (2) du théoreme est alors complétement démontrée. [

Pour A € I'y + t7 ¢, on définit la fonction H -invariante F'(),y) sur X,, de la maniere
suivante: Soit A € Car(X) associé a a. Si a n’est pas H-conjuguée a t alors pour tout a €
Aseg, on a F(A y)(a) =0. Soit X € t tel que expiX.y € T,.,. Alors F(X, y)(expiX.y) =
2 wew? (1) e(w)er<wAX Y=,
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Proposition 3.10 Soit Ay € I';. Alors, pour tout v € X,.,, la fonction qui a A\ associe
> F(w(ho + A),y)(@)O(w(ho + A), y,¥) est analytique sur t}.

wGWGy(f)

Démonstration: Soit II(\) = [] (e"He)/2 — e=mAWH)/2) = Par le théoreme 7?7 (2),
a€y

la fonction qui & A associe T'(A) =II(A) > F(w(Xo+ A),y)(2)O(w(ho + ), y, ¥) est

weWe, (t)
analytique sur t;. Maintenant, il est clair que pour tout w € W, (t) et pour tout f € D(X)
on a < T(wA), fdr >= e(w) < T(XN), fdr > et donc la fonction A\ —< T'(\), fdz >
s’annule sur les hyperplans A\(H,) = 0 lorsque « parcourt t,. Comme la fonction II
a justement des zéros simples le long de ces hyperplans, on en déduit que la fonction
A = Ywewe, v Fw(ho + ), y)(@)O(w(Xo + A), y, 1)) est faiblement analytique sur £ et
donc analytique d’apres ([Bou] 3.3.1 (iv)). ]

4 Croissance des fonctions généralisées O(\, y, )

Soit t une sous-algebre de Cartan de type compact de . Soit ¢ un systeme positif de
racines de t¢ dans g et soit y € W;.

Théoreme 4.1 (i) Soit A € I'f +t
sur Xeg,
(i1) Soit @ € S(tc) et soit U une partie bornée de T. Alors, il existe une constante
C > 0 et un entier positif k tels que pour tout x € Uyeq, pour tout v € X,¢4 et pour tout
AeTli++t;, lUon ait
[ > Q) F(w y)(2)O(wA,y,9)(7) Dx(1)? |< C(1+ | A )

wEWGy (t)

La fonction | Dx [Y? O(\,y,¢)x,., est bornée

*
I—reg-*

La suite de cette partie consiste en la démonstration de ce théoreme.

Démonstration: L’assertion (i) découle directement des résultats du lemme ?7 et de la
démonstration du corollaire ?7.

Pour l'assertion (ii), nous allons d’abord considérer le cas y = eH. La fonction
généralisée O(X, eH,1)/x,., ne vit que sur (Exp ). Soit X € t. On éerit X =
Xo+ X1 avec Xg € cnNpet Xy € tnihbh]. Soit A = Ao+ Ay € I'f + ;. On a alors
F(\ eH,y)(Exp X) = e<20X0>F (X eH,¢)(Exp X1). 1l est facile de voir, comme dans
le paragraphe précédent, qu’on peut supposer que GG est semi-simple. On note R le réseau
de it engendré par les mH, pour o € 1.

Soit a € Car(h). On fixe dans tout la suite un élément = de G tel que z.t¢ = ac.
et une composante connexe C de agr_,. On écrit comme dans le paragraphe précédent,
pour tout X € CNw,

ZwEWG(aC) d(w’ C, )\)ei<wx.)\,X>

O\, eH,y)(Exp X) = Moceo(l — & a(Bap X))E,, , (Bxp X)

28



Soit X un syteme positif de racines de tc et soit F la chambre de Weyl de t7,, définie
par X.
D’apres le corollaire 77 il existe des réels non nuls deux a deux distincts dy,...,d,

tels que la fonction JJ (1 — e~ ImAHo)) [ - e~ He) (1w, C, N) soit un polynéme en
acy j=1

les e™ (o) pour @ € . On pose fs(N) = [[(1 — e ™)) et gs(N) = [] [] (e —
aes aex j=1

e~ imAHa)) (gmidj _ o=imA(Ha)) ] existe donc des constantes b(w, v, X), non nulles pour un

nombre fini de valeurs de 7, telles que

ZWGR b(w7 Y5 2>€i<>\ﬁ>
g (M) fs(A)

d(w,C,\) =

1
Lemme 4.2 Soit h™ = 5 Z H,. Soit w e Wg(te) et u € Wg(ac). Alors, on a

aEd
(1) fus(N) = fs(w ') = e(w) fs(\)e™ P 0" et
ng()\) = gz<w*1)\) — gz()\)egmﬂ,\(h—o—fwm.)
(2) Pour tout vy € R , on a

b(u, v, wX) = e(w)b(u,y + (2n + V)w(wh™ — 1), %)

Démonstration: On écrit fx(\) = [[aes (€7 Ha/2) — e=mAHa/2))e=m AT - Teg relations
vérifiées par fx(\) deviennent immédiates.

Si d est un réel et a € ¥, on remarque que
(eid . eiwA(Ha))(e—id . 6i7r>\(Ha)) _ (eid . e—m)\(Ha))(e—id . e—iﬂ/\(Ha))€2i7r/\(Ha)

Un simple calcul prouve alors les propriétés de gs.
Comme d(u,C, \) ne dépend pas de ¥, on a

Z’YER b(U,, Y, wz)ei<)\ﬁ> o Z’YER b(ua s Z)€i<)"7>

Juz(N)guws(A) fs(N)gs(A)

Comme (fuxguws)(N) = 5(w)fg()\)gg()\)e(Q”H)iM(H_whﬂ, on obtient

Z b(u, 5, wz)€i<>\,'yf(2n+1)7r(h+fwh+)> _ 8(11}) Z b(u, v, E)ei<)\,7>
YER YER

La propriété (2) est alors claire. n

On fixe zg € (Exp t),¢5 €t Q € S(tc). On pose h(A) = (Q)F (A, eH, ) (zo).

Soit O(A) = Xuewg h(wA)O(wA, eH,%). On définit la fonction Ay sur X, par
sa restriction a chaque sous-ensemble de Cartan: si a € A,y alors Ay(a) = [Toepy(1 —
§-ala))éy, ,(a) (élément x vérifie v.tc = ac).
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Soit X € CNw. On a alors

(AO)Eap X) = X h(wh) X d(u,Cown)ei <

weWe(t) ueWeg(ac)

- Z h(w)\) Z E'YE'R b<u, v, wZ)eKwhw ei<uxw)\,X>
weWeg (t) ueWg(ac) fwz(w)\)ng (w/\)

(par I'expression de d(u,C,w\))

E(W)h(w)‘) Z Z b(u,v + (2n + 1)7T(Mh+ . h+), Z)ez’<w>\,z—1u—1X—|—'y>
weWg (1) fZ(A)QZ()\) ueWga(ac) Y€ER

(d’apres les deux propriétés du lemme 4.2)

=2 2 burE) 3 Mekw’\@_l“_l-X+vf(2n+1)7r(wh+7h+)>
YER ueWe(ac) weWg(t) fE(A)gz()\)

Pour avoir le résultat voulu il suffit donc de prouver si b(u, 7y, 3) # 0 alors il existe une
constante C' > 0 et un entier positif £ tels que pour tout X € C Nw et pour tout A\ € F,
I'on ait

4.3 | Z S(U))h(UJ)\) 6i<w/\7aflu’l.X-}—W/—(2’rz—|—1)7r(wh+—h*)> |< C<1+ || A ||)k
weWa(t) fs(Ngs (V)

Maintenant, la relation (i) du lemme 3.6 implique la relation suivante
si b(u,y,%) # 0 alors pour tout X € C Nw et pour tout A € F, on a
Re(i <uxA, X >4+i <A\, v7>)<0

Or, par le lemme ??, on a b(u,7,%) = (w)b(u,y — (2n+ 1)w(wh™ — hT),wX). On en
déduit quesi X eCNwet A€ F,ona

4.4 Re(i < w\,z7'u ' X +~v— (2n+ )m(wht —h*) >) <0
et cette relation est encore valable pour A dans I’adhérence de F.

Soit «aq,...,q; les racines simples de ¥ et soit wy,...,wy les poids fondamentaux
relatifs a cette base. Par 7?7, si b(u,7,%) # 0 alors pour tout 57 € {1,...,k}, pour tout
w € Wg(t) et pour tout X € CNw, on a
4.5

Re(i < wwj, a7 'u™ X +9— 2n+ Dr(wh™ —ht) >) <0
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Soit P une partie de {1,...,k}. Soit Fp l'’ensemble des p € F tels que pour tout j € P,
Pon ait ip(mH,,) < 1et pour tout j ¢ P, on ait iu(mH,,) > 1. Soit Xp = XN(X e p Zay).
On note Wp le groupe de Weyl engendré par les s, pour o € P.

On pose tp = »_ iRH,, et t’ = NjepKer wj. Onaalors t = tp+t7 et t* = 5+ (t)*".

jep
L’espace t}» s’identifie & Porthogonal de t. Le groupe de Weyl Wp agit respectivement
sur tp et sur t£ et il fixe tout élément de t(g. Pour X € t, on pose X = Xp + X oun
Xp€Etpet XP et

L’ensemble des Fp ou P parcourt 1’ensemble des parties de {1,...,k} forme un re-
couvrement fini de F. En écrivant chaque élément s € Wg(t) sous la forme vw on v est
un représentant de s dans Wg(t)/Wp et w € Wp, on voit que pour avoir la relation 77,
il suffit de prouver que pour toute partie P de {1,...,k} et pour tout v € Wg(t), I'on a:

si b(u, 7, %) # 0 alors la fonction

Z g(w)h(UW)‘)€i<vw)\,m_1u_1.X+'yf(2n+1)7r(vwh+fh+)>
wewp J2(N)gs()

vérifie une estimation du méme type que ?? pour tout X € CNw et pour tout A € F.

On fixe v € Wg(t) et A € Fp et on écrit A = A\p + A €t + (t£)*. Les éléments \p et
AP sont alors dans Padhérence de F. Soit w € Wp. On pose X (w) = v~z lu™ 1 X +v —
(2n+1)m(vwht —h)) et Y(w) = w™ ' X (w). On écrit Y(w) =Y (w)p + Y (w)” € tp +t¥
de telle sorte que < \,Y(w) >=< Ap,Y(w)p > + < A Y(w)’ >. La relation 4.5
implique les deux relations suivantes: pour tout X € calC' Nw et tout A € F,

(i) Rei < wAp, X(w) >= Rei < Ap,Y(w) >=Rei < Ap,Y (w)p ><0,

(i) Re i < wA\’, X(w) >= Rei < A\ Y (w) >= Rei < A\, Y (w)” ><0.

On vérifie que Y (w) = w Y (Id) + (2n + D)w(w™th*t — h*). Comme w € Wp, on a
(w™th* — h*) € tp et donc Y (w)? = w= Y (1d)F.

Or, comme w agit trivialement sur t, on en déduit que I'on a < A\’ Y(w)f >=<
NY (Id)T >.

1 A
Maintenant, les fonctions et for (M)
g=(N)  fs(V)

h(vwA) .
prouver que la fonction > MGKAP Y(w)p>
weWp fZP (A)
lorsque X € CNw, A\p € Fp et A\ et/ N F.
On pose o = Exp Z. On a alors

h(N) = 0(Q)F(\,eH, ) (Exp Z) = > e(r)QiTA)e'<TM?>

TeWg (1)

sont bornées sur Fp. Il suffit donc de

vérifie une relation du type 7?7

On a donc

> e@h(vwd) oxpyw)es
weWp pr(A)
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) A) )
_ Z 5(7_) Z 5<w)Q(ZTUw )ez<rvw)\,Z>ez<)\p,Y(w)p>

TEWH(t) weWp f2P<)\)

_ Z 6(7)€i<>\P,(v*17*12)P> Z e(w)Q(iTvwA) i<whp, (v 1T Z)p> i<Ap,Y (w)p>

TEWH () weWp prO‘)

Maintenant, on peut écrire v~ '771@Q comme somme finie d’éléments du type QT Qp avec
QP S S(tg) et Qp € S((tp)(c)

Comme A\’ ne prend que des valeurs réelles sur t7, il existe une constante strictement
positive C' et un entier positif £ qui ne dépendent pas de A et de Z tels que

. i <AP (v=1r=17)P
| Q7 (iA")er M <+ At

Il suffit donc de prouver que la fonction

Z 5<w)QP(Z"LU)‘P)6i<w,\p,(v*1f12)p>ei<Ap,Y(w)p>
weWp fEP ()\>

est majorée par une constante, ceci pour tout A € F, X € C Nw et Z dans une partie
bornée de t.

WAp) 11 ‘
Pour A € tp, on pose g(\, Z,X) = > e(w)Qp(iw P)eKw’\’(” T2 P> gAY (w)p>
weWp H(XGEP A(HCY)
HO(EEP )\(HOL)

est de classe C™ sur t},, il suffit de prouver que g(A, X, 7Z)
fEP ()‘)

est bornée pour A, X et Z comme ci-dessus.

Comme la fonction

Soit h = Yaes, Ha/2. On aalors Y(w)p = w™ 'Y (Id)p + (2n + 1)m(w™h} — hf) et
Y(Id) = v 'z lu' X vty —(2n+1)m(hT—v™'h™). Tl est donc clair que Y (w)p parcourt
un ensemble borné lorsque X parcourt CNw. On pose Y(w)p = w™ 'Y}, —(2n+1)7h} avec
Y, =Y(Id)p + (2n + 1)wh}. Comme < P~ntDmhi> ogt horné et Y}, et Z parcourent
des ensembles bornés, il suffit de voir que la fonction

e(w)Qp(iwd) AN@TIrTIZ) p> i<w, Y >
gO(A,Z,X) = —61 WA,V T P e'L WA, P
wg/I:/P HaEEP )‘<Ha)

est de classe C*. Or le numérateur de go(A, Z, X') est Wp anti-invariant. Le lemme 3.1
de [He| assure le résultat voulu.

On a donc prouvé le théoreme pour y = eH.

On se replace maintenant dans le cadre général. Soit y € Wy. Pour X € t,4 et Q) €
S(tc), ona A(Q)F (N, y)(exp iX.y) = Loewy o £(v)QiwA)e’ <" F+>. Pour v € W(t) on
a2Y, € I'y C ¢ (ol1 c est le centre de h) et donc on a e <WMYv> = ¢i<AYo> — 41 3 fonction
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I(Q)F (N y)(exp iX.y) vérifie donc les mémes propriétés que O(Q)F (N, eH)(Exzp X).
Pour tout X € t,.,, @ € S(tc) et pour tout v € X, on a

S 9Q)F(wA,y)(exp iX.y)O(wA, y,¥)(7) | Dx(v) [V

’wGWGy (t)

= Yo 0Q)F (wh,y)(exp iX.y)O(Xy, A eH, ¢b,)(hy.y) | Dx, (hy.y) [V

heH, \W," (7) VEWEy (1

Comme H, \ N;i”(7) est fini et ne dépend que de la composante connexe de X,, qui
contient v et que ces composantes connexes sont en nombre fini, le théoreme pour y = eH
implique le théoreme pour tout y € W;. n

Corollaire 4.6 Soit f € D(X), N > 0 et U une partie bornée de T. Soit u € S(tc).
Alors, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout x € Uy, l'on ait

Y W F(why,¥)(z) < O(wh,y,¥), f >|<

v
el 0 @+ AT
Démonstration: Si P € S(t)"e(tc) alors il existe z € Z(g) tel que P = 7,(z). Pour
tout f € D(X), on a donc P(i\) < O(w,y,v), fdr >=< z2.0(w\,y,v), fdx >=<
O(w,y,v),! z.fdr >. Par le théoreme précédent et la formule d’intégration de Weyl, il
existe une constante strictement positive C’ (qui dépend de z et de f) et un entier k tels
que 'on ait

| Y. OWF(wAy ¥)(z) <z2.0(wA y,9), f >

weWg, (1)

= PN > O F(why ¥)(w) < O(wAy,¢), f >|< C"(1+ | A )

’UJGWGy (t)

On obtient alors facilement le résultat voulu. ™

5 Lien avec les représentations

Dans cette partie, nous exprimons les fonctions généralisées O(\, y, 1) en terme de coef-
ficients généralisées de représentations unitaires et irréductibles de G.

Soit t une sous-algebre de Cartan de type compact 6-stable de h. On pose a = it. Soit
M = exptet A= expa. On choisit ¥ un systeme positif de racines de ac = t¢ dans g et
on note n =3x8, €t N = exp n. Soit B le sous-groupe de Borel de GG d’algebre de Lie
b=t+a+mn. Soit p=(1/2)> cx @ Pour p un poids de a et a = exp X € A, on pose
at = GM(X) . On note W = NK(Q)/ZK<C1) et WH = NKQH(CL)/ZKQH<G).

Soit A € (I'f+4})c C t& = ai. On note Cy I'ensemble des fonctions continues de G dans
C telles que pour tout t € M, a € A, n € N et g € G l'on ait f(gtan) = a=*"2f(g). Soit
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I, = C,NC>(G) et soit 7y la représentation réguliere gauche de G dans I,. La restriction
a K induit un isomorphisme de I, dans C*°(K/T). On munit I, de la topologie de
C*(K/T) transportée par cet isomorphisme. Soit [} le dual de 7. Les espaces I_, et C_,
s’injecte naturellement dans Ij. On note 7 la transposée de my. La restriction de 7} a
I_, coincide avec 7_j.

Pour y € W, on définit la fonction &Y sur G de la maniére suivante:
N si g¢ HyAN

&lg) = a*? si ge HyaN

Pour A — 2p strictement dominant (c’est-a-dire, pour tout & € ¥ on a Re < A —
2p,H, > > 0) alors on a & € C_, et pour p € (I'f)c application A — 5%/\+u)/K admet
un prolongement méromorphe de t; ¢ dans I}, ([vdB] Thm 5.10 et [O] Thm 5.1). On
notera encore &§ 1’élément de I} obtenu a partir de ce prolongement méromorphe.

Pour y et z dans W, on note 2, . le plus grand ouvert de ag sur lequel & et & sont
définis. On pose pour ¢ € D(G) et A € Q, .,

<C(\y,2), 0 >=<m\ ()&, & >

Remarque : Pour A € (I'f +t7,.,) C ia).,, on note x, le caractéere de B défini par
xa(tan) = a=*2¢ et soit Ly = ind%x, (induite au sens unitaire). La représentation Ly est
unitaire irréductible ([Br] Thm. 7.4 p 203). Soit H, 'espace de L. Dans ce cas 'espace
H3 des vecteurs C* de 'H, est égal a I\. Pour f € I, on pose < uf, f >=< &, f > ol
f(x) = f(x). L’élément uf est alors un élément H-invariant de espace H; > des vecteurs

généralisés de H,. Pour presque tout A € (I'f +t}), on a alors
< C(\y,2),p >=< Ly(p)u, ui >

Pour a € ¥ U =X, on définit () par: e(a) = —1 si a est une racine imaginaire
compacte de t et e(a) = 1 sinon. On note X, l'ensemble des racines imaginaires

compactes de t et X,. son complémentaire dans 3. Pour w € W, on pose T'(w) =
YN —wi.

Théoreme 5.1 Pour tout y et z dans W et pour presque tout A\ € I't + 7., on a

2

) = e(@e(zy™) s T2
Chy.2) = ] &2y H)(-1) I

O(—z\, zy tH,-Y)
e (y) e(—zy~l.a)

En particulier, on a

COvy,y) = (—1)Peel I MG(—y.A, eH,—%)

acdl

La suite de cette partie consiste en la démonstration de ce théoreme.

On suppose tout d’abord que G est semi-simple.
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Pour y = z = Id ce théoreme a été démontré par P. Delorme ([D] Thm. 3). Comme
la distribution C'(\, y, z) est sphérique, par le théoreme d’unicité ([H2] Thm. 4.1), il suffit
de comparer les restrictions de C(),y, z) et de O(—z\, zy 'H, —X) & T.,. Le calcul est
du méme type que dans le cas y = z = Id et il m’a été indiqué par M. Tinfou.

Nous rappelons maintenant les notations et résultats de [D] qui nous seront nécessaires
pour la suite.

Soit A € af. Pour w € W, on note comme dans ([D] 5.1), A(w,\) 'opérateur
d’entrelacement entre les représentations 7w et m,y. Soit A’(w, \) P'opérateur transposé
de A(w, \).

Par ([D] Thm. 2 p 330), on a

AwNegd =TI el
a€eT (w)
On en déduit donc que 'on a

e(a) y.A(Hy)

<CW\y2),0>= ][] < T (@) A (y, NES, €5 >

€T (y) 2
el y)\ Ha Z
= H % < A/(y’ )\)W;A(Qp) ;i»g—/\ >

a€T(y)

Par la remarque 3 p 326 et le théoréeme 2 de [D], on obtient

ela) y.\N(H, 2 _
C(Aaya Z) = H % H €(Zﬁ) —)\(H )C(y)‘a[d> Y 1)
a€T(y) BET(y=1) A
ou encore
e(a) -1
5.2 C(\y, z) = —————C(y\ Id, zy™)
) ael;[(y) e(—zy~l.a)

Pour démontrer le théoreme il suffit de considérer les distributions C'(A, Id, y).

Soit C' une chambre de Weyl de a,¢, et soit C = exp C. On fixe ¢p € C°(K/M) et
¢ € C°(C) et on définit pour w € W la fonction ®¥ = &¥ (¢, p) sur X de la maniere
suivante:

dv(gH) =0 si gH ¢ HwAH
¥ (hwaH) = ¥(h)p(a) si he H et a€A
Pour w € W, on note D,, la fonction définie sur A par

Dy(a) =] | (@™ — a®)éa(w™"H) |*

aEX

On rappelle la formule d’intégration obtenue dans ([D] Prop. 3 p 314).
Si W est une fonction continue sur X a support dans HwaH, alors on a:
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5.3 Jx W(gH)dg = Cc [y Je U (hwaH)D.,(a)dadh

ou Cg est une constante.

On fixe Xy € —C et on pose a; = exp tXy pour t > 0. Si ¢ € D(C), on définit la
fonction ¢; € D(C) en posant: si a € C et si aa; ¢ C alors pi(a) = 0 et si a € C et si
aa; € C alors ¢(a) = ¢(aa;). On note alors @} = O (1), ¢;).

Maintenant, on fixe x et w dans W. On suppose que C' = —z.C" ot C'" est la chambre
de Weyl de a définie par 2. On suppose que A — 2p est X-strictement dominant.

D’apres le théoreme 1 p 319 de [D], il existe un élément uy, de I_ tel que I'on ait:
A+2 wy ¢Td
I @)e

lim a;
t—-4o00

= Cguﬁ’,x
De plus si ¢ Wy alors uy, = 0. Ainsi, on obtient:

1
<uy,, &y >= 0 lim a; "M < (A, Id,y), ®¥ >

G t——+o0

Nous allons calculer de deux manieres différentes tligrn a, A F2) o (A Id,y), Py >

Comme la fonction C'(\, Id,y) est sphérique et solution propre de Z(g) pour le caractere
défini par ), il existe des constantes d(w, u, ) telles que, pour tout a € A,., et pour tout
h € H, l'on ait
ZuEW dy(w’ u, )‘)aiw\

Ar(waH)

C(\ Id,y)(hwaH) =

ou AT - aGZ( €a>€—
Par construction, la fonction ®}” est a support contenu dans HwAH. D’apres 7?7, on

obtient
ZUGW dy<w7 'LL, /\) (aa’*t)_UA
Ar(waa_H)

L eonrdy), or > / S(hM)dh /C o(a) Du(aa_;) da

Ca

Sia=-exp X,on a

A(waH) = [] (1€ (waH))_y(wat) = [] (1=€u1.a(@H)ea(wH))E 1 (aH)E, (wH)

aEX aEX

= ¢ (wH) [ (v @ — e e®e (wH)) [ (~a(wH))

acwzE o€ (—wzX)NE

Sia € (—wzX)NE, comme Xy € zC™T alors on a th+m Ew-1a(aa_y) = 0. On obtient donc

I’équivalent suivant en +oc:

Ar(waa_ H) ~ ] e X —tXo) I —é(wH)é  (wH)

acwzrE a€(—wzX)NE
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On pose s(u,) = &y (WH) Tae(wsys —EaltH) = E-pp(wH)=(w)=(z) et on ob-
tient
Ar(waa_ H) ~ (aa_,) **s(w, )

On rappelle ([D] lemme 8 (ii) p 325) que l'on a :

Dy(aa_s) ~ a;™a=**"

Maintenant comme Re(\ — 2p) est X-strictement dominant et que Xy € x(C*), on a

lim a; " Y dy(w,u,\)(aa—y) ™" = dy(w,z,\)a™™

t——4o00
ueW

On obtient ainsi

lim at—fc(x\+2p)¢(a> 2uew dy(w, u, A)(aa,t)—w\

= —z(A+2p)
t—-o0 Ar(waa_ H) Dy(aa_;) = dy(w, z, \)s(w, x)a

Par la démonstration du lemme 8 p 325 de [D], la convergence est dominée. On en déduit
le résultat suivant:

Lemme 5.4 Soit \ € ag,,, tel que Re(\—2p) soit strictement X-dominant et tel que &
soit défini. Soit x € Wy. Alors on a

< Uy, €0\ >= s(w, w)dy(w, z,A) / (hM)dh / o(a)a= ") dq
7 H/M C

Comme dans [D], nous allons calculer le produit scalaire < uY ,,£?, > d'une autre maniere
ce qui déterminera les constantes d,(w,x, ) pour A vérifiant les hypotheses du lemme
précédent.

Lemme 5.5 On choisit A vérifiant les mémes propriétés que dans le lemme précédent et
soit v € Wy. Alors, on a:

(i) siw ¢ WyyWy alors < uy ,, &%, >=0,

(i) six ¢ Zy(y'o(y)) alors <uf .Y, >=0,

(iii) si x € Zy(y~‘o(y)) alors

<uy,, &0y >= (-1 1)

>/H/M w(hM)dh/Cgp(a)a_m(HQp)da

et s(y,x) =&, (y " H)e(y)e(x)

Démonstration: Soit wy I'élément de plus grande longueur de W (en particulier on a
weX = —X).

D’apres ([D] lemme 12 p 329), il existe v}, € I_yox tel que uy, = A'(wo, A)vy,. De
plus la fonction v}, est a support dans HwrwoAN. On obtient ainsi

<uy,, &y >=< vy, A'(wo, —weA)§? y >= H

w Yywo
< Ux,z0 SZwoA >
a€ey )
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-1 2 w w
= (_1)\E|(_1>|Eﬂy Heoms| H )\(Ha) < U/\,za gw%)\ >

aeX

= (—1)1=w 7 Sl 11

aEeX

2
<Y, &0 >
)\(Ha) A S—woA
Or la fonction £ , est a support contenu dans HywyAN. Donc, si Hywo AN # HwxwoAN
alors on a < uy,, &, >= 0. Or, d’apres ([D] proposition 2), ceci est le cas lorsque
w ¢ WyyWy ce qui donne I'assertion (i).

On suppose maintenant que w = y. On a HywoAN = HyxwyAN si et seulement s’il
existe h € Wy tel que yx = hy c’est-a-dire z = y~hy.

Par hypothese on a x € Wy. On en déduit alors zy~'o(y) = ytho(y) et yLo(y)z =
y~to(y)o(x) =y~ tho(y). Par suite, on a x € Zg(y~'o(y)) ce qui donne l'assertion (ii).

1

1

On suppose maintenant que x € Zg(y 'o(y)). Les fonctions vf, et £V, sont a

support dans HywoAN. D’apres ([D] démonstration du lemme 12 p 329), on obtient
w . —z(A+2
< €0 >= [ w0 [ pla)a O da

ce qui donne le résultat voulu dans (iii).
Calculons s(y, z) pour z € Zy(yo(y)). On a s(y, ) = & yup(yH)e(y)e(x) et
z 'y tyo(y)tyx = y~lo(y). Par suite, on obtient s(y,z) =&_,(y ' H)e(y)e(z). =

Démonstration: du théoreme lorsque G est semi-simple: Soit y € W et soit
A € ag ., tel que Re(A — 2p) soit strictement ¥-dominant et tel que ¥, soit défini. On
garde les notations précédentes. En comparant les résultats des deux lemmes précédents,
on obtient les assertions suivantes:

(i) siz ¢ Zu(y 'o(y)) alors pour tout w € W, on a d,(w,z,\) =0,

(ii) siz € Zp(y'o(y)) et si w & WyyWy alors d,(w, z, \) = 0,

(iii) si x € Zy(y~to(y)) alors

2
A(Ho)

dy(y, 7, N) = e(@)e(y)&,(y~ H) (=)= el TT

aEX

On obtient ainsi que C(\, Id, y) est I'unique fonction généralisée sur X telle que
(*) pour tout z € Z(g), l'on ait 2.C'(\, Id,y) = 1 (iN)C(A, Id,y),
(**) soit @ € T,ey. Six ¢ Hyexp it alors C(\, Id,y)(x) =0
si x = yexp X avec X € a alors

2 8(u)e—<u)\,X>

NHY 2 A

uEWHy71 (t(c)

C(\ Id,y)(x) = 5(y)§p(y—1[—_])(_1)|Eﬂy’121nc| 11

acy
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Comme C(\, Id,y)(yexp X) = C(A, Id,y)(exp(yX)y), on en déduit que l'on a

C(\ Id,y) = e(y)&,(yH) (—1)=""

y)\a yHa _E)

an )

En reprenant la formule 7?7, on obtient finalement que pour tout y et z dans W, on a

e(a) -1
C\y, z) = || ———C'(yA\, Id, zy
( ) aeT(y) E( Zy_l) ( )

= T ey ey H) (1) e O(=2A, 2y H, ~%)

a€T(y) e(—zy~t.a) i) y.\N(Hy)

Démonstration: du théoréme lorsque G est réductif. Nous allons pour cela utiliser
le prolongement de distributions sphériques d’un espace semi-simple a un espace réductif
décrit dans ([H4] paragraphe 5). Rappelons la définition de ce prolongement:

Soit G1 le groupe dérivé de G et Z la composante connexe neutre de son centre. On
pose H = HN Gy et Xy = G1/H;. On écrit h = ¢ + by ou ¢ est le centre de h et by son
algebre dérivée.

Soit g¢i,...g, un systeme de représentants de G; N (ZH)/H; dans Ng, (t1) tels que
g;0(g;)~" € Hy. Ceci est possible puisque pour g € Gy N (ZH), Pélément go(g)~' est
central dans G;. Pour tout j € {1,...p}, il existe donc z; € H et z; = exp iZ; € Z tels
que g; = z;2;. On note py 'application de X; x Z/Z N H dans X qui a (p(g), ) associe
p(gz).

Soit © est une fonction généralisée sphérique sur X; et y un caractere unitaire de Z
trivial sur Z N H. On peut définir la fonction © sur X,eg €n posant, pour v = po(71, 2):

6= 3 el = 3 tnax(: 5)

po(z,2)=7

Ceci définit une fonction généralisée sur X solution propre des opérateurs différentiels
G-invariants sur X. Elle est (ZNH)H; invariante mais non H-invariante ([H4] paragraphe
5). On définit alors le prolongement pr(0, x) de © a X par le caractére x en posant, pour

7= p0(717 Z) < Xreg
p p 1
prol(©, x)( ZZ (97 g x (222, )

On note t; = tNh;. On peut donc écrire A = Ao+ A\; avec \g € I'f et Ay € ] reg . Soit
X le caractere de Z définit par: si X et Y sont dans ¢ alors x(exp(X +iY)) = e’<’\° Y=,

Soit y et z dans W et soit C(X1, \1,y, 2) le coefficient de la série principale sur X;
défini comme précédemment. D’apres ([H 4] prop.5.4), on a

C(/\v Y, Z) = pr(C<X17 /\17 Y, Z), X)
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Pour obtenir le théoreme dans le cas réductif, il suffit de prouver le résultat suivant:
soit y € W, et soit O la fonction généralisée sphérique sur X; définit dans le théoreme
?7?. Alors on a

prol(©1,x) = O(\, y,7) (*)

On pose © = prol(©4, x). Par le théoréeme d’unicité, il suffit de prouver 1'égalité (*)
en tout point de T}..,.

Soit 7 € T,ey. Pour j et [ dans {1,...,p}, on a @ﬂg{lygl) # 0 si et seulement
si gj_lvgl € exp Wy, (t1).y. Ceci implique que v € exp itWy(t).y. Donc, pour v ¢
exp tWg(t).y, on a ©(vy) =0

Supposons donc que v = exp i(Xo + X1).y avec Xy € c et X7 € ;. On a alors

p P
= Z z 1(exp i(g X1)g] Ygr)e i<Xo,Xo+Z;—Z>
=0 k=0

Soit (4, k) € {0,...,p}? tels que gj_lygk; = exp iX h.y avec X € t; et h € H;. Dans ce
cas, on a exp 20X hop(y)h™" = hjp(y)h; 'exp 2i(Z, — Z;). Comme exp 2i(Zy — Z;) et ¢(y)
sont dans Hp, on a exp 2i.X € H; ce qui est équivalent a exp 4iX = 1. Comme X € t;
ceci implique que X = 0.

Soit Z l'ensemble des (j, k) tels qu'il existe h;;, € H; vérifiant gj_lygk = h;ry. On
alors . ,
ZwEWHl y(tl) g(w)el<gjhj,k:w~)‘laX1>el<)‘07X0+Zj_Zk>

Ar(expih; g; ' X1y)

() = >
(4,k)eT
Or, on a exp ih;,ig;ley = h;,ig;lexp iX1ygr. Comme ¢(gi) est central dans G, on
obtient Ar(exp ihj_’,igj_ley) = e(h;x)e(gj)Ar(y). Par suite, on a

(Ar0)(1) = X clhyule(g) Y elw)et XXt

(j,k)EI ’wEVVH1 y(tl)

Montrons que W (t)/ W, , (t1) est isomorphe a Z. Soit h € Wy (t). On a donc h.y =
exp iYy.y avec 2Yy € I't C cNp. D’apres ([H4] lemme 5.2), on a H = U_,(Z N H)x; H,.
Il existe donc un unique j € {0,...,p} et des éléments z € Z N H et hy € H; tels que
h = zx;h;. Notons y = p(g) avec g € G1. On a alors hyp(y)h;' = exp 2ith;1g0(y)gj =
exp 2i(Ya+Z;)p(g;'y) = g; 'geap 2i(Yy+Z;)o(g; 'g)~". Par conséquent, on a g~'g;hig €
G1 N (ZH). 1l existe donc k € {0,...,p} tel que hi.y = g;".ygr. On a donc (j,k) € Z.
De plus, on a hl_lthg EWn, () et Y, +2Z; — Z, €Ty

On vient donc de définir une application ¥ de W} (t) dans Z.

Soit (j,k) € Z. On a alors zjh;,y = xjgjlygk = z;lygk = exp i(Zy, — Z;).y. On a
donc h = zhj, € Wi (t) et Y, = Zy — Z; modulo I'y. Ceci assure la surjectivité de V.

Soit h et h' dans W (t) tels que W(h) = ¥(R') = (j, k). On peut alors écrire h =
zxjhjrhy et B = 2'x;h;hY, ot z et 2/ sont dans Z N H et hy et b sont dans Wy, (t).
On a alors h'h' = hi 'R 2712 et donc Ad(h™'h') € Wy, ,(t).
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L’application ¥ induit donc un isomorphisme de W (t)/Wg, ,(t) dans .

On obtient ainsi

(Ar©)(7) = ) > e(h)e(w)e! MR = ArO(A, y,)(7)
hGWIZ(t)/WHl y(tl) ’LUGVVH1 y(tl)

Ceci acheve la démonstration du théoreme. m

6 Autres séries de fonctions généralisées sphériques

Dans cette partie, on ne fait plus d’hypotheses sur b.

Soit @ € Car(h). On écrit a = a; + ag comme en ??. Soit L le centralisateur
de ag dans G et soit [ son algebre de Lie. On rappelle ([H 3] paragraphe 6) que le
groupe L est réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement connexe. De plus,
il est o-stable et a est une sous-algebre de Cartan de type compact de [Nh. On pose
Xy, =L/LNH. Soit A € Car(X) associé a a. D’apres ([H 2] démonstration du lemme
23), onaA= NG(a)/NH(a) = NL(a)/NLmH(a).

Soit y € W,. Il est facile de voir que y € X. Soit ¢ un systeme positif de racines
imaginaires de ac dans g (c’est un systéme positif des racines de ac dans [). Soit A €
Iy + aj_,., Soit O(XL, A, y, ) la fonction généralisée sphérique sur X définie par le
théoreme ?7. On pose alors

@(/\7 Y, ¢) - an€®(XL7 Av Y, ¢)
I'induction de fonctions généralisées sphériques étant définie dans ([H3] Thm 2.1).

Pour w € Wy (a), on définit la signature imaginaire £;(w) de w de la maniére suivante:
i) = (~1n=

Théoréme 6.1 La fonction généralisée sphérique O(\,y, ) vérifie les propriétés suiv-
antes:

(i) Pour tout z € Z(g), on a 2.0\, y,¥) = v.(2)iN)O(\, y, ¥),

(i1) Soit B € Car(X) associé a b € Car(h). Si b n'est pas H-conjuguée a une sous-
algebre de Cartan de LNb alors ©(X\,y,v)/p,., =0,

(iii) Soit a € Ayey. St a ¢ exp iaWy(a).y alors O(N,y,v¢)(a) =0 et si a = exp iX.y
alors

ZweWﬁl(a) €1 (w)ei<w)\,X+Yw>

| Dx(a) [V &, (y)by(a)
w) Soit A\g € I'%. Alors la fonction X — 1], 1—e mMHDNO(N\g+ N, y,v) se prolonge
a e"l’y

analytiquement a aj,
(v) La fonction | Dx |2 ©(\, y,v) x,., est bornée sur Xy,

O\, y,v)(a) =
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(vi) Pour tout u € Wrng(a), on a
O(ud,y, ¥) = e(u)O(\, u'y, ¥)
1
(vii) pour tout Y € §Fa, on a

O\, exp iYy, 1) = M 7O\, y, )

Démonstration: Pour b € Car(h), on note Nj "' (b) I'ensemble des h € H tel que
h.b € Car(INh). On rappelle que par définition de I'induite, si b € B,., alors, on a

O\ y, ¥)(b) = Dx(b) |7 (Y O(Xp, Ay, ¥)(hb) | Dy, (h.b) ['?)
he HNL\N ™" (b)

Les assertions (i) et (ii) deviennent immédiates. Les propriétés (iv) et (v) découlent du
théoreme 3.1 (2) et du théoreme 4.1 (i) appliqués a ©(Xy, A, y,v). L’assertion (vi) découle
du corollaire 2.3 (ii) appliqué a O(Xy, A\, y,¥).

Soit @ € A,eq et h € Nfgﬁ[(a). Pour que ©(Xy, A, y,v)(h.a) soit non nulle, il faut que
h.a € exp ih.a.Winy(h.a).y.

Donc si a ¢ exp ia.Wg(a).y, on a O(\,y,¥)(a) = 0.

Soit X € ey tel que a = exp iX.y. Si h € N " (a) alors les algebres a et h.a sont

L N H-conjuguées puisqu’elles sont fondamentales dans [N k. On a donc

O\, y,¥)(a) =| Dx(a) |72 ( > O(Xe, Ay, ¢)(h.a) | Dy, (h.a) |'?)

heWrnp(a)\Wg (a)

Maintenant, si O(Xy, A, y,v¥)(h.a) # 0, il existe hy € H N L tel que h.a € exp ih.ahy.y.
Par le choix de ¥ ceci implique que hy'h € W} (a). On en déduit donc que I'on a

O\, y, 1) (a)

S e i<wAh X AY,> i<\, Yy >
w
(LNH)

o E(w)e
=| Dx(a) |7 > -

. | Dy, (ha) [
heWFLmH)(a)\W}—II(a) Haew(l - g_a<h€l’p ZXy))fpwUZexp ZXy)

| Dy (a2 _ &y (ha)
Toc, (€ a(ha)p, (ha) — &py(hea)

Oy, v)a) = > er(w)e M| Dy(a) |72 &, (y)by (a)

weWy (a)

Or Ibw(h.a) =&, (y)er(h)by(a). On obtient donc

Il reste a prouver l'assertion (vii). Par construction, il suffit de prouver cette pro-
priété pour ©(X, A, y,1) et par le théoreme d’unicité il suffit de la montrer en chaque
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point de A,.,. Soit z € A,.,. Six ¢ exp ia.Wg(a).y, on a O(X,, \,y,¥)(x) =0 =
O(Xp, A, exp Y.y, ) (x). Soit z = exp iX.y. On a alors

O(Xp, A exp Yy, ) (z) = O(Xp, A\, exp iY.y, ) (exp i(X — Y)exp iY.y)

= Dy(z) |71/? &y, (exp iY.y)by(z) > £ (w)e SNV +Yu>

WEW SR Y'Y (a)

Or Y est central dans [Nh et donc on a WYY (q) = WY, (a) et o, (exp iYy) =&, ().
On obtient donc le résultat voulu. [

Pour A € I'} + aj, on se donne une fonction F(\) définie sur X,., et vérifiant les
propriétés suivantes:

(i) F'(X\) est H-invariante et bornée sur X,

(ii) pour A\ € I'%, la fonction qui & A associe F'(A 4+ \g) est analytique sur aj,

(iii) soit b € Car(h). Soit € G tel que x.ac = be. Soit B le sous-ensemble de Cartan
de X associé a b. On suppose que , pour tout z € Wy, pour tout w € Wg(be) et pour
toute composante connexe C de I'ensemble des X € b tels que exp iX.z2 € B, il existe
des constantes d(z,w,C, \) telles que, pour tout X € C, 'on ait:

F(M(ezpiX.z)= > d(z,w,C, A)ei<warX>

wEWG(bc)

On suppose de plus qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout (z,w,C, ) I'on
ait | d(z,w,C,\) |< C.

Théoreme 6.2 (i) Soit v € X,¢y. Soit \g € T';. Alors, la fonction qui a A associe
> Fw(Mo+N))O(w(ho+A),y, 1) se prolonge en une fonction analytique sur aj,
wGWLy(u)

(11) Soit f € D(X) et N un entier strictement positif. Soit B € Car(X) et u € S(bc).
Soit U un compact de B. Alors, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € U,eg,
l’on ait

| Y AW F(wA)(7) < O(wA,y,v), f>|<

wEWLy (Cl)

e
(A DY

Démonstration: L’assertion (i) se démontre comme la proposition 77.

Pour prouver (ii), il suffit de montrer (comme pour le corollaire ??7), 'assertion suiv-
ante:

I existe une constante C' > 0 et un entier positif k tels que, pour tout v € U,, et
pour tout x € X, 'on ait
6.3

> AW F(w(Xo + N))(MO(w(Xo + A),y, ) (x) Dy ()2 |< C(1+ || A [)*

’LUEWLy (a)
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Soit x € X, et soit B’ 'unique sous-ensemble de Cartan de X, associé a la sous-algebre
de Cartan b’, contenant z. Comme O(\,y, ) = ind%L@(XL, Ay, 1), on a

S 0(uw)F(wA)(7)O(wA, y, ¥)(x) | Dx(z) |2

wEWLy (a)

= > > AW F(wh)(1)O(Xp, wA,y, ) (h.x) | Dx, (h.x) |2

he LNH\N D™ (b7) wEWL, (a)

11 suffit donc de prouver I'assertion ?? ol I'on a remplacé O(w, y,v)(x) | Dx(z) |'/? par

O(Xp, w,y,¥)(x) | Dx, () |2 Le résultat voulu se démontre alors comme le théoréme
?7. n

Nous allons maintenant exprimer les fonctions O(\, eH, 1) en terme de coefficients de
représentations unitaires irréductibles de G.

On fixe A € I'; +a7,,.,- On note ¥, 'ensemble des racines imaginaires a de ac dans g
telles que —iA(H,) > 0 et 9y, 'ensemble des racines imaginaires non compactes de ;.
Soit L = Zg(ag) et soit P un sous-groupe parabolique o-stable de G de sous-groupe de
Lévi L. On note P = LU. Soit B = exp(ac)N le sous-groupe de Borel de G contenu dans
P tel que 1\ C A(n,ac) (ou n désigne 1'algebre de Lie de N).

On considere le caractere y, de B défini par x,(exp(X +iY)n) =e
Ty = ind%x,. Soit Hy I'espace de cette représentation. D’apres ([Br] Thm. 7.4 p 203)
cette représentation est unitaire et irréductible.

On pose

i<AY> ot on note

O(A> = (_1)‘¢1nC|(2)‘¢)\|@(_)‘7 6H7 1/})\)
Proposition 6.4 Pour presque tout A € I'y + a7, , il existe vy € H)_\OO’H tel que
C(N)(z) =< ma(x)vy, v\ >

Démonstration: Soit By = BNL et soit 7 = indgo(x,\ /B,)- Onaalors my = indGr@Idy.
D’apres le théoreme 77, pour presque tout A € I'y + a7, , il existe un vecteur v, €
Ho LN tel que lon ait

< 7)o, vy >= (=Dl ()AO(Xp, =X, eH, 43)(1)

Maintenant, on a C(\) = indg, ((—1)"l(0)2O (X, =X, eH,1,)). Le corollaire 2.6 de
[H3] assure alors lexistence de vy € Hy ™" tel que C(\)(z) =< mx(z)vx,vy > pour
presque tout A. [
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