
ENTROPIE DES MESURES SEMI-CLASSIQUES EN DIMENSION 2

GABRIEL RIVIÈRE

Résumé. On étudie les propriétés asymptotiques des fonctions propres du Laplacien sur
des surfaces riemanniennes compactes et lisses de type Anosov (par exemple à courbure
strictement négative). Précisément, on répond à une question d’Anantharaman et Nonnen-
macher [4] en montrant que l’entropie de Kolmogorov-Sinai d’une mesure semi-classique µ
pour le flot géodésique gt est bornée inférieurement par la moitié de la borne de Ruelle.

1. Motivations et Résultats

On considère une variété M riemannienne, compacte, lisse, sans bords et de dimension
finie d. Le résultat principal que l’on va décrire concerne les propriétés asymptotiques des
fonctions propres de l’opérateur de Laplace Beltrami ∆ sur M pour un flot géodésique de
nature chaotique.
Pour commencer, rappelons que le flot géodésique gt sur le fibré cotangent T ∗M est défini
comme le flot hamiltonien correspondant à H(x, ξ) := ‖ξ‖2

x, où ‖.‖x est la norme sur T ∗xM
induite par la métrique sur M . En utilisant le calcul pseudo-différentiel à petit paramètre ~ >
0 [10], l’opérateur quantique correspondant à H est −~2∆. Pour étudier les fonctions propres
de ∆ associées à des grandes valeurs propres, on peut de manière équivalente comprendre les
fonctions propres ψ~ de −~2∆ associées à la valeur propre1 1 dans la limite semi-classique
~ → 0, i.e.

−~2∆ψ~ = ψ~.

En utilisant de nouveau le calcul ~-pseudo-différentiel, on peut associer à tout a dans une cer-
taine classe de symboles un opérateur Op~(a) agissant sur L2(M). En utilisant ces opérateurs,
on définit une distribution µ~ sur T ∗M de la manière suivante :

∀a ∈ C∞o (T ∗M), µ~(a) =
∫

T ∗M
a(x, ξ)dµ~(x, ξ) := 〈ψ~,Op~(a)ψ~〉L2(M).

Cette distribution décrit alors l’état ψ~ en fonction des variables (x, ξ) de position et d’impul-
sion. Ce sont les propriétés asymptotiques de ces distributions que l’on va étudier. On sait que
tout point d’accumulation de la suite (µ~)~→0+ est une mesure de probabilité invariante par le
flot géodésique gt et à support dans le fibré unitaire cotangent S∗M := {(x, ξ) : ‖ξ‖2

x = 1} [8].
On appelle mesure semi-classique tout point d’accumulation d’une suite (µ~)~→0 définie pré-
cédemment et on note Msc(S∗M, gt) l’ensemble des mesures semi-classiques. Du point de vue
de la théorie des systèmes dynamiques, on a ainsi formé à partir des fonctions propres du
Laplacien un sous-ensemble de l’ensemble M(S∗M, gt) des mesures de probabilité invariantes
du système dynamique (S∗M, gt) [23]. La question se pose alors de décrire la forme de ce

1Comme M est une variété riemannienne compacte, une suite ~ de paramètres semi-classiques vérifiant
cette propriété est une sous-suite discrète qui tend vers 0.
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sous-ensemble Msc(S∗M, gt) en fonction des propriétés de la variété M . Nos résultats se fo-
caliseront sur le cas où la dynamique induite par le flot géodésique gt sur S∗M est de nature
chaotique. Une hypothèse standard est de supposer que la désintégration L de la mesure de
Liouville sur S∗M est ergodique pour le flot géodésique, i.e.

∀a ∈ C0(S∗M), L p.p., lim
T→+∞

1
T

∫ T

0
a ◦ gs(ρ)ds =

∫
S∗M

adL.

Cette hypothèse nous dit que presque sûrement, la moyenne temporelle d’une observable le long
d’une orbite du flot géodésique est égale à la moyenne spatiale de l’observable. Cette hypothèse
est en particulier vérifiée si M est à courbure strictement négative (ou plus généralement si le
flot géodésique est de type Anosov sur S∗M [13]). Sous l’hypothèse d’ergodicité du flot géodé-
sique, on peut démontrer le théorème de Shnirelman-Zelditch-Colin de Verdière [22], [24], [9].
Celui-ci dit que pour une base orthonormée donnée de fonctions propres, la plupart des dis-
tributions associées converge vers la mesure de Liouville sur S∗M . Ce théorème soulève la
question de savoir si la mesure de Liouville est le seul élément de Msc(S∗M, gt). Plus préci-
sément, Rudnick et Sarnak ont conjecturé qu’en courbure strictement négative, L est la seule
mesure semi-classique2 [19].
Cette conjecture reste encore très largement ouverte et le but de cet exposé sera plutôt de
donner des propriétés quantitatives sur les éléments de Msc(S∗M, gt). Toutefois, avant de
décrire ces résultats, on voudrait souligner que cette conjecture est bien propre aux variétés
de courbure strictement négative. Par exemple, pour un symplectomorphisme linéaire A du
tore T2, on peut construire un sous-ensemble Msc(T2, A) de mesures semi-classiques dans
l’ensemble des mesures de probabilité A-invariantes sur le tore [6]. Dans ce contexte, on peut
démontrer un analogue du théorème de Shnirelman si la mesure de Lebesgue Leb sur T2 est
ergodique pour A. Par contre, de Bièvre, Faure et Nonnenmacher ont démontré que l’on n’a
pas unique ergodicité quantique [11] et en particulier que 1

2δ0 + 1
2Leb (avec δ0 la mesure de

Dirac supportée par (0, 0)) est une mesure semi-classique pour A :=
(

2 1
1 1

)
. Ceci nous

fournit donc un système dynamique de type Anosov pour lequel on n’a pas Unique Ergodicité
Quantique. D’autres contre-exemples ont été construits dans [14] et [12] pour des systèmes
dynamiques symplectiques de type Anosov.

1.1. Résultat principal. On vient de voir qu’en faisant uniquement des hypothèses de nature
dynamique, on ne peut pas espérer répondre à la conjecture de Rudnick et Sarnak. Par contre,
on peut essayer de voir quelles propriétés quantitatives on obtient sur l’ensemble des mesures
semi-classiques en faisant seulement des hypothèses sur le système dynamique (S∗M, gt). Dans
la suite de l’exposé (sauf au paragraphe 1.3), on supposera que le flot géodésique vérifie la
propriété d’Anosov, ce qui est le cas pour des variétés à courbure strictement négative. Ceci
signifie que pour tout ρ dans S∗M :

TρS
∗M = Eu(ρ)⊕ Es(ρ)⊕ RXH(ρ),

où XH est le champ de vecteurs hamiltonien associé à H, Eu l’espace instable et Es l’espace
stable [13]. On souligne tout de suite que ces trois sous-espaces sont stables par dρg

t et que
dans le cas des surfaces, ces trois sous-espaces sont de dimension 1. Pour caractériser une
mesure de probabilité invariante, on peut se servir de l’entropie de Kolmogorov-Sinai [23].
Cette quantité associe à une mesure µ invariante par gt un nombre réel positif (ou nul) et noté

2Cette conjecture est appelée propriété d’Unique Ergodicité Quantique.
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hKS(µ, g). L’entropie estime ce que la mesure µ voit de la séparation des points de S∗M par le
flot géodésique gt (voir paragraphe 2.1 pour une définition précise) : plus l’entropie est élevée,
plus la mesure voit bien la séparation des points par gt. Le résultat principal de cet exposé
donne une borne inférieure sur l’entropie des mesures semi-classiques en dimension 2 [17] :

Théorème 1.1. Soit M une surface riemannienne C∞, compacte et sans bords. On suppose
que le flot géodésique (gt)t vérifie la propriété d’Anosov. Alors,

(1) ∀µ ∈Msc(S∗M, gt), hKS(µ, g) ≥ 1
2

∫
S∗M

log Ju(ρ)dµ(ρ),

où Ju(ρ) est le Jacobien instable (pour la forme volume induite) au point ρ, i.e. Ju(ρ) :=
det

(
dρg

1
|Eu(ρ)

)
.

1.2. Commentaires. Ce résultat s’inscrit dans la continuité de travaux d’Anantharaman et
Nonnenmacher [4]. Dans [2], Anantharaman a démontré que l’entropie de Kolmogorov-Sinai
d’une mesure semi-classique est strictement positive sous l’hypothèse d’Anosov sur le flot
géodésique. Son résultat interdit en particulier que les fonctions propres se concentrent sur
des géodésiques fermées du flot. Afin de commenter notre résultat, commençons par rappeler
que Ruelle a prouvé que pour toute mesure µ dans M(S∗M, gt), on a [20]

hKS(µ, g) ≤
∫

S∗M
log Ju(ρ)dµ(ρ),

avec égalité si et seulement si µ = L [15]. Ainsi, démontrer la conjecture d’Unique Ergodicité
Quantique reviendrait à se débarrasser du facteur 1/2 dans l’inégalité de notre théorème. On
peut aussi noter que la borne (1) est saturée par les contre-exemples de [11], [14], [12]. Cette
inégalité est donc optimale si l’on n’utilise que des propriétés de nature dynamique. On peut
aussi remarquer que le théorème 1.1 (combiné à l’inégalité de Ruelle et au caractère affine de
l’entropie [23]) permet de démontrer le corollaire suivant :

Corollaire 1.2. On suppose que les hypothèses du théorème 1.1 sont vérifiées. Si µ appartient
à Msc(S∗M, (gt)) et si µ est de la forme tL + (1 − t)µγ (avec µγ une mesure de probabilité
portée par une géodésique fermée γ), alors on a

t ≥ µγ(log Ju)
µγ(log Ju) + L(log Ju)

.

Pour finir, on souligne que le théorème 1.1 répond à une question posée par Anantharaman
et Nonnenmacher dans [4]. En effet, pour une variété de dimension d, ils ont prouvé (avec
Koch [3]) que

(2) ∀µ ∈Msc(S∗M, gt), hKS(µ, g) ≥
∫

S∗M
log Ju(ρ)dµ(ρ)− (d− 1)λmax

2
,

où λmax := limt→±∞
1
t log supρ∈S∗M |dρg

t| est le taux d’expansion maximal du flot. Le terme
(d − 1)λmax majore la quantité log Ju sur S∗M et vient du fait que la validité de l’approxi-
mation semi-classique est donnée par des échelles de temps de l’ordre du temps d’Ehrenfest
| log ~|/(2λmax) [5], [7]. On peut noter que si λmax est très grand, alors la borne obtenue par
Anantharaman, Koch et Nonnenmacher est éventuellement négative (ce qui n’est pas totale-
ment satisfaisant puisque l’entropie est a priori positive). Ils ont donc formulé la conjecture
que l’inégalité du théorème 1.1 serait en fait l’inégalié optimale [4]. Notre résultat répond donc
positivement à leur question en dimension d = 2.
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1.3. Extension des résultats en courbure négative ou nulle. Dans [18], on donne aussi
une preuve du théorème 1.1 dans le cas des surfaces à courbure négative ou nulle. Pour cela, on
peut utiliser un analogue du jacobien instable Ju pour les surfaces à courbure négative ou nulle
et se servir du fait que ces surfaces ont une structure très proche des surfaces de type Anosov
(existence d’un feuilletage stable et instable par exemple) [21]. Ces propriétés permettent de
démontrer l’inégalité (1) dans une situation aux propriétés chaotiques plus faibles. En effet,
la mesure de Liouville n’est pas a priori ergodique pour le flot géodésique dans ce cas (même
si le genre de la surface est supérieur ou égal à 2).

2. Entropie de Kolmogorov-Sinai et Entropie quantique

2.1. Entropie de Kolmogorov-Sinai. Pour commencer, on rappelle quelques définitions et
propriétés de l’entropie que l’on peut trouver par exemple dans [23]. On considère (X,B, µ)
un espace de probabilité, I un ensemble fini et P := (Pα)α∈I une partition mesurable finie de
X, i.e. un sous-ensemble fini de sous-ensembles mesurables de X qui forment une partition de
X. Chacun des Pα est appelé un atome de la partition. En prenant la convention 0 log 0 = 0,
on définit l’entropie d’une partition comme

(3) H(µ, P ) := −
∑
α∈I

µ(Pα) log µ(Pα) ≥ 0.

Pour deux partitions mesurables données P := (Pα)α∈I et Q := (Qβ)β∈K , on dit que P est
un raffinement de Q si tout élément de Q peut être écrit comme la réunion d’éléments de
P et on peut vérifier que H(µ,Q) ≤ H(µ, P ). Sinon on note P ∨ Q := (Pα ∩ Qβ)α∈I,β∈K la
partition raffinée et on a H(µ, P ∨Q) ≤ H(µ, P )+H(µ,Q) (propriété de sous-additivité). On
se donne T une application de X préservant µ. La partition n-raffinée ∨n−1

i=0 T
−iP de P par

rapport à T est alors la partition composée des atomes (Pα0 ∩ · · · ∩ T−(n−1)Pαn−1)α∈In . On
définit l’entropie pour cette partition raffinée

(4) Hn(µ, T, P ) = −
∑
|α|=n

µ(Pα0 ∩ · · · ∩ T−(n−1)Pαn−1) logµ(Pα0 ∩ · · · ∩ T−(n−1)Pαn−1).

En utilisant la propriété de sous-additivité, on a, pour tout couple d’entiers (n,m),

(5) Hn+m(µ, T, P ) ≤ Hn(µ, T, P ) +Hm(Tn]µ, T, P ) = Hn(µ, T, P ) +Hm(µ, T, P ).

Soulignons que pour cette dernière inégalité, on a utilisé de manière cruciale l’invariance de la
mesure µ par T . Un argument classique pour les suites sous-additives permet de définir :

(6) hKS(µ, T, P ) := lim
n→∞

Hn (µ, T, P )
n

.

Cette quantité s’appelle l’entropie de (T, µ) par rapport à la partition P . L’entropie de
Kolmogorov-Sinai hKS(µ, T ) de (µ, T ) est alors définie comme le supremum de hKS(µ, T, P )
sur toutes les partitions P de X. Notons que dans notre cas l’entropie est finie (grâce à l’in-
égalité de Ruelle par exemple). On peut aussi remarquer que, si pour toute famille d’indices
(α0, · · · , αn−1), µ(Pα0 ∩ · · · ∩ T−(n−1)Pαn−1) ≤ Ce−βn avec C une constante positive, alors
hKS(µ, T ) ≥ β : l’entropie mesure le taux de décroissance exponentielle des atomes de la
partition raffinée.
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2.2. Entropie quantique. On peut définir un analogue quantique de l’entropie. Pour cela,
on se donne un espace de Hilbert H. On appelle partition de l’identité (τα)α∈I une famille
finie d’opérateurs qui vérifie

(7)
∑
α∈I

τ∗ατα = IdH.

On définit alors l’entropie quantique d’un vecteur normé ψ :

(8) hτ (ψ) := −
∑
α∈I

‖ταψ‖2 log ‖ταψ‖2.

Finalement, cette entropie vérifie un principe d’incertitude [16] dû à Maassen et Uffink (voir [4]
pour la version plus générale présentée ici).

Théorème 2.1. Soient Oβ une famille d’opérateurs bornés et U un opérateur unitaire d’un
espace de Hilbert (H, ‖.‖). Soit δ′ un nombre positif. On se donne deux partitions de l’identité
(τα)α∈I et (πβ)β∈K et ψ un vecteur de H de norme 1 vérifiant

‖(Id−Oβ)πβψ‖ ≤ δ′.

On suppose que le cardinal des deux partitions est majorée par N . On a alors

hτ (Uψ) + hπ(ψ) ≥ −2 log
(
cO(U) +N δ′

)
,

où cO(U) = max
α∈I,β∈K

(
‖ταUπ∗βOβ‖

)
(‖ταUπ∗βOβ‖ est la norme de l’opérateur sur H).

3. Schéma de la preuve

On ne donnera dans cet exposé qu’un schéma de preuve informel. On renvoie le lecteur
à [17] pour les différents détails. On se donne (ψ~k

) une suite de fonctions propres normées du
Laplacien associées aux valeurs propres 1/~−2

k → +∞ de telle sorte que la suite de distributions
µ~k

correspondante converge vers µ quand k tend vers l’infini. Pour simplifier les notations,
on notera ~ → 0 le fait que k tende vers l’infini, ψ~ le vecteur propre et ~−2 la valeur propre.
On fixe ε > 0 et on définit un temps d’Ehrenfest

(9) nE(~) := [(1− ε)| log ~|].

Notons que le temps d’Ehrenfest que l’on vient d’introduire ne dépend pas du taux d’expansion
λmax du flot (à la différence du temps défini dans [5] ou [7]).

3.1. Interprétation symbolique des mesures semi-classiques. Pour calculer l’entropie
de µ, on commence par introduire une partition lisse3 P = (Pi)i=1,..K de la variété M

∀x ∈M,
K∑

i=1

P 2
i (x) = 1.

On suppose que le diamètre de la partition est assez petit (dans un sens que l’on ne précisera
pas ici : voir [17] pour les détails). À cette partition classique, on peut faire correspondre une

3La partition est lisse afin de pouvoir utiliser les outils d’analyse semi-classique.
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partition de l’identité de L2(M). Si on note P̂i l’opérateur de multiplication par Pi(x) sur
L2(M), alors, on a

(10)
K∑

i=1

P̂ ∗i P̂i = IdL2(M).

Cette relation va nous permettre d’introduire un espace de probabilité associé à ψ~ et qui sera
une version discrète de l’espace des phases. Pour cela, on introduit l’espace Σ+ := {1, · · · ,K}N

des suites à valeurs dans {1, · · · ,K}. Pour (α0, · · · , αn−1) fixé dans {1, · · · ,K}n, on définit le
cylindre

[α0, · · · , αn−1] := {(xk)k∈N ∈ Σ+ : ∀0 ≤ k ≤ n− 1, xk = αk} .
En utilisant la partition de l’identité de L2(M), on fixe η > 0 et on introduit alors la mesure
d’un cylindre

µ
Σ+

~ ([α0, · · · , αn−1]) := ‖P̂αn−1((n− 1)η) · · · P̂α0ψ~‖2,

où Â(t) := e−ıt~∆Âeıt~∆. En utilisant la relation (10), on peut immédiatement vérifier que l’on
a toutes les relations de compatibilité nécessaires pour définir un espace de probabilité [23].

Remarque. Cette interprétation symbolique est standard en théorie ergodique. En particulier,
il est important de souligner que, pour n fixé, on a

lim
~→0

µ
Σ+

~ ([α0, · · · , αn−1]) = µ
(
P 2

α0
× P 2

α1
◦ gη × · · ·P 2

αn−1
◦ g(n−1)η

)
.

À la différence notable que l’on a une partition lisse, la quantité qui apparaît dans la limite
semi-classique est donc exactement celle utilisée pour calculer l’entropie de Kolmogorov-Sinai
(voir relation (4)). Notons aussi que la limite précédente nous dit que la suite de mesures µΣ+

~
converge vaguement vers µΣ+ qui est définie sur les différents cylindres par

µΣ+ ([α0, · · · , αn−1]) := µ
(
P 2

α0
× P 2

α1
◦ gη × · · ·P 2

αn−1
◦ g(n−1)η

)
.

Pour définir un système dynamique sur ce nouvel espace Σ+, on introduit le décalage σ+

σ+ ((xn)n∈N) := (xn+1)n∈N.

Puisque la mesure µ est gt-invariante, on peut vérifier immédiatement que la mesure µΣ+ est
σ+-invariante. Par contre, la mesure µΣ+

~ n’est pas a priori Σ+-invariante. En appliquant les
résultats de composition des opérateurs ~-pseudo-différentiels et le théorème d’Egorov [10], on
a toutefois, pour n et n0 fixés,

µ
Σ+

~
(
σ−n

+ [α0, · · · , αn0−1]
)

= µ
Σ+

~ ([α0, · · · , αn0−1]) +On,n0(~),

où le reste dépend de n et n0. Ainsi, pour une échelle de temps fixée, la mesure est ‘presque
invariante’ par σ+, c’est-à-dire qu’elle est ‘invariante’ modulo des termes qui tendent vers 0
dans la limite semi-classique. Afin de faire une analyse la plus fine possible, on a besoin de
comprendre pour quelle échelle de temps n et n0 (dépendant de ~), la mesure est presque
invariante modulo des termes petits en ~. Pour cela, on peut appliquer le théorème d’Egorov
pour des temps longs [5], [7] et vérifier que pour |n+ n0|η ≤ nE(~)/λmax [4],

µ
Σ+

~
(
σ−n

+ [α0, · · · , αn0−1]
)

= µ
Σ+

~ ([α0, · · · , αn0−1]) +O(~
ε
2 ),

où le reste est uniforme pour n et n0 dans l’intervalle considéré. Ainsi, la mesure est ‘invariante’
(modulo des termes petits en ~) tant qu’on reste dans une échelle de temps de l’ordre de
nE(~)/λmax. Autrement dit, l’approximation semi-classique est valable jusqu’au temps dit
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d’Ehrenfest. Le problème de cette dernière égalité est qu’elle ne prend pas vraiment en compte
les variations du Jacobien instable. Tous les points de l’espace des phases sont traités de la
même manière, à savoir comme si leur exposant de Lyapunov était égal à λmax. Cette limite
de l’approximation semi-classique apparaissait dans [4] et [3] et c’était la raison pour laquelle
on voyait apparaître un terme −d−1

2 λmax dans l’inégalité (2).

3.2. Suspension de l’espace symbolique. Afin de remédier au problème souligné précé-
demment, on va pouvoir, en dimension 2, reparamétrer l’application σ+ (et donc implicite-
ment le flot géodésique) afin de prendre en compte les variations du jacobien instable. En effet,
dans ce cas, la direction instable est de dimension 1 et le jacobien Ju mesure alors exac-
tement la façon dont sont étirés les vecteurs dans la direction instable pour des temps positifs4.
On va donc reparamétrer l’application σ+ en se servant de cette fonction Ju. Pour cela, on
commence par introduire une fonction toit sur Σ+ en posant, pour une suite α := (α0, α1, · · · )
(finie ou infinie),

f(α) := η sup
{
log Ju(ρ) : ρ ∈ supp(Pα0) ∩ g−ηsupp(Pα1) ∩ S∗M

}
.

Remarque. On a introduit un petit paramètre η > 0. L’introduction de ce paramètre est
relativement importante même si les raisons pour lesquels il apparaît ne seront pas vraiment
mises en avant dans cet exposé. On renvoie le lecteur à [17] pour plus de détails (sections 3 et
5). Notons aussi que l’on supposera f(α) > 0 (on peut se ramener à ce cas : voir aussi [17]).
Si l’ensemble sur lequel on prend le supremum est vide, on choisit le supremum de log Ju sur
S∗M . Enfin, on note que l’on a une légère dissymétrie en prenant un pas de temps η et le
jacobien de l’application au temps 1. Ce choix est fait pour avoir une dépendance de f en η
plus explicite, i.e. linéaire.

Maintenant que l’on introduit une fonction toit sur Σ+, on peut utiliser un procédé classique
de systèmes dynamiques pour reparamétrer l’application : on suspend le système (Σ+, µ

Σ+

~ , σ+).
On commence par définir l’ensemble suspendu

Σ+ := {(x, t) ∈ Σ+ × R+ : 0 ≤ t < f(x)} .

Cet ensemble est naturellement muni d’une mesure de probabilité

µ
Σ+

~ :=
µ

Σ+

~ × Leb∫
Σ+

fdµ
Σ+

~
.

À l’application σ+, on peut faire correspondre un semi-flot agissant sur Σ+ de la manière
suivante :

∀s ≥ 0, σs
+ (x, t) :=

σn−1
+ (x), s+ t−

n−2∑
j=0

f
(
σj

+x
) ,

où n est l’unique entier tel que
n−2∑
j=0

f
(
σj

+x
)
≤ s + t <

n−1∑
j=0

f
(
σj

+x
)
. Ce nouveau système

(Σ+, µ
Σ+

~ , σ+) reparamètre le système (Σ+, µ
Σ+

~ , σ+) en prenant plus en compte les variations

4On souligne bien que ce n’est plus le cas en dimension supérieure.
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de log Ju. On peut souligner que la mesure µΣ+

~ converge faiblement vers la mesure

µΣ+ :=
µΣ+ × Leb∫
Σ+

fdµΣ+
.

De plus, cette mesure est σt
+-invariante. De nouveau, la mesure µΣ+

~ n’est pas a priori σt
+-

invariante. Toutefois, à la différence de la mesure µΣ+

~ , on va pouvoir montrer la ‘pseudo-
invariance’ de la mesure µΣ+

~ pour des échelles de temps plus longues que nE(~)/λmax. Pour
observer ce phénomène, il faut commencer par construire une partition pour laquelle on pourra
calculer la mesure des atomes de la partition et de ces raffinements.

3.2.1. Construction d’une partition adaptée. La construction de la partition est un peu tech-
nique et il faut faire des bons choix afin de pouvoir effectuer les calculs nécessaires. On ne
donne ici que la forme de la partition et on renvoie le lecteur à [17] (section 5) pour des
explications plus précises sur les différents choix. On commence par définir pour t ≥ 0 (assez
grand) la famille d’indices

I(t) :=

{
α = (α0, · · · , αk) : k ≥ 3,

k−2∑
i=1

f
(
σi

+α
)
≤ t <

k−1∑
i=1

f
(
σi

+α
)}

.

On souligne5 ensuite que pour α ∈ I(1) de longueur k(α) + 1, il existe un unique entier
k′(α) ≤ k(α) tel que

k′−2∑
j=0

f
(
σj

+α
)
≤ 1 <

k′−1∑
j=0

f
(
σj

+α
)
.

Par observation de la définition du flot suspendu, on divise l’intervalle [0, f(α)[ de la manière
suivante :

Ik′(α)−2(α) =

0,
k′(α)−1∑

j=0

f
(
σj

+α
)
− 1

 , · · · Ip−2(α) =

p−2∑
j=0

f
(
σj

+α
)
− 1,

p−1∑
j=0

f
(
σj

+α
)
− 1

 ,

· · · , Ik(α)−2(α) =

k(α)−2∑
j=0

f
(
σj

+α
)
− 1, f (α)

 ,
pour k′(α) ≤ p ≤ k(α). Si k(α) = k′(α), on pose Ik′(α)−2(α) = Ik(α)−2(α) = [0, f(α)[. Ces
découpages permettent de définir une partition de Σ+ en posant

C+ :=
{
Cα,p = [α0, · · · , αk]× Ip−2(α) : α ∈ I(1), et k′(α) ≤ p ≤ k(α)

}
.

Le découpage de [0, f(α)[ en sous-intervalles permet de savoir comment σ1
+ agit sur chacun

des atomes de la partition.

5Notons que comme f est proportionnel à η, l’ensemble I(1) est non vide pour η assez petit [17].
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3.2.2. Invariance de la mesure jusqu’à des temps de l’ordre de nE(~). Pour ce choix de parti-
tion (on pourrait en faire d’autres), on peut prouver la proposition suivante (sections 6 et 7
dans [18]) :

Proposition 3.1. Soient n, n0 deux entiers positifs tels que n+n0 ≤ nE(~). Pour tout atome
A := Cγ0,p0 ∩ · · · ∩ σ

−(n0−1)
+ Cγn0−1,pn0−1 de la partition raffinée ∨n0−1

j=0 σ−j
+ C+, on a

µ
Σ+

~
(
σ−n

+ A
)

= µ
Σ+

~ (A) +O(~(1−10ε)/2),

où la constante du reste est uniforme pour n0 et n dans l’intervalle considéré.

En faisant ce choix de partition, on peut mener les calculs à bien, c’est-à-dire donner des
expressions de µΣ+

~
(
σ−n

+ A
)

et µΣ+

~ (A) que l’on peut estimer précisément. On souligne que
l’on a maintenant ‘invariance’ de la mesure pour des échelles de temps qui ne dépendent plus
du coefficient d’expansion maximal λmax du flot géodésique. Pour montrer cette proposition,
on est amené à considérer des opérateurs de la forme P̂αn(nη) · · · P̂α0 dont la longueur n est
plus ou moins longue selon les valeurs de log Ju le long de la trajectoire associée au mot
(α0, · · · , αn). La preuve de la proposition repose en particulier sur le théorème suivant de
calcul pseudo-différentiel [17] (section 7) :

Théorème 3.2. Soit (Qi)K
i=1 une famille de fonctions lisses sur T ∗M telle que, pour tout

1 ≤ i ≤ K, Qi appartient C∞(suppPαi ∩ E) (où E est un petit voisinage de S∗M [17]) et
0 ≤ Qi ≤ 1. Considérons une famille d’indices (α1, · · · , αl) telle que

l−1∑
j=1

f(αj+1, αj) ≤
nE(~)

2
.

Alors, pour tout 1 ≤ j ≤ l, Op~(Qα1)(jη)Op~(Qα2)((j−1)η) · · ·Op~(Qαj )(η) est un opérateur
~-pseudo-différentiel de la classe Ψ−∞,0

ν (M) avec ν < 1/2 (section 7 et annexe de [17]) et de
symbole principal

Qαj ◦ gη · · ·Qα2 ◦ g(j−1)ηQα1 ◦ gjη.

Remarque. Pour démontrer ce théorème, on utilise bien que l’on est en dimension 2. En
effet, les restes qui apparaissent dans les différentes formules de phase stationnaire (pour la
composition des opérateurs pseudo-différentiels, pour le théorème d’Egorov) font apparaître
des dérivées de gt. Par exemple, on doit estimer la norme de dρg

t pour ρ dans le support de
Qαj ◦gη · · ·Qα2 ◦g(j−1)ηQα1 ◦gjη. Comme la direction instable est de dimension 1, pour t ≥ 0,
cette norme est bien contrôlée en fonction du jacobien instable (les normes étant préservées
dans la direction du flot et contractées dans la direction stable). Pour la famille d’indices
considérée, on vérifie que la perte de dérivées est au plus en ~−

1
2 qui est la perte maximale

qu’on peut s’autoriser sur les dérivées dans les formules de phase stationnaire que l’on utilise
en analyse semi-classique [10].

3.3. Bornes inférieures sur l’entropie du système suspendu. On vient de construire
un système dynamique adapté à la dynamique. Maintenant, on peut borner son entropie
inférieurement en utilisant le principe d’incertitude entropique (voir théorème 2.1). Avant
d’énoncer notre estimation principale, on note que l’on a construit un système symbolique qui
ne ‘regarde que les temps positifs’. On aurait aussi pu introduire un système qui ‘regarde les
temps négatifs’ (voir [17]-section 4 pour une définition précise) et que l’on note (Σ−, µ

Σ−
~ , σ−).

On peut alors prouver la proposition suivante :
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Proposition 3.3. En utilisant les notations du paragraphe 2.1, on a, pour ~ assez petit,

(11)
1

nE(~)

(
HnE(~)

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
+HnE(~)

(
µ

Σ−
~ , σ−, C−

))
≥ (1− 5ε).

Cette estimation sur l’entropie au niveau quantique est l’inégalité fondamentale qui permet
de démontrer notre théorème principal. On détaille ici les points clefs qui permettent de
démontrer cette inégalité et on renvoie le lecteur à la section 5 de [17] pour les détails.

Première observation. On introduit un temps d’Ehrenfest non entier légèrement inférieur à
nE(~), i.e.

TE(~) := (1− 2ε)nE(~).

On peut remarquer que la famille suivante de sous-ensembles de Σ+ forme une partition :

C~
+ := {[α0, · · · , αk]× [0, f(α)[: α ∈ I(TE(~))} .

Cette nouvelle partition dépend de ~ et une propriété cruciale (mais non immédiate) pour
notre preuve est que la partition ∨nE(~)−1

j=0 σ−j
+ C+ est un raffinement de la partition C~

+.
En particulier, d’après le paragraphe 2.1, on sait que

H
(
µ

Σ+

~ , C~
+

)
≤ H

(
µ

Σ+

~ ,∨nE(~)−1
j=0 σ−j

+ C+

)
= HnE(~)

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
.

C’est sur la quantité H
(
µ

Σ−
~ , C~

−

)
+ H

(
µ

Σ+

~ , C~
+

)
que l’on va être capable de donner une

borne inférieure en utilisant le principe d’incertitude entropique.

Deuxième observation. Pour appliquer le principe d’incertitude entropique (théorème 2.1), on
peut observer que la famille (

P̂αk
(kη) · · · P̂α1(η)P̂α0

)
α∈I(TE(~))

forme une partition de l’identité de L2(M). On peut donc essayer d’appliquer le principe
d’incertitude pour cette partition (et son analogue pour les temps négatifs). En procédant de
cette manière, on ne trouve pas le résultat que l’on veut, à savoir une borne sur l’entropie de
la partition C~

+. En effet, en appliquant le théorème 2.1 directement à ces partitions, on n’a
pas de termes dans la somme qui correspondent à la partie Lebesgue de la mesure µΣ+

~ . On
peut toutefois remédier à ce problème en appliquant plusieurs fois le principe d’incertitude et
en observant deux choses :

– les termes correspondant à la partie Lebesgue de la mesure ne dépendent que des deux
premières lettres (α0, α1) du mot ;

– pour (γ0, γ1) fixé,
(
P̂αk

(kη) · · · P̂α3(3η)P̂α2(2η)
)

(pour α variant dans I(TE(~)) et tel que
(α0, α1) = (γ0, γ1)) est une partition de l’identité.

On applique le principe d’incertitude pour chacune de ces partitions de l’identité. En pondérant
par des coefficients appropriés et en faisant la somme, on réussit à trouver une borne inférieure
sur la quantité qui nous intéresse. On ne rentrera pas dans plus de détails ici mais ce sont
les ingrédients principaux qui nous permettent d’obtenir une borne inférieure sur la quantité
H

(
µ

Σ−
~ , C~

−

)
+H

(
µ

Σ+

~ , C~
+

)
.
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Troisième observation. Dans le principe d’incertitude entropique, la borne inférieure qui ap-
paraît est une norme d’opérateur que l’on va pouvoir estimer en utilisant les outils de [2] et [4].
On rappelle brièvement un résultat central de la preuve de [4]. Pour cela, fixons K > 0 (assez
grand). On peut construire une famille de symboles χ(n) localisés dans un petit voisinage de
S∗M (de taille dépendant de ~ et n) et que l’on peut quantifier en utilisant une procédure de
quantification non standard (voir [4]). Anantharaman et Nonnenmacher montrent alors qu’il
existe des constantes c (ne dépendant que de M) et CK (dépendant de M et K) telles que,
pour toute famille d’indices (α0, · · · , αn) vérifiant nη ≤ K| log ~|, on a

∥∥∥P̂αn(nη) · · · P̂α1(η)P̂α0Op~(χ
(n))

∥∥∥
L(L2(M))

≤ CK~−
1
2
−cδ exp

−1
2

n−1∑
j=0

f(σj
+α)

 ,

avec δ > 0 fixé. Lorsqu’on applique le principe d’incertitude entropique avec les partitions
précédentes, on voit apparaître la norme de l’opérateur P̂αn(nη) · · · P̂α1(η)P̂α0Op~(χ(n)) pour
α appartenant à I(2TE(~)) dans la borne inférieure. L’apparition du facteur 2 devant TE(~)
est importante et vient du fait que l’on a considéré à la fois les temps positifs et négatifs.
Pour cette échelle de temps (α ∈ I(2TE(~))), on a, d’après le résultat d’Anantharaman et
Nonnenmacher que l’on vient de citer,∥∥∥P̂αn(nη) · · · P̂α1(η)P̂α0Op~(χ

(n))
∥∥∥
L(L2(M))

≤ CK~
1
2
−2ε−cδ,

où δ > 0 est fixé et peut être choisi arbitrairement petit. Cette borne nous dit qu’on a dé-
croissance exponentielle de la norme de la partition quantique raffinée pour α dans I(2TE(~)).
On pourrait utiliser la borne d’Anantharaman et Nonnenmacher pour des temps plus longs
et avoir un meilleur exposant mais on n’aurait plus la propriété d’invariance de la mesure
qui va être nécessaire pour faire marcher la suite des arguments. Cette puissance 1

2 est donc
l’exposant optimal que l’on puisse espérer avec la méthode que l’on propose (et qui n’utilise
que des propriétés dynamiques).

3.4. Sous-additivité de l’entropie. Fixons maintenant deux entiers n et n0 dans N. En
utilisant les propriétés classiques de l’entropie (voir propriété (5)), on trouve que

Hn+n0

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
≤ Hn

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
+Hn0

(
σn]µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
.

En utilisant le fait que x 7→ −x log x est continue sur l’intervalle [0, 1] et la ‘pseudo-invariance’
de la mesure par σ+ (proposition 3.1), on sait que, pour n+ n0 ≤ nE(~), on a

Hn0

(
σn]µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
= Hn0

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
+ on0(1), quand ~ → 0.

On écrit maintenant la division euclidienne nE(~) = qn0 + r avec r < n0 (n0 étant fixé). En
appliquant les deux propriétés précédentes, on trouve que

HnE(~)

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
≤ qHn0

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
+Hr

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
+ on0(q) quand ~ → 0.

Cette dernière inégalité nous permet de vérifier que

HnE(~)

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
nE(~)

≤
Hn0

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
n0

+ on0(1) quand ~ → 0.
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Ce résultat reste valable pour (Σ−, µ
Σ−
~ , σ−) et combinée à l’inégalité fondamentale (11), cette

propriété nous dit que, lorsque ~ tend vers 0, on a

(12)
1
n0

(
Hn0

(
µ

Σ+

~ , σ+, C+

)
+Hn0

(
µ

Σ−
~ , σ−, C−

))
+ on0(1) ≥ (1− 5ε).

3.5. La conclusion : application du théorème d’Abramov. Pour conclure la preuve du
théorème 1.1, on commence par faire tendre ~ vers 0 dans l’inégalité (12) et on trouve que

1
n0

(
Hn0

(
µΣ+ , σ+, C+

)
+Hn0

(
µΣ− , σ−, C−

))
≥ (1− 5ε).

L’inégalité précédente est une inégalité sur l’entropie qui dépend d’une partition lisse de la
variété M (et non pas d’une vraie partition). En prenant quelques précautions ([2], [4], [17]-
section 4), on peut se ramener à une vraie partition. On suppose que l’on a fait cette trans-
formation et on fait tendre n0 vers l’infini. Ceci nous donne

hKS

(
µΣ+ , σ+, C+

)
+ hKS

(
µΣ− , σ−, C−

)
≥ (1− 5ε).

À ce point de la preuve apparaît le dernier argument clef qui fait fonctionner la preuve : le
théorème d’Abramov [1]. Ce théorème relie l’entropie d’un système dynamique mesurable
à l’entropie de ces différentes suspensions. Ici, ce théorème nous dit que

hKS(µΣ+ , σ+,P) = hKS

(
µΣ+ , σ+, C+

)
×

∫
Σ+

fdµΣ+ .

On peut ensuite observer deux choses. La première est que hKS(µΣ+ , σ+,P) est majorée par
hKS(µ, gη) qui est égale à ηhKS(µ, g) [1]. La seconde observation est que, si l’on fait tendre le
diamètre de la partition vers 0, alors∫

Σ+

fdµΣ+ → η

∫
S∗M

log Ju(ρ)dµ(ρ).

On vérifie finalement que l’on a

2ηhKS(µ, g) = η(hKS(µ, g) + hKS(µ, g−1)) ≥ (1− 5ε)η
∫

S∗M
log Ju(ρ)dµ(ρ).

Ceci étant valable pour tout ε > 0, on peut bien conclure.�
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