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Examen écrit du 14 Mars 2012 (2 heures)

1 Transport et diffusion : 10 points

Etant donné trois nombres réels e > 0, U_ > 0 et Uy > 0, soit ue =
ue(z, p) la solution du probléme aux limites

1
0zt + E(ue —(ue)) =0, [zl <1, |u[ <1,

(T) ue(—1,4+p) =U_, O<pu<l,
ue(+1,—p) =Uy O<p<l,

W)@ = [ wlan)y

On admettra que le probléme (T) admet, pour tout € > 0, une unique solu-
tion u, € L®([—1,1]?) telle que = — uc(x, p) soit de classe C* sur [—1,1].

1. Chercher une solution de (T) série formelle en puissances de € de la
forme

ue(x, ) = Z fuy(x, 1) .

k>0

Préciser ug, uq et ug. Ecrire le probléme aux limites de diffusion satisfait
par ug.

2. On pose

U +U- UL U
~ T2 T3
Ecrire le probléme vérifié par ve(z, pn) = ue(z, u) — U(z) + epU’ ou U’
est la dérivée (constante) de U(x) par rapport a x.

Ul(z) z, |r|<1.

3. Montrer que ||ve — <v6>\|%2([_1’1}2) < Cpe?, ot Cp est une constante que
I'on donnera en fonction de U et U_. (On pourra multiplier par v,
chaque membre de I’équation satisfaite par v, puis les intégrer en (z, 1)
sur [—1,1]2.)

4. On pose Se(z, ) = L(ve(x, 1) — (ve)(z)). Montrer que

V2 1 1/2
o] < ullt’| 2 ([ 5.0 a0 )



5. En déduire que, pour « > 0,

1 1
C
|| teavete pdodu < 120 + S ac

ou (' et Cy sont deux constantes que 1’on précisera.

6. Montrer que, pour o > 0,

1 [
/ / ve(w, p)?dadp < 2C0€® + 8al|vel[72 (-1 1j2)
—1J—-a

7. En déduire que, pour tout € €]0, 1], I'on a

lue = U(@)llp2(-1,112) < Cs|U' Ve

ou (3 est une constante que l'on précisera.

2 Schéma numérique : 10 points

Soit un coefficient de diffusion v > 0. On considére I’équation de diffusion
dans le domaine (0, 1) avec une condition aux limites de Dirichlet

ou 82’1,6 +
prial ek 0 pour (z,t) € (0,1) x R}

u(t,0) = u(t,1) = 0 pour t € R} (1)
(0, ) = up(z) pour = € (0,1),

ou ug(z) est une fonction continue sur le segment [0,1]. Pour At > 0 et
Az =1/(N +1) > 0 (avec N un entier positif), on définit les noeuds d’un
maillage régulier

(tn, ;) = (nAt, jAz) pour n > 0,5 € {0,1,..., N + 1}.

On note u} une approximation discréte au point (¢, z;) de la solution exacte
u(t, ). Pour un paramétre 6 € [0, 1], on considére le #-schéma suivant

n+l _ u™

1 1%
R e O - 2 )

+(1 = 0)(ufyy — 2uf + u?,l)) =0 pour j e {l,..,N},
(2)
avec la donnée initiale u? = ug(x;) et la condition aux limites, pour tout
n>1, ug=uy, =0.

u

1. Montrer que le schéma (2) est consistant et précis a 'ordre 1 (au
moins).



2. On note U™ le vecteur de composantes u?, pour 1 < 57 < N. En
multipliant (2) par At et en notant ¢ = vAt/(Az)?, montrer que le
schéma peut se réécrire sous la forme

AU = BU™

ou A et B sont deux matrices N x N que l’on précisera, avec A qui est
en plus une M-matrice stricte. En déduire qu’il est toujours possible
de calculer U™*! en fonction de U™.

3. Montrer que, sous une condition de type CFL que 'on donnera ex-
plicitement, le schéma (2) vérifie le principe du maximum discret. Que
peut-on dire de sa convergence en norme L7

4. On va désormais étudier la stabilité en norme L? du schéma. Montrer
que le schéma (2) peut encore s’écrire

Un+1 _yn

KU* =
o +KUT =0, (3)

avec U* = QU™ + (1 — )U™ et K une matrice dont on montrera
qu’elle est définie positive. Vérifier aussi que

U* = (U™ +U™) + (20 — 1) (U™ —U™).

5. En multipliant (3) par 2U* montrer que, si 1/2 < 6 < 1, le schéma est
inconditionnellement stable en norme L? au sens ou

N N
Z Aac]u?H]Q < Z Aac]u?\Q.
j=1 j=1



