Transport et diffusion

G. ALLAIRE

Cours no. 8 — le 2/111/2011
Calcul critique (fin)

[1 Problemes aux valeurs propres et criticité
[1 Diffusion a deux groupes

[1 Transport mono-cinétique
[0 Taille critique (Francois Golse)

[1 Calcul critique
[1 Problemes a sources

[1 Analyse de sensibilité

[0 Calcul numérique de la criticité (si le temps le permet...)
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(1) Problemes aux valeurs propres et criticité

Pour étudier le comportement asymptotique en temps, on a introduit un

probleme aux valeurs propres (cf. cours précédent).

Pour étudier 1’équilibre entre absorption et fission, on va introduire un

nouveau probleme aux valeurs propres.
Notion de facteur multiplicatif effectif en neutronique.
Dans la section suivante on introduira la notion de taille critique.

On commence par un rappel sur la diffusion a deux groupes d’énergie.
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((1—&) Diffusion a deux groupes d’énergie]

On étudie le comportement, quand t — 400, de la solution de

(0
% — div (D1Vuy) + o1u; = 0{2U2 dans Q@ x R,

aUQ

E — le (DQVU/Q) -+ O2U2 = O-glul dans Q X R+7

up =us =0 sur 00 x R™,

u(t=0,2) =ud(x),ux(t =0,2) =uj(z) dans Q,
\ 1 2

ou (2 est borné régulier, les coefficients sont des fonctions bornées telles que

Di(z),Ds(z),0ly(z),05,(x) >C >0 et o1 >0l,,00>05.
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Le probleme aux valeurs propres correspondant a ce probleme d’évolution est:

trouver A € C et (¢1,%2) # 0 tels que

2

—)\wl — div (Dlvwl) + O'1¢1 — 0'{2¢2 dans Q,

_)‘¢2 — div (ngwg) + 02¢2 — O'glwl dans Q,
Y1 =92 =0 sur 0f).

Proposition (Krein-Rutman). Il existe une plus petite valeur propre réelle
et simple A telle que sa fonction propre associée (11, 2) est la seule a étre
strictement positive dans {2 et pour toute autre valeur propre p € C on a

A <|ul.

Remarque. C’est I'extension en dimension infinie du théoreme de

Perron-Frobenius.
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(Comportement en temps grand de la diffusion a deux groupes]

Pour étudier la limite en temps grand de la diffusion nous avons besoin

d’introduire le probleme adjoint

2

— ] — div (D1VY7) + o197 = 05,95 dans €,
—\pE — div (Do V3) + ootbl = ol,p*  dans Q,
Y] =v; =0 sur 0f).

\

On peut, bien siir, montrer que le probleme adjoint admet, comme en
dimension finie, la méme plus petite valeur propre A que le probleme “direct”,

avec un vecteur propre positif (17, 13).
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Gul
ot
6’&2
ot
Uy =us =0 sur 00 x R™,

ui(t =0,2) = ul(x),uz(t =0,2) = ud(z) dans Q,

— div (D1Vu1) +o1u1 = O'{Q’UJQ dans ) x ]R+,

— div (DQVUQ) + OoUg = aglul dans ) x ]R+,

\
Proposition. On suppose que uY,u9 > 0. Une condition nécessaire pour que
le probleme d’évolution admette une limite non nulle quand t — +00 est que

la plus petite valeur propre du probleme spectral soit A = 0.

Si cette limite existe, alors elle est du type

i (un(6)wa(8) = ¢ (1, 02)  avee e = | (udui +udu3) do

t——+o0

Remarque. Le profil spatial asymptotique est le premier et seul vecteur
propre positif (1, 19). Le coefficient de proportionnalité ¢ est le produit
scalaire de la donnée initiale et du premier vecteur propre adjoint (7,3 ),
positif lui aussi, appelé fonction d’'importance en neutronique.
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(Probléme Critique]

En neutronique on préfere une autre formulation du probleme aux valeurs

propres, appelée probleme critique
(
— div (Dlvwl) + O'1¢1 — 0'12¢2 dans Q,

—div (D2V¢2) -+ O'ng = 0§1¢1 dans Q,
| Y1 =192 =0 sur 0f2,

ou 1/k est une valeur propre.

Proposition. Il existe une plus petite valeur propre réelle et simple 1/kqg
telle que son vecteur propre associé (1, s) est le seul a étre strictement
positif dans €2 et pour toute autre valeur propre 1/k € C on a 1/keg < 1/|k|.

La valeur k.g est appelée facteur multiplicatif effectif.
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Remarquons que k.g = 1 si et seulement si A = 0 et que, dans ce cas, les

vecteurs propres associés sont les mémes.

Si ke # 1, alors A = 0 (i.e. il existe un état stationnaire) si le taux de fission

0{2 est divisé par Keg.

Autrement dit, k. est une mesure du changement qu’il faut apporter aux

fissions pour qu’il puisse exister un état stationnaire.

On interprete donc ainsi le facteur multiplicatif effectif:

1. si keg = 1, le milieu est dit critique (les réactions de fission sont
équilibrées par la diffusion et ’absorption),

2. si kegg > 1, le milieu est dit sur-critique (les réactions de fission
dominent la diffusion et ’absorption),

3. si ke < 1, le milieu est dit sous-critique (les réactions de fission sont
trop faibles en comparaison de la diffusion et ’absorption).
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[ (1-b) Transport mono—cinétique]

Probléme critique: trouver 1/k € C et ¢(x,w) # 0 tels que

y

w-VqH—a(:z:)gb—/','_l c(z,w-w)o(r,w) dw' =

1
[ o)) i dans ¢ {lo] = 1)
lw’|=1

¢(x,w)=0 surI'" ={zx € d|v- -n, <0}

\

On a séparé les collisions des fissions !

On suppose que I'absorption totale est positive ou nulle (pas restrictif)

o(x) —/ c(z,w-w)dw >0 Vazw.
wr]=1

Hypothese essentielle sur la section efficace de fission strictement positive

of(z,w-w) >0, of(z,w-W)>C>0 Vz,w-uo,
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Proposition. Il existe une plus petite valeur propre réelle et simple 1/kg,

appelée facteur multiplicatif effectif, solution du probleme critique telle que
son vecteur propre associé ¢ est le seul a étre strictement positif dans
 x {|w| = 1} et pour toute autre valeur propre 1/k € C on a 1/keg < 1/|K|.
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(2) Taille critique

Cf. Francois Golse.
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(3) Calcul critique

[ But: montrer que la criticité est utile pour résoudre d’autres problemes.

[0 Cadre: pour éviter des questions techniques délicates on travaille sur une

version matricielle des problemes.

Probleme critique:

Ay = 1Py,

ou F' est la matrice de fission et A est la matrice de diffusion ou de transport.

Hypothéses: A inversible, A=! et F positifs, K = A~ F strictement positif.

Le Théoreme de Perron-Frobenius affirme que K admet une plus grande

valeur propre réelle et simple k.
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Probleme a source: étant donné b, trouver la solution u de

Au=Fu+b.

Proposition. Il existe une unique solution u si k. # 1, c’est-a-dire si le

milieu n’est pas critique.

Si le milieu est sous-critique, keg < 1, alors on a le principe du maximum,

c’est-a~-dire que b > 0 implique que u > 0.
Si le milieu est sur-critique, keg > 1, alors b > 0, n’implique pas que u > 0.
Remarque. La violation du principe du maximum dans le cas sur-critique

est évidemment non physique, mais pas surprenante. En effet, dans ce cas le

probleme d’évolution n’a pas de limite stationnaire.
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Preuve. Avec la notation K = A~ F ’équation est équivalente &

(Id — K)u = A"'b

et l'alternative de Fredholm dit qu’il existe une solution unique si 1 n’est pas
valeur propre de K, i.e. si keg # 1.

Lorsque keg < 1, on sait grace au Théoreme de Perron-Frobenius que
p(K) = ke < 1 et donc la série suivante converge

(Id—K)™" =) K.

p=>0

Comme K est positif (A1 aussi), on en déduit que b > 0 implique u > 0.
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Preuve (suite). Supposons maintenant que keg > 1. Ecrivons alors le

probleme critique adjoint
1

keff
ou * > 0 est le premier vecteur propre positif. On multiplie Au = F'u + b par

A*¢* — F*w*’

* pour obtenir
<’LL, A*¢*> — <’LL, F*¢*> + <b’ ¢*>

qui devient

(1) e =)

keff

Sib>0etb#0, comme " > 0, le membre de droite est strictement positif
et, puisque 1/keg < 1, on doit avoir (u, F*y*) = (Fu,1*) < 0 ce qui oblige

Fu, donc u, a avoir des composantes négatives.
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(Problémes légerement Sous—critiques]

Proposition. On suppose que le milieu est légerement sous-critique
de >0 tel que keg=1—c€.
On considere le probleme a sources, petites de 1'ordre de e,
Au, = Fu, + €b.
Alors la solution vérifie
ue = (A710,9") ¢ 4 Ole),

ou Y et ¥* sont les premiers vecteurs propres positifs définis par

1 1

I, AT =

Arp = T

keff keff

et normalisés par ||[¢| =1, (¢, y*) = 1.
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Preuve. L’équation Au. = Fu,. + €b est équivalente a
(Id— K)uc =€z avec K=A"'Fetz=A"b.

Par le Théoreme de Perron-Frobenius on sait que le sous-espace propre associé

a keg est Vect(y)). Tout vecteur v € R™ peut s’écrire

v={(v, )Y +v avec v =v— (v,9Y")Y tel que (v,9¥*) =0.

Donc Vect()*)+ est un sous-espace supplémentaire de Vect(t)) dans R", qui
est stable par K. Comme toutes les valeurs propres k # keg de K, vérifient
k| < ket = 1 — €, on en déduit que (Id — K) est inversible sur Vect(y)*)* et

que la norme de l'inverse est bornée indépendemment de €. On écrit
2= {2, + % et u.= (ue, ")y + 1. avec Z,%. € Vect(yp*)".
Un simple calcul montre alors que

) yeengo: || 1621 < Cel

(e, ") = (2,0%) et || < ||(1d - K
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(Analyse de sensibilité]

But: étudier la variation de la criticité en fonction des variations des

coefficients ou sections efficaces (tres important en pratique).

Proposition. La variation du facteur multiplicatif effectif sous I’effet de

variations A et F des opérateurs de transport /diffusion et fission est

<<—5A + ﬁéF) b, )
(F, %) |

Remarque. On comprend a nouveau le nom de fonction d’importance pour
W*. Puisque ¢, ¥*, F > 0, on en déduit qu’une augmentation des fissions,
0F > 0, ou une diminution de I’absorption, 0 A < 0, contribue a une

augmentation de la criticité.
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Lemme technique. Si une valeur propre d’une matrice est simple alors elle

et son vecteur propre, convenablement normalisé, sont (localement)

continuement dérivables comme fonctions de cette matrice.

Remarque. L’hypothese de simplicité de la valeur propre est essentielle !
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Preuve de la Proposition. On dérive Ay = - Fi) pour obtenir
Kett

(A— ! F>6¢:<—6A+ (5F—5—kF)¢.

[ Kett kg

On ne peut résoudre que si le second membre est orthogonal a ¥*. On

multiplie alors par *

1

keff

- <(—5A+ o 5—’“17) b, )

Keft kgff

<(A— 1 F) S, %) = (50, (A*—

keff

F> 5 = 0

d’ou 'on déduit la formule voulue.

Remarquons que 01 n’est défini qu’a ’addition d’un multiple de ) pres. Mais
en différentiant la normalisation ||¢|| = 1, on obtient (1, d9) = 0, ce qui fixe

I’indétermination pour 0.
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(4) Calcul numérique de la criticité

Méthode de la puissance pour calculer la plus grande valeur propre d’une

matrice K de valeurs propres (A1, -+, A\,).

Nous faisons 'hypothese que K est strictement positive donc, par

Perron-Frobenius, il existe une valeur propre dominante simple
An > |N| pour tout 1 <i<n-—1,

et son vecteur propre associé e,, peut etre choisi strictement posititf.
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(Algorithme]

1. Initialisation: zo € R" tel que zo > 0.

2. Itérations: pour £ > 1
Y = K1

. T = Y/ max(yx) ou max(y) désigne la plus grande composante en

module du vecteur v,

. test de convergence: si ||zp — zp_1]| < €, on arréte.

Dans le test de convergence, € est typiquement égal & 1079.

Si 0 = xr — Tr_1 est petit, alors x; est un vecteur propre approché de K de

valeur propre approchée max(yy) car

ka — max(yk)xk = K5k .
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Proposition. On suppose que la matrice K est strictement positive. Alors la
méthode de la puissance converge, c’est-a-dire que

kgr—{loo max(yg) = Ap, kgrfoo T = e,/ max(ey).

De plus, la vitesse de convergence est proportionnelle au rapport |A,_1|/Ax.

Preuve. Supposons pour simplifier que K est diagonalisable avec des
vecteurs propres (e, - - -, e,) correspondant aux valeurs propres (Aq, -+, Ap).
Soit xg = >, Bie; > 0 le vecteur initial. Par Perron-Frobenius, le vecteur
propre adjoint e} de K* vérifie aussi e; > 0, donc 8, = x¢ - e;; > 0. Une
récurrence facile montre que

k
n—1 B; [ X\
Kkgjo B Z?:l ﬁz()\z)kez B €n + Zi:l Bn (An) “
) O O (e 2t i () )

Tl —

i=1 B, \ An

Comme |\;| < \,, xx converge vers e,/ max(e,). Comme y, = Kxj converge
vers \pen/ max(ey), on en déduit que max(yg) converge vers .
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Preuve (suite). Si K n’est pas diagonalisable, alors il faut utiliser la base
(1, +,e,) de sa forme de Jordan. Pour fixer les idées et simplifier les
notations, supposons que tous les vecteurs e; sont en fait des vecteurs propres
sauf e,,_o qui appartient au sous-espace spectral de la valeur propre

An—1 = Ap—9 sans étre vecteur propre. Autrement dit, on a

Ke, o =A_1€6nh 92+e,_1 et Ke; =\e; pouri = (n—1).

Dans ce cas, la formule ci-dessus pour z; doit étre modifiée comme suit

Bnen + (6n—1 +k6n—2/)\n—1) (AKTLl)ken 1 +Zz 1 M1 ( Z>k6i
k k |
max <5nen + (ﬁn—l + kﬁn—Q/)\n—l) (A;\;1> €En—1 + Zz 1 M1 ( SN ) €i>

Tl =

On a toujours les mémes convergences de xj, et max(y;) puisque k(A,—1/\)"
tends toujours vers zéro lorsque k£ tends vers +o0o, méme si la convergence est

un peu plus lente.
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(Algorithme de la puissance “inverse”]

But: calculer la plus petite valeur propre d’une matrice A.
1. Initialisation: zo € R" tel que zo > 0.

2. Itérations: pour £ > 1
1. résoudre Ay, = Tp_1

2. xp = yr/ max(yx)

3. test de convergence: si ||z — xr—_1]| < €, on arréte.

Si 0 = xp — Tr_1 est petit, alors x_1 est un vecteur propre approché de

valeur propre approchée 1/ max(yy) car
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On suppose que A est une M-matrice irréductible. Dans ce cas, on sait que A

admet une plus petite valeur propre réelle simple \; telle que
A1 < |\;|  pour tout 2 < i < n,

et son vecteur propre associé peut étre choisi strictement positif.

Proposition. On suppose que A est une M-matrice irréductible. Alors la

méthode de la puissance inverse converge, c’est-a-dire que

1
lim = |A1|, lim zp = e/ max(ey).
k—-+oo max(yy) k—-+00

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport Aj/|As.
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MOTIVATION : TAILLE CRITIQUE

Exemple : considérons I'équation de Boltzmann linéaire monocinétique
avec scattering isotrope et symétrie de type slab

1
wosar=sa sl {11

et conditions aux limites absorbantes au bord de l'intervalle [ L, L]

Deux effets opposés :
a) v > 0 = création de particules en exces par rapport a I'absorption

b) fuite de particules au bord du domaine spatial [—L, L]



Intuition physique :

ea v > O fixé, plus L est grand, moins I'effet de fuite au bord du domaine
spatial est important

ea L fixé, plus v > 0 est petit, plus I'exces de particules secondaires crées
par le milieu est petit

Pbm de la taille critique : étant donnés les parametres o > 0 et v > 0,
trouver la taille L > 0 du domaine spatial pour laquelle il y a équilibre entre
la création de particules secondaires (v > 0) et 'effet de fuite au bord

< la plus grande valeur propre de I'équation de Boltzmann linéaire est O



Difficultes :

1) le probleme spectral pour I'équation de Boltzmann linéaire est en di-
mension infinie et pas auto-adjoint = pas “diagonalisable” a priori ; peut-on
parler de sa “plus grande valeur propre” ?

2) comment calculer cette “plus grande valeur propre” ? peut-on se servir
de la modélisation par I'équation de diffusion ?



Valeurs propres de I'operateur de diffusion 1D

Considérons le probleme de Dirichlet aux valeurs propres

i

~ o) = Ap(2), el < L

| ¢(+L) =¢(—-L) =0

Fonctions propres et valeurs propres associées :

ke k22
= sin [ — L A\p = ———= ke N*
Pk () (QL(OU + )) : TR €
Plus petite valeur propre : pourk = 1
$1(x) = cos (m:) A m
xr) = = ——
! 2L L7412



Fonctions propres du laplacien de Dirichlet sur l'intervalle [—1, 1] pour les
valeurs propres k%n2/4 avec k = 1,2, 3,4



PROBLEME SPECTRAL POUR LEQUATION DE BOLTZMANN

Bien que le probleme spectral pour I'équation de Boltzmann linéaire ne soit
pas auto-adjoint = pas “diagonalisable” a priori, certains cas se ramenent
a un probleme spectral auto-adjoint.

Exemple : le cas monocinétique avec scattering isotrope 1 D avec symétrie
de type slab dans un intervalle fini.

(O + por) f(t,z,n) = (L +7)(f)(t,x) — of(t,z, 1)

avec o > 0, v > —1 et la notation

6 =3[ olwdn.



Probleme spectral :

1) pour quelles valeurs de \ existe-t-il ¢ = ¢(x, 1) t.Q.
{ Ap = Ao, ¢ #0,
ou

Ap = —pdpd + o (L +7)(¢) — 06

2) pour quelles valeurs propres X\ de I'équation de Boltzmann existe-t-il
des fonctions propres ¢ vérifiant en outre ¢ = ¢(x, ) > 0 (densité de
particules) ?



Valeurs propres de I'opérateur de Boltzmann linéaire monocinétique 1D

Théoreme : Soiento > O0ety > —1.

1) Il existe un unique réel \; (o, ~) dans l'intervalle | — o, +oo[ qui est la
plus grande valeur propre de 'opérateur A défini sur [—L, L] x [—1, 1] par

A¢p = —pdz¢ + (1 +v){(¢) — 09,
avec conditions aux limites absorbantes sur [—L, L] x [—1, 1].

2) Lopérateur A admet une fonction propre > 0 associée a la plus grande
valeur propre Ay (o, 7).

3) Les autres valeurs propres de A sont toutes réelles, de multiplicités
finies, et appartiennent a l'intervalle | — o, A1 (o, v)].




Schéma de la preuve : réduction au cas auto-adjoint

eDire que ¢ est solution généralisée du probleme ci-dessus, c’est dire que

dCNDES /_L ZED) = (oD @)/ ) (y )y O<p<1,
L
ACNDES /x %e_(gﬂ)(y%m“'<</5>(y)dy, -1<p<O0,

eMoyenner ¢ par rapport a . = équation intégrale pour (¢) :

@@=/ (% A @e*“*w—y)/ﬂdu) (6) (W)dy

_|_/ ( / 0(1+7) o~ 0+ (y— fc)/!u\du> () () dy



eCette équation intégrale se met sous la forme

@)@ = o+ [ B+ N~y @)@y, el <L.
ou
E(z) Z%/Ooe_v%, z>0,

z

Notation : Pour tout A > —o, on définit 'opérateur K par la formule

L

K@) = [ B +Nla —yDv(y)dy.

Lemme : Pour tout A > —o, I'opérateur K, est un opérateur de Hilbert-
Schmidt auto-adjoint sur L2([—L, L]). De plus, pour tout ¢ € L2([—L, L]),
la fonction Ky est (p.p. égale a) une fonction continue sur [— L, L].



Conséquence :

1) Il existe une base hilbertienne (¢n),>0 de L2([-L, L)), et une suite
de réels

po(A) > p1(A) > ... > pp(X) >...>0
telle que
Kyxon = pn(M)dn, n>0.
2) De plus

L
PR, /_Las(x)Kw(:c)dw.

L2([-L,L L
LS [ o) Pda



Proposition : Notons 'opérateur de Boltzmann linéaire

Af = —poxf +o(L+){f) —of
Il'y a équivalence entre

a) ¢ € L2([—L,L] x [-1,1]) est solution généralisée du probléme aux
valeurs propres

Ad = Ao, ¢ 70,

pour la valeur propre A > —o ;

b) (¢) est fonction propre de 'opérateur K, pour la valeur propre m

On se ramene donc a résoudre en A I'équation pg(\) = ﬁ



. 1/0(1+y)

\ py ™)
p; (M)

P, (M)

M

Résolution de I'équation donnant la valeur propre principale de I'’équation
de Boltzmann linéaire monocinétique avec scattering isotrope et symétrie
de type slab



Notion de taille critique

Définition : On dit que L est la taille critique pour 'opérateur de Boltzmann
linéaire Ap = —pudr¢p + o(1 + v){(¢p) — o, avec conditions aux limites
absorbantes SSI la valeur propre principale A\; (o,~v) = 0.

eScaling : en posant x = Lz, et ¢(x, n) = P(z, 1), le probleme spectral

—p0zp +o(L+7){(¢) —op=Ap,  o(—L,pu) =¢(L,—pn) =0
Se ramene a
—p0,P+Lo(1+4+v)(P)—LoP = LAP, P(—1,p0) =>(1,—p) =0
de sorte que
Ap(o,7) = $21(Lo, )



Estimation de la taille critique par la diffusion

eHypothése : . > 1,y < 1 t.q.v = 7/L°

On cherche © # 0 solution du probleme spectral

p

—pdz® + oL (1+ %) () — o L® = LAy (Lo, §/L?)®

| P(-1,p) =®(1,-p) =0, O<pu<l.

Intuition : pour L > 1, 'effet de fuite de particules au bord est faible, et
on s’attend a ce que )\, soit du méme ordre de grandeur que ~ :

A(0,9/L%) = O(1/L?)



ePosant I. = 1 /¢, le probleme spectral ci-dessus se réécrit

p

— Oz P + %a <1 -+ 62’7> (P) — %O'(D =X

| P(—1,p) =P(1,—p) =0, O<pu<l.
eCe scaling suggere d’avoir recours a I'approximation par la diffusion
€
d(x, 1) = (P)(x) — ;Ma:v<¢>(9@) T
Moyennons le probleme spectral par rapport a
— 82 (uP) + e0F(P) = eX(P)
Puis, en remplagant & par son approximation ci-dessus

{ £02(D) + coF(P) =~ eX(P),

(P)(=1) = (P)(+1) =0,



eLa plus grande valeur propre )\ ; ¢ du probleme spectral
{ +£02q4(2) + o7a(2) = Agigpa(x)

q(—1) =q(+1) =0

. 2 . \
vaut oy — 3%>\1 ou \q = % est la plus petite valeur propre du probleme
aux valeurs propres de Dirichlet

7

~ o) = rp(2), 2| <1

| o(+1) =¢(—-1) =0

Donc

Niff =07 ——=,  q(z) = cos(5x)



Estimation de la taille critique : L > 1, v < 1 t.q. v = 7/L°

Dans les variables de départ,

2

LA (0,7/L%) ~ Aypirp = 04 — —— |
L(o,5/L7) = Agipp = 07 o0

La valeur propre principale de I'’équation de Boltzmann linéaire vaut donc

2

12012

Ar(o,y) = oy — +...,

eValeur approchée de la taille critique pour la bande [—L, L] :
T

A YY) =0 <& 2L~ :
L(U’Y) c ma




