Transport et diffusion

Cours no. 4 — le 30/1/2013



Rappels sur I’équation de la chaleur

Soit 2 ouvert borné de R a bord de classe C°.

Equation de la chaleur, pbm de Dirichlet d'inconnue u = u(t,z) € R

8tu(t x) — QAmu(t x) =0, z€Q,t>0,

7\

“‘asz = ub’

u| = u'"
t=0

condition initiale u = u(z)

Donnees : condition de Dirichlet u; = Ub(ta z)




Thm Supposons que u'™ € C>®(Q) etque uy, € C([0, T] x02) vérifient
les relations de compatibilité pour tout £ > O :
k .
(%Cub(O,y) = <%/{2Ax) u(y), ye€ .
|l existe une unique solution u € C°°([0, T'] x £2) au probléme de Dirichlet

m

{ oru(t, x) —%/QQAxu(t,x) =0, z€Q,t>0,

u — u — U
‘aQ b |t=O

Principe du maximum De plus, cette solution vérifie

[ull Lo ([0, x) < Max <||um||LOO(Q)> ||ub||LOO([O,T]><8§2))
ainsi que la propriété de positivité :

u™ > 0 sur 2

>
ubEOsur[O,T]xc‘?Q}:”L—OSUV[O,T]XQ



Pbm de Cauchy pour I’équation de la chaleur lorsque 2 = R, on
considére le probléeme de Cauchy d’inconnue v = u(t, x)

avec u = u'™(z) donnée.

Solution élémentaire gaussienne : on notera

1 |2 N
E(t,ZC) — > exp —? y QTER y t>0.



Thm pour tout v € L2(RY), le probléme de Cauchy ci-dessus admet
une unique solution u € COO(R*_‘F x RV), qui est donnée par la formule

u(t.a) = [ E(Pte—y)u"(ydy, ceRY, 1>0.

Evidemment, si ™ € C>°(R"), alors la solution u € C*°(R*_ x R").

Principe du maximum pour tout (¢,x) € R4 X R¥, on a I'encadrement

inf uw(y) < u(t,z) < sup u"(y)
yeR yeRN



Approximation par la diffusion

Soit © < R ouvert convexe a bord de classe C°°, dont on note n la
normale unitaire extérieure au bord 92 au point x € 9<2. Dans tout ce qui
suitv e V = B(0, R).

Equation de Boltzmann linéaire d’inconnue f = f(¢,z,v), avec t > 0,
x € Qetv eV, delaforme

(O +v-Vae)f +af =a(l+KS

ou a > O et v sont deux constantes, et ou

Kf(t,z,v) =/Vk(v,w)f(t,ar;,w)d,u(w)



Hypotheéses :

1) on suppose 1 mesure de Radon positive sur V t.q.

/Vd,u(’u) < 4o et /V’Ud,u(’u) =0
2) on suppose que k € C(V x V) vérifie

(0 < k(v,w) = k(w,v) pourtoutv,w € V,

K1(v) = / k(v, w)du(w) = 1 pour tout v € V
\ RN



Loi d’echelle de la diffusion

Scaling I'approximation de I'équation de Boltzmann linéaire sera justifiée
sous les hypothéses

1) a > 1 (régime fortement collisionnel)
2) v < 1 (quasi-équilibre absorption/création)

3) 0+f < 1 (solution lentement variable en temps)



Plus précisément, on introduit un petit parametre O < ¢ < 1 et on suppose

tandis que

—_— fE = fG(fama'U)
f(t,z,v) = fe(et,xz,v) avec { 9:fc = O(1)

Léquation de Boltzmann devient donc

€Dife + - Vafe + %(f 1+ e%)icfe) —0

But : étudier le comportement asymptotique des solutions de cette équation
lorsque le petit paramétre e — 0T



Solution serie formelle de Hilbert

On cherche une solution fe de I'équation

Eatfe + v - v:cfe + %(fe — (1 + EQV)K]CG) =0

série formelle en puissances de ¢ a coefficients C°° :
fe(t,z,v) = Y € fu(t,z,v) € Cy(v; Cp°(t, x))[[€]]
n>0

Attention : la série ne converge pas en géenéral — d’ailleurs seuls les
premiers termes de cette série formelle nous serviront

e¢On substitue la série dans I'équation de Boltzmann linéaire et on identifie
les coefficients des puissances successives de e.



Ordre e 1 :

a(fo—Kfo) =0
Ordre €9 :

v-Vafo+a(fi —Kf1) =0

Ordre € :

Otfo+v-Vafi +a(fo—Kf2) —ayKfog =0

De fagon générale, on trouve, pour tout n > 1, la relation

Ordre €" :

Otfn—1+ v -Vafn+alfp+1 —Kfpt1) —ayKfp,—1 =0




eEtudions la 1ere équation :

fo—=Kfo=0
Lemme Si ¢ € L2(V,dp), alors ¢ = K¢ = ¢ = Const. p.p..

eComme fg = fo(t,z,v) est une fonction continue bornée des variables
t, z,v, alors en particulier (¢, z,-) € L2(V, du) pour tous t, z. Donc

fo = fo(t, z) est indépendante de v

ePassons maintenant a la 2eme équation :

(1= K) fa(t,,0) = — v Ve folt, )



Les hypotheses sur k entrainent que

J[ k@ w)2du(@)du(w) < +oo

c.a.d. que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt auto-adjoint sur L2(V, du)

Alternative de Fredholm I'opérateur K auto-adjoint sur L2(V, dp) vérifie

Im(I — K) = Ker(I — K*)*(= Ker(I — K)* =R71)



eDonc pour résoudre I'équation intégrale d’inconnue ¢ € L2(V, du)

6 — Ko =y

a) ou bien

/Vlb(’v)du(v) # 0 = pas de solution
b) ou bien
/vw(v)du(v) = 0 = il existe une solution ¢g

toutes les solutions sont de la forme ¢ = ¢ + Const.

c) dans le cas b), il existe une unique solution ®_LKer(I — K) =
| #@)du(v)

P = ¢o — (¢0) ; ou (@) =
| dn()




eRevenons a la 2eme équation :

1 1 N
(I-K) 1, z,v) = ——v- Vaefo(t,z) = - > 00, fo(t, @)
j=1

Equation auxiliaire : (/ — K)b;j(v) =v;jpourj=1,...,N

/V'Ujd,u(v) = </V vd,u(v))j =0

donc il existe une unique solution b;(v) € Ker(I — K)+ = R+

Les solutions de I'équation pour f1 sont les fonctions de la forme

N
filt,w) = = 3 @)k, folt 2) + C1(t,2)
j=1



ePassons a I'équation a I'ordre O(e2), que I'on écrit sous la forme :

a(fo — Kfz) = =0tfo —v - Vafi +avKfo
= —(Ofo+v-Vafr —avfo)
Pour que f> existe, fp doit vérifier la condition de compatibilité

(Otfo+v-Vgfi —ayfo) =0

c.a.d.
Otfo + (v - Vaf1) —avfo
Puis
(v-Vazf1) =—— Z (vibj(v))0z;0z; fo
,j=1

— le terme (' disparait car (v - V,C1(t,z)) = (v) - VoC1(t,z) = 0



Conclusion le terme f> existe ssi
1 N

Otfo — 4 Z <Uibj(v)>a:ciaxjf0 —avfo=0
i,J=1

qui est une variante anisotrope de I'équation de la chaleur

Hypothese supposons k invariant par les transformations orthogonales

k(Rv, Rw) = k(v,w) pourtous v,w € V, Re On(R)
ainsi que la mesure p :

/Vg(Rv)du(v) — /Vg(v)du('v)

Lemme : Dans ce cas, le vecteur b(v) = (b1(v),...,byx(v)) s’écrit

b(v) = B(|v))v






Conséquence la matrice de diffusion est alors proportionnelle a l'identité :

(wibj(v)) = N {|w|*B(w)I
et de plus
(|w]*B(|w])) > 0

el a condition de compatibilité assurant I'existence de f> se met alors sous
la forme de I'équation de diffusion

Oifo — sk°Dafo—ayfo =0

avec un coefficient de diffusion donné par la formule

1,2 _ (Jw[#B(w]))
Na

Nl



el équation a I'ordre O(€2) devient

;. N
(f2=Kf2) == > (vibj(v) = (v;bj(v))) 02,0z, fo — év - V(1

a .
1,7=1
Soit d;;(v) la solution de I'équation intégrale
(I — K)d;j(v) = vbj(v) — (v;b;(v)), (dij) =0
Alors
1

CL2-

Z,

1
f2(t7 €L, ’U) — dzg(v)aﬂ?@aiC]fO - gb(v) : VZUC]_ (ta QZ‘) + CQ(ta 'CU)

N

1



Justification rigoureuse de I'approximation par la diffusion

Sous les hypothese précédentes portant sur la mesure . et le noyau intégral
k on considére le probleme aux limites

2

eatf€+v-vxf€+%(f€— (1 —|—€2’y)/Cf€) —0. (z.v)EQ XV

\ fe r :fb
— £in
ey =1
ou on a noté

M ={(x,v) €92 X V|v-ng <0}



Supposons que la donnée au bord f, = f,(t,z) € C°°([0,T] x 02) et
que la donnée initiale " = " (z) € C°°(QY) vérifient la condition de
compatibilité

k.
o f,(0,y) = (3r°Ds+av) " (y), y€IQ.

avec

1 2 _ {([wlB(l))
Na

Nl

ou la fonction 3 est t.q.

(I -K)B(vhv) =v, veV



Thm Sous les hypotheses précédentes, il existe C > 0 t.q.
sup | fe(t,x,v) —u(t,x)| < Cpe
(t,z,0)E[0,T]xQ2xV
ou u est la solution du probleme de Dirichlet pour I'équation de |la chaleur

( 8tu—%/<:2Axu—cwu=O, re2, t>0
“)aQ:fb_
P m
N u’tzo_f

N\




Schéma de la preuve :

1) Soit u la solution du probleme aux limites pour I'équation de diffusion.
Définissons

fo(t,z,v) := u(t, x)

1
fl(t,x,’l)) L= _gﬁ(lvl)v ) vﬂ?u(t)x)
1 N
f2(t,$,?)) = a_2 .Zl dZ](U>aZCza$]u(tax)
1) =

Formons la solution formelle de Hilbert tronquée a I'ordre 2 en ¢ :

Fe(t,z,v) = fo(t,x,v) + ef1(t, x,v) + € folt, x,v)



2) Posons

Rﬁ(t7xav> — fe(t,CC,’U) o Fﬁ(t7xav)

et calculons
( 1 a 2
atRe—l_E'Uv:URe_l_e_Q(Re—(l—l_e ’y)ICRe) :SE
| Relp = Re
— DN
\ Fe t=0 RE
avec
( pin — 2 b — _ 2
R = —ef1|,_,—€f2|,_y0 B= €f1‘|__ € fz‘l__

| Se = —€0if1 — €201f2 — ev - Ve fo + aeyKf1 + ae®yK f2



3) Par construction

IR (t,2,v)| < Clfte,  |RU(t,z,v)| < Che, |Se(t,z,v)| < Cie

D’autre part, la différence entre le terme de création et le terme d’absorp-
tion vaut

;12((1 + 62’)/)’C1 — 1) = ay
D’aprés le principe du maximum pour I'’équation de Boltzmann linéaire
Re(t,z,v)| < emax (CFF, C4) e1+T + T Cie®+T
d’ou
|f€(t7 z,v) — u(t, 33)| < e max (C”m, C’%) e+ 1 + eTC’%eCW-FT

€||f1||LOO([O,T]><§><V) + €2||f2||LOO([O,T]><§><V



