Transport et diffusion

Cours no. 3 —le 23/1/2013



Probleme aux limites, équation de transport stationnaire

Thm Soient 2 ouvert & bord de classe C! de RV, et v € RN \ {0}.
Supposons que A est une fonction continue sur <2 telle que

A(xz) > 0 pourtout z € Q2.

Soient A > 0, Q € C3(2) et Fy,” € L°°(9S27). Alors le probleme aux
limites pour I'équation de transport stationnaire

(ANF(\z)+v-VeFO\z)+A@F(\ z) =Q(z), =€,

| PO ')‘aQ— =5y

admet une unique solution généralisée F' € L°°(2).



Cette solution est donnée par la formule

F(x) = /Tm exp (—)\s — /Os A(x — Tv)d7'> Q(x — sv)ds

0
Tx
+ 1. 4 ooFy (%) exp <—>\Tx = /O A(x — TU)dT)

p.p. en x € 2. Elle satisfait en outre les estimations suivantes
a)si@Q >0surQ2et F,~ > 0suro2—, alors F'(\,-) > 0 p.p. sur £2;

b) de plus

1 _
IF (N, )l poo(qy < max (XHQHLOO(Q)a 15, llLoo<as2>>



Dém : la preuve est basée sur le fait que la transformation de Laplace

Ft.2) > /O e M (4 2)dt = F(\, x)

transforme le probleme d’évolution

(Or+v- V) f(t,z) + A(z) f(t,z) =0
f‘R+x8§2—:>\Fb ! f‘tzOzQ’

en probléeme stationnaire

(ANF(\z)+v-VeFO\z)+A@F(\z) =Q(z), =€,

| PO ')‘aQ— =5y



Léquation de Boltzmann linéaire

Inconnue : fonction de distribution f = f(¢, xz,v)

ouf +v-Vaf +af = Kf

ou
Kf(ta,w) = [ k(t@,0,w) f(E o w)du(w)
avec

a=a(t,z,v) >0 (taux d’absorption)
k=k(t,z,v,w) >0 (taux de transition w — v)



La notation du.(v) désigne
a) I'élément de surface sur la sphére unité S~ —1 de RY (transfert radiatif)
b) la mesure de Lebesgue sur une couronne sphérique (neutronique)

c) I'élément de surface sur une réunion de sphéres concentriques (modeles
multigroupe)

d) la mesure de Lebesgue sur RY. ..

Hypothése : « > 0 et £k > 0O sont supposées continues et bornées sur
Ry x RY x R etsur Ry x RY x RY x R respectivement; de plus

sup / k’(t,l?,’l},w)d'u(w) < _I_OO
(t,zw)eRy xRV xRN /RN



Equation de Boltzmann linéaire : solutions généralisées

Définition Une fonction f = f(¢, =, v) continue bornée sur]0, T[x QxRN
est solution généralisée de I'équation de Boltzmann linéaire

Orf +v-Vaof +af =Kf
ssi, pour tout (¢, z,v) €]0, T[x2 x R, la fonction

s— f(t+s,x 4+ s,v) estde classe C1 pour z + sv € Q

et vérifie, pour tout s € Rt.q. z + sv € 2

dif(t—l—s,:c—ksv,v)-|—a(t+S,CI3+SU>U)f(t‘|‘S>fU+SUaU)
s
=Kf(t+ s,z + sv,v)




Equation de Boltzmann linéaire : probleme de Cauchy

Thm : soient une donnée initiale f* = f"(z,v) € Cp(RYN x RYV) et un
terme source Q = Q(¢t,z,v) € Cp([0,T] x RN x RN). Alors le probléme

{6’tf+v-fo+af=Kf+Q, t €10,T[, @,v € RN
f‘t:O:fm

admet une unique solution généralisée f € C;([0,T] x RY x RY)

1ere formulation intégrale : pour tout
t m
f(t,z,v) = exp <_/O a(s,z+ (s — t)fu,v)ds) f"*"(x — tv,v)
t t
—I—/O (Kf4+Q)(s,z+ (s —t)v,v) exp (—/8 a(t,z 4+ (7 — t)v, v)d7'> ds



2eme formulation intégrale :

f(t @, 0) = " (z — tv,v) + /Ot(/Cf +Q—af)(s,z+ (s —t)v,v)ds

Dém : La démonstration du théoreme ci-dessus est basée sur un argu-
ment de point fixe pour la 1ere formulation intégrale, c.a.d. que I'on cherche
une fonction f telle que f = F[f*™*, Q] + T f, en posant

F[f™ Q](t, z,v) := exp (— /Ot a(s,z + (s —t)v, v)ds) "z — tv,v)

+ /OtQ(S’ z + (s —t)v,v) exp (— /St a(t,x + (7 — t)v, U)dT) ds
Tg(t,z,v) .=
/Ot Kg(s,z 4+ (s —t)v,v) exp <— /: a(t,z + (7 —t)v, ’U)dT) ds

par un argument de point fixe dans C ([0, 7] x RY x RY).



Estimation L.°° pour le probleme de Cauchy

Thm : soient une donnée initiale f* = f(z,v) € Cp(RY x RYV) et un
terme source Q = Q(t, z,v) € Cp([0,T] x RN x RY). Sion a

£ >0osurRY x RN et Q > 0sur [0,7] x RN x RY

la solution généralisée f € C;, ([0, T] xR xR*) du probléme de Cauchy

{atf+v-vxf+af=Kf+Q, t €10, T[, z,v € RV
f‘t:O:fm

verifie

f>0sur[0,T] x RN x RV .



NB : elle vérifie aussi

f(t,ﬂ?,’l)) S (HfinHLoo(RNXRN) + T”QHLoo([O,T]XRNXRN))GMt
avec

M = sup / k(x,v,w)du(w)
(t,2,0)€[0,T] xRN xRN /RN

Insuffisant pour 'approximation par la diffusion — cf. amélioration plus loin

Dém : Utiliser la représentation de la solution généralisée par la formule
f=7> T'FIf",Q
n>0
et le fait que f*,Q > 0= F[f"™, Q] >0etg>0= Tg > 0.

Pour la majoration du NB, utiliser que
M?’Ltn

n!

[T"g(t,z,v)| < ||g||LOO([O,T]><RN><RN)



Corol : soient une donnée initiale " = i (x,v) € Cp(RY x RV) et un
terme source Q = Q(t, z,v) € Cp([0,T] x RN x RY). Alors la solution
généralisée f € C;,([0, 7] x RY x RY) du probléme de Cauchy

Of +v-Vaef+af=Kf+Q, t€]o,T[, z,v e RY

f‘tzo =/

vérifie, pour tout (¢, z,v) € [0,T] x RN x RY
f(t,z,v) < (HmeLOO(RNxRN) + T||Q||Loo([O’T]XRNXRN))BDt
ou

D pum— SUD (/ Nk(t,$,?)7’£U)d,LL(w) — a,(tjmjfv))
(t,z,0)€[0,T] xRN xRN VR N

— avec la notation habituelle z. = max(z, 0).



Cas particuliers importants :

1) supposons que 'absorption domine la création de particules, c.a.d.
K1(ta,v) = [ k(te,v,w)dp(w) < alt,v)
Alors, pour tout (¢, z,v) € [0,T] x RY x RY

F @, 0) < F | poomN xmRYY + TIQN Loo(jo. 17 xRN xRN

2) Principe du maximum faible : si I'absorption domine la création de
particules et que de plus ) = 0, alors

f(t,az,v) S HfinHLOO(RNXRN)y (t,.ﬁU,’U) < [O,T] X RN X RN



Equation de Boltzmann linéaire : probleme aux limites

Soit €2 ouvert convexe borné a bord de classe C! de R¥ ; on note n. le
vecteur normal unitaire au point x € 02 pointant vers I'extérieur de 2

ry = {(z,v) € 022 x RN |v-ng > 0}
M ={(z,v) €92 x R |v-ny < 0}
Notons 7 ., le temps de sortie de <2 dans la direction —uv :

Hypothese : a« > 0 et £ > 0 sont supposées continues et bornées sur
Ry x 2 x RY etsur Ry x Q; x RY x RY respectivement, de plus

sup / Nk(t,:r;,v,w)d,u(w) < 4o
(t,z,v)ER4L xQAXRN R



Temps de sortie 7, », Normale extérieure n«, point entrant * = = — 7 yv



Thm : Soient des données f* € C,(2 x RY) et f, € Cp([0,T] x T)
i.q.
f; (0,y,v) = f™(y,v) pour tout (y,v) € I—

et Q € Cu([0,T] x 2 x RV). llexiste f € C,([0,T] x 2 x RY) solution
généralisée unique du probleme
(Of+v-Vof +af =Kf+Q, t€]l0,T[, z€2, veRY

f|r_ =y
\ f‘t:O — fzn

7\




1ére formulation intégrale :
. t

F(t,2,0) = Lir,  J (@ = t0,0) exp (= [ s,z + (s = v, v)ds

t

Fliory o fy (¢ = oo™ v) exp (~ |

t—Tx

+ /(t exp (— /: a(t,z 4+ (7 —t)v, v)ds)

t—Tx7v)_|_
x(Kf+Q)(s,z+ (s —t)v,v)ds
ou on rappelle que z* = = — 72 »v, et que z; = max(z, 0).

a(s,z + (s — t)v, v)ds)



Estimation L.°° pour le probleme aux limites

Thm : Soient des données f* € C,(Q2 x RY), f;~ € C([0,T] x ')

t.q. fb_‘t:() = fin - et Q € Cu([0,T] x Q x RNY), et soit f la solution

généralisée unique du probléme

(O f+v-Vef+af=Kf+Q, t€]0,T[, z€Q, veRY
f|r_ =Tl

\ f‘t:O = f

1)si f > 0sury, f, > Osur[0,T]xI_,etQ > Osur[0,T]x2xRY

7\

alors f > 0sur[0,7T] x Q x RY



2) de plus, pour tout (¢, z,v) € [0,T] x 2 x RY,

F(t2,v) < max( | oo gaoxrys 15 (o1 y)e”

Dt
_I_ THQ”LOO([O,T]XQXRN)e
en notant
D p— SUD (/ k(tjx7v,W)dl,L(W) — a,(t,x7rv)>
(t,z,v)€[0,T]x QxRN RN n

Cas particuliers : si on a, pour tout (¢, z,v) € [0,T x Q x RY,

K1(te,0) = [ k(ta,0,w)da(w) < a(t 2,0)
alors D = 0 et, pour tout (¢, z,v) € [0,T x 2 x RY,

f(t,z,v) < max(||fm||Loo(QxRN), 1y oo o, mx )
+TQl Loo ([0, 7 x 2 xRN



Autres conditions aux limites

On se limite au cas de dimension N = 1; soit Q2 =]z, zr[C R

a) réflexion spéculaire : pourtoutt > O ettout v € R

f(t7 L[, U) — f(ta L[, —’U) ) f(ta TR, U) — f(t7 LR _U)
b) réflexion diffuse :

f(ta LT, U)U — /OOO kL(Ua ’U))f(t, LT, —’U))’U)d,&(’d)) 9 v >0
f(tag,—v)o = [ kp(o,w) (o, wlwda(w), v <0

en supposant que les noyaux de transition ky, kp > O sur R4 x R4 et

/O kr(v,w)wdu(w) = v, /O kr(v,w)du(v) =1

avec des relations identiques pour kp.




