Transport et diffusion

Cours no. 2 —le 16/1/2013



L équation de transport libre

ePrototype des EDP linéaires du 1er ordre

orf +v-Vzf =0

ol v € RY est un vecteur donné (vitesse de transport)
elnconnue : f = f(¢,2) € R,avect > 0, z € R (densité)

eNotation :
N

(VA fo — Z 'Ui@;]jif

1=1



La méthode des caracteristiques

eSoit y € R ; posons, pour tout t € R, v(t) = y 4+ tv € R ; alors

ve CHR;RY), et () =vw
v(0) =y

Notation :
: d~y
t) = —(t
(1) = (1)

Lensemble {(¢,v(t)) |t € R} estune droite de R x R¥, appelée “courbe
caractéristique issue de y” associée a I'équation de transport.



eObservation fondamentale :

Toute solution de classe C'1 de I'équation de transport
est constante le long des courbes caractéristiques

Thm : Soit £ € C1(RY). Le probléme de Cauchy d’inconnue f
of +v-Vaf =0,  f(0,2) = f"(x)

admet une unique solution f € Cl(R+ x R™Y), donnée par la formule

ft,z) = f"(x — tv)



y=f(,x)

Résolution de I'équation de transport. Le graphe de la donnée initiale est
translaté de tv pour donner celui de la solution a l'instant ¢



L équation de transport libre avec absorption et terme source

Données a = a(t, z) et S = S(t,z) de classe C! sur Ry x RY

Inconnue f = f(¢,z) € R, avect > 0, z € R (densité)

(O +v-Va)f(t,x) = —a(t, ) f(t,2) + S(¢, x)

Méthode étudier la variation de f le long des courbes caractéristiques de
I’équation sans absorption ni terme source

Soit v(t) = y -+ tv, alors dire que f € C1 est solution de I'équation ci-
dessus équivaut a

1 (0) = ~alt, A (D) () + S(t,7(8))

qgue l'on résoud par la méthode de variation de la constante



Thm : Soit £ € C1(RY). Le probléme de Cauchy d’inconnue f
{ (O +v-V)f(t,z) = —alt,x) f(t,z) + S(t,2) zeRN, t>0

f(0,z) = f"™(x)

admet une unique solution f € Cl(R+ x R™Y), donnée par la formule

f(t,z) = f"%(z — tv) exp (— /Ot(a(s, x+ (s — t)v)ds)
+ /Ot exp (- [;(a(f, z+ (r — t)v)ah-) S(s. 7+ (s — t)v)ds



Probleme aux limites pour I’équation de transport

elLe cas monodimensionnel on suppose que = € [z}, zr] etque v > 0

Thm : Soient fo € C([z, zR]) et f;, € C1(R4). Le probléme

(0 +v0)f =0, xp <x<xp,t>0
fxn) = frL(t),
f(0,z) = fo(x),

admet une unique solution de classe C! sur R4 X [z, zR] donnée par

fo(x — tv) Six —tv>uxg
f(t,z) = {

fL(t—x_vxL) Siz —tv < xj,

SSi
fr(0) = fo(zp) et fr.(0)+vfy(zp) =0



Résolution du probléme aux limites 1D



Rmqs : 1) siv < 0, C’est le probleme

(0 +v0)f =0, xp <x<xp,t>0
f(t,xzr) = fr(t),
f(0,z) = fo(x),

qui admet une unique solution de classe C1 ssi

folzr) = fr(0) et fRr(0) 4+ vfi(zr) =0

2) si v > 0, le probléme ci-dessus n’admet de solution de classe C'1 que
si fo et fgr vérifient la relation de compatibilité

R —TL
v

fr(t) = fo(zgr — tv) pour 0 < t < -

Exo : cette condition est-elle suffisante pour assurer I'existence d'une
solution de classe C'1 au probléme aux limites ci-dessus ?



eSoient 2 ouvert convexe de R & bord de classe C1, etv € RV \ {0}.
Notons n; le vecteur normal unitaire a 9<2 au point x dirigé vers I'extérieur
de €2, et

0 ={x € Id|v-ng <0}.
Thm : Soient f,” € C1(R4 x 927) et f* € C1(€2). Le probléme
(Or+v-Vg)f =0, 2€Q,t>0
{ f‘aQ—:fb_’ f|t:O =/

admet une unique solution de classe C! sur Ry x 2, donnée par la
formule

(- tw) sit <7y
ACE { fo @—Tz,27) sSit> Ty

outy :=inf{t>0|z—tv¢g Q}etz™ :=zx — 7,v, si et seulement si

f; (0,9) = f™(y), Of, (0,y) +v -Vf™(y) =0, ye€oQ



Résolution du probleme aux limites dans un convexe a bord régulier



Rmqs : 1) Notons la partie caractéristique de 92
00 ={z€dQ|v-n: =0} # o

Lorsque €2 n'est pas convexe, il se peut que les trajectoires issues de la
partie caractéristiqgue 92° du bord

MO = {zg+tv]|zgecd’, t>01NN #o

Il se peut alors que la fonction Q > = — 7 soit discontinue sur 0.

Lorsque 2 n'est pas convexe, la formule ci-dessus donnant f ne définit
donc pas en général une fonction continue



Temps de sortie d’'un domaine non convexe. A gauche : discontinuité du
temps de sortie ; a droite : temps de sortie continu.



2) Méme lorsque €2 est convexe, la fonction f donnée par le Thm ci-dessus
n'est en général pas de classe C! sur Ry x Q.

Contre-ex. prendre 2 =disque unité de R? et v = (1,0), de sorte que
Tz < 2pourtoutz € QetdR™ = {(cosf,sind) |5 <O < 37“[}. Choisir
i = et f, (t,cos0,sind) = x(t)0

ol y € C®°(R) estt.q. x = O sur [0, 3] et x = 1 sur [1, oo

La solution du probleme aux limites

{ (O +v-Vy)f=0, 2€Q,t>0
f‘aﬂ—:fb_’ f‘tzO ="
vérifie

f(t,0,y) =7 —arcsiny, t> 3.



0—m/2

Contre-exemple



Probleme aux limites avec absorption et terme source

Thm : Soit 2 ouvert convexe de R¥ & bord de classe C1, ainsi que des
fonctions f,~ € CL(Ry x 0Q7), fi* € C1(Q) eta, S € CH(R4 x Q).
Supposons que pour tout y € 92~
{ fy (0,9) = ™ (y), |
Ofy (0,y) +v - Vf"(y) = —a(0,y) f"(y) + S(0,y)
Alors, le probleme d’inconnue f

(O +v-Va)f(t,z) = —a(t,z) f(t,x) + S(t,z), =€, t>0
. f‘aQ—:fb_’
k f‘t:O = /"

admet une unique solution f € C1(R4 x ).



Cette solution est donnée par la formule
. t
flt,x) = 1cr [ (x — tv) eXp (_/O a(s,z + (s — t)v)ds)

F i fy (= mma ) exo (= [ als,z+ (s — tho)ds )

t—Tx
t t
-+ / exp (—/ a(t,z + (7 — t)v)ds> S(s,z+ (s —t)v)ds
(t_T:I:)-|- S
ou on rappelle que =~ = = — 7z, et que z4 = max(z,0).

Rmq : Dans le cas ou 2 = RY¥, le temps de sortie 7, = +o0, de sorte
que cette formule redonne la solution du probleme de Cauchy.



Solutions généralisées

Soient 2 ouvert convexe de R & bord de classe C1, et a = a(t, z),
S=5(t,z) e C(Ry x Q).

On dit qu’une fonction mesurable f est une solution généralisée de
(O +v-Ve)f(t,z) +alt,z) f(t,z) = S(t,x), z€,t>0
ssi la fonction
s+ f(t+ s,x + sv) estde classe C* p.p.en (t,2) € Ry x Q
et vérifie
(d% -|-a(t-|-s,:c-|—sv)> f(t+ s,z 4+ sv) =St + s,z + sv)
(t+s,x+sv) c Ry xQ



Prop : Soit Q ouvert de RV 3 bord de classe C! ainsi que a = a(t, z),
S = S(t,x) € C(Ry x $2). Pour toute donnée initiale f* € L () et

loc
toute donnée au bord f,” € L7 (R4 x 927), le probleme aux limites
[ (Ot + v Vo) f(t,z) = —a(t,2) f(t,z) + S(t,z), z€Q,t>0
U g = Ty
\ f‘t:O =

admet une unique solution généralisée f donnée par la méme formule que
dans le cas classique. En particulier, si €2 est convexe,si a, S € 01(6+ X
Q), si f" e CL(Q2) et f; € CL(R4 x 0Q7), et vérifient, pour tout
y € 082~

{ fy (0,9) = f™(y), |
Orfy, (0,y) +v- V" (y) = —a(0,y) " (y) + S(0,y)

alors cette solution généralisée est de classe C1 sur R4 x Q.



Principe du maximum

Thm : Soit Q ouvert de RV a bord de classe C'! ainsi que deux fonctions
a=a(t,z),S=5S(tz) € L°NC(R4 x ). Soient f* € L>(2) et
fi € L°°(R4 x 027 ) ; alors la solution généralisée du probleme

{ (O +v-Va)f(t,2) = —alt, ) f(t,z) + S(t,z), z€Q,t>0
f‘aQ—:fb_’ f|t=0 =

vérifie, pour tout T' > 0, et en notant a_ (¢, ) = max(0, —a(t,x))
Tlla—[foo (R x
[l zoo(jomx) < € (R )T||S||L°°(R+><Q)
+ T||a—||LOO(R_|_><§2) max mn —
: (1F ™ ooy 1F5 1 poo(ry x00-))

De plus
f™>0, fy >0etS>0=f>0



Cas particuliers :

1) sia > O (taux d’'amortissement), on a

[fll oo o, x2) < TSI Loo(R x2)
+max (117l gy 1y o, xo0-))

2)sionaalafoisa>0etS =0, alors

1oy 2y < Max (L7l Loogey: 1y oo (i, o00-))

C’est un exemple de principe du maximum faible : le maximum de la
(valeur absolue de la) solution est “atteint” sur le bord du domaine R x €2



Probleme aux limites, équation de transport stationnaire

Thm Soient 2 ouvert & bord de classe C! de RV, et v € RN \ {0}.
Supposons que A est une fonction continue sur <2 telle que

A(xz) > 0 pourtout z € Q2.

Soient A > 0, Q € C3(2) et Fy,” € L°°(9S27). Alors le probleme aux
limites pour I'équation de transport stationnaire

(ANF(\z)+v-VeFO\z)+A@F(\ z) =Q(z), =€,

| PO ')‘aQ— =5y

admet une unique solution généralisée F' € L°°(2).



Cette solution est donnée par la formule

F(xz) = /Tx exp (—)\s — /OS A(x — T’l))dT) Q(x — sv)ds

O
Tz
+ 1, 4 ooky (z7)exp (—)\Tx — /O A(x — T?))dT)

p.p. en x € 2. Elle satisfait en outre les estimations suivantes
a)si@Q >0surQ2et F,~ > 0suro2—, alors F'(\,-) > 0 p.p. sur £2;

b) de plus

1 _
IF (N, )l poo(qy < max (XHQHLOO(Q)a 15, llLoo<as2>>



Dém : la preuve est basée sur le fait que la transformation de Laplace

Ft.2) > /O e M (4 2)dt = F(\, x)

transforme le probleme d’évolution

(Or+v- V) f(t,z) + A(z) f(t,z) =0
f‘R+x8§2—:>\Fb ! f‘tzOzQ’

en probléeme stationnaire

(ANF(\z)+v-VeFO\z)+A@F(\z) =Q(z), =€,

| PO ')‘aQ— =5y



