
ECOLE POLYTECHNIQUE3ème année, MAP/MAT 567Transport et di�usion (G. Allaire, F. Golse)Corrigé de l'examen é
rit du 17 Mars 2010 (2 heures)1 S
héma numérique1. Tout d'abord on remarque que la deuxième ligne du s
héma est identiqueà la première si on rempla
e n par n+1/2 et j par j−1/2. Par 
onséquent ilsu�t de véri�er la 
onsistan
e et la pré
ision sur la première ligne seulement.On 
al
ule l'erreur de tron
ature du s
héma
E =

u(tn+1, xj) − u(tn, xj)

∆t
+ a

u(tn+1/2, xj+1/2) − u(tn+1/2, xj−1/2)

∆xpour trouver, en faisant un développement de Taylor autour du point (tn, xj),
E =

∂u

∂t
+

∆t

2

∂2u

∂t2
+ a

∂u

∂x
+ a

∆t

2

∂2u

∂t∂x
+ O

(

(∆t)2 + (∆x)2
)

.Si u est solution de ∂u
∂t + a∂u

∂x = 0 elle véri�e aussi
∂2u

∂t2
+ a

∂2u

∂t∂x
= 0
e qui prouve que le s
héma est 
onsistant et d'ordre 2 au moins.2. Puisque la se
onde ligne du s
héma est identique à la première, à unetranslation en n et j près, on véri�e la 
ondition né
essaire de stabilité deVon Neumann dans la première ligne seulement. On 
onsidère une solutiondis
rète du type

un
j = A(k)ne2iπkj∆x.Par 
ommodité on pose A(k) = B(k)2 et on inje
te 
ette expression dans laformule du s
héma. On trouve que 
ette expression est solution du s
hémasi et seulement si on a

B(k)2 + 2i
a∆t

∆x
sin(πk∆x)B(k) − 1 = 0.Le dis
riminant de 
e polyn�me du deuxième degré est

∆ = 2

√

1 −

(

a∆t

∆x
sin(πk∆x)

)2
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qui est réel et positif sous la 
ondition a∆t
∆x ≤ 1. Dans 
e 
as les ra
ines dupolyn�me sont

B(k) = −i
a∆t

∆x
sin(πk∆x) ± ∆/2dont le module au 
arré est

|B(k)|2 =

(

a∆t

∆x
sin(πk∆x)

)2

+ 1 −

(

a∆t

∆x
sin(πk∆x)

)2

= 1.On a don
 |B(k)| = 1, 
'est-à-dire que |A(k)| ≤ 1 et la 
ondition né
essairede stabilité de Von Neumann est satisfaite.2 M-matri
eOn 
onsidère le s
héma impli
ite
un+1

j − un
j

∆t
+ a

un+1
j − un+1

j−1

∆x
− ν

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2
= 0qui peut s'é
rire ave
 b = a∆t/∆x et c = ν∆t/(∆x)2

un+1
j (1 + b + 2c) − un+1

j−1 (b + c) − un+1
j+1 c = ∆tun

j .Le maillage est (tn, xj) = (n∆t, j∆x) ave
 ∆t = 1/N et 1 ≤ j ≤ N . Les
onditions aux limites de périodi
ité font que un
N+j = un

j pour tout j. Si unest le ve
teur de 
omposantes un
j alors le s
héma s'é
rit aussi Aun+1 = unoù A est une matri
e N × N

A =













1 + b + 2c −c 0 −c

−b − c
. . . . . . 0

0
. . . . . . −c

−c 0 −b − c 1 + b + 2c













.Comme b > 0 et c > 0 les 
oe�
ients diagonaux sont stri
tement positifset les 
oe�
ients extra-diagonaux sont négatifs. Par ailleurs la somme des
oe�
ients sur une même ligne est égale à 1. Par 
onséquent A est une M-matri
e stri
te. Le Lemme 6.2.3 du poly
opié nous assure alors que A estinversible. D'autres part, la matri
e A est 
lairement irrédu
tible 
omme l'estla matri
e de dis
rétisation du Lapla
ien (voir l'Exer
i
e 6.4 du poly
opié).Finalement, le Lemme 6.2.7 a�rme que l'inverse d'une M-matri
e inversibleirrédu
tible est positive. Par 
onséquent un+1 = A−1un est positif si unl'est et, par ré
urren
e, si u0 est positif. On a don
 démontré le prin
ipe dumaximum dis
ret pour le s
héma 
i-dessus.2



3 Equation de transport1. On a
∂

∂t
(wf2) + v · ∇x(wf2) =

dw

dt
f2 + 2wf

(

∂

∂t
+ v · ∇x

)

f = −f2 + 2wfF .Don
 la fon
tion wf2 est solution du problème
(3)































(

∂

∂t
+ v · ∇x

)

(wf2) = 2wfF − f2 , (t, x, v) ∈]0, T [×Ω × R
N ,

wf2(t, x, v) = 0 , v · nx < 0 , (t, x, v) ∈]0, T [×∂Ω × R
N ,

wf2
∣

∣

t=0
= 0 .2. Soient V = (1, v) ∈ R × R

N et O =]0, T [×Ω. On note νt,x le ve
teurnormal extérieur unitaire à O au point (t, x) ∈ ∂O. On note également
dS(t, x) l'élément de surfa
e sur ∂O et dσ(x) 
elui sur ∂Ω. Ainsi











ν0,x = (−1, 0) , x ∈ Ω ,

νt,x = (0, nx) , x ∈ ∂Ω , 0 < t < T ,

νT,x = (+1, 0) , x ∈ Ω .On a alors, pour tout v ∈ R
N ,

divt,x(wf2(t, x, v)V ) = 2wfF − f2de sorte qu'en appliquant la formule de Green au 
hamp de ve
teurs wf2Vdans l'ouvert O, on trouve que
∫

O

divt,x(wf2(t, x, v)V )dxdt =

∫

∂O
wf2(t, x, v)V · νt,xdS(t, x)

=

∫

O

(2wfF − f2)(t, x, v)dxdt .Or en tenant 
ompte des 
onditions aux limites de (3), et du fait que w(T ) =
0, on trouve que
∫

∂O
wf2(t, x, v)V · νt,xdS(t, x) =

∫

Ω
wf2(T, x, v)dx −

∫

Ω
wf2(0, x, v)dx

+

∫ T

0

∫

∂Ω
wf2(t, x, v)v · nxdσ(x)dt

=

∫ T

0

∫

x∈∂Ω

v·nx>0

wf2(t, x, v)v · nxdσ(x)dt ≥ 03



de sorte que
∫

O

(2wfF − f2)(t, x, v)dxdt ≥ 0 .D'après l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz
∫

O

f2(t, x, v)dxdt ≤

∫

O

2wfF (t, x, v)dxdt

≤ 2‖w‖L∞‖F (·, ·, v)‖L2(O)‖f(·, ·, v)‖L2(O)d'où, pour tout v ∈ R
N ,

∫

O

f2(t, x, v)dxdt ≤ 2T

∫

O

F 2(t, x, v)dxdt .3. On applique la formule de Green 
omme dans la question 2), 
e qui donne
∫

O

(2wgF − g2)(t, x, v)dxdt =

∫

∂O
wg2(t, x, v)V · νt,xdS(t, x)

=

∫

Ω
wg2(T, x, v)dx −

∫

Ω
wg2(0, x, v)dx

+

∫ T

0

∫

∂Ω
wg2v · nxdσ(x)dt

=

∫ T

0

∫

∂Ω
wg2v · nxdσ(x)dt .Intégrons ensuite par rapport à v :

∫

O

(2wgF − g2)(t, x, v)dvdxdt =

∫ T

0

∫∫

∂Ω×RN

wg2(t, x, v)v · nxdvdσ(x)dt .Dans l'intégrale au membre de droite, on fait, pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,le 
hangement de variables u = v − 2(v · nx)nx � 
'est à dire la ré�exionspé
ulaire du ve
teur vitesse sur le plan tangent à ∂Ω au point x. Cette trans-formation étant une isométrie, elle laisse invariante la mesure de Lebesgue
dv ; en revan
he, u · nx = −v · nx, de sorte que

∫

RN

wg2(t, x, v)v · nxdv = −

∫

RN

wg2(t, x, u − 2(u · nx)nx)u · nxdu

= −

∫

RN

wg2(t, x, u)u · nxdu = 0d'après la 
ondition aux limites de ré�exion véri�ée par g. On en déduit que
∫

O

(2wgF − g2)(t, x, v)dvdxdt = 0et on 
on
lut 
omme dans la question 2).4



4. L'idée 
onsiste à multiplier 
haque membre de l'équation véri�ée par fpar pw|f |p−1sign(f) � où on rappelle que sign(z) = +1 si z > 0, −1 si z < 0et (par exemple) 0 si z = 0 � et à é
rire que
(

∂

∂t
+ v · ∇x

)

|f |p = p|f |p−1sign(f)

(

∂

∂t
+ v · ∇x

)

f .Malheureusement, la fon
tion z 7→ |z| n'est pas de 
lasse C1, de sorte quele 
al
ul 
i-dessus n'est pas légitime pour p = 1. Il faut don
 régulariser lafon
tion valeur absolue dans le seul 
as p = 1.Dans 
e qui suit, on a régularisé la valeur absolue systématiquement defaçon à ne pas devoir distinguer le 
as p = 1.Pour n ≥ 1, on dé�nit φn 
omme étant la fon
tion impaire sur R telleque φn(z) = min(1, nz) pour z ≥ 0, et
Φn(z) =

∫ z

0
φn(ζ)dζ .Pour tout n ≥ 1, la fon
tion Φn ∈ C1(R) ; d'autre part

0 ≤ Φn(z) ≤ |z| , et Φn(z) → |z|en 
roissant lorsque n → +∞.Pour tout p ≥ 1, on véri�e que
∂

∂t
(wΦn(f)p) + v · ∇x(wΦn(f)p) =

dw

dt
Φn(f)p

+pwΦn(f)p−1φn(f)

(

∂

∂t
+ v · ∇x

)

f

= pwΦn(f)p−1φn(f)F − Φn(f)p .En appliquant la formule de Green 
omme dans la question 1), on trouveque
∫

O

Φn(f)p(t, x, v)dxdt ≤ p

∫

O

wΦn(f)p−1φn(f)F (t, x, v)dxdt

≤ p‖w‖L∞

∫

O

Φn(f)p−1|F |(t, x, v)dxdt

≤ pT‖Φn(f)p−1‖Lp′ (O)‖F‖Lp(O)

= pT‖Φn(f)‖p−1
Lp(O)‖F‖Lp(O)où la se
onde inégalité dé
oule du fait que |φn(f)| ≤ 1 par 
onstru
tion,tandis que la troisième dé
oule de l'inégalité de Hölder ave
 p′ = p

p−1 si
p > 1 et p′ = +∞ si p = 1.Au total

∫

O

Φn(f)p(t, x, v)dxdt ≤ pT

∫

O

|F |p(t, x, v)dxdt .5



Par 
onvergen
e monotone
∫

O

Φn(f)p(t, x, v)dxdt →

∫

O

|f |p(t, x, v)dxdtlorsque n → +∞, de sorte que
∫

O

|f |p(t, x, v)dxdt ≤ pT

∫

O

|F |p(t, x, v)dxdt .Le 
as de la fon
tion g se traite de manière identique.
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