MP 567, Transport et Diffusion Xavier Blanc
Méthodes numériques

Exercice I.
On utilise le critére en Fourier sur lintervalle [0, 1] avec des conditions aux
bords périodiques. On pose

u(x,t) = u;(t) pour x;_1 <x <1,

de sorte que le coefficient de Fourier est
1
W0 = 5 [ ulw e
271— 0

u(x,t) = Z u;(t)eimie,

Remarquons que

/0 u(x, t)de = % ; ().

b g (8) = 20, 0) + g (1)
1 i/ i1 (t) = 2ui(t) + 11 () ginje
w;(t) = o7 J, Ag? e dx
2cos(2mjAx) — 2 sin(mjAz)? _
- 2B 2 = 4R g0
Donc

|u; ()| < [u; (0)]

ce qui montre la stabilité dans L? du schéma semi-discret.
2. A présent l'indice de temps est remplacé par un indice d’itération apres
discrétisation temporelle. C’est la que les ennuis commencent. En Fourier on
obtient il net

uj = Uy 74sin(7Tij)26

mn
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on B sin(mjAz)2 At
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o i 0

avec X"T1 = AX™. Les valeurs propres de A sont solutions de

Posons

sin(mjAx)? At

AQ
+8 A2

A—1=0.



Les deux racines sont réelles et le produit vaut —1. Donc 'une d’entre elle est
plus grande que 1 en valeur absolue. D’ot1 I'instabilité inconditionelle.
3. Ona

~n+1l _ ~n—1 .

A A 9 cos(2mjAx) n
2At Ax? J
_ 1 ~n+1l 1 an—l

Ag2 7 Ag2 7
ou encore
1 Az?—2A¢_, 4Atcos(2mjAz) ,
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|ﬂ?+1| < max (|ﬂ?|, \ﬂ;’*l”

ce qui entraine la stabilité dans L?. Pour les courageux

4Atcos(2mjAzT)  Ax2_2At
A= ( Ax24+2At Az2+2At )

1 0
L’équation des valeurs propres est

4At cos(2mjAz) Az? —2At

A2 +2At 7 Ax? +2At 0

)\2

qu’il faut alors discuter. Le module des valeurs propres est de toute facon plus
petit ou égal a 1.

4. On utilise un développement limité autour du point (z,t + At/2). Le
schéma est consistant d’ordre 2 en espace et en temps. De plus, On a

~n
U’j .

antl _ 2A7?% — 4sin(rjAz)’At
7\ 2Ax2 + 4sin(mjAx)2At

Ce schéma est a un pas (donc plus simple & analyser). Il est inconditionellement
stable dans L2. Il est aussi plus simple & coder. On peut changer le pas de temps
At a chaque itération.

5. Pour la consistance, on utilise un développement limité autour de ¢ + At en
temps, et autour de = en espace. On montre alors que le schéma est consistant
d’ordre 2 en espace et en temps.

Exercice III.

1. Le schéma upwind s’écrit

ntl _gyn u — un_l

J J J J
At T AL

u

=0, a>0.

2. Ona

=

llully = | Az Jul”
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Or

u}”l = (1 =v)u] +vuj_;.

Donc par convexité
WP < (1= v |p + v|uf_y |p

puis
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c’est a dire

PR D DIE
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D’ou la propriété recherchée.
Remarque: pour la stabilité en norme L? une bonne idée qui marche souvent
n+1 n
. N . . , . U U ; . N
consiste a multiplier I'équation par —~——" puis a sommer.
Exercice IV.
1. Evident.

2. Ona

! 11 Logn ) o A7 ) .

— 1 1 m ! dner 2 n 2 mq
par intégrations par parties successives. Prenons m > n. Alors % ((,u2 — 1)”) =
0 donc le résultat est nul, ce qui montre 'orthogonalité pour n # m.

Pour n =m on a

/ 11<Pn>2du — (-1 (273”!)2 ol lloﬂ—l)"du - (2§n!)2 ol 11<1—/ﬂ>"du.

Or

[y =ua -y o (o= [y,

Donc

! 1\? on ! on—1 [*
P)2%du = 2n)! 1—p2)"tdy = / P,_1)%du.
[ = (i) g [ sy an= 2 [ e

Donc




3. I suffit de vérifier que le polynome

(1 + 1) Poys (1) + nPas (1)
2n+1

P = puP,(n) —

est de degré au plus n — 2. Cela s’obtient a partir des coefficients dominants
des P, et de la parité des P,. Puis on utilise I'orthogonalité [ PP,, = 0 pour
m<n-—2.

4. P, a au moins une racine dans | — 1, 1] car f_ll P, = 0. Supposons que P,
a ¢ racines, avec ¢ < n. Soit a;j, 1 < j < ¢ les racines. Alors

P, (1)IL; (1 — o) > 0 presque partout.
Comme le degré de IL; (i — ;) est <n on a
1
/1 P ()1 (1 — oj)dp = 0.

C’est impossible.
5. Cela se montre (sans trop de peine) & partir de la formule

1 dr " .
Pult) = g g | 20 G020 |
=0
1 = n,2j—n
i>y
avec (2)!
J _
n_ on n—j
G =Y
D’ou
I &K —
Po(p) = gy D 05 (25 = mu "1
izg
et N
P(n) = 5oy D 05 (2] = n)(2 —n = 1)p2 "2
i>5
On a alors

(1 —p*)P! —2uP, +n(n+1)P,
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Le terme entre parenthese vaut
—(2j—-n)2j—n—-1)—22j—n)+nn+1)+ (2 —n+2)(2j —n+1)

(27 +2)(2j +1) » (n—j)
(2j—n+2)(2j—n+1) (+1)

On retrouve 'orthogonalité pour n # m. On a

=0.

(1= p®)P) +nn+1)P,

et
(1= p2)P}) +m(m + 1) P,

Donc
(n(n+1)—=m(m+1))P, P,
+ (1= p*)P,) P = (1= pi*)Py,) P = 0.
On integre entre -1 et 1. D’ou le résultat.

6. On multiplie par P, et on integre. C’est un simple calcul dans lequel on a
utilisé la formule de récurrence pour éliminer pP,.

7. Ona
d 2n+1
dat ( /f2 >
N
i N

8. On a 'égalité
flzt,p) Zgn x,t)P,

Donc les g,, satisfont les mémes équations que les f,, sauf pour gy

N+1

ON 11 e IN+1 T

Oign Ozgn-1=0(0no— 1) g

N
2N +1

Posons e,, = g, — fn. Alors en reprenant les calculs précédents

N
d 2n+1/ 9 /
— er(x,t)der | =— [ (N+1)enOzgn
dt<§j2 R()) [+ exdugns

< (N +Dllenllzzl|0zgn-+1ll22




Supposons que la fonction f est suffisament réguliere au sens ou gy — 0 pour
N — 00. Plus précisément supposons que

10zgn 412> = 0.

L’inégalité de Gronwall clot le raisonnement.
9. Comme A est symétrique on diagonalise

Aui:)\iui, 1§Z§N

Posons
Y = ((X, Ui))1§z‘§N'
Alors Y est solution du systeme

oY + diag(\;)0,Y = S.

Il suffit d’appliquer un schéma de transport donné sur chaque composante de
Y. Voir par exemple 'exercice ITI.



