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Distributions a support compact (pp. 119-126)

Corollaire: soit (¢,)n>1 suite de C=() t.q. pour tout o € NV

0%, — 0%¢ uniformément sur tout compact de Q

Alors, pour tout T € £'(2), on a

(T, ¢n) = (T, )

Prolongement par 0: a T € £'(Q2) on associe son prolongement
par 0 hors de Q, notée T € £'(RV) et définie par

(T, 0)er(rn), coo(r) = <T>¢>\Q>

£'(Q),C=(Q)
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Distributions a support singleton (pp. 121-123)

Soient Q ouvert de R, une distribution T € D'(Q) et xg € Q
Thm: Sisupp(T) C {xo}, alors T est une combinaison linéaire finie
de 0y, et de ses dérivées.

C.ad. qu'il existe (Aa)penn t.9. Aa = 0 sauf pour un nombre fini
de a et

T= > 0%

aENN
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Distributions homogénes (pp. 102-112)

Notation: M) : RV 5 x — Ax € RN pour tout A € R*

eSoit Q cone ouvert de R¥(ouvert de RN t.q. A > 0= My(Q) € Q)
eUne distribution T € D’(Q) est dite homogeéne de degré (3 si on a

ToMy=XT pourtout A >0

Exemples: (a) dp et vp% sont homogénes de degré -1 dans D'(R);
(b) pf x7 est homogéne de degré a pour tout réel a # entier négatif
(c) 9*0g est homogéne de degré —N—|a| dans D’(RN); en particulier
8o est homogene de degré —N dans D’(RV)

Prop: (p. 103) Soit T € D’'() distribution homogéne de degré (3;
alors

9T est homogene de degré 8 — |a| pour tout v € NV
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Prop: (pp. 110-112)

Toute distribution homogéne de degré > —N sur RV\ {0} se prolonge
de maniére unique en une distribution homogéne sur RV de méme
degré.

FAUX pour une distribution homogéne de degré —N sur RV \ {0}

Ex: 1) 1 € D’(R\{0}) n'a pas de prolongement homogéne € 7’'(R)

Ix]

2) (cf. Prop. 4.1.8, pp. 125-126) pour A € C(RVM)

LA <X> DRV o [ Aw)do(w) =0

AN SN-1
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Distributions homogénes + a support dans {0}

Dans |'étude des EDP, on utilisera souvent |'argument suivant:

eSoit T € D'(RV\ {0}) homogene de degré —N +mt.q. 9T =0
dans D'(RN\ {0}), avec |a| = m > 0.

1) d'une part, T admet un unique prolongement T e D'(RV) ho-
mogeéne de degré —N + m;

2) d'autre part, 8"‘7‘|RN\{0} =0, c.ad. supp(9*T) = {0}.

ALORS 9T =distribution homogene de degré —N+m—|a|=—N
sur RV a support dans {0}. Elle est donc de la forme

0°T =cdy avecceRouC
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Extension aux distributions du produit de convolution

BUTS:

ed'abord, le méme que pour les fonctions: approcher les distributions
par des fonctions réguliéres

emais plus généralement, les opérations invariantes par translation
sur les fonctions ou les distributions définies sur RV (par ex. la
dérivation) peuvent é&tre comme produits de convolution par des dis-
tributions

= la convolution est I'un des outils fondamentaux pour I'étude des
EDP a coefficients constants
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Convolution D' x C° (pp. 127-133)

eBUT: pour tout f € L} _(RV) et ¢ € C.(RV), on a la formule

fxp(x) = . f(z)¢(x — z)dz, pour tout x € RV

et on veut la généraliser au cas ot f — T € D'(RN) et ¢ € C°(RN)
Notation: translation 7,¢(x) := ¢(x — z); antipodie $(x) = ¢(—x)
Déf: Soient T € D'(RN) et ¢ € C(RM); on pose

Txp(x) = (T, ¢(x —-)) = (T,7®), pour tout x € RV.

Donc T x ¢ est une FONCTION définie en tout point de RV
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Premiéres propriétés

Majoration du support: Pour T € D'(RV) et ¢ € C>*(RN),

supp(T * ¢) C supp(T) + supp(¢)

Dém: si x ¢ supp(T) + supp(¢), alors ¢(x — -) est a support dans
{x —z|z € supp(¢)} donc supp(¢p(x —-)) Nsupp(T) = &. Donc
T 6(x) = (T, d(x — )) = 0

Régularité: Pour T € D'(RV) et ¢ € C*(RN), le produit de
convolution T x ¢ € C>®(RN), et on a

OUT x¢) =(0°T)xp =T (0%), pour tout a € NV

Dém: découle du théoréme de dérivation sous le crochet de dualité.
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Convergence et distributions

Convergence dans C (p. 59): soient Q ouvert de RV, ¢ ¢
C2°(R2), ainsi qu'une suite (¢p)p>1 de C2°(2). On dit que ¢, — ¢
dans C2°(Q2) ssi les deux conditions suivantes sont vérifiées

1) il existe K C Q compact INDEPENDANT DE n tel que

supp(¢n) C K pour tout n > 1

2) pour tout € NV, on a 9%¢, — 0%¢ uniformément sur Q .

Prop: (p. 60) toute distribution T € D'(Q2) est séquentiellement
continue sur C°(Q)

¢n — ¢ dans C(Q) = (T, én) = (T, 9)

Dém: Appliquer la “propriété de continuité” des distributions.
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Régularisation des distributions

Thm: (Régularisation par convolution) Soient T € D'(RV) et
(¢:)eso suite régularisante de RV; alors

T.:= T+ € C°(RN), et T.— T dans D'(RV) pour e — 0T

Dém: Par intégration sous le crochet de dualité pour ¢, ¢ € C=°(RN),
| (T o) ()00dk = (T, w0, oa i) = 0(x).

Appliquer cette formule avec ¥ = (..

Thm: (Densité de C° dans D’) Soient un ouvert Q C R" et une
distribution T € D'(Q). Il existe une suite (T,),>1 de C°(RQ) t.q.

T, — T dans D'(Q) lorsque n — oo
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Applications de la régularisation des distributions

On peut définir de nouvelles opérations linéaires sur les distributions
par densité A partir des opérations correspondantes sur les fonctions
Exemples:

eProduit tensoriel de distributions

eComposée d'une distribution et d'une application C* (cf. polycopié
pp. 136-139)
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Produit tensoriel de distributions (pp. 133-136)

Produit de deux distributions dans des VARIABLES DIFFERENTES:

étendre aux distributions |'opération définie sur les fonctions L,loc par

f@g(x,y):=1f(x)gly)

Prop. et Déf. Soient Q3 C R™ et Q> C R" ouverts. Pour T €
D'(21) et S € D'(Q2), on définit S® T € D'(Q1 x Q) par

(58 T.0)i= (5.(Too0m. ) ) = (T (5.0 )

Pour S et T d'ordre fini, on a ordre(S @ T) < ordre(S) + ordre(T)

Exemple:

0%, @ 1 est définie par (0, ® 1,¢) = P(x0, y)dy
Rn

Distributions, Fourier, EDP



Principe de bornitude uniforme

RAPPEL: Thm. de Banach-Steinhaus. Soient E espace de Ba-
nach et (L,),>1 suite de formes LINEAIRES CONTINUES sur E.

Supposons que

Ly(x) = L(x) pour tout x € E lorsque n — +00.

Alors L est une forme linéaire CONTINUE sur E.

Principe de bornitude uniforme dans D’ (p. 60): Soient Q
ouvert de RV, une suite (T,),>1 de D'(Q) et K compact C Q.
Supposons que

la suite (T,, ¢) converge pour tout ¢ € C>(2) a support dans K

Alors, il existe C > 0 et p € N tels que, pour tout ¢ € C®(Q)

supp(¢) C K = Snupl< Th,®)| < C max sup [0%¢(x)|
lal<p xeK
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Conséquences du principe de bornitude uniforme

1) Thm. de Banach-Steinhaus dans D’ (p. 70): Soit (T,)n>1
suite de D'(Q2). Si la suite (T,,®) est convergente pour tout ¢ €
C°(Q) alors il existe T € D'(Q) t.q. T, — T dans D'(Q)

2) Continuité du crochet de dualité (p. 71): Soient (T,)n>1
suite de D'(Q) et (¢pn)n>1 suite de C°(2). Alors

¢n — ¢ dans C°(Q) et T, — T dans D'(Q) = (Tp, ¢n) — (T, )

3)Proposition 4.2.7 (p. 132): soient ¢ € C°(RN) et (T,)n>1
une suite de distributions sur RN, Alors, pour tout multi-indice «

T, — T dans D'(RN) = T, « ¢ — T x ¢ C.U. sur tout compact
= 0% Th* @) = 0%(T * ¢) C.U. sur tout compact
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Convolution des distributions (D’ x £’) (pp. 139-146)

Notation: Pour T € D'(RV), on note T = T o (—Id) € D'(RV)

(T.¢)=(T,d), ot ¢(x):=0(-x), ¢ C>R")

Déf: Pour TeD'(RN) et Sc&'(RN), on définit TxSecD'(RN) par

(T%S,¢):=(T,Sx¢), pourtout ¢ € C(RN)

Le membre de droite est bien défini, puisque S ¢ € C°(RN) est a

support dans supp(¢) + supp(S) compact.

EXEMPLE FONDAMENTAL: notons 7, la translation x — x+a sur
RN: alors

Txd;=Tor_,, Txdg=T
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Majoration du support: pour tout T € D'(RV) et S € &'(RV)

supp(T *S) C supp(T) + supp(S)

Commutativité du produit de convolution: pour T € D'(RV) et
S € &'(RN), on définit S« T € D'(RN) par

(SxT,¢):=(S, Tx¢p), pourtout ¢ € C(RN)

Le membre de droite est bien défini puisque T * ¢ € C*(RN)et S
est a support compact.

Thm:

T«S=SxT, pourtout T € D'(RY), Se&'(RV)

Dém: régulariser S et intégrer sous le crochet de dualité
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Continuité séquentielle de la convolution:

Thm: Soient des suites T, — T et S, — S dans D'(RV). Soit
K ¢ RV COMPACT FIXE, INDEPENDANT de n

supp(S,) C K pour tout n = T, xS, — T xS dans D'(RV)

Dérivation et convolution:

Thm: pour tout T € D'(RN) et S € &'(RV), on a

T xS)=(0"T)xS =T« (0*S), pour tout o € NV

EXEMPLE FONDAMENTAL: pour tout T € D'(RV) et o € NV

(0%50) * T =T x(0%0) =0T
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Application: dérivation fractionnaire (p. 144)

Fonction T: rappelons que la fonction eulérienne I est donnée par

o dt
Mz)= / tfe '—, R(z)>0
0 t
Propriétés a) M(z+ 1) = zl(z), de sorte que I'(n+ 1) = n!

b) z — y se prolonge en une fonction holomorphe sur C

F(z
Distributions x3 (p. 106): pour tout a > —1, on pose

a( )_ (X-‘r)a

X+X —m, Ol]X+:maX(X,0)

On définit ensuite x3. € D’(R) homogéne de degré a pour tout a € R
par la formule

i = (M) = ... = () dans D(R)
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Cas particuliers importants: a) X& = H = 1R, fonction de Heaviside

b) pour tout k > 1, on a Xjrk = 5(()k_1); en particulier Xjrl =do

Notion de dérivation fractionnaire: on a vu que, pour T € D'(R)

d k
(d) T=6%T, keN*
X

ceci suggeére de définir, pour tout T € £'(R) et tout a € R

<d> T=x;"'%T, acR'

dx
Le cas a = —1 correspond a
d\ x
<dx> T=HxT <: / T(y)dy lorsque T est une fonction >
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Associativité de la convolution des distributions

Thm: soient T,S,R € D'(RV), avec deux d'entre elles a support
compact. Alors

(TxS)xR=T*(S*R)

eATTENTION: cela peut étre faux si un seul support est compact:

(1xdy)xH=0xH =0,
1x(0p*H)=1xH =1%x6=1.

dans D'(R), ou H est la fonction de Heaviside:

H(X) = 1X20
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