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MAT 311 Analyse réelle et complexe

Devoir no. 1 (a rendre en PC le 25 mai 2010)

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. Soit ¢ : £ — R une forme
linéaire non nulle et H,, := Ker(y) 'hyperplan correspondant.

1) Montrer que deux formes linéaires non nulles définissent les mémes hyperplans si et
seulement si elles sont proportionnelles.

2) Montrer que E — H,, est dense dans E et que H,, est connexe.

3) Montrer que ¢ est continue si et seulement si H, est fermé dans E. Montrer dans ce
cas que E — H, a exactement deux composantes connexes.

3) Montrer qu'il existe toujours des formes linéaires non continues [On admettra que E
admet une base algébrique].

4) Supposons ¢ non continue.

a) Montrer que H, est dense. En déduire que
{z € E tels que p(z) =1}

est dense.

b) Montrer que E — H,, est connexe.

Exercice 2. Soit f une application continue de [0,1] dans le cercle S' des nombres complexes de
module 1. Pour tout segment I C [0, 1], on appelle relevement de f sur I une application

continue ¢ : I — R telle que A
f(w) = ei#te)

pour tout x € I.

a) Montrer qu'un relevement ¢ de f sur [a,b] C [0, 1] est uniquement déterminé par la
donnée de ¢(a).

b) Montrer que f admet des relevements sur tout segment de longueur assez petite.

¢) Montrer que f admet un relevement sur [0, 1] (Indication: considérer les segments

[&, EEL] pour n assez grand et construire ¢ sur [0, £] par récurrence sur k).

Exercice 3. Soient  C R ouvert non vide et f € £1(Q;C).

a) Montrer que

fim [ 17@)/ 1 ociel)do = 0.

R—+00

b) Montrer que
lim / (@)L oo (| (@) )z = 0.
0

R—+o00

c¢) Montrer que pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que, pour tout A C Q2 mesurable

Al <a = /|f(:v)|d:v<e
A



Exercice 4. Soient  C R" ouvert non vide tel que || < 400, et (f,)nen une suite de £1(£2; C).

a) Supposons que

1) sup [ (@)Ll (fo @) )z = 0 lorsque B — +00.
neN JQ
Montrer que pour tout € > 0, il existe & = a(e) > 0 tel que, pour tout A C Q mesurable,
Ion ait
(2) Al <a = sup/ | frn(x)|dz < €.
neNJA

b) Etablir la réciproque de ’énoncé a).

c¢) Supposons que fp(z) — f(x) p.p. en z € Q lorsque n — +00, et que la suite (fy)n>0
vérifie 'une des deux hypotheses équivalentes (1) ou (2). Montrer que

/ |fn(x) — f(x)|de — 0 lorsque n — 400
Q
et qu’en particulier
/fn(x)dx — / f(x)dx lorsque n — +o00.
Q Q

d) Les énoncés a)-c) demeurent-ils vrais sans 'hypothese |Q] < +o0?



