PROMOTION 2007 — MAT431
Corrigé de I’épreuve du 19 janvier 2009

I

1) Soit ¢ € C*(R); comme ¢ est & support compact, il existe R > 0 tel que
supp(¢) C] — R, R[. Pour tout n > R, on a
(T, ®) = €"(bn, ) = €"p(n) =0
ce qui montre que
(T, ) — 0 lorsque n — +o00.
Ceci montre que T;, — 0 dans D'(R) lorsque n — +o0.
2) Soit x fonction plateau telle que
supp(x) C] — 1,1],
X € CDO(R) t.q. X‘[—1/2,1/2] =1,
0<x<1.
La fonction z — (1 — x(z))|z| est évidemment de classe C* sur R, comme produit

de la fonction z — |z| de classe C*° sur R* et de la fonction x qui est de classe C>

sur R et identiquement nulle sur [—3, 1].

Par conséquent la fonction v définie par
P(z) = exp(—(1 — x(z))|z)
est de classe C*° sur R comme composée de fonctions de classe C*°. De plus, par
construction
Y(z) = e 1*! pour tout z € R tel que |z| > 1.

Y (x)
o (x)
[ ()] = e~ 17l = O(|z|~™) lorsque || — +oo pour tous m,n € N.
Ainsi ¢ € S(R).
3) D’une part, pour tout n € N, la distribution 7,, est & support compact {n},
et donc T,, € S'(R). Supposons que (T7,),>0 est convergente dans S’(R) lorsque

n — 400, et notons T sa limite.
D’une part, pour tout ¢ € C°(R), on a

(Tn, ) — (T, @) lorsque n — +oo

Par conséquent

(—1)"e™" x>1,
e z< -1,

de sorte que

puisque C°(R) C S'(R); or d’apres le 1) et I'unicité de la limite pour une suite
convergente dans R, on a
(T,¢y =0, pour tout ¢ € C(R).

Comme CS°(R) est dense dans S'(R) et que T € S'(R) par hypothese, on a
forcément 7= 0.
Or, pour la fonction ¥ € S(R) construire a la question 2), on a, pour tout n > 1

(T, ) = " (6, 00) = e"P(n) = e"e™™ =1,
de sorte que

(T}, 1) ne converge pas vers 0 lorsque n — +oc.
1



Donc la suite (T},)n>0 ne ocnverge pas vers 0 lorsque n — +o0.

4) Une suite de distributions tempérées convergeant dans D’'(R) vers une distribu-
tion tempérée ne converge pas forcément dans S’(R).

Par exemple, la suite de distributions tempérées (1},),>¢ converge dans D'(R)
vers la distribution nulle d’apres le 1), mais elle ne converge pas dans §’(R) comme
le montre le 3).

IT

1) La fonction R 3 £ — ¢'€*/3 € C est une fonction continue bornée sur R puisque
€€°/3| = 1 pour tout £ € R. Elle définit donc un élément de S'(R).

1,
2) a) Pour tout > 0, la fonction R 3 § — 3+ ¢ C est de classe C* sur
R (comme composée de 'exponentielle et d’une fonction polynémiale). Pour tout
EeRettoutn >0

A e%i(§+in)3 = P.(E+ Z'n)e%i(5+i77)3
d§n
ou P, € C[X] pour tout n € N est défini par la relation de récurrence

{ Poi1(X) = P(X) +iX2P,(X),
Py(X)=1.

En particulier, P,(X) est un polynéme de degré 2n, de sorte que
dTL
&

est a décroissance rapide lorsque ¢ — +o0o pour tout > 0 fixé comme produit

1. RY: 1. s 5 1 -
(efa“ﬁ“’”d) ‘ = | Pa(€ +im) " GETD = |, (6 4 im)|e 5T

d’une fonction polynoémiale par la fonction gaussienne £ — e e

1, .
Ainsi la fonction R 3 £ — e31EH” € C de classe C est & décroissance rapide
ainsi que toutes ses dérivées: elle appartient donc a S(R).
. . 1. . \3
2) b) Pour tout z € R et tout > 0, la fonction R 3 £ s =EFMT3iE+m)” c ¢
est continue sur R et
—nz—nE>+ 5 n’ .

pin(Erim+giE+m?®| _

Cette fonction définit donc un élément de L'(R), ce qui montre que l'intégrale
L [T ie(erim+ Ligerin®
@0 / e 3 d&
— 00
existe pour tout x € R et tout n > 0. De plus

+oo N P too 1.,
1 etz(E+in)+3i(E+in) d¢ = e T _1_ i€+ gi(E+in) d¢
(2m)

—00

(2m) e
= M1 (f — eizg"'éi(&“mS) (x).

Donc l'intégrale en question est le produit de la fonction x +— e~ par

F (g - e“f+§i<f+i">3> € S(R)



comme transformée de Fourier inverse de
5 —s 62I5+3Z(E+”1) c S(R) .

C’est donc une fonction de classe C'° sur R comme produit de fonctions de classe
C* sur R.
2) ¢) Soit ¢ € S'(R). Alors
1., 1,
652(5“/")3(;5(5) — e§z§3¢(§) pour tout & € R lorsque n — 400
et

1¢2 1
= 6_%5 +3n3

P(&)] < e?|o(€)| .

Comme la fonction ¢ est a décroissance rapide, elle est en particulier intégrable sur
R, de sorte que, par convergence dominée

/ e g(e)dg / 3 3 (6) e
R R

lorsque n — +oo. Ceci signifie que

3N () — 3 ()

eFileHi/m? _ gie?

dans §’(R) lorsque n — +o0.
3) a) Pour tous z,&,n € R, on a
@geiw(ﬁﬂnH%i(Hin)s = iz +i(€ +in)?,
aneir(£+in)+%i(§+in)3 =—x— (£+1in)?,
de sorte que
(De + ian)eir(éJrinH%i(&Hn)s —0.
3) b) D’apres la formule des sauts en dimension un,
Oeli—p,r)(§) = de=r — Se=—R
I Liap)(n) = dy=b — On=a
dans D'(R), de sorte que
O (L—r,r)(E)1[a)(n) = de=r © Liap) (1) — de=—R ® L{a,p)(1)
O (L= r,r) () Lap)() = L_ g, R (§) ® Sy=b — L— g, R () ® 6y—q
dans D'(R% x R).
3) ¢) D’apres les questions 3) a-b),

R emiya Literiar? Ry
/ em(g—ﬂ Syt df _/ €1$(5+za)+31(5+m) df
i ; Loerim?
= <677 (1[*R,R] (f)l[a,b] (77)) ,6”(5‘““)‘*‘3 (&4in) >
. . li )8
= _<1[R7R](€)1[a,b](77)7an (ezw(§+za)+3 (&+in) > >
: . 1. .-
= _<1[—R,R] (f)l[mb] (77)77585 <em(f+za)+3z(g+m)s> >

. . 1. .
= <i8§ (L= p,r)(E)1[a,p)(0)) ,ez“’(5+’“)+31(5+”’)3>



de sorte que

R erine Lierin? Rl s
/ em:(E—H )+3z(§+1 ) df 7\/ 62x(§+za)+31(§+za) df
—R —R

b b
_ ’L/ eiw(R-{-in)-&-%i(R-{-ir/)Sdn _ Z/ eia:(—R-‘rin)—i-%i(—R—i-in)g’dn
3) d) En notant ¢ = £ + in, le résultat de la question 3) a) signifie que
O iewsle
76'LCI+3<3 — 0

0z

ce qui est ’équation de Cauchy-Riemann, qui est vérifiée par la fonction { —

piCat3¢
signifie que

. 1
/eZCI-‘rgCSdC =0,
~

puisque celle-ci est holomorphe sur C. Le résultat de la question 3) c)

ol v est le lacet défini par le bord orienté du rectangle [—R, R] X [a, b] parcouru une
seule fois. Comme ce lacet est homotope a un point dans C et que 'intégrande est

holomorphe sur C, 'intégrale est nulle d’aprés la formule de Cauchy.
4) a) Faisons R — 400 dans l'identité ci-dessus. D’une part

R (i) Licerin)® +oo (i) Licerin)®
/ i (EFib)+3i(E+ib) d§—>/ i (EFib)+3i(E+ib) d¢
—R —o0

R’ ia(etiart Literiay T in(eria)t i(eria)?
/ elm( +ia +31( +ia d§ _>/ ezz za)+3z ia) df
—R —o00

puisque les intégrandes des deux intégrales ci-dessus appartiennent a L'(R) — voir

correction de la question 2) b).
D’autre part

6ix(¢R+in)+§z’(iR+m)3

b
</
a

b
/ eiz(iR+in)+%i(iR+in)3dn 0

a

2,1 3
e—xn—nR +3n

de sorte que

b
/ eim(:tR+in)+%i(:l:R+in)3d77

a

ce qui montre que

lorsque R — +o0.
Donc, pour tout x € R et tous a, b réels tels que 0 < a < b

/ elib(§+’b )+31(§+z ) df _ / ezm(§+za)+3z(§+za) df

— 00

1. 1,
4) b) D’apres le 2) c) e3UEH/M 3 dang S'(R) lorsque n — +o0.

continuité de la transformation de Fourier inverse dans S’(R), on a donc
F! (f — eéi(gﬁ/")s) — F! (f — eéifs) = Ai

dans S§’(R) lorsque n — +o0.

b
; PN o N3 2 13
ezz(:l:R+m7)+3z(:tR+7,n) ‘dn S e—aR / €7m77+37] d?’]
a

Par
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Comme e~%/" — 1 et (e~*/™)(*) — 0 uniformément sur tout compact de R, pour
tout k£ > 1 lorsque n — 400,

e/ FL (5 - e§i<5+i/”>3> — Ai

dans D'(R).

1
D’apres le 2) a), pour tout n > 0, la fonction £ — e3
de sorte que pour tout z € R,

+oo
7 (f - eéi(wﬁ)s) () = @m / e“ﬂﬁ%i(sm)sd@

Par conséquent, la famille indexée par n > 0 de fonctions de la variable = de
classe C*°(R)

oo Ll s 1., . \3
L/ eiz(E+in)+3i(E+in) d¢ = e ™ F~1 <§ s e3i(E+in) ) (z)

i(&+in)® appartient a S(R)’

(2m)

converge vers Ai dans D'(R) lorsque n = 1/n avec n — +oo. Comme, d’apres le 4)
a) cette famille est constante en n > 0, on conclut que Ai est la fonction de classe
C* définie par la formule

: 1 e iz (E4in)+i(E+in)®
Ai(r) = 5o e 3 d¢

pour tout x € R et tout n > 0.
5) D’apres le 4) a) et le 2) a),
too 1. s
Ai(z) = %/ ez (Etin)+3i(E+in) d¢
=e "IF! (f — e:lii(gﬂn)S) (x).

1.,

Comme, pour tout n > 0, la fonction £ +— e3iEtin)® appartient & S(R), la fonc-
1,

tion  +— F! (f — 631(5“77)3) (z) appartient également a S(R), de sorte qu’en

particulier, pour tout n > 0
1.,
F! (g — esl(f'*'m)g) () — 0 lorsque x — +00.

La formule ci-dessus montre alors que, pour tout 1 > 0,
"M Ai(z) — 0 lorsque x — +00,

ce qui est le résultat demandé.

6) Rappelons que Ai € S'(R) et que F(Ai) est I'élement de S'(R) défini par la
fonction & — €%°/3. Donc z4i € 8'(R) comme produit d'une distribution tempérée
par un polynéme, et on a

F(Ai" — xAi) = (i€)*F(Ai) + %f(—ia;Az') = (i€)2F(Ai) + %]—'(Az‘)’

. 1d /.3 - 1,
_ 7526153/3 i e (6153/3) _ 7526153/3 i gezg3/3i€2 —0.
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Comme F est un isomorphisme de S'(R) sur lui-méme, on en déduit que
Al — 2 Ai =0
dans §'(R). Or comme la distribution tempérée Ai"” —x Ai est définie par la fonction
x+— Ai"(z) — zAi(z) de classe C* sur R, il s’ensuit que
Ai"(x) — zAi(z) = 0 pour tout = € R.
7) a) Pour tout ¢ € R*, la fonction R 3 £ — ¢/¢°/3 € C est continue et bornée;

elle définit donc une distribution tempérée sur R.
Notons My : ¢ — Az pour tout A > 0. Pour tout T' € S'(R) et ¢ € S(R)

((FT)o My, ¢) = (FT,xd o My\) = (T, F(5¢0 0 Myyy))
= (T, (F¢) o My) = (3T o My», Fop) = (F(3T 0 My»). )
c’est a dire que
(FT) o My = F(5T o My»).

La troisiéme égalité ci-dessus résulte du changement de variables y = /XA dans
I'intégrale
+o0 ) +o0 o\
Food©) = [ oo = [P og)dy = (FT) o My(E).
Appliquons cela & la distribution tempérée T = Ai avec A = t'/3: on trouve ainsi
que

Flo v by Ai()(€) = F(AQ(11/3€) = 131

1
7) b) La fonction R? 5 (t,z) — 1]0}+m[(t)ez§t53 est continue sur R* x R et bornée
sur R?: elle définit donc un élément de L>°(R?) et par conséquent une distribution
tempérée sur R? car L>°(R?) C S'(R?). D’apres la question précédente,

,lt 3
E=F ((t,€) = Lo 4oof(t)e’3™)

ot F, est la transformation de Fourier partielle en x, de sorte que E € S'(R?).
7) ¢) Observons que, grace a la formule de Leibnitz au sens des distributions,

Fa((00 + %(ﬁ)E) = (0 - Z%@)]‘}E = (0 — 2%53) (1]0,+oo[(f)eiét§3)

1,3 1,3
= €3 5120 @ 1+ Ljg 4oo[(t)(0r — i3€7) (elz)ﬁ5 ) =00 ®1

dans D’'(R?). Comme il s’agit d'une égalité dans D’(R?) entre deux éléments de
S’(R?), cette égalité a lieu en fait au sens des distributions tempérées sur R?, par
densité de C2°(R?) dans S(R?). Appliquant F, ! & chaque membre de cette égalité,
on trouve que

(O + 22)E = 61—0 ® Fy '1 = 6,20 @ G0 = 8(0,0) -
Autrement dit F est une solution élémentaire de I'opérateur différentiel 9, + £93.
D’autre part, par construction E’R* «r =0 de sorte que
supp(F) C Ry x R.
7) d) D’apres le 6) c¢), E est une solution élémentaire de 'opérateur différentiel
O + %82 a support dans Ry x R.



Montrons que c’est la seule. S’il en existait une autre, disons E’, la différence
F = E — E’ vérifierait les conditions suivantes

(0 + 202)F =0 et supp(F) C Ry x R.

1l suffit donc de montrer que le seul élément F de S'(R?) vérifiant ces deux condi-
tions est F' = 0.

En effet, appliquons la transformation de Fourier partielle en x & chaque membre
de I'égalité ci-dessus: on trouve que

Fol(8+ 203)F) = (0, — i3 F,F =0 dans S'(R?).

1
Multiplions chaque membre de cette égalité par la fonction (¢,&) — ¢T3 de
classe C* sur R? et & croissance polyndmiale ainsi que toutes ses dérivées:

1.3 1.3
e '3 (0, — i) FL F = 0, <e"3t5 sz) =0

dans 8’'(R?). Donc la distribution tempérée e_i%tfs F.F est constante par rapport
a la variable t; comme de plus cette distribution est nulle pour ¢ < 0, c’est a dire
que sa restriction a R* X R est nulle puisque, par hypothese F' est a support dans
R x R, il s’ensuit que

.1
e 3 F,F=0 dans S'(R?).

1.3
Comme la fonction (¢,&) — ¢'3%" de classe C™ sur R? & croissance polynomiale
ainsi que toutes ses dérivées,

1 1
¢3S L F = F,F =0 dans S'(R?).

Puis, comme la transformation de Fourier partielle F, est un isomorphisme de
S’(R?) dans lui-méme, la deuxiéme égalité ci-dessus implique que F' = 0.
8) Dire que u € S'(R?) est solution du probleme de Cauchy considéré au sens des
distributions, c’est dire que

(0 + 203)u = 6,—0 @ u™ dans D'(R?),

supp(u) C Ry x R.

Qu’il existe au plus une telle solution est évident: s’il en existait deux, disons
u1 et ug, la différence F' = u; — ug serait nulle d’apres I’argument de la question
précédente.

Considérons la distribution E*(d;—o®u'™). D’une part, comme u'" est & support
compact

supp(E * (d1=o @ u'™)) C supp(E) + supp(dr=o © u™)
CR+XR+{0}XR:R+XR.
De plus Ex(6;—o®u'") est tempérée comme produit de convolution de la distribution

tempérée E par la distribution & support compact §;—g @ u®™.
Enfin

(9 + 203)(E % (61—0 ® u™)) = (9, + 302)E) % (51—0 ® u™)

Par conséquent, u = Ex(8;—o®@u'™) est I'unique solution du probleme de Cauchy
considéré dans S'(R?).



est définie par la fonction

Enfin, comme FE|_ .
) |R+><R

x

R xR > (t,z) — ﬁAz <t1/3

) =+ 13450 M, —1/s(x)

qui est de classe C'°, la restriction u|R* est définie par la fonction
+

xR
(t, ) — u'™ %t Y3 Ai o My—1/s(x)

qui est de classe C*° en z € R a t > 0 fixé, comme produit de convolution de
la distribution & support compact u" par la fonction ¢t~/3A4i o M, -1/, qui est de
classe C> d’apres le 3) e).

Vérifions que cette fonction est de classe C*° sur R’} x R par rapport aux deux
variables t et x.

Soit R > 0 assez grand pour que supp(u‘™) C] — R, R], et soit x fonction plateau
de classe C* sur R valant identiquement 1 sur [-R — 1, R 4 1], et & support dans
] — R—2,R+2[. Alors, pour tout t > 0 et tout z € R

u ™ %t~ 13 Aj o M,—1/s (.13) — <um,t_1/3Ai o M,_1ss(z — )>

- <um7 y itV AI YR (2 — y))x(y)>

est de classe C™ en (t,z) €]e, +oo[x] — R', R'[ d’apres le théoréme de dérivation
sous le crochet de dualité, puisque la fonction

(t,,y) =t AU (2 = y)x(y)
est de classe C*° sur R x R x R et a support dans R} x R x [-R—2, R +2].



