PROMOTION 2006 — MAT431
Corrigé de 1’épreuve du 21/1/2008
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1—cos(nx)

1) La fonction z — est continue sur R* et on a

1—
LS(mc)—>010rsqueac—>0
x

pour tout n € N: en particulier, la fonction 2 — =202 egt Jocalement intégrable

sur R pour tout n € N et définit donc un élément de D’'(R). Pour tout ¢ € C°(R),
on a

(Lmete) [ Al e = [T )y

1—cos(nx)
x

puisque la fonction z — est impaire. Considérons la fonction ¢ définie

sur R par

W(z) = o@) — ¢(-x) pour x # 0, ¥(0) = 2¢'(0).

T

La fonction v est continue a support compact sur R et de classe C* sur R* car
¢ € C(R). De plus

W(z) = ¢ (x) +¢'(=x) o) —¢(=x) _ 2¢;(0) +0(z) - 2¢;(0)

2
x x

de sorte que 1’(x) — 0 lorsque x — 0. Par conséquent, v € C*(R) et ¥'(0) =

En intégrant par parties

/0 "~ cos(na)u(z)dz = [

Le terme entre crochets étant nul,
o0 1 oo
/ cos(nx)y(z)dr| < —/ |¢(z)|dz = O(1/n) — 0
0 nJo

puisque v est une fonction de classe C' & support compact sur R. Au total

<1CZS(W,¢> / de/ooocos(noz)w(z)dx
/d’ @) ==2) 44 01 /n) — <Vpi7¢>~

1 — cos(nz)

+O(z) = O(z)

Sm(:f)Qp(x)]:o _ Tll/ooo sin(nx)y’(z)dz .

Donc
1
— vp — dans D'(R) .
x z
2) a) On calcule, pour tout £ # 0

— too v e — ¢t sin
1-11(8) =/ e ZErl[*l,l](l‘)dJUZ/ e ey = . 2 55.
—o0 -1

2) b) Comme 1_; 3 € L*(R), le théoréme de Plancherel entraine que

oo/ ging\? +oo
= (2 g) dg:/ 11 )(z)de =2

— 3 o

1



2

de sorte que

[ e

3) a) La fonction z — 1_%2("””) est continue sur R* et on a

1 — cos(nx
% — %nQ lorsque z — 0

x
pour tout n € N. En particulier, la fonction z — 1_%2(7”) est localement intégrable

sur R pour tout n € N et définit donc un élément de D’'(R). Pour tout ¢ € C°(R),

on o
(=t o) = [ g agas
= [ 5 600 + o) - 20(0))ds
+26/(0) /O ~ L= cos(nz) C;’; () 4
D’une part,
/OOO 1= coslna) C;S(m”)dx - /Ooo QSm;(n;)dx - n/ooo Sizzydy = nm

apres changement de variables x — y = %F.

Soit d’autre part la fonction x définie sur R par la formule
o)+ d(—x) — 2¢(0
x(x) = (¢(z) (xQ ) (0)) pour z # 0x(0) = ¢”(0).
La fonction x ainsi définie est continue sur R et de classe C'*° sur R*. De plus

V(@) = (¢(z) — ¢'(=2)) _,(¢(z) +¢(~2) — 24(0))
2¢"(0)

2 3
= T-|-O(x)—2%—|—0(x) =0(z) =0

lorsque x — 0, ce qui montre que x € C’Q(R). Ecrivons que

|5 60 + 6(-a) - 20(0))ds

xT

/°° (¢(z) + ¢(=x) — 2¢(0))

2

de — /0 ~ cos(na)x(@)dz

Comme dans le 1), on montre que

/000 cos(nz)x(x)dzr = [sin(nx)x(x)] :Oo - 711/000 sin(nz)x' (z)dx
= —% /000 sin(nz)x (z)dx = O(1/n).

De méme, en intégrant par parties, on voit que

/°° (¢(z) + ¢(~2) —2¢(0) , _ _ [(¢(w) +o(=z) - 2¢(0))]+°°
0

2
T x 0

P [T (L),




Donc, lorsque n — 400, on a

|5 600 + o) - 20(0))ds

X

_ _< (Vp i>/,¢> +0(1/n) — —< (vp i)l,¢> -
Finalement

<1—COS<W>, ¢> _ /O T L o) () 4 () — 26(0))da

2 2

+26/(0) /0 1= cos(nr) C;s () 4o

_ /O°° L= cos(nz) o) 4 6(—a) — 26(0))dz + 270 (5o, &)

x2

de sorte que, pour C' = —2m, et pour toute fonction ¢ € C°(R), l'on a

(122 {2 ).

c’est a dire que

1 — cos(nx)

1 /
5 —2mndy — — (vp ) dans D'(R).
x x

I1

1) Pour F € C?(R%), la fonction f : z +— F(|z]) est de classe C? sur R?®\ {0}, et
on a

1 d?

Af(x) = mﬁ(TFﬂ

r|| POUT tout x £ 0.
Alors
1 d?
(A+1Df(z) ((rF) + rF> |

= m dr2 r=|z|’

de sorte que la condition
(A +1)f =0 pour tout = # 0

équivaut a
2

d
ﬁ(rF) +rF =0 pour tout r > 0.

Les solutions de cette équations sont les fonctions de la forme
rF(r) = acos(r) + Bsin(r), pourr>0.

Autrement dit, les solutions f radiales de (A+1)f = 0 sur R?*\ {0} sont les fonctions
de la forme

cos || sin |z|

flx) =

2) Définissons

+ 5

, avec «, # € R quelconques.

|| ||
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Les deux séries entieres ci-dessus sont de rayon de convergence infini, de sorte que
les fonctions a et b sont de classe C*° sur R. D’autre part, on trouve, en utilisant
les séries de Taylor en 0 des fonctions cos et sin, que

A(z) = a(|z]*), B(x) = b(|z|?) pour tout z € R>.
Donc A et B sont de classe C* sur R3 comme composées des fonctions a et b de

classe C*° sur R par la fonction @ — |z|? qui est de classe C> sur R3.
3) On a montré au 1) que

(A +1)B(z) =0 pour tout = # 0.

Comme d’autre part B € C(R?) d’aprés le 2), il s’ensuit que les fonctions AB et
B sont continues sur R3, d’ott

(A +1)B(z) = 0 pour tout z € R?.

4) a) On a
1 T

1
— = et A— = —4n6y dans D'(R3
o]~ et Ay = o dans DR

(cf. poly. p. 199).
4) b) D’autre part, pour tout  # 0, on a
VA(z) = —sin |z]

x
— = —B(z)x,
2] (z)

AA(z) = —div(B(x)z) = —B(x) div(z) — VB(z) - o = —3B(x) — - VB(x).

VB(z) = (

cos || Sin|x> x
] x> ) ||
de sorte que

cos|z|  sin|z|

x-VB(x)z(

Au total, pour tout x € R3\ {0}, on a
VA(x) = —B(z)x et AA(z) = —3B(z) — (A(z) — B(z) = —2B(x) — A(z) .

Comme A € C*®(R3) d’apres le 2), les égalités ci-dessus valent encore pour x = 0,
de sorte que

VA(z) = —B(z)x et AA(z) = —A(z) — 2B(x) pour tout z € R3.

4) ¢) La formule de Leibnitz au sens des distributions montre que

) 2| = A(z) — B(z).

|| |z[?

A (A1> — AA L 4 oVA Vi) + (AA) =

|| || ||
dans D'(R). Grace aux 4) a) et b), cette égalité devient

1 €T 1

A|lA— | = —47AS§ —2Bxx-(—>—A—|—ZB

( |x|> o= 2B@e-\~pp )~ A2y

— 47 A(0)6, + 23(@% A+ 23)% — 4w A(0)5, — A%'

ou encore

A <A1) + 14i = 747‘(’14(0)50 = 747‘(60
| ||



dans D' (R3).
5) a) Si T € S'(R?) et (A+1)T =0, la transformée de Fourier de T vérifie

(=€) + 1)FT = 0, de sorte que supp(FT) C {£¢ € R®||¢| =1} .

En particulier, FT est une distribution & support compact dans R3. Par conséquent
F(FT) est une fonction de classe C°° sur R?® (cf. Théoréme 5.4.5 du poly.); or,
d’apres le théoreme d’inversion de Fourier, F(FT) = (2m)3T o (—Idgs). Donc Test
une fonction de classe C* sur R?.
5) b) D’apreés le 4) c), — = Alz|~! est une solution élémentaire de I'opérateur A+ 1.
Vérifions qu’elle est tempérée sur R?: en effet
cos |z cos |z| cos |z|
e R P

cos |z|
||

est intégrable sur R3: elle définit donc un élément

de 8’'(R3). La fonction z 1|w‘>1%|‘x‘ est bornée sur R? (car majorée en valeur

La fonction z — 1),<;

absolue par 1): elle définit donc un élément de S'(R?). Ainsi z — COFTHZE‘ définit une

distribution tempérée sur R? comme somme de deux distributions tempérées sur
R3. Soit maintenant E € S'(R?) telle que A+1)E = o; alors T = E+ 1~ Colsmllml est
une distribution tempérée sur R? (comme somme de deux distributions tempérées
sur R?) et vérifie (A +1)T = 0. D’apres le 5) a), E + ;=% 7l est une fonction de

||
classe C* sur R3, cqfd.

111

1) a) Comme O est borné et inclus dans W, les distributions 10 et ses dérivées 9,10
sont a support compact dans W. On peut donc les évaluer sur des fonctions de classe
C*> sur W (Proposition 4.1.4 du poly.). Comme les fonctions u et v € C*(W),
on a donc, d’apres la formule de Green (écrite comme dans le Théoréeme 3.4.4 du

poly.)

[ wt e wiot) = 3 (vou0y0) = i< ~010,u0v)

j=1 j=1

- ﬁ:l <1O, —aj(uajv)> = jﬁ:l/o(uafv + 0jud;v)(x)dx

= / (uAv + Vu - Vo) (z)dz .
o)

1) b) En échangeant les réles de u et v dans la formule obtenue au 1) a), on voit
que

ou
/80 v(y)%(y)da(y) = /O(vAu + Vu - Vu)(x)dz.

Soustrayant membre & membre cette égalité de celle obtenue au 1) a), on trouve

que
/ao <“§Z - ”ZZ) (y)do(y) = /O (ulv — vAu)(2)dz .
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2) Comme f est harmonique dans Q et que 0 < ry < p(xg), la propriété de la
moyenne assure que

/SN?l f(zo + row)do(w) = f(zo)bSN |

Multipliant chaque membre de cette égalité par f(xq), on trouve que

f(xo) /SN?1 f(xo + row)do(w) = f(x0)bSN 1.

Or cette derniere égalité coincide avec (1) dans le cas ou ry = 0, puisqu’alors
ro = /T1r2 = 0. On a donc ainsi démontré (1) dans le cas particulier 7 = 0.

3) a) La fonction f étant harmonique dans €2, on a f € C°°(Q). Soit alors a €
11, p(x0)/ro[; considérons la fonction

¢ (N z)— flwo+ +ro2)f(zo + Aroz),
qui est de classe C* sur | —1/a, a[xB(0, p(zg)/roa). Soit x, fonction de classe C>
‘a support compact dans B(0, p(xg)/roa) valant identiquement 1 sur un voisinage
de la sphere unité (I’existence d’une telle fonction découle du Lemme 1.4.1 du poly.).
Alors
AN) = (o, 0(A,)x)
oll ¢ est la distribution de simple couche sur la sphere unité de RN définie par
I’élément de surface do — voir Exemple 3.2.6 du poly., ou encore la notation définie
dans I’énoncé du Théoreme 3.4.4, ibid.. Par dérivation sous le crochet de dualité
(Proposition 3.3.20 du poly.), on déduit de ce qui précede que A est de classe C'°
sur tout intervalle de la forme | — 1/a,a] avec a €]1, p(xzg)/ro[, c'est & dire que
A€ C>®(Jro/p(x0), p(x0)/r0[. De plus, comme x vaut identiquement 1 au voisinage
du support de o,
A'(N) = (0,000(\,)x) = (0,016(N, ) =
/SN_1 <f($0+ %row)Vf(xo—i—/\row) — %f(fbo-’-)\’l"ow)vvf(ifo—f— irow)) . (T’(](,d)dO’(W)
pour tout A €]ro/p(x0), p(zo)/Tol-
3) b) Soit a €]1, p(xo)/ro[; pour tout A €] — 1/a,al, les fonctions u et v sont
harmoniques sur B(0, p(xo)/arg) qui contient B(0,1). Appliquons la formule du 1)
b) avec W = B(0, p(x¢)/arg) et O = B(0,1): on trouve que

dv ou
0:/ (u—v)ydgy:
onon \“an ~ "an (y)do(y)

/ ()\Tof(onr%Tow)vf(zo+>\7"ow) - 7qyof(ﬂfo +Arow) Vf (o + %m@) ‘wdo(w)
SN—l

=AA'(N)
pour tout A €] —1/a,al. Comme ceci vaut pour tout a €]1, p(zg)/ro[, on en déduit
que

AA'(A) = 0 pour tout A €]rg/p(z0), p(xo)/r0] -

3) ¢) Comme 0 ¢]ro/p(x0), p(xo)/T0], on a, A’(X) = 0 pour tout A €]ro/p(z0), p(xo)/7ol-
Donc A est constante sur Uintervalle |ro/p(xo), p(zo)/ro[. Comme 1 et ro/r1 ap-
partiennent tous deux a cet intervalle,

/SN—l f(zo+rw) f(zo+rew)do(w) = A(ra/r) = A(1) = / fzo+row)?do(w),

SN-1



ce qui démontre 'identité (1).
4) a) La fonction f étant harmonique sur R, elle est en particulier continue en 0.
Donc, pour tout € > 0, il existe R, > 0 tel que

|z| < 1/Re = |f(x)] <e.

Autrement dit,

SN*l

|f(tw)| < € pour tout w € et > R..

D’apres 'identité (1), pour tout r > R, on a

LA}2O'LA.}: lw rw)ac \w lw rw o\W
Lo fwrdst) = [ swfeeo) < [ IrGoli6w)dn)

SN—l
su Ly rw)|do(w € ro)ldo (w
< s 1 ”/SN,I [F(rw)ldo(w) < /S () dor(w)

4) b) D’apres (2), il existe une constante C' > 0 et R’ > 0 telle que
/SN ) |f(rw)|do(w) < C pour tout r > R’ .
Donc, d’apres le 4) a)
/SN ) f(w)?do(w) < Ce pour tout r > max R, R’ .

Comme le membre de gauche de cette inégalité est indépendant de r et que € > 0
peut étre choisi arbitrairement petit, on en déduit que

/ f(w)?do(w) =0.
SN—l

Comme f est continue sur RY, ’égalité ci-dessus entraine que f est identiquement
nulle sur la sphere unité de RY.

4) ¢) Soit r > 0 quelconque; écrivons identité (1) pour la fonction f qui est
harmonique sur R, en choisissant 7 = 1 et 7o = r? si r > 1, ou bien r; = 12 et
rg = 1 sir < 1, ainsi que x¢ = 0. Dans tous les cas, ro = /7172 = r, de sorte que

/ f(rw)?do(w) = / (@) F(rPw)do(w) =0
sN—l SN—l

puisque f est identiquement nulle sur la spheére unité de RY. Cette égalité entraine,
par le méme raisonnement qu’au 4) b), que f est identiquement nulle sur la sphére
de centre 0 et de rayon r. Cela vaut pour tout > 0, donc f est identiquement nulle
sur RY \ {0}. Enfin, par hypothese f(0) = 0 de sorte que f = 0 identiquement sur
RV.

4) d) Soit f fonction harmonique sur RY vérifiant (2). Considérons la fonction g
définie sur RY par la formule g(x) = f(z) — f(0). La fonction g est évidemment
harmonique sur RY. D’autre part

L Jatoldo) = [ 1fw) = fOldo@) < [ (100)]+ £ O))do(e)

SN-1
= [ el + 8 0 = 0

lorsque 1 — 400 comme somme d'un terme O(1) et d’une constante. D’apres
le 4) ¢), la fonction g qui est harmonique sur RY, nulle en 0 et vérifie (2) est
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identiquement nulle sur RY. Donc la fonction f est identiquement égale a la
constante f(0) sur RV.
5) Vérifions que pour tout z € R, on a 2T = 1(z + |2]).

En effet, si 2 >0, on a |z| = z donci (2 +|2]) = 3(2+2) =2 = 2T. Si 2 <0, on
a|z| = —z, de sorte que £ (z +[z2]) = 3(z — 2) =0 =2+,

Soit f harmonique dans RY telle que

/ frw)Tdo(w) = O(1) lorsque 7 — +oc.
stl

D’abord

[ el =2 [ e - [ seoan),

SN-1

Puis, comme f est harmonique, elle vérifie la propriété de la moyenne, de sorte que
[ fredow) = 8410,
gN-1
Par conséquent,
[ Mtoldot) =2 [ frw)tdow) - 18¥715(0)
SN*I SN*I
=0(1) - [s¥7Hf(0) = O(1)

lorsque 7 — +00. La fonction f, qui est harmonique sur RY, vérifie donc I’hypothese
(2). D’apres le 4) d), elle est donc constante sur RY.



