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Introduction

Structure du mémoire d’habilitation

Trois problemes

@ Dynamique des applications polynomiales F : C?> — C?
(avec M. Jonsson).

@ Dynamique des fractions rationnelles sur un corps
p-adique: R : P'(Cp) — P'(Cp) (avec J. Rivera-Letelier).

@ Analyse des singularités des fonctions
plurisousharmoniques (avec M. Jonsson).

Une méthode analogue: étude de la trace de 'objet sur un
arbre réel.
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Introduction

Quelques exemples d’arbres

Arbre simplicial ayant

Arbre localement fini une infinite de branches

Arbre fini §_§: % %é;% %é%%

Arbre reel ayant une
infinite de pts de branchement
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Fonctions plurisousharmoniques

Fonctions plurisousharmoniques

@ Définition (Oka, Lelong, 1942). u : (C2,0) — R U {—o0},
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Généralités
Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

@ Définition (Oka, Lelong, 1942). u : (C2,0) — R U {—o0},
semicontinue supérieurement,

1 27 )
u(p) < 5 /0 u(p+ €”¢) db .

@ Fonctions convexes pour la géométrie complexe.
(t, &) — sup{u, |z| < €'}

est convexe et croissante en chaque variable.
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Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

Exemple: fonction psh associée a un idéal

I=(f,-  fn)
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Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Méthode L2

Exemple: fonction psh associée a un idéal

Fonctions plurisousharmoniques

I=(fy, -, fn)
@ u; = logmax{|fj|} est psh. Unique & O(1) prés.
° Z?’ Ck Uy, est psh
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Méthode L2

Exemple: fonction psh associée a un idéal

Fonctions plurisousharmoniques

I=(fy, -, fn)
@ u; = logmax{|fj|} est psh. Unique & O(1) prés.
° Z?’ Ck Uy, est psh
® > o072 log|z — 4| est psh

Théoréme (Bremermann, Demailly)
Toute fonction psh est limite de cyuy, dans L|

loc*
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Méthode L°°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Qu’est ce qu’une singularité de fonction psh?

Definition
Sing (u) = {u = —oo}.

@ Sing (uy) = V().
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Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Qu’est ce qu’une singularité de fonction psh?

Definition
Sing (u) = {u = —oo}.

@ Sing (uy) = V(/). Singularités logarithmiques.
® Sing (L0 2 10912 — 1) = {{} k=0
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Qu’est ce qu’une singularité de fonction psh?

Definition
Sing (u) = {u = —oo}.

@ Sing (uy) = V(/). Singularités logarithmiques.
® Sing Xk 210912 = £1) = {# k>0
Clé pour comprendre le lien psh/hol.
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Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L°°
Méthode L2

Mesurer les singularités de fonctions psh

Deux méthodes:
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Généralités
Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

Mesurer les singularités de fonctions psh

Deux méthodes:
@ L2 (sophistiquée et puissante);
@ L* (naive mais concréte)
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L>°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L

@ Nombre de Lelong (1957)
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Singularités des fonctions psh
Méthode L>°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L

@ Nombre de Lelong (1957)

1
L — <
v-(u,0) I oI ogr sup{u, |z| <r}

= sup{c >0, u<cloglz|+ O(1)}
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Singularités des fonctions psh
Méthode L>°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L

@ Nombre de Lelong (1957)
vh(u,0) = lim . 1g sup{u, |z| < r}
= sup{c >0,u<clog|z|+ O(1)}

@ Nombre de Kiselman (1987)
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L>°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L

@ Nombre de Lelong (1957)

1
L — - <
v=(u,0) Ilrrg)I ogr sup{u, |z| < r}

= sup{c>0,u<clog|z|+ O(1)}
@ Nombre de Kiselman (1987) Poids s; > 0 sur la
coordonnée Zz;.

182 |
v¥s(u,0) = Ilrrg)Iog sup{u |zi| <r1/s'}

= sup{c >0,u< iIog max | zj|% + O(1)}
S1So
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L>°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L

@ Nombre de Lelong (1957)

vh(u,0) = Img)l; sup{u, |z| < r}

= sup{c>0,u<clog|z|+ O(1)}
@ Nombre de Kiselman (1987) Poids s; > 0 sur la
coordonnée Zz;.

182 |
v¥s(u,0) = lmg)log sup{u |zi| <r1/s'}

= sup{c >0,u< iIog max | zj|% + O(1)}
S1So

@ Nombre de Demailly (1987)



Généralités
Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

Lelong et Kiselman sous un oeil valuatif

_ K1 ko
f=> akz'z,
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Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

Lelong et Kiselman sous un oeil valuatif

f=3 azz?
@ vi(log|f]) = vm(f) = min{k;y + ko, ax # 0}. Thie (1967).
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Généralités
Singularités des fonctions psh
Méthode L°°

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

Lelong et Kiselman sous un oeil valuatif

f=3 azz?
@ vi(log|f]) = vm(f) = min{k;y + ko, ax # 0}. Thie (1967).
o vX(log|f]) = min{kiss + koSp, ax # 0}.

Nombre de Kiselman < Valuation monomiale
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Singularités des fonctions psh
Méthode L°

Méthode L2

Fonctions pluriso

Méthode L2
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Singularités des fonctions psh
Méthode L°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

@ c(u) =sup{c, e c [2 } €]0, +oo].

loc
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

@ c(u) =sup{c, e c [2 } €]0, +oo].

loc

o c(log|zf +2z3)) = 1 + 1.
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

@ c(u) =sup{c, e € L2 } €]0,+o0].

o c(log|zf +2z3)) = 1 + 1.
@ J(u) = {germes f, |fle"¥ € L2 }.

loc
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

@ c(u) = sup{c, e € L2 } €]0, +ocl.
o c(log|zf +2z3)) = 1 + 1.
@ J(u) = {germes f, |fle"¥ € L2 }.

loc

@ c(u) =sup{c >0, J(cu)=0(C",0)}.
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Généralités

Singularités des fonctions psh
Méthode L°

Méthode L2

Fonctions plurisousharmoniques

Méthode L2

o) = sup{c, &% & Li} €l0. +ocl.
c(log |2 + Z]|) = +f

J(u) = {germes f fle=v e L2 1.

c(u) =sup{c >0, J(cu) = O(C",0)}.

Demailly: }uuy — u.
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L2 vs. L™
Méthode

RESMES

Skoda (1972): Jvt(u) < ¢7'(u) < vh(u)

{ Analyse L2 sur (C", O)}

—

{ Analyse L™ dans tous les modeles 7 : X; — (Cz,O)}
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L2 vs. L®

Résultats Méthode

Théoreme

K
—u 2 VZ,S(U)
e " el < sup ———
zs S1+ 82
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L2 vs. L™
Méthode

RESMES

Théoreme

Vé(,s(u)
z,5 $9 + S

1
e Wel? «— sup <3
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L2 vs. L®

Résultats Méthode

Conséquences

K
—1 _ Vz,s(u)
@ ¢ '(u) =suUp,s 575, -
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L2 vs. L®

Résultats Méthode

Conséquences

K
® ¢ '(u)=sup, S1+(s = Skoda.
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L2 vs. L®

Résultats Méthode

Conséquences

. = Skoda.

—c(u)u ¢ |2 . (Conjecture d’'ouverture de Demailly et
Kollar)

e c'(u)= supzs S1+S
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L% vs. L

Résultats Méthode

|ldée de la preuve
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L% vs. L

Résultats Méthode

|ldée de la preuve

=

2 = Vé(,s(u)

—u
@ e Vel 55

< 1 (facile)
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L% vs. L

Résultats Méthode

|ldée de la preuve

=
VK .
eelecl? = Sj’i(;;) <1 (facile)
l/K .
o Point Clé: sup, ; 252 est atteint
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L% vs. L

Résultats Méthode

|ldée de la preuve

=
VK .
eelcl? = Sj’i(;;) <1 (facile)
l/K .
o Point Clé: sup, ; 252 est atteint
<=
@ Sing. log.
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L% vs. L

Résultats Méthode

|ldée de la preuve

=

Vé(,s(u) :
S8 < 1 (facile)

Vé(,s(u)
S1+S2

—u 2
eeleli =

est atteint

@ Point Clé: sup, ¢
S
@ Sing. log.

@ Approx. Demailly
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Résultats Méthode

Le résultat clé

@ Organiser {v(uom,p)}, 7: X — (C?,0), pe 7 '{0}.
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Le résultat clé

@ Organiser {v(uom,p)}, 7: X — (C?,0), pe 7 '{0}.
e p~v(Uuomp)ER
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Le résultat clé

@ Organiser {v(uom,p)}, 7: X — (C?,0), pc =~ '{0}.
e pwuv(uomp)eR
e Zariski: {p} < { valuations: vp} =V

@ V est arbre.
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L% vs. L

Résultats Méthode

Le résultat clé

@ Organiser {v(uom,p)}, 7: X — (C?,0), pc =~ '{0}.
e pwuv(uomp)eR
e Zariski: {p} < { valuations: vp} =V

@ V est arbre.
@ g, : V — R est concave.
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Valuations

v:C[[x,y]] = Ry U {400}
@ vcx =0;
° v(fg) = v(f) + v(9);
@ v(f+g)>min{v(f),v(9)};
@ v(m) > 0.
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Valuations (exemples)

@ Valuation monomiale.
l/z,s(Z a,-jz’ W/) =
min{isy + jS2, ax # 0}
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Valuations (exemples)

@ Valuation monomiale.

1/273(2 aijzi Wf) = Valuation divisorielle
min{is; + jSo, ax # 0} P

@ Valuation divisorielle. p

o vp(f) = ordy(f o m)

(*] Valuations Quasimonomiales
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Larbre valuatif

Géométrie de I'arbre
ldéaux
Fnts psh

Valuations (exemples)

@ Valuation monomiale.
vzs(Y @iz’ w) =
min{isy + jS2, ax # 0}
@ Valuation divisorielle.
@ Valuation quasimonomiale.
°

Valuation divisorielle

0 T
.

P

v (f) = ordy(f o 7)

Valuations Quasimonomiales

rles Favre
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Valuations (exemples)

@ Valuation monomiale.
1/273(2 aijzi Wl) = Valuation divisorielle
min{is; + jSo, ax # 0} P

@ Valuation divisorielle.

P

@ Valuation quasimonomiale. Bf) = ordy(f o)
@ Valuations de courbes

ve(f) = {671(0)} - {f(0)}.

Valuations Quasimonomiales
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Topologie

@ V = { valuations normalisées v(m) = +1}
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Topologie

@ V = { valuations normalisées v(m) = +1}
@ Compact pour la convergence simple
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Topologie

@ V = { valuations normalisées v(m) = +1}
@ Compact pour la convergence simple
@ Relation d’ordre v < u < Vf, v(f) < p(f)
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Géométrie

Théoreme

(V, <) estun arbre:
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Géométrie

Théoreme

(V, <) estun arbre:

@ v, est'unique élément minimal;
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Géométrie

Théoreme
(V, <) estun arbre:

@ v, est'unique élément minimal;
° ({Vm S : S V}?S) = ([071]7§)
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Géométrie

Théoréme

(V, <) estun arbre:
@ v, est'unique élément minimal;
® ({rm<-<v},<)~([0,1],5)

Segments quasimonomiaux: {v(q,g)}s>1-

Charles Favre Arbres valuatifs



Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

V... un arbre?

Le graphe dual

- E, E,

(C%,0)
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

V... un arbre?

Le graphe dual

E, By

By
(C%,0)
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

V... un arbre?

Le graphe dual
E, E»
£,

By
(C%,0)
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

V... un arbre?

Le graphe dual

(©,0)
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

V... un arbre?
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Métrique

Definition

Le défaut: a(r) = supy V’;((}).
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Métrique

Definition

Le défaut: a(v) = supy V’;((}).

Théoreme

a: [vm,v] — [1,a(v)] est une bijection.
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Métrique

Definition

Le défaut: a(v) = supy V’;((}).

Théoreme

a: [vm,v] — [1,a(v)] est une bijection.
v(f) = vm(f) X a(v) & v < vy
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Géométrie de I'arbre
ldéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Métrique

Definition

Le défaut: a(v) = supy V’;((}).

Théoreme

a: [vm,v] — [1,a(v)] est une bijection.
v(f) = vm(f) X a(v) & v < vy

Polynémes-clés.
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Géométrie de I'arbre
Idéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Les idéaux (trace sur V)

Théoreme

g/(v) = min{v(f), f € I}.
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Géométrie de I'arbre
Idéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Les idéaux (trace sur V)

Théoreme

gi(v) =min{uv(f), fel}. g :V — Ry est
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@ croissante,

@ localement constante hors d’un arbre fini,
@ affine par morceau en «,

Charles Favre Arbres valuatifs



Géométrie de I'arbre
Idéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Les idéaux (trace sur V)

gi(v) =min{uv(f), fel}. g :V — Ry est
@ croissante,

@ localement constante hors d’un arbre fini,
@ affine par morceau en «,
@ concave (au sens des arbres).
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lllustration de g,

I'=(fif2)

vf,

axvn(fi)+C

Vm

o X va(fifo) o X vn(f2) + C

Vf)

rles Favre Arbres valuatifs



Géométrie de I'arbre
Idéaux
Larbre valuatif Fnts psh

Preuve (premiere)

Théoréeme

K
_ Vvz.s(Ur)
e Yel2 «—sup2—
z,s S1+ 82
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Preuve (premiere)

lidéal, 7 : X — (C?,0) résolution, E ¢ 7—1(0)
@ e el? & orde(l) < orde(JacT) + 1

loc
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Preuve (premiere)

lidéal, 7 : X — (C?,0) résolution, E ¢ 7—1(0)
@ e Ve L10C < orde(/) < ordg(Jac ) + 1

° A(vg) = 7“35(;;35‘
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Preuve (premiere)

lidéal, 7 : X — (C?,0) résolution, E ¢ 7—1(0)
@ e Ve L10C < orde(/) < ordg(Jac ) + 1

_ ordE(Jacw)+1 :
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@ A:V — [2,+0] s’étend continiment.
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La finesse

Théoreme

@ A:V — [2,+0] s’étend continiment.

o % est entier et croissant.

° % =1 & v est monomiale.
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Preuve (derniére)

Théoreme

Vés(ul) <1

e U e [? «su
loc z,sp S1+ So
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Preuve (derniére)

loc

eeUel? & Z(EV(Q) <1
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Preuve (derniére)

eeUel? & Z(EV(Q) <1

loc

@ g, concave + A convexe =
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Preuve (derniére)

@ e g2

loc

ve(l)
<:>A(E )<1

@ g; concave + A convexe = sup A(( ) atteint sur =1.
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Les fonctions psh

Definition
gu(v) = vf(uon) avec X = v.
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Les fonctions psh

Definition

gu(v) = vf(uon) avec X = v.

Théoreme

g, :V — R, est croissante, concave pour o (au sens des
arbres).
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Les fonctions psh

Definition

gu(v) = vf(uon) avec X = v.

Théoreme

g, :V — R, est croissante, concave pour o (au sens des
arbres).

= sup% < 1 atteint sur 24 =1,
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Résumé de la preuve

Théoreme

K
—u 2 Z/Z,S(u)
e el <= sup———
z,5s 51 + S2
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Résumé de la preuve

loc

@ e g2 @%<1.
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Résumé de la preuve

@ e g2 @%<1.

loc

@ supv(/)/A(v) atteint sur une valuation monomiale.
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Résumé de la preuve

oe—“/eLﬁm@%<1.

@ supv(/)/A(v) atteint sur une valuation monomiale.
@ C¢(u) = sup gu/A atteint sur une valuation monomiale
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Résumé de la preuve

e Y e Lﬁm@% <.
supv(l)/A(v) atteint sur une valuation monomiale.
¢(u) = sup gy /A atteint sur une valuation monomiale

¢(u) > 1: estimation directe
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Résumé de la preuve
o
o
o
o
o
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e Uel? & XL

loc V((L)) <1

supv(l)/A(v) atteint sur une valuation monomiale.
¢(u) = sup gy /A atteint sur une valuation monomiale
¢(u) > 1: estimation directe

¢(u) < 1: approx Demailly ¢(u;,) < 1



Pourquoi seulement dim = 2?

Difficultés dim > 3

@ gu(vp) = v(uom,p) est bien définie.
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Pourquoi seulement dim = 2?

Difficultés dim > 3

@ gu(vp) = v(uom,p) est bien définie.

@ V est une union de plaque affine de dim réelle n — 1.
@ g, concave sur chaque plaque.

@ Finesse

@ sup gA’((;’)) < 1 atteint?

Affaire a suivrelll
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