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Connexion

Exercice 1

La relation V(T'® S) =T ® VS + VT ® S force I'unicité sur les tenseurs
(¢,0). Pour lexistence on pose localement V(e;, @ ...e;,) = (Ve ) @ ...ei, +
€ & (Ve%)

Ensuite la relation ¢(V(X ®@w)) = Ve(X ®@w) done (Vw)(X) = d(w(X))—
w(VX) sur les tenseurs w de type (0,q). A nouveau cela force l'unicité et
Pexistence est démontré localement.

Enfin pour un tenseur quelconque de type (p,q), on I’écrit localement
comme somme de tenseurs de type (p,0) et (0, q).

Exercice 2

On utilise les propriétés de commutation entre les contractions et V. On
trouve Vx (T'(Y)) = (VxT)(Y)+T(VxY). La valeur dépend donc de X (p),
T(p) et sa premiere dérivée, Y (p) et sa premiere dérivée. On prends une
base e; de trivialisation locale, avec V. = d +TI': Tr(VxT) = dTr(T) - X —
T(TH(T(X))). Si T = fid, alors Te(VxT) = ndf (X) — f TiT(X).

Exercice 3

e Onvérifieque T(fX,Y) = fT(X,Y) pour tout fonction lisse. L’anti-
symétrie est facile.

® S5i Vy, 0y, = 0 au point p, comme 7' est un tenseur on a 7'(p) = 0.
Pour la réciproque, on fixe un point p et une base ey, ..., e, de T, M.
On définit ¢; : I C R — M la géodésique partant de p a la vitesse
e1. On note e;(t) le vecteur e; transportée parallelement le long de
c1. On définit ensuite cp : 12 C R? — M de telle sorte que ca(t1,.)
soit la géosdésique partant de c;(¢1) a la vitesse ea(t1). On note
ei(t1,t2) le vecteur e;(t1) transporté parallelement le long de cette
géodésique. En continuant ainsi on obtient une appli différentiable ¢
de R™ sur M. C’est un difféo local car sa différentielle est I'identité.
On identifie 9; = 8%1_ a son image dans M. On utilise maintenant la
condition de torsion nulle. Pour tout k, le long de ¢; on a Vy, 0 =0
donc Vy, 01 = 0 en p. Ensuite Vy,0; = 0 pour k& > 2 le long de
2(0,-). Donc a nouveau Vg, 02 = 0 en p. Etc.

e On procede comme suit. On fixe des coordonnées. On transporte
parallelement v le long de (t,0), puis le long de (x1,¢,0). On vérifie
alors que ’on obtient le méme champ X si on transporte tout d’abord
de long de (0,¢,0) puis (t,22,0). Ce qui montre Vo, X = 0 sur
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(1, x2,0). On procede ainsi par récurrence pour I’étendre & un voisi-
nage de p. Ensuite on part d'une base orthonormée de 7,M et on
lui applique ’extension précédente.

Connexion de Levi-Civita

Exercice 4

e Il suffit de montrer que V' est de torsion nulle et vérifie X -¢/(X, Z) =
9 (VxY, 2) + ¢ (Y, Vx Z).
e On a T(M X M/) =TM @TM’ VMXM/ = VM D VM/.

Exercice 5

o g = dp?+cos? pdf?. Ensuitesi X, Y, Z commutent, alors 2 (VxY, Z) =
X -Y,2)+Y - (Z2,X)—Z-(X,Y). Donc Vg,09 = % sin(2p)0,
vay) a‘%’ =0, vaw 9p = QS:;g((pg)a) p-

e La connexion de la métrique produit est triviale. Dans le second

cas, g = db? + (2 + cos0)%dp?. Vg,0p = 0, Vo, 0p = %sin(20)&p,

sin(260
Vo.00 = ~ 5 teop O

e laissé au lecteur.

Exercice 6

e On vérifie que V%Y est de torsion nulle et est compatible avec
g|N. Pour cela, on étend localement X et Y dans M. On pro-
jette VMY — VM X = [X,Y] sur TN ce qui nous donne la condition
de torsion nulle. Ensuite on note que g(VXY, Z) = g(pn(VYY), Z)
ot pn (VHY) est le projeté sur TN deés que Z est tangent a TN.

e La symétrie de II provient de la torsion nulle.

e X - (Y,ii)=0.

e Il suffit de calculer en un point p donné K™ — KN(X AY) ce qui ne
dépend que de X (p) et de Y(p). On peut donc supposer que X, et
Y commutent. On trouve alors

II(X,Y)? — II(X, X)II(Y,Y)
IXIPIY)? = (X, Y)?

e (C’est une conséquence directe de la premiére question, et du fait que
la connexion de la métrique standard dans R3 est I'opérateur d.

e L’application de Gaussest 7 : N — S2. DoncII(X,Y) = —(X, dii(Y)).
On choisit ensuite X, Y une base orthonormée et on applique la for-
mule précénte en utilisant la symétrie de II.

e On se ramene apres tranformation orthogonale sur ¢(t) = (cost,sint, 0),

d(t) = (—sint, cost,0), et ¢’(t) = (— cost, —sint,0) € (T'S?)*.

KM _ gN —

Exercice 7



e Pour tout X,Y, 7 on a:
g VxY, Z)+g(Y,VxZ)—g(VxY = VyX,Z) —g(Y,VxZ —VzX) =

e Si ¢ est le flot de X et est une isométrie, on a Lxg = %\t:()@‘g =
%g = 0. Si X est un champ de Killing, on a %|t¢fg =¢;Lxg=0.
Donc ¢jg = ¢59 = g.

e Le plus facile est de montrer que L[va] = Lx Ly — Ly Lx en utilisant
la caractérisation de Lx en termes algébriques.

o Il suffit de faire le cas n = 2. Le flot est alors

xz1(t) | | cost sint x1
xo(t) | | —sint cost x9
qui est isométrique.

Exercice 8
(1) On se place dans des coordonnées telles que Vp,0;(p) = 0. Il suffit de
montrer que pour choix de 5 indices 41, ...,75 on a en un point p fixé:

VR(au ) a’iQ) 8’£37 87;47 815)+VR(8127 ai3) 8i1 ) 87;47 015)+VR(023) 8’£1 9 8i27 a’L'47 a25) = O
On traite (i1, ...,45) = (1,2,3,4,5). Tout d’abord

a5 : R(ah 82, 837 84)(])) =
(VasR)(ab 827 637 84) + R(Vasala 82, 637 a4) + ..+ R(ab 82, 837 V8584)
= (Vo R)(01, 02, 03, 04) (p)
On note () la quantité dont on veut démontrer qu’elle s’annulle. Alors
(*) = 81 : R(ag, 83, 84, 85) + 82 ' R(ag, 81, (94, 85) + 83 : R(al, (92, 84, 85)
On développe:
(*) = 0 <R(82,83)64, 65> + ...
= (V5,(Ve,Va, — V,V5,)04,05) + ...
= <[ala [02> 83]] + [627 [03, 81“ + [637 [ala 82]]847 a5> =0
par l'identité de Jacobi.
(2) Prendre la trace en W et Y puis en X et Z dans I'identité précédente.
(3) Si Ric = f g, alors §(Ric)+ 3d(Scal) = — fTr12(Vg) — Tri2(df g) +ndf.
Or dans une BON 0;, Tria(df g) = >, df(0:)9(0;,-) = df. Par la question
précédente 0 = (1 + 5)df.
(4) - Comme dans le cours, le tenseur R’ vérifie I'identité algébrique de
Bianchi. Comme R — KR’ est nul sur les 4-vecteurs du type (X,Y, X,Y), il
est nul.

- Appliquer Bianchi différentielle & la bonne permutation des vecteurs!
- Prendre W = X et Z =Y. On obtient alors -7 - K = 0.
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Exercice 9

- C’est un calcul patient et long. Ecrire (Vy,0;,0k) = %Ffj

- idem pour la courbure. Cette fois-ci, on a R(0;,0;)0, =, jokal.

- En dimension 2, seul un terme de courbure est non nul K = Rl ,/F? =
Orf +05f/F?.

- Méme raisonnement qu’a l’exercice précédent.

- En déduire que g est & courbure constante ssi F' = Y (a; + bjz; + cx?)
avec K =Y (4ca; — b?).

-Danslecasde H", ona F' = 1(1—|z|?) ie c = —1/2,b; = 0,a; = 5, donc
K =—1. Dans le cas de S", on a F' = 3(1 + |z[%). ie c = 1,b; = 0,a; = %
donc K = 1.

Exercice 10

e Comme ¢,Y, Z sont invariant a gauche, il est clair que g(Y, Z) est
constant sur G donc X - g(Y,Z) = 0, ce qui donne ¢(VxY,Z) =
$9([X,Y), Z2) — 19(X,[Y. Z]) — 39(Y,[X,Z]). Note ¢ le flot du
champs Z.et ;(p) = ¢(e) x p x ¢; (e). Comme pfg = g on a
0= Flo(Wig(X,Y)) =g([Z,X),Y) - g(X,[Z,Y)).

e Calcul direct R(X,Y)Z = VyVXZ - VXVYZ - V[Y,X}Z plus iden-
tité de jacobi.

e K(0) = 19([[Y, X],X],Y) plus identité ci-dessus avec Z = [X,Y].

Exercice 11

o L’antisymétrie (XY ZT) = —(Y X ZT') résulte de la définition. L’antisymétrie
(XYZT) = —(YXTZ) s’obtient en remarquant que X -Y - (Z,T) —
Y X (Z,T)=[X,Y|(Z,T). La symétrie (XY ZT) = (ZTXY)

e ¢; BON ssi g(e;, ej) = 0;; ce qui implique e; BON.

e PLus généralement on a un accouplement non-dégénéré APV x A1V —
APV si p + g = dim(V).

e ciNegt—ej, ea Neg— €], e3 Nej — €.

e On définit l'opérateur symétrique S sur T*M par ¢g*(S(z),y) =
B*(x,y). On sait qu'il existe ef une BON qui diagonalise S: S(e}) =

Ale;k
e On obtient Ric(ej,e1) = fB(e; Aeg) + Bler Aeg) = —Aa + As. ie
Ric(ey,eq) 0 -1 1 A1
RiC(BQ, 62) = —1 0 1 . )\2
RiC(eg, 63) -1 1 0 )\3



