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LE GROUPE DE CREMONA
ET SES SOUS-GROUPES DE TYPE FINI

par Charles FAVRE

INTRODUCTION

Le groupe de Cremona Cr(2) est le groupe constitué des applications birationnelles
du plan projectif P?(C). L’étude de ce groupe et de ses éléments fut initiée par E. De
Jonquieres, L. Cremona et M. Noether a la fin du 19éme siecle et leurs travaux ont
largement inspiré les géometres italiens du début du 20eme siecle. Peu a peu cependant,
le groupe de Cremona a quitté sa position centrale en géométrie algébrique. Comme
nous le verrons, de nombreux aspects de la structure de Cr(2) restent encore mystérieux.

C’est un théoreme diu & M. Noether que Cr(2) est engendré par PGL(3, C) et I'invo-
lution [z : y : 2] — [yz : zx : xy] dite involution de Cremona. Au début des années 80,
M. Gizatullin [Giz82] puis V.I. Iskhovskikh [Isk85] ont donné une présentation de Cr(2)
par générateurs et relations. Bien que fondamental, ce résultat est en pratique délicat a
appliquer. On ne sait par exemple pas si Cr(2) est un groupe simple™”, ou méme quelles
sont les structures de groupe topologique sur Cr(2).

Un moyen pour appréhender la structure de Cr(2) est d’en étudier les sous-groupes.
L’étude des sous-groupes finis de Cr(2) a été récemment complétée par I. Dolgachev et
V.I. Iskhovskikh [DI08] et nous renvoyons a ’exposé de J.-P. Serre [Ser08] a ce séminaire
pour un rapport détaillé sur la question. De méme, les sous-groupes continus de Cr(2)
ont été décrits par L. Enriques [Enr93] en 1893(). Un tel groupe est conjugué a un
sous-groupe du groupe des automorphismes d’une surface torique (voir [Bla08] pour
plus de précisions).

Ici nous nous intéresserons principalement aux sous-groupes G de Cr(2) de type fini et
infinis. Nous allons décrire les résultats remarquables obtenus récemment par J. Deserti
et S. Cantat sur ces groupes et les conséquences que 'on peut en tirer pour le groupe
de Cremona lui-méme.

Leurs travaux s’articulent autour de la question suivante : étant donné un groupe G
de type fini, peut-on trouver un morphisme de groupe p : G — Cr(2) qui soit injectif ?
Pour traiter ce type de question, on dispose de deux méthodes. La premiere consiste a

(WA contrario le groupe des automorphismes polynomiaux du plan de jacobien 1 n’est pas simple,
voir [Dan].

)Voir [Dem70] pour des résultats en dimension quelconque et [Ume82, Ume85] pour une classification
précise en dimension 3.
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utiliser notre connaissance sur la structure des deux groupes G et Cr(2). Dans ce cas, les
théoremes de Noether, de Gizatullin et d’Iskhovskikh jouent un role crucial. La seconde
consiste a faire agir le groupe d’arrivée sur un espace géométrique convenable, puis a
analyser l'action induite par G sur cet espace. C’est cette méthode que nous allons
mettre en ceuvre ici, en nous reposant sur le fait établi par S. Cantat que Cr(2) agit
par isométries sur un espace métrique hyperbolique au sens de Gromov. Ceci permet
d’utiliser la théorie des actions de groupes sur de tels espaces, pour laquelle on dispose
de nombreux outils, voir par exemple [BH99, GH90].

Afin de motiver 'introduction de cet espace, penchons-nous tout d’abord sur le cas
de la dimension 1, c’est-a-dire sur le groupe des transformations de Mébius PGL(2, C).
Ce groupe agit holomorphiquement sur I'espace projectif P'(C), et par isométries sur
I'espace hyperbolique de dimension 3 réelle H.

Une application birationnelle f € Cr(2) agit de méme naturellement sur P?(C). Ce-
pendant, cette action n’est pas holomorphe car f peut avoir des points d’indétermi-
nation. De plus, l'itération de f conduit en général a des phénomenes dynamiques
extrémement complexes, voir [Sib99] : cette action n’est donc pas maniable pour le
probleme qui nous concerne.

Il a été progressivement réalisé que de nombreux aspects dynamiques d'une appli-
cation birationnelle étaient controlés par son action sur la cohomologie H?(X,R) d’un
modele birationnel adéquat X de P?(C). La construction d’un tel modele n’étant pas
canonique, on est amené a considérer 1’espace (de dimension infinie) de toutes les classes
de cohomologie de tous les modeles birationnels de P*(C), espace dont la construction
précise a été donnée par Y.I. Manin [Man86]. Sa complétion pour la forme bilinéaire
induite par le cup produit définit un espace de Hilbert réel que 'on notera L?(B) et
qui est muni d'une forme d’intersection de type Minkowski® («, 3) — a- 3. Comme en
dimension finie, 'une des deux nappes de I'ensemble {a € L2(P),a - o = +1} possede
une métrique dy qui en fait un espace hyperbolique au sens de Gromov. On notera
H(*B) cet espace métrique.

Farr. — Le groupe de Cremona Cr(2) agit par isométries sur [’espace H(B).

Il existe une classification grossiére des isométries d’un espace hyperbolique [GH90] :
on parle d’isométrie hyperbolique, parabolique ou elliptique. On peut donc introduire
la notion d’application birationnelle hyperbolique, parabolique ou elliptique suivant le
type de son action induite sur H(3).

Un résultat du a J. Diller et moi-méme [DF01] donne la caractérisation géométrique
suivante de chacun de ces trois types. Une application birationnelle f est elliptique si
elle fixe une classe a € H(). On montre que c’est le cas précisément lorsqu’un itéré
de f induit un automorphisme sur une surface rationnelle minimale. Une application f
est parabolique si elle n’est pas elliptique et si elle fixe une classe non-nulle o € L2(3)

(3)est-a-dire possédant un vecteur d’auto-intersection strictement positive, telle que la restriction de
la forme sur 'orthogonal de ce vecteur est définie négative.
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d’auto-intersection nulle. Dans ce cas, on montre que la classe « est déterminée par la
fibre d’une fibration rationnelle ou elliptique f-invariante (dans un modele birationnel
adéquat). Enfin f est hyperbolique lorsque le rayon spectral A\(f) de son action sur
L?(B) vérifie A(f) > 1. Dans ce cas, Popérateur induit par f sur L*(3) possede deux
vecteurs propres simples et d’auto-intersection nulles dont les valeurs propres associées
sont A(f) et A(f)~! respectivement. Nous renvoyons au théoreme 2.7 ci-dessous pour
un énoncé plus complet.

DEFINITION. — Un sous-groupe G de type fini de Cr(2) est dit élémentaire si G
préserve une classe a € L2(PB) non nulle telle que a - a > 0.

Les résultats principaux de S. Cantat [Can07] peuvent alors s’énoncer sous la forme
suivante.

THEOREME A. — Soit G un sous-groupe de Cr(2) de type fini. Si G n’est pas
élémentaire, alors il contient deux éléments hyperboliques qui engendrent un groupe
libre non-abélien.

DEFINITION. — Soit G un sous-groupe de type fini de Cr(2) élémentaire.
— G est dit hyperbolique s’il contient un élément hyperbolique.
— G est dit parabolique s’il contient un élément parabolique.
— G est dit elliptique sl ne contient que des éléments elliptiques.

THEOREME B. — Soit G un sous-groupe de Cr(2) de type fini et élémentaire.

1. 81 G est de type hyperbolique, il existe un sous-groupe Gy d’indice au plus 2 dans G,
et un morphisme surjectif p : Gy — Z dont le noyau ne contient que des éléments
elliptiques, et tel que p(f) # 0 si et seulement si f est hyperbolique.

2. Si G est de type parabolique, il existe une surface rationnelle X et une fibration
rationnelle ou elliptique sur X qui est préservée par tous les éléments de G. De
plus G ne contient aucun élément hyperbolique.

3. 51 G est de type elliptique, alors soit il possede un sous-groupe distingué d’indice
fini conjugué a un sous-groupe de PGL(3,C); soit il existe une surface ration-
nelle X et une fibration rationnelle sur celle-ci préservée par tous les éléments du
groupe.

S. Lamy [LamO01b] avait précédemment donné une classification des sous-groupes du
groupe Aut[C?] des automorphismes polynomiaux du plan, et ce sans hypothese de type
fini. Nous renvoyons au théoreme 1.9 pour un énoncé précis.

Nous donnerons une preuve détaillée des théoremes A et B a la section 3. Notons
que ces résultats sont en fait vrais pour toute surface kahlérienne : nous nous sommes
restreint au plan projectif car les mémes méthodes s’appliquent dans le cas général et
sont plus faciles a mettre en ceuvre. En effet, pour les surfaces de dimension de Kodaira
non négative, une application biméromorphe est holomorphe sur son modele minimal.
De méme, une application birationnelle d’'une surface réglée non rationnelle préserve
nécessairement le réglage.
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Notons enfin que les méthodes que nous utiliserons étant purement algébriques, elles
permettent aussi de traiter le cas du groupe de Cremona sur n’importe quel corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Dans ce cadre, il faut remplacer I'action
sur la cohomologie par ’action sur le groupe de Néron-Severi.

Avertissement : afin de garder ce texte court, nous n’évoquerons pas les aspects
concernant I’étude dynamique des itérés d’une application birationnelle, pour laquelle
il existe une littérature importante, voir [Sib99, Dujo6, BDO05] et les références qui s’y
trouvent. De méme, nous n’aborderons pas le probleme de construction d’automor-
phismes de type hyperbolique sur les surfaces rationnelles. Nous renvoyons a [McMO7]
ou aux récents travaux de E. Bedford et K. Kim [BK06, BKO08] sur ce sujet. Enfin,
nous avons délibérement choisi de ne pas parler de la dimension supérieure : aucune des
techniques présentées ici ne se généralise de maniere évidente dans ce cadre.

Je remercie chaleureusement S. Cantat, J. Deserti, R. Dujardin, J.-F. Quint et A. Zuk
pour leur aide dans la préparation de cet exposé.

1. APPLICATIONS

Commencons par quelques applications des théoremes A et B. Nous verrons qu’il
existe une analogie particulierement frappante entre le groupe de Cremona et les groupes
linéaires®, ce qui motive quelques questions que nous avons rassemblées & la fin de cette
partie.

1.1. Groupes de Kazhdan et groupe de Cremona

La propriété (T) de Kazhdan pour un groupe topologique G localement compact est
la propriété de rigidité suivante : toute action continue par isométries affines de GG sur
un espace de Hilbert possede un point fixe. Elle permet en un sens d’obtenir un controle
sur la théorie des représentations de G. Nous renvoyons au récent monographe [BHV0S]
pour une discussion détaillée concernant cette propriété.

THEOREME 1.1 ([Can07]). — Soit G un groupe discret vérifiant la propriété (T). Tout
morphisme p : G — Cr(2) d’image infinie est conjugué par un élément de Cr(2) a un
morphisme a valeurs dans PGL(3, C).

Démonstration. — Le groupe G vérifiant la propriété (T), il est de type fini, et
toute fonction de type négatif® sur G est bornée. Comme la fonction ¢(a,3) =
log cosh dg (v, 3) est de type négatif sur H(PB) (voir [BHV08]), elle est bornée. Puisque

(Y Pour p premier, le groupe (a,b,c|c? = [a,c] = [b,c] = 1,[a,b] = ¢) ne se plonge pas dans GL, (k)
avec p > n et k un corps de caractéristique distincte de p (Birkhoff). Dans Cr(2), on peut prendre
a= (Cx,y), b = (z,7y), et ¢ = (z,{"'y) avec ¢ une racine p-iéme primitive de 1 (Cerveau-Deserti).
Donc Cr(2) ne plonge dans aucun GL,, (k).

(5)Une fonction de type négatif est un moyen commode d’encoder une action affine sur un espace de
Hilbert.
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H(*B) satisfait a I'inégalité de la médiane, on peut appliquer le lemme du centre [dHV89,
p. 37] qui implique l'existence d’'un point o € H(PB) fixé par tous les éléments de p(G).
On en déduit que p(G) est un sous-groupe de Cr(2) élémentaire de type elliptique.
Par le théoreme B, soit il est conjugué a un sous-groupe de PGL(3, C), soit il préserve
une fibration rationnelle. Dans le second cas, 'action de G sur la base de la fibration
(isomorphe & P!(C)) induit un morphisme du groupe vers PGL(2,C). Comme G
possede la propriété (T), son image est nécessairement finie. On regarde maintenant
I’action induite par G sur une fibre générique. A nouveau 'image dans PGL(2,C) est
finie, donc p(G) est fini, ce qui contredit notre hypothese. ]

Historiquement, les réseaux des groupes de Lie vérifiant la propriété (T) ont formé
une classe tres importante d’exemples. Rappelons qu’un réseau d’un groupe de Lie
vérifie la propriété (T) si et seulement si le groupe de Lie la vérifie; et qu'un groupe
de Lie réel connexe et semi-simple ne vérifie pas la propriété (T) si et seulement s’il
possede un facteur simple localement isomorphe & SO(n, 1) ou SU(n, 1). Le théoréme
suivant est une conséquence de [Des06b] et [Can07].

THEOREME 1.2. — Soit G un groupe de Lie réel connexe simple vérifiant la propriété
(T), et ' un réseau de G muni d’un morphisme p dans Cr(2) d’image infinie. Alors a
conjugaison prés, limage de p est incluse dans PGL(3,C). Si de plus p(G) n'est pas
relativement compacte dans PGL(3,C), alors on a G = PGL(3,R) ou PGL(3,C), et p

est la restriction a I de u— u, u— u™, ur 4 ou u— ‘at.

Notons qu'il existe des réseaux de SL(3,R) munis de morphismes d’image dense dans
SU(3). Fixons d > 2 un entier sans facteur carré, posons K = Q(+/d) et notons O son
anneau des entiers. Soit L I'extension quadratique de K contenant d'/* et 7 l'unique
automorphisme de Galois de L sur K non trivial. Notons I' le sous-groupe des matrices
de SL(3,0) préservant la forme (x,y) € L? x L3 — Y 2;7(y;) € L. Le plongement
canonique de K dans R? induit alors un plongement de I' dans SL(3, R) x SU(3). D’apres
le théoreme de Borel-Harish-Chandra, I'image de I" est un réseau dont la projection sur
SL(3,R) est un réseau, et celle sur SU(3) est dense.

Démonstration. — Le réseau T' hérite de la propriété (T) de G, donc par le théoreme
précédent, on peut supposer que p est a valeurs dans PGL(3,C). On applique alors les
théoremes de super-rigidité et d’arithméticité de Corlette-Gromov-Schoen en rang 1 et
de Margulis en rang supérieur.

Par hypothese p(G) n’est pas relativement compact, donc p s’étend en un morphisme
algébrique de G vers PGL(3,C) qui est injectif par simplicité de G. Les seuls sous-
groupes de Lie de PGL(3, C) simples, non compacts et vérifiant la propriété (T) sont
PGL(3,R) et PGL(3, C), comme on le voit en complexifiant G. On conclut en utilisant
le fait classique que le groupe des automorphismes de PGL(3,C) est engendré par les
automorphismes de corps de C, les automorphismes intérieurs et la contragrédiente,
voir [Dieu71]. O
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Rappelons que SL(n,Z) possede la propriété (T) si et seulement si n > 3.

THEOREME 1.3 ([Des06b]). — Soit p un morphisme de SL(n,Z) dans Cr(2) d’image
nfinie. Alors n < 3. De plus, dans le cas n = 3, le morphisme p est nécessairement
injectif et est conjugué au plongement standard SL(3,Z) C PGL(3,C) ou a la
contragrédiente.

Démonstration. — Au vu du théoreme précédent, il faut démontrer que l'image de
SL(n,Z) dans PGL(3, C) ne peut étre relativement compacte. En utilisant les relations
entre les générateurs standard de SL(n,Z), on démontre que p coincide avec un mor-
phisme de SL(n,C) dans PGL(3,C) sur un sous-groupe d’indice fini I' dans SL(n, Z),
voir [Ste85, Theorem 6]. Cela implique n = 3. En utilisant plus en détail les résultats
de Steinberg, on montre que l'on peut prendre I' = SL(3, Z).

On peut aussi donner une démonstration plus directe du fait que tout morphisme de
SL(n,Z) dans Cr(2) est (modulo conjugaison) a valeurs dans PGL(3, C), en analysant
I'image des sous-groupes de Heisenberg de SL(n,Z), voir [Des06b]. O

Notons qu’il existe un corpus de conjectures dues a R. Zimmer qui concernent les
morphismes des réseaux des groupes de Lie dans les groupes de difféomorphismes de
variétés, voir [Fis08] pour une discussion récente de ce type de questions. Les deux
résultats précédents entrent naturellement dans le cadre de ces conjectures.

1.2. Propriétés structurelles de Cr(2)

Déduisons maintenant des théoremes A et B quelques résultats généraux sur Cr(2).

THEOREME 1.4 ([Des06a, Des07b]). — Tout endomorphisme de Cr(2) injectif est un
automorphisme. De plus, le groupe des automorphismes de Cr(2) est engendré par les
automorphismes de corps de C et les automorphismes intérieurs.

Notons que I'approche initiale de [Des0O6a] reposait sur I'étude des sous-groupes de
Cr(2) abéliens non-dénombrables et maximaux pour I'inclusion, et que le cas du groupe
Aut[C?] est traité dans [Des06c]. Ici, nous suivons [Des06b).

Démonstration. — Soit ¢ un morphisme injectif de Cr(2). Par le théoréeme précédent,
on peut supposer que ¢ est I'identité ou la contragrédiente sur SL(3,Z). En regardant
les relations de commutations entre les applications affines du type (z + ay + b,y + ¢)
avec a, b, c € C, on montre que ¢ induit un morphisme algébrique de PGL(3,C) dans
lui-méme. Il n’est pas difficile de voir que ¢(1/z,1/y) = (a/x,b/y) pour un couple
a,b € C* adéquat. Pour conclure, on utilise une des relations exhibées par M. Gizatullin
pour sa description de Cr(2) par générateurs et relations. L’identité (ho)? = id avec
olx:y:zl=[1/x:1/y:1/z]lethlx :y:z] =[x :2z—y:x— z] permet d’exclure la
possibilité a ¢ d’étre la contragrédiente sur SL(3,7Z). O
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THEOREME 1.5 (Alternative de Tits [Can07]). — Soit G un groupe de type fini de
Cr(2). Alors, soit G posseéde un sous-groupe libre non abélien, soit il contient un
sous-groupe résoluble d’indice fini.

L’alternative de Tits a été démontrée pour Aut[C?] par S. Lamy [Lam01b].

Démonstration. — On vérifie que si GGy et G5 sont deux groupes vérifiant ’alternative
de Tits, et s’il existe une suite exacte de groupes 1 — G; — G — Gy — 1, alors G
vérifie aussi l'alternative. On applique maintenant les théoremes A et B. Si G n’est
pas élémentaire, il contient un sous-groupe libre. Si il est élémentaire elliptique ou
parabolique, 'alternative résulte de la remarque précédente et de I'alternative pour les
groupes PGL(3,C), PGL(2,C), PGL(2,C(x)) et pour le groupe des automorphismes
d’une courbe elliptique sur C(x), voir [Tit72]. Enfin si G est élémentaire hyperbolique,
c’est une extension de Z par un groupe G ne contenant que des éléments elliptiques.
Pour contourner le fait que Gy n’est pas nécessairement de type fini, on remarque que
le groupe dérivé [G, G] est un sous-groupe de G de type fini : il est donc élémentaire
elliptique. On conclut en utilisant la suite 1 — [G,G] — G — Ab(G) — 1 ou Ab(G)
est 'abélianisé de G. O

Mentionnons enfin quelques résultats en vrac. Les deux premiers sont dis a S. Can-
tat [Can07], et le dernier a J. Deserti [Des07al.

THEOREME 1.6 (Propriété de Burnside). — Tout sous-groupe G de type fini de torsion
de Cr(2) est fini.

THEOREME 1.7. — Soit G un sous-groupe de Cr(2) résoluble de type fini et sans tor-
sion. Alors soit G est abélien, soit il préserve un feuilletage.

THEOREME 1.8. — Soit G un sous-groupe de Cr(2) nilpotent. Alors soit tous ses
éléments sont de torsion, soit le groupe contient un sous-groupe d’indice fini dont le
groupe dérivé est abélien.

1.3. Exemples

Commencons par quelques constructions classiques.
Groupes de Nagata et de Coble. Partons de deux cubiques lisses de P?(C) s’intersectant
en 9 points distincts py, ..., ps. La surface X obtenue par éclatement de ces 9 points
est munie d’une fibration elliptique 7 : X — P*(C) possédant 9 sections Ey, ..., Ex (les
diviseurs exceptionnels créés par les 9 éclatements). Munissons chaque fibre réguliere F'
de 7 de la loi de groupe d’origine Ey N F. Pour chaque 1 < ¢ < 8, on peut considérer
lapplication ¢; : X — X induit par I'addition x — = + (F' N E;) dans la fibre F.
Les applications ¢; sont des automorphismes de X, et on montre que pour un choix
générique des cubiques de départ, le groupe engendré par les ¢; est abélien libre de
rang 8.

Plus généralement, prenons 9 points p; dans le plan, et considérons la surface X (p;)
obtenue en éclatant ceux-ci. Un entier r > 1 étant donné, on dit qu'une configuration
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de 9 points p; est de type Halphen d’indice r, si le systeme linéaire | — 7K x(,,)| est un
pinceau de courbes elliptiques. On montre que pour un choix générique de 9 points de
type Halphen d’indice r, le groupe d’automorphismes Aut(X (p;)) est isomorphe & Z%
sir>3,et AZ/2xZ8sir=1,2, voir [Dol84].

On dit qu'une configuration de 10 points p; dans le plan est de type Coble si | -2K x(p,)|
possede une section. Dans ce cas, ces points se trouvent sur une courbe rationnelle de
degré 6 de P?(C) avec 10 points doubles (un pour chaque p;). La dimension de I'espace
de telles configurations modulo PGL(3,C) est égale a 9. Le groupe d’automorphismes
Aut(X(p;)) agit naturellement par isométries sur l'orthogonal de la classe canonique
dans NS(X (p;)). On obtient donc un morphisme Aut(X (p;)) — O(9,1). Pour une confi-
guration générique, I'image de ce morphisme est un réseau de O(9, 1), voir [Dol84].

Groupes de Wright. Par le théoréme de Jung, le groupe Aut[C?] est le produit amal-
gamé du groupe A des applications affines de C?, et du groupe E des automorphismes
préservant la fibration rationnelle {x = cte}. Par la théorie de Bass-Serre, il agit donc
sur un arbre simplicial. On montre [FM89] qu'un élément de Aut[C?| peut étre de type
elliptique et dans ce cas il est conjugué a un élément de A ou de F; ou étre de type
hyperbolique et, dans ce cas, il est conjugué a une application dite « de Hénon » c’est-
a~dire a une composée d’applications de la forme (x,y) — (y,az + P(x)) avec a € C*
et deg(P) > 2. S. Lamy [Lam01b] a donné la classification suivante des sous-groupes
de Aut[C?] et ce, sans hypothese de type fini.

THEOREME 1.9. — Soit G un sous-groupe de Aut[C?]. A conjugaison par un automor-
phisme polynomial pres, on est dans l'un des quatre cas suivants :

1. G possede deux éléments hyperboliques engendrant un groupe libre non-abélien ;
2. G est un sous-groupe de A ou de E;

3. G est de type fini élémentaire hyperbolique ;

4. tous les éléments de G sont elliptiques et on n’est pas dans le cas (2).

Un groupe relevant du dernier cas est appelé groupe de Wright : les premiers exemples
ont été donnés dans [Wri79]. Un tel groupe G n’est jamais de type fini, mais est abélien,
et est 'union croissante de groupes H; cycliques et finis. Une description plus détaillée
est donnée dans [LamO01lb, Proposition 3.12]. Pour un exemple concret de groupe de
Wright, on procede comme suit. Pour tout & > 1, notons gx(x,y) = (y,ckyychl + x),
avec ¢, € C* arbitraire; @), = g?0g2...092; Hy = {(—x,—y)) et Hy, = 01.((Cox, Gy)) it
avec (j, = exp(2im/2"1). Alors H = Up>oHy est un groupe de Wright.
Automorphismes de surfaces affines. Le théoreme 1.9 et plus généralement 1’étude
des propriétés algébriques de Aut[C? par S. Lamy ont été une source importante
d’inspiration pour 1’étude des sous-groupes de type fini du groupe de Cremona. No-
tons que d’autres surfaces affines ont un groupe d’automorphismes dont la structure
est trés proche de celle de Aut|[C?). C’est le cas pour les surfaces obtenues comme
complémentaire d’une chaine de courbes rationnelles portant un diviseur ample dans une
surface projective [GD75, GDT77]; ou des surfaces affines de C* d’équations zz = P(y)



998-09

avec P de degré au moins 2 [Mak90]. Le groupe d’automorphismes de toutes ces surfaces
affines agit par isométries sur un arbre réel : le théoreme 1.9 possede donc probablement
un analogue dans toutes ces situations. Nous renvoyons a [DLO8] pour une description
d’une famille de générateurs de ces groupes.

Le cas des surfaces cubiques est particulierement intéressant. Soit S une cubique
lisse de C? dont la complétion S dans P?(C) est aussi lisse. On suppose de plus que
le plan & l'infini P, est un plan tri-tangent, c’est-a-dire que I'intersection S N P, est
I'union de trois droites L, L,, L, s’intersectant en trois points distincts p, = L, N L,
py =L.NL,etp, = L,NL,. Prenons un point p € S, et considérons la droite joignant
p a p,. Elle coupe S en un troisieme point que 1'on note o,(p). On obtient ainsi une
involution sur S. On construit de méme deux autres involutions o, et o,. Le groupe
G = (04,04,0,) est alors un sous-groupe du groupe des automorphismes de la surface
affine S qui est isomorphe au produit libre Z/2xZ/2 %7, /2. En regardant 'action de G
sur le cycle déterminé par les trois droites a 'infini, on montre de plus la trichotomie
suivante pour 'action d’un élément g € G : soit g est conjugué a o, et est de type
elliptique ; soit il est conjugué a o,0,, de type parabolique et préserve une fibration
rationnelle ; soit il est hyperbolique. En particulier, G est un groupe de type fini de
Cr(2) non élémentaire.

Notons que le groupe G apparait dans plusieurs contextes de nature tres différente :
dans I’étude de I'espace des représentations du groupe libre a trois générateurs a valeurs
dans SL(2, C), voir [BG99] pour une description élémentaire ; dans I’étude des équations
de Painlevé VI, voir [DMO00, IU07] ; et enfin dans la théorie des opérateurs de Schrodinger
discrets, voir par exemple [Dam00] et les références qui s’y trouvent.

Le lien entre surfaces cubiques et espace de représentations permet d’obtenir des
morphismes du groupe modulaire de Teichmiiller de la sphere privé de quatre points
dans Cr(2) qui préservent le type®. De méme, le lien avec les équations de Painlevé
fournit des morphismes de (P! \ {0,1, 00}) dans Cr(2) qui préservent le type.

Prenons le cas de la cubique singuliere de Cayley Scay, qui est obtenue comme quo-
tient de P(C) x P!(C) par l'involution (z,y) — (z~1,y~!). L’action d'une application
birationnelle mononomiale (z,y) — (2%, 2°y?) avec a, b, ¢, d € Z vérifiant ad—be = +1
descend sur Sg,y. On obtient ainsi une action birationnelle de SL(2, Z) sur Sg,y, et donc
un morphisme de SL(2,Z) dans Cr(2) qui préserve le type. Une équation de Sc,, dans
C? est 2% + y* + 2% + xyz = 4. On montre que I'action de SL(2,Z) se déforme en une
action préservant le type sur les surfaces {22 +y*+ 22 +xzyz = a} avec a € C, voir [Go03].

Nous renvoyons a [Can07, CLo08] pour plus de détails sur toutes ces constructions.

Groupe symplectique et groupe de Thompson. Cet exemple est di & A. Usnich [Usn06].
On fixe des coordonnées homogenes [z : y : z] dans P?(C), et on note w la 2-forme
méromorphe donnée par dz A dy/zy dans la carte [z : y : 1]. Soit Symp le sous-
groupe de Cr(2) préservant w, c’est-a-dire le groupe des applications birationnelles f

()Le type d’un élément du groupe modulaire de Teichmiiller est donné par le type de son action sur
I'espace de Teichmiiller.
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telles que f*w = cw pour une constante ¢ € C*. Ce groupe contient SL(2,7Z) iden-
tifié aux applications monomiales (x,y) — (2%°, 2°y?) avec ad — bc = +1; le groupe
(z,y) — (Cx,&y) avec ((,&) € C* x C*; ainsi que P'application ¢ = (y,HTy). Notons
A=x=0]+[y=0]+ [z =0] le diviseur de —w, et Jf le diviseur déterminé par ’an-
nulation du déterminant jacobien de f. Pour tout f € Symp, on a alors

(1) FFA=A+Tf.

Soit Mg I'espace des valuations monomiales sur C[z,y], c’est-a-dire des fonctions v, :
Clz,y] — R de la forme vs,(3;; a;;z'y’) = min{is + jt,a;; # 0} pour un couple
(s,t) € R% Muni de la topologie de la convergence simple, cet espace s’identifie & R? et
contient naturellement le réseau My C Mg des valuations ne prenant que des valeurs
entieres.

Toute application birationnelle de P?(C) agit sur 1'espace des valuations de Clz,y].
Lorsque f € Symp, on montre en utilisant (1) que cette action préserve Mg ainsi
que le réseau My, et que cette action est affine par morceaux. Par exemple @, (s,t) =
(t,—s + min{0,¢}). On obtient donc un morphisme p de Symp dans le groupe 7" des
homéomorphismes de R? qui sont affines par morceaux et préservent le réseau Z2. Ce
groupe est appelé groupe de Thompson, voir [CFP96]. En utilisant une présentation
du groupe T astucieuse, A. Usnich montre que la restriction de p au sous-groupe de
Symp engendré par SL(2,7Z) et ¢ est surjective sur 7. Notons que 7" ne peut étre réalisé
comme sous-groupe de Cr(2) car il ne vérifie pas l'alternative de Tits.

1.4. Quelques questions sur Cr(2)

Les résultats précédents suggerent quelques questions naturelles. Nombre d’entre elles
sont déja explicites dans [Can07].

Il est tout d’abord probable que le théoréeme B puisse étre précisé.

QUESTION 1. — Soit G un groupe élémentaire elliptique préservant une fibration ra-
tionnelle. Eriste-t-il un modele X dans lequel tous les éléments de G sont des automor-
phismes ?

QUESTION 2. — Soit G un groupe élémentaire hyperbolique. Le groupe Gy donné par
le théoréme B est-il de type fini?

Nous avons décrit les morphismes des réseaux des groupes de Lie vérifiant la propriété
(T) dans Cr(2). Il reste donc le cas des réseaux de SO(n, 1) et SU(n, 1). Peu d’exemples
de morphismes injectifs de tels réseaux sont connus. Les automorphismes des surfaces de
Coble génériques sont des réseaux de SO(9, 1) comme on I’a vu a la section précédente.

QUESTION 3. — Pour quels entiers n existe-t-il un réseau de SO(n,1) ou SU(n,1)
s’injectant dans Cr(2)?
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Il existe de nombreux morphismes du groupe libre vers le groupe de Cremona.
Pour les groupes proches du groupe libre, il nous faut donc imposer des conditions
supplémentaires sur les morphismes pour avoir une chance de les classer.

Prenons le cas du groupe fondamental 71(S) d’une surface réelle hyperbolique S de
type fini éventuellement avec des points orbifolds. On a alors une notion naturelle de
type d'un élément v € 71(.S) suivant le type (hyperbolique, parabolique ou elliptique)
de son action sur le disque de Poincaré.

QUESTION 4. — Classer les morphismes injectifs p : w1 (S) — Cr(2) préservant le type.

Notons que des exemples de morphismes des groupes fondamentaux de surfaces com-
pactes dans le groupe des automorphismes polynomiaux de C? dont I'image contient au
moins un élément hyperbolique ont été construits par S. Cantat et S. Lamy [CLa06].
Le cas de SL(2,7Z) parait particulierement intéressant au vu du théoréme 1.3. Enfin on
peut poser la méme question pour les réseaux de SO(n, 1) et SU(n, 1) en adaptant la
notion de type. Notons que le cas des représentations fideles discretes et préservant le
type de PSL(2,Z) dans PU(2,1) est traité dans [FP03].

Le groupe de Cremona est a bien des égards proche des groupes linéaires. On peut
donc se poser la question de savoir si les propriétés de Malcev et Selberg sont encore

valables dans Cr(2).

QUESTION 5. — Soit G un sous-groupe de type fini de Cr(2). Est-ce que G contient un
sous-groupe d’indice fini et sans torsion? Est-ce que G est résiduellement fini, c’est-a-
dire que pour tout g € G il existe un morphisme p : G — H avec H fini et p(g) # 17

Nous avons vu que les théoremes de structure des groupes de type fini permettent de
déduire de nombreuses propriétés du groupe de Cremona. On ne comprend cependant
pas en détail la structure des sous-groupes abéliens.

QUESTION 6. — Classer les sous-groupes abéliens de Cr(2) mazimauz pour l'inclusion.

Le cas non dénombrable a été étudié par J. Deserti [DesO6a] : un tel groupe préserve
un feuilletage ou bien tous ses éléments sont de torsion. Le cas dénombrable semble plus
délicat : un exemple d’un tel groupe isomorphe & Z® est donné a la section 1.3. La clas-
sification des sous-groupes abéliens maximaux qui contiennent un élément hyperbolique
est aussi ouverte.

QUESTION 7. — Le centralisateur d’un élément hyperbolique de Cr(2) est-il une exten-
sion de Z par un groupe fini?

La réponse a cette question est positive pour les automorphismes du plan par
S. Lamy [LamO01b], ou sous certaines hypotheses de nature dynamique, voir [Can07, §5].
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Notons que comme D'alternative de Tits est vérifiée pour Cr(2), tout sous-groupe de
type fini moyennable du groupe de Cremona est résoluble. De plus tout sous-groupe
résoluble de type fini de Cr(2) est élémentaire.

QUESTION 8. — Tout sous-groupe résoluble de type fini de Cr(2) posséde un sous-
groupe d’indice fini dont le groupe dérivé est nilpotent.

Inspiré par les résultats récents d’E. Breuillard sur l'alternative de Tits [Bre08], on
peut enfin poser la question suivante.

QUESTION 9. — L’alternative de Tits uniforme est-elle valide dans Cr(2)? En d’autres
termes, existe-t-il une constante C' > 0 telle que, pour toute famille finie fi,..., f, €
Cr(2) engendrant un groupe non résoluble, on puisse trouver deur mots en les f; de
longueur au plus C et engendrant un groupe libre non abélien ?

2. ACTION D’UNE APPLICATION RATIONNELLE DE SURFACE
EN COHOMOLOGIE

Une application rationnelle f : X --+» X définie sur une variété projective induit
une action linéaire sur la cohomologie de Dolbeault H??(X) méme lorsqu’elle admet
des points d’indétermination. C’est un fait maintenant bien établi que cette action en
cohomologie détermine de nombreux aspects de la dynamique de f. Par un théoreme de
M. Gromov [Gro03], et de T.-C. Dinh et N. Sibony [DS04, DS05], elle permet d’obtenir
une borne supérieure sur l’entropie topologique. A. Russakovskii et B. Shiffman [RS97]
ont aussi montré son importance pour les problemes de distribution des sous-variétés
itérées. C’est a ces auteurs que 1'on doit la notion importante de degré dynamique que
I’on rappellera ci-dessous.

On ne sait cependant exploiter 'information contenue dans ’action en cohomologie
que sous certaines conditions portant sur I’ensemble d’indétermination de f. On est donc
tenté de trouver un autre modele birationnel dans lequel ces conditions sont satisfaites.
Ce probleme s’avere cependant trés ardu™, et Iidée de travailler simultanément avec
tous les modeles birationnels est donc apparue naturellement.

Nous allons tout d’abord expliquer comment parler de ’espace des classes de coho-
mologie de tous les modeles birationnels du plan projectif et en étudier la structure. En
particulier, on y construira 'espace hyperbolique H(3) mentionné dans l'introduction
sur lequel Cr(2) agit par isométries. Ensuite nous utiliserons cet outil pour décrire en
détail 'action d’une application birationnelle sur la cohomologie (théoreme 2.7).

(MSeul le cas des surfaces a été traité systématiquement, et il n’est pas complétement résolu & ce jour,
voir cependant [DF01, FJ07, FJ08].
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2.1. Classes dans la variété de Riemann-Zariski

Un modele (lisse) de P? est une surface projective lisse X munie d’une application
birationnelle 7 : X --» P2, Deux modeles X, X’ sont équivalents si I’application bira-
tionnelle induite X --+ X’ est un isomorphisme. Un modele X domine un autre X’ si
cette application est réguliere. Dans ce cas, X est obtenue a partir de X’ en éclatant
un nombre fini de points (éventuellement infiniment proches). L’ensemble 9B des classes
d’isomorphismes de modeles forme un ensemble inductif : pour tout couple de modeles
X, X’ il existe un modele X” les dominant tous les deux.

Il n’existe pas de variété projective dominant tous les modeles de P2. Cependant on
peut considérer la limite projective de tous les modeles. Muni de la topologie produit,
on obtient un espace topologique® 3 appelé variété de Riemann-Zariski. L’ensemble de
tous les points de tous les modeles de P? est naturellement inclus®®dans 8. Cet espace
permet donc de s’abstenir de travailler avec un modele en particulier : ¢’est pour cela
qu’il a été introduit par Zariski [Zar44] dans 'optique de démontrer des théoremes de
désingularisation. On ne travaillera pas directement sur cet espace, mais il est bon de
garder a l'esprit que les espaces que ’'on va maintenant introduire sont en quelque sorte
les espaces de (co)homologie de B.

Soit X un modele de P?. Considérons l’éclatement de X en un point p € X :
i X' — X, et notons E le diviseur exceptionnel, d’auto-intersection —1. Le morphisme
naturel u* : H3(X,Z) — H?(X’,Z) est alors injectif, et il n’est pas difficile de montrer
que H*(X',Z) = H*(X,Z) ® Z[E]. Cette décomposition est de plus orthogonale pour la
forme d’intersection induite par le cup produit.

Comme H?(P?, Z) est engendré par la classe L d'une droite pour laquelle L - L = +1,
pour tout modele de P? la forme d’intersection sur H?(X, Z) est de type Minkowski, et
posseéde une base orthogonale «, ..., ay, avec af = +1 et a? = —1 pour k > i > 2.

Si X’ domine X et p: X’ — X est le morphisme induit, les applications linéaires na-
turelles p* : H*(X,R) — H?*(X',R) et u, : H*(X',R) — H?*(X,R) sont respectivement
injective et surjective, et on a u,u* = id sur H*(X, R).

DEFINITION 2.1. — Une classe de Weil est un élément o de la limite projective
@% H?(X,R) selon les morphismes p.. En d’autres termes, c’est la donnée pour tout
modéle X d’une classe ax € H*(X,R) telle que p,ax = ax dés que X' domine X et
i X' — X est le morphisme induit.

Une classe de Cartier est un élément o de la limite injective lim . H%(X,R) selon
les morphismes p*. C’est-a-dire que « est une classe de Weil au sens précédent pour
laquelle on peut trouver un modele X, tel que ax = p*ax, pour tout modele X dominant
Xo, avec p: X — Xy le morphisme induit.

(8) Celui-ci peut étre muni d’une structure naturelle d’espace annelé.

) L’inclusion est stricte : 'ensemble de tous les points infiniment voisins, aussi appelé « bubble
space » par Y.I. Manin [Man86, §35], a été utilisé par les géometres italiens pour développer la
théorie de l'intersection dans les surfaces, voir [Del69].
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Si « est une classe de Cartier, et Xy est un modele vérifiant la condition ci-dessus, on
dira que « est déterminée dans Xy ou que Xy détermine a. Si a est une classe de Weil et
X est un modele arbitraire, la classe ax est appelée incarnation de o dans X. Fixons un
modele X, et une classe ag € H*(X,R). On peut alors lui associer la classe de Cartier
a déterminée dans X par . Ainsi on obtient un morphisme injectif de H*(X, R) dans
I’espace des classes de Cartier. L’ensemble des classes de Cartier est donc I'union des
H2(X,R) pour X parcourant 'ensemble des modeles de P?.

On notera H?(*P) I'ensemble de toutes les classes de Cartier. De méme, on notera
H, () 'ensemble de classes de Weil. Ce sont des espaces vectoriels de dimension infinie,
et on a H?(*P) C Ha(P).

Ces espaces ont été introduits pour la premiere fois par Y.I. Manin [Man86]. Ils sont
ensuite apparus dans les travaux de V.V Shokurov [Sho03] liés a la géométrie biration-
nelle des variétés projectives de dimension quelconque. Leur apparition en dynamique
holomorphe est récente et est due simultanément a S. Cantat [Can07] et & S. Boucksom,
M. Jonsson et moi-méme [BFJ0S].

2.2. Intersection

Nous suivons essentiellement [BFJ08] auquel nous renvoyons pour des preuves
détaillées.

Soient « une classe de Weil, et 3 une classe de Cartier déterminée dans un modele X.
La quantité ay - Bx ne dépend alors pas du choix du modele, et on la note o - 3 € R.
On a donc une forme bilinéaire Hy () x H2(P) — R qui est symétrique sur H2(P).

Pour bien comprendre la structure de cette forme, nous allons construire des bases
de Hy(%B) et H*(B) respectivement. Introduisons I'ensemble Vy constitué des classes
d’équivalence de couples (p, X) avec p € X et X un modele dominant P? pour la
relation : (p, X) ~ (p/, X') si et seulement si le morphisme naturel p: X --+ X’ est un
isomorphisme au voisinage de p et qu’il envoie ce point sur p’. L’ensemble Vx est en
bijection avec ’ensemble des anneaux de valuations discretes du corps des fonctions de
P?(C) dont le corps résiduel est une extension non triviale de C et dont le centre dans
P? est un point.

A tout élément v = (p, X) € Vx est associée une classe de Cartier. Si pu: X’ — X est
I’éclatement de X en p, on définit £(v) = E(p, X) comme la classe de Cartier déterminée
dans X' par la classe fondamentale du diviseur exceptionnel de u. Notons de plus £ la
classe de Cartier déterminée par la classe d’une droite dans P2,

Onal-L=+1,Ev)-E(v)=—1,etE(v)-E(V) =E(v)-L = 0 pour tout v # v € Vx.

THEOREME 2.2. — L’application linéaire 6 : Hy(B) — R & RYx définie par 0(a) =
a-LO{v— a-EW)} est un isomorphisme.

Pour alléger les notations, pour toute collection a,a, € R, on notera al +
> vevy WEW) pour (a,{v + a,}) € R @ R et on l'identifiera & la classe de Weil
correspondante.
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Une classe a = al + ) o a,E(v) est de Cartier si et seulement si I'ensemble
{v € Vx,a, # 0} est fini. Dans ce cas, on a a-a =a” -3, a’. On est donc amené a
la définition suivante.

DEFINITION 2.3. — Une classe de Weil o = al + 3, a,E(v) est dite L? si
Y a? < 4o0.

On peut donner une caractérisation intrinséque des classes L2. Si « est une classe de
Weil, alors « est L? si et seulement si infg{ax - ax} > —ooc.

On note L?(P) 'espace des classes L2. Tl contient strictement H?(*P) et est strictement
contenu dans Hy (). On a une forme bilinéaire symétrique naturelle sur L2(3) envoyant
a=al+),cp V), =dL+) ., a,(v)sura-o =ad 3 a,aq, Cestune
forme non-dégénérée de type Minkowski. Notons par ailleurs que la forme quadratique
a+— 2(a- L) — a -« est définie positive, et que L*() est un espace complet pour la
norme associée.

DEFINITION 2.4. — L’espace H(P) est par définition le sous-ensemble des classes o €
L?(B) telles que a-a=+1 et a- L > 0.

Rappelons que pour un espace vectoriel (V, ¢) de dimension finie munie d’une forme de
type Minkowski, I’ensemble {a € V, g(a) = 41} est une hypersurface H(V') possédant
deux composantes connexes, et que la restriction de ¢ a cette hypersurface induit une
métrique riemanienne pour laquelle H(V') devient le modele hyperboloide de I'espace
hyperbolique de dimension dim(V') — 1.

Dans notre situation, L?(*) est de dimension infinie, mais la situation est essentielle-
ment la méme. Posons dy(«, 3) := (cosh) ™! (- 3) avec cosh(z) = 1(e”+e~"). On vérifie
que dy définit une métrique sur H(P) pour laquelle cet espace devient hyperbolique au
sens de Gromov.

Dans la suite, on notera C* le cone convexe de toutes les classes a € L*(B) telles que
a-a>0eta-L>0. Laréunion C* U {0} est fermée pour la topologie faible duale de
I'espace de Hilbert L?(R).

2.3. Positivité

Il existe plusieurs notions de positivité pour les classes de H?(X,R) d’une variété
ké&hlérienne compacte X. Nous renvoyons a [De96, §6] et a [Laz04] pour une discussion
détaillée.

Fixons X un modele de P? et a une classe dans H?*(X,R). A tout R-diviseur Z =
> aiCy avec ai, € R et Cy des courbes irréductibles de X est associée une classe notée
[Z] égale & >~ apei (Ox(Cy)) € H2(X,R). La classe ¢;(Ox(Cy)) coincide avec la classe
fondamentale de Cj, plongée dans X, et appartient au réseau H?(X,Z). On dira que
« est effective si et seulement si elle peut étre représentée par un R-diviseur effectif,
c’est-a-dire dont tous les coefficients a; sont positifs. L’ensemble des classes effectives
est un cone convexe qui n’est pas fermé en général. Son adhérence est appelée le cone
des classes pseudo-effectives et notée Psef(X) C H?(X,R). C’est un cone strict au
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sens ou Psef(X) N —Psef(X) = {0}. On montre quune classe est pseudo-effective si et
seulement si elle est représentée par un courant positif fermé de bidegré (1,1).

Par dualité, on définit aussi la notion suivante : a est dite nef si et seulement
si -3 >0 pour toute classe 3 pseudo-effective. L’ensemble des classes nef est un
cone convexe fermé strict contenu dans Psef(X). On le note Nef(X). On montre que
I'intérieur du cone nef est constitué exactement des classes déterminées par les formes
de Kahler sur X.

DEFINITION 2.5. — Une classe o € Ho(P) est pseudo-effective (resp. nef) si et seule-
ment si pour tout modéle X de P? son incarnation ax est pseudo-effective (resp. nef).

Si « est une classe de Cartier déterminée dans X, il est facile de voir que « est psef
(resp. nef) si et seulement si son incarnation dans X 1'est. Notons enfin que toute classe
nef est L? car la famille {ay - ax} est bornée inférieurement par 0.

2.4. Classification des éléments de Cr(2)

On va maintenant s’intéresser a ’action d’une application birationnelle f € Cr(2)
sur la cohomologie. Deux ingrédients vont jouer un role important : la notion de degré
dynamique, et action de f sur L?(*B). Nous allons voir comment ceux-ci interagissent.

Commencgons par le degré dynamique. Son origine est sans doute a chercher parmi
les travaux de la fin des années 80 reliant entropie dynamique et croissance des vo-
lumes, qui ont culminé avec ceux de Gromov, Newhouse et Yomdin. Cette notion a
ensuite progressivement émergée apres la publication du papier d’Arnol’d [A90], voir
par exemple [V92, HVO8, BV99|, et a été finalement formalisée par Russakovskii et
Shifmann [RS97].

En coordonnées homogenes [z : y : 2], une application birationnelle f de P? est définie
par trois polynomes homogenes sans facteur commun. Leur degré commun est appelé
degré de f et on le note deg(f). Si L est une droite générique de P2, sa préimage f~'L
est une courbe de degré deg(f). On vérifie facilement que deg(f og) < deg(f) x deg(g)
pour tout couple f, g € Cr(2). La suite deg(f™) est donc sous-multiplicative, et on peut
poser :

A(f) = lim deg(f")"/" .
On appelle A\(f) le degré dynamique de f, voir [RS97]. En utilisant la sous-
multiplicativité, il est facile de voir que A(g~' o f o g) = A(f) pour tout g € Cr(2).

La construction de 1’action de f sur I'espace L*(3) nécessite plusieurs étapes. Pre-
nons tout d’abord f : X — X’ un morphisme (pas nécessairement birationnel) entre
deux surfaces. On a alors deux applications linéaires f*, f. entre H*(X, R) et H*(X',R)
préservant les réseaux H?(X,Z) et H*(X',Z) et qui vérifient f*a -8 = «a - f.3 et
foffa = e(f) x a avec e(f) le degré topologique de f. Ces constructions sont fonc-
torielles : pour deux morphismes f et g, ona (fog). = fiog. et (fog)"  =g* o f*

Supposons que l'application f : X --+ X’ soit seulement rationnelle, et prenons I'
une désingularisée du graphe de f. On a deux morphismes, I'un birationnel 77 : I' — X
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et Pautre 75 : [' — X’ de degré topologique e(f), tels que f = m o 7. On définit
les applications linéaires fyu = mo. o w7 : H*(X,R) — H*(X",R) et f# = m,0m} :
H*(X' R) — H*(X,R).

Il est important de noter que ces constructions ne sont plus fonctorielles. Ainsi si f
est une involution birationnelle de degré au moins 2 dans P?, les morphismes f4 et f#
s’identifient & la multiplication par deg(f) et on a1 = deg(fof™') < deg(f) xdeg(f™1).
On garde cependant toujours la propriété f#a - 3 = « - f43 pour toutes classes a, (.

Fixons désormais f € Cr(2), et soit a une classe de Weil. Pour tout modele X,
prenons un autre modele X’ tel que 'application ¢ : X’ — X induite par le relevement
de f soit holomorphe. On définit f,a comme 'unique classe de Weil dont I'incarnation
dans X est déterminée par ¢.(ax/). Si « est une classe de Cartier déterminée dans X,
on définit f*a comme I'unique classe de Cartier déterminée dans X' par f*ax.

On vérifie (voir [BFJO08]) que ces définitions sont cohérentes, que f, préserve les classes
de Cartier, et que f* s’étend continiment aux classes de Weil (pour la topologie de la
limite projective). On montre de plus que f* et f, induisent des opérateurs continus
sur L2(B) et vérifient :

fra-fB=a-fet ffa-f=a- .0

pour toutes classes a, 3 € L2(*B), voir [BFJ0S].
Notons maintenant que pour tout modele X, on a :

deg(f) = f*L- L = f*Lx - Lx

Lorsque le morphisme naturel p : X — P? est régulier alors Lx = p*L avec L la classe
d'une droite dans le plan. En utilisant le fait que f# préserve le cone convexe strict
Nef(X) et que pour toutes classes nef o, 5 on a 2(a - §) @ > (a - «) 3, on montre la

PROPOSITION 2.6. — Soit X un modéle de P?. Fizons une norme || - || arbitraire sur
H2(X,R). Alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout f € Cr(2), on ait
Cldeg(f) < [|f7] < Cdeg(f).

Cette proposition a été étendue en toute dimension et dans le cadre kahlérien par
Dinh et Sibony [DS04].

Nous pouvons maintenant décrire ’action d’une application birationnelle sur la co-
homologie H?. Ce résultat est essentiellement di & J. Diller et moi-méme [DF01] avec
des contributions essentielles de M.H. Gizatullin [Giz80] pour le cas parabolique (voir
aussi [B]).

THEOREME 2.7. — Soit f € Cr(2). Alors le degré dynamique \(f) est un entier
algébrique > 1 dont les conjugués sur Q distincts de lui-méme sont de norme < 1.
On est de plus dans un et un seul des trois cas suivants.

1. Soit AX(f) > 1 : il existe alors deuz classes nef ay et a_ € C* telles que f*ay =
Moy, et fra_ = XN f)ta_. Lisométrie induite par f sur H(B) est de type
hyperbolique, et deg(f™) = c- X(f)" 4+ O(1) pour une constante ¢ > 0.
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2. Soit il existe une classe a € C* telle que f*ag = ag mais f* ne possede aucun point
fize dans H(P). L’isométrie induite par f sur H(P) est donc de type parabolique.
Dans ce cas, on a deux possibilités.

(a) Soit deg(f™) = c-n+ O(1) pour une constante ¢ > 0 et il existe un modéle
X muni d’une fibration rationnelle © : X — P! préservée par f.

(b) Soit deg(f™) = c¢-n*+ O(n) pour une constante ¢ > 0 et il existe un modéle
X muni d’une fibration elliptique m : X — P! préservée par f.

3. Soit l'application f* fize une classe dans H(B). L’ isométrie induite par f sur H()
est donc de type elliptique. Dans ce cas, on peut trouver un modele X sur lequel
f induise un automorphisme, et un itéré de f est conjugué a un automorphisme
d’une surface rationnelle minimale.

Démonstration. — La preuve s’effectue en plusieurs étapes.

PREMIERE ETAPE. On introduit la notion suivante due & Fornzess et Sibony : un modele
X est dit adapté? & f si (f")# = (f#)" sur H*(X,R) pour tout n > 0. C’est un fait
simple mais important que X est un modele adapté si et seulement s’il n’existe aucune
courbe C' contractée par f et envoyée par un itéré f™ sur un point d’indétermination
de f pour un entier n > 1.

Par la proposition 2.6, si X est un modele adapté, alors A(f) est le rayon spectral
de I'application linéaire f# : H*(X,R) — H?(X,R). Cependant, la construction d’'un
modele adapté est en général tres compliquée. Il existe méme des applications ration-
nelles (non inversibles) qui n’admettent aucun modele adapté, voir [Fav03]. On a le
résultat important suivant.

THEOREME 2.8 ([DFO01]). — Soit f : X --» X wune application biméromorphe
d’une surface complexe compacte lisse. Alors il existe un morphisme biméromorphe
e X' — X tel que la surface X' soit un modéle adapté pour l'application relevée

pltofou: X" - X'

Démonstration. — On écrit 'application biméromorphe f comme composée d’écla-
tements de points X = X BN X, RN X, suivie par des contractions de courbes
X, Fogt X1 Fog2 L X, = X, Pour simplifier les notations, pour un entier j ar-
bitraire, on note X; = Xjod2n €t [tj = [4j mod 2n- On définit N comme le nombre
d’indices 7 entre n 4+ 1 et 2n pour lequel la courbe contractée par u; est envoyée par la
composée fi;_10...0 f;41 © f1; sur le point d’indétermination de y; (avec donc j mod 2n
entre 1 et n). Si X n’est pas un modele adapté, alors N > 1 et on prend deux in-
dices i < j comme ci-dessus avec |i — j| minimal. On éclate alors les j — i + 1 points
pi = 1i(Ci), piv1 = pit1(pi), jusqu’a p; = p;(pj—1). Ce faisant, on obtient un nouveau
modele birationnel de X et une nouvelle factorisation de l'application induite par f
pour lequel le nombre N a chuté d’au moins une unité. En itérant ce procédé, on arrive
finalement a un modele adpaté pour f. O]

(10)On dit aussi que f est algébriquement stable dans X, voir [FS95).
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DEUXIEME ETAPE. Supposons tout d’abord A(f) > 1. On va étudier en détail les
propriétés spectrales de f# dans un modele adapté. Si pu : X’ — X est I'éclatement
de X en un point p, on a p.pu*a = a + (a, E)E pour toute classe a € H?(X' R) avec
E = p~(p). En itérant cette équation on arrive a la formule suivante.

PROPOSITION 2.9 ([DFO01]). — Soit X un modéle adapté pour f € Cr(2). Il existe une
famille finie de diviseurs effectifs Zy, telle que pour toutes classes o, 3 € H*(X,R) on
ait :

(2) fra-f#B=a-B+) (a,Z) (8. Z) .

De plus la réunion des supports des Z), coincide avec 'ensemble critique de f=1.

Fixons un modele adapté X pour f de sorte que le rayon spectral de f# : H*(X,R) —
H2(X,R) est égal & A\(f). Comme f# préserve le réseau H?(X,Z), A(f) est un entier
algébrique. Le cone des classes nef est un cone convexe fermé strict et préservé par f# : le
théoréme de Perron-Frobenius fournit donc une classe nef ay vérifiant f#ay = A(f)ax.
De (2) et du fait que la forme d’intersection est de type Minkowski, on montre que \(f)
est une valeur propre simple de f# et que toutes les autres valeurs propres sont de norme
< 1. Les conjugués de A(f) sont toutes des valeurs propres de f# ce qui démontre la
premiere assertion du théoreme.

On cherche maintenant & construire une classe nef o, € L*(P) vérifiant f*a, =
A(f)ay. Le théoreme 2.8 permet de choisir une famille de modeles adaptés {X;}ier
telle que tout modele de P? est dominé par au moins un modele X; de cette famille.
Pour alléger les notations, on note f; : X; --+ X; I'application induite par f, et fz-# :
H?(X;,R) — H%(X;,R) l'opérateur associé. Pour tout i, on considere I'unique classe oy
vérifiant fi#ozi = A(f)a; normalisée de telle sorte que «; - Lx, = +1. C’est une classe
nef, et on vérifie que p.a; = o; dés que p : X; — X, est réguliere. Il existe donc une
classe de Weil a; dont l'incarnation dans chaque X; est égale a ;. Cette classe est nef
(donc L?) et elle vérifie f*ay = A(f)a.

En répétant la méme construction avec f~!, on trouve une classe de Weil nef a_

telle que (f1)*a_ = X(f)a_, et donc f*a_ = A(f)'a_. Les deux classes a,a_
sont nécessairement distinctes et d’auto-intersection nulle, et la restriction de la forme
d’intersection a l'orthogonal H au plan engendré par o, et a_ est définie négative.
Comme f* est une isométrie pour la forme d’intersection, sa restriction a H est un
opérateur unitaire. Le spectre de f* sur L2(3) est donc inclus dans la réunion du couple
A(f)E! et du cercle unité. En écrivant deg(f™) = f**L - L et en utilisant les propriétés
spectrales de f* sur L? on montre sans probleme que deg(f™) = cA(f)" + O(1) avec
c=1/(as - a).
TROISIEME ETAPE. On suppose maintenant que A(f) = 1. On choisit un modele
adapté X A f, et on construit comme précédemment une classe @ € H?*(X,R) nef
et f#-invariante. Soit H le sous-espace de H?( X, R) engendré par les classes de courbes
irréductibles et contractées par f~1. De (2), on tire a € H*.
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Premier cas : H contient o. Dans ce cas, on montre que f préserve une fibration
rationnelle et que I'on est dans le cas (2a) du théoreme en produisant une courbe C'
rationnelle lisse d’auto-intersection nulle dont la classe est proportionnelle a «. Cette
courbe est obtenue comme suit. On factorise f en une suite d’éclatements de points
i1 : X' — X composée avec une suite de contractions us : X’ — X. On choisit X’
minimale, et on pose C' = py(F) ot E est une courbe rationnelle lisse d’auto-intersection
—1 contractée par ;. Nous renvoyons a [DF01] pour les détails.

Second cas : H ne contient pas «. Les arguments qui suivent sont tirés de [Giz80).
Le critere de Grauert permet de contracter toutes les courbes critiques pour f=1, et
on obtient un nouveau modele sur lequel f devient un automorphisme. On peut en
fait prendre ce modele lisse car en dimension 2 tout automorphisme se releve sur la
désingularisée minimale, voir [Lau]. Notons que, dans ce cas, f# préserve la forme
d’intersection sur le réseau H(X, Z).

Si la suite des degrés de f est bornée, alors f# est d’ordre fini. Si f*# = id pour un
entier k, alors application f* descend comme automorphisme sur un modele minimal
de X. On est donc dans le cas (3) du théoreme.

Sinon la suite des degrés tend vers linfini, et pour toute classe de Kahler w
fixée, || f""w| — +oo. On en déduit que tout point d’accumulation « de la suite
[ w/|| i wl est nef, vérifie ffa = a, et a-a = a- Ky = 0. La classe a est de plus
entiere, et on peut donc trouver un fibré en droites L tel que a = ¢;(L). Le théoreme
de Hirzebruch-Riemann-Roch appliqué & L donne h°(L) = 1+ h'(L). Si L possede au
moins deux sections, alors il est associé a une fibration elliptique et I’équation f*a = «
montre que celle-ci est préservée par f. Sinon h°(nL) = 1 pour tout n > 0 et I'on
procede ainsi. Notons C' le diviseur des zéros d'une section de L. On montre que O¢(L)
n’est pas de torsion dans le groupe de Picard de la courbe (singuliere et non réduite)
C, en utilisant la suite exacte de restriction 0 — Ox — Ox(C) — O¢(C) — 0. On
regarde ensuite le morphisme p : NS(X) — Pic(C). La forme d’intersection est définie
négative sur ker(p), donc quitte a remplacer f par un itéré, f#|ker(p) est I'identité.
On montre alors que 'action de f sur Pic’(C) est I'identité. Supposons pour simplifier
que C' soit irréductible, et prenons une classe a € H?*(X,R) telle que o - C = 0.
Alors f#a — a € ker(p) et pour toute classe 3 € ker(p), on a (ffa —a)-3 = 0.
Ceci implique f# = id sur H3(X,R), et contredit notre hypothese deg(f") — -+oo.
Lorsque C' est réductible, la preuve est analogue bien que plus délicate, voir [Giz80,
Proposition 6]. O

3. DEMONSTRATION DES THEOREMES A ET B

Commencons par quelques remarques élémentaires. Rappelons que la forme quadra-
tique q(a) == —a - a + 2(a - £)? sur L2(P) est définie positive et munit L2(P) d’une
structure d’espace de Hilbert réel. On notera ||a||* := ¢(«). On introduit aussi I'espace
AB) ={a e l? a-a>0eta- L = +1}, de telle sorte que C* est un cone de
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base A(). Pour tout € > 0, et toute classe a € A(P) d’auto-intersection nulle, on
pose U(a,¢€) := {8 € A(P), (a - ) < €}. C’est un voisinage ouvert de o dans A(P)
de diametre 2¢. Notons que lorsque f € Cr(2) est hyperbolique, 'opérateur f* possede
exactement deux vecteurs propres oy # a_ d’auto-intersection nulle dans A(*J3) associés
aux valeurs propres A(f) et A(f)~!. En particulier une telle application ne préserve ja-
mais de fibration. Dans la suite, on notera Fix(f) = {a,,a_}. Enfin, par commodité,
pour tout f € Cr(2) on notera f l'action projective sur A() induite par f*.

On fixe désormais un sous-groupe G de Cr(2) de type fini.

PREMIER CAS : il existe f,g € G hyperboliques tels que Fix(f) N Fix(¢g) = @. Dans
ce cas, on montre que pour un entier N assez grand, fV et ¢" engendrent un groupe
libre non-abélien. C’est une simple application du lemme dit du ping-pong ou critere
de Klein.

DEUXIEME CAS : (G contient un élément parabolique mais pas d’élément hyperbolique.
Prenons f € G un élément parabolique. Il préserve une fibration (rationnelle ou ellip-
tique) définie sur un certain modele X. La classe de Cartier oy déterminée dans X par
une fibre de cette fibration est nef et vérifie f*a, = a,. On va montrer que pour tout
g € Gon a g*a, = a4, ce qui prouvera que 1'on est dans le cas (2) du théoreme B.

On peut normaliser o, de telle sorte que oy € A(P), et on procede par contradiction.
Prenons donc ¢ € G tel que ¢(ay) # ay. Alors g = ¢! f¢ est parabolique et fixe
I'unique classe de Cartier 5, € A(B) proportionnelle & ¢(cy). On prend € > 0 de
telle sorte que U(ay,e) NU(B4,€) = @. Comme g est parabolique, pour N assez grand
gV (U(ay,€)) est inclus dans un voisinage arbitrairement petit de 5. Quitte & prendre
M assez grand, on aura de méme que fMgN(U(ay,e€)) C U(ay,€/2) € Ulay,e). Ceci
n’est possible que si 'application fM g™ est hyperbolique, d’ou la contradiction.

TROISIEME CAS : GG contient un élément hyperbolique mais on n’est pas dans le premier
cas. On va montrer que l'on est dans la situation (1) du théoreme B.

Fixons f € G hyperbolique. On regarde les orbites des éléments a et a_ de Fix(f)
sous l'action projective de G, c’est-a-dire les deux ensembles S1 = Ugeqggar C A(P).
Si Sy et S_ sont infinis, alors en conjuguant f par des éléments adéquats on trouve
deux éléments hyperboliques fi, fo tels que Fix(f;) N Fix(f2) = &, ce que nous avons
exclu. On peut donc supposer que Sy est fini. Comme f laisse fixe S, , cet ensemble est
soit réduit & o, soit égal a Fix(f). Dans le premier cas, le groupe G fixe projectivement
ay et, dans le second, le sous-groupe Gy des éléments de G fixant les deux classes a
et a_ est d’indice au plus deux.

En conclusion, quitte a remplacer G' par un sous-groupe d’indice 2, on peut supposer
que tous les éléments du groupe fixent projectivement la classe a,. Considérons le
morphisme p : G — R% tel que f*ay = p(f)as pour tout f € G. Pour conclure la
preuve, il faut démontrer que l'image p(G) est un sous-groupe discret de R .

Pour cela, on va montrer que p(G) N [1,2] est un ensemble fini. Prenons f, ..., f,, un
systeme de générateurs de GG, et notons K le corps de nombres engendré par les entiers
algébriques A(f1), ..., A(fn). On note d le degré de K sur Q. Prenons A € p(G) N [1,2],
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et ai,...,aq des entiers tels que A = thol aq—i\". Comme tous les conjugués de \

distincts de A sont de norme < 1, on a |a;| < 2(‘;). L’ensemble p(G) N [1,2] est inclus
dans 'ensemble des zéros d’au moins un polynéme X< — Z?;ol aq_; X" avec |a;| < 2(?).
C’est donc un ensemble fini.

QUATRIEME CAS : G ne contient que des éléments elliptiques. C’est le cas le plus
délicat. La démonstration repose sur le résultat clé suivant dont nous donnons une
preuve ci-dessous. La classe Kx € H?(X,R) est celle déterminée par le fibré canonique
de X.

PROPOSITION 3.1. — [l existe une classe de Cartier a nef et G-invariante et vérifiant
ax - Kx <0 pour tout modele X .

On fixe X un modele dans lequel « est déterminée, et on considere 1’ensemble C
des courbes rationnelles de X contractées par au moins un élément de G. Notons V' C
H?(X,R) le sous-espace linéaire engendré par les classes de courbe C' € C. Montrons
tout d’abord que o € V'*.

Prenons donc une courbe C' € C, g € G une application qui contracte C', I' une
désingularisation du graphe de g de telle sorte que les deux projections m; : I' — X,
i = 1,2, soient des morphismes birationnels et vérifient g = m o m; . Si C est la
transformée stricte de C' par 7y, alors par hypothese Wz(é’) est réduit a un point. Nous
avons donc [C] - ax = C - wfax = C-ar = C - whax = 0, ce qui conclut la preuve.

a. Supposons que « n’appartienne pas a V. Dans ce cas, le critere de Grauert s’ap-
plique et I'on peut contracter toutes les courbes de C. On obtient un modele X sur
lequel tout élément de G induit un automorphisme. On peut supposer ce modele lisse.
On regarde alors le morphisme naturel p : G — GL(H?*(X,Z)). Comme tout élément
de G est elliptique, tout élément de p(G) est de torsion, donc p(G) est fini. Le noyau
de p est un sous-groupe d’indice fini qui descend comme sous-groupe du groupe des
automorphismes d’un modele minimal de X. Si ce modele n’est pas P?(C), alors un
sous-groupe d’indice 2 de GG préserve une fibration rationnelle, ce qui conclut la preuve
dans ce cas.

b. Supposons maintenant que « appartienne a V. Alors R - a est le noyau de la
restriction de la forme d’intersection & V' donc appartient a H?>(X,Z). On peut donc
trouver un fibré en droites L tel que ¢;(L) = a. Par Hirzebruch-Riemann-Roch, on a
h%(nL) — h'(nL) =1—nL- Kx pour tout n > 0. Si h°(nL) > 2 pour un entier n, alors
L induit une fibration G-invariante. Celle-ci est rationnelle ou elliptique car L- Kx < 0.
Lorsqu’elle est elliptique, on peut considérer son modele minimal sur lequel G induit
un automorphisme. Les arguments de a. s’appliquent alors.

Il nous reste donc & traiter le cas ott h°(nL) = 1 pour tout entier n > 0, ce qui
implique L - L = L - Kx = 0. Notons C le diviseur des zéros d’une section de L. On
va construire un modele X’ tel que le morphisme naturel X’ — X est régulier et est
un isomorphisme au-dessus de X \ C, et pour lequel G C Aut(X’). On pourra alors
conclure comme précédemment.
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La construction de X’ repose sur 'analyse de I'action de G sur 'espace I'¢ des points
infiniment proches au-dessus de C. Cette technique a été utilisée par M. Gizatullin et
V.I. Danilov [GD75, GD77] dans leur étude du groupe d’automorphismes de certaines
surfaces affines. Elle a été systématisée par M. Jonsson et moi-méme pour étudier la
dynamique a l'infini des applications polynomiales de C?, voir [FJ07, FJOS].

La construction de l'espace I'¢ suit celle de [FJ04]. Soit B¢ I'ensemble des modeles
(modulo isomorphisme) lisses, obtenus par éclatement de points au-dessus de C' uni-
quement, et dont la préimage de C' est a croisements normaux. Pour tout p: Y — X
dans B¢, on note I', le graphe dual du diviseur p*(C') que 'on munit de la métrique
suivante. Si F, E' sont des composantes irréductibles de p*(C') s’intersectant, on pose
d,(E,E") = (ordg(p*C)ordg (1*C))~" On montre que ces métriques sont compa-
tibles entre elles et induisent une métrique naturelle sur la limite inductive (I'union)
(Ce,de) = @%C(Fc,dg). On n’utilisera pas ce fait, mais on peut montrer que
['c s’identifie a 'espace des normes multiplicatives | - | sur C(X) centrées sur C' et
normalisées par |C| = e™! qui deviennent monomiales dans un systéme adéquat de
coordonnées, voir [FJ04, Chapitre 6].

Du fait que G préserve la classe c¢;(L) au sens de H?*(B), G induit une action
isométrique sur (Uc,dc). Tout élément g € G est elliptique, donc se releve comme
automorphisme d’'un modele Y € B¢ : en particulier, 'action de g sur I'c possede
toujours au moins une orbite périodique. Comme L-L = L - Kx = 0, le genre de C' est
0 ou 1 et deux cas se présentent : soit I'¢ se rétracte sur un cercle, soit c’est un arbre.

Dans le premier cas, GG préserve ce cercle, et chacun de ses éléments agit par rotation
d’angle rationnel sur celui-ci. Mais G est de type fini, donc les orbites des points du
cercle sous I'action de G sont finies. Géométriquement, cela signifie que I’on peut trouver
un modele lisse p : X’ — X dominant X et une famille finie de courbes irréductibles
C1,...,C, de pu*C permutées par I'action de tout élément de G. Apres contraction de
toutes les composantes irréductibles de p*C' distinctes des C;, on trouve un modele
(singulier puis lisse) sur lequel G agit par automorphismes.

Lorsque I'¢ est un arbre, on peut facilement adapter la preuve de [Ser77, Corollaire 2,
§6.5] pour montrer que G fixe globalement un point de I'c. Comme dans le cas précédent,
on traduit géométriquement ce fait : on peut trouver un modele lisse p : X' — X
dominant X et une courbe irréductible Cy de p*C' fixée par 'action de tout élément de
G. Apres contraction de toutes les composantes irréductibles de pu*C' distinctes des Cy,
on trouve un modele sur lequel G agit par automorphismes.

Preuve de la proposition 3.1. — On montre tout d’abord que 1'on peut trouver une
classe G-invariante o € C*. Les arguments sont standard dans le contexte des actions de
groupe par isométries sur les espaces hyperboliques. Comme précédemment, il est plus
commode de travailler sur A(3) que sur H(PB). On a deux métriques en concurrence :
la métrique « euclidienne » diz2(a, B) = /—(a — 8)2 + 2(a — ) - £ définie sur A(P);
et la métrique hyperbolique dg(a, 3) qui vérifie coshdy(a, 3) = a - 3/(a?)(3?) et est
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définie sur A(B) N {a? > 0}. Pour g € Cr(2), on note g : A(P) — A(P) laction
naturelle.

Si lorbite de L est un ensemble borné pour la métrique dy, le lemme du
centre [dHV89, p.37] s’applique. Il existe une unique classe a € A(B) telle que
sup,cq du(a, gL) soit minimale. Cette classe étant unique, elle est G-invariante. De
plus, elle appartient a ’enveloppe convexe des classes gL qui sont nef et vérifient
(gL)x - Kx < 0 pour tout modele : c’est donc aussi une classe nef intersectant
négativement le fibré canonique de tout modele.

Sinon on énumere les éléments de G de telle sorte que dy(g,L, L) forme une suite
croissante tendant vers l'infini. Du fait que tous les éléments de G sont elliptiques, on
peut appliquer [GH90, Lemme 35|, et donc trouver une constante C' > 0 telle que, pour
tout m > n, on ait

(3) g (gL, guL) < du(gmLl, L) + C' .

Bien que la preuve de [GH90] soit rédigée dans le cadre localement compact, on peut
I’adapter a notre situation. Leur preuve se ramene en effet a I'existence d’une constante
C > 0 telle que si l'on a dy(g°L, L) > du(gL, L) + C, alors g est nécessairement hy-
perbolique. Or, pour une constante C' adéquate, I'hypotheése implique dy(g"L, g"L) >
C’'|n —m| + C” pour tout couple d’entiers n, m, voir [GHI0, Théoreme 5.16]. En parti-
culier, on a log deg(g™) > C'n + C” ce qui implique bien que g est hyperbolique".

A partir de (3), un calcul élémentaire montre que pour toute classe o € A(B) avec
a-a>0,ona:
2¢e¢
a-L
On en déduit que g,L forme une suite de Cauchy pour di2 et converge donc vers une
classe non-nulle @ € A(P). On vérifie facilement que cette classe est G-invariante,
qu’elle est nef et intersecte négativement le fibré canonique de tout modele.

diamdLQ {ﬁ S A(‘B), dH(ﬁ, Oé) < dH(ﬁ,ﬁ) +C et dH<ﬁ,£) > dH(a,E)} <

On va maintenant montrer que I'on peut « tronquer » de maniere astucieuse la classe
o pour la rendre Cartier tout en la gardant G-invariante. A cet endroit, on utilise de
maniere cruciale I'hypothese de type fini sur G. On fixe donc un systeme de générateurs
fi, .- fn de G et, pour chacun d’entre eux, on choisit un modele X; tel que f; définisse
un automorphisme de X;. On choisit un modele X qui les domine tous, et on note
m; : X — X, les morphismes birationnels induits.

On utilise la représentation des classes donnée par le théoreme 2.2. Pour chaque 1,
on écrit ax = ax, + ZVX. a;,&, (ici on identifie ax, ay, avec les classes de Cartier
correspondantes). On note ¢ > 0 le minimum des |a; | parmi ceux non-nuls. On écrit
alors a = ax + >y, a,E(v), et on pose & := ax + >, - a,E(r). Comme « est nef,
elle est en particulier L2, donc 'ensemble {v, a, > €} est fini : la classe & est donc de

(D En particulier, on a le résultat suivant. Si deg(f?) > 2'8deg(f), alors f est de type hyperbolique.

Pour f € Aut[C?], on peut remplacer 2'® par 1. Dans ce cas, le résultat est di & J.-P. Furter [Fur99].
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type Cartier. C’est I'incarnation de av dans un modele (éventuellement singulier), donc
& est nef et intersecte négativement le fibré canonique de tout modele.

Pour conclure, il nous faut démontrer que & est G-invariante. Prenons une application
fi parmi les générateurs. Comme f; induit un automorphisme sur X;, pour tout v € Vy,
il existe v/ € Vy, tel que fE€(v) = E(V'). Notons V; = {v € Vx,, a- E(v) < €} de telle
sorte que & = a — Y (- E(v)) E(v). Alors f induit une bijection sur V; et I'on a :
fia = fla =3y (a-EW)) ffEW) = a— ), (a-EW))E(V) = &, ce qui termine la
preuve. ]

4. VERS UNE DYNAMIQUE DES SOUS-GROUPES DE Cr(2)?

Poursuivant la similitude entre Cr(2) et son analogue de dimension un PGL(2,C),
on peut espérer développer une étude dynamique des sous-groupes non élémentaires de
Cr(2) parallele a la théorie des groupes kleiniens. Dans cette direction, nous avons le
résultat suivant de S. Lamy.

THEOREME 4.1. — Soit G un sous-groupe de Aut|[C?] de type fini dont tous les
éléments sont de type hyperbolique. Alors il existe un ouvert U C C? non borné tel que
intersection de la G-orbite de n'importe quel point de C* avec U est finie.

En d’autres termes, un tel groupe possede toujours un ouvert de discontinuité non
trivial. Il serait intéressant d’exhiber d’autres classes de sous-groupes de Cr(2) ayant un
ouvert de discontinuité non trivial, ainsi que d’étudier la géométrie des espaces quotients
que 'on peut obtenir ainsi.
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