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1. Invariants de Seiberg-Witten des variétés symplectiques

1.1. Rappels de géométrie symplectique. (voir [McS1])

Dé�nition 1.1. Une 2-forme ! sur une variété X est dite symplectique si
elle est fermée et non-dégénérée, c'est-à-dire si d! = 0 et si ! ^ : : : ^ ! est
une forme volume. Un symplectomorphisme f : (X1; !1) ! (X2; !2) est un
di�éomorphisme qui véri�e f �!2 = !1.

En particulier, toute variété symplectique est de dimension paire, et dans le
cas où X est compacte la classe [!] est un élément non nul de H2(X;R).

Exemples : structure symplectique standard de R2n , !0 =
P
dxi ^ dyi ; sur-

faces de Riemann (! = forme volume) ; variétés kählériennes (en particulier
variétés projectives complexes).

Contrairement à la géométrie riemannienne, en géométrie symplectique il
n'y a pas d'invariants locaux :

Théorème 1.2 (Darboux). Toute variété symplectique de dimension 2n est,
en chacun de ses points, localement symplectomorphe à un voisinage de 0 dans
(R2n ; !0).
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2 1. INVARIANTS DE SEIBERG-WITTEN DES VARIÉTÉS SYMPLECTIQUES

En particulier, en dimension 4, il existe en tout point des coordonnées locales
telles que ! = dx1 ^ dx2 + dx3 ^ dx4 (coordonnées de Darboux).
Théorème 1.3 (Moser). Soit X une variété compacte, et soit (!t)t2[0;1] une
famille de formes symplectiques sur X appartenant toutes à la même classe de
cohomologie. Alors les variétés (X;!t) sont toutes symplectomorphes.

Dé�nition 1.4. Une structure presque-complexe (i.e. J 2 End(TX) véri�ant
J2 = �1) est dite compatible avec ! si g(x; y) = !(x; Jy) est une métrique
riemannienne sur X.

Proposition 1.5. Toute variété symplectique peut être munie d'une struc-
ture presque-complexe compatible. En outre, l'espace des structures presque-
complexes compatibles avec ! est contractible.

Ces structures presque-complexes ne sont en général pas des structures com-
plexes car elles ne sont pas intégrables, i.e. on n'a pas �@2J = 0. En particulier il
est impossible de dé�nir des coordonnées holomorphes locales. L'obstruction
à l'intégrabilité est le tenseur de Nijenhuis, qui décrit la partie de type (0; 2)
de la di�érentielle d'une (1; 0)-forme (ou de façon équivalente la partie de type
(0; 1) du crochet de Lie de deux champs de vecteurs de type (1; 0)). Lorsque J
est intégrable la variété est kählérienne.
Si les variétés kählériennes fournissent de nombreux exemples de variétés

symplectiques, le cadre symplectique est beaucoup plus vaste. Alors que le
premier nombre de Betti d'une variété kählérienne est toujours pair, dans le
cas symplectique on a le résultat suivant :

Théorème 1.6 (Gompf [Go]). Tout groupe �niment présenté peut être réalisé
comme le groupe fondamental d'une variété symplectique compacte de dimen-
sion 4.

1.2. Structures spinc sur une variété symplectique de dimension 4.

Dans toute la suite, (X;!) est une variété symplectique compacte de dimension
4, que l'on munit d'une structure presque-complexe compatible J et de la
métrique riemannienne correspondante g. On véri�e aisément que la 2-forme
! est autoduale (�! = !) et harmonique (en particulier, b+2 (X) � 1).
L'existence d'une structure presque-complexe entraîne celle d'une structure

spinc canonique sur X. La raison en est l'existence d'un morphisme naturel
U(2) ! Spinc(4), obtenu de la façon suivante : on dispose d'une inclusion
j : U(2)! SO(4) et de l'application déterminant, ce qui permet de construire
le morphisme j � det : U(2) ! SO(4) � S1. On véri�e que ce morphisme se
relève au revêtement double Spinc(4) de SO(4)� S1. Ceci permet, à partir du
U(2)-�bré principal associé à la structure presque-complexe et à la métrique,
de dé�nir naturellement un Spinc(4)-�bré principal, c'est-à-dire une structure
spinc canonique sur X.
Le �bré en droites déterminant de cette structure spinc est, par construc-

tion, celui qui correspond à la représentation det : U(2) ! S1 ; c'est donc le
déterminant du �bré tangent holomorphe, soit le dual K�1 du �bré canonique
K = �2;0T �X. Le �bré des spineurs positifs S+ se scinde en deux sous-�brés
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en droites complexes : S+ = C �K�1 = �0;0 � �0;2, tandis que S� s'identi�e
au �bré �0;1 des (0; 1)-formes sur X. Les deux sous-�brés de S+ correspondent
aux espaces propres de la multiplication de Cli�ord par ! : la forme symplec-
tique agit sur C avec la valeur propre �2i, et sur K�1 avec la valeur propre
+2i.
Les autres structures spinc sur X se déduisent de cette structure canonique

en �tordant� le �bré des spineurs par un �bré en droites complexes quelconque.
Etant donné un �bré en droites E sur X, la structure spinc correspondante a
pour �brés de spineurs S+ = E�(K�1
E) et S� = �0;1
E. La multiplication
de Cli�ord par ! préserve à nouveau la décomposition de S+, avec les mêmes
valeurs propres que précédemment. En�n, le �bré déterminant correspondant
à cette structure spinc est L = K�1 
 E2.

Rappelons que la donnée d'une connexion hermitienne rL
A sur le �bré dé-

terminant L de la structure spinc et de la connexion de Levi-Civita sur TX
permet de dé�nir une connexion rA sur le �bré des spineurs S+. Dans le cas
d'une variété kählérienne, les connexions préservent les types des formes, ce qui
permet d'écrire la connexion sur S+ = E � (K�1 
 E) sous forme diagonale

rA =

�
ra 0
0 r0

a

�
;

où ra et r0
a sont des connexions sur E et K�1 
 E respectivement.

Ce n'est plus vrai dans le cas symplectique, où le défaut d'intégrabilité de
la structure presque-complexe introduit des termes non diagonaux dans la
connexion : celle-ci se met alors sous la forme

rA =

�
ra �b�
b r0

a

�
;(1.1)

où b est une 1-forme à valeurs dans K�1. Il est important de noter que le
choix de la connexion rL

A ne se manifeste que sur les termes diagonaux : en
particulier, la 1-forme b ne dépend que de J , mais pas de la connexion ni même
de la structure spinc choisie (b peut en fait s'exprimer à l'aide du tenseur de
Nijenhuis). Par ailleurs, dans le cas de la structure spinc canonique, ra est
une connexion sur le �bré en droites trivial, ce qui conduit naturellement à
introduire la connexion sur K�1 telle que ra soit une connexion triviale, que
l'on appellera rA0

. La connexion correspondante sur C � K�1 s'écrit sous la
forme �

d �b�
b rA0

�
:

Dans le cas général, la connexion r0
a sur K�1 
 E est donnée par r0

a =
rA0


 1 + 1
ra, tandis que rL
A = rA0


 1 + 2:(1
ra).
On en déduit que les courbures des connexions ra et r0

a s'expriment en
fonction de la courbure FA de rL

A à l'aide des relations Fa =
1
2
(FA � FA0

) et

F 0
a =

1
2
(FA + FA0

).
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Lemme 1.7 ([T2]). Dans le cas de la structure spinc canonique, la section
constante u0 = (1; 0) du �bré S+ = C �K�1 véri�e l'équation DA0

u0 = 0, où
DA0

désigne l'opérateur de Dirac associé à rA0
.

Preuve. On applique DA0
à l'équation ! � u0 + 2i u0 = 0 : dans un repère

orthonormé local il vient (d!+ d�!) � u0 +
P

(ej �! � reju0 + 2i ej � reju0) = 0.

Comme ! est harmonique et reju0 = bj, on a
P
(ej � ! � bj + 2i ej � bj) = 0.

Comme la forme symplectique agit sur K�1 avec la valeur propre 2i, on en
déduit que

P
ej � bj = 0, soit DA0

u0 = 0.

Ceci permet de montrer que l'opérateur de Dirac DA0
peut s'exprimer à

l'aide des opérateurs �@ et �@� (les projections de d et d� sur �0;�) sous la forme

DA0
=
p
2(�@ + �@�). Dans le cas général, l'opérateur de Dirac DA associé au

choix d'une connexion rL
A sur le �bré déterminant L s'écrit

DA =
p
2(�@a + �@�a);(1.2)

où �@a et �@
�
a sont les projections sur �

0;�
E des opérateurs dra et d�;ra agissant
sur les formes di�érentielles à valeurs dans E.
Néanmoins ces formules doivent être manipulées avec précaution, car l'ab-

sence de coordonnées locales holomorphes rend les calculs sur les opérateurs �@
et �@� très délicats. Dans de nombreux cas il est en fait préférable de revenir à
la dé�nition de l'opérateur de Dirac pour mener à bien les calculs.

1.3. Invariants de Seiberg-Witten des variétés symplectiques. (voir
[T1]). Les équations de Seiberg-Witten sur une variété compacte X de dimen-
sion 4 munie d'une structure spinc s sont les équations(

DA = 0

F+
A = ( � 
  )0 + �

(1.3)

où les inconnues sont une connexion hermitiennerL
A sur le �bré déterminant L

et un spineur  2 �(S+). Dans ces équations, DA désigne l'opérateur de Dirac
associé à rL

A, et F
+
A est la partie autoduale de la courbure de la connexion

rL
A (c'est une section de �2;+ 
 iR). La notation ( � 
  )0 désigne la partie

sans trace de l'endomorphisme hermitien  � 
  2 �(End(S+)) ; on rappelle
que la multiplication de Cli�ord induit un isomorphisme entre �2;+ 
 iR et
Endherm0 (S+), ce qui permet d'identi�er implicitement ( �
 )0 à une 2-forme
autoduale dans cette équation. Le paramètre � est une section arbitraire de
�2;+ 
 iR, qui doit être choisie de façon générique a�n de pouvoir dé�nir un
invariant.
Le groupe de jauge G = C1(X;U(1)) agit sur l'espace des solutions par

g:(A;  ) = (A� 2g�1dg; g  ):

Cette action est libre dès qu'il n'existe pas de solutions véri�ant  � 0, ce qui
est le cas pour � générique. L'espace des modules M(s) est, par dé�nition,
le quotient de l'espace des solutions de (1.3) par G. Si b+2 (X) 6= 0 (ce qui
est toujours le cas pour une variété symplectique), un choix générique de �
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permet de d'assurer que l'espace des modules est une variété lisse compacte de
dimension

d(s) = �1

4
(2�(X) + 3�(X)) +

1

4
c1(L)

2:

De plus, le choix d'une orientation de la droite déterminant de la cohomologie
de X détermine une orientation de M(s).

Nous donnons maintenant une dé�nition des invariants de Seiberg-Witten
étendus qui interviennent dans l'énoncé des résultats de Taubes [T1] : ces
invariants permettent d'associer à toute structure spinc sur X un élément de
Z�H1(X)��2H1(X)� � � � ��b1H1(X) (la projection sur le premier facteur
Z redonne l'invariant usuel).
Dans le cas où la dimension d(s) est négative (ce qui implique M(s) = ;),

l'invariant SW (s) est par dé�nition nul. Dans le cas où d(s) = 0, l'espace
des modules se compose d'un nombre �ni de points a�ectés de signes �1 :
l'invariant de Seiberg-Witten est alors l'élément de Z obtenu en comptant les
points de M(s) avec leur signe.
Lorsque d(s) > 0, la dé�nition est plus compliquée et fait intervenir l'espace

E = f(x; (A;  )) 2 X�Conn(L)��(S+); SW�(A;  ) = 0g=fg 2 G; g(x) = 1g:

E est, pour � générique, un S1-�bré principal sur X�M : le slant-produit avec
sa classe de Chern c1(E) dé�nit un morphisme � : H�(X;Z) ! H2��(M;Z).
On dé�nit alors l'invariant SW (s) par

hSW (s); 
1 ^ � � � ^ 
pi =
Z
M(s)

�(
1) ^ � � � ^ �(
p) ^ �(pt)(d�p)=2

pour tous 
1; : : : ; 
p 2 H1(X;Z) (cette quantité est toujours nulle si p n'est
pas de la même parité que 1� b1 + b+2 ).
Dans le cas où la variété X véri�e b+2 (X) � 2, l'invariant SW (s) ainsi dé�ni

ne dépend ni du choix de la 2-forme �, ni du choix de la métrique sur X. En
revanche, lorsque b+2 (X) = 1 l'espace des métriques et des perturbations admis-
sibles comporte deux chambres, et la valeur des invariants de Seiberg-Witten
dépend de la chambre choisie. Soit !g une 2-forme autoduale harmonique pour
la métrique choisie (!g est unique à multiplication par une constante près) :
alors les deux chambres correspondent respectivement aux valeurs strictement
positives et strictement négatives de la quantité

i

Z
X

!g ^ �� 2�[!g] � c1(L):

A l'intérieur de chaque chambre l'invariant de Seiberg-Witten est bien dé�ni
indépendamment de la métrique et de �.
En�n, notons qu'à toute structure spinc s on peut associer une structure

spinc duale s�, dont le �bré déterminant est L�1 et le �bré de spineurs positifs
est (S+)� : on peut véri�er que, si (rL

A;  ) est une solution des équations de
Seiberg-Witten pour la structure spinc s et la perturbation �, alors ((rL

A)
�;  �)

est également une solution des équations pour la structure spinc duale s� et
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la perturbation ��. On en déduit en particulier que les invariants de Seiberg-
Witten SW (s) et SW (s�) sont égaux au signe près lorsque b+2 � 2 (et après
changement de chambre dans le cas b+2 = 1).

Dans le cas d'une variété symplectique, nous avons vu que le �bré des spi-
neurs positifs se met sous la forme S+ = E�(K�1
E), et que la donnée d'une
connexion rL

A sur le �bré déterminant de la structure spinc est équivalente à
celle d'une connexion ra sur le �bré E. Ceci permet de réécrire les équations
de Seiberg-Witten de la façon suivante, en notant � et � les deux composantes
du spineur  :8><

>:
�@a� + �@�a� = 0

c(F+
A ) =

1

2

 
j�j2 � j�j2 2���

2��� j�j2 � j�j2

!
+ c(�)

(1.4)

où c est la multiplication de Cli�ord. La formule donnant la dimension de
M(s) se met sous la forme

d(s) = �c1(K):c1(E) + c1(E):c1(E):(1.5)

Cette quantité est toujours paire, et s'annule pour la structure spinc canonique.
En outre, il est possible de dé�nir (de façon relativement compliquée) une
orientation canonique de la droite déterminant de la cohomologie de X, et
donc une orientation canonique de l'espace des modules M(s). En�n, dans le
cas où b+2 = 1 on choisira de se placer dans la chambre symplectique ([T1]), qui
est celle pour laquelle i

R
X
! ^ �� 2�[!] � c1(L) > 0 (il s'agit en particulier de

la chambre obtenue en prenant pour perturbation la 2-forme � = �is! avec
s� 0). Ces conventions permettent de dé�nir sans ambiguïté les invariants de
Seiberg-Witten d'une variété symplectique.

Remarque : dans le cadre symplectique, la décomposition du spineur  en ses

composantes � et � permet d'interpréter de façon élégante la dé�nition des invariants

de Seiberg-Witten dans le cas où la dimension de M(s) est strictement positive. En

e�et, en tout point p = (x; [A; ]) de X �M on dispose des deux composantes �(x)

et �(x) du spineur  , qui sont des éléments des droites complexes Ex et (K�1
E)x,

dé�nis à l'action de U(1) près. Fixons des trivialisations de ces deux droites com-

plexes. La �bre de E au point p correspond précisément à l'ensemble des choix de

jauge possibles au point x : ainsi, si �(x) 6= 0 la condition arg�(x) = 0 dé�nit un

élément de Ep (de même pour �(x) s'il est non nul). �(x) et �(x) dé�nissent donc, là

où ils ne s'annulent pas, des sections de E sur fxg �M. On en déduit que la classe

�(pt) 2 H2(M;Z), qui est précisément c1(Ejfxg�M), est en fait le dual de Poincaré

de la classe fondamentale du cycle dans M formé des solutions de (1.4) qui véri�ent

�(x) = 0 (ou de façon équivalente �(x) = 0). La projection de SW (s) sur le facteur

Z s'interprète donc comme le comptage des solutions de (1.4) dont la composante

� (ou de façon équivalente la composante �) s'annule en d=2 points �xés de X. De

même, hSW (s); 
1 ^ � � � ^ 
pi compte les solutions de (1.4) dont la composante �

s'annule en un point de chacun des lacets 
i ainsi qu'en (d� p)=2 points de X.
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1.4. Le cas des variétés kählériennes. Le cas des variétés kählériennes,
qui a servi de modèle aux résultats de Taubes dans le cas symplectique, est
particulièrement simple, comme l'a observé Witten dès 1994 [W]. En e�et, les
équations de Seiberg-Witten non perturbées se mettent sous la forme8>>>><

>>>>:

�@a� + �@�a� = 0

F 2;0
A = ���

F !
A =

i!

4
(j�j2 � j�j2)

F 0;2
A = ���

(1.6)

(où F !
A désigne la partie de type (1; 1) de F+

A ). Rappelons que les solutions
des équations non perturbées correspondent précisément à l'annulation de la
fonctionnelle d'énergie

E(A;  ) =

Z
X

jF+
A � ( � 
  )0j2 + jDA j2(1.7)

=

Z
X

jF+
A j2 + jrA j2 +

R

4
j j2 + 1

8
j j4;

où R est la courbure scalaire de la métrique choisie sur X. Comme dans le
cas Kähler la connexion rA préserve les types des formes, cette fonctionnelle
d'énergie véri�e clairement la relation E(A; (�; �)) = E(A; (�;��)). Ceci im-
plique que si (A; �; �) est solution de (1.6), alors (A; �;��) l'est également.

On en déduit immédiatement que toute solution véri�e F 2;0
A = ��� = 0 et

F
0;2
A = ��� = 0 : en particulier, les connexions considérées sont holomorphes,

et les classes de base (i.e. les c1(L) pour lesquels il existe des solutions) sont de
type (1; 1). En outre, l'annulation de ��� implique que soit � = 0 soit � = 0.
Pour déterminer laquelle des deux composantes est nulle, on remarque que

8� c1(L) � [!] =
Z
X

4i FA ^ ! =

Z
X

(j�j2 � j�j2)! ^ !;

ce qui implique que � = 0 lorsque c1(L) � [!] � 0 tandis que � = 0 lorsque
c1(L) � [!] � 0.
Quitte à passer à la structure spinc duale (ce qui revient à remplacer E par

K 
 E�1, en échangeant les composantes � et �), on peut se restreindre au
cas où � = 0. L'équation de Dirac donne alors �@a� = 0, c'est-à-dire que � est
une section holomorphe de E.
A�n de déterminer les invariants de Seiberg-Witten d'une variété kählérienne

il est nécessaire de travailler avec les équations perturbées, ce qui complique
l'interprétation de l'espace des modules. Néanmoins, la description de l'espace
des solutions en termes de sections holomorphes du �bré E est l'une des idées
essentielles qui ont guidé Taubes dans son étude des invariants de Seiberg-
Witten des variétés symplectiques.
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2. Invariants de Seiberg-Witten et invariants de

Gromov-Witten

2.1. Premiers résultats dans le cas symplectique. En identi�ant l'en-
semble des structures spinc sur X avec H2(X;Z), on notera désormais SW (E)
l'invariant de Seiberg-Witten correspondant à la structure spinc obtenue à par-
tir de la structure canonique par tensorisation par le �bré en droites E.

Théorème 2.1 (Taubes [T2],[T3]). Soit (X;!) une variété symplectique com-
pacte de dimension 4 avec b+2 � 2 : alors les invariants de Seiberg-Witten
associés à la structure spinc canonique et à la structure duale valent res-
pectivement SW (C ) = 1 et SW (K) = �1. De plus, si SW (E) 6= 0 alors
0 � c1(E) � [!] � c1(K) � [!], ces inégalités étant strictes sauf si E = C ou
E = K.
Dans le cas où b+2 = 1 (et dans la chambre symplectique), on a encore

SW (C ) = 1, et si SW (E) 6= 0 alors 0 � c1(E) � [!] avec égalité ssi E = C .

Ce résultat s'obtient en considérant les équations de Seiberg-Witten pertur-
bées par la 2-forme � = F+

A0
� i

4
r!, où r > 0 est un nombre réel que l'on fait

tendre vers l'in�ni. A�n de conserver des quantités bornées, on note désormais
 = r1=2(�; �). Avec ces conventions, les équations de Seiberg-Witten (1.4) se
mettent sous la forme8><

>:
�@a�+ �@�a� = 0

c(F+
A � F+

A0
) =

r

2

 
j�j2 � j�j2 � 1 2���

2��� j�j2 � j�j2 + 1

!
(2.1)

La preuve du Théorème 2.1 repose sur la formule de Weitzenböck

D2
A = r�

ArA +
R

4
 +

1

2
c(F+

A ) ;(2.2)

où R est la courbure scalaire de la variété X. On commence par prouver les
formules suivantes :
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Lemme 2.2. Pour tout spineur (�; �) on aZ
hra�; b

��i+ hb�;r0
a�i+

1

2
hc(F+

A0
)�; �i = 0(2.3) Z

jbj2j�j2 + 1

2
hc(F+

A0
)�; �i+ R

4
j�j2 = 0(2.4) Z

jbj2j�j2 � 1

2
hc(F+

A0
)�; �i+ R

4
j�j2 = 0(2.5)

Preuve. D'après le Lemme 1.7, dans le cas de la structure spinc canonique
on a DA0

u0 = 0, où u0 = (1; 0). En notant  un spineur quelconque pour la
structure canonique, la formule de Weitzenböck donneZ

hD2
A0
u0;  i =

Z
hb;rA0

 i+ 1

2
hc(F+

A0
)u0;  i+

R

4
hu0;  i = 0:

En appliquant cette formule pour  = (0; ���) avec � et � des sections de E
et K�1 
 E, on en déduit queZ

hb; (ra�)
�� + ��r0

a�i+
1

2
hc(F+

A0
)u0; �

��i = 0;

d'où l'on tire immédiatement (2.3). Si l'on applique cette même formule pour
 = (j�j2; 0) on obtientZ

hb; bj�j2i+ 1

2
hc(F+

A0
)u0; j�j2u0i+

R

4
j�j2 = 0;

ce qui donne immédiatement (2.4). En�n, avec  = (j�j2; 0) on obtient de
même (2.5) en remarquant que, comme c(F+

A0
) est un endomorphisme sans

trace de S+, on a hc(F+
A0
)�; �i = �hc(F+

A0
)u0; j�j2u0i:

Lemme 2.3. Pour toute solution de (2.1) on aZ
jr0

a�j2 � 2hra�; b
��i+ hc(F+

A0
)�; �i+ r

4
(j�j2 + j�j2 + 1)j�j2 = 0(2.6) Z

jra�j2 +
r

4
(j�j2 � j�j2 � 1)j�j2 � jDA�j2 = 0(2.7)

Preuve. La formule de Weitzenböck donne

0 =

Z
hD2

A(r
�1=2 ); �i

=

Z
hrA(r

�1=2 );rA�i+
R

4
j�j2 + 1

2
hc(F+

A )(r
�1=2 ); �i

=

Z
jr0

a�j2 + hb�;r0
a�i � hra�; b

��i+ jbj2j�j2 + R

4
j�j2

+
1

2
hc(F+

A0
)�; �i+ 1

2
hc(F+

A0
)�; �i+ r

2
j�j2j�j2 + r

4
(j�j2 � j�j2 + 1)j�j2:

En substituant (2.3) et (2.5) dans cette expression on obtient (2.6).
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De même, la formule de Weitzenböck permet d'écrire

0 =

Z
hD2

A�; �i+ hD2
A�; �i

=

Z
jra�j2 + jbj2j�j2 +

R

4
j�j2 + 1

2
hc(F+

A0
)�; �i

+
r

4
(j�j2 � j�j2 � 1)j�j2 + hDA�;DA�i:

On en déduit (2.7) en substituant (2.4) dans cette expression et en remarquant
que DA� = �DA�.

Preuve du Théorème 2.1. Dans (2.6), le terme r
4
j�j4 est minoré par 0, tandis

que hc(F+
A0
)�; �i est minoré par �k1j�j2 pour une certaine constante k1. On a

donc Z
r

4
j�j2j�j2 + (

r

4
� k1)j�j2 + jr0

a�j2 � 2

Z
hra�; b

��i:

Comme b est borné uniformément par une certaine constante k2, cette quantité
est pour tout � > 0 bornée par k2

R
(r�)�1jra�j2+ r�j�j2. En prenant � = 1

16
et

en supposant que r � 16k1, on obtient l'existence d'une constante k3 telle queZ
r

4
j�j2j�j2 + r

8
j�j2 + jr0

a�j2 �
k3

r

Z
jra�j2:(2.8)

Autrement dit, kr1=2��kL2, kr1=2�kL2 et kr0
a�kL2 sont bornés par un multiple

uniforme de r�1=2kra�kL2. Il est à noter que kDA�kL2 = k�@�a�kL2 � kr0
a�kL2

satisfait également une borne du même type.
L'équation (2.7) se réécrit, par ajout de termes de part et d'autre, sous la

formeZ
jra�j2 +

r

4
(j�j2 � 1)2 =

Z
r

4
j�j2(j�j2 � 1)� r

4
(j�j2 � j�j2 � 1) + jDA�j2:

Comme (FA � FA0
) ^ ! = ir

2
(j�j2 � j�j2 � 1)vol, et en utilisant les bornes

uniformes obtenues ci-dessus pour kDA�kL2 et kr1=2��kL2, on a doncZ
jra�j2 +

r

4
(j�j2 � 1)2 � k4

r

Z
jra�j2 +

i

2

Z
(FA � FA0

) ^ !

pour une certaine constante k4. Si l'on suppose r assez grand (r > 2k4), on en
déduit queZ

1

2
jra�j2 +

r

4
(j�j2 � 1)2 � i

2

Z
(FA � FA0

) ^ ! = 2� c1(E) � [!]:

Comme le membre de gauche est une quantité positive, les équations de Seiberg-
Witten ne peuvent admettre de solutions pour r grand que si c1(E) � [!] � 0 :
dans le cas contraire l'invariant de Seiberg-Witten est donc nécessairement nul
(dans le cas b+2 = 1 on véri�e aisément que la perturbation choisie correspond
à la chambre symplectique).
Par ailleurs, lorsque c1(E) � [!] = 0 on doit nécessairement avoir ra� � 0

et j�j � 1. Ceci entraîne que, après une transformation de jauge convenable,
ra est la connexion triviale sur le �bré trivial et � est la section constante
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égale à 1. De plus, (2.8) implique que � � 0. On en déduit donc que, sous
l'hypothèse c1(E) � [!] = 0, il ne peut y avoir de solutions que si la structure
spinc choisie est la structure canonique, et que dans ce cas l'unique solution à
équivalence de jauge près est (A;  ) = (A0; r

1=2u0).
En outre, un rapide calcul permet de véri�er que la linéarisation des équa-

tions de Seiberg-Witten en (A0; r
1=2u0) est surjective (ceci s'obtient en remar-

quant que le complexe elliptique associé est d'indice nul et que le noyau de
l'opérateur linéarisé est réduit à 0). On en déduit que la perturbation choisie
satisfait aux propriétés de généricité requises, et on a donc SW (C ) = �1. Un
calcul méticuleux sur les orientations permet de véri�er que la bonne valeur
est +1.
Dans le cas b+2 � 2, la propriété d'égalité au signe près des invariants de

Seiberg-Witten associés à des structures spinc duales l'une de l'autre permet
à partir des résultats obtenus ci-dessus de montrer que SW (K) = �1 et que
c1(E) � [!] � c1(K) � [!] dès que SW (E) 6= 0, ce qui achève la preuve du
Théorème 2.1.

Le Théorème 2.1 fournit des obstructions très fortes à l'existence d'une struc-
ture symplectique sur une variété compacte de dimension 4. Par exemple, une
variété dont les invariants de Seiberg-Witten sont nuls ne peut être symplec-
tique : ceci exclut en particulier toutes les variétés à b+2 � 2 qui admettent
une métrique à courbure scalaire positive, ainsi que toutes celles qui peuvent
se décomposer en la somme connexe de deux variétés à b+2 � 1.

2.2. Courbes pseudo-holomorphes et invariants de Gromov-Witten.

Cette partie est consacrée à la dé�nition des invariants de Gromov-Witten selon
les conventions introduites par Taubes ([T6], [T1]). Soit (X;!) une variété sym-
plectique compacte de dimension 4, munie d'une structure presque-complexe
compatible J et de la métrique riemannienne correspondante g.

Dé�nition 2.4. Une sous-variété � � X est dite pseudo-holomorphe si elle
véri�e J(T�) = T�.

En particulier, la restriction de ! à � est non dégénérée, ce qui implique que
� est une sous-variété symplectique de X et en particulier que [!] � [�] > 0.
Le long d'une courbe pseudo-holomorphe le �bré tangent TX se scinde en
T� � N�, et J dé�nit une structure complexe sur chacun de ces deux sous-
�brés. On en déduit que le genre d'une courbe pseudo-holomorphe compacte
connexe est donné par la formule suivante (formule d'adjonction) :

2g � 2 = [�] � [�] + c1(K) � [�](2.9)

Cette formule s'applique en fait aussi aux sous-variétés symplectiques.
La métrique riemannienne sur TX dé�nit une connexion sur le �bré normal

N�, qui est donc un �bré en droites holomorphe. Ceci permet de dé�nir l'opé-
rateur �@ : �(N�)! �(T ��(0;1) 
N�). Dans le cas holomorphe le noyau de �@
décrit l'espace des déformations in�nitésimales de � en tant que sous-variété
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holomorphe de X ; dans le cas pseudo-holomorphe ce n'est pas le cas, et l'opé-
rateur D dont le noyau décrit les déformations pseudo-holomorphes in�nitési-
males di�ère de �@ par un terme d'ordre 0 (ce terme est en général seulement
R-linéaire, et s'exprime à l'aide du 1-jet de la structure presque complexe au
voisinage de �). Néanmoins, l'opérateur D a le même symbole que �@, et est
donc elliptique, de même indice que �@. Le théorème de Riemann-Roch permet
d'obtenir

indRD = �c1(K) � [�] + [�] � [�]:(2.10)

Cette quantité est toujours paire puisque c'est le double de l'indice usuel (sur
C ). Il est important de noter que cette formule ne donne la dimension de
l'espace des déformations d'une courbe pseudo-holomorphe que lorsque le co-
noyau de D est trivial. Ceci n'est pas vrai en général, mais un choix générique
de la structure presque-complexe J su�t à assurer que CokerD = f0g pour
toutes les courbes pseudo-holomorphes de X (voir par exemple [McS2]). Dans
la suite on fera naturellement l'hypothèse que la structure presque-complexe
choisie possède cette propriété de généricité, ce qui permet de s'assurer que
l'espace des modules des sous-variétés pseudo-holomorphes représentant une
classe d'homologie donnée est lisse et que sa dimension est donnée par (2.10).

Soit e 2 H2(X;Z) une classe de cohomologie �xée. Nous allons dé�nir l'inva-
riant Gr(e) 2 Z��2H1(X;Z)�� � ���dH1(X;Z), où d = �c1(K) � e+ e � e est
la dimension donnée par (2.10), selon les conventions données par Taubes dans
[T1]. Lorsque d < 0 on pose Gr(e) = 0 ; on supposera dans la suite que d � 0.
On pose également Gr(0) = 1, ce qui permet de se limiter au cas où la classe e
est non triviale. Soit p un entier pair compris entre 0 et d, et soient 
1; : : : ; 
p
des éléments de H1(X;Z), représentés par des lacets plongés et mutuellement
disjoints de X. On note � = f
jg1�j�p. En�n, soit 
 un ensemble de (d� p)=2
points de X n'appartenant pas aux lacets de �. En première approximation, on
peut dire que hGr(e); 
1^� � �^
pi compte les sous-variétés pseudo-holomorphes
compactes (non nécessairement connexes) de X réalisant la classe d'homologie
e, intersectant chacun des lacets de �, et passant par tous les points de 
. Pour
être plus précis on doit introduire les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 2.5. On note H = H(e; J;�;
) l'ensemble des collections h =
f(Ck; mk)g où chaque Ck est une sous-variété pseudo-holomorphe compacte
connexe de X et chaque mk est un entier strictement positif, véri�ant les condi-
tions suivantes :
1: dk = �c1(K) � [Ck] + [Ck] � [Ck] � 0 pour tout k.
2: mk = 1 sauf si Ck est de genre 1 et véri�e [Ck] � [Ck] = 0.
3:
P
mk[Ck] = e:

4: Il existe une partition � = [k�k, chaque �k contenant un nombre pair
pk � dk de lacets de �, de telle sorte que Ck intersecte chaque lacet de �k en
exactement un point, de façon transverse, et n'intersecte aucun des lacets de
�� �k.
5: Chaque courbe Ck contient exactement (dk � pk)=2 points de 
.
6: Les courbes Ck sont mutuellement disjointes.
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Etant donné un élément h 2 H, pour tout (Ck; mk) tel que dk > 0 on
dé�nit un espace vectoriel Vk de dimension réelle 2dk comme la somme di-
recte des espaces suivants : pour chaque point z 2 Ck \ 
, l'espace (NCk)z
(de dimension 2), et pour chaque 
 2 �k, l'intersection des espaces normaux
(NCk)z \ (N
)z, où z est le point d'intersection de Ck avec 
 (cet espace
est de dimension 1). Comme chaque lacet 
 est orienté, chaque facteur de Vk
a une orientation naturelle ; le choix d'un ordre sur �k détermine donc une
orientation de l'espace Vk.
A toute section de NCk on peut associer un élément de Vk (par restriction

aux points de 
 et par projection sur N
 aux points d'intersection avec �k) ;
la restriction à KerD de cette application �(NCk)! Vk sera notée �k.
Pour un choix générique de (J;�;
), l'ensemble H est �ni, et pour tout élé-

ment h 2 H chacune des composantes (Ck; mk) véri�e les propriétés suivantes :
a) CokerD = f0g ;
b) lorsque dk > 0, l'application �k : KerD ! Vk est un isomorphisme ;
c) lorsque mk > 1, le relèvement de D à tout revêtement �ni du tore Ck a

un conoyau trivial.

A chaque (Ck; mk) nous allons maintenant associer un entier r(Ck; mk) qui
servira à associer une multiplicité à chaque élément de H. Cette étape est
nécessaire car l'opérateur D n'est pas C -linéaire. On doit considérer trois cas :
1) Lorsque mk = 1 et dk = 0, l'entier r(Ck; 1) vaut �1 et compte le �ot

spectral mod 2 d'une famille (Dt)t2[0;1] de déformations d'ordre 0 de l'opérateur
D, telle que D0 = D et que D1 soit C -linéaire et CokerD1 = f0g.
2) Lorsque mk = 1 et dk > 0, l'entier r(Ck; 1) vaut �1, et s'obtient en consi-

dérant à nouveau une famille (Dt)t2[0;1] de déformations d'ordre 0 de l'opérateur
D, telle que D0 = D et que D1 soit C -linéaire et CokerDt = f0g 8t. Comme
KerD1 est canoniquement orienté, cette famille permet d'orienter naturelle-
ment KerD ; un ordre sur �k étant �xé, l'espace Vk est également orienté,
ce qui permet de dé�nir l'entier r(Ck; 1) comme valant +1 si l'isomorphisme
�k : KerD ! Vk préserve l'orientation et �1 sinon.
3) Dans le cas où mk > 1 la dé�nition est nettement plus compliquée.

Ck est nécessairement un tore : il existe donc trois �brés en droites réelles

non triviaux sur Ck, qui par produit tensoriel avec NCk et T �C
(0;1)
k 
 NCk

dé�nissent trois variantes �twistées� de l'opérateur D. Comme précédemment
on considère des familles de déformations d'ordre 0 de D et de ses variantes
twistées qui les relient à des opérateurs C -linéaires. La valeur de r(Ck; mk)
est alors déterminée par le �ot spectral mod 2 pour D, soit s 2 f�1g, et par
le nombre n 2 f0; 1; 2; 3g d'opérateurs twistés pour lesquels le �ot spectral
est non trivial. Plus précisément, r(Ck; mk) est le coe�cient de tmk dans la
fonction génératrice fs;n, où

f+;0(t) =
1

1� t
; f+;1(t) = 1+t; f+;2(t) =

1 + t

1 + t2
; f+;3(t) =

(1 + t)(1� t2)

1 + t2

et f�;n(t) = f+;n(t)
�1.
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Etant donné un élément h = f(Ck; mk)g de H, on dé�nit le poids de h de la
façon suivante : dans le cas où p = 0 (i.e. lorsqu'il n'y a pas de lacets 
j), on
pose w(h) =

Q
k r(Ck; mk). Dans le cas p > 0, les entiers r(Ck; mk) dépendent

du choix d'un ordre sur �k ; les ordres choisis induisent un ordre sur � =
S
�k,

qui di�ère de l'ordre canonique par une permutation � de f1; : : : ; pg. Comme
chaque �k comporte un nombre pair d'éléments, la signature de � ne dépend
pas du choix de l'ordre dans lequel on considère les (Ck; mk). On dé�nit alors
w(h) = "(�)

Q
k r(Ck; mk), et on véri�e que cette quantité ne dépend pas des

ordres choisis sur �k. En�n, on dé�nit Gr(e) par l'égalité

hGr(e); 
1 ^ � � � ^ 
pi =
X
h2H

w(h):

On montre que la quantité Gr(e) est un invariant de la variété symplectique
(X;!) (i.e. Gr(e) ne dépend pas du choix de (J;�;
) génériques) [T6].

2.3. Relation entre SW et Gr. (voir [T1], [T5], [T6], [T7], [T8]).

Théorème 2.6 (Taubes). Soit (X;!) une variété symplectique compacte telle
que b+2 (X) � 2. En utilisant la structure symplectique pour dé�nir l'invariant
de Seiberg-Witten SW : H2(X;Z) ! ��H1(X;Z) comme au �1.3, ainsi que
l'invariant de Gromov-Witten Gr : H2(X;Z)! ��H1(X;Z) comme au �2.2,
on a SW = Gr.

Il est à noter que les formules de dimension (1.5) pour SW et (2.10) pour
Gr coïncident systématiquement.
Comme les invariants de Gromov-Witten sont en général beaucoup plus

di�ciles à calculer que ceux de Seiberg-Witten, l'application la plus fréquente
de ce théorème consiste à remarquer que, dès lors que l'invariant de Seiberg-
Witten associé à un �bré en droites E est non nul, il existe nécessairement une
courbe pseudo-holomorphe qui représente la classe duale de Poincaré de c1(E).
Ceci s'applique en particulier au �bré canonique (à l'aide du Théorème 2.1).
Dans le cas où b+2 (X) = 1, l'équivalence entre SW et Gr n'est pas complète,

mais on a le résultat suivant :

Théorème 2.7 (Taubes). Soit (X;!) une variété symplectique compacte telle
que b+2 (X) = 1. En se plaçant dans la chambre symplectique pour déterminer
les invariants de Seiberg-Witten, on a l'égalité SW = Gr pour toutes les classes
e 2 H2(X;Z) telles que e�[S] � �1 pour toute sphère symplectiquement plongée
S � X véri�ant [S] � [S] = �1.
L'idée derrière ces résultats est, comme pour le Théorème 2.1, de considérer

les équations de Seiberg-Witten perturbées par la 2-forme � = F+
A0
� i

4
r! où

r � 0 (équation (2.1)). Comme on l'a vu au �2.1, pour r su�samment grand

on dispose de l'estimée (2.8), ce qui implique que kr1=2�kL2 et k�@�a�kL2 sont

bornés par un multiple uniforme de r�1=2kra�kL2. D'autre part l'équation de
Dirac s'écrit �@a�+ �@�a� = 0, donc k�@a�kL2 est borné par un multiple uniforme

de r�1=2kra�kL2 . Une telle estimée L2 ne su�t pas à conclure, mais par de
longs calculs Taubes parvient à obtenir des estimées plus puissantes, ce qui
permet de montrer le résultat suivant :
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Théorème 2.8 (Taubes [T5]). Soit (An; (�n; �n)) une suite de solutions de
(2:1) correspondant à une suite de paramètres rn tendant vers +1. Alors il
existe une sous-suite telle que ��1

�(n)
(0) converge au sens de Hausdor� vers

une sous-variété pseudo-holomorphe compacte � � X, éventuellement non
connexe, dont la classe d'homologie est duale de Poincaré de c1(E).
En particulier, étant données des parties fermées Fk de X, si ��1n (0)\Fk 6= ;

8n 8k, alors � \ Fk 6= ; 8k.

Ce résultat permet de passer d'une solution des équations de Seiberg-Witten
à une courbe pseudo-holomorphe [T5]. Le passage dans le sens inverse se fait en
remarquant que, étant donnée une courbe pseudo-holomorphe �, on peut ob-
tenir une solution approchée (A; (�; 0)) des équations de Seiberg-Witten pour
r � 0 par recollement de solutions des équations du vortex dans chaque �bre
du �bré normal N� (les équations du vortex sont la réduction en dimension 2
des équations de Seiberg-Witten (2.1) dans le cas holomorphe) [T7].

2.4. Le cas non symplectique. Les théorèmes 2.6 et 2.7 ont de nombreuses
répercussions sur l'étude de la topologie symplectique en dimension 4, en par-
ticulier lorsqu'ils sont utilisés conjointement avec l'inégalité d'adjonction géné-
ralisée qui est l'objet du �3. Aussi est-il naturel de vouloir étendre ces résultats
à un cadre plus général.
A défaut d'être symplectique, toute variété compacte de dimension 4 véri-

�ant b+2 � 1 peut être munie d'une 2-forme autoduale harmonique, que l'on
notera encore !. Pour un choix générique de la métrique riemannienne, le lieu
d'annulation Z = !�1(0) est une sous-variété de dimension 1, c'est-à-dire une
union de cercles, et ! dé�nit une structure symplectique sur X�Z. Sur X�Z
on dispose de la structure presque complexe

J =

p
2

j!j g
�1!;

ce qui permet de dé�nir la notion de sous-variété pseudo-holomorphe de X�Z.
Les cercles de Z représentent en quelque sorte une obstruction à l'existence
d'une forme symplectique sur X.

Dé�nition 2.9. C � X � Z est une sous-variété pseudo-holomorphe singu-
lière si c'est l'image d'une courbe complexe C 0 par une application pseudo-
holomorphe propre � : C 0 ! X � Z injective hors d'un ensemble dénombrable
et telle que l'énergie

R
C0
��! est �nie.

En outre on dé�nit la notion de bord homologique de la façon suivante : on
dit que Z borde homologiquement C si le nombre d'intersection de C avec
toute 2-sphère enlaçant l'un des cercles de Z est égal à �1. On a alors :

Théorème 2.10 (Taubes [T1]). Soit X une variété riemannienne compacte
orientée de dimension 4 avec b+2 � 2 et dont les invariants de Seiberg-Witten
sont non triviaux. Alors Z est le bord homologique d'une sous-variété pseudo-
holomorphe singulière dans X � Z.
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Ce sujet demeure néanmoins en grande partie ouvert, notamment concernant
la possibilité d'obtenir une sous-variété lisse dont Z est le bord au sens usuel.
On se référera à [T1], [T9], [T10] pour plus de détails.

Remarque : un cas particulier intéressant celui où X est de la forme S1�M
où M est une variété de dimension 3. Tout élément de H1(M;Z) peut être vu
comme la di�érentielle d'une fonction harmonique f : M ! R=Z. En munis-
sant X de la métrique produit, la 2-forme ! = d� ^ df + �df est harmonique
et autoduale, et son lieu d'annulation est Z = S1 � crit(f) (en particulier
! est symplectique lorsque f n'a pas de points critiques). Si on se limite au
cadre S1-invariant, les équations de Seiberg-Witten sur X (en dimension 4)
deviennent les équations de Seiberg-Witten en dimension 3 sur M . En outre,
les sous-variétés pseudo-holomorphes S1-invariantes de X � Z correspondent
précisément aux lignes de gradient de f sur M .
Les résultats attendus en dimension 4 se traduisent donc sous la forme d'une

équivalence entre invariants de Seiberg-Witten deM et théorie de Morse d'une
fonction harmonique à valeurs dans S1 surM . Ce résultat découle d'une part de
l'équivalence des invariants de Seiberg-Witten en dimension 3 avec un invariant
de torsion topologique introduit par Turaev, démontrée d'abord sous une forme
faible par Meng et Taubes [MT] puis de façon générale par Turaev [Tu], et
d'autre part de l'équivalence de la torsion de Turaev avec la théorie de Morse
à valeurs dans S1, démontrée par Hutchings et Lee [HL].
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3. La conjecture de Thom généralisée

3.1. Inégalité d'adjonction généralisée et conjecture de Thom. Le pro-
blème auquel nous allons nous intéresser dans cette partie est celui d'obtenir
un minorant du genre d'une surface plongée dans une variété de dimension 4,
en fonction de sa classe d'homologie. Une conjecture attribuée à Thom a�rme
que, dans C P2, les courbes holomorphes plongées minimisent le genre dans
leur classe d'homologie. Ce résultat a été prouvé en 1994 par Kronheimer et
Mrowka [KM1] en utilisant les équations de Seiberg-Witten :

Théorème 3.1 (Kronheimer-Mrowka [KM1]). Soit � une sous-variété lisse

de dimension 2 plongée dans C P2, représentant la même classe d'homologie
qu'une courbe algébrique de degré d. Alors le genre g de � véri�e l'inégalité
g � (d� 1)(d� 2)=2.

Ce résultat peut aussi se mettre sous la forme de l'inégalité d'adjonction
généralisée suivante : 2g � 2 � [�] � [�] + c1(K) � [�].
Sous cette forme, il est possible d'envisager une version beaucoup plus gé-

nérale de cet énoncé :

Théorème 3.2 (Morgan-Szabó-Taubes, Kronheimer, Oszváth-Szabó). Soit X
une variété compacte de dimension 4 avec b+2 � 2, et soit L le �bré détermi-
nant d'une structure spinc sur X dont l'invariant de Seiberg-Witten est non
nul. Soit � une sous-variété lisse compacte connexe de dimension 2 plongée
dans X. On suppose soit que [�] � [�] � 0, soit que X est de type simple. Si le
genre g de � véri�e g � 1, alors on a

2g � 2 � [�] � [�] + jc1(L) � [�]j;(3.1)

et dans le cas où g = 0 on a

0 � [�] � [�] + jc1(L) � [�]j:(3.2)

Le cas [�] � [�] � 0 a d'abord été démontré par Morgan, Szabó et Taubes
[MST], puis une preuve extrêmement courte et élégante a été fournie par Kron-
heimer [Kr]. Dans le cas où [�] � [�] < 0 le résultat est plus di�cile à obtenir,
et la preuve due à Oszváth et Szabó [OS] ne fonctionne que si X est de type
simple, c'est-à-dire si toute structure spinc sur X pour laquelle la dimension



18 3. LA CONJECTURE DE THOM GÉNÉRALISÉE

d(s) de l'espace des modules est strictement positive a un invariant de Seiberg-
Witten nul. Néanmoins ce n'est pas une restriction très forte car toutes les va-
riétés à b+2 � 2 connues sont de type simple, et une conséquence des résultats
de Taubes est que toute variété symplectique à b+2 � 2 est de type simple (voir
�3.2 ci-dessous).
Dans le cas b+2 = 1 (notamment lorsque X = C P

2), des formules similaires
existent, mais leur énoncé est très délicat à cause de la structure en chambres
des invariants de Seiberg-Witten. Néanmoins, Oszváth et Szabó ont obtenu le
résultat suivant, sans hypothèse sur b+2 (conjecture de Thom généralisée) :

Théorème 3.3 (Oszváth-Szabó [OS]). Une surface plongée symplectiquement
dans une variété symplectique compacte de dimension 4 minimise le genre dans
sa classe d'homologie.

Dans le cas b+2 � 2 et si l'on fait abstraction du problème que pose la
formule particulière dans le cas g = 0, ce résultat découle immédiatement de
l'inégalité d'adjonction généralisée (3.1) en utilisant le fait que l'invariant de
Seiberg-Witten pour la structure spinc canonique est égal à 1 (Théorème 2.1).
En e�et, le �bré déterminant de la structure spinc canonique est K�1, donc
toute surface plongée � de genre g(�) � 1 véri�e

2g(�)� 2 � [�] � [�] + c1(K) � [�];
tandis que la formule d'adjonction (2.9) donne, pour toute sous-variété sym-
plectique �0 dans la même classe d'homologie,

2g(�0)� 2 = [�0] � [�0] + c1(K) � [�0];
ce qui implique immédiatement que g(�) � g(�0).

Nous donnons maintenant la preuve due à Kronheimer de l'inégalité d'ad-
jonction généralisée dans le cas [�] � [�] � 0. On remarquera tout d'abord
que la valeur absolue n'est pas nécessaire dans le second membre de (3.1) et
(3.2), car à cause de la dualité mentionnée au �1.3, si L est le déterminant
d'une structure spinc dont l'invariant de Seiberg-Witten est non nul alors il
en est de même pour L�1. Avec les notations du Théorème 3.2 et en posant
��(�) = max(2g � 2; 0), il est donc su�sant de montrer que

��(�) � [�] � [�] + c1(L) � [�]:
Ensuite, on remarque qu'il est possible de se ramener au cas [�] � [�] = 0 par

des éclatements, i.e. par somme connexe avec C P
2
. Plus précisément, on utilise

la formule d'éclatement suivante :

Proposition 3.4. Soit X une variété compacte de dimension 4 avec b+2 � 2, et

soit X̂ = X#C P
2
son éclaté. On notera E 2 H2(X̂;Z) la classe fondamentale

du diviseur exceptionnel. Soit s une structure spinc sur X, et soient ŝ� les

deux structures spinc sur X̂ dont la projection sur X coïncide avec s et dont

le �bré déterminant L̂� véri�e c1(L̂�) � E = �1. Alors SWX̂(ŝ�) = SWX(s).

De plus ce résultat demeure vrai dans le cas b+2 = 1 si l'on considère des

chambres compatibles sur X et sur X̂.
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(on notera que les dimensions des espaces de modules véri�ent dX̂(ŝ�) =

dX(s)). On identi�era dans ce qui suit H2(X̂;Z) avec H2(X;Z)� ZE.
L'intérêt de ce procédé est clair lorsqu'on remarque que, étant donnée une

surface plongée � � X de genre g, en e�ectuant l'éclatement en un point de

� on obtient dans X̂ une surface plongée �̂, toujours de genre g, mais dont la

classe fondamentale est [�̂] = [�] � E et donc véri�e [�̂] � [�̂] = [�] � [�] � 1.

D'autre part, c1(L̂�) = c1(L)�E, donc c1(L̂+) � [�̂] = c1(L) � [�]+1. L'inégalité

d'adjonction pour � et L est donc équivalente à celle pour �̂ et L̂+, ce qui
permet par récurrence de se ramener au cas où [�] � [�] = 0.
Il reste donc à prouver que, pour toute surface plongée � � X véri�ant

[�] � [�] = 0 et pour toute structure spinc dont l'invariant de Seiberg-Witten
est non trivial, on a

��(�) � c1(L) � [�]:
Pour obtenir ce résultat, Kronheimer introduit la notation suivante : soit

� 2 H2(X;R). Etant donnée une métrique riemannienne quelconque g sur X,
on notera k � kg la norme L2 et sg la courbure scalaire, et on identi�era � à son
représentant harmonique. On dé�nit

j�j+ = 4�
p
2 sup

g

k�+kg
ksgkg

:

Lemme 3.5 ([Kr]). Soit L le �bré déterminant d'une structure spinc dont l'in-
variant de Seiberg-Witten est non nul. Alors jc1(L)j+ � 1.

Preuve. Soit g une métrique quelconque sur X, et soit (A;  ) une solution
des équations de Seiberg-Witten non perturbées. L'équation de DiracDA = 0
implique que hD�

ADA ;  iL2 = 0. Par la formule de Weitzenböck (2.2) on a
donc Z

jrA j2 +
sg

4
j j2 + 1

2
hc(F+

A ) ;  i = 0:

Comme c(F+
A ) = ( � 
  )0 = ( � 
  )� 1

2
j j2, il vientZ

sg

4
j j2 + 1

4
j j4 � 0;

d'où 0 � 2hsg; j j2ig + 2kj j2k2g � �ksgk2g + kj j2k2g en utilisant Cauchy-

Schwartz. D'autre part on montre que jF+
A j2 = 1

8
j j4, d'où on tire

2
p
2 kF+

A kg = kj j2kg � ksgkg;

soit 4�
p
2 kc1(L)+kg � ksgkg. Comme ceci est vrai pour toute métrique g, on

conclut que jc1(L)j+ � 1.

L'inégalité d'adjonction généralisée est alors une conséquence directe du
lemme suivant :

Lemme 3.6 ([Kr]). Soit � 2 H2(X;R) une classe véri�ant j�j+ � 1, et soit
� une surface plongée véri�ant [�] � [�] = 0. Alors ��(�) � � � [�].
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Preuve. Quitte à ajouter une anse à � on peut supposer que ce n'est pas
une sphère (��(T

2) = ��(S
2) = 0). Comme le �bré normal à � est trivial, le

bord d'un voisinage tubulaire de � s'identi�e à S1 � �, et on peut munir X
d'une métrique g0 pour laquelle il existe un plongement isométrique du cylindre
[0; 1]� S1 � � muni de la métrique produit avec S1 de longueur 1 et � d'aire
1 et de courbure scalaire constante. Soit g la métrique obtenue à partir de g
en dilatant le cylindre d'un facteur r � 0 a�n de remplacer [0; 1] par [0; r].
Lorsque r! +1 on a

ksgkg = 4�r1=2(2g � 2) +O(1);

tandis que toute 2-forme représentant la classe � a nécessairement une norme
L2 minorée par r1=2 (� � [�]), d'où k�kg � r1=2 � � [�]: Comme k�+k2g+k��k2g =
k�k2g et k�+k2g � k��k2g = � � �, il vient 2 k�+k2g � r (� � [�])2 + � � �; soit

p
2 k�+kg � r1=2 (� � [�]) +O(1):

D'autre part l'hypothèse j�j+ � 1 implique que

p
2 k�+kg �

1

4�
ksgkg = r1=2(2g � 2) +O(1):

En combinant ces deux inégalités pour r! +1 on obtient 2g�2 � � �[�].

3.2. Conséquences de l'inégalité d'adjonction généralisée. En combi-
nant l'inégalité d'adjonction généralisée avec les résultats de Taubes décrits au
�2, on obtient des propriétés remarquables des invariants de Seiberg-Witten
des variétés symplectiques qui viennent compléter les conditions énoncées dans
le Théorème 2.1.

Corollaire 3.7. Soit X une variété symplectique compacte de dimension 4
avec b+2 � 2 :
1) pour toute structure spinc dont l'invariant de Seiberg-Witten est non nul,

la dimension de l'espace des modules est d(s) = 0. En particulier, X est de
type simple, et les invariants de Seiberg-Witten de X sont à valeurs dans Z.
2) pour tout �bré en droites non trivial E tel que SW (E) 6= 0, le dual de

Poincaré de c1(E) est la classe fondamentale d'une courbe symplectique plongée
dont chaque composante connexe Ck véri�e g(Ck) = 1 + [Ck] � [Ck].

Preuve. On peut se limiter au cas où le �bré E n'est pas trivial, car d(s) = 0
pour la structure canonique. Le Théorème 2.6 fournit donc une courbe pseudo-
holomorphe (non connexe) dont la classe fondamentale est duale de c1(E).
Soit Ck une composante connexe véri�ant [Ck] � [Ck] � 0 : la formule d'ad-
jonction donne 2gk � 2 = [Ck] � [Ck] + c1(K) � [Ck]. Si gk = 0, l'inégalité
d'adjonction généralisée (3.2) appliquée à la structure spinc canonique donne
[Ck] � [Ck] = c1(K) � [Ck] = 0, ce qui est impossible. On a donc gk � 1, et
l'inégalité d'adjonction généralisée (3.1) donne c1(K) � [Ck] � c1(L) � [Ck], où
L = K�1 
 E2. On a donc

c1(K) � [Ck] � c1(E) � [Ck]:(3.3)
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Considérons maintenant le cas d'une composante connexe pour laquelle on a
[Ck] � [Ck] < 0. Ck ne peut pas être un tore multiplement couvert, donc mk = 1
et c1(E) � [Ck] = [Ck] � [Ck] � �1. D'autre part la formule d'adjonction donne
c1(K) � [Ck] = 2gk� 2� [Ck] � [Ck] � 0� 2+ 1 = �1. L'inégalité (3.1) demeure
donc valable dans ce cas.
Par somme sur les composantes il vient c1(K) � c1(E) � c1(E) � c1(E), ce qui

par la formule (1.5) entraîne d(s) � 0. On a donc nécessairement d(s) = 0, ce
qui prouve l'assertion 1.
D'autre part, comme d(s) = 0 on doit avoir égalité dans (3.1) pour toutes

les composantes Ck, ce qui implique que c1(K) � [Ck] = [Ck] � [Ck]. Par la
formule d'adjonction (2.9) il vient gk = 1+ [Ck] � [Ck]. En outre dans le cas où
mk > 1 le tore Ck a un �bré normal trivial et on peut donc le remplacer par
mk tores disjoints plongés symplectiquement et appartenant à la même classe
d'homologie. Ceci prouve l'assertion 2.

Le même genre de raisonnement permet d'obtenir des contraintes sur les
variétés symplectiques minimales, c'est-à-dire ne contenant pas de sphère sym-
plectiquement plongée de nombre d'intersection �1. Une variété symplectique
est minimale si et seulement si elle n'est pas le résultat d'un éclatement sym-
plectique.

Corollaire 3.8. Soit X une variété symplectique compacte minimale de di-
mension 4 avec b+2 � 2 :
1) c1(K) � c1(K) � 0.
2) b+2 � 4

5
(b1 � 1) + 1

5
b�2 .

Preuve. On se place dans le cas de la structure spinc duale de la structure
canonique (E = K), et on considère à nouveau la courbe pseudo-holomorphe
fournie par le Théorème 2.6. D'après le corollaire précédent chaque composante
Ck de cette courbe véri�e gk = 1+[Ck]�[Ck]. L'hypothèse de minimalité interdit
le cas gk = 0, ce qui implique que gk � 1 et donc [Ck] � [Ck] � 0. Comme
les composantes sont mutuellement disjointes, par somme sur k on obtient
c1(K) � c1(K) =

P
k[Ck] � [Ck] � 0.

De plus, cette quantité s'exprime en fonction de la caractéristique d'Euler-
Poincaré � = 2 � 2b1 + b2 et de la signature � = b+2 � b�2 par la formule
c1(K) � c1(K) = 2� + 3� : on a donc 2� + 3� � 0, ce qui donne l'inégalité de
l'assertion 2.

Les contraintes données par le Théorème 2.1 et les Corollaires 3.7 et 3.8 sont
extrêmement fortes. Elles sont au coeur de la plupart des arguments utilisés
dans les travaux récents pour prouver qu'une variété n'est pas symplectique
ou pour obtenir des résultats sur la structure d'une variété symplectique.
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