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ABsTrRACT. Nous donnons une bréve présentation de la théorie des systémes
GKZ et montrons en quoi la “fonction I” de Givental est reliée & de tels sys-
témes.

1. INTRODUCTION : FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

1.1. La fonction hypergéométrique de Gauss. L’origine des fonctions hyper-
géométriques se trouve au début du 19éme siécle, lorsque Gauss étudie I’équation
différentielle suivante (appelée maintenant “I’équation différentielle de Gauss”) :

(1.1) (1 —2)F 4 (c— (a+b+1)z)F — abF =0

ot a, b, c € C. Cette équation linéaire, qui provient de la physique, a trois points
singuliers réguliers en 0,1 et oco. Toute équation différentielle linéaire de degré 2
possédant trois points singuliers réguliers peut se mettre sous cette forme.
La recherche de solutions en séries entiéres F(z) = > pckz”, conduit a la
relation de récurrence suivante (ou nous supposons que c ¢ Z).
k1 (k+a)(k+D)

(12) . (k+o(k+1)

En fixant ¢y = 1, on obtient :

F(a,b,c;z) = f Mxk

22 (1)

ou (a) désigne le symbole de Pochammer :

() = ()(a+1)...(e+k—-1), acCkeN"
(o = 1
en particulier, (1), = k!. On montre le théoréme suivant (voir [1]) :

Théoréme 1. On suppose ¢ ¢ Z. La série entiére :

F(a,b,c;z) = f%xk

= ()r(k
est convergente pour |x| < 1. Les deuz fonctions
F(a,b,c;x) et ' Fla+1—c,b+1—¢2—cx)

forment une base de l’espace des solutions de l’équation 1.1.
1
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La fonction F' est appelée la fonction hypergéométriqgue de Gauss. Elle fut large-
ment étudiée durant le 19éme siécle. Cette fonction vérifie aussi 'expression inté-
grale suivante :

Théoréme 2. Si 0 < Reb < Rec, on a :
1
F@uhcmﬂ:i/ P11 = £)eb1(1 — gt)=adt
0

1.2. Les fonctions hypergéométriques. Le terme fonction hypergéométrique
provient de la relation de récurrence 1.2. Cette relation est du type cxr1 = H(k)ck
ou H est une fraction rationnelle, quotient de deux polynomes de degrés 2. Si ces
deux polyndmes étaient constants égaux a 1, on obtiendrait la série

Gr)=1+z+a>+ -,

qui est la série géométrique (de raison x). On obtient aussi la série géométrique
comme particulier de la fonction hypergéométrique de Gauss :

F(l,,x)=Gx)=1+z+2*+ -

N

Une premiére généralisation de la fonction hypergéométrique consiste & modi-
fier la fraction rationnelle H de la relation 1.2. On obtient les fonctions notées
»Fy ‘Zi‘;g,x en la variable z dont le développement en série entiére Y cpx”
veérifie :

Ch+1 (k+ai)---(k+ap)
e (k+b)(k+by)(k+1)

Plus tard, de nombreuses versions de fonctions hypergéométriques & plusieurs
variables ont été proposées. On signalera les fonctions d’Appel et Lauricella et les
fonctions de Horn par exemple. Dans tous les cas, les trois aspects suivants sont

présents :

(1) Un systéme différentiel holonome
(2) Des solutions développable en séries entiéres, dont les termes s’expriment a
I’aide de symboles de Pochamer.
(3) Des expressions intégrales des solutions, a I’aide d’intégrales d’Euler général-
isées.
Ces trois points caractérisent la notion de fonction hypergéométrique, dans sons
sens le plus étendu.

SysTEMES GKZ

En 1989, Gel’fand, Kapranov et Zelevinsky introduisent les systémes différen-
tiels dénommés aujourd’hui selon leurs initiales (voir [3]). Ils parlent alors de A-
systémes. Les A-systémes proposent une approche nouvelle et unifiante des fonc-
tions hypergéométriques. Leur article montre en quoi les fonctions “historiques”
sont des cas particuliers de A-systémes.

Soit N =Z", A= (b1, -+ ,by), m vecteurs de N engendrant N ® R = R", et
a € C". A partir de ces données, les auteurs définissent un ensemble d’opérateurs
différentiels de ’algébre de Weyl :

D=C[M,.... \] < 50—, 52— >

On posera 0; = %.
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1.3. Opérateurs carrés : On considére la suite exacte :

O — L — 7Zm — N — 0

1.
( 3) € — bl
ou (e1,...,en,) est la base canonique de Z™. Le sous-module L de Z™ est donc
le réseau des relations entre les b;. A chaque relation | = (I1,...,l;), on associe
I'opérateur suivant :
li =l
o= J] o - I o
i€[1,m],l;>0 i€[1,m],l; <0

ol, par convention, le produit vaut 1 si I’ensemble des indices est vide. On
obtient ainsi, dans le cas ou les b; ne sont pas linéairement indépendants, une
infinité d’opérateurs.

1.4. Opérateurs “Z;”, ou opérateurs d’action du tore. Fixons les coordonées
des vecteurs :

bi1 a
pour 1 <i<m, b; = e€Z", eta= e Cn.
On pose, pour 1 < j <n,
Zja=0b1;M01 + -+ b jAmOm — a;.
on obtient ainsi n opérateurs, que ’on peut résumer en :
m
Zo = biXid;i—a
i=1

Identifions les b; avec des caractéres du tore de dimension n : T" = C*" en
posant :

™ — C
t=(t1,... ta) > 0=t b
et considérons une fonction f € C[\y,..., \,,] vérifiant la relation :
(1.4) Ve T X eC", f(t" Ay, ..., t"" X)) =t F (A1, Am)
(pour une détermination du logarithme de ¢ fixée). Les dérivées de cette re-
lation selon t1,...,t, au point ¢ = (1,...,1) donnent précisemment les opéra-
teurs Zi 4, ..., 2y q, qui apparaissent donc comme une compatibilité infinitésimale

a laction du tore.
Pour autant, les solutions du systéme ne vérifieront pas systématiquement la
relation non infinitésimale 1.4.

1.5. Le D-module GKZ. Les opérateurs ci-dessus définissent un idéal & gauche

de ’algeébre de Weyl :
Taa=» DO+ DZi,.
leL i=1
On note aussi :
Muo=D/Lga.
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C’est le D-module GKZ, associé aux données A, a.
) b

1.6. Exemples. Nous évoquerons essentiellement une famille d’exemples trés im-

portante : ceux issus de I’éventail d’une variété torique. Dans ce cas, le Z-module

N est 'espace des groupes & un parameétre du tore 7" = C”. L’éventail est un

ensemble de cones ¥ contenus dans Ng = N ®g R, et ’ensemble A est ’ensemble

des générateurs des rayons de ’éventail (on le notera parfois 3(1)). Le vecteur a
0

est choisi égal & |: | lorsque 'objectif est d’obtenir la focntion 1.
0

1.6.1. Cas de P2. On a N = Z? et les générateurs des rayons de l’eventail sont :

P

On pose A = (b1,be,b3) et a = (0,0). A & un facteur multiplicatif prés, la seule
relation entre by, by et bz est :

b1+ by + b3 =0,
et la suite exacte 1.3 s’écrit :
0 — L=7Z — 7} — N=7Z? — 0

l — (1L
€; — bl‘

Les opérateurs carrés sont donc paramétrés par [ € Z, et s’écrivent, :

1>0: [O0;=0d0% 1
[=0: O=1-1=0
1<0: O=1-07"97"95"
Les opérateurs Z, sont au nombre de deux et s’écrivent :
Zia=121p = AO1—A303
Zao =20 = Aa02— X303

On observe que :

vi e Z, O, =-0_,
VieN*, O = (810:05) — 1= ((018203) ' +---+ 1)

Ceci montre que 'opérateur [;suffit & engendre tous les opérateurs carrés, et on
obtient :

Tao=D0y+DZ o+ DZyy,

soit :

MA70 = D/ < 68263 — 1,/\1(91 — /\3(93, /\2(92 — )\3(93 > .
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2. PROPRIETE DU D-MODULE M 4,

Les principales propriétés des D-modules GKZ sont toutes démontrées dans
Particle initial des Gel’fand, Kapranov et Zelevinsky. Les trois auteurs imposent
toutefois une hypothése supplémentaires aux vecteurs de A = (by,...,by,) @ ceux-
ci doivent se trouver sur un méme hyperplan affine de N. En 1994, Adolphson
revient sur larticle de GKZ et parvient & supprimer cette hypothése dans un grand
nombres de cas, en particulier celui des variétés toriques ([2]). Ce sont les résultats
d’Adolphson que nous présentons ici.

Théoréme 3. Le D-module M 4., est holonome.

La variété caractéristique est donc de dimension m et, en dehors d’une hyper-
surface de C™, les solutions du systéme forment un faisceau localement constant
de rang fini.

Exemple 4. Le cas de P2.

Dans le cas de la variété torique P? présentée plus haut, l'idéal T4 vaut <
00203 — 1, A101 — A303, A20> — X303 > . La variété caractéristique est donc définie
par l'idéal I..r =< y192y3, \Miy1 — A3y, Aaya — Azys > de C[A1, A2, A3, y1, Y2, ¥3)-
C’est une réunion de 3-plans de C°.

2.1. Dimension de I’espace des solutions. L’objet essentiel ici est le polyédre
suivant :

A 4 = Enveloppe convexe de A et O,

Ce polyédre est compact ; il n’est pas contenu dans un hyperplan puisque nous
avons supposé que les vecteurs de A engendrent Ng. Il a donc un volume non nul
pour la mesure usuelle de Lebesgue, et ne sera pas considéré comme une face de
lui-méme.

Pour étudier ’espace des solutions formelles, en un point A9 = ()\go), ceey /\Sﬁ)),
Adolphson introduit le polynome de Laurent de Clzy, 27, ..., z,,z; '] suivant :

m
fro (@1, ., zn) = Z )\Eo)xb"
i=1
. .. . b, bi1 bin
(avec la notation des multi-indices : z% = x;"" - -zy™).
A 4, il pose aussi :

Pour toute face 7 de

Frao (@, z) = 3 A2

i=1, b;eT

Définition 5. Le polynéme fyo) est dit non dégénéré si pour toute face 7 ne

contenant pas O, le polynome f, ) n’a pas de point critique dans (C*)".
Autrement dit, si 7 est une face de A4 ne contenant pas 0, les polynomes

9f, 0 f, A
Oxry " Oz,
Nous poserons :

n’ont pas de zéro commun.

B = sous — module de N engendré par A

= {i k‘ibi, k‘i € Z}
1=1
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et, pour toute face 7 de A4, nous noterons :

R, = Clz% b, €7 CClzy, a7, ... 20z,

n

Théoréme 6. Si le polynome fyo) défini par A n’est pas dégénéré, et si pour
toute face T € T',l’'anneau R.est de Cohen-Macaulay, la dimension de l’espace des
solutions holomorphes au point \(0) est :

n!Vol(A 4)
[N : B
Souvent que le Z-module B sera égal & N. De plus, la condition “Cohen-Macaulay”
est immédiate dans le cadre des variétés toriques (supposées normale, c’est a dire

dans le cas ou les vecteurs considérés sont les générateurs minimaux des rayons du
cone). On a alors :

Corollaire 7. Soit ¥ un éventail de Ng, non contenu dans un hyperplan. Soit A
Uensemble des générateurs minimauz des rayons de X. Soit X0 un élément de C™.
Si A engendre N et si le polynome fyw) défini par A n’est pas dégénéré, alors la
dimension de lespace des solutions formelles en \(?est :

n!Vol(A 4).

Remarque. Si la variété torique est lisse, la condition “A engendre N” est automa-
tiquement vérifiée puisque les rayons d’un cone maximal forment une base de N.

Exemple. Dans le cas de P2, le polynome f, vaut :

fro(z1,z2) = )\go)xl + )\go)mg + )\go)xflxgl

On vérifie que ce polyndme est non dégénéré si et seulement A§°)A§°)A§O> # 0.
En tel point A(?), 1a dimension de I’espace des solutions est égale & 2.Vol(A 4) = 3.

3. SOLUTIONS DES SYSTEMES GK7Z : SERIES GAMMA

3.1. La fonction I'. Rappelons que la fonction I' est défini pour s € C, Re(s) > 0,

par :
+oo
['(s) :/ t*~tetat.
0

Elle vérifie aussi la relation :
(3.1) Vs, Re(s) >0, I'(s+ 1) = sI'(s)

ce qui permet de la définir par prolongement analytique sur C\ Z~. On a, pour
tout entier n € N* : T'(n) = (n—1)! et le lien avec les symboles de Pochamer est le
suivant :

I'(a+n)

(a)n = T(a)
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3.2. Séries I'. Nous allons définir une famille de solutions (a priori formelles) d’un
systéme GKZ. Nous renvoyons le lecteur & [3] ou a [4] pour une présentation plus
détaillée. Soit donc A = (by,...,bm) € N, a € C" et L C N le réseau des relations
donné par la suite exacte :

0—L=7Z-—7>—N=7>—0.

Considérons un élément v € C™ tel que

(3'2) 71b1 +--+ 'Vmbm =a
4 un tel vecteur, on associe une série formelle :
A’Yl"’_l
3.3
o S

leL i= 1

Proposition 8. La fonction ¢, est formellement solution du systéme GKZ défini
par A et a.

Proof. Larelation Z,.¢~ repose essentiellement sur la relation : 1614 - +vmbm =
a.

Soit maintenant { = (l1,...,l,,) € L. Remarquons tout d’abord que le vecteur
7 + [ vérifie encore la relation 3.2, et que ¢, = ¢, . Posons I* = (I,...,}) ou

I = max(l;,0), de méme pour [~. on a :

1_[811-%257 = ¢yt (fonction I")

;>0
= Pypi- (car ¢y = ¢y 41)
= H a;li¢v~
1;<0
Ce qui montre que ;¢ = 0. (]

Remarque 9. La fonction ¢, n’est pas bien définie telle quelle : il faut une déter-
mination du log des A; pour que les puissances )\Ziﬂi aient toujours un sens.

Nous ne parlerons pas des question de convergence ou de détermination d’une
base de solutions, ni de la décomposition GKZ qui y est liée. Nous renvoyons pour
cela a [4], par exemple.

3.3. Autres écritures des séries gamma. La propriété (3.1) de la fonction I'
et les symboles de Pochammer autorise une grande diversité d’écriture des séries
gamma. Nous en présentons deux :

Soit donc A = (by,...,by),a, et v € C™ tel que > v;b; =a. On a :

m )\'Yi+li

CEND DR 1§ )

(o e
o0 = (Mein) S(Mats ) (e e
_ . >‘% lHuEZu>l (vi+v+1)
05— ([Tey ) D]
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La preuve n’est qu’un calcul. On observe que ’écriture 3.4, a l’aide symboles
de Pochamer s’apparente & ’écriture de la fonction hypergéométrique de Gauss

Les séries gamma des fonctions hypergéométrique (nous ne parlerons pas des
expressions intégrales, qui existent aussi).

L’écriture 3.5 est celle sont laquelle est généralement donnée la fonction I, comme
nous le verrons dans la section suivante.

3.4. La fonction hypergéométrique de Gauss. La fonction hypergéométrique
de Gauss s’obtient & l'aide d’un systéme GKZ. Ce n’est toutefois pas totalement
immeédiat, puisqu’il s’agit d’une fonction & une seule variable, que ’on ne peut
obtenir par un systéme & un seul vecteur. Voici comment procéder :

Nous cherchons les solutions de I’équation différentielle :

2(1—2)F 4 (c—(a+b+1)z)F —abF =0
ou a,b,c € C,c ¢ Z. Posons A = (by,ba, b3, by) avec :

1 —1 0 0

b= |1{,0=1]0|,by=|1],b1 =10

1 0 0 1
1—c¢
et posons a = | —a
—b

Le réseau des relations vaut :
L=7(11,-1,-1)

Nous considérons la série ¢, pour v = (0,¢ — 1, —a, —b). Nous remarquons tout
d’abord, que dans la définition (3.3) les termes avec m pour /; < 0 s’annule

(la fonction T" & un pole en tout point entier négatif, et v; =0). L’écriture (3.4)
nous donne alors :

B Ag_l)\_aAZb )‘ll )\lg
(M Ae As, M) = (r(c>r<1_i>r<1—b>>'Z((%H)z'(vﬁl)z)'

IEN
(A3 (=D (=73)e AT (1) (=7a)1)

_ A5 A 3 (@)i(b) M
Te)'(1—a)(1-0b) )" < (1)i(e)r AL,

le

En particulier, on obtient :

1 (a)u(b)
¢,Y(:E, L1,1) = F(C)F(l — a)r(l — b) ’ leZN (1)2(0); o

qui est bien la fonction de Gauss, au facteur m pres.

4. FONCTION I D’UNE VARIETE TORIQUE

4.1. Homologie et réseau des relations. Nous considérons ici ’éventail ¥ C
Ny = R™ d’une variété torique lisse X = Xyx. Les vecteurs b; sont les générateurs
minimaux des rayons de ¥ et ’on fixe a = 0.
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A chaque vecteur b; correspond un diviseur torique D; (on notera de la méme
fagon le diviseur D; et son image dans le groupe de Picard de Xy qui est aussi
H?(X,7)). Il y a un accouplement parfait :

Hy(X,Z) x H*(X,Z) — 7
(4, D) D(d):/D
d

Ceci permet de voir le réseau des relation L comme le groupe d’homologie
Hy(X,Z) :

0 — L=HyX,Z) — VAL — N — 0
(4.1) d = (D1(d),...,Dp(d))
€; — b;
Les opérateurs carrés s’écrivent donc maintenant :
Oa= ] o2 - J] o7, de Ha(X,2).
i,Di(d)>0 ’i,Di(d)<O
4.2. Passage des variables ) au variables g. L’étude des opérateurs Z; o donne
une premiére indication sur la forme des solutions :
Soit d € Ho(X,Z). Posons ¢¢ =T[", AP,

Lemme 10. On a Zj,oqd = 0 pour tout j = 1,...,b ; de plus, si un m-uplet
d’entiers k = (ki, ..., kn) vérifie :

Zio[[M'=0 Vi=1....n
=1

alors k € L, c’est a dire que k = (D1(d),...,Dn(d)) pour un certain d €
Hy(X,Z) et [[j2, AF = ¢

La preuve est immédiate. Ceci nous conduit & chercher des solutions dépendantes
des ¢¢, et & enlever les opérateurs Z; o du systéme GKZ. Le choix d’une base va
rendre ce choix de nouvelles variables plus explicites.

Soit Ti,..., T, une base de H?(X,Z) et Bi,..., 53, la base duale de Hy(X,Z).
Nous noterons m; , les coordonnées des D; € H? (X,Z) dans la base fixée :

T
D=3 mi Tu, 1<i<m
Jj=1
Nous posons :

qa:H)\?i(ﬁ“) :ﬁ/\;ni'“, a=1,...,r
; i=1

On a alors si d € Ho(X,7Z), ¢¢ = ngl qfa“”,

Le systéme GKZ en les m variables \; va pouvoir s’exprimer comme un systéme
en les variables g,.

On observe que,

r
)\ia)\i = Z miaQaaqa
a=1

En posant §; = \;0y,, et en remarquant que \29? = §;(6; — 1), on a :
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[T 2“0 = [ 66—1)...(6:— Di(d) +1)

D;(d)>0 D;(d)>0
o | ¢ . (0; + Di(d) +1)
D;(d)<0

Ainsi, pour peu que lon travaille dans les algébres C[\;, \;'] < 95, > et
Clqa, q; '] < 84 >, ot les variables sont inversibles, nous pouvons remplacer I'opérateur
[y par I'opérateur

IT 66 —1)...(6 — Di(d) S [ (6 + Di(d) + 1),
D;(d)>0 D;(d)<0

qui est un opérateur en les variables ¢q,. Bien souvent, c’est ce systéme GKZ, avec
les opérateurs “carrés prime’ qui sera utilisé pour les présentation de la fonction I.

4.3. La fonction I. Dans la section précédente, nous avons donné des solutions
du systéme GKZ paramétrées par un vecteur v = (71, ...,%m) € C™ tel que y1b1 +
-+ 4+ Ymbm = 0. La suite exacte 4.1 montre que l'on a :

On peut donc définir, en développant toutes les expressions en série entiére (dont

la fonction I' au voisinage de 1) une fonction ¢(p, .. p,.)(A1,.. . Am) :

\Di+Di(d)

ZHD+D))

deHy(X,Z) i=1

_ ﬁ AP Z H )\D () vezs, (Di+v+1)
LT, 57 [Tz0o0(Di + v+ 1)

leL

e
S
IS
LB
I

en utilisant ’écriture 3.5. C’est une solution du systéme GKZ.

La fonction I va de H?(X,C) dans ’anneau de cohomologie H*(X,C). Soit 7 €
H?*(X,C) écrivons 7 = Y. _, t,T, et posons g, = e'*. Les classes T, 'expressions
etaTa obtenue par le développement en série entiére de ’exponentielle, est une
classe de H*(X,C). On a alors :

el = Het e ana = HHA"““ . :ﬁ)\pi € H*(X,C)
a=1:=1 =1
ot gf = H D@ _ H taTald) — o7(d) ¢
On a alors :

D(D1,. D) (T) = ! > l Z dlvezp>,(Di+v+1)

(H T(D; +1 2T ], ym0(Di v+ 1)
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La fonction :
H*(X,C) — H*(X,0C)

(D;+v+1
F= Z tal, — €7 Z q° ez )
7 IlhezuzoDitrv+1)

est la fonction I(7,z = 1) de la variété torique associée a ¥, évaluée au point
z =1. On a ainsi fait le lien entre les série gamma et la fonction I:
1
T)= —=r————.
D(Ds,. D) (T) ™. T(D: + 1)

Remarque 11. Nous n’avons jamais parlé de la variable z dont dépend aussi la
fonction I. Ceci sera I'objet d’un autre exposé.

I(7,1)
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