
Géométrie de Kähler

Irene Pasquinelli

Table des matières

1 Formes hermitiennes et dé�nition 1

1.1 Un peu d'algèbre linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Métriques hermitiennes et 2-formes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Variété de Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Le volume des variété Kählerienne 4

2.1 Forme volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Inégalités de Wirtinger pour sous variétés . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Caractérisation par la connexion de Levi Civita 6

4 Groupes d'holonomie 8

4.1 Bref rappel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
4.2 Holonomie des variété Kähleriennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4.3 Cas particulier : dimC = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4.4 Cas particulier : dimC = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Résumé

Dans ce document, on introduit les variétés de Kähler : on dé�nit une

telle variété et on en donne des proprietés importantes.

Dans la première section, on commenceavec de l'algèbre linéaire sur les

espaces vectoriels, dans le but de dé�nir les formes hermitiennes sur une va-

riété X. Une telle métrique sera en e�et une partie de la dé�nition de variété

de Kähler. On montre aussi que si on considère une métrique Kählerienne :

h(u, v) = g(u, v) − iω(u, v), la partie symétrique est automatiquement dé-

términée par la donnée de la 2-forme ω et viceversa, par une bijection entre

les deux constructions.

On continue avec une première propriété d'une variété Kählerienne X :

on calcule sa forme volume et on caractérise ses sous variétés complexes

comme les sous-variétés minimisant une certaine inégalité. C'est l'inégalité

de Wirtinger, qui nous donne une borne inférieure sur le volume d'une sous-

variété et qu'on montre dans le cas de sous-variétés de dimension complexe 2.

C'est une proprieté très importante, parce qu'il s'agit d'une relation entre une

i



propriété riemannienne d'une sous-variété comme le volume et un invariant

intégrale qui ne dépend que de sa classe de cohomologie et donc des propriétés

topologiques de la sous-variété. De plus, elle a des applications importantes

dans les théorèmes de compacité des ensembles analytiques à volume borné

dans une classe de cohomologie �xée.

La troisième section approfondit la structure riemannienne qu'on a sur

les variétés kähleriennes. On considère la connexion de Levi Civita ∇ sur X
et cela fournit une caractérisation pour les variétés Kähler comme celles dont

la structure complexe sur le �bré tangent (i.e. l'action de l'automorphisme

I) est parallèle pour ∇.
Au début de la dernière section, on rappelle briévement la dé�nition du

groupe d'holonomie de X et on montre une application importante de la

caractérisation par la connexion de Levi Civita de la section précédente.

En e�et, le groupe d'holonomie nous fournira une autre caractérisation des

variétés Kähleriennes, par le théoreme qui nous garantit qu'une variété com-

plexe avec sa forme hermitienne est Kählerienne si et seulement si son groupe

d'holonomie est contenu dans AutC(TX,x).
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1 Formes hermitiennes et dé�nition

1.1 Un peu d'algèbre linéaire

On considère une forme R-bilinéaire sur un espace vectoriel réel : h : V ×V → C
et on l'étend par bilinéairité sur le complexi�é

hC : VC × VC → C

où VC = {
∑
αivi, αi ∈ C, vi ∈ V }.

Or, on suppose d'avoir une structure complexe I qui agit sur l'espace vectoriel
réel V , qui est un automorphisme qui au carré est l'identité. Il nous permet de vois
V aussi comme espace vectoriel complex.Ça nous donne donc une décomposition
en espaces propres

VC = V ⊗ C = V 1,0 ⊕ V 0,1

où la première composante est l'espace propre de I associé à la valeur propre i et
la deuxième est l'espace propre de I associé à la valeur propre −i.

Une telle décomposition induit automatiquement une décomposition de l'es-
paces des homomorphisme R-linéaires de V dans C,

HomR(V,C) = WC = W 1,0 ⊕W 0,1

en formes C-linéaires et formes C-antilinéaires.
En e�et, on a le lemme qui nous dit qu'une application de V → C, R-linéaire,

elle est aussi C-antilinéaire si et seulement si son extension au complexi�é s'annule
sur le premier espace de la decomposition :

Lemme 1.1. Soit α : V → C R-linéaire et l'extension αC : VC → C. On a que α
est antilinéaire si et seulement si αC|V 1,0 = 0.

Démonstration. En e�et, on a que V 1,0 est engéndré par les {v− iIv}, avec v ∈ V ,
parce que I(v − iIv) = Iv − iI2v = Iv + iv = i(v − iIv) et on a

αC(v − iIv) =α(v)− iα(Iv) = 0

⇔α(v) = iα(Iv)

⇔α(Iv) = −iα(v)

�

On pose
W 1,1 = W 1,0 ⊗W 0,1 ⊂ Λ2WC

l'ensemble des formes linéaires à droite et antilinéaires à gauche, qui s'appellent
les formes sesquilinéaires et

W 1,1
R = W 1,1 ∩ Λ2WR
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où WR = Hom(V,R).
Or, quand on passe à une forme bilinéaire, la condition peut être généralisée de

la façon suivante, mais elle dévient un peu di�érente : en e�et on a la décomposition

Λ2WC = Λ2W 1,0 ⊕ (W 1,0 ⊗W 0,1)⊕ Λ2W 0,1

où la première composante sont les 2-formes bilinéaires sur W 1,0, qui sont les 2-
formes C-bilinéaires sur V avec sa structure complexe I ; la troisième sont les
2-formes bilinéaires sur W 0,1, qui sont les 2-formes C-bilinéaires sur V avec la
structure complexe I et la troisième sont les formes du type α ∧ β, avec α ∈ W 1,0

et β ∈ W 1,0, i.e. W 1,1.
Ceci est la décomposition duale de

Λ2VC = Λ2V 1,0 ⊕ (V 1,0 ⊗ V 0,1)⊕ Λ2V 0,1

Donc, pour avoir qu'une forme soit dans W 1,1 on doit avoir que l'extension
complexe s'annule sur les vecteurs de la forme (u, v) ∈ V 1,0 et ceux de la forme
(u, v) ∈ V 0,1, ce qu'on utilisera dans la preuve de la proposition suivante.

1.2 Métriques hermitiennes et 2-formes

Juste avant de dé�nir les variétés des Kähler, ce qui est le but de cette première
section, on applique ce qu'on a vu pour montrer une proposition qui nous sera utile
après :

Proposition 1.2. On a une bijection entre

{formes hermitiennes sur V } = {h : V × V → C, C-linéaires à gauche

C-antilinéaires à droite

h(u, v) = h(v, u)}

et

{formes réelles alternée ∩ formes sesquilinéaires} = W 1,1
R

Démonstration. On a�rme que la bijection est donnée par

h(u, v) 7−→ − Imh(u, v)

et son inverse

ω(u, v) 7−→ h(u, v) = g(u, v)− iω(u, v) où g(u, v) = ω(u, Iv).

La première chose à montrer est que la forme dé�nie comme l'opposé de la partie
imaginaire de h est vraiment en W 1,1

R = Λ2WR ∩W 1,1. Elle est dans le premier

espace parce qu'elle est alternée, car h(u, v) = h(v, u) par dé�nition de forme
hermitienne. Pour montrer qu'elle est un élément du deuxième espace, comme on
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a dit dans la dernière section, il faut montrer qu'elle s'annule sur les vecteurs de
la forme (u, v) ∈ V 1,0 × V 1,0 et sur les vecteurs de la forme (u, v) ∈ V 0,1 × V 0,1. Il
su�t en e�et de montrer la première propriété, parce que la deuxième suit si on
conjugue la première condition.

Or, on a vu que V 1,0 est engendré par les ṽ = v − iIv, avec v ∈ V . Alors pour
calculer ω en (ũ, ṽ) = (u− iIu, v− iIv) on utilise la bilinéarité de ω et on obtient :

ω(ũ, ṽ) = ω(u, v)− ω(Iu, Iv)− i[ω(u, Iv) + ω(Iu, v)].

Mais par dé�nition de forme hermitienne, on a aussi h(Iu, Iv) = ih(u, Iv) =
i(−i)h(u, v) = h(u, v) et donc ω(Iu, Iv) = ω(u, v). Au même temps h(u, Iv) =
−ih(u, v) = −h(Iu, v) et donc aussi ω(u, Iv) = −ω(Iu, v). Alors d'après l'expres-
sion précédente on obtient ω(ũ, ṽ) = 0.

Il faut maintenant montrer que la h(u, v) = g(u, v) − iω(u, v) avec g(u, v) =
ω(u, Iv) dé�nie par l'application inverse est vraiment une forme hermitienne. En
e�et, on a

h(u, Iv) = g(u, Iv)− iω(u, Iv) = −ω(u, v)− ig(u, v) = −ih(u, v)

et
h(Iu, v) = g(Iu, v)− iω(Iu, v) = ω(u, v) + ig(u, v) = ih(u, v).

De plus, comme ω est alternée, on a Imh(u, v) = − Imh(v, u) et au même temps,
comme ω(u, Iv) = −ω(Iu, v), on a g(u, v) = g(v, u) et alors h(u, v) = h(v, u). Il
est immédiat de montrer que les deux contructions sont l'une l'inverse de l'autre.
�

Remarque 1.3. On souligne que comme h est hermitienne, on a que h(u, v) =
h(v, u) et donc ω est antisymétrique et au contraire g est symétrique.

On a donc que g induit sur X une structure de variété riemannienne avec toutes
les propriété et les instruments que cette métrique nous donne, comme on verra
dans la suite.

1.3 Variété de Kähler

On peut en�n dé�nir le principal object dont on parle : les variétés Kähle-
riennes.

Soit X une variété complexe. Sa structure complexe nous induit une structure
presque complexe sur chaque espace tangent TX,x, donné par l'action de I(x). Ça
nous permet d'appliquer tout la machinerie qu'on a vu dans la première section et
donner les dé�nitons suivantes.

Une métrique hermitienne h sur X est la donnée d'une famille de métriques
hermitiennes hx sur les espaces tangents TX,x qui varient di�éomorphiquement avec
x. Cette métrique est donnée comme dans la bijection précédente par

h(u, v) = g(u, v)− iω(u, v)

3



Dé�nition 1.4. X est donc une variété de Kähler si elle possède une telle métrique
h, dite métrique de Kähler, telle que la forme ω est fermée.

Remarque 1.5. La condition algébrique dω = 0 semble une condition algébrique
qui vient de n'importe où. En fait, on verra qu'elle a une signi�cation très precise
en terme de la géométrie de la variété.

De plus, la proposition 1.2 nous dit que si on �xe une des deux composantes
de la métrique, la forme hermitienne entière et donc l'autre partie est automati-
quement détérminée par la bijection qu'on a donné. Pour ça, on peut se réferer à
la métrique sur une telle variété simplement en considerant sa 2-forme et de façon
équivalente on peut donner une structure Kählerienne sur une variété complexe
simplement en donnant une 2-forme fermée.

2 Le volume des variété Kählerienne

2.1 Forme volume

Une première propriété importante des variétés Kähleriennes est donnée par sa
structure riemannienne. En e�et, tout variété complexe de dimension 2n avec une
forme hermitienne au dessus est, comme on a dit, aussi une variété riemannienne
et elle est aussi canoniquement orientée : si e1, . . . , en est une base de TX,x sur C,
on pose que l'orientation positive est donné par la base de TX,x sur R des vecteurs
e1, Ie1, . . . en, Ien. On peut donc associer à la métrique riemannienne g sur X une
forme volume canonique.

Proposition 2.1. Sur une telle variété X la forme volume associée à la métrique

est ωn

n!
.

Démonstration. La forme volume canonique est une section non nulle en tout point
de la 2n-ième puissance extérieure du �bré cotangent réel. Or, en général pour
une forme sur un espace vectoriel complexe V , en coordonnées locales, on prend
z = (z1 . . . , zn) et z′ = (z′1, . . . z

′
n) et on a h(z, z′) =

∑
i,j αijzi, zj, où e1, . . . en est

une base sur C de V , de duale dz1, . . . dzn, base de ΩX,x sur C. αij = αji = h(ei, ej).
Comme ω est moins la partie imaginaire de h et 2i Imh = h− h, alors

ω(z, z′) =
i

2

∑
i,j

αij(ziz
′
j − z′izj)

et donc au niveau des formes de W 1,1, on a

ω =
i

2

∑
i,j

αijdzi ∧ dzj (1)

On suppose maintenant que la base e1, . . . , en soit orthonormale pour la métrique
h, d'où h(ei, ej) = δij et ses coordonnées z1, . . . zn. On pose zj = xj + iyj. On a
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alors que e1 = ∂
∂x1
, Ie1 = ∂

∂y1
, . . . , en = ∂

∂xn
, Ien = ∂

∂yn
est une base du �bré tangent

sur R avec sa base duale dx1, dy1, . . . , dxn, dyn, où dzi = dxi + idyi. On a donc que
la forme volume est l'unique forme qui vaut 1 sur e1 ∧ Ie1 ∧ · · · ∧ en ∧ Ien. On a
par contre par la formule précédente (1)

ω =
i

2

∑
j

dzj ∧ dzj

et donc ωn

n!
=
(
i
2

)n∏n
i=1 dzi ∧ dzi et

i
2
dzi ∧ dzi = dxi ∧ dyi. Mais alors

ωn

n!
= dx1 ∧ dy1 ∧ . . . dxn ∧ dyn

qui, evalué en e1 ∧ Ie1 ∧ · · · ∧ en ∧ Ien est exactement trivialement 1. �

On a donc pour tout variété Kählerienne que

VolX =

∫
X

ωn

n!
.

Remarque 2.2. Cette relation est très importante parce qu'elle nous donne une
relation entre la forme Kählerienne et le volume. En e�et, on voit qu'une caracté-
ristique qui a priori ne dépend que de la structure riemannienne et de la géométrie
de la variété comme est le volume, devient une caractéristique qui, par la formule
de Stokes, ne dépend que de la classe de cohomologie de la forme de Kähler et
donc des propriétés topologiques de la variété.

2.2 Inégalités de Wirtinger pour sous variétés

On étudie maintenant ce qu'il se passe si on considère les sous-variétés d'une
variété X de forme de Kähler ωX . On a alors N ⊂ X sous-variété complexe
compacte de dimCN = k. Soit j : N ↪→ X l'immersion. Comme ωN = j∗(ωX) est
encore une 2-forme fermée, sur N on a une structure induite de variété Kählerienne
elle même. Donc on aura k! VolN =

∫
N
j∗(ωkX) =

∫
N
ωkN .

En fait, pour une sous-variété compacte quelconque, on a un résultat plus
général :

Proposition 2.3 (Inégalité de Wirtinger). Soit N ⊂ X une sous-variété compacte

de dimension réelle 2k. On a alors

VolN ≥
∫
N

ωk

k!

et on a l'égalité si et seulement si N est une variété complexe.

Par simplicité, on preuve seulement le cas où k = 1. Pour le montrer, on
utilisera un petit lemme qui est vrai en tout point.
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Lemme 2.4. Soit E ⊂ Cm un sous espace vectoriel réel de dimension 2 orienté.

Soit h = g−iω la métrique hermitienne sur Cm. Pour zi = xi+iyi on a trivialement

h(z, z′) =
∑

i ziz
′
i, g(z) =

∑
i x

2
i + y2i et ω =

∑
i dxi ∧ dyi.

Or, si µE est l'élément de volume sur E associé à la métrique g, on a ω|E ≤ µE
et on a égalité si et seulement si E est une droite complexe avec l'orientation

naturelle.

Démonstration du lemme. Prenons e1, e2 une base orthonormé pour g, orientée.
On a ω|E = ω(e1, e2)µE, parce qu'étant ω un multiple de la forme volume,

disons ω(e1, e2) = λVol(e1e2) = λ, car par dé�nition la forme volume fait 1 sur la
base. Mais par dé�nition de la métrique on a aussi ω(e1, e2) = g(Ie1, e2). On peut
donc appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwartz à la métrique g et on obtient

ω(e1, e2) ≤ ‖Ie1‖g‖e2‖g = 1

et d'où le résultat.
Pour le cas d'égalité il su�t de dire que dans l'inégalité de Cauchy-Schwartz

on a l'égalité si et seulement si Ie1 et e2 sont proportionnels et donc e1, Ie1 est une
base orientée de la droite complexe E. �

On peut donc maintenant démontrer l'inégalité de Wirtinger dans le cas k = 1.

Démonstration de l'inégalité de Wirtinger. En tout point on considère le sous-
espace vectoriel de dimension réel

TN,x = E ⊂ Cn ' TX,x

et on applique le lemme. Donc, en tout point,

ω|N ≤ forme volume de N.

Par intégration des deux côtés de l'inégalité on obtient le résultat. �

L'importance de cette inégalité va bien au delà de ce dont on parle ici, parce
qu'elle a des applications importantes, par exemple pour le théorème énonçant que
les ensembles analityques compacts à volume borné dans une variété kählerienne
compacte forment un ensemble compact.

3 Caractérisation par la connexion de Levi Civita

Comme on a dit, la partie symétrique de la métrique Kählerienne donne à X
une structure riemannienne. Ça nous donne aussi la connexion de Levi-Civita sur
X, qui est l'unique connexion ∇ qui satisfait :
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1. ∇ préserve la métrique :
dg(σ, σ′) = g(∇σ, σ′) + g(σ,∇σ′)
(i.e. le terme de dérivation de la métrique s'annule)

2. ∇ est sans torsion :
[χ, χ′] = ∇χχ

′ −∇χ′χ, pour tous χ, χ′ champs de vecteurs sur X.

La connexion de Levi-Civita peut nous donner une caractérisation pour les
variétés de Kähler, en terme de platitude de la structure complexe sur le �bré
tangent.

Théorème 3.1. Soit h une métrique hermitienne sur X, variété complexe de

structure complexe I sur le �bré tangent.

La métrique h est Kählerienne si et seulement si I est parallèle pour ∇, condi-
tion qui se formule de la façon suivante : pour tout χ champ de vecteurs, Iχ est

encore un champ de vecteurs et la condition de parallélisme est ∇χ′(Iχ) = I∇χ′(χ),
∀χ′ ∈ Γ(X,TX) ensemble des sections du �bré tangent.

Remarque 3.2. La condition de parallélisme en e�et signi�e que la structure
complexe est plate pour la connexion de Levi-Civita. Comme ∇χ′(Iχ) = ∇(I)χ+
I∇χ par la regle de Leibniz, la condition qu'on a donné dans le théorème signi�e
exactement que le terme ∇I doit s'annuler.

Démonstration. Pour le sens direct, on utilise un lemme technique qui nous dit
qu'on peut toujours trouver des coordonnées pour lesquelles la forme hermitienne
au premier ordre est égale à la métrique hermitienne standard :

Lemme 3.3. En tout point x d'une variété kählerienne X de dimension n, il

existe des coordonnées z1, . . . zn centrées en x telles que la matrice de la forme

hermitienne est

In + o(
∑
i

|zi|2).

C'est équivalent à dire que les hij = h(ei, ej) = δij + o(
∑

i |zi|2).

Or, dans le calcul de l'existence de la connexion de Levi-Civita, on impose les
conditions de la dé�nition et on obtient des équations dépendantes de gij et

∂
∂xk

gij.
Donc la matrice de la connexion ne dépend que des dérivées au premier ordre de
la métrique.

Donc en chaque point, on a des coordonnées données par le lemme précédent
pour lesquelles on peut ignorer les termes du type o(

∑
i |zi|2) et on obtient qu'on

peut considerer la métrique comme la métrique constante. Dans ce cas, on a bien
que I, étant la multiplication classique par i sur C, est à coe�cients contants et
donc est parallèle pour la connexion ∇ et donc il est vrai aussi pour notre variété.

Pour le sens inverse, comme on a

ω(u, v) = −g(u, Iv)
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et on sait que ∇g = 0 et ∇I = 0, alors on a aussi ∇ω = 0 qui implique que dω est
nul et donc la métrique est kählerienne. �

4 Groupes d'holonomie

4.1 Bref rappel

On fait maintenant un bref rappel de ce qu'est le groupe d'holonomie d'une
variété. On utilisera tout cela dans le cas d'une variété Kählerienne, obtenant une
caractérisation pour ces variétés en termes du groupe d'holonomie.

On prend un �bré sur une variété E → X et une courbe γ : [0, 1] → X entre
γ(0) = x et γ(1) = y. On peut considérer le tiré en arrière du �bré, qui sera un �bré
Eγ = γ∗E sur [0, 1] sur lequel on peut transporter toutes les notions qu'on a sur
E, dont la connexion de Levi-Civita. On a donc un théorème important qui nous
fournit un isomorphisme entre les �bres, dit isomorphisme de transport parallèle.

Théorème 4.1. Pour tout e ∈ Ex = Eγ(0), il existe une unique section du tiré en

arrière Eγ, disons ẽ : [0, 1]→ Eγ telle que

1. ẽ(0) = e,

2. ∇ẽ = 0 sur [0, 1] pour la connexion induite sur Eγ par celle de Levi-Civita.

Remarque 4.2. En e�et, ces conditions signi�ent que si on a une section sur le
�bré, passant par le �bré sur [0, 1] on peut trouver une nouvelle section qui est la
section d'origine dans le point 0 et le transporte parallèlement par rapport à la
connexion de Levi-Civita.

On sait donc que∇ nous donne un scindage du �bré en partie verticale et partie
horizontale et le théorème nous donne un isomorphisme de transport parallèle le
long d'une courbe.

Dans ce document, on parle toujours par simplicité d'holonomie restreinte,
pour éviter des cas où il y a de l'holonomie de caractère globale qui vient par
exemple du groupe fondamental. Dans ce cas, on considère les lacets sur X qui
sont contractiles.

Donc on a le lacet γ : [0, 1]→ X tel que γ(0) = γ(1) = x. Pour e ∈ Ex, on a ẽ
donnée par le théorème 4.1. On pose alors Hγ(e) = ẽ(1) ∈ Eγ(1) ' Ex.

Or, on peut trouver Hγ(e) pour tout e ∈ Ex et donc on obtient un automor-
phisme de la �bre Hγ ∈ Aut(Ex).

Dé�nition 4.3. Le groupe d'holonomie restreint Holx d'une variété X en x est le
sous groupe de Aut(Ex) engendré par les Hγ, faisant varier γ sur tout les lacets
contractiles sur x.

On rappelle qu'on a les propriétés suivantes pour le groupe d'holonomie :
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1. Hγ◦γ′ = Hγ ◦Hγ′ ,

2. l'automorphisme Hγ ne dépend pas de la vitesse de paramétrisation du lacet,

3. les groupes d'holonomie en deux points di�érents liés par une courbe γ′ sont
conjugués, dans le sens que pour un lacet γ sur x, on a que γ′ ◦ γ ◦ γ′−1 est
un lacet sur y.

4.2 Holonomie des variété Kähleriennes

Dans le cas Kählerien, on a une propriété très particulière qui caractérise exac-
tement les variétés de Kähler utilisant le groupe d'holonomie. La caractérisation
est donnée par la théorème suivant :

Théorème 4.4. La métrique h sur X est Kählerienne si et seulement si les Hγ

sont C-linéaires, i.e. si le groupe d'holonomie Holx est contenu dans AutC(TX,x) ⊂
Aut(TX,x).

Démonstration. Le sens direct se base sur une observation qu'on peut faire sur les
sections : si on a que ∇ preserve I (condition caractéristique des variétés Kähle-
rienne, comme on a vu dans la section 3), alors on a que pour tout section σ elle
est parallèle pour ∇ si et seulement si la section Iσ est parallèle elle même pour
∇. En e�et est très simple de le voir, parce que

∇(Iσ) = I∇(σ) et donc ∇(σ) = 0⇐⇒ ∇(Iσ) = 0.

Or, comme AutC(TX,x) = {φ ∈ AutR(TX,x) | φ ◦ I = I ◦ φ}, il faut montrer que
Hγ commute avec la structure complexe. On cherche donc la valeur de l'automor-
phisme en Ie, qui se réduit à chercher la section correspondante (Ĩe) donnée par
le theoreme 4.1. Or, on a�rme que telle section est (Ĩe) = Iẽ. Par unicité, il faut
seulement montrer qu'elle veri�e les deux conditions. Mais

1. (Ĩe)(0) = Iẽ(0) = Ie,

2. par l'observation, si ẽ est parallèle par ∇, alors Iẽ est parallèle aussi.
Donc Hγ(Ie) = Iẽ(1) = IHγ(e), i.e. Hγ commute avec I.

*********
�

4.3 Cas particulier : dimC = 1

On veut maintentant comprendre ce qu'il nous dit concretament la cactérisation
des variétés Kähleriennes par le groupe d'holonomie. On prend don une surface de
Riemann, variété complexe de dimension complexe 1. dans ce cas, tout métrique
hermitienne est kählerienne, parce si on écrit h = g − iω, on a que comme ωest
une 2-forme, dω sera une 3-forme sur une variété de dimension réelle 2 et donc elle
est nécéssairement nulle.
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On a donc que le groupe d'holomie sur TX,x et il doit être C-lineaire, mais on
veut aussi qu'il préserve la métrique h et donc

Holx(X) ⊂ C∗ ∩ Auth(C) = S1.

On veut donc calculer ce que il peut être le groupe d'holonomie dans ce cas.
Comme il doit forcement être une partie continue et ouverte en S1 et une telle
partie engendre tout le group, on a forcement que le groupe d'holonomie peut être
seulement

1. le group trivial

2. le group S1 tout entier.

On veut maintenat examiner le cas où la variété est compacte et le group
d'holonomie n'est pas S1 mais est le group trivial. On a la suivante

Proposition 4.5. Si X est une surface de Riemann de dimension complexe 1,

compacte et de groupe d'holonomie trivial, on a nécéssairement que X = C/Z2

tore complexe muni de la métrique plate.

La preuve est basé sur un lemme qui est vrai en général en dimension n :

Lemme 4.6. Si X est comme dans l'hypotèse de la proposition précédante mais

de dimension réelle n, munie de la métrique g, on a que pour tout x ∈ X, si

on considère un voisinage U 3 x simplement connexe de x dans X, il existe des

formes di�érentielle α1, . . . , αn qui forment une base de ΩX,x en tout points et qui

satisfaient :

1. dαi = 0

2. la métrique g s'écrit comme
∑
gijαi ⊗ αj, avec les gij constants.

Démonstration du lemme. L'idée est de prendre des formes qui engendrent ΩX,x

dans un point et de les étaindre en tout point par le transport parallèle, qui nous
donne immédiatement la platitude.

Dans le point x on prend alors une telle base α1(x), . . . , αn(x) et pour tout
y ∈ U on considère un chemin γ : [0, 1]→ U tel que γ(0) = x et γ(1) = y. On pose
alors

αi(y) = αi,γ(1) = Tγ(αi).

Il faut avant tout montrer qu'il ne dépend pas de la choix du chemin γ. Si alors
on a un chemin γ′ : [0, 1]→ U tel que γ′(0) = x et γ′(1) = y, on peut considerer le
lacet γ ◦ γ′−1 sur x. Ce qu'il nous faut montrer est que

Tγ(αi) = Tγ′(αi)

qui équivaut à montrer que

αi = Tγ ◦ Tγ′(αi) = Tγ◦γ′(αi)
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mais Tγ◦γ′ est un élément du groupe d'holonomie qui est trivial et donc il est
l'idéntité et la formule est vrai.

Par dé�nition de transport parallèle, on a la platitude ∇αi = 0, ce qui implique
que les formes αi sont fermées,qui montre la deuxième condition du lemme.

Pour la première, on considère la base de TX,x duale de α1, . . . , αn, disons
α∗1, . . . , α

∗
n. Elle est plate pour la connexion ∇ qui induisait la même connexion sur

ΩX parce que duale d'une base plate et les gij = g(α∗i , α
∗
j ).

Or, si on calcule

d(g(α∗i , α
∗
j ) = g(α∗i ,∇α∗j ) + g(∇α∗i , α∗j )

il est nul parce que ∇α∗i l'est et alors les gij sont constants.
Or, comme les αi sont formes fermées sur U qui est simplement connexe, elles

sont exactes αi = dxi. Alors xi, . . . , xn donnent des coordonnées locales sur les-
quelles g =

∑
gijdxi ⊗ dxn, avec gij constants, donc g est la métrique constante.

�

Démonstration de la proposition. On se met dans les coordonnées données par le
lemme. Or, dans ce cas, comme la métrique est à coe�cients constants, localement
on a X ' (C, h), où h est la métrique constante. Mais la métrique standard est

sans courbure, parce que ∇
(

∂
∂xi

)
= 0.

Donc R∇ = 0. Or, comme la classe de Chern c1(TX) = [Tr(R∇)] = 0 et on a
la formule

∫
X
c1(TX) = −2g + 2 pour variétés compactes et où g est le genre de la

variété, dans notre cas on a nécéssairement que X est de genre 1.
Mais alors on n'a pas beaucoup de choix et X doit forcement être un tore

complexe et on a déjà vu que sa métrique est plate. �

4.4 Cas particulier : dimC = 2

On considère maintenant un autre cas intéréssant. Soit donc X une variété
kählerienne de dimension complexe 2. Son groupe d'holonomie doit être contenu
dans AutC,h(C2) = U(2), parce que il préserve la métrique et est C-linéaire parce
que la métrique est kählerienne.

Le cas passionant de ces variétés est le cas où l'holonomie est SU(2) ⊂ U(2). En
fait, dans ce cas, il existe une 2-forme di�érentielle de type (2, 0), qu'on va appeler
α, qui est parallèle et donc elle est aussi fermée. Mais ça nous entreine qu'elle est
aussi holomorphe, parce que pour une forme générique 0 = dα(p,q) = ∂α(p,q)+∂α(p,q)

alors aussi ∂α(p,q) = 0 et ∂α(p,q) = 0 et comme le ∂ s'annule, α est holomorphe.
Mais alors on peut écrire

α = fdz1 ∧ dz2
parce qu'on est en dimension 2. De plus, on a que la 2-forme holomorphe α parallèle
est partout non nulle, parce que le parallélisme preserve la norme et que f est une
fonction holomorphe parce que ∂α = ∂f ∧ dz1 ∧ dz2 et donc ∂f = 0.
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La particularité de ce cas est donnée précisement par l'existence de cette forme,
parce que dans le cas kählerienne ça nous permet de dé�nir une autre forme pa-
rallèle qui varie avec un paramètre t qui apartient à una conique. Elle détérmine
une déformation de la forme et donc une déformation de la structure complexe It
qui varie avec le paramètre, qu'on appelera "Twistor family".

On considère donc la forme constituée de la combination linéaire

ηt = ηa,b,b′ = aω + bα + b′α,

pour des coe�cients a, b, b′ ∈ C qui est encore une 2-forme parallèle à coe�cients
complexes.

Si maintenant on prend η2t , par linéarité elle est encore parallèle. Or, elle s'an-
nule si et seulement si elle s'annule en tout point. Mais alors par palallélisme la
norme est préservée et il est équivalent à dire que son intégrale aussi s'annule :

η2t = 0⇐⇒
∫
X

η2t = 0.

Or, on n'a qu'une seule forme parallèle à coe�cient multiplicatif près et elle
est la forme volume qu'on appelle µ. Le coe�cient on le note Q(a, b, b′) et alors∫

X

η2t = Q(a, b, b′) VolX.

Mais alors pour avoir que la forme soit nulle, il faut que le paramètre t =
(a, b, b′) varie dans les point de la conique projective Q(a, b, b′) = 0 de CP2.

En e�et, ce qu'on est en train de faire est de considérer la forme holomorphe
qu'on a trouvé dans ce cas particulier comme η0 = α où t = 0 équivaut à dire
(a, b, b′) = (0, 1, 0). En faisant varier le paramètre t sur la conique projective
C : Q(a, b, b′) = 0 on obtient une distribution à coe�cients complexes et donc
une déformation de la structure complexe.

Dans ce cas là, en fait, en tout point x ∈ X, si la forme η2t,x ∈ Λ4(ΩX,R ⊗ C)
dé�nie sur TX,x ⊗ C s'annule, on a�rme que η est décomposable.

En fait, il y a trois possibilitées : soit η a rang 4, mais alors elle n'aurais pas
carré nul ; soit η a rang 0, mais alors elle est la forme nulle. Comme ce deux cas
ne sont pas possibles par notre hypotèses, elle doit avoir nécéssairement rang 2
en tout point et alors elle détérmine un sous espace Vx de rang 2, qui est tel que
Vx⊕V x = TX,x⊗C. Une base duale de cet espace nous donne donc la décomposition
en

ηt,x = σx ∧ τx, pour σx, τx ∈ ΩX ⊗ C.

Donc ηt,x nous donne la distribution à coe�cients complexes Vx ⊂ TX ⊗ C,
dé�nie par Vx = ker ηt,x =< σx, τx >, qui nous induit une structure presque com-
plexe It sur X : en e�et, donner une automorphisme It tel que I

2 = −Id équivaut
à donner une décomposition de TX,x⊗C en deux sous-espace, en posant T 1,0

X,t = Vx.
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On veut maintenant appliquer le critère de Newlander-Niremberg et dire que
la structure presque complexe est intégrable. On prend donc deux champs χ, χ′ ∈
T 1,0
X,x = Vx et comme ηt est fermée, on a

0 = dηt(χ, χ
′) = χ(ηt(χ

′))− χ′(ηt(χ)) + η([χ, χ′]) = η([χ, χ′])

et donc le crochet est dans le ker ηt qui par dé�nition est Vx = T 1,0
X,x et alors It est

intégrable.

Remarque 4.7. On peut montrer que en déformant la structure complexe, la
structure riemannienne de la variété ne change pas : g est It-invariante, i.e.

∀t, g(Itu, Itv) = g(u, v)

et la variété reste kählerienne même si ωt(u, v) = −g(u, Itv) change.
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