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INTRODUCTION

Soient f : X—3yY et g : X'*___éY' deux applications
analytiques entre espaces analytiques complexes réduits. On dit que
T et g ont meme type topologique si il existe des homéomorphismes

® et ¥V qui rendent le diagramme suivant commutatifr :

Fukuda a démontré ([FJ) la conjecture suivante de R. Thom : Le
nombre de types topologiques de polynames p En.___aﬂ de degré
inférieur ou égal a d (n et d fixés) est fini. On sait cependant
(ETh], Lnd) que, pour les applications polynomiales p : En___ﬁ c"
de degré inférieur ou égal a d, et pour n, m et d supérieurs ou
égaux a 3, le type topologique présente des "modules". Ceci a

été expliqué par R. Thom comme résultant de situations d'"éclate-

ment'" pour les applications p.

Si une telle application p présente de 1'éclatement, on
peut trouver une suite d'éclatements de " de sorte que l'application
P obtenue par changement de base n'en présente plus ([s]). Ceci nous
conduit a considérer une relation plus grossiere que 1l'équivalence
topologique : 1'équivalence topologique éclatée. Le résultat prin-
cipal de ce travail est de montrer la finitude du nombre de types
topologiques éclatés d'application polynomiales p : En__—_+Em de

, - ’ - 4 -
degré inférieur ou égal a d.

Quand n = 2, on peut alors montrer que le nombre de types
topologiques est lui aussi fini, ce qui répond a une question posée

par Nakai. Pour n = m = 2, le résultat était déjé démontré (cflAl).



Nous démontrerons ces résultats pour des applications
entre espaces analytiques complexes compacts, le cas des polynomes

en étant un corollaire.

Remarquons enfin qu'on pourrait de meme définir le type
topologique éclaté pour des germes d'applications analytiques. Il
faudrait alors utiliser la notion d'éclatement local (EHSJ)- D'une
maniére générale, nous renvoyons a (s] pour certaines notations, et
pour la démonstration de certains résultats. Les espaces analytiques
considérés seront toujours munis de leur structure réduite, et les
stratifications seront analytiques complexes, les strates étant

connexess

¢ 1 LE TYPE TOPOLOGIQUE ECLATE

On considere deux applications analytiques
i X, Y, (i=1,2). ou X, Y. i
fi Xl____§ i (i=1,2). ou i et Y, sont des espaces analytiques
complexes réduits et compacts, et la relation suivante entre elles :
Pour chaque i, il existe une suite finie d'éclatements au-dessus de

~

Yi' dont le composé est noté ni : Yi————aYi, telle que :

a) soit Ei c Yi la réunion des images des centres d'éclatement

dans Y,. Alors Zi est nulle part dense dans fi(xi) (i=1,2).

b) on considere les produits fibrés

Ly X
?.i lf.
i i

?._________5Y.
i i

T,
_ i
Alors les applications f1 et ?; sont topologiquement équivalentes,

c'est-a-dire qu'il existe des homéomorphismes ? et ¥ faisant

commuter le diagramme

-1
_—
T S
[y



Z N
c) soit f.(X.) le transformé strict de f, (X.) par m., et
A it i1 i
Xi celui deNXi. . A -
Alors 9 induit un homeomorphisme LA (X )_ﬂﬁﬂ_;fg(x2), et

3 A A
Y un homéomorphisme V¥ : X1

)Xa, de sorte qu'on a un diagramme

commutatif

A 1 A

X 5 »Xg
A N
£d U
Pt W
fi(Xl)“T—) fz{xg)

Définition : Soient f : X— Y et g : X'_ 3Y' deux applications
entre espaces analytiques compacts. On dira que f et g ont meme

type topologique éclaté si il existe une suite finie fo:f’fi""’fn:g
d'applications fi § Xi.____gYi, telle que pour chaque i, fi et

fi+1 vérifient la relation précédente.

Remarque : Si f et g ont meéme type topologique, elles ont meme type
topologique éclaté, la réciproque étant fausse. Par contre, si Y et

Y' sont des courbes lisses, les deux notions coincident.

Théoreme 1 : Soit F X ——Y un morphisme propre entre espaces
analytiques réduits de dimension finie, et p: Y— %S un autre

morphisme propre, S étant 1'espace des parametres. Le nombre de
types topologiques éclatés apparaissant dans la famille F d'ap-

plications FS : XS___ﬂ%YS, s € 8, est localement fini sur S.

Démonstration : On peut supposer que S = p o F(X), puisque p o F

est propre.

~

Considérons une modification propre mw : Y 5Y, composée

d'une suite propre d'éclatements (cf[Hij) qui vérifie les propriétés
de [s) prOp.(S.i).

N Soit F : X = X§Y.____)Y'l‘1mage 1nverse de F par m et
soit A = (/’gx.,/3 ) une c-stratification de F donnée par [S] prop.(3.1)

(cfls) ¢ 2, pour la définition d'une c-stratification.)

o~

On considere maintenant la famille X ) > Y P }S,

ou p =p o0 T

7
Assertion : 11 existe un raffinementq:§ de la stratification 25;



et un ouvert de Zariski lisse et dense (I de S, tels que

—1)13” est une stratification de Whitney, et si ¥B est une
strate de‘Tﬁ” telle que p(YB) nQ # ﬂ, alors p(Y ) est une com-
posante connexe de (1 et P : B._.--__)p(Y ) est une submersion.

2) La c-stratification naturelle ng définie par1§§ et/g§

(cfls] 1emme(2.2.1)) vérifie les conditions de Whitney et la
condition Aﬁ de Thom.

La démonstration se fait comme celle de [S) prop.(3.3).
La famille des composantes connexes des c-strates de13~ Torment

~

une stratification de Whitney de X, qu1 verifie la proprlete AF

de Thom, notee encorefé}- De plus,qu (<3Y,13§) est une stratifi-

~

cation du morphisme F.
Soit Z = F(X) et Z le transformé strict de Z par m. On

~

peut supposer que 2 est une union de strate de/gY- Par suite,
c'est aussi une union de strate de'ﬁ;""

Soit X le transformé strict de X par n. Comme x est
une union de composantes irréductibles de X, et que les strates

A
de‘@;{‘ sont connexes, X est une union de strates de'@‘“f.

Assertion : Il existe un ouvert de Zariski dense Q' de S tel que,

pour s € Q',on ait

Y p-i(s) est le transformé strict de Y_ par =.
A A
2) Z_ =12
F A NN_l 5
X X N(poF) " (s) est le transformé strict de X_ par 7.

n

Démontrons le 1). Le 2) et le 3) se démontrent de la meme maniere.

Soit E & Y le diviseur exceptionnel de m, qui est partout

de codimension 1 dans Y. Il suffit de trouver Q' tel que, pour
s € 0, E = E n p-i(S) soit nulle part dense dans §s’ puisque
N ~ ~

YS est l'adherence dans YS de YS \ Es- L'existence de Q' est

alors claire.

n Y est le transformé strict de ZS =2z 0N pﬂi(s) par
n

d

Soit maintenant Q" = Q N1 Q'. On peut appliquer le deuxieme

lemme d'isotopie au morphisme stratifié F : XIQ” )¥IQ"' Si

s, et s, sont dans la meme composante connexe de Q", F et F
1 2 S4 Sy

A A
meme type topologique. Comme X et Z sont union de strates, et que

b i , . ' g
les homéomorphismes donnés par le deuxieme lemme d'isotopie sont
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stratifiés, on en déeduit que FS et FS ont meme type topologique
1 2
éclaté. On en déduit le théoreme par une récurrence sur dimS.

Remarques : 1) 1'utilisation du 2eme lemme d'isotopie de Thom-
Mather nécessite 1'hypothese que les espaces stratifiés sont conte-
nus dans des varieétés lisses Cm, et que les morphismes sont
restrictions de morphismes C* entre ces variétés. Le théoreme
suivant permet de justifier 1'utilisation faite plus haut :

théoreme (voir [A-H]cor(3.2) par exemple): soit X un espace analyti-
que réel et K un compact de X. Il existe une application analytique
réeelle £ : X___%IRN qui est injective et propre, et qui est un

plongement analytique en tout point de K.

2) On peut montrer, en utilisant seulement le critere
donné par Hironaka (£H2] thl § 5, voir aussi [S] th.(1.2.1)) que
si la dimension relative de Z sur s est partout = 1, le nombre de

" s A i ; I ; —_—
types topologiques d'applications FS. hs____9¥5 est fini

¢ 2 FINITUDE LOCALE DU NOMBRE DE TYPES TOPOLOGIQUES

On considere dans ce paragraphe une famille d'applications
analytiques F : X x S——Y x S paramétrée par un espace analytique
S
réduit S. On suppose que X et Y sont compacts, et que X est lisse,

connexe, de dimension 2.

Théoreme 2 : Sous ces conditions, le nombre de types topologiques

d'applications FS : X——Y, pour s € S est localement fini sur S.

On va montrer qu'il existe un ouvert de Zariski dense et
lisse (I de S tel que le type topologique de FS soit constant sur
chaque composante connexe de (. Le théoreme s'en déduit par récur-
rence sur dimS. Soit Z = F(XxS). Si Z est génériquement de dimension

relative = 1 sur S, l'existence de (! provient de la remarque faite

a la fin du §1. On supposera donc que Z est de dimension relative

2 sur 8, et que S est irréductible.

Considérons d'abord la situation générale suivante :



G: T ——»7Z est un morphisme propre, T et Z étant des espaces
analytiques réduits, et p : Z.___)S est un morphisme propre. On
suppose p o G surjectif, et S irréductible. Soitlgune stratification

de G-

Lemme : Il existe une modification propre m : E.____)Z, composée
d'une suite propre d'éclatements, telle que pour tout sous ensemble
analytique X © Z génériquement de dimension relative < 1 sur S, il
existe des stratifications de Whitney de Z et de E : T = Tx%.__h;az
compatibles avec A, T et E = n—l(E), faisant de m un morph%sme
stratifié, telles que :

- La stratification de T verifie la condition AE

- I1 existe un ouvert de Zariski dense et lisse O de S tel
que la restriction au-dessus de {! de la stratification de m : E.__§E

vérifie la condition An'

|
o]

- Pour toute strate ZB de Z, si p(ZB) NaQzZag@, p(ZB)
et p: ZB____59 est une submersion.

Démonstration du théoreme 2 : On applique le lemme a F : Xx8 —3¥xS.

Soit £ © YxS la réunion des images des centres d'éclatements définis-
sant m. Alors £ © F(XxS) et est nulle part dense dans F(XxS). Par
suite, les fibres de & sur S sont génériquement sur S de dimension

< 1. T vérifie donc la condition du lemme. Soit ¥ : f:g.___afgg le
transformé strict de F par m. Comme XQE est une composante irré-
ductible de fzg, c'est aussi une union de strates de la stratifica-

tion donnée par le lemme. On considere le diagramme

N o
XxS _) XxS

Remarquons que, d'apres les hypotheéses faites, T est surjectif.
Le morphisme T est, par définition, une suite d'éclatements,
les centres étant les images inverses de ceux définissant m. Soit

® © XxS le plus petit sous-ensemble analytique fermé de XxS tel



o % o

que le morphisme W : ()E;\g) % Wnl(@)_)(XxS) \ @ soit un isomor-
phisme. Alors C)CiFni(E)- On a vu au ¢ 1 qu'il existe un ouvert de
Zﬁg}ski dense et lisse de S tel que, pour tout s dans cet ouvert,
(XXS)S soit le transformé strict de Xx{s} par .

Le morphisme T : (XXS)S____)XX{S} est donec une suite
d'éclatements, 1'image des centres étant la fibreﬁ@s. Comme X est
lisse, connexe de dimension 2, ()s est un nombre fini de points.

I1 existe done un ouvert de Zariski dense et lisse Q' de S tel que
le morphisme p o G: G”Q,___éﬁ?' soit un revetement (non ramifié).

D'autre part, on sait que m_i(F_i(Z)) = %—I(W-i(z)) est
une union de strates de i:b.

I1 existe un ouvert de Zariski dense (1" de S tel que les
fibres F—i(z)g, pour s € O", soient de dimension =< 1. En effet,

2 est nulle pgrt dense dans F(XxS), donc Fdl(z) est nulle part

dense dans XxS (qui est irréductible). On peut alors supposer, quitte
a diminuer Q", que toute composante I' de F_i(z) de dimension relative
générique nulle est un revetement (non ramifié) de Q", quand on la
restreint a Q". On remarque que sur Q' N Q", I' est aussi une compo-

sante de @)le nan *

Soit maintenant Ql =N QrNQaQ", ou Q est 1'ouvert donné
par le lemme. On restreint alors la situation a Q, et on veut montrer
que pour s, et S5 dans Ql’ F51 et Fsz ont meme type topologique-

Soit T un champ de vecteur c” sur Ql (on se place en fait
sur un ouvert relativement compact de S, contenu dans QI)' On va
remonter ce champ en plusieurs etapes.

1) On peut relever T en un champ controlé gE sur = (erlM]).

2) On peut relever %Z en un champ EE sur E = n-I(Z), controlé
au-dessus de gE’ d'apres la propriété An'

3) On peut étendre §E en un champ §f;§ sur §;§, qui verifie
les conditions de contrdle entre strates de YxS \ E, ou entre

S
strates de YxS \ E et strates de E.

AN\
r —~ s . ~ -
4) On peut relever ngS en un champ gXXS sur XxS, controle

au-dessus de &

—~—
YxS

Les résultats classiques de (M] montrent que si Sq et s, sont sur



une méme ligne du champ T, le flot de gf;é définit un homéomorphisme

~ —~7 ~
@:(YXS)SiW_“__é(YXS)S . Cet homéomorphisme induit un homéomorphisme

E

§E provient d'un champ gZ’ il existe un homéomorphisme ¢2 rendant

SO Es "“55@ s puisque E est une union de strates, et, puisque
1 2

le diagramme suivant commutatif

ZﬁE
ES1‘_______%E52
N
ES1 s ZS2

L' homé hi ¥ définit un homé hisme © : Yx )
eomorp l1l1sme e n omeomorp s {Sl} ».._'}YX[S‘?‘]

En effet, considérons le diagramme

® ~
(Yx8) ? Sy (¥%8)
84 So
i I
N/
YX{SI] YX{Sz]

~7 -
I1 suffit alors de montrer que si deux points de (YXS)S ont meme
~ 1
image par m, ils ont meme image par m o P. Comme m est un isomor-

phisme en dehors de E et Z, et que P conserve E, il suffit de choisir

; : s ’ ; _
ces deux points dans Esi. Mais si Xq0 X] € ESi et si E(xl)—n(xi),

T = © = © ' B 9 = © .
?go m(x,) = Pgo m(x}), done no@E(xi) no¢E{x1) et no@(xi) mo®(x})
I1 existe donc un homéomorphisme 9 qui fait commuter le diagramme

ci-dessus.

A N\
Considérons maintenant 1'homéomorphisme ¥ :(XxS)S __q(XxS)S
1 2

donné par l'intégration du champ §f§§- I1 surfit de montrer qu'il
definit un homéomorphisme ¥ : Xx[sl]____§Xx{sz] faisant commuter

le diagramme

a v A\
(XXS)%_'""’ (x><s)52
[ev) el

v
Xx[sl].________% Xx[s2}



En erfret, W et n étant des isomorphismes sur des ouverts denses,
la relation 9 o Fs = Fs o ¥ seravérifiée sur un ouvert dense de
., 1 2
XYtSI}, donc partout.
. -1 . "
Soit A = w(®). A est une union de composantes irréduc-
. -1, -1 . , .
tibles de @ "(F "(Z£)), les autres étant celles du transtformé strict
de FHI(E) par Y. A est donc une union de strates. Pour montrer

l'existence de ¥, il surffit de montrer que si deux points x1 et

ral
\

VA - "

x] de (XxS)S ont meme image par W, ils ont meme image par ¥ o V.
1

On peut supposer que ces deux points sont sur A, puisque W est un

isomorphisme en dehors de A.

Comme © est un revetement de {2, le champ | se remcnte de
maniere unique en un champ C* sur @, noté ﬂCD « Le champ ngs
restreint a & est donc un relevement de T“D Par suite les flots

commutent a U, et ? définit un homéomorphisme V. U

Démonstration du lemme : D'apres la prop.(3.1) de ES], il existe

une c-stratification Ade G:%-__-?Z, c-compatible avec,g, et qui
vérifie les propriétés suivantes (cf.[SJ pour la définition d'une
c-stratification)

~

Pour toute c-strate T de T, G 41 _H““_QG(T ) est une application

ouverte, et pour tout z € G(Ta) G~ (z) n Ta est dense dans G_ (z) rlfa.
Enfin, tout couple de c-strates c-incidentes satisfait la propriete

G’ qui est une propriété plus forte que la proprlﬂte KE (CIES])

On peut supposer que la stratlflcatlonﬂﬂ_de Z définie par (,geqt

la donnée d'une stratification qzde T et d'une stratification GLde Z)
est compatible avec E. On supposera que Z est un sous-ensemble
analytique fermé quelconque de Z, geénériquement de dimension relative

<1 sur S, et E = nui(z). On fait alors l'hypothese de récurrence

suivante

A/ [a ¥4

Hﬂ ) I1 existe un raffinement Oiﬂ de@l, vérifiant les conditions
de Whitney, une stratification de Whitney 0L£ de Z compatible avec

2, et un ouvert de Zariski dense Qﬁ de S, tels que pour toute strate
—~ Nt ~
Z, de G{z de dimension = £, et telle que E(ZB) soit une composante

p
irréductible de Z,

-~

1) K(Eﬁ) est une strate de QJE, et © : ZB

)E(EB) est une

submersion.



- 10 -

2) Si EB CE et si EV < 2, (EB, Z,) satisfait la condition

A_ au-dessus de (.

3)KL£ définit avec‘tiune c- strat111cat30n naturelle Tfﬂ de T,
qui véritie les memes proprletes que ?2(v01r (s] 1emme (2.2.1)).
Alors pour ioute c-strate T de qgﬂ, d‘1mage ZB et toute c-strate
¥Y’ si %a,i est une composante connexe de T& contenue dans ;Y’

(T, T i) vérifie les conditions de Whitney.
)

+rar =
On va montrer que H£+1 Hy .

~

Soit Zﬁ une strate de dimension 4 de ﬁbﬂ 1 telle que

~

n(ZB) soit une composante 1rreduct1b1e de Z. Soit C (t) le lieu
critique de m : B_____aw(z ), et soit HB un sous- ensemble analytique
fermé nulle part degfe de 25’ de sorte que la condition 3) de H£

soit satisfaite sur Z, \ H Un tel sous-ensemble existe d'apres

(1] (voir [S] prop. (3 3) pour une démonstration). _Soit HB le fermé
nulle part dense de ZL’ réunion de C (n), B, et Z \'EB.

Soit FB c E(ZB) 1'ensemble des points z tels que
dim nni(z) N EP 2 dingB . Alors FB est un fermé analytique nulle

part dense dans n(Z_). On rarfine la stratification G{%+1 en une

&

stratification ﬁbﬂ compatible avec les TB-

Soit 21 la réunion des strates nulles part denses dans Z de GLE'

e

\ (m_i(zl) VIRV ﬁB) est maintenant stratifié par les strates
B

~ -1 s~ ~ -1 —
‘ . . = 4
z, \ (Zl) » pour dim Z, +1, et Z[3 \ (n (Zi) U HB) pour .

dim ZB =4, et les propriétés 1) et 3) sont satisfaites. On stra-
tifie alors 1 (z ) U u HB de maniere compatible avec aiz+1, et
B

de sorte que la propriété 2) soit satisfaite. Ceci est possible en
utilisant le fait que Z est de dimension relative générique = 1
sur S, et le critere d'Hironaka pour la condition An (Culth1 85,

voir aussi LSJ th.(1.2.1)). On obtient alors Hy.

H, étant vraie pour £ = dimZ, H est vraie. On fait alors une

récurrence sur dimZ pour obtenir le lemme. U
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¢ 3 L'EXEMPLE DES APPLICATIONS POLYNOMIALES

. n _ N m N i ; S
Soit Pd : C x € "_jTe " x € 1la I:mllle des applications
polynomiales de degré = d de € dans Ep, ou € est 1'espace des

coefficients.

Corollaire 1 : Le nombre de types topologiques éclatés apparaissant

dans la Tamille Pd est Tini.

5 ) — 1 1 ;
Démonstration : On considere dansfmn X IP7 % 4o o XIP xﬁPN 1'adhérence G

n 5% IN dans Em.

du graphe de Pd’ considérée comme application de €
On stratifie le morphisme p:G.___glPlx...xjmi xﬁPN de maniere

" et " x EN » On peut alors lui appliquer le

compatible a €" % €
th.1. Les homéomorphismes obtenus étant stratifiés, on en déduit

le corollaire 1.

Corollaire 2 : Le nombre de types topologiques apparaissant dans

la famille P, : &% x €Y 2wt sk FEu
i C i (S (l . N X _-—_-) : .

La démonstration se rait comme dans le th.2 : On peut

. 1 1
appliquer le lemme au morphisme p : G—3 P X...x P xiPN. Seule
l1'existence du morphisme ¥ impose la lissité des fibres de p.

Les stratirfications et les champs de vecteurs étant construits

v 2 ! .
pour p, on se restreint a € XITA pour 1l'existence de 7. H
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