QUELQUES REMARQUES SUR LA GEOMETRIE
DES ESPACES CONORMAUX

C. SABBAH

INTRODUCTION

Dans son article sur les classes de Chern des variétés singuliéres([M]),
R. Mae Pherson a introduit un isomorphisme, dit d'Euler, entre le groupe S(X)
des cycles analytiques sur un espace analytique réduit X et le groupe F(X) des
fonctions constructibles & valeurs entidres sur X : A tout cycle 2 =Z niZ, on
associe la fonction constructible EuZ, et pour x € X, EuZ(x) est un entier
défini a l'aide d'une classe d'obstruction (voir[M]). On peut aussi définir

*
Euz(x) algébriquement (voir [G.V.], [L'Tl] , [Dul] , et § 1)

Nous nous proposons ici d'expliciter certaines constructions géométriques
sur £(X) qui s'interprétent simplement dans le groupe F(X) via l'isomorphisme
d'Euler :

. soit £ : X » Y un morphisme analytique. Alors f*: F(Y) » F(X) est défini par
f*a = 0 o f.

. soit f : X » Y un morphisme propre. Alors f, : F(X) - F(Y) est défini par :

-1 -1
(£ ,0) (y) = X(E " (y),0), caractéristique d'Euler de f " (y) pondérée par o (voir
(m1).
; -1
. Soit £ : X » ¢ et XK un compact dans f ~(0). Quitte & remplacer X par un voisi-

nage de K dans X, on peut, pour t assez proche de O et # 0, définir la spéciali-
sation sp : F(f_l(t)) - :F(f_l(O)) par spd (x) = x(f_l(t) n Bg(x),a ) (voir
v,D.

On notera de méme les opérations correspondantes dans=é.

On peut décrire combinatoirement ces opérations en utilisant des strati-
fications de Whitney. Cependant on ne distingue pas les strates qui interviennent

effectivement. Pour comprendre les constructions dans-z, on est amené & choisir

* Dans la suite, nous utiliserons l'entier Eﬁz(x) (voir § 1.1) et l'isomorphisme

. associé.



un plongement de X dans une variété M (éventuellement local) et & considérer le
groupe 3& h(T*M) des cycles lagrangiens homogénes du fibré cotangent T*M. On a

un isomoréhisme f(M) - 2& h(T*M) en associant a un sous-ensemble analytique réduit
Z de M son espace conormai T;M (voir [H.M] et § 1).

Nous remarquons ici que les opérations sur F {X) se traduisent par des
opérations naturelles sur z& h(T*M) (intersection, spécialisation, intersection
tordue (§5)). Cela découle dés conditions de Whitney. En particulier cela montre
gue la théorie des classes de Chern de [M] se raméne & une théorie de Chow sur

*
T M, qui ne fait intervenir que des classes fondamentales.

On peut appliquer ces résultats aux cycles caractérisques des systémes

différentiels holondmes ou & ceux des faisceaux constructibles (§ 1.3).

L'image directe par un morphisme propre est décrite au § 2. Au § 3 nous
donnons des résultats sur l'image directe locale par un morphisme sans éclate-
ment en codimension O. On peut en effet dans ce cas se débarasser de 1l'hypothése
de propreté. Ces résultats peuvent étre utiles pour une théorie des cycles éva-

nescents des faisceaux constructibles.

Au § 4 nous décrivons la spécialisation, qui n'est autre que la spécia-
lisation géométrique dans 2& h(T*M), et au § 5 l'image inverse. En appendice, nous
rassemblons les résultats teéhniques gue nous utilisons : le principal concerne
la maniére commutative de calculer des intersections. La théorie de l'intersec-
tion que nous utilisons ici, et qui nous semble bien adaptée a la situation,
est celle développée par W. Fulton et R. Mac Pherson dans [F'M1] (voir aussi
[Fl] ,[F2] ,[FM2]), d'ot 1l'utilisation constante de cénes normaux (et de cdnes
normaux itérés), ce qui rend cependant certaines démonstrations un peu lourdes

Ce texte est une version remaniée (et augmentée du § 3) de [Ss].

J. L. Brylinski m'a informé que V.Gingburg annonce dans une lettre certains des

résultats ci-dessous. Les méthodes employées semblent cependant différentes.



1. RAPPELS PRELIMINAIRES

1.1 Classe de Chern-Mather et obstruction d'Euler locale

Soit M une variété analytique complexe, et Z € M un sous—-ensemble analy-
tique fermé irréductible de M. Soit V : N(Z) - Z la modification de Nash de Z

et TZ le fibré canonique sur N(Z) qui prolonge le fibré tangent de la partie

lisse de Z (voir par exemple [G.V]). La classe (totale) de Chern-Mather est une
classe dans H,(Z,Z) (homologie de Borel-Moore) définie par :
oy (2) = vyle(Ty). IN(@Z)])

oa [ ] désigne la classe fondamentale et ¢ la classe de Chern totale. On définit

aussi :
v
cy(Z) = v, (T . IN@) ]

o %Z désigne le fibré dqual de T, .

A tout point x € Z est associé un entier, l'obstruction d'Euler locale
noté Euz(x). On posera aussi Eﬁz(x) = (—1)dim ZEuz(x). Cet entier admet une
définition topologique ([M]) comme obstruction, et une définition algébrique
([G.V]) qui sont équivalentes ([G.V]). Elles utilisent la modification de Nash. On
donnera ci-dessous les définitions correspondantes qui utilisent l'espace conor-
mal, et on indiquera 1l'équivalence avec les premiéres. Au § 4.8, on donnera une

démonstration directe de 1l'équivalence des définitions topologique et algébrique

de Eu, a l'aide de l'espace conormal.

Un cas particulier du théoréme principal de [M] est le résultat suivant :

si Z est compact, la classe de degré O, c (Z) est un entier é&gal a X(Z,Euz),

M,O
caractéristique d'Euler de Z pondérée par la fonction constructible Eu, (voir [M]).

. v v
u Z2) = Z .
On a aussi CM'O( ) X ( ,EuZ)

1.2 Modification de Nash Versus Espace Conormal

* . o
Soit ZO la partie lisse de Z, et T OM le fibré conormal de Z dans M.
* * * z
On pose TZM = T OM c T M. C'est un espace analytique réduit, conicue sur Z. On

* *
considére aussi son proiectifié C(zZ,M) = INT‘ZM) c P (T M). On appelle 1l'un ou
l'autre espace conormal de Z dans M. Plus généralement, si on a un morphisme

induit par une projection :



€3S XM

* *
on peut définir de maniére analogue TfM c S X T M comme adhérence du fibré co-
normal aux fibres de £ o ! si f o est partout de rang maximum.

X X

Les résultats qui suivent se justifient en utilisant le diagramme commu-

tatif ci-dessous (voir [H.M.S.] Lemme 2.2)

P(2,M) ———>C(2Z,M)

|

(*) A J(T

N(Z)ornn 5 2
V
ou P(Z,M) est le transformé strict de C(Z,M) par la modification Vv . On remarque
A . .
que le morphisme P(Z,M)—5N(2) est le fibré projectif associé au fibré vectoriel

* %
novau de v T M - ¥Z - 0.

* * v - v
(1.2.1) Lemme : On a c;(Z) = T*(c(T T M) .c(O(-1)) 1.[C(Z,M)]) oi (O(-1) est le
fibré en droite tautologique sur P (T M). @«
g
Soit x € Z et EXC(Z,M) - Z le morphisme composé de 1l'éclatement de
l1'image inverse de x dans C(Z,M) et de T . L'espace C~1(x) est contenu dans
*
P(Txbﬂ X KWT;M). On note O(—l) (resp. é(—l)) le fibré tautologique sur P(TXM)
*
(resp. P(TXM)) , ainsi que son image inverse sur le produit. En utilisant la
définition algébrique de Eu ([G.V]), on a
1

c(G(-1))71

1

(1.2.2) Lemme : Eﬁz(x) . [C—l(x)])

Z, (c(O))”

1

c@eEn L s

I

deg(c (O(1))

ou deg désigne le degré de la classe d'indice O. o



(1.2.3) On peut définir EﬁZ(x) comme une obstruction ([M]). Pour cela, soit
B (x) une boule assez petite centrée en x, et soit W = T—I(BE(X) N Z) et

oW = TWI(E)B8 N Z). On note E le fibré ( T*T*M/ﬁy(-l)y'sur W. Dans une carte
¢ de M, la fibre de E en w € W est l'hyperplan de ¢ correspondant a w. On a
une inclusion naturelle E c3W X cm, et en choisissant une métrique hermitienne,
on définit comme dans [M] ou [G.V.] wune section 6 :(W, 3 W)—»(E,E \W) en proje-
tant sur E la section canonique de W X ¢”. si W, désigne la classe de Thom du

*
fibré E, on obtient ainsi une classe 8 (U)E) € H2(m"1)(w, I W).

*
(1.2.4) Lemme : L'évaluation sur la classe fondamentale [W, 9W] de 8 ( wE)
est égale a (-1)3im M-l Bl (x) .

On peut démontrer ce lemme en utilisant le résultat de [G.V.] et le

diagramme (*). On verra une autre démonstration au § 4.8.

(1.3) Cycles caractéristiques des systémes différentiels holonomes et des

faisceaux constructibles.

Soit SFZ un complexe borné a cohomologie constructible sur M. On peut
définir la variété caractéristique (ou micro support) de 5f',notée SS(-?“) comme
dans [B] thm 4.2.8 , [L.M] § 1.2 (voir aussi [K.S.]). Si M  est un complexe

borné de systémes différentiels & cohomologie holonome, tel que le complexe des
solutions Sol (M ") soit quasi-isomorphe & 3‘, il résulte de [L.M] par exemple

que SS(M) = ss(F").

On peut aussi définir le cycle caractéristique (avec multiplicités) de

gﬁ ou M., de sorte que Ch(ff') = Ch(M) (voir [B] , [L.M.]).

*
Soit Ch(F") = T mj TY M. On pose §(gﬂ) =7 ijj € Z(M). Soit x € M. On pose
] J . .
Indx('m,') = x(F)(x) = X(—l)ldim%l(.,?/')x. Le théoréme de l'indice local

([B.D.X] , th. 4) montre qﬁe

dim M _v

Y(F ) (x) = (-1) EY (x) .
5

L d

Les résultats qui suivent permettent de décrire le comportement de
Ch(fr') par image directe par un morphisme propre, image inverse et spécialisation.

Quand le foncteur des solutions commute & ces opérations (image directe par un



morphisme projectif [K] , image inverse d'un systéme holonéme régulier [ 1),
on en déduit le comportement de Ch(#' ). Z. Mebkhout a remarqué que la méthode
employée ici ne contrdle que le cycle Ch(F ") et pas la variété caractéristique
SS(J{'). On ne précise donc les estimations déja connues (voir [K] ,[K.S]) qu'au

niveau des cycles.

2. IMAGE DIRECTE PAR UN MORPHISME PROPRE

2.1 Soit f : X » S un morphisme propre entre espaces analytiques réduits.
On suppose X et S plongés dans des variétés M et N respectivement. Soit Z un
sous-ensemble analytique fermé irréductible de X. On se propose de

donner une construction du cycle f,Z, qui est par définition l'unique cycle de

S satisfaisant Eﬁf 7 = f*EfiZ , ou le terme de droite est défini dans 1'introduc-
*k

tion.
Si X est lisse, on peut prendre M = X, et on considére le cycle inter-
* ok * * % *

section £ T N.TZX dans H (If T N n TZ X|) (voir appendice, ou [F'Ml])' Si X

n'est pas lisse, on considére le graphe de f :

X C_sM XN
v
£ q
N
* x

et le cycle 1ntersectlon q T N. T (M x N) dans H, (Iq T N N T (M X N)|). On note
Z

r la projection g T N-o>T N

* x *
(2.2) Théoréme : Le cycle T N a son support contenu dans |r(q T N N TZ(M X N)) |

fx2
et c'est l'unique cycle lagrangien homogé&ne dans ce sous—ensemble vérifiant

* ok *
1'égalité suivante dans H (lr(gTNDN TZ(M X N)|) =

2dim N
* * ok *
[Tf*Z N] = r,(q T N.TZ(M X N)).
(2.3) Remarques : 1) Il découle du lemme (2.4.2) ci-dessous que

* % *
lr(g@g T NN TZ(M X N})| est de dimension < dim N (voir aussi [K] , prop. 4.9).

%k
Par suite les composantes de Tf N sont parmi les composantes de dimension
*

*
dim N de Ir(q T N nT, (M x N))| .



Ce fait est déja montré dans [K] pour les variétés caractéristiques des systémes
holonémes.

2) Cette formule est & rapprocher de la formule ddie & G. Laumon
([Lal) pour le calcul de 1'image directe d'un D -module cohérent.

3) La démonstration du théoréme est essentiellement analogue

a4 celle du théoréme principal de [M].

(2.4) Preuve du théoréme

* ok *
Pour calculer le cycle intersection g T N. TZ(M X N) on commence par
* *
remplacer T (M X N) par le cone normal de g T N N T (M x N) dans T (M x N) et
on note %?(z N) le cycle de T (M X N) associé & ce cdne normal. Chaque composante

de B est bihomogéne par rapport a la décomposition

*
T*(M X N) =pTM X gTN

si p désigne la projection M X N - M.

Remarque : Si on considére 1'analogue de la construction du graphe de [M] sur
*
1l'espace conormal P(TZ(M X N)) , le cycle spécial qu'on obtient n'est autre que

P(G(z,N)).

(2.4.1) Lemme : Soit t% une composante irréductible de =g(Z,N) et Zi sa projec-

tion dans Z. On a

z * % *
T M T M
liﬂp | < f|Z

(2.4.2) Lemme : On suppose de plus qu'il existe un sous-ensemble analytique
ifermé Ti de N et un ouvert Ui de T tels que Ui c f(Zi) c Ti et que Ui soit un

ouvert dense de f(Zi) (c'est le cas si f est propre). On a alors

I * %k I * l
ZS n q T N [ Z, X T N -
i I 1 T

T, i
i

Remarque : Pour des raisons de dimension, on ne peut avoir 1l'inclusion

* k *
ﬁa < pTM que pour au plus une composante 15. On a alors z% = TfIZ M et la

dimension générique de la fibre de fl|Z doit &tre égale & dim Z - dim N.



* %
Preuve de (2.4.1) : Soit (x,9) € Zg N p T M. Il existe un chemin analytique

*
x(s), ¢'(s)), s € D, dans TZ(M X N) et un chemin A(s) dans €, avec X(0) = O,

tels que @ = lim ©'(s) (., A(s).).
s >0
On a alors Ker ¢ = Ker @ N TXM = ( lim Ker ¢'(s) (.,A(s).)) N TxM
s >0

= l1lim [Ker @'(s)(.,A(s).) N TX(S)M]
s >0

-1
et on remarque que l'espace entre crochets est un hyperplan tangent a £ ~ (f(x(s)))

en x(s).

Preuve de (2.4.2) : Il suffit de montrer, & cause de la bihomogénéité de %i,
* % *
que la projection de 25 sur q T N est contenue dans TT N, et il suffit aussi de
i
montrer l'inclusion sur un ouvert dense de Z_, de sorte qu'on peut supposer que

le couple (2 ,Zl) satisfait la condition a de Whltney et que U est contenu

lisse
dans la partie lisse de T . Soit (x,Q) € 6’ N aq T N. Alors, avec les notations
ci-dessus, h' = 1lim Ker '(s) contient T Z Par suite h = Ker (¢ contient la

=

0
projection de T Z dans T N, c'est & dlre T

£(x) f(x)Ti‘
* ok * * ok *
On a maintenant q T N.T,(M X N) = g T N. % (Z,N) dans T (M x N) (voir
[F.M ]) Pour calculer cette intersection, on considére le complété projectif
1:(z N) de BG(z,N) dans I>(p T M&T) x g T N et on note encore V 1'image
inverse sur ‘G(Z,N) du fibré naturel de rang dim M sur P(p T M&®1T) (voir
appendice). On a alors ([F'Ml])

* % -
aTN. TN = n"W. (Een,

. m éme M . . .
ol c est lam classe de Chern de V. ( m = dim M) et 7 est la projection

* %
sur g T N .

x x -
(2.4.3) Lemme : Onar,(qTN. BEZ,N) = rg Txlc (V. [B(z,M]) od c™

désigne la classe de Chern totale du fibré VM

P —

Preuve : Soit i% une composante de U, d'image Zi dans Z et Ti dans N. On a
v, [Z G * > o.
ry T (VD). [B]1) € B gimn + * (T ° W(Ti)) avec > 0
k M . :
En effet ¢ (V') = 0 si k > dim M, et donc

KoMz =
T TRV B D € Boginy 4 paimn-2x F 0 TG



On déduit maintenant le lemme (2.4.3) de ce résultat et du lemme (2.4.2).

, * * %
Notons fuZ le cycle de N satisfaisant [Tf ZN] =r,(qTN .B(z,N)). Soit y € £(2)

-1 -1
et soit i -1 : £ "(y) (s Z l'inclusion. Il existe un unique cycle de £ (y),
« £
noté i Z satisfaisant :

ce cycle sera construit au § 5. Il reste alors & montrer (voir (1.1)).

v *

{2.4.4) Proposition : On a Euf Z(y) = CM’O(l Z).

£ (y)

La proposition sera montrée au § (5.6).

3. IMAGE DIRECTE PAR UN MORPHISME SANS ECLATEMENT EN CODIMENSION O

On considére la méme situation qu'au § précédent :

Z M X N
f l q
N
ol Z est irréductible et réduit.
(3.1) Définition (voir [H] , [H.M.S]) : On dit que f : Z - N est sans éclate-

*
ment en codimension 0 si toutes les fibres du morphisme f ¢ Tf TfM - Z -» N ont

la méme dimension (dim M). C'est le cas en particulier si dim N =1 .

Rappelons le résultat suivant, conségquence d'un théoréme d'Hironaka

([H])
(3.2) Proposition ([H.M.S.] , cor.4.2.1) : Soit f : Z -» N sans éclatement
*
en codim.O, g : S -» N un morphisme analytique, et [ une composante de ]TfM x S|
N
Alors [ s'identifie & l1l'espace conormal relatif au morphisme f' : T%(T) - S.

En particulier, la condition de non éclatement en codimension O est stable par



changement de base . O

On a la description suivante de ﬂﬁZ,N), quand f est sans éclatement

en codim O.

(3.3) Proposition : 1) Soit f& une composante irréductible de T(Z,N) et
Zi son image dans Z. Alors f]Z est sans éclatement en codim O, et

* X * i

T™™ =T M.
T ne £lz,

i
2) 8i le morphisme f est propre, et si on pose Ti = f(Zi),
* *
fa est la composante du produit fibré Tle M X TT N qui se projette sur Zi.
i T i

*._ % * i
En particulier r(q T N N TZ(M X N)) est lagrangien.

3) On a le méme résultat en remplagant Z et N par des

voisinages assez petits d'un points x € Z et de f(x) € N.

o
reuve : On sait d'aprés [H] qu'il existe un ouvert dense Z de Z et un ouvert
o o . s
dense Z? de Zi tels que le couple (Z ’Zi) satisfasse la condition Af de Thom.
déa 41\? * /:\\ d 1 d
On en déduit e T_M T M oa T_M ésigne la réunion des
e Ty S Teg Mo My 9

composantes irréductibles de T MIZ qui se surjectent sur Zi' On déduit du

f
lemme (2.4.1) que

|E; n * % | *
T M T M.

i P £lz,

i

* ok * ]
D'autre part, on voit que dim |{& N p T M| = dim T M, ce qui montre que
i fizi N *
l'inclusion ci-dessus est une é&galité. On en déduit Aussi que TfMIZ = TfIZ M
i i

et donc lei est sans éclatement en codim O. On en déduit simplement le reste

de la proposition. O

Remarque : Les ensembles Zi sont liés aux cycles évanescents du morphisme f

(voir § 4.9).

(3.4) Théoréme d'image directe locale : Soit £ : Z - N un morphisme sans

éclatement en codimension O et soit x € Z. Pour tout voisinage assez petit de
X dans Z, de la forme B€ X Bﬁ N Z, avec 71 << g, et qu'on notera encore M X N,

on a les propriétés suivantes :



1) La fonction f*(EﬁZ) définie par f*(EﬁZ)(y) = X(f_l(y),EﬁZ) est constructible
sur N. On peut donc définir le cycle f, 2 comme l'unique cycle de N satisfaisant
v v
= f_E .
Blpyz = TEUy . % . N
2) L'ensemble r(g T N N TZ(M X N)) est analytique fermé dans T N et lagrangien.
De plus on peut définir naturellement un cycle lagrangien sur cet ensemble, dont

* % *
la classe fondamentale est notée r,(qT N.TZ(M X N)).

* * % *
3) Ona[Tf N]=r*(qTN.TZ(MXN)).

* Z

On peut préciser le point 1) en utilisant un résultat de Kashiwara et
Schapira ([K.S.] Prop. 8.5.4). Le théoréme suivant se démontre de la méme maniére
que [K.S], cor. 8.6.5.

e
(3.5) Théoréme : Soit &  un complexe borné a cohomdogie constructible sur M X N.
*

On suppose que pour toute composante TZ (M X N) de SS(F ) flzi est sans
éclatement en codim O. Soit x € M x N et V = BE X Bﬁ pour € > 0 assez petit

et 1 << g. Alors le complexe Euflv )*({1') est constructible sur Bﬁ .

Le théoréme (3.4) calcule donc le cycle caractéristique deiR(flV)* GfB_

(3.6) Remarque : Dans [F'M2] est défini le groupe des fonctions c._..structibles
bivariantes F(X -» S) . On peut, en utilisant la prop. (3.2), définir un groupe
%(X - S), une obstruction d'Euler relative, et montrer qu'on obtient un iso-
morphisme d'Euler Z(X -» S) » F(X -S). Il est probable qu'on peut de cette
maniére montrer 1l'existence des "classes de Chern bivariantes". Nous ne développe-
rons pas ce point ici et renvoyons a [Br] pour un autre point de vue sur cette

théorie. Seul sera traité le cas dim S = 1 au § 4.

. +1 . . .
(3.7) Exemple : Soit (Z,0) c (cn +0) un germe analytique de dimension pure d,
n+1 d-k+1 . . R PP .
et p: € - C une projection linéaire générique. Soit Pk(Z) le germe de

variété polaire associé, et Ak(Z) = p(Pk(Z)). On sait (voir [L°T1] ) que Ak(Z)
est un germe d'hypersurface réduit dans (cd‘k+1,o). En prenant un représentant
assez petit de Z, on a :

(6, (2),0) = ac® ™ 0) + (4, (@,0,

I

-1 —
ot o= y(Znp (t),EﬁZ) avec t € ¢d k+1\Ak(Z).



On peut aussi calculer 0. en remarquant que

- d-k+
El (0) = X(znpl(O),Eé)= -1)9F T 4 R (0)
PyZ 4 Ak
- , -k+ ,
Comme ¥(z N p *(0),E¥ ) = E&_(0), ona a« = (-D V&L () - 5d, (0))
4 Z Z A]<
' = . . _ ' - N
c'est a dire o EuZ N p 1(0)(0) + mo(Pk-l(Z)) d'aprés [L'Tl] , ou Pk-l(Z) est
la variété polaire générique de codimension k-1 de Z en O.
(3.8) Preuve du théoréme (3.4)
* k *
Commengons par définir le cycle r, (p T N.TZ(M><N)). Pour cela, considé-
* % * ok

rons le fibré VM = (T M/('9(—1))V sur P(p T M) . On considére aussi le céne B(Z,N).

Soit fa une composante de (Z,N), d'image Zi dans Z et Ti dans N. Au moins sur
T

* f
M Zi -> Ti admet une classe fondamen-

un ouvert dense de Ti le morphisme TfIZ
i

tale relative (voir [F.M.2]).
* 1

Si on note anIZ M= T; (Z, N (0M X N)}), on peut définir une classe
i i
M i - * *
d'obstruction e(V ') € H2(d1mM 1)(Tflz M, anIZ M) comme au § 1.2.3 (voir aussi
M * i i
§4.7). Le cap-produit e(V ). [TfIZ - Ti] est donc un entier noté m; . On pose
i
= T XTXRN | T (M X = ¥ )
f#Z ; m, T, et r, (p*T*N TZ(M N} ) Tf 7 N
i #
Pour montrer le théoréme, il suffit donc de montrer que, pour tout y € N,
on a
_1 v v
x(f “(y),Eu ) = Eu (y).
Z f.z
#
. ~1 4 -1 v
D'une part on a Y(f (y),EuZ) = y(f (y),Eui* Z)
-1
£ (y)
M Lk
= deg(e(V ).[C(i -1 z,M)1])
£ (y)

d'aprés [Du] thm IV, 4.1.2. et puisque f est sans éclatement en codimension O
on a (voir § 5.5) :

1

¥ (£ 1) EY,) = degle(v).c(y O e O T BBy x {yInD).

Il reste donc a4 montrer que pour tout i on a

v _ M A _1
miEuTi (y) = deg(e(v).c( 011

,c(Né(—l))[JP(‘Gi(z,N,M x {yID.



La preuve de ce fait est analogue & celle du lemme (5.4.3) démontré

plus loin, et nous la laissons au lecteur. 0O

4. SPECIALISATION

On suppose dans ce paragraphe que la base du morphisme f est lisse de
dimension 1. Soit Z € M X S un sous-ensemble analytique irréductible. On dira
que fIZ est un cycle relatif si le morphisme f : Z - S est ouvert. On peut donc

définir le groupe des cycles relatifs (ou bivariants) ZmM x s > 8).

*
(4.1) Définition : Soit s € S. On définit le cycle sz comme l'unique cycle

-1
de £ (s) qui vérifie :

Cette définition est justifiée par la proposition (3.2). On peut aussi définir

1'obstruction relative :

(4.2) On pose Ed (x) = EY (x) et
fIZ . XK
J£(x)
Eu (x) = Eu * (x) .
fl2z Jf(X)Z
(4.3) Théoréme : 1) Eﬁflz est une fonction constructible sur Z, générique-

ment (sur S) égale a —Eﬁz.

2) Pour tout x € Z, on a

v v def v
Eule(X) = Sp(-Eu,) (x) = - X(Fx,EuZ)

ou Fx est la fibre de Milnor de f en x.

(4.4) conséquences: 1) Soit % un complexe borné a cohomologie constructible
sur M X S, et Ch(?u) son cycle caractéristique, noté T;(M X 8), avec Z € F(M X S).
Alors le cycle caractéristique du complexe wa(sx) défini sur f-l(s) (voir [D])
n'est autre que Tf* M.
342
2) Soit Y une sous-variété de M et Z un cycle de M. On

peut définir le spécialisé du cycle Z le long de Y comme un cycle du fibré



normal NyM comme dans [V3] : on note @: # — € la déformation de M sur NYM
obtenue en éclatant YX {0} dans M X € , et en considérant une carte de l'éclaté.
On pose Spyz = j:Zy si & est le transformé strict du cycle 2 x € par la modifica-
tion 4% - M x ¢.

*

* *
Un calcul simple montre que TSp Z(NYM) est le céne normal de T M N T M
Y

*
dans T, M (ce fait a déja été observé par V. Navarro[N] voir aussi [L] [L.Tz]).

3) Les deux remarques précédents permettent de calculer le
cycle caractéristique du complexe Spyif' en fonction de celui de & (voir [V3]) :

ch(sPY{{') ch(g") .

= Sch@) n T
Y
4) On déduit du théoréme (4.3) et du théoréme de spécialisa-

tion de la classe fondamentale (voir [F.M2] par exemple) le théoréme de

spécialisation des classes de Chern dd a Verdier ([V2]) .

(4.5) Théoréme : Soit Z € M un sous-ensemble analytique réduit et irréducti-

ble et £ : M » € une fonction analytique.
%
1) On suppose gqu'au voisinage d'un point X € Z, l'intersection de TZM et

*
Graphe (df) dans T-M est réduite au point (xo,df(xo)). On a alors

* v v
(T_M.G(df)) = Eu_(x ) + Eu (x ).
zZ Z o o

(x ,df(x )) tlz
o o

i *
i2) Si l'intersection TZM N Gr(df) se projette sur un ensemble compact X de Z,

t *
alors (TZM . Gr(df)) est encore défini (voir appendice) et on a :

(T M.Gr(df)) = xx,ef, + E4_ )
z X2 2ty £z’ -
* P
(4.6) Remarques : 1) On peut remplacer TZM par Ch(YJ) et dans ce cas
dimM-1

v _ K- N P
(£8, + BE_ ) (x) = (-1) X(chf(f )) (x_), oi RO est défini dans [D].

2) Plusieurs personnes (L& D.T., A. Dubson, J. L. Verdier)

donnent une démonstration de ce résultat,qui avait été conjecturé par P. Deligne.



(4.7) Preuve du théoréme (4.3)

1) On stratifie le morphisme f, de sorte que la stratification de Z satisfasse
les conditions de Whitney (on se restreint éventuellement au voisinage d'un

e . . o
compact de Z pour l'existence d'une telle stratification). Soit S  1la strate

-1 P . :
dense de S et z° = f (SO). On vérifie alors qu'on a un isomorphisme

*

£l o 1

%
T MxS) — T

Z z©

(on associe a un hyperplan de Tx(M x S) sa trace sur TXM). On en déduit la pre-

miére partie du théoréme.

2) On doit maintenant montrer que

Eﬁflz(x) = X(F, (/B (.))

'S s
-1
ol F est la fibre de Milnor de f|Z2 en x : F =B (x) N £ (s) , et
X,S 1 X,S €
_ - v — Y
ZS = fIZ (s). On a en effet Euz Euzl -1 .
s f " (s)
On va démontrer ce résultat en utilisant la définition topologique de
Eﬁf]z . On considére le diagramme commutatif
Z £ 3 M X S
fl
S
*
et on note d la dimension relative de f. Soit Tf :IP(TfM) - Z le morphisme

naturel. Soit BE une boule assez petite centrée en x dans M, et Dn une boule

dans S centrée en f(x). On pose

-1 -1
W = B X D Z = X .
Te (( e n) n z) et oW Te (BBE Dn n z
*  x v
On peut, comme au § 1 définir une section 6 du fibré E = (Tf T M/ O(-1)) et
0 ne s'annule pas sur oW (on utilise la condition A_ de Thom). On définit

2(dim M- 1)

*
donc une classe d'obstruction 8 ((UE) € H (W, 9W). On peut identifier

ce dernier groupe au groupe de cohomologie a& support propre sur S de ﬁ =W \ow.
* )
On peut alors évaluer 6 ( mE) sur la classe fondamentale relative [W - D ],

qui est une classe dans le groupe d'homologie bivariante H2(dim M—l)(ﬁ - Dﬂ)
(voir [F.Mz]), et on obtient un entier.

On peut calculer cet entier en restreignant toutes les classes au-

dim M-1 - fei s
dessus de f(x). On obtient alors (-1) m Eﬁflz(x) d'aprés la définition de



*

jf(x)z et d'aprés la définition topologique de EQ .

On peut aussi calculer cet entier en restreignant toutes les classes au-

dessus de s € Dn\ f(x). On obtient alors, d'aprés [Du] , th. IV.4.1.2, gque cet

. - dimM-1
entier est égal a (-1) X (F JEU_ ) .
X,s Z
S
4.8 Comportement des variétés polaires
Siz= 1L m, Zi est un cycle d'une variété M, et si x € |z], on définit

i
le germe de cycle polaire générique de dimension £ de Z en x par

PQ(Z,x) = ¥ m, PQ(Z.,X) ,
. 1 1
i
ou PQ(Z X) =P (Z.,x) est le germe de variété polaire générique de
if dimz -2 i’ g P g d
Zi en x (on prend le méme drapeau pour chague i) de codimension dim Zi - £ (voir

par exemple [T], ou [H.M.S]), et P _,
dim Zi—

) (Zi,x) =@ si & > diani.

Soit £ : Z - S comme ci-dessus (dimS =1), et Z irréductible et réduit.
Pour x € Z, on peut aussi définir la variété polaire relative de dimension £ + 1
en x, notée Pg(f,x) ([T] ,[H.M.S.]), et on a ( [H.M.S] 4.2.5 )

- *
(4.8.1) Le (germe en x de) cycle Pg(f,x) n £ 1(f(x)) est le cycle ].:’Sa(jf(x Z).

)

On déduit alors de [L'T1] la formule suivante

d-k

v - _ -1
(4.8.2) B, () = D B (£, N £ (E(0).

z
k
Appliquons ce résultat a la spécialisation le long d'une sous-variété Y (M (4.4) :

(4.8.3) Corollaire : 1) Pour tout x € YN Z, on a

PQ(SpYZ,x) = C PQ(Z,x)

Y N PR(Z,x)
s i 2 2
2) Les multiplicités mx(P (SpYZ,x)) et mx(P (Z,x)) sont
égales.
v i
3) On a EuSp (x) = Euz(x).
Y
. - . o ox L . P 2
Preuve : 1) D'aprés ce qui précéde, P (SpYZ,x) est la fibre spéciale de P (p,Xx),
si ¢ est le morphisme de déformation sur le cbéne normal C

Ynz
alors que Pg(w,x) est l'espace de la déformation de P (Z,x) sur le cbne normal

Z. On remarqgque

de Y N PR(Z,X) dans PQ(Z,x) (voir aussi [L.T2]).



La preuve de 2) se fait en utilisant (A.3.1) avec les variétés {x},Y , M

et la définition de la multiplicité donnée dans [R] (autrement dit, en utilisant

i) L .
les notations de 1l'appendice, on a mX(P ) = P .x). On obtient alors 3) en
utilisant [L.Tl].
Remarque : J. L. Verdier a montré un résultat analogue.

A titre d'application, montrons maintenant que les définitions algébri-
que et topologique de E données au § 1.2 sont équivalentes. A l'aide du corollai-
re (4.8.3), et en utilisant un argument analogue & celui donné a la fin de la
démonstration du théoréme (4.3), on peut se ramener au cas ou Z est un cdne

. . m - 4 . - »
de sommet l'origine dans € , et on évalue EuZ(O). On considére le diagramme

suivant :
¢" x pe™) x ™ o Cz,eM & ez, = ]P('I)'kz(tm) c ¢ x pE"
G T
~
" xPEH > z2— Sz < ¢"

e

ot e est l'éclatement de l'origine, et 8(Z,¢m) le transformé strict de C(Z,¢m)
par e. Puisque Z est un cbéne, on a une projection p : E%Z,Qm) - C—l(O) qui est
identique au fibré normal de C_l(O).

On pose C—l(O) = D, E%Z,¢m) = L et on note E l'image inverse sur
c(z,¢™) au fioré (& J(-1))V asfini sur (&) . La section 6 de E définie au
§ 1 permet de définir une section ¢ de e*E sur L. On a en fait le diagramme

suivant

>

*
o A est la section canonique de p L, et ona ¢ =1 ¢ A. On a par suite



* max , * * * * *
c (w ) =c (e E/p L) .A (w*)=cmax(e E/pL).w* ,
e*E plL pL

ol w désigne la classe de Thom. En utilisant le langage de 1l'homologie bivariante

([F.Mz]), on doit maintenant montrer le résultat suivant

- - *
deg(c(O-1) " edn L =0 w , ). [L] .

e E
On écrit alors
* max, *
0 (w4 ) =c (eEl /L) . [D&L]
e E
et [L] = [L—EaD] . [D] (formule du produit pour les classes fondamentales).
On utilise enfin 1'égalité [De,L] . [LEpD] =1 . ©

(4.9) Preuve du théoréme (4.5)

On va montrer la deuxiéme partie, puisque la premiére en est un cas
particulier. On se raméne d'abord facilement au cas ol Z est contenu dans M X S

et oi f est la projection M x S » S, en posant S = ¢. On a ensuite l'égalité
*
(T, (M x S) . Gr(df)) = 6(z,8) .Gr (df)

oi BG(Z,S) est défini au § 2 (voir A.3). De plus, en utilisant (3.3) pour flZ '

on voit qu'on peut écrire

©(Z,S) =T

ol la somme est prise pour un nombre fini d'indices i, les Zi sont compacts irré-
-1 i *
ductibles, et contenus dans f (Si)' On a en effet supposé que TZ(M X S8) N Gr(df)

se projette sur un ensemble compact X de M X S, qui n'est autre que U Zi'

On a donc +
* * *
T (M X S).Gr(df) =% m,(T_ M x T_ S).Gr(df) .

v/ . 172, S,

1 i i
e * * v ,
Comme par définition on a TZ M X TS S.Gr(df) = yq O(Zi)' il reste & montrer
. . 1

1'égalité * *



Pour cela, on va utiliser une formule donnant Eﬁz utilisant le fait que fIZ est
sans éclatement en codimension O (voir § 5.5).
Soit (x,s) €2, et 8(Z,S,MS) le céne normal dans ©(Z,S) de 1l'image inverse As de
f*T*SIM x (s} =M X T:S dans &(z,S) par le morphisme naturel 3(Z,S) - f*T*S,
et soit iS(Z,S,MS,x) celui de 1l'image inverse de {x}X'T:S dans ZRZ,S,MS) par

le morphisme naturel

t‘,’(z,s,Ms) ___.§AS__>M X TS .

* *
L'espace Tg(Z,S,MS,x) est naturellement plongé dans TXM x TXM X TSS X TSS ’

et on note P(®) son quadriprojectifié. On a alors (§ 5.5) :

v -1 é -1 - -1 v -1 ,
_ - © O .
EuZ(X,S) deg(c(M@(l)) .c(M (-1)) .c(S (1)) .C(S -1)) . P(G))
Il reste donc & calculer ZQZ,S,MS,X). On voit que
* * *
Gz,s,M) =T_ M _+ L m, T, MXTS oa I_ = {ils, = s} .
s £l i 72, s s i
Z i€e1 i
s
* * v
Comme TfIZ Mls =T M, on déduit de la définition de Eufl que
i*z z
s
['4 14 v
= = w]
Euz(x,s) Euflz(x,s) + % mi Eu (x) .

i 25

5. IMAGE INVERSE

Soit £ : Y - X un morphisme entre deux variétés et Z un cycle sur X.
On se propose dans ce paragraphe de donner une construction géométrique de 1'uni-
que cycle f*Z de Y satisfaisant Edf*z = f*EJZ -

Le seul cas non trivial, puisque la construction est locale, est celui
oli £ est une immersion fermée réguliére. On la notera donc i : YC,M. La construc-

tion se fait en deux étapes :

* *
(5.1) Théoréme : 1) Ona i z2 = i SpYz, oi l'inclusion de droite est celle

de Y dans NyM.



2) Plus généralement, si Y' est une sous-variété contenant Y, et si
* *
i' o Yc_,Ny,M désigne l'inclusion, on a i Z2 = i'Spy,Z.

Preuve : C'est une conséquence de (4.9.3). D

On est maintenant ramené au cas ou i est l'inclusion Yc~;NyM et ou le

cycle est conique sur Y. On note p : NYM - Y la projection. On a donc un diagramme

commutatif :
* * % 0 *
T NM ¢ SpTY .~ LTY
Y
NYM._______.—_>
p
%

(5.2) Théoréme : 1) Les composantes du cycle i Z sont contenues dans

x *
p(lpT YN TSpYZ(NYM)I)'

. *
2) Le cycle T Y est l'unique cycle lagrangien homogéne

*

* % * iz
N . , .
de p(pTYN TSp Z( YM)) satisfaisant a
Y
[* 1 r * (N_M))
T ¥} = o0, (pTYOT N_M
* *
iz SpyZz ¥

* *
dans H &nY(p(lp TYDN TS NYMI)) , o (® désigne une intersection tordue

24di pyz
définie plus bas.
(5.3) Définition de ® : Soit z < NyM conique sur Y, et B(Z,Y) le céne

% * %k *
normal de TZ(NyM) N p T Y dans TZ(NYM) (voir § 2). Soit w la projection natu-

relle

%k X Xk
G(z,Y) » T,(NM) N pTY.

Localement sur Y, on peut supposer que NyM =Y x E et G(Z,Y) est contenu dans
T"Y x E x EY , et est homogéne dans les directions E et E ¥ .

Soit Z; une composante de 9(Z,Y). Si t% n'est pas contenu dans

T*Y X E X O ou T'Y x 0 x EY , on note I>(Ea) le biprojectifié de Z% dans
T*YXIP(E) x P(EY) . SiﬁicT*YXExOetG’ith*Yxoxo, on note

. C e e *
I’Véi) le projectifié de f% dans T Y X P(E), et de méme en remplagant E par E’.



% ) ;
Enfin, si fi CTYXOX 0, on pose P( Cl) = zi. La construction se globalise

sans difficulté . On pose alors

L p(Ca, o) )

* * % - -1 & -
T,(NM) @ pTY= 7 ({clC1) ".c(O(-1)) dim ¥

oa O(1) (resp (5(1)) est le fibré canonique sur P(E) (resp P(EVW)I et { }Zdim v

désigne la classe de degré 2dimY . La classe ci-dessus est donc une classe dans

lT* * %

Hgimy Tz My N p T Y.

Remarque : Si Y = {x}, le terme de droite n'est autre que Eﬁz(x).

(5.4) Preuve du théoréme (5.2) : Il résulte du lemme (2.4.2) gqu'il existe

*
un unique cycle lagrangien homogéne dans p(lp*T*Y n TSp Z(NYM)l) de classe

* ok *
fondamentale égale & P, (p T Y eT (N_M)). On notera Yce cycle T Y.
Sp Z Y i#Z

I1 faut montrer que pour tout x € Z N Y on a

Eu.# (x) = EuSp Z(X)

= Eﬁz(x) .
i Z Y

Le probléme est local sur Y, de sorte gqu'on posera NYM =Y X E.

*

(5.4.1) Lemme : Le support du cycle ‘G(SpYZ,Y) est contenu dans T Y X IE,
ol IE c E x EY est la variété d'incidence des couples (v,n) tels que n(v) = O.
Preuve : Soit X une composante de SpYZ. Alors X est contenu dans Y X E et est

.conique sur Y. On peut supposer que X n'est pas contenu dans ¥ = Y X {0} sinon
*
Gx,y) = T, Y X {0} xEY et la propriété est satisfaite. Un point (x,§,v,n) est

*
dans B(X,Y)s'il existe un chemin analytique (x(s),§'(s),v(s),n(s)) dans TX(Yx E)

et un chemin A(s) dans €, avec A(0) = 0, tels que
(x,&,M,v) = 1lim (x(s), A(s) &'(s),v(s), nis}).
s » 0

Puisque X est homogéne, un hyperplan tangent en un point lisse de X contient

la génératrice passant par ce point. Donc pour s # O, on a n(s)(v(s)) = 0.
Par suite, & la limite on a n(v) = 0. 0O
(5.4.2) Conséquence : On a l'égalité suivante dans

* * *
B, gim Y(p(lp TYﬂTSpYZ(NYM)l)) :



-1

* -1 Y
[T, ¥] = p*n*(c(E@u)) .c(EO(—m [P (Gsp 2, ) D).

iz
Preuve : Elle est analogue a celle du lemme (2.4.3). On utilise ici le fait
-1 o -1

que sur la variété d'incidence de P (E) X P(EV) , la classe c(E(9(1)) c(EO(—l))
est la classe de Chern d'un fibré de rang dim E-2. O

On a une application naturelle

€ 2 * % q * ( *
= o : S Y TY T N M TY Z Y.
Y =Top o (pY,)—>p SPYZY)_’ lan—> n
* v
Localement , une composante TSj de ‘G(Spyz,Y) est contenue dans TZ Y X E X E
siz = Y (i’a’j), d'aprés le lemme (2.4.2). J
-1
Pour x € Z N Y, soit B(Sp Z,Y,x) le céne normal de Y ~ (x) dans
v
Y *

‘G(SPYZ,Y). Comme Y est induit par la projection naturelle T Y X E x EV > Y ,

-1 * v
on a Yoo(x) = G(Spyz,Y) n TXY X EXE') , et l'espace GYSpYZ,Y,x) est contenu

%
dans T Y X TXY x Ex EY , et est quadrihomogéne. Soit Fx son adhérence dans
X

Ip(TxyéBn) x ]P(T*XY @ 1) x P(EDN) x P(EY & 1),

et P( TX) le quadriprojectifié de ‘6YSpyz,Y,x) (comme au § 5.3).

(5.4.3) Lemme : On a
v - v - - -
B , (x) = deglc( O e b o @ant o &1 e(ron).
iz Y Y E E X
Preuve : Soit ?% une composante irréductible de ﬁRSpYZ,Y) . On suppose que

* *
’ﬁ% n'est pas contenu dans un sous-espace T Y X E X Oou T Y X O x EY . Les

cas dégénérés se traitent de méme. Soit Fj 1'adhérence de T% dans

P(T* v ® 1) x P(E® M) x P(EY® I1), et Y : Fj - Y 1l'application naturelle.

Soit Ex Fj 1'éclaté de w_l(x) x {0} dans [ - € et T, le diviseur exception-
7

J
nel, union de composantes de Tx. On a un diagramme commutatif

Iy % € e X B, ¢ > T

€

q
poTrXqu: ' f
! e v

Jex

)

om(T.) X € X E (p o m(T.) X @) em(T.)
p : e — <P ( 3 «— 3P eT 3 x



onal, = (pem(T).).
J.X J X
I1 suffit maintenant de montrer gque
(%) B, (O e &= T ) = - aLlipem (L) ]
E E x ] Jx

ol aj est défini par

1 1

- v -
ey (c(_ON e _O-1) 7 [B(E,
(P my (el ot O (BT

*
o,[T_ Y] (voir (5.3)).
i 2,
]
*
Par le méme argument qu'en (5.4.2) on peut supposer que (p ¢ ﬂ)?% = TZ Y et quitte
4 normaliser, et utiliser par exemple [Fl] prop.l, on peut supposer que Fj et

(p oﬂ)(Fj) sont normaux. De plus il suffit de vérifier (*) en codimension 1

sur Fj <’ de sorte gu'on peut supposer que Ex p<>ﬂ(Fj) et EX Fj sont lisses.

r
Dans ce cas, le morphisme @ admet une classe fondamentale en homologie

bivariante (voir [F.Mz]) et on a en fait

1

o, =T e SNt BT iml ).
J E E

On en déduit (x) en utilisant la formule de multiplication ([F'MZ])

[Fj 1 = [®] . [OOH(Fj)X] . o

/X
Montrons maintenant que Eu # (x) = Eﬁs Z(x)
i'z P,
on a B _(x) = deg(c( o)) e -1 e (Bisp,z,x) D)
Sp Z Y X E Y x E . Yo'
Y * * *

ou ‘6(Sp Z,x) est le cbne normal de T (Y XE) NT (Y X E) dans T (Y x E), et

Y Spyz b4 Sp 2

* .
P(@®) son projectifié dans P(TY®E) X P(T Y& EY). Soit ?3’(3pyz,x,y) le céne
*
normal de GKSpyz,x) n (TxY ®ES TXY) dans ?S(Spyz,x), qui est contenu dans
*
T Y ®E @ T Y & E, et ]P(‘é(Spyz,x,Y)) son quadri-projectifié.

I1 résulte de (A.3.2) qu'on a

1 1

v - -1
e O-1)) T.c( ©1))
Y E

y _ -
2 L (X) = deg(c(Y@(l))

Y

Y -1
.c(EO(—l)) [m(ﬁ(s;_ayz,x,Y))])

et on obtient 1'égalité voulue & l'aide du lemme (5.4.3) et de (A.2.1) appliqué

* * *
aux sous-variétés T Y X E et Tx(Y x E) de T (Y X E). O



(5.5) Image inverse par un plongement fermé régulier en bonne position ou non

caractéristique.

(5.5.1) Soit i : Yc=»M un plongement fermé comme ci-dessus, et Z un cycle de M.
On dit que Y est en bonne position par rapport a Z si pour toute composante Zj
de Z, et tout point x de Z, N Y, on peut trouver au voisinage de x une application
analytique @ : M - ¢p, avec @—1(0) =Y, et telle que wlz_ soit sans éclatement
en codimension O. C'est toujours le cas si codimMY = 1 par jexemple. On va donner
une autre construction du cycle i*Z quand Y est en bonne position par rapport a
Z.

Pour cela, on choisit une décomposition locale M = Y X N, N = ¢P et
Y=Y x {0} cY XN, et on pose E = TON, EY = T:N. Soit ®(z,N) défini comme au
§ 2.4, et BG(Z,N,Y) le céne normal de G(z,N) N (T*Y X T:N) dans ©(Z,N). On a

*
B(Z,N,Y) €cT Y X E x E.

(5.5.2) Lemme : Soit f% une composante de B(z,N,Y), et Yj son image dans Y.
*
Alors f% est contenue dans TY Y X IE , si IE c E x EY est la variété d'incidence.
B

On laisse la preuve au lecteur. O

Ce lemme permet de remplacer dans le théoréme (5.2) et la définition
(5.3) le cdne tHSpyz,Y) par B(Z,N,Y). On peut de méme définir un cycle ibz, et

il faut montrer que EU b Eﬁz .
i 2z

On montre comme en (5.4.3) qu'on a

BY | (0 = deglc( 01N e G610 e _0an e S TR (BENy,]
i®z Y Y E E

La démonstration consiste maintenant a définir G(zZ,N,x,Y) (voir A.2) et & montrer

que

1

- - v -
Ed , (x) = deglc(, , o @) 1.c(Yé(—1)) 1.c(Ec9(—1)) [P(G(z,N,x))])

in

Pour cela on utilise (A.2.1) et (A.3.2). Encore avec (A.2.1) on a

g(z INIX) = g(ZIXIN)

et (A.3.2) montre que



B, () = deglely , ounle L CEANTLIB(EE, )] B (x0. o
(5.5.3) On suppose maintenant que Y est non caractéristique par rapport a Z.
Cela signifie que T:{M n T;M c:T;M. Autrement dit, toute limite d'espace tangent
4 Z en un point x de Z N Y est transverse a TXY dans TXM. On en déduit que la
projection Tm: T;MIY - T*Y est bien définie, et est un morphisme fini. De plus,
si on écrit localement Y = Y X {0}c 5M =Y X N et si f = qIZ : Z > N est la

restriction & Z de la projection g : ¥ x N » N, on voit que f est sans éclate-

ment en codimension O.

%
(5.5.4) Proposition : Sous cette hypothése, le cycle TZMIY est de dimension
* *
pure dim Y. De plus on a [T.* Y] =1&[TZMly].
i 2
* * *
Preuve : Puisque, au voisinage de Z N Y, on a ¥ X T NN TZ(Y><N) c Ty><NY X N,
on déduit de la remarque suivant le lemme (2.4.2) que G(z,N) = T}Y, et

*

f
application naturelle bien définie au voisinage de Y,

*
‘Q(Z,N,Y) est le cbne normal de TfYIYX {0} dans T_Y. D'autre part, on a une

* %k
: M TY
[ TZ —Tc

induisant T en restriction & Yx {0}. De plus, @ est finie et biméromorphe.

* *
On en déduit que ﬂ*[TZMly] = [TfYIY>< {O}]'

D'autre part, le calcul fait en (5.5.1) montre qu'ici

* % *
[T*Y]=TY.(TY><{O})
. f
i Z
%
dans T Y X N, autrement dit
[T Y] = [T Y| ]. o
%
i*z f 'y x {0}

(5.6) Preuve de la proposition (2.4.4)

On reprend les notations du § 2. Soit y €N, Y =M x {y} , et

i : Y sM x N 1l'inclusion. On montre comme en (5.4.3) que

E'tlf Z(Y) = deg(c(VM).c( 0(1))_1.c( (\_‘9(—1))—1_ [P(‘E(Z,N,Y))]),
# N N



Si Z est en bonne position par rapport a4 Y, (2.5) résulte de la construction
faite en (5.5).

Dans le cas général, il suffit de montrer que [%E(Z,N,Y)] = [EhSpYZ,Y)]
dans ]P(T* Yy & 1) x ]P(TyN & M) x IP(T,;N & 1) .

On remarque que '6(Z,N,Y) est égal au céne normal de

*
G(z,N,Y) N (Y x T N) dans O(zZ,N,Y), et en utilisant (A.2.1) on voit que

— — * *
[6(z,N,Y)] = [B(z,N,Y )] , on t(Z,N,Y ) est le céne normal de
*
G(Z,N) N (Y % TyN) dans G(Z,N). On a aussi
_ * _ * —_
[G(z,N,Y )] = [€(z,Y ,N)] = [ Csp,z,N)].
def X

On voit de méme que ?S(SpYZ,N) est conique sur T Y X N, et donc

[isp,2,M] = [ €(sp,z,N,v)] = [Eisp,z,¥,M ] = [Clsp,z,0)]. ©
APPENDICE
(a.1) Dans [F'Ml] W. Fulton et R. MacPherson ont développé une théorie de

1'intersection en géométrie algébrique (voir aussi [Fl]' [F2], [F.Mz]). Dans le
cours du texte nous avons repris leur démarche en remplacant la multiplicité
par l'obstruction d'Euler locale. Nous nous proposons de montrer ici le résultat
principal qui nous a servi, & savoir la maniére commutative de calculer différentes
classes de cbnes normaux.

Considérons la situation suivante :
Soit ¢ : X - ¢2 un morphisme analytique surjectif. On suppose X équidimensionnel,
et que les fibres de ¢, sauf éventuellement w_l(O), ont toutes la méme dimen-

ision dimX ~ 2. On suppose de plus qu'on a un diagramme commutatif

X oM

e

ol i est une immersion fermée, M est lisse et éguidimensionnel, et Y est lisse.

- 2
Soit C1 et C2 deux germes de courbes irréductibles dans (€ ,0). On note

X1 (resp x2) le transformé strict de X par le morphisme de normalisation

n, : C, »C, (resp. n, : C, -» C2), et D

1 1 1 > > (resp. D2) les fibres de X

(resp.Xz)

1 1

au~-dessus de l'origine. D1 et D2 sont deux sous-espaces analytiques fermés de

-1
¢ (0), qui peuvent &tre distincts si ¢ n'est pas plat.



On a cependant

(A.1.1) Théoréme : Sous les hypothéses précédentes les classes fondamentales

[DI] et [D2] sont égales dans H Iw_1(0)|,Z) .

2 (dim X-2)

On peut donner deux démonstrations de ce résultat (voir aussi [F D)
1) Pour la premiére, on se restreint au voisinage d'un compact de © (O) On
peut trouver, d'aprés [H.L.T] une suite finie d'éclatements ponctuels au-dessus
de (¢2,0) dont le composé est noté T : ﬁz - Cz, de sorte que le transformé

strict $ de ¢ par m soit plat. Il existe deux points a, et a, de W_l(O) tels
~=1

que D1 = $_1(a1) et D2 = (a2). Comme ﬂ_l(O) est connexe et que 6 est plat,
on en déduit le théoréme.

Remarque : Cette démonstration explicite une déformaticon analytique de D1 sur

D2.
2) Il résulte de [Vl]' prop. 3.5.1, que le morphisme ¢ admet une classe

fondamentale relative dans le groupe d'homologie bivariante

O]
({—>C = (M,Z)

def

. 2 2L
2 (dimX - 2) )

avec c = codimMX (voir aussi [F.Mz]).

On a les morphismes de restriction suivants

2(d1mX-—2) X ~ C )
01 ‘\\\\\\\\>I
(X f ¢2) ? (1 (0 I
2(dimX - 2) 2(d1mX 2) ¢© (0)1)
2(dimxX - 2)

et le diagramme ci-dessus est commutatif.



On a d'autre part

p.([x-—utz]) = [X,—cC.]
1 1 1
6. ([x,»>cC.,1) = [D.] (i =1,2) .
1 1 1 1
Par suite [Dl] = p([X-—+¢2]) = [DZJ . O

(A.2) Cénes normaux itérés

On considére deux sous-variétés fermées Y et Z d'une variété M, et on

suppose qu'on est dans un des cas suivants
Yoz, zcy, Yy hz.

Soit X un sous-espace analytique fermé de M.
Soit CY 0 XX - Y 1 X le céne normal de Y N X dans X. La projection
est induite par la projection naturelle NyM - Y. On notera DY = CY n XX.

. i Y < t ® d Z d C X
Si Z, on note DY,Z le c6ne normal de NY n CY n XX ans YN x

. i Y z n D le c6 r N M|z .
Si Y ¢ Z, on note Y,z cbéne normal de ¢ Iz n Cy n X dans S %

définit 4 é .
On défini e méme DZ,Y

On voit que si Y < Z, DY 7 est contenu dans le fibré normal de NYZ
7

dans NYM’ c'est & dire Nyz QB(NZM)IY , et si Y & Z, DY . est contenu dans le

4

fibré normal de N_M dans N M, c'est 4 dire N. M N Y . Si
fib My n oz y ' ©€ ire NMI, ;@ Ny (g *
1'intersection est transverse, ce dernier fibré n'est autre que NY n ZM. Enfin,
DY 7 est bihomogéne par rapport a cette décomposition. On notera EY 7 son adhé-
’ ’
rence biprojective.
(A.2.1) Corollaire : On a l'égalité suivante dans Hy (N,Z) : [DY Z] = [DZ Y]
B U ——— 14 r
0 8 = N i Y Z
ou on a posé N YNz M si m
N=N2Z2 & (NM si Yc 2
Y ( Z )lY
N=NY & (NM si ZcyY.
Z ( Y )lZ
Preuve : On construit une double déformation sur le céne normal associée a

Y et 2 (cf[F.Mi][V3]) et on applique (A.1.1) au morphisme de déformation.



(A.3) Associativité de 1'intersection

On reprend la situation précédente dans le cas suivant

Z & Yo  sMe—5X .

On a vu que B& 2 est contenu dans P(NyMlzfaﬂJ X P(NZY @ 1), ainsi que b
’
Z

On note Y(9(1) (resp. Z@(l), resp., Y(9(1)) le fibré canonique sur P(NyM @ 1)
’

zZ,Y"

(resp. P (NZM ® n), resp. ]P(NZY @ L)) . On voit que v ©(1) est la restriction

z,
de ” ©(1) par 1l'inclusion IP(NZY @ 1) ;_,]P(NZM ®© n) .

(A.3.1) Théoréme : On a 1'égalité suivante dans H, (|2 N X|,Z) :

-1 -1 =
e*(c(NZY).c(Z(D(—I)) -c(NYM).c(Y ©(-1))

Y,2
= e, (cNM).c(, OC-1)"1. [B,1)
Zy Z z z "
oli e désigne la projection BY , > Z2NX, etc...
Remarque : Dans le groupe H (Iz N Xl), le deuxiéme terme repré-

2 (dimX - codim 2Z)
isente l'intersection X.Z, et le premier l'intersection de X.Y avec Z (voir [FM1},

[F2]).

Preuve : D'aprés le théoréme (A.3.1) on peut remplacer a la premiére ligne

de classe [BY Z] par la classe [BZ Y]' On est alors amené a considérer la situa-
r ’

‘tion suivante

Soit une suite exacte de fibrés vectoriels sur un espace analytique T :
O-»E-»HRF-»O,

et soit I wun céne dans H, I son adhérence dans P (H & 1) . Soit CEZ le cdne

normal de E N £ dans I . Puisque NEH =E®@F, on a CEZ c ES& F, et ce cbne

—

.est bihomogéne par rapport a cette décomposition. Soit CEZ son adhérence dans

P(E® 1) X P(F® 1) et EZ son adhérence dans P(E®F @4 ).
T
Soit T : P(H® 1) »Tet 0: P(E&® ) X P(F®10l) > T les projections.
T

*
Etant donné un fibré vectoriel X : L - T , on note VL le fibré )\ L/ ©(-1)

sur P(L) , et L & I la somme avec le fibré trivial de rang 1.



Sasae

(A.3.2) Lemme : On a l'égalité suivante dans H*(T,Z) :

Ty (c (V ). [Z] = @, (W )ec (Vg g)- [CZD).

Hel E®d1 @

Preuve : On montre que T, (c(V ) 2] ) = w(cv

- ) .[CEZ]) en

EDF @1
utilisant la déformation sur le cdne normal. La preuve du lemme utilise alors le

résultat suivant (Voir'E.Mﬂ prop. 3.1)

(A.3.3) Lemme : Soit E - T un fibré vectoriel et T : P(E) = T le fibré

projectif associé. On a 1l'égalité suivante dans H, (T, Z) :
me(cvy) [P®E 1) = [T1] . @
Le théoréme (A.3.1) se déduit du lemme (A.3.2) en considérant la suite exacte

' M .
O—s NY —5NM_,N, IZ — 0

=D < N_M t CX =D . O
On prend z 7 7 e E z2,Y
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