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Chapitre 1

Arithmétique des anneaux

I.1 Quelques définitions générales

1.1.1 Anneaux, morphismes d’anneaux, sous-anneaux, idéaux, éléments in-
versibles

La structure d’anneau est centrale en mathématiques, le lecteur connait déja sans doute des
dizaines d’exemples d’anneaux.

Définition I.1.1 (Anneau). Un anneau est un ensemble A muni de deux opérations, appelées
addition et multiplication et notée respectivement (a,b) — a + b et (a,b) — ab, ayant les
propriétés suivantes.

— L’ensemble A muni de 'addition est un groupe abélien. On note 04 (ou simplement 0)
son élément neutre.

— La multiplication est associative (c’est-a-dire (ab)c = a(bc), Va,b,c € A), elle possede un
élément neutre noté 14 (ou simplement 1) et elle est distributive par rapport a 1’addition
(c’est-a-dire (a + b)c = ac + be, a(b+ ¢) = ab+ ac, Ya, b, c € A).

Si la multiplication est commutative, on dit que 'anneau est commutatif.

On exige donc d’un anneau 'existence d’un élément neutre 04 pour ’addition, et aussi d’un
élément neutre 14 pour la multiplication.

Ezercice 1.1.2. Montrer que si 04 = 14, alors A ={04}.

Exemples 1.1.3. Voici quelques exemples d’anneaux.

1. L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de I’addition et de la multiplication est un anneau
commutatif.

2. Un corps est un anneau commutatif pour lequel tous les éléments non nuls sont inversibles
pour la multiplication, par exemple ’ensemble R des nombres rationnels, I’ensemble R
des nombres réels, ’ensemble C des nombres complexes, munis de 'addition et de la
multiplication usuelles, sont des corps commutatifs, donc des anneaux commutatifs.

3. L’ensemble des classes de congruence modulo un nombre entier strictement positif donné
n est un anneau commutatif pour la loi provenant la congruence; il est noté Z/nZ.

4. Les quaternions d’Hamilton H constituent un anneau a division (c’est-a-dire que tout
élément non nul est inversible). On adopte dans ce cours la terminologie moderne : un
corps est forcément commutatif, et ce qui dans ’ancienne terminologie s’appelait corps
non commutatif ou corps gauche s’appelle maintenant anneau a division).
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5. Soit P =ap+a1 X +...+ X" un polynéome a coeflicients dans Z et & une racine complexe
de P. Soit Z[¢] = {Q(&), Q € Z[X]}. On vérifie immédiatement que c’est un sous-anneau
de C. Ce type d’anneau joue un grand role en arithmétique.

6. L’ensemble des polynomes A[X] a coefficients dans un anneau commutatif A est aussi
un anneau commutatif.

7. Si X est un ensemble, et A un anneau, 1’espace des fonctions sur X & valeurs dans A &
une structure d’anneau, ’addition et la multiplication des fonctions étant induites par
celles de A.

8. Les endomorphismes d’un espace vectoriel V' sur un corps k forment un anneau noté
Endg(V'), ou la premiere loi est 'addition de fonction pour la loi + et la deuxieme la
composition. Il n’est pas commutatif en général.

9. On peut généraliser cette construction en remplacant 1’espace vectoriel V' par un groupe
abélien quelconque (M, +). Soit Endz (M) 'ensemble des endomorphismes de M pour la
structure de groupe abélien. Cet ensemble hérite de M d’une loi d’addition, que ’on note
encore +, et d’un élément nul 057, qui en font un groupe abélien. Si 'on y ajoute la loi
de multiplication o donnée par la composition des endomorphismes (non commutative
en général), et 'endomorphisme Idy; (I'identité de M), on obtient sur Endz(M) une
structure d’anneau.

10. L’anneau M,,(A) des matrices carrées de taille n a coefficients dans un anneau commu-
tatif A est lui-méme un anneau unitaire (I’élément neutre multiplicatif étant la matrice
identité I,), il est non commutatif si n > 1. On peut aussi considérer des matrices a
coefficients dans un anneau non commutatif, mais ce genre d’anneau est tres difficile a
manipuler.

Remarque 1.1.4. On peut ranger les exemples ci-dessus en trois types : les anneaux de nombres
(sous-anneaux d’un corps, anneaux de congruence), les anneaux de fonctions & valeurs dans un
anneau, et les anneaux d’endomorphismes.

Certains anneaux ont une structure supplémentaire : ce sont aussi des espaces vectoriels sur
un corps k. On parle alors de k-algebre.

Définition I1.1.5. Une k-algebre A est un k-espace vectoriel et un anneau, la structure de
groupe abélien sous-jacente étant la méme pour ces deux structures. La multiplication dans
A est de plus bilinéaire, c’est-a-dire que si ’on note a - b le produit de deux éléments a et b
de A (structure d’anneau) et Aa la multiplication d’un élément a de A par un scalaire A de k
(structure d’espace vectoriel), alors on a en plus quels que soient a,b € A, X € k,

(I.1.1) Ma-b) = (Xa)-b=a- ().

Exemples I.1.6. Les espaces de polynomes & coefficients dans le corps k sont des k-algebres :
E[X1,...,X,]. Pour un espace vectoriel V sur k, Endy (V') est une algebre. L’espace M,,(k) des
matrices carrées de taille n a coefficients dans k est une k-algebre.

Remarque 1.1.7. On peut aussi définir plus généralement des R-algebres, ou R est un anneau
commutatif : une R-algebre A est a la fois un anneau et un R-module (on verra la définition
des modules au chapitre avec les mémes condition de compatibilité ([[.1.1]).

On a parlé ci-dessus d’éléments inversibles, sans donner de définition. Réparons cet oubli.
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Définition I.1.8. Un élément a de A est dit inversible s’il existe b € a tel que ab = ba = 14.
L’ensemble des éléments inversible de A est noté A*. Un élément inversible est aussi appelé une
unité.

Dans un anneau non commutatif, il est utile de définir les notions plus faibles d’inverse a
gauche ou a droite :

- un élément a de A est dit inversible & gauche s’il existe b € a tel que ba = 14 (b s’appelle
linverse a gauche de a).

- un élément a de A est dit inversible & droite §'il existe b € a tel que ab = 14 (b s’appelle
I'inverse a droite de a).

Ezercice 1.1.9. Trouver un exemple d’anneau non commutatif A, et un élément a de A qui est
inversible a gauche mais pas a droite, ou le contraire.
Ezercice 1.1.10. Le but de cet exercice est de calculer le groupe des unités de I'anneau Z[v/2].

i) Vérifier que Z[v/2] = {a + bv/2| a,b € Z} est un sous-anneau de R.

ii) Vérifier que N : Z[v2] = Z, a+bv2 — a® —2b? est multiplicative. En déduire que les
unités de Z[\/Q] sont les a + by/2 tels que N(a + bv/2) = a® — 2% = £ 1.

iii) Montrer que (1 + v/2)" est une unité pour tout n € Z.

iv) Montrer que 14 /2 est la plus petite (pour ordre usuel de R) unité de Z[v/2] qui soit
> 1.

v) Soit u une unité de Z[v/2], u # +1. Montrer que dans I’ensemble {+u,+u~1}, il y a un
seul élément v tel que v > 1, puis qu’il existe un unique entier k € N tel que

(1+V2)F < v < (1+V2)F!

Conclure que v = (1 + /2)F1.

Exercice 1.1.11. Soit A un anneau tel que pour tout € A, 22 = x. Montrer que 14+ 14 = 04.
Montrer que pour tout x € A, x + x = 04. Montrer que A est commutatif.lﬂ

En mathématiques, un morphisme est une application entre deux ensembles préservant une
certaine structure sur ces ensembles. Pour les anneaux, la définition est donc la suivante

Définition 1.1.12 (Morphisme d’anneaux). Soient A et B des anneaux. Un morphisme d’an-
neaux de A dans B est une application

¢: A— B
vérifiant

¢(a+0b) =¢(a) + ¢(b), &(04) =08, é(ab) =d(a)p(b), é(1a)=15.

Remarque 1.1.13. La deuxiéme propriété découle de la premiere. On a choisi de la mettre
dans la définition pour insister sur le fait que ce que 1'on exige, c’est de préserver une structure.
Une autre notion évidente est celle de sous-anneau.

Définition I.1.14. Soit A un anneau. Une partie B de A est un sous-anneau si ¢’est une partie
stable par addition et multiplication, qui contient 04 et 14.

1. Un élément tel que 22 = z est appelé un idempotent, par exemple un projecteur dans anneau des endo-
morphismes d’un espace vectoriel.



I.1.2 Idéaux (a4 gauche, a droite, bilatéres). Anneaux quotients.

Définition 1.1.15. Soit A un anneau. Un idéal a gauche I de A est un sous-groupe abélien de
A pour l'addition, et qui vérifie de plus (Va € A), (Vz € I), az € I.

On peut définir de maniere analogue les idéaux a droite. Dans un anneau commutatif, les
deux notions coincident, mais pas dans un anneau non commutatif. Une partie I de A qui est
a la fois un idéal a gauche et a droite s’appelle un idéal bilatere.

Ezercice 1.1.16. Soit A un anneau, et I un idéal bilatere de A. Montrer que A/I admet une
structure d’anneau et que la projection canonique p : A — A/I est un morphisme d’anneaux.
(Exemple Z/nZ.)

Le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B est un idéal bilatere de A noté ker(f) (mais
Iimage de f n’est en général pas un idéal de B). Plus généralement, 1'image réciproque par f
d’un idéal bilatere (resp. a gauche) de B est un idéal bilatere (resp. a gauche) de A. Si I est un
idéal bilatere de A, le morphisme f se factorise par la projection A — A/I si et seulement si
I C ker(f).

Exercice 1.1.17. Soit I un idéal bilatere de ’anneau A. Montrer que I = A si et seulement si
I contient un élément inversible. En déduire que si 'anneau A est a division, alors ses seuls
idéaux bilateres sont {0} et A. La réciproque est-elle vraie? On pourra regarder I'exemple de
Ms(R). Et si A est commutatif ?

Proposition 1.1.18 (Intersection d’idéaux). Soit A un anneau, et soit (I;)ier une famille
d’idéaux o gauche de M. Alors
ﬂ L, CA

el
est un idéal a4 gauche de A.

On a bien sur le méme résultat avec des idéaux a droite ou bilatére.

Définition 1.1.19 (Idéal engendré par une partie). Soit A un anneau et soit X une partie de
A. On appelle idéal & gauche engendré par X, et on note (X) le plus petit idéal & gauche de A
contenant X, c’est-a-dire l'intersection de tous les idéaux a gauche J contenant X :

= N 7
X CJ idéal

ol l'intersection est prise sur les idéaux a gauche.

Concretement, (X) est 'image de

A(X) — A, (ax)xeX = Z Qg - T
zeX

(la somme est & support fini).

On définit de méme cette notion pour les idéaux a droite ou bilateres.



Définition I.1.20 (Somme d’idéaux). Soient (I;);c; une famille d’idéaux & gauche de ’anneau
A. On appelle somme des I; dans M 1'idéal M engendré par la réunion des I;, et on le note

Dier i
dL=(JL)cA

i€l i€l

Définition I.1.21 (Idéal maximal). Soit A un anneau et soit 9t un idéal a gauche de A. On
dit que 9T est maximal si M # A et si tout ideal I & gauche I de A contenant 91 est soit égal
a M, soit égal a A.

On définit de méme les idéaux a droites ou bilatéres maximaux.

Le théoréme suivant est équivalent a 'axiome du choix. On I'admet (voir chapitre [I1.8)).
Introduisons la terminologie suivante : un idéal I de A est dit idéal propre s’il n’est pas égal a

A.

Théoréme 1.1.22 (Krull). Soit Soit A un anneau et soit I un idéal & gauche propre de A.
Alors il existe un idéal a gauche maximal 9 de A contenant I.

On a un énoncé similaire avec les idéaux o droite ou bilatere.

Exercice 1.1.23. Soient A un anneau et I un idéal bilatere de A. Comment sont obtenus les
idéaux bilateres de A/I & partir de ceux de A7

Montrer que si A/I est un anneau a division alors I est maximal, que la réciproque est vraie
si A et commutatif, et fausse en général.

Exercice 1.1.24. Soit A un anneau commutatif. Montrer 1’égalité

U M=A\ A~
M idéal maximal deA

Ezercice 1.1.25. Soit C 'anneau des fonctions continues de [0, 1] dans R. Montrer que les idéaux
maximaux de C sont les

pour chaque z € [0,1] (pour lesquels C/I, ~ R).

1.1.3 Anneaux integres

Définition 1.1.26 (Anneau integre). Un anneau A est dit integre s’il est non réduit a {0} et
s’il vérifie la propriété suivante

(Va,be A), [ab=0] = [a=0o0ub=0|.
Ezercice 1.1.27. Parmi les exemples d’anneaux donnés ci-dessus (Exemple [[.1.3)), lesquels sont
integres ?

En anglais, un anneau commutatif intégre est appelé < integral domain >, ou simplement
< domain >.

Ezercice 1.1.28. Montrer que tout anneau commutatif integre fini est un corps.

Exercice 1.1.29. Soit A un anneau commutatif.



a) Si A est integre, montrer que 'anneau A[X]| des polynémes & une indéterminée a coeffi-
cients dans A est aussi integre.

b) Si A est integre, quelles sont les unités de A[X]?

¢) On rappelle qu'un élément a de A est dit nilpotent s’il existe n € N tel que a™ = 0. Soit
a un élément nilpotent de A, et soit u une unité de A. Montrer que u + a est inversible.

d) Soit P =ag+a1X +...4+anxX" un polynéme & coefficients dans A. On suppose que ag

est inversible et que les éléments a1, ..., an sont nilpotents. Montrer que P est inversible
dans A[X].

e) Réciproquement, montrer que les les unités de A[X] sont les polynémes P = ag+ a1 X +
...+ an X" avec ag inversible et a1, ...,ay nilpotents

Exemple : dans (Z/4Z)[X], (2X +1)2 = 1, donc 2X + 1 est une unité dans cet anneau).

L’anneau Z occupe une place particuliere parmi les anneaux. En effet

Théoréme 1.1.30 (Propriété universelle de 'anneau Z). Pour tout anneau A, il existe un seul
morphisme d’anneaux 14 : Z — A. Le noyau de ta est un idéal de 7Z, il est donc de la forme
(n) pour un entier n € N. Cet entier n s’appelle la caractéristique de A. Si A est intégre, p est
un nombre premier ou bien 0.

Démonstration. Comme ¢4 est un morphisme d’anneaux, on a t4(1) =14 et t4(n) =nea(l) =
n - 14, ce qui montre 'existence et I'unicité de 4. Le noyau de ¢4 est un ideal de Z, il est donc
de la forme (n) = nZ. Si A est un corps, et si ab € kert g, alors ab-14 = (a-14)(b-14) =0 et
comme A est intégre, soit b-14 = 0, soit ¢’est un inversible dans A, auquel cas a-14 = 0. Donc
soit a € kerty, soit b € kerv 4. L’idéal ker 14 est donc premier. On a un peu anticipé ici sur la
notion d’idéal premier qui se trouve dans la section 1.4. O

I[.2 Corps des fractions d’un anneau commutatif integre

Soit A un anneau commutatif integre. On se demande si on peut inclure A dans un corps, et
si oui quel est le plus petit corps pour lequel cela est possible. Par exemple, pour I’anneau 7Z, la
réponse est Q. Pour 'anneau un anneau de polynémes A[X], A commutatif integre, la réponse
est A(X), le corps des fractions rationnelles & coefficients dans A. En général, on construit le
corps des fractions K(A) de la maniére suivante :

On munit A x (A\ {04}) de la relation
(a,b) ~ (¢,d) si ad = be

et on vérifie immédiatement que c’est une relation d’équivalence. On note K(A) I’ensemble
des classes d’équivalence pour cette relation, et si (a,b) € A x (A\ {04}), on note ¢ la classe

d’équivalence de (a,b) On munit K (A) des lois d’addition et multiplication

ad + be ac ac

a ¢ ac
b d bd ' bd bd

On vérifie que c’est un anneau commutatif, I’élément neutre de I’addition est > et I’élément
a

neutre de la multiplication est % Tout élément non nul de K (A) est inversible, I'inverse de §

0
1

étant %, c’est donc un corps. On vérifie que

ta: A— K(A), a'—>%



est un morphisme d’anneaux injectif. En conséquence, on un élément de la forme § simplement

a.

En quel sens peut-on dire que K(A) est le plus petit corps contenant A? La réponse est la
suivante : pour tout corps E et pour tout morphisme d’anneau,

¢o: A— FE,
il existe un unique ¢ : K(A) — FE tel que ¢ = boig:
o]
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K(A)

E

A
LA

Cest facile & vérifier car ¢ est déterminé par (;NS(%) = ¢(a)p(b)~L.

1.3 Lemme des restes chinois

Lemme I.3.1 (Lemme des restes chinois). Soit A un anneau commutatif et soient m;, i =

1,...,r des idéaux de A tels que m; +m; = A sii # j. Le morphisme canonique
i=1,...,r i=1,...,r

est un isomorphisme.

Démonstration. L’injectivité du morphisme est immédiate. On démontre la surjectivité par
récurrence sur r, le cas r = 1 étant trivial. Si r = 2, il s’agit, quels que soient ai,as € A
de trouver a € A et u; € my, puo € my tels que a + p1 = a1, a + po = as. Comme par
hypothese my +my = A, on prend py € my, pg € my tels que py; — o = a1 — az et 'on pose
a = aj] — |41 = az — p2, ce qui résout le probleme. Si r > 2, par hypothese de récurrence on a un

isomorphisme
i=1,...,r—1 1,...,r—1

i=1,...,

On applique le résultat pour r = 2 aux deux idéaux m, et (),_; ,_;m;, ce qui permet de
conclure, mais il faut pour cela vérifier que ﬂizl’“.m_l m; +m, = A. Par hyothese, pour tout
t=1,...,r —1, il existe a,; € m; et a; in m; tels que a; + a,; = 1. En multipliant ces r — 1
égalités, on obtient

lear...ar_1+m,. C ﬂ m; +m,

i=1,...,r—1
ce qui établit ’assertion. O

Ceci conclut la démonstration de la proposition. ]

Exemple de Sun Zi (tiré de I'article Wikipedia sur lemme des restes chinois). La forme
originale du théoréme apparait sous forme de probléme dans le livre de Sun Zi, le Sunzi suanjing,
datant du iiie siecle. Il est repris par le mathématicien chinois Qin Jiushao dans son ouvrage
le Shusht Jinzhang (<« Traité mathématique en neuf chapitres ») publié en 1247. Le résultat
concerne les systemes de congruences.



Soient des objets en nombre inconnu. Si on les range par 3 il en reste 2. Si on les range par
5, il en reste 3 et si on les range par 7, il en reste 2. Combien a-t-on d’objets ? Cette énigme est
parfois associée au général Han Xin comptant son armée.

La résolution proposée par Sun Zi pour ce probléme est la suivante :

Multiplie le reste de la division par 3, c’est-a-dire 2, par 70, ajoute-lui le produit du reste
de la division par 5, c’est-a-dire 3, avec 21 puis ajoute le produit du reste de la division par 7,
c’est-a~-dire 2 par 15. Tant que le nombre est plus grand que 105, retire 105. Mais la solution
n’explique qu’imparfaitement la méthode utilisée. On peut cependant remarquer que :

70 a pour reste 1 dans la division par 3 et pour reste 0 dans les divisions par 5 et 7;
21 a pour reste 1 dans la division par 5 et pour reste 0 dans les divisions par 3 et 7;
15 a pour reste 1 dans la division par 7 et pour reste 0 dans les divisions par 3 et 5.

Le nombre 2 x 70 + 3 x 21 + 2 x 15 a bien alors pour restes respectifs 2, 3 et 2 dans les
divisions par 3, 5 et 7. Enfin, comme 105 a pour reste 0 dans les trois types de division, on peut
I’6ter ou ’ajouter autant de fois que 'on veut sans changer les valeurs des restes. La plus petite
valeur pour le nombre d’objets est alors de 23.

FEzercice 1.3.2. Quels sont les inversibles de Z/nZ ? Déterminer les n € N tels que (Z/nZ)* soit
un groupe cyclique.

Erercice 1.3.3. Soit A un anneau commutatif, et soit e € A, e ¢ {04,14} et tel que e? = ¢ (e
est un idempotent). Considérons les idéaux engendrés par e et 14 — e respectivement : I = (e),
J = (14 — e). Montrer que A est isomorphe a A/I x A/.J.

1.4 Divisibilité dans un anneau

Notre but est maintenant de généraliser ’arithmétique de ’anneau des entiers Z a un an-
neau commutatif quelconque. Dans cette section, on ne considére que des anneaux
commutatifs.

Définition I.4.1. On dit que a divise b (dans 'anneau A), s’il existe ¢ € A tel que ac = b. On
note alb quand cela se produit. On dit aussi de maniére équivalente que b est multiple de a.

Par exemple, dans Z, 2|10, n|0 pour tout n € Z, et si 0|n, alors n = 0.
Reformulons cette définition en termes d’idéaux. Pour cela, on définit :

Définition 1.4.2 (Idéal principal). Un idéal engendré par un seul élément de A est appelé un
idéal principal.

Pour tout a € A, on note (a) I'idéal engendré par 1’élément a (voir Définition [[.1.19). On a
(a) = {ac, ¢ € A}, c’est-a-dire 'ensemble des multiples de A.

On dit qu'un anneau est principal s’il est inteégre et si tous ses idéaux sont principaux.

Proposition 1.4.3. Dans lanneau A, a divise b si et seulement si (b) C (a).

Remarquons qu’une unité de 'anneau A divise tous les éléments de A.

Proposition 1.4.4. Soient a,b deux éléments de l'anneau A que l’on suppose intégre. On a alb
et bla si et seulement s’il existe u € A* tel que a = ub. On dit alors que a et b sont associés.
De manieére équivalente, a et b sont associés si et seulement si (a) = (b).
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Démonstration. On suppose que alb et bla : il existe ¢,d € A tels que b = ac et a = bd, d’ou
b(1 —cd) =0 et donc si b# 0, on a cd =1 (on utilise I'intégrité). Ainsi ¢ et d sont inversibles,
et a et b sont associés. La réciproque est évidente. ]

Remarque 1.4.5. Il est assez difficile de trouver un exemple d’anneau non integre A et
d’éléments a,b € A tels que (a) = (b) et a et b ne sont pas associés. On peut prendre
A=R[X,Y,Z]/(X(1 =Y Z)) et vérifier que les classes de X et XY engendrent le méme idéal
de A. Les inversibles dans A sont les classes des polynémes constants non nuls.

11 est facile de vérifier que < étre associé avec > définit une relation d’équivalence sur A.

Nous allons maintenant définir les notions d’élément irréductible et d’élément premier dans
un anneau commutatif integre.

Définition 1.4.6 (Eléments irréductibles et réductibles). Soit A un anneau commutatif integre.
Un élément a de A est dit réductible si on peut écrire a = xy, avec x et y des éléments dans A
non inversibles. Un élement qui n’est pas réductible est dit irréductible. Un élément a de A est
irréductible si a est non nul et non inversible et, si a = xy, alors soit x, soit y est inversible. La
seconde condition signifie que les seuls diviseurs de a sont ses associés et les unités de A.

Exemple 1.4.7. Les éléments irréductibles de Z sont les £p, avec p nombre premier. Ceux de
R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynémes de degré 2 sans racine réelle.

Définition 1.4.8 (Elément premier). Soit A un anneau commutatif intégre. Un élément a de
A est premier si a est non nul et non inversible et, si a|zy dans A, alors soit a|z, soit a|y.

On peut relier ceci a la notion d’idéal premier.

Définition I1.4.9 (Idéal premier). Soit A un anneau commutatif. Un idéal I de anneau A est
dit premier s’il est propre et s’il vérifie la propriété suivante. Si a,b sont deux éléments de A
tels que ab € I, alorsa € T ou b € I.

Proposition 1.4.10. Soit A un anneau commutatif intégre. Soit a un élément non nul de A.
Alors lidéal (a) est premier si et seulement si a est premier.

Démonstration. Supposons que 'idéal (a) soit premier. Supposons aussi que a divise zy. On a
alors (zy) C (a), donc zy € (a) et donc soit = € (a), soit (y) € (a), c’est-a-dire, soit a divise x,
soit a divise y. Donc a est premier.

Réciproquement, supposons a premier dans A, et supposons zy € (a), c’est-a-dire que a
divise zy. On a donc a divise x ou a divise y, c’est-a-dire soit = € (a), soit y € (a). O

Proposition 1.4.11. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Alors I est un idéal
premier si et seulement si A/l est un anneau intégre.

Démonstration. Supposons I est premier, et soient z,y € A tels que zy = 0 dans A/I (on note
Z l'image de = € A par la projection canonique de A dans A/I. Ceci signifie que zy € I, et
comme [ est premier, soit = € I, c’est-a-dire * = 0, soit y € I, c’est-a-dire § = 0, ce qui prouve
que A/I est integre. La réciproque se montre en inversant I’argument. O

Remarque 1.4.12. Un idéal premier est propre car 'anneau nul {0} n’est pas integre.

Corollaire 1.4.13. Un idéal maximal est premier.
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En effet, on a vu dans l'exercice [[.1.23|que si I est un idéal maximal, alors A/I est un corps,
donc integre.

Proposition 1.4.14. Soit a un élément non nul de A. Si a est premier, a est irréductible, mais
la réciproque est fausse en général, comme le montre ’ezercice ci-dessous.

Démonstration. Supposons que @ soit premier, et non irréductible. Alors il existe x,y € A
non inversibles tels que a = xy. Donc zy € (a). Comme (a) est premier x € (a) ou y € (a).
Disons que l'on est dans le premier cas. Alors a|x, mais on a aussi x|a, ce qui veut dire que x
et a sont associés. On en déduit que y est inversible, car A est integre et I’on aboutit a une
contradiction. O

Exemple 1.4.15. Si n > 1, anneau Z/nZ est integre si et seulement si n est premier. C’est
alors un corps. On a

n est premier dans Z < 1'idéal (n) est premier < l'idéal (n) est maximal

< n est irréductible < n est un nombre premier

Ezercice 1.4.16. Considérons le sous-anneau Z[iv/5] de C et 'application < norme >
N: AN, a+iV5b— a®+ 5b°.

Montrer que z € A est une unité si et seulement si N(x) = 1. Montrer que le nombre 3 est
irréductible mais I'idéal (3) n’est pas premier, car 3 divise le produit (1 4 4v/5)(1 — iv/5) mais
aucun des facteurs.

Comme on le voit, les relations entre ces différentes notions sont subtiles. On a montré les
implications suivantes dans un anneau commutatif integre :

(1.4.1) a premier = a irréductible

ﬂ

(a) maximal == (a) premier

Ezxercice 1.4.17. Soient f : A — B un morphismes d’anneaux (commutatifs). Montrer que
I'image réciproque d’un idéal premier de B est un idéal premier de A. Est-ce encore vrai pour
un idéal maximal ?

Exercice 1.4.18. Soient I et J deux idéaux d’un anneau commutatif A. On définit le produit

d’idéaux
1J = {Zﬂﬂzyu zi€l,y € J}

7

Montrer que c’est un idéal de A contenu dans I N J. A-t-on toujours INJ =1J7

Ezercice 1.4.19. Soit A un anneau commutatif.
(i) On suppose que A est intégre et ne possede qu'un nombre fini d’idéaux. Montrer que A
est un corps.
(ii) On suppose que A ne posséde qu'un nombre fini d’idéaux. Montrer que tout idéal premier
est maximal.
(iii) On suppose que tout idéal propre de A est premier. Montrer que A est un corps.
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I.5 Anneaux principaux, anneaux euclidiens

Dans cette section, comme la précédente, les anneaux sont supposés commutatifs.
Définition I.5.1. Un anneau A est principal (< principal ideal domain >, ou < PID >, en

anglais) si A est integre et si tout idéal de A est principal, c’est-a-dire qu’il peut étre engendré
par un élément.

L’anneau Z est donc principal (Exemple [I.5.4)), mais pas 'anneau C de 'exercice [I.1.25 ni
Panneau Z[X| des polynémes a coefficients entiers, ni 'anneau K[X,Y] des polynémes & deux
indéterminées & coefficients dans un corps K.

Dans la pratique, on montre souvent qu’un anneau integre est principal en exhibant une
division euclidienne sur A.

Définition 1.5.2. Soit A un anneau commutatif integre. Une division euclidienne dans A est
une fonction ¢ : A\ {0} — N vérifiant
(i) quels que soient a,b € A\ {0}, ¢(a) < ¢(ab),
(ii) quels que soient a et b dans A\ {0}, il existe g,r € A tels que a = bg+r avec r = 0, ou
r# 0 et ¢(r) < o(b).

Un anneau anneau commutatif integre muni d’une division euclidienne s’appelle un anneau
euclidien.

Proposition 1.5.3. Un anneau euclidien est principal.

Il s’agit de montrer que tout idéal I est principal. Choisissons « € I avec ¢(x) = minyer ¢(y)
(¢ étant a valeurs dans N, ce minimum existe). Soit y € I. on effectue la division euclidienne
de = par y et I'on écrit y = bx +r avec r = 0, ou r # 0 et ¢(r) < ¢(x). Comme r = bx —y € I,
par minimalité de ¢(z), on ne peut pas avoir ¢(r) < ¢(z), donc r = 0 et y = bx € (x), ce qui
montre que [ = (). O

Les deux exemples fondamentaux sont :

Exemples 1.5.4. e l'anneau Z est euclidien pour la fonction ¢(n) = |n|;
e si K est un corps, 'anneau K[X] est euclidien pour la fonction ¢(P) = deg(P).

On a verra en exercice d’autres exemples d’anneaux euclidiens : Z[i], Z[iv/2] et Z[j].

La proposition suivante montre que la situation entre les différentes notions vues en (L.8)
est plus simple dans le cas des anneaux principaux.
Proposition I.5.5. Soit A un anneau principal. Soit 0 # p € A. On a les équivalences suivantes
(i) p est premier,
(13) l’idéal (p) est premier,
(7it) p est irréductible,
(iv) l'idéal (p) est maximal.
Démonstration. Etant donnée les implications déja démontrée en ([.8)), il suffit de montrer que
p est irréductible implique (p) maximal. Supposons p irréductible, et soit J un idéal contenant

(p). On a J = (q) pour un certain ¢ € A, et g divise p, donc en fait (p) = (¢) = J ou bien
(q) = A. O

En particulier, I’anneau Z[z\/g] de I'exercice [[.4.16| n’est pas principal.
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Définition 1.5.6 (pged et ppem dans un anneau principal). Si a et b sont des éléments d'un
anneau principal A, I'idéal (a,b) est engendré par un élément de A, uniquement déterminé a
multiplication par un élément inversible de A pres. On 'appelle un pged (< plus grand commun
diviseur > ; < ged > ou < greatest common divisor > en anglais) de a et b, parfois noté a A b. De
méme, I'idéal (a)N(b) est engendré par un élément de A, uniquement déterminé a multiplication
par un élément inversible de A pres, le ppem (< plus grand commun multiple > ; < lem > ou
< least common multiple > en anglais) de a et b, parfois noté a vV b. On peut de méme définir le
pged et le ppem d’une famille quelconque d’élément de A.

Si (a,b) = A, ou de maniere équivalente a Ab = 14, on dit que a et b sont premier entre eux.

Remarque 1.5.7 (Théoréeme de Bézout). Dans ce contexte, le < théoreme de Bézout >, qui dit
que a et b sont premiers entre eux si et seulement s’il existe x et y dans A tels que

za+yb=1

est une tautologie.

Mentionnons comme conséquence un résultat classique

Lemme 1.5.8 (Lemme de Gauss). Soit A un anneau principal. Si a, b et ¢ sont des éléments
de A tels que a divise be mais est premier avec b, alors a divise c.

Démonstration. Ecrivons be = ad et xa + yb = 1. On a alors ¢ = (za + yb)c = zac + yad, qui
est bien divisible par a. O

FEzercice 1.5.9. Montrer que ’anneau des nombres décimaux (c’est-a-dire les nombres rationnels
dont le développement décimal est fini) est principal. Quel est le pged de 0,6 et de 30,47

Ezercice 1.5.10 (Anneau des entiers de Gauss). Montrer que 'anneau Z[i] = {a + ib, a,b € Z}
est euclidien, donc principal (i est I'élément de C tel que i2 = —1). Posons N(a+ib) = |a+ib|? =
a® + b?. Que vaut N pour une unité ? Montrer que les unités de Z[i] sont 1, 4-5. Montrer que
si un nombre premier impair p est réductible dans Z[i] alors p = 1 mod 4. Réciproquement,
montrer que si p =1 mod 4, alors p est réductible dans Z[i]. On rappelle que —1 est un carré
dans Z/pZ si et seulement si p = 1 mod 4 (on pourra le redémontrer pour se rafraichir la
mémoire), ce qui signifie qu'un nombre premier p tel que p = 1 mod 4 divise m? + 1 pour un
certain entier m. On remarque alors que m? + 1 = (m +i)(m — i) dans Z[i] et ainsi p n’est pas
irréductible. Est-ce que 2 est irréductible dans Z[i] ? Montrer que si m est un irréductible dans
Z[i], alors (m) N Z est un idéal premier de Z. En déduire que 7 divise un et un seul nombre
premier p de Z. Faire la liste des éléments irréductibles de Z[i].

Exercice 1.5.11. Factoriser —3 + 15¢ en irréductibles dans Z[i].

FEzercice 1.5.12 (Anneau des entiers d’Eisenstein). On considere 'ensemble Z[j] = {a+bj|a,b €
Z}, ou j = e = _1%’\5 On vérifie facilement que c’est un sous-anneau de C par exemple
en utilisant le fait que j2 = —j — 1. Posons N(a + bj) = |a + bj|*> = a® — ab + b%. Que vaut
N pour une unité de Z[j] ? Déterminer le groupe des unités de Z[j]. Montrer que Z[j] est un
anneau euclidien. Montrer que si le nombre premier p est réductible dans Z[j], alors p s’écrit
p =122 —xy+y?% et que 'on a alors p = (z + jy)(z + j2y), puis p =3 ou p =1 mod 3. Pour la
réciproque, on admettra un cas particulier du théoreme de réciprocité quadratique de Gauss :
sip=1 mod 3, alors —3 est un carré dans Z/pZ, c’est-a-dire que p divise m? + 3. Faire la liste

des irréductibles de Z[j].
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Ezercice 1.5.13. Montrer que les idéaux maximaux de ’anneau C des fonctions continues de
[0,1] dans R ne sont pas principaux (voir exercice. |[.1.25)). Que se passe-t-il si 'on remplace C
par l'anneau des fonctions continues de classe C* de [0, 1] dans R ?

Ezercice 1.5.14. Soit A un anneau integre dans lequel tout idéal premier est principal. Montrer
que l'anneau A est principal (Indication : on pourra considérer un élément maximal I dans
la famille des idéaux non principaux de A, des éléments = et y de A\ I tels que zy € I, un
générateur z de l'idéal I + (x), un générateur w de 'idéal {a € A | az € I}, et montrer que zw
engendre I).

Ezercice 1.5.15. Soit K un corps et considérons 'anneau des séries formelles K[[X]]. Montrer
que c’est un anneau euclidien. Montrer que ses idéaux sont {0} et les I,, = (X™) pour chaque
m € N. (On pourra montrer que I’ensemble des éléments non inversibles de K[[X]] est un idéal
et que c’est donc le seul idéal maximal).

Ezercice 1.5.16. Soit p un nombre premier et soit o = 4,/p. On considere 'anneau A = Z[a].
Montrer que l'idéal () de A est {a + baja € pZ, b € Z}. En déduire que « est premier dans A.

Algorithme d’Euclide. Soit A un anneau euclidien. En utilisant de maniere répétée la division
euclidienne, on peut trouver un algorithme qui calcule le pged de deux éléments de A. Soit a,b
dans A, non nul. On écrit la division euclidienne de a par b :

(I.5.1) a=bq +1r.
Puis celle de b par 71,

(15.2) b=ri1g2+ 12
Puis celle de r par ro,

(1.5.3) T1=1T2q3+ 73

et ainsi de suite

(I.5.4) Ti = Tip1qit2 T Tiq2-

Comme on a ¢(b) > ¢(r1) > P(ra) > -+ P(ri) > ¢(riq1) ... il existe N € N tel que ry4+1 = 0.
On s’arréte a ce moment la et la derniere équation que 'on écrit est

(I.5.5) TN—1= TNqN+1-
On a alors
(a,b) = (bq1 +71,b) = (b,71) = (q2r1 +72,71) = (r1,72) = ... (13, 7i31) = (TN)-

Ceci montre que ry est un pged de a et b.

On peut aussi calculer des coefficients u et v d’une relation de Bézout
pged(a, b) = ua + vb.

En effet
pged(a,b) =ry =rn_2 — gNTN-1

On remplace ensuite 7ny_1 dans cette formule par rny_1 = ry_3 — TnN_2qn_1 et ainsi de suite
jusqu’a obtenir r comme combinaison linéaire de a et b.
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Ezercice 1.5.17. Terminer d’écrire completement 1’algorithme ci-dessus pour avoir une formule
pour u et v en fonction des g;. Implémenter cet algorithme sur une calculatrice ou un ordinateur.

Dans Z on peut donner un autre algorithme plus rapide que celui d’Euclide pour calculer
le pged de deux entiers a et b. On peut supposer a et b strictement positifs. La premiere étape
consiste a se ramener a des nombres impairs, on divise donc a et b par deux jusqu’a obtenir des
nombres impairs a’ et b :

a=220¢g  p=2720

On aura alors pged(a,b) = 2mn(2(9)v2()pocd(a’, b). On peut supposer que a' > . On
remarque que @’ — b est pair. On a alors pged(a’,b') = pged(V, a’ — ') = pged (¥, —2=2-). On

’ 21)2((1/—}7’)
/7 7z /— / . ~ . N
recommence le procédé en remplagant (a’,b") par (V/, T};”T,fb,)) jusqu’a arriver & pged(d, 0) = d.

Ezercice 1.5.18. Trouver toutes les solutions entieres de I’équation 999x —49y = 5000, puis celles
de I’équation 147z + 258y = 369.

Exercice 1.5.19. Soit P = X3 +1 et Q = X2 + 1. Montrer que P et @ sont premiers entre eux
dans Q[X] et trouver U,V € Q[X] tels que UP +VQ = 1.

I.6 Anneaux factoriels

Le théoreme fondamental de ’arithmétique dit que tout élément de Z admet une décomposition
en produit d’un facteur £1 et de nombres premiers, et que cette décomposition est unique, dans
le sens ou deux décompositions ne difféerent que par une permutation des facteurs.

Un anneau factoriel est un anneau commutatif intégre ou cette propriété, convenablement
énoncée, est encore vraie. Dans cette section, méme si on ne le précise pas a chaque fois, les
anneaux sont tous commutatifs. Ce qui va jouer le role des nombres premiers de Z, ce sont les
éléments irréductibles de A, puisque ce sont les éléments qui n’admettent pas de décomposition
< non triviale ». Evidemment, si u est une unité, on peut toujours écrire x = uu~!
ce n’est pas une décomposition tres intéressante. Pour se débarrasser de ce probleme avec
les unités de ’anneau, rappelons que 'on dit que deux éléments a et b de A sont associés si
(a) = (b), ou de maniere équivalente, s’il existe une unité v € A* tel que b = ua. Ceci définit
une relation d’équivalence sur A, et il est facile de voir que cette relation préserve les éléments
irréductibles. On peut donc choisir une fois pour toutes un systeme de représentants P des
classes d’équivalence d’éléments irréductibles. Par exemple, dans Z, les unités sont +1, et les
classes les classes d’équivalence d’éléments irréductibles sont les {£p,p premier}. On choisit
naturellement comme systéme de représentants P = {p premier}. Dans un anneau quelconque,
il n’y a pas forcément de choix naturel pour P.

T, mais

Définition 1.6.1. Soit A un anneau commutatif integre. Fixons un systeme de représentants
P des classes d’équivalence d’éléments irréductibles. On dit alors que A est factoriel si tout
élément non nul de A s’écrit comme produit d’une unité et d’éléments de P, et que de plus,
cette factorisation est unique & permutation des facteurs irréductibles pres.

Tout élément non nul a de A s’écrit donc d’une maniere unique

a:qu"p,

peEP

avec u € AX, et ol (n,),cp est une famille presque nulle d’entiers naturels. On note alors

vp(a) = ny,.
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Remarque 1.6.2. La plupart des anneaux integres que ’on rencontre ont la propriété d’exis-
tence de la décomposition (voir Prop. ; la propriété forte est 1'unicité.

Nous avons défini le pged de deux éléments d’un anneau principal (Définition [[.5.6). On
peut donner une autre définition pour deux éléments a et b d’un anneau factoriel : si a = 0, le
pged a A b est par définition b; de méme a A 0 = a. Si ab # 0, on pose

alNb= H pmin('up(a)vvp(b))‘
peEP

Cette définition dépend du choix de P; on peut aussi déclarer que a A b est bien défini a
association pres. Dans tous les cas, le pged a A b est alors un diviseur commun de a et b, et tout
diviseur commun & a et b divise a A b (mais I'inclusion d’idéaux (a,b) C (a A b) est en général
stricte!).

Ezercice 1.6.3. Chercher un exemple d’anneau factoriel non principal et deux éléments a et b
de cet anneau tel que l'inclusion d’idéaux (a,b) C (a A b) soit stricte.

On a une discussion analogue pour le ppcm, qui est laissée en exercice. On peut aussi
parler du pged et du ppecm d’une famille finie quelconque d’éléments d’un anneau factoriel.
Nous verrons plus tard qu'un anneau principal est toujours factoriel, et dans ce cas, les deux
définitions coincident.

Nous allons maintenant donner des critéres pour qu’'un anneau soit factoriel. Comme nous
I'avons dit, ’existence d’une décomposition en produit d’irréductibles est une propriété assez
faible. Elle est vérifiée pour une large classe d’anneaux, les anneaux noethériens. On reviendra
plus tard (Section sur cette notion. Ici on se contente d’une définition pour les anneaux
commutatifs.

Proposition 1.6.4. Soit A un anneau commutatif. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) tout idéal de A est engendré par un nombre fini d’éléments ;
(ii) toute suite croissante (pour linclusion) d’idéauz de A est stationnaire ;
(iii) toute famille non vide d’idéaux de A a un élément mazimal pour l'inclusion.

On dira que l'anneau A est noethérien s’il vérifie ces propriétésﬂ.

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soit () une telle suite; la réunion I des I,, est
encore un idéal car la famille (I,) est totalement ordonnée pour l'inclusion. Par (i), il existe des
éléments z1,...,z, de I qui ’engendrent. Chaque x; est dans I'un des I,,, donc il existe ng (le
plus grand des indices correspondants) tel que I,,, les contienne tous. Alors I = I,,, et la suite
(I,) stationne & Ip,,.

Montrons que (ii) implique (iii). Si une famille non vide d’idéaux de A n’a pas d’élément
maximal, on construit par récurrence une suite infinie strictement croissante d’idéaux de A, ce
qui contredit (ii).

Montrons que (iii) implique (i). Soit I un idéal de A. La famille £ des idéaux J C I qui sont
engendrés par un nombre fini d’éléments n’est pas vide (elle contient 'idéal (0)). Elle admet
donc par hypothese un élément maximal Jy € £. Pour tout « € I, 'idéal Jy + A est aussi dans
&, donc Jo+ xA = Jy par maximalité. Ceci signifie x € Jy. Finalement I = Jy et I est engendré
par un nombre fini d’éléments. O

Exemples 1.6.5 (et contre-exemples).

2. Ces anneaux sont nommés ainsi en ’honneur d’Emmy Noether (1882-1935).
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a) Tout anneau principal est noethérien ((i) est trivialement vérifié).

b) Si A est noethérien, tout quotient de A l'est encore (c’est immédiat a partir de la ca-
ractérisation (ii), vu que les idéaux de A/I sont les idéaux de A contenant I).

c¢) En revanche, un sous-anneau d’un anneau noethérien n’est pas nécessairement noethérien

(voir exercice [I.7.3]).

d) Si K est un corps, 'anneau K[(X,,)nen] n’est pas noethérien car
(XO) C (Xﬂle) c---C (X07"'7X7L) -

forme une suite infinie strictement croissante d’idéaux.

Ezercice 1.6.6. Soit A un anneau tel que tout idéal premier de A est engendré par un nombre
fini d’éléments. Montrer que A est noethérien (Indication : on pourra considérer un élément
maximal I dans la famille des idéaux qui ne sont pas engendrés par un nombre fini d’éléments,
des éléments x et y de A\ I tels que xy € I, des générateurs zy,...,x,,y de I'idéal I + (y),
avec r1,...,x, € I, des générateurs aq,...,as de 'idéal {a € A | ay € I}, et montrer que
Tly...,Tp,01Y,...,asy engendrent I).

Proposition 1.6.7. Soit A un anneau intégre noethérien. On suppose fixé un systéme de
représentants P des classes d’association d’irréductibles. Tout élément non nul de A peut s’écrire
upy - -pr avec u € A et pi,...,pr € P.

Démonstration. Soit £ 1’ensemble des idéaux de A de la forme (z), pour x ne sécrivant pas
comme demandé. Si € n’est pas vide, il admet un élément maximal (a) (par la Prop. [[.6.4
ici on utilise que A est noethérien et pas le lemme de Zorn). En particulier a n’est alors pas
irréductible. Comme il n’est pas inversible, il s’écrit a = bc avec b et ¢ non associés a a. Comme
A est integre, les idéaux (b) et (c¢) contiennent alors strictement (a), donc par maximalité, ils ne
sont pas dans &, de sorte que b et ¢ se décomposent en produit d’irréductibles, ce qui contredit
le fait que a ne s’écrit pas comme produit d’irréductibles. ]

La proposition suivante donne un critére pour qu’un anneau soit factoriel quand on connait
déja Dexistence de la décomposition en irréductibles (par exemple, si 'anneau est noethérien,
d’apres ce qui précede). Nous avons donné la définition du fait que deux éléments a et b d'un
anneau A sont premiers entre eux dans le cas d’un anneau principal, mais on peut étendre
la définition & un anneau quelconque : a et b sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs
communs sont les unités de A (par exemple, si p est irréductible, tout élément de A est ou bien
premier avec p, ou bien divisible par p). Si A est un anneau principal ou factoriel, des éléments
de A sont donc premiers entre eux si et seulement si leur pged est une unité.

Proposition 1.6.8. Soit A un anneau intégre tel que tout élément non nul de A soit produit
d’irréductibles. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est factoriel;
(ii) pour tout élément irréductible p de A, l'idéal (p) est premierlﬂ;
(iii) pour tous éléments non nuls a, b et ¢ de A tels que a divise bc mais est premier avec b,
a divise c.

Démonstration. Montrons que (iii) implique (ii). Supposons p irréductible et p|ab. Si ab = 0, on
a a =0 ou b= 0 par intégrité de A, donc p|a ou p|b. Si ab # 0 et que p ne divise pas a, alors p

3. Autrement dit, si a et b sont des éléments de A et que p divise ab, alors p divise a ou p divise b.
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est premier avec a puisque p est irréductible, de sorte que p divise b d’apres (iii). Ainsi 'idéal
(p) est premier.

Montrons que (ii) implique (i). Soit P un systéme de représentants irréductibles. Si

qump:vanp

peEP peEP

sont des décompositions d’un élément non nul de A, la condition m, > n, pour un certain g € P
implique, par intégrité de A, que g divise UHpGP, ptq P> donc I'un des facteurs d’apres (ii).
Mais ¢ ne peut diviser un élément p de P distinct de q car P est un systeme de représentants
irréductibles. Ainsi m,, = n, pour tout p € P, puis u = v par intégrité de A.

Montrons que (i) implique (iii). On écrit ad = bc et on décompose les éléments non nuls
a, b, ¢ et d comme ci-dessus. Alors pour tout p € P, on a (par unicité de la décomposition)
vp(b) + vp(c) = vp(a) + vp(d) > vp(a). Sivy(b) =0, on a donc vy(a) < vp(c). Sivy(b) > 0, on a
vp(a) = 0 (car a est premier avec b) donc vp(a) < vp(c). Ainsi a divise c. O

Exemple 1.6.9. L’anneau Z[v/—5] = Z[X]/(X? + 5) est integre mais n’est pas factoriel : 3 est
irréductible mais I'idéal (3) n’est pas premier (voir exercice [I.4.16]).

Ezercice 1.6.10. Soit K un corps. Montrer que le sous-anneau K[X?2, X?3] de K[X] engendré par
X? et X3 n’est pas factoriel.

On déduit alors de la prop. les deux corollaires suivants.

Corollaire 1.6.11. Un anneau intégre noethérien est factoriel si et seulement si tout élément
irréductible engendre un idéal premier.

Il existe des anneaux factoriels non noetheriens (comme par exemple K[(X,)nen])-

Corollaire 1.6.12. Tout anneau principal est factoriel.

Ezercice 1.6.13. On a donc maintenant deux définitions du pged et du ppecm pour un anneau
principal : celle de la définition pour les anneaux principaux, et celle donnée ci-dessus pour
les anneaux factoriels. Montrer qu’elles coincident.

Ezercice 1.6.14. Soit A un anneau factoriel. Le but de cet exercice est de montrer que A est
principal si et seulement si tout idéal premier non nul de A est maximal.

On a déja vu que tout idéal premier non nul d’un anneau principal est maximal (Prop.
. On veut donc démontrer la réciproque. On suppose donc que tout idéal premier non nul
de A est maximal et on se propose de montrer que A est principal.
a) Montrer que tout idéal premier de A est principal. On pourra considérer un tel idéal I
et la décomposition en irréductibles d’'un élément x non nul de I.

b) En considérant I’ensemble £ de tous les idéaux de A qui ne sont pas principaux, et dans
le cas ol cet ensemble est non vide, un élément maximal I de £ (justifier I'existence),
aboutir a une contradiction.

Erercice 1.6.15. On considere 'anneau A = Z[iv/2] et la norme N (a+iv/2b = a®+2b?). Montrer
que A est un anneau euclidien. Montrer que les seules solutions entieres de 32 4+ 2 = 23 sont

(z,y) = (3,£5).
Ezercice 1.6.16. On considére 'anneau A = Z[i| de lexercice [[.5.10L Montrer que les seules
solutions entieres de y? + 4 = 23 sont (z,y) = (£11,5) ou (£2,2).

19



Ezercice 1.6.17. On consideére "anneau A = Z[iv/3]. Le but de cet exercice est de montrer que
ce n’est pas un anneau factoriel. On introduit la norme N (a + biv/3) = a® + 3b%. Montrer que
les unités de A sont 1. Montrer que 2 et 1 + iv/3 sont irréductibles dans A. Constater que
4 =2.2=(1+iv3)(1 —iV3) et conclure.

Ezercice 1.6.18. Soit A un anneau commutatif integre et soit K son corps des fractions. On dit
qu’un élément x de K est entier sur A s'il existe un polynéme P = ag+a1 X +. . .+a,_1 X" 14+ X"
a coefficients dans A tels que P(z) = 0.

Montrer que si A est factoriel, les éléments de K entiers sur A sont les éléments de A. (Par
exemple les éléments de Q entiers sur Z sont .... les entiers, c’est-a-dire les éléments de Z.)
—1+iV3

2

Montrer que j = est entier sur "anneau A = Z[iv/3] (qui n’est pas factoriel), mais

que j ¢ A.

Ezercice 1.6.19. Soit R un anneau euclidien qui n’est pas un corps.
a) Montrer que l’on peut trouver un élément non inversible x de R tel que la restriction a
R* U {0} de la projection canonique de R sur R/(x) soit surjective. On pourra choisir
x tel que ¢(z) soit minimal parmi les éléments = ¢ R*, ou ¢ désigne le stathme d’une

division euclidienne de R.
141419
Soient o = % et A =Z[a].
b) En s’inspirant de 8.(a), déterminer A*.
¢) Montrer que A n’est pas euclidien.
d) Sia,be A~ {0}, montrer qu'il existe ¢, € A tels que r = 0 ou |r| < |b| et qui vérifient,
soit a = bq + r, soit 2a = bq + r.
e) Montrer que 'idéal engendré par 2 dans A est maximal.
f) Montrer que A est un anneau principal.

Ezercice 1.6.20. Soit k un corps.
a) Montrer que le sous-anneau k[T2, T3] de k[T] n’est pas factoriel.
b) Montrer que la k-algebre k[X,Y]/(X? — Y3) est isomorphe & k[T?, T3].
c¢) Montrer que la k-algebre k[X,Y]/(X?% —Y) est isomorphe & k[T].
d) Montrer que la k-algebre k[X,Y]/(XY — 1) n’est pas isomorphe & k[T].

Ezercice 1.6.21. Soit A un anneau commutatif unitaire noethérien.
a) En raisonnant par ’absurde, montrer que, pour tout idéal I de A, il existe des idéaux
premiers 3; vérifiant PP --- P, C 1.
b) Montrer que 'on peut exiger I C B; pour tout 1 < i < ny dans la question précédente.
¢) En déduire qu'il existe un nombre fini d’idéaux premiers minimaux.

Ezercice 1.6.22. [Théoréme de Fermat pour n = 3]On rappelle que 'on a établi dans I'exercice
1.5.12 que A = Z[j] est un anneau euclidien et que ses unités sont {£1, 47, £52}. On a aussi vu
que 6 = i\/3 est premier dans A. Supposons qu'il existe des éléments non nuls z,vy, z dans A
tels que

z? +yt =20
(i) Montrer que I'on peut supposer z,y, z premiers entre eux, ce que 1’'on suppose dans la
suite.

(ii) Montrer que 6 = iV3 est premier dans A.
(iii) Montrer que tout élément de A est congru a 0,1 ou —1 modulo 6.
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(iv) Soit & et n dans A non divisibles par 6. Montrer que

£=1 modf = €& =1 mod9

£=-1 modf = & =-1 mod9
E+n3=0 modfd = & +n>=0 mod9
E-n*=0 modf = E+n*=0 mod9

(v) Montrer que 6 divise et et un seul des entiers x, y, z.
(vi) On suppose qu’il existe z,y, z dans A tels que 0 ne divise pas zyz, des unités €1, ex et
un entier r > 0 tels que

2® 4+ e19” + €2(072)° = 0.

Montrer que €1 = £1 et r > 2.

(vii) Considérons x,%,z non nuls dans A vérifiant 23 + y3 + €(672)% = 0, avec r > 2, ¢
une unité de A et 6 ne divisant pas zyz. Supposons que N (z3y32363") soit minimale
dans Z. Obtenir une contradiction en construisant un autre triplet (z’,v’, 2’) de norme
strictement plus petite et conclure.

1.7 Anneaux de polyndomes

Soit A un anneau commutatif. Dans cette section, on étudie les anneaux de polynémes a une
ou plusieurs indéterminée a coefficients dans A. La question générale est la suivante : quelles
sont les propriétés de A qui se transmettent & A[X], ou plus généralement & A[Xq,..., X,]?

1.7.1 Théoreme de Hilbert

On commence par la noethérianité avec le célebre théoreme de Hilbert.

Théoréme 1.7.1 (Hilbert). Soit A un anneau noethérien. Les anneaur A[Xq,...,X,], n € N
sont noethériens.

Démonstration. Il suffit de montrer que A[X] est noethérien, car A[X7,... X,] = A[X1,... Xv_1][Xn].
Soit I un idéal de A[X]. Pour chaque k € N, on note Dy(I) le sous-ensemble de A constitué de

0 et des coefficients dominants des polynémes de degré k de I. Il est immédiat que Dy(I) est

un idéal de A et qu’une inclusion I C J entraine Dy (I) C Dg(J). On a d’autre part les deux
propriétés suivantes :

a) pour tout k € N, on a Dy(I) C Dgy1(I) : il suffit de remarquer que si P € I, alors
XPel,

b) si I C J, le fait que Dy(I) = Dy (J) pour tout k € N entraine I = J : si I # J, on choisit
un polynéome P € J \ I de degré r minimal; comme D,(I) = D,(J), I'idéal I contient
un polynoéme @) de degré r qui a méme coefficient dominant que P, mais alors P — () est
dans J \ I et est de degré < r, contradiction.

Ceci étant établi, soit (I,,)nen une suite croissante d’idéaux de A[X]. Comme A est noethérien,
la famille des Dy(I,) pour k € N et n € N admet un élément maximal D;(I,,). D’autre part,
pour chaque k < [, la suite d’idéaux (Dy(I,))nen est croissante, donc elle est stationnaire,
c’est-a-dire qu’il existe nj tel que pour

Vn > ng Dy (I,,) = Di(Ip,).

21



Soit alors N le plus grand des entiers m, ng, nq, . .., n;. Nous allons montrer que pour tout n > N
et tout k, on a Dy (I,) = Di(Iyn), ce qui suffira & conclure I,, = Iy via la propriété b) ci-dessus.
On distingue deux cas :

1) si k <, ona Dy(In) = Dg(I,) = Di(I,) par définition de ny puisque n et N sont tous
deux > ny ;

2)si k> 1,ona Di(Iy) D Di(In) D Di(I,) (d’apres la propriété a) ci-dessus, et puisque
N > m) et Dy(I,) D Di(I,) D Di(I,,) pour les mémes raisons, donc par maximalité de D;(I,),
on a Dk(IN) = Dl(Im) = Dk(In) L]

Corollaire 1.7.2. Soit k un corps. Alors toute k-algébre A de type fini est noethérienne. Plus
généralement, soit R un anneau noethérien. Alors toute R-algébre de type fini est noethérienne.

Démonstration. Par définition, une k-algebre A est de type fini si elle est engendrée (comme
algebre), par un nombre fini d’éléments x1, . .. x,. Ceci signifie que le morphismes de k-algebres :

k[Xl,...,Xn]%A, P'—>P(.§Cl,...l’n)

est surjectif. Si I est le noyau de ce morphisme, alors A ~ k[X7,..., X,]/I qui est noetherien
d’apres 'exemple De méme une R-algebre engendrée par des éléments x1,...,x, est un
quotient de 'anneau R[Xj,...,X,], qui est noethérien par le Théoréme C’est donc un
anneau noethérien. O

FEzercice 1.7.3. Soit K un corps. Montrer que dans ’anneau noethérien K[X, Y], le sous-anneau
engendré par les XY, pour n € N\ {0}, n’est pas noethérien.

Ezxercice 1.7.4. Soit A = {P € Q[X] |P(0) € Z}. Vérifier que c¢’est un sous-anneau de Q[X]. Quel
est son corps des fractions ? Soit p € Z un nombre premier. Montrer que p vu comme élément
de A est irréductible. Montrer que X est divisible par p dans A, et en fait, que p est divisible
par n’importe qu’elle puissance de p. En déduire que A ni factoriel ni noetherien. Montrer que
si I est un idéal de type fini de A (engendré par un nombre fini d’éléments), alors I est un idéal
principal.

1.7.2 Polynoémes irréductibles, factorisation de polynémes

Supposons tout d’abord A integre. Il est alors clair que quels que soient P,Q € A[X],
deg(PQ) = deg(P)+deg(®). Nous avons vu que si k est un corps, k[X] est un anneau euclidien,
donc principal, et donc factoriels. Tout polynome admet donc une factorisation essentiellement
unique en produit d’irréductibles. La question de la détermination des irréductibles de k[X] est
I'un des problémes les plus importants de 'arithmétique. Par exemple le théoréeme fondamental
de T'algebre :

Théoreme 1.7.5. Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

se reformule en disant que les irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré un.

De maniere générale, les polynomes de degré un de k[X] sont irréductibles, et les facteurs
irréductibles de degré un d’un polynéme P € k[X] correspondent aux racines de P. En effet,
P(a)) = 0 si et seulement si (X — «)|P. On appelle multiplicité de la racine a dans P le plus
grand entier m tel que (X — «)™|P. Pour détecter les racines multiples, on utilise la dérivation
des polynomes.
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Définition 1.7.6. Soit A un anneau commutatif, et soit P = ag+a1 X +...+a, X" un polynéme
dans A[X]. La dérivée formelle de P est le polynome

n
DP = Z kapX* 1.
k=1

(On note aussi souvent P’ ce polynome).

Remarque 1.7.7. En analyse, la dérivée est définie par un procédé de limite. Ici c’est une
opération purement algébrique, définie pour tout anneau A. C’est pour ¢a que 'on parle d’une
dérivée formelle. Heureusement, si P € R[X] est considéré comme une fonction de R dans R, sa
dérivée formelle et sa dérivée comme fonction d’une variable réelle coincident.

La dérivée formelle vérifie les deux propriétés suivantes :

D(P+Q)=DP+DQ, D(PQ)=(DP)Q+ P(DQ) (Regle de Leibniz).

Pour un corps k, rappelons que sa caractéristique est définie de la maniere suivante. Il existe
un unique morphisme d’anneaux ¢ : Z — k. Le noyau de ce morphisme est un idéal premier de
Z, donc de la forme pZ pour p € N premier ou nul. Cet entier p est la caractéristique de k.

On a alors la proposition suivante.

Proposition 1.7.8. Soit k un corps de caractéristique 0, et soit P € k[X] non nul. Alors P
est divisible par le carré d’un polynome Q € k[X] de degré > 1 si et seulement si P\ DP # 1
(c’est-a-dire P et sa dérivée formelle DP sont ne sont pas premiers entre euz).

Démonstration. Supposons que P = Q2R dans k[X]. Alors d’apres le régle de Leibniz,
DP = 2(DQ)QR + Q*(DR),

et () un un diviseur commun non inversible de P et DP. Réciproquement, supposons que DP
et P ont un diviseur commun non inversible L, et supposons que P n’a pas de facteurs carrés
irréductibles. On écrit alors P = LM dans k[X], et L ne divise pas M. Or on a

DP = (DL)M + L(DM),

donc L divise (DL)M et comme M est premier a L, L divise DL. Or le degré de DL est deg L—1
(c’est ici qu’on utilise I’hypothese de caractéristique 0), on aboutit a une contradiction. 0

Remarque 1.7.9. L’implication DP A P =1 = P n’a pas de facteurs carrés est encore
vrai en caractéristique p > 0, comme on le voit par la démonstration donnée. Attention cer-
tains phénomeénes en caractéristique p > 0. Par exemple, le polynome X? a pour dérivée 0.
Considérons le corps k = F),(Y?) des fractions rationnelles en Y? & coefficients dans le corps fini
[F, = Z/pZ, p un nombre premier. Le polynéme P = X? —Y? € k[X] a pour dérivée 0, et I'on a
donc DP AP = P # 1, et pourtant P est un polynéme irréductible, donc sans facteurs carrés.

Ezercice 1.7.10. Démontrer que P = XP —Y? € k[X], k = F,(Y?), est irréductible (on peut se
placer sur K =IF,(Y) et factoriser P dans K[X].
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Corollaire 1.7.11. Soit k un sous-corps de C (en particulier de caractéristique 0). Alors un
polynéme irréductible dans k[X| n’a pas de racines multiples dans C[X].

Démonstration. Soit P un tel polynome. Il vérifie donc DP A P = 1 dans k[X], et d’apres le
théoreme de Bézout, on peut écrire 1 = UP + V(DP) dans k[X], mais donc aussi dans C[X],
ce qui signifie que DP A P = 1 dans C[X]. Il n’a donc pas de racine multiple dans C. O

Passons maintenant au cas des anneaux factoriels : que peut-on alors dire des anneaux de
polynémes & coefficients dans A ? Le lecteur est invité dans ce qui suit & avoir en téte I’exemple
fondamental de I’anneau Z. Son corps de fraction est bien sur Q.

Définition 1.7.12. Soit A un anneau factoriel. Le contenu, noté ¢(P), d’un polynoéme P € A[X]
est le pged de ses coefficients. Le polynoéme P est dit primitif si ¢(P) = 1.

On notera que le contenu est défini & multiplication par une unité de A pres. Le contenu
d’un polynome est nul si et seulement si le polynéme est nul.

Lemme 1.7.13 (Gauss). Soit A un anneau factoriel. Quels que soient P et Q dans A[X], on a
o(PQ) = ¢(P)e(Q) (mod A™).

Démonstration. Supposons d’abord P et ) primitifs et montrons que P(Q est primitif. Soit p un
irréductible de A. Comme P et @) sont primitifs, chacun a au moins un coefficient non divisible
par p. Soit a; (resp. b;) le coefficient de P (resp. de Q) d’indice minimal non divisible par p.
Alors le coefficient d’indice i + j de PQ est somme de termes divisibles par p et de a;b; donc
il n’est pas divisible par p car (p) est premier vu que A est factoriel. Ceci montre qu’aucun
élément irréductible de A ne divise tous les coefficients de PQ, qui est donc primitif.

Le cas général s’en déduit : si P ou @ est nul, il est évident ; sinon, on applique le résultat
précédent & P/c(P) et Q/c(Q). O

Lemme 1.7.14. Soit A un anneau factoriel de corps des fractions K. Soient P et Q) des éléments
de A[X], avec P primitif, et soit R € K[X] tel que Q = PR. Alors R € A[X].

Démonstration. On peut écrire R = R;/r, avec r € A et Ry € A[X]. On a alors rQQ = PRy,
puis r¢(Q) = ¢(P)e(Ry) = ¢(R1) (mod A*) par le lemme de Gauss, de sorte que r divise ¢(R;),
donc aussi Ry, ce qui termine la démonstration. O

On a aussi I'important résultat suivant.

Théoréme 1.7.15. Soit A un anneau factoriel de corps des fractions K. Les éléments irréductibles
de A[X] sont :

a) les polynomes constants p avec p irréductible dans A ;

b) les polyndmes primitifs de degré > 1 qui sont irréductibles dans K[X].

En particulier, pour un polynéme primitif de A[X], il revient au méme d’étre irréductible
dans l'anneau A[X] ou d’étre irréductible dans I’anneau principal K[X] (ce qui n’est pas du
tout évident vu qu’il y a a priori plus de décompositions possibles dans K[X]).

Démonstration. Comme (A[X])* = A* il est clair qu’un polynéme constant p est irréductible
si et seulement si p est irréductible dans A.

Soit maintenant P un polynoéme primitif de degré > 1 de A[X] qui est irréductible dans
K[X]. Montrons qu’il est irréductible dans A[X]. Supposons donc qu'il s’écrive P = QR avec Q
et R dans A[X]. Le lemme de Gauss [l.7.12| entraine que ¢(Q) et ¢(R) sont inversibles. D’autre
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part, I'un des polynémes @ ou R est constant (parce que P est irréductible dans K[X]), et c’est
donc une constante inversible dans A, donc une unité de A[X]. Donc P, qui n’est pas inversible
dans A[X] car de degré au moins 1, est bien irréductible dans A[X].

Montrons inversement qu’un polynéme P de degré > 1 et irréductible dans A[X] est primitif
et irréductible dans K[X]. Comme ¢(P) divise P dans A[X] et ne lui est pas associé pour
raison de degré, c’est une unité de A[X], donc de A, et P est bien primitif. Il reste & montrer
que P (qui n’est pas inversible dans K[X]) est irréductible dans K[X]. Or si P = QR dans
K[X], on peut écrire @ = Q1/q et R = Ry/r avec q et r dans A et Q1 et Ry dans A[X]. On
obtient grP = Q1R et, en passant aux contenus (lemme de Gauss), gr = ¢(Q1)c(R1). Ainsi
P=QiRi/qr = (Q1/c(Q1))(R1/c(R1)) (mod A*). Comme P est irréductible dans A[X], I'un
des polynémes @1 ou R; de A[X] est constant, et 'un des polynoémes @ ou R est constant, ce
qui acheve la preuve. ]

On a enfin le résultat fondamental suivant.

Théoréme 1.7.16. Soit A un anneau factoriel. Les anneauz A[X1, ..., X,] sont factoriels pour
tout n € N.

Remarque 1.7.17. La conclusion reste vraie avec un nombre infini d’indéterminées (cela
découle du cas fini).

Démonstration. 11 suffit de montrer que A[X] est factoriel. Montrons d’abord l'existence de
la décomposition en produit d’irréductibles d’un polynéme P non nul. Aprés avoir écrit P =
¢(P)(P/c(P)) et décomposé ¢(P) en produit d’irréductible dans A, on se ramene & P primitif
non constant.

Soit K le corps des fractions A. On décompose alors P en produit d’irréductibles dans
Panneau factoriel K[X] soit, en chassant les dénominateurs, aP = P;---P, avec a € A et
P; € A[X] irréductible dans K[X]. écrivons P; = ¢(P;)Q;, avec @; primitif, donc irréductible
dans A[X] d’apres le théoreme précédent. En passant aux contenus, on obtient qu’il existe
u € A* tel que ua = ¢(Py)---¢(P,), et P =ul],_; Qi est une décomposition de P en produits
d’irréductibles de A[X].

11 suffit donc d’apres la prop. de montrer que si P € A[X] est irréductible 'idéal (P)
est premier. Si P est une constante irréductible p de A[X], c’est clair (par vérification directe,
ou encore en remarquant que A[X]/(p) est isomorphe a (A/(p))[X], qui est intégre vu que (p)
est premier dans A, et que I'anneau des polynémes & coefficients dans un anneau integre est
aussi intégre). Supposons maintenant P primitif de degré au moins 1, donc irréductible dans
K[X] d’apres le théoreme précédent. Si P divise le produit QR de polynomes dans A[X], il
divise alors @ ou R dans I'anneau principal K[X] (prop. 1IL.5.5)), disons par exemple Q. Comme
P est primitif, par le lemme le quotient @Q/P est dans A[X], de sorte que P divise @
dans A[X]. C’est ce que 'on voulait montrer. O

Remarque 1.7.18. Si 'on reprend notre exemple fondamental A = Z, on a donc obtenu que
Z|X] est factoriel. Notons que Z[X] n’est pas principal. En effet, I'idéal (2, X') n’est pas principal.
On sait aussi que Q[X] est euclidien, donc principal, donc factoriel. Le théoréme compare
les irréductibles dans Z[X] et Q[X].

Théoréme 1.7.19 (Critere d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel, soit K son corps de
fractions, soit P(X) =>}_, ap X" un polynéme non constant & coefficients dans A et soit p un
élément irréductible de A. On suppose :

e p ne divise pas ay ;
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e p divise ay, pour chaque k € {0,...,n—1};
o p? ne divise pas ay.
Alors P est irréductible dans K[X| (donc aussi dans A[X] s’il est primitif).

Démonstration. Vu que ¢(P) n’est pas divisible par p par le premier point, P/c(P) vérifie les
mémes hypotheéses que P. On peut donc supposer P primitif. Si P n’est pas irréductible, il
s’écrit (d’apres le th. P = QR avec @ et R dans A[X], non constants. Posons Q(X) =
by X"+ - +bpet R(X)=csX°+---+co,avecr+s =mn,r,s >0 et a, = b-cs. L’anneau
B = A/(p) est integre, et, comme on l’a remarqué dans la démonstration plus haut, A[X]/(p)
est isomorphe & B[X]. Dans cet anneau intégre, on a a, X" = QR, avec a, # 0, donc Q et R
non nuls.

Supposons Q(0) # 0 dans B et écrivons R = X'Ry avec R1(0) # 0 dans Bet 0 <t < s.
On a alors @, X" ¢ = QR;. Comme (QR;)(0) # 0, cela entraine t = n, ce qui contredit
t<s=n—r<n.

On a donc Q(0) = 0 et de méme, R(0) = 0. Cela signifie que p divise by et cg, ce qui contredit
le fait que ag n’est pas divisible par p?. O

Par exemple, X8 —4X7 — 2 est irréductible dans Q[X] et X® — XY? — Y est irréductible
dans C[X,Y] (prendre A=C[Y] et p=Y).

Exercice 1.7.20. Montrer que si p est un nombre premier, le polynéme cyclotomique ®,(X) =

XP iy 4 X+1= ))((P_—11 est irréductible dans Q[X] (Indication : on pourra poser X =Y +1).

Une autre méthode pour prouver l'irréductibilité d’un polynéme dans Z[X] est de réduire
modulo n. On établit facilement le critére suivant. Si P = ag + a1 X + ... +any X"V € Z[X], le
polynéme obtenu en réduisant modulo n est P = @y + a1 X + ... + an X" € (Z/nZ)[X], les
coefficients a; étant les réductions modulo n des coefficients a;.

Théoreme I._7.21. Soit P € Z[X] et soit P sa réduction modulo n. On suppose que deg P =
deg P et que P est irréductible dans (Z/nZ)[X]. Alors P est irréductible.

Démonstration. En effet, si 1’on suppose que P = QR dans Z[X], aiors P = QR dans (Z/nZ)[X],
et comme

deg P = deg Q x deg R > deg Q x deg R = deg P = deg P,
on a nécessairement deg @ = deg @ et deg R = deg R, et P est réductible, contradiction. O

Ezercice 1.7.22. Soit k un corps infini, et soit A = k[X,Y] Panneau des polynémes a deux
variables a coefficients dans k.

1. Montrer qu'un idéal principal de A n’est pas maximal.

2. Montrer que si [ est un idéal premier non principal de k[X, Y], alors il existe un polynéme
P € k[X] NI irréductible. On pourra utiliser I'inclusion k[X,Y] C k(X)[Y].

3. Montrer que les idéaux premiers de k[ X, Y] sont (0), (P) avec P € k[X,Y] irréductible
et les idéaux maximaux de k[X,Y].

4. Si k est algébriquement clos, montrer que les idéaux maximaux de k[X, Y] sont les idéaux
(X —a,Y —b) pour (a,b) € k2.

4. Les idéaux maximaux de R[X,Y] sont de la forme (X — a,Y — b) avec (a,b) € R?, ou
(P, Q) avec P € RIX]URJ[Y] irréductible de degré 2 et @ € R[X,Y] avec deg(Q) = 1.

Ezercice 1.7.23. Déterminer les idéaux premiers des anneaux suivants, ainsi que les morphismes
de R-algebres de ces anneaux dans R ou C. :

C[X], RIX]/(X*4+X+1), R[X]/(X3-6X?+11X —6), R[X]/(X*-1)
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Ezercice 1.7.24. Soit A un anneau commutatif. Montrer que si A n’est pas un corps, alors A[X]
n’est pas principal.

Ezercice 1.7.25. Soit k un corps. Montrer que 'anneau k[X1, X2,..., X, ...] des polyndmes a
coefficients dans k a une infinité de variables est factoriel mais pas noethérien.

1.7.3 Propriété universelle de k[X,..., X,)]

Le résultat suivant caractérise 'anneau des polynomes a n variables a coefficients dans A.

Théoréme 1.7.26. Soit k un corps et k[X1,...,X,] Uanneau des polynémes a n variables a
coefficients dans k. Pour toute k-algébre B, et pour tout n-uplet (by,...,b,) d’éléments de B, il
existe un unique morphisme de k-algébres ¢ : k[X1,...,X,| — B tel que pour tout i =1,...,n,
o(X;) = b;.

Démonstration. Pour tout o = (a1, ...,a,) € N, on note X le monéme X7 --- X% 1l est
clair que ¢ est unique, car si on écrit P € k[X1, ..., X,] sous la forme P = )" .y aq X (somme

a support fini), on a alors nécessairement ¢(P) = > cyn ab]" - -~ b5y Mais, réciproquement,
cette formule définit bien un morphisme de k-algebres. En effet, on voit immédiatement que
¢ est k-linéaire. Il reste donc & vérifier que c’est un morphisme d’anneaux c’est-a-dire que
d(PQ) = ¢(P)p(Q). Pour cela, on remarque qu'il suffit de le vérifier lorsque P et Q) sont des
monoémes, et cette vérification est immédiate. ]

Remarque 1.7.27. Plus généralement, le méme résultat est vrai avec la méme preuve si on
remplace k par un anneau commutatif quelconque R, avec R[X1,...,X,] et B une R-algebre.

On utilise ceci pour démontrer le résultat suivant, que I’on a utilisé de nombreuses fois sans
justification (parce qu’il est évident, mais c¢’est quand méme mieux d’avoir une démonstration).

Corollaire 1.7.28. On a un isomorphisme de R-algébres R[X1,...Xp] ~ R[X1,... Xpn—1][X4].

Démonstration. D’apres la propriété universelle de R[ X7, ... X,], il existe un unique morphisme
de R-algebres ¢ : R[Xy,...,X,]| — R[X1,... X,—1][X,] tel que ¢(X;) = X;. Réciproquement,
on remarque que R[X1,... X,,_1] est un sous-anneau de R[ X1, ... X,,], ce qui fait de R[ X1, ... X})]
une R[X,... X,,_1]-algebre. D’apres la propriété universelle de R[ X7, ... X,—1][X,], il existe un
unique morphisme de R[X1,... X,,_1]-algebres ¢ : R[X1,... X,—1][Xy] = R[X1,...,X,] tel que
P(Xy,) = X, (et P(X;) = X; pour i =1,...,n —1). Ces deux morphismes de R-algebres sont
inverses 'un de l'autre. O

1.7.4 Résultant de deux polynomes et applications

Soit A un anneau integre, soit k = K(A) son corps des fractions et soit k une cloture
algébrique de k. Pour tout m € N, on note k,,[X] I'espace vectoriel des polynémes de degré au
plus m a coefficients dans k. Il est muni de la base canonique (1, X, ..., X"™). Soient P, Q € k[X]
des polynomes de degré respectif p et g. On appelle résultant de P et @, que 1’on note R(P, Q)
le déterminant de la matrice dans les bases canoniques de ’application :

D kg1 [X] X kpa[X] = kpig-1[X]
(A, B) — AP+ BQ

De maniere explicite, si P = g+t X +...+t?PXP et Q = ug+u1 X +. .. ut?X?, on introduit
la matrice de Sylvester :
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31 to 0 w o 0
tp,1 tp,Q A O Up—1 Up—2 ... UuQ

tp tp_l B O up up_1 Uul

0 tp 0 upt1  up U

SYl(P, Q) = :

0 0 Cee e e to Ug—1 Ug—2 .- Ug—p

0 0 1 Uug  Ug—1 ... Ug_ptl

0 0 B ) 0 Ug cee Ug—p42

0o 0 . O () O

et son déterminant R(P, Q) = det(Syl(P, Q)).

On remarque que si P et @ sont dans A[X] (resp. k[X], resp. k[X]), alors R(P, Q) est dans
A (resp. k, resp. k).

Proposition 1.7.29. Soient P et Q deuz polynémes dans k| X] de degré respectif p et q. On a
R(P,Q) # 0 si et seulement si P et QQ sont premiers entre euz.

Démonstration. On est dans ’anneau principal k[X]. Si P et @) sont premiers entre eux, alors
(P, Q) = k[X], ce qui signifie que tout polynome R de k[X] s’écrit sous la forme R = AP + BQ.
Sideg(R) < p+q— 1, montrons que 'on peut prendre A avec deg(A) < g—1 et deg(B) < p—1.
On peut remplacer A et B respectivement par par Ay = A+ QS et By = B — PS. Prenons
alors By et S comme étant le résultat de la division euclidienne de B par P. On a bien alors
degB; < p—1.0naR=A,P+ B1Q, et comme R et B1Q sont de degré < p+q—1, on a
deg A1 < g—1. Ceci montre que 'application ® ci-dessus est une application linéaire surjective.
Comme l'espace de départ et celui d’arrivée sont de méme dimension, on en déduit que ® est
un isomorphisme, et ainsi son déterminant est non nul. On a donc R(P, Q) # 0.

Au contraire, si P et () ne sont pas premiers entre eux, alors (P, Q) = (C') pour un certain
polynéme C' € k[X] non constant. Alors pour tout R dans I'image de ®, C' divise R, et donc
® n’est pas surjective. Ce n’est donc pas un isomorphisme, et ainsi son déterminant est nul,

c’est-a-dire R(P,Q) = 0.

Corollaire 1.7.30. Le résultant R(P,Q) est nul si et seulement si P et QQ ont une racine
commune dans k.

Notre but est maintenant de montrer une formule pour le résultant en termes des racines

de P et Q.
Théoréme 1.7.31. Soient P et Q deuz polynomes dans k[ X] de degré respectif p et q que l’on
suppose scindé (on peut se placer sur k). On peut donc écrire

p

P=t,[[(X —ai), Q=u[J(X -8
Jj=1

i=1

On a alors
R(P,Q) = tiull | | (i — 5;).
,L'7j
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Démonstration. Remarquons que les coefficients ty = to/t,, t] = t1/tp, ..., t, | = tp—1/t; sont
des fonctions symétriques des «;. Par exemple t;_l =x(ag + ...+ ap), t;_Q ==+ ZK]- ;0.
ty = a1 ... ap. Dans le déterminant qui donne R(P, @), on met en facteur ¢, sur les ¢ premieéres
colonnes, et u, sur les p dernieres et on obtient

R(P,Q) = tjug R'(P,Q)

ot R'(P, Q) est obtenu en remplacant les t; par les t; = t;/t, et les u; par ug = uj/uq. De méme,
on introduit la matrice de Sylvester modifiée de la méme maniere Syl’(P, Q).

Il s’agit donc de montrer que

R'(P,Q) = det(Syl'(P,Q)) = [ [(es — 8y).
0.
Les deux termes sont donc des polynomes en les «; et ;. De maniere équivalente, on peut
supposer que les les polynémes P et ) sont unitaires, ce que 'on fait dans la suite. On va
démontrer que la formule R(P,Q) = det(Syl(P,Q)) = [[; ;(i — B;) est valide dans 'anneau
factoriel
sz/:Z[al,...,ap,ﬁl,...,ﬁq],

ou l'on consideére maintenant les o; et 3; comme des indéterminées. Remarquons que les a; — 3;
sont des polyndmes irréductibles dans 'anneau factoriel .@7. On en déduit que la formule est
vraie pour des polynémes P et ) dans k[X] comme ci-dessus par < spécialisation > c’est-a-dire
en considérant le morphisme d’évaluation de &/ dans k qui envoie les indéterminées a; ou f;
sur les éléments correspondants dans k.

Lemme 1.7.32. Dans un anneau de polynomes A[X1,...X,], un polynéme P qui s’annule
lorsque X1 = X9 est divisible par X1 — Xs.

Démonstration. Dans A[X], un polynéme P s’annule en 0 si et seulement si son coefficient
constant est nul et ceci est le cas si et seulement si X divise P (c’est une conséquence de la
construction de ’anneau des polynémes). Donc un polynéme P s’annule en a € A si et seulement
si (X —a) divise P (changement de variable Y = X —a). Le lemme en découle alors en utilisant
lisomorphisme A[X7,... X, | ~ A[Xs,... X, ][ X1]. O

Revenons a la démonstration du théoreme. On va utiliser un calcul de matrices assez mira-
culeux, en introduisant des matrices de Van Der Monde. Considérons la matrice carrée suivante,
de taille N , a coefficient dans Z[yi,...,yn] :

1 y% y{vfl
Vel gy = | L 92 8w
1 yn y?\, y%il
Il est bien connu que le déterminant de cette matrice est [[;o; ,<n(yi — y;). Notons aussi
Diagn(y1,---,yn) la matrice carrée diagonale de taille N dont les coefficients diagonaux sont
Yls-- > YN-

Effectuons maintenant le produit

%'ﬁ‘q(ala HE 7ap7517 s )/Bq)syl(Pu Q)

Comme les «; sont racines de P et les 3; racines de (), on trouve que ce produit est de la forme

/ 0 ‘ Diagy(Q(a1), ..., Q(ayp)) V}g(al,...,ap))\
\Dlagq(P(ﬁl)vvp(/Bq)) V;](/Bl»-"aﬁq) ‘ 0 / ’
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En prenant le déterminant on obtient

det(Vptq(aa, ... ap, B1,-..,B¢))R(P,Q)
=(—1)" det(Diagy(Q(a1), ..., Q(ap))) det(Vp(a, ..., ap))
x det(Diagq(P(B1), .-, P(By)) det(Vy(Bh, ., By)

Ce qui donne en simplifiant les déterminants de Van der Monde (ceux du terme de droite divisent

celui du terme de gauche) on est dans l'anneau integre Z[ay, ..., op, Bi1,. .., Bq]))
118 — i) x R(P,Q) = (1P [ Qews) x [] P(55)
%,] 7 j

En simplifiant & nouveau, on a finalement

R(P,Q) = (—1)quQ(0ﬁ) = HP(ﬂj) =113 — ).

J .J

d

FExercice 1.7.33. Montrer que l’ensemble Q des nombres algébriques sur Q est un corps. On
pourra utiliser les propriétés du résultant.

Ezercice 1.7.34 (Anneau des entiers algébriques). On rappelle qu'un nombre complexe x est un
nombre algébrique (sur Q) s'il existe un polynéme P € Z[X] tel que l'on ait P(x) = 0 et on
dit que = est un entier algébrique s’il existe un polynéme P € Z[X]| unitaire tel que l'on ait
P(z) = 0. On note Q le corps des nombres algébriques (voir exercice précédent) et Z I’ensemble
des entiers algébriques.

a) Montrer que Z est un sous-anneau de C (On pourra utiliser les propriétés du résultant).

b) Montrer que le corps des fractions de Z est Q.

¢) Montrer que Z N Q = Z.

d) Montrer que Z n’est pas noethérien.

Exercice 1.7.35. Montrer que le corps Q des nombres algébriques sur Q est algébriquement clos.

I.8 Résumé du chapitre 1

On peut étudier certaines questions mathématiques en les placant dans le cadre d’un anneau
A et en étudiant les propriétés de cet anneau. L’exemple typique est le théoréme des deux
carrés que l'on résout en étudiant I’anneau des entiers de Gauss Z[i] (exercice . Voir
aussi l'exercice |[.6.16| pour une autre application, 'exercice qui utilise 'anneau Z[iv/2],
et les exercices [[.5.12] et qui utilisent ’anneau des entiers d’Eisenstein Z[j]. Ces exemples
sont dans le domaine de la théorie des nombres, mais les applications de I’étude des anneaux
existent dans tous les domaines des mathématiques. Un autre domaine important basé sur la
théorie des anneaux commutatifs est la géométrie algébrique, c’est-a-dire I’étude des ensembles
de points définis par des équations polynomiales. Les anneaux que 1’on étudie sont les anneaux
de polynomes de la section |7

Les propriétés d’un anneau commutatif qui donnent les informations les plus intéressantes
sont le fait d’étre un anneau principal ou un anneau factoriel. Les exemples donnés ci-dessus
sont des anneaux principaux et c’est ce qu’on utilise. Mais il est intéressant de connaitre des
exemples d’anneaux qui ne sont pas principaux, ou méme factoriels. En effet, dans le passé, de
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grands mathématiciens du 18eme siecle ont produits des démonstrations fausses du théoreme de
Fermat, ou de cas particuliers de celui-ci, en croyant que certains anneaux étaient factoriels (c’est
comme cela que l'on interprete leur erreur aujourd’hui, a ’époque, la notion d’anneau factoriel
n’était pas encore dégagée. En fait c’est en raison de ces tatonnements que I'importance de cette
notion est apparue ...).

Rappelons les principales notions introduites dans ce chapitre pour un anneau commutatif
A et les implications entre elles :

(1.8.1)
A euclidien A principal A factoriel =——= A inteégre

[décomposition en irréductibles : existence et unicité]

A noetherien

Exemples d’anneaux euclidiens : Z[i], Z[j], Z[iv/2], 'anneau D des nombres décimaux
(exercice [I.5.9)), k[X] si k est un corps, I'anneau des séries formelles k[[X]] (exercice [[.5.15)).

Exemple d’anneau principal non euclidien : Z[Hgﬂ] (exercice [[.6.19)).

Exemple d’anneaux factoriels non principaux : (Z[X] Remarque|l.7.18)), k[ X, Y] (exercice
17.29).

Exemple d’anneaux noethériens intégres non factoriels : Z[i\/5] (Exemple|L.6.9)), Z[iv/3]

(Exercice [1.6.17)), k[X?2, X3] (Exercice [L.6.10).

Exemple d’anneau factoriel non noethérien : k[X,..., X,,...] (Exercice [[.7.25).
Autres exemples d’anneaux non noethériens : Voir Exercice Exercice [.7.4]

On a des criteres portant sur les idéaux pour établir certaines de ces propriétés. Rappelons
que dans tout anneau integre on a

a premier ——> ¢ irréductible

ﬂ

(a) maximal =—=> (a) premier

Dans un anneau principal, ces quatre propriétés sont équivalentes (Proposition [[.5.5)).

On a montré que si A est factoriel, alors A est principal si et seulement si tout idéal premier
est maximal (Exercice [[.6.14)).

On a aussi vu que si A est noethérien et integre, alors il est factoriel si et seulement si tout
élément irréductible est premier (Proposition [[.6.8)).

Pour aller plus loin dans les applications la théorie des anneaux a ’arithmétique, on peut
lire des livres sur la < théorie algébrique des nombres > (in english “algebraic number theory”),
en particulier la théorie des anneaux de Dedekind (“Dedekind domains”)
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Chapitre 11

Modules

II.1 Définitions et exemples

De méme que la notion de groupe est inséparable de la notion d’action de groupe, la notion
d’anneau est inséparable de celle de module sur un anneau. Si ’anneau est un corps, un module
n’est alors rien d’autres qu’un espace vectoriel sur ce corps. Par généralité décroissante, on a
donc les théories suivantes :

e Groupes / Actions de groupes
e Anneaux / Modules sur un anneau

e Corps / Espaces vectoriels.

L’objet de ce chapitre est donc le deuxieme point, en supposant que le lecteur possede une
certaine connaissance des deux autres.

Introduisons maintenant la notion de modules. Pour cela, repartons de I'’exemple ou M est
un groupe abélien et A = Endz (M) est 'ensemble des endomorphismes de M pour la structure
de groupe abélien (si 'on préfere, on suppose que M est un k-espace vectoriel et on prend
A = Endg(M)).

Considérons maintenant 1’action naturelle de Endz (M) sur M :
(IL.1.1) Endz(M)x M — M, (¢,m)+— ¢-m = ¢(m).

C’est une action de groupe pour la structure de groupe abélien sur Endz (M), c’est-a-dire que
I'on a

(I1.1.2) (P14 ¢2) -m=¢1-m+¢a-m, (¢1,02 € Endz(M), m e M),
ce qui implique en particulier que
(I1.1.3) 0-m=0, (meM),

On a en plus une propriété de compatibilité avec la structure de groupe abélien de M car les
éléments de Endy (M) sont des morphismes de groupes abéliens :

(I1.1.4) ¢-(mi+ma)=¢-mi+¢-ma, (¢€Endz(M), mi,mee M).
Enfin, on a ’associativité de la composition :

(IL.1.5) (@10 ¢2) - m=o1-(p2-m), (61,02 € Endg(M), m € M),
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et par définition de Id,y,
(I1.1.6) Idyr-m=m, (meM).

On prend ces propriétés comme axiomes de la structure de A-module, ou A est un anneau.

Définition II.1.1. Soient A un anneau et (M,+) un groupe abélien. On dit que M est un
A-module (a gauche) si I'on a une application

(I1.1.7) AxM — M, (a,m)—a-m

vérifiant les propriétés suivantes :

(I1.1.8)  (distributivité) (a1 +az) -m=ay-m+az-m, (aj,ax € A, me M),
(I1.1.9)  (linéarité) a-(mi+mz)=a-my+a-mz, (a€End(M), my,me e M),
(I1.1.10)  (associativité) aj - (ag -m) = (ara2) -m, (a1,a2 € End(M), m € M),
(IT.1.11)  (élément neutre) la-m=m, (meM).

Nous laissons le lecteur dégager de lui-méme la notion (non équivalente si ’anneau n’est pas
commutatif) de module a droite. Lorsque ’on ne précise pas, A-module veut dire A-module a
gauche.

De maniere équivalente, M est un A-module si et seulement si ’application
A — Endz(M), a~— (m+—a-m)
est un morphisme d’anneaux.

Définition I1.1.2. Soient A un anneau commutatif, et % un A-module, qui est en plus muni
d’une structure d’anneau. En particulier 4 a une structure de groupe abélien qui vient du fait
que c’est un A-module, et une structure de groupe abélien qui vient du fait que c¢’est un anneau.
On dit que & est un A-algebre si ces deux structures de groupes abéliens sont les mémes, et de
plus, quels que soient A € A, x,y € A, en notant Az l'action de A sur z (structure de module)
et x - y le produit dans 'anneau %

(I1.1.12) Mz-y)=z) - y=z-(\y)

Exemples I1.1.3. Donnons quelques exemples importants.

1 - Tout groupe abélien M est naturellement un Z-module. La structure d’anneau de Z
est tellement simple qu’étre un Z-module n’apporte aucune information supplémentaire au fait
d’étre un groupe abélien

2 - Soit k£ un corps. Un k-module n’est rien d’autre qu’un k-espace vectoriel. La théorie des
modules est donc une généralisation de I’algebre linéaire, mais il faut prendre garde que certains
résultats de l'algebre linéaire ne se généralisent pas aux modules. Par exemple, les notions de
famille libre et famille génératrice ont un sens pour les modules, mais ceux-ci n’admettent pas
en général de base.

3 - L’anneau A est un A-module & gauche (A agit sur lui-méme par multiplication a gauche).
On appelle ce module le module régulier.

4 - Soit I un ensemble, et A un anneau. Alors A’ (I’ensemble des familles indexées par
I d’éléments de A, ou encore ’ensemble des application de I dans A) est naturellement un
A-module.
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5 - Le sous-ensemble AU) de AT des suites (a;)ier & support fini, c’est-a-dire telles que tous
les a; sauf un nombre fini sont nuls, est un A-module. Le module AY) s’appelle le A-module
libre de base I (nous verrons plus loin le pourquoi de cette terminologie). Si I = {1,...,n}, on
note alors simplement ce module A".

6 - Soient k£ un corps, V un espace vectoriel sur k, et v un endomorphisme de V. Alors V
est muni d’une structure de k[X]-module par

P-v=P(u)(v), (Pek[X],veV).

Réciproquement, si V' est un k[X]-module, c’est en particulier un k-module, et donc un k-espace
vectoriel, et v — X -v définit un endomorphisme de V. Les deux notions sont donc équivalentes.
Nous verrons que la théorie de la réduction des endomorphismes se déduit de théoremes généraux
sur la structure des k[X]-modules.

7 - On peut généraliser I’exemple précédent : la donnée de n endomorphimes uyq, ..., u, d'un
k-espace vectoriel V' qui commutent deux a deux est équivalente a la donnée d’une structure
de k[X1,...,Xp]-module sur V (par X; - v = u;(v)). La théorie de la réduction simultanée des
endomorphismes uy, ..., u, découle de la théorie générale des k[X1,..., X,]-modules.

8 - On peut encore généraliser. Si G est un groupe, et k un corps, on forme 'algebre k|G|
dont les éléments sont les combinaisons linéaires formelles > cq [g] (& support fini, seul un
nombre fini de ¢4 sont non nuls). Le produit est défini par

ch [9] Zdh [h] ) = Z cgdp [gh].

9€G 9€G g,h€G
Un k[G]-module V n’est alors rien d’autre qu’une représentation de G' dans le k-espace vectoriel

V', les deux notions sont équivalentes.

Ezxercice 11.1.4. Montrer que tout anneau A est isomorphe & un sous-anneau d’un anneau
Endz (M) pour un certain groupe abélien M.

Ayant définis les objets qui nous intéressent (les A-modules), il s’agit maintenant de définir
les morphismes entre les objets.

Définition I1.1.5. Soient A un anneau et M, N, deux A-modules. Un morphisme de A-modules
f:M— N
est un morphisme de groupes abéliens vérifiant de plus :
fla-m)=a-f(m), (a€A meM).

On note Homy (M, N) l'ensemble des morphismes de A-modules de M dans N. Il est
muni d’une structure évidente de groupe abélien. On note aussi End4(M) = Homu (M, M)
et Aut (M) le sous-groupe des inversibles de 'anneau End 4(M).

Ezercice 11.1.6. Trouver un isomorphisme entre Endz(Z) et Z. Trouver un isomorphisme entre
Endz(Z/nZ) et Z/nZ.

Ezercice 11.1.7. Soit n € Z. Montrer qu’il n’existe aucun morphisme de Z-modules non nul de
Q vers Z/nZ. Existe-il des morphismes de Z-modules non nul de Z/nZ vers Q?
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FEzercice 11.1.8. Déterminer, pour chaque m,n € N, le Z-module Homy(Z/mZ,Z/nZ).

Ezercice 11.1.9. Soient k un corps et M, N deux k[X]-modules correspondants respectivement
aux endomorphismes u et v des k-espaces vectoriels M et N (cf. Exemples|I1.1.3] 6.). Comment
caractériser les éléments de Homyx)(M, N)? Ceux de Autyx(M)?

La théorie des modules est donc une généralisation de la théorie des espaces vectoriels. 11
faut faire tres attention car des résultats bien connus en algebre linéaire ne sont plus vrais pour
les modules. Mais certains aspects de la théorie se généralisent sans probleme et nous allons
commencer par en voir quelques uns.

On définit la notion de sous-module. Cela marche comme pour la notion de sous-espace

vectoriel, ou de sous-groupe.

Définition II.1.10 (Sous-modules). Soit M un A-module. On dit que N C M est un sous
A-module si N est un sous-groupe du groupe abélien M qui reste stable sous-l’action de A,
c’est-a-dire que pour tout a € A et tout n € N, a-n € N.

Exemple I1.1.11. Soit A un anneau. On peut voir A comme un module sur lui-méme par
multiplication (& gauche). Un sous-module s’appelle alors un idéal & gauche. Un idéal a gauche
I de A est donc un sous-groupe abélien de A pour laddition, et qui vérifie de plus (Va €
A),(Vx €I), ax € I.

On a le méme résultat pour les idéaux a droite.

Exemple I1.1.12 (Noyau et image). Soit f: M; — My un morphisme de A-modules. Alors
ker(f) = {m € M| f(m) = 0}
est un sous-A-module de M; que 'on appelle le noyau de f, et

Im (f) = {f(m)|m € M}

est un sous-A-module de Ma que l'on appelle I'image de f.

Si N7 est un sous-module de Mj, f(IN7) est un sous-module de My, et si Ny est un sous-
module de My, f~(N3) est un sous-module de M.

Exemple II.1.13 (Intersection de sous-modules). Soit M un A-module, et soit (M;);er une
famille de sous-modules de M. Alors

(\MicM

el
est un sous-A-module de M.

Définition I1.1.14 (Sous-module engendré par une partie). Soit M un A-module, et soit X une
partie de M. On appelle sous-module engendré par X, et on note (X) le plus petit sous-module
de M contenant X, c’est-a-dire I'intersection de tous les sous-modules contenant X :

X)= (1 ™
XcM'cM

Concretement, on a un morphisme de A-module :

A(X) — M, (az’)zeX = Z Qg - T
zeX

la somme est a support fini) et {(X) est I'image de ce morphisme.
pPp g 1%
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Définition I1.1.15 (Somme de sous-modules). Soient (M;);cr une famille de sous-modules d’un
A-module M. On appelle somme des M; dans M le sous-module de M engendré par la réunion
des M;, et on le note ), ; M; :

S M= (M) M.

iel el
Définition I1.1.16 (Modules quotients). Soit M un A-module et soit N un sous-module de
M. On munit le groupe quotient M /N d’une structure de A-module par
a-m=a-m, (meM/N), (a€cA).

On vérifie immédiatement que la définition de cette action ne dépend pas du représentant choisi
m € M de m. La projection canonique m: M — M /N est un morphisme de A-modules.

Exemple I1.1.17. Soit f: M; — Ms un morphisme de A-modules. Alors

coker(f) = My/Im (f)

est un module quotient de Ms, appelé conoyau de f et

coim(f) = M/ ker(f)

est un module quotient de My, appelé coimage de f.

Proposition I1.1.18 (Propriété universelle du noyau). Soit f : M; — My un morphisme de
A-modules et soit N1 un sous-module de M contenu dans ker(f). Alors on peut factoriser f

de maniéere unique par la projection canonique p : My — My/Ny en f = fop, f: M —
Ml/Nl — MQ.

M, ! M,
lp /
f
Ml/Nl

Si f est surjective, alors f aussi. Si Ny = ker f alors f est injective.

Démonstration. Tout cela se vérifie de maniére élémentaire.

Proposition I1.1.19. Soit M un A-module et soit I un idéal bilatére de A. On note IM le
sous-module engendré par les éléments de la forme a-m,a € I, m € M. L’déal I est inclus dans
le noyau du morphisme d’anneaur de A dans Endz(M/IM), ce dernier se factorise donc en
un morphisme d’anneaux de A/I dans Endz(M/IM). Autrement dit M/IM est naturellement
muni d’une structure de A/I-module.

En particulier, si I annule M, c¢’est-a-dire si a-m = 0 pour tout m € M et tout a € I, alors
M devient naturellement un A/I-module.
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Définition II.1.20 (Produits). Soit (M;)ier une famille de A-modules. On munit le produit
des groupes abéliens [[;.; M; d’une structure de A-module par

a-(mi)ier = (a-mi)icr, (a € A), (mi)ier € HMz'
iel

Les projections p; : [[;c; M; — M; sont des morphismes de A-modules.

La propriété universelle du produit est : étant donné pour tout ¢ € I, un morphisme de
A-modules f; : N — M;, il existe un unique morphisme f: N — [[,c; M; tel que f; = pjo f,
pour tout j € I, ou autrement dit

Hom4(N, [ M;) ~ [ [ Homa(N, M)
el el

Définition I1.1.21 (Sommes directes). Soit (M;);c; une famille de A-modules. La somme
directe des groupes abéliens @, ; M; est le sous-groupe du produit [[,.; M; dont les éléments
sont les familles (m;);c; dont seul un nombre fini d’éléments sont non nuls. On vérifie facilement
que @,c; M; est un sous-A-module de [[;.; M;. Les injections ¢; : M; — [[;c; M; sont des
morphismes de A-modules.

La propriété universelle de la somme directe est : étant donné pour tout ¢ € I, un morphisme
de A-module f; : M; — N, il existe un unique morphisme f : @@, ; M; — N tel que f; = fou;,
pour tout j € I, ou autrement dit

iel

Hom 4(EP M;, N) ~ [ [ Homa(M;, N).
i€l el

Remarque II.1.22. Les deux notions, produit et somme directe, sont proches mais non

équivalentes : c’est évident lorsqu’on considere des sommes et produits infinis, mais méme
, e 1 . , o _ o

lorsque ’ensemble d’indices est fini et que l'on a [],.; M; = @,c; M;, le produit vient avec les

projections canoniques p;, tandis que la somme vient avec les injections canonique ¢;.

Remarque I1.1.23 (Sommes directes internes). On a vu plus haut la notion de somme d’une
famille (M;);c; de sous-modules d’'un A-module M : c’est un sous-module que l'on a noté
> icr M;. C’est une notion interne au module M. On a aussi défini la somme directe d’une famille
(M;)ier, qui ne suppose pas que les (M;);cr soient des sous-modules d’'un module commun. A
posteriori, les M; sont des sous-modules de leur somme directe &, ; M;.

Revenons au premier cas, ou les M; sont des sous-modules d’'un module M. On a une
application
Pmi— > Mi(cM), (miier—) mi
icl icl i
(seul un nombre fini de m; sont non nuls, ceci est bien défini). Ce morphisme est surjectif. S’il
est aussi injectif, ¢’est-un isomorphisme. On dit alors que les M; sont en somme directe dans M,
et I'on écrit aussi @,c; M; pour le sous-module ), ; M; dans ce cas (somme directe interne).

Ezercice 11.1.24 (Pull-back). Soient g : M — N, ¢’ : M’ — N deux morphismes de A-modules.
On veut construire un objet L (le pull-back de g, ¢’), muni de deux morphismes f : L — M,
f': L — M’, vérifiant la propriété universelle suivante :
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- pour tout couple de morphisme h: X — M, h' : X — M, tels que ¢’ o h/ = goh, il existe
un unique morphisme ¢ : X — L rendant le diagramme suivant commutatif

Ay

L—=M
n f

I
M ——N

/

g

Q

1- Montrer l'existence et I'unicité d’un tel objet (deux tels objets sont isomorphes par un
isomorphisme uniquement déterminé).

2- Montrer que f’ induit un isomorphisme de ker f sur ker ¢’ et que si g’ est injectif, alors f
aussi.

FEzercice 11.1.25 (Push-out). Soient g : N — M, ¢’ : N — M’ deux morphismes de A-modules.
On veut construire un objet L (le push-out de g, ¢’), munit de deux morphismes f : M — L,
f': M' — L, vérifiant la propriété universelle suivante :

- pour tout couple de morphisme h: M — X, h' : M’ — X, tels que W/ og’ = hog, il existe

un unique morphisme ¢ : L — X rendant le diagramme suivant commutatif

N——M

g
ig’ lf
fl

M ——1L

1- Montrer I'existence et I'unicité d’un tel objet.

2 - Montrer que f induit un isomorphisme de cokerg sur cokerf’ et que si g est surjectif,
alors [’ aussi.

I1.2 Théoremes d’isomorphisme

Soit f € Homy(M,M") et soit M’ un sous-module de M contenu dans ker f. Alors f
est constante sur les classes de M’ dans M et induit donc f : M/M’' — M". On vérifie
immédiatement que f est un morphisme de A-modules. On peut appliquer ceci & M’ = ker f.
On obtient

f: M/ker f — M",

ce morphisme f ayant maintenant la propriété d’étre injectif. On a évidemment Im ( f) = Im (f),
et 'on obtient le

Théoréme 11.2.1 (premier théoréeme d’isomorphisme). Soit f : M — M" un morphisme de
A-module. On a
coim(f) = M/ ker f ~Im (f)

lisomorphisme étant réalisé par f.
Puisqu’il y a un premier théoreme d’isomorphisme, c’est qu’il y en a un deuxiéme.
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Théoréme I1.2.2 (deuxieme théoreme d’isomorphisme). Soient M"” C M’ deuz sous-modules
d’un A-module M. Alors M'/M" est un sous-module de M/M" et 'on a un isomorphisme

canonique
(M/M”) / (M'/M”) ~ M/M'.

Démonstration. La projection canonique 7w : M — M/M’, de noyau M’ induit 7 : M/M" —
M/M', dont le noyau est M'/M". On applique le premier théoréme d’isomorphisme en remar-
quant que m étant surjective, T aussi. O

Remarque I1.2.3. On a une bijection entre sous-modules de M contenant M" et sous-modules
de M/M", donnée par M’ — M'/M".

Il y a aussi un troisieme théoréeme d’isomorphisme :

Théoréme I1.2.4 (troisitme théoréme d’isomorphisme). Soient M', M" deux sous-modules
d’un A-module M. Alors on a un isomorphisme canonique

M//(M/ m M”) ~ (M/ + M”)/M//.
Démonstration. On considere le morphisme
M/ — M/+M// — (M/‘l_M//)/M”.

Il est surjectif, de noyau M’ N M"”, et on applique le premier théoréme d’isomorphisme. O]

I1.3 Suites exactes
On dit qu'une suite de morphisme de A-modules
fO fi fn
My — My — My — -+ — M,, — M,

est exacte si et seulement si pour tout ¢ = 0,...,n — 1, Im (f;) = ker(fi+1) Une suite exacte
courte est une suite exacte de la forme

0— M L5 M % M7 — 0

en particulier f est injective et g est surjective.

La notion de suite exacte est au coeur de ’étude des modules, la raison en étant qu’en un
certain sens, le module M peut s’analyser en termes de son sous-module Im (f) isomorphe & M’
et de son module quotient M/ ker g isomorphe & M”.

Exercice 11.3.1. Soit la suite exacte courte de A-modules :
0—M LML pm o0

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un morphisme de A-modules s : M"” — M tel que g o s = Idy».

(1) 1l existe un morphisme de A-modules ¢t : M — M’ tel que to f = Idyy.

(#41) 11 existe un isomorphisme de A-modules ¢ : M ~ M'& M" tels que, si ¢y est Iinjection
canonique de M’ dans M’ @® M" et pys» la projection canonique de M’ @ M"” sur M”, vy = o f
et g = payr o ¢.
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On dit qu’une suite exacte courte vérifiant I'une de ces conditions est scindée. Une telle suite
réduit I’étude du module M a celle d’'une somme directe de deux modules « plus petits >. Si
A = k est un corps, une suite exacte courte de k-espaces vectoriels est toujours scindée (tout
sous-espace admet un supplémentaire). Ce n’est pas le cas en général pour des A-modules.

Ezxercice 11.3.2. Montrer que la suite exacte

0— 257 — Z/nZ —0

n’est pas scindée si n > 2.

Ezercice 11.3.3. On munit Z? de structures de Z[X]-modules par
(a) X - (a,b) = (b,a)
(b) X - (a,b) = (a+b,b).

Dans le cas (a), quelles sont les structures de Z[X]-modules sur Z qui font de

0—2z %72 7 g

une suite exacte courte ? Est-elle alors scindée ?

Mémes questions dans le cas (b) avec

a—(a,0)
—

0—727 72— 7 — 0.

FEzercice 11.3.4 (Exactitude a gauche des foncteurs Hom4). Soit A un anneau.

(i) Soient M et N deux A-modules. Montrer que Hompy (M, N) est un Z-module, mais qu’il
n’a pas de structure de A-module, & moins que A ne soit commutatif. Montrer que
Homyz (M, N) possede une structure de A-module a gauche et une structure de A-module
& droite qui coincident si A est commutatif.

u

(ii) Soit N un A-module et soit 0 — M’ -+ M -+ M" une suite exacte de A-modules.
Montrer que l'on a la suite exacte (de groupes abéliens)

0 — Homa (N, M') = Homa (N, M) == Homa (N, M").

(iii) Soit M’ -5 M - M" — 0 une suite exacte de A-modules. Montrer que I'on a la
suite exacte (de groupes abéliens)

0 — Homu(M"”, N) -=% Hom (M, N) =% Hom(M', N).

Ezercice 11.3.5 (Lemme des 5 court). On considére un diagramme commutatif de morphismes
de A-modules de la forme suivante, ou les deux lignes forment des suites exactes :

0—>L—>M—>N—>0
I
0— =L — =M — =N —>0

Montrer que si, parmi les trois morphismes f, g et h, deux sont des isomorphismes, alors le
troisieme est aussi un isomorphisme.

Ezercice 11.3.6 (Lemme du serpent). On considére un diagramme commutatif de morphismes
de A-modules de la forme suivante, ou les deux lignes forment des suites exactes :

L——-M——=N 0
o
0— L Y M s N
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Montrer qu’il existe une suite exacte canonique

ker f — ker g — ker h 2 coker f — cokerg — cokerh.

(Indication : les deux premieres fleches sont induites par u et v; les deux dernieres par u' et v'.
Soit x € ker h; on peut écrire x = v(y), avec y € M ; il existe alors un unique z € L’ tel que
u'(z) = g(y). On vérifie que la classe z + Im f ne dépend que de z et pas du choix de y, ce qui
autorise a poser 0(x) = z. L’homomorphisme § étant ainsi défini, il faut vérifier que la suite
obtenue est exacte).

Note : § est appelé homomorphisme de liaison. Ce lemme joue un grand réle en algebre
homologique, il est la base des suites exactes longues de groupes d’homologie ou de cohomologie.

I1.4 1Idéal annulateur. Torsion

Soit M un A-module, et soit m € M. On pose
Anng(m) = {a € Ala-m = 0}.
Plus généralement, pour toute partie £ C M, on pose

Amny(E) ={a € Ala-m =0, (Ym € E)} = (1] Anna(m).
mekE

C’est un idéal (a gauche) de A, appelé idéal annulateur de E. Remarquons que Anng4 (M) est
un idéal bilatere de A.

Un élément m € M est dit de torsion si Anna(m) # {0}. L’ensemble des éléments de torsion
de M est noté Tor(M).

Remarque I1.4.1. La possibilité d’avoir des éléments de torsion dans un module est un des
faits qui distingue la théorie générale des modules de la théorie des espaces vectoriels.

L’ensemble Tor 4(M) n’est pas en général un sous-module de M. Par exemple, si M = A, les
éléments de torsion sont les diviseurs (& droite) de zéro, qui ne forment pas un idéal en général.
Pour avoir cette propriété, il faut des hypotheses supplémentaires, par exemple :

Proposition I1.4.2. Soit M un A-module, ot A est anneau commutatif, intégre. Alors Tor o(M)
est un sous-module de M.

Démonstration. La stabilité par I'action de A est claire, grace a la commutativité de A. Si
mi, mg € Tora(M), il existe a; et ag dans A, non nuls, tels que a; -m; =0 et ag - ma =0, et
Pon en déduit facilement que (ajag) - (m1 + msg) = 0. De plus ajas # 0 car A est integre. O

Proposition 11.4.3. Soit M un A-module, ou A est anneau commutatif, intégre. Alors

Tor 4(Tor 4(M)) = Torg(M) et Tor(M/Tors(M)) = 0.

Démonstration. La premiere assertion est évidente. Pour la seconde, soit m € M et supposons
qu'il existe a € A non nul tel que a-m = 0 € M/Tor(M). Alors il existe m; € Tora(M)
tel que a - m = mq, et comme m; € Tors(M), il existe b € A non nul tel que b-my = 0.
On a alors ab-m = 0 et ab # 0 car A est integre. Donc m € Tory(M) et m = 0. Ainsi
Tor 4 (M /Tor4(M)) = 0.
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I1.5 Familles génératrices, familles libres, bases

Définition I1.5.1. Soit M un A-module et soit (x;);c une famille d’éléments de M. Considérons
le morphisme

(IL5.1) AD — M, (a)ier = Y _ai-x
el

On dit que la famille (x;);c; est génératrice si ce morphisme est surjectif, ¢’est-a-dire que le sous-
module engendré par les z; (voir section [II.1.14) est M tout entier. Si M admet une famille
génératrice finie, on dit que M est de type fini.

Les éléments du noyau de ce morphisme s’appellent les relations entre les z;. On dit que la
famille (z;);er est libre si ce noyau est trivial.

Si le morphisme (II.5.1]) est un isomorphisme, le famille (z;);cs est a la fois libre et génératrice,
et l'on dit que c’est une base de M.

On dit que le module M est libre s’il admet une base, c’est-a-dire s’il est isomorphe a un
AD),

Ezercice 11.5.2. Quelles sont les bases du A-module A7

Remarque 11.5.3. Le vocabulaire ci-dessus est cohérent avec le vocabulaire usuel de la théorie
des espaces vectoriels, mais de nombreuses propriétés valides pour les espaces vectoriels ne sont
plus vraies en général.

1 - Un A-module M n’admet pas nécessairement de base. Par exemple, si A est commutatif
et si I est un idéal de A non nul et non égal & A, alors tous les éléments de A/I sont de torsion :
Tor(A/I) = A/I et A/I n’admet aucune famille libre non vide.

2 - Si M est un module libre, un sous-module de M n’est pas nécessairement libre. Par
exemple, si A est commutatif et si I est un idéal de A non nul et non égal a A, alors deux
éléments de I sont liés, et les familles libres de I ont au plus un élément. Les idéaux I ne sont
libres que si A est principal, et méme cette condition n’est pas suffisante, il faut en plus supposer
A integre.

3 - Une famille libre maximale n’est pas nécessairement une base : dans le Z-module Z, la

famille & un élément (2) est libre et maximale (elle n’est strictement contenue dans aucune autre
famille libre).

4 - Une famille génératrice minimale n’est pas nécessairement une base : dans le Z-module Z,
la famille & deux élément (2, 3) est génératrice et minimale (elle ne contient aucune sous-famille
génératrice), mais ce n’est pas une base.

I1.5.1 Modules libres

Théoreme 11.5.4. Soit A un anneau commutatif, et soit M un A-module admettant une base
finie (x1,...,zy) ayant n éléments. Alors toute base de M est de cardinal n. De maniére
équivalente, si A™ et A™ sont isomorphes, alors n = m. On appelle alors rang de M le cardinal
d’une de ses bases.

Ce qui est surprenant dans cet énoncé, c’est que la condition A commutatif est nécessaire. En
effet il existe un anneau non commutatif A tel que A™ et A™ soient isomorphes, avec n # m. En
voici un exemple. Considérons un espace vectoriel V' de dimension infinie dénombrable sur un
corps k. Soit (€;);eny une base de V. Alors V' est isomorphe & V @&V, par exemple en définissant
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un isomorphisme ¢ envoyant ey; sur e;, 0 et eg;q1 sur (0,¢;). On a donc
€ = Endy(V) = Homy(V,V) = Homy(V & V, V) ~ Homy(V, V) x Homg(V,V) = € x &,

[ (fodou,fogous).
Il est immédiat de vérifier que c’est un isomorphisme de A-modules (& gauche).

Démonstration. Nous esquissons deux démonstrations. La premiere est basée sur le théoreme
de Krull (voir chapitre . Soit I un idéal maximal de A. Alors A/I est un corps. Supposons
que Pon ait un isomorphisme f : A" — A™. Soit (eq,...,e,) la base canonique de A", et soit
(i1,...,in) € I"™. On a f(i1,...,in) = >y tif(e;) € I™ car I est un idéal. Le morphisme f
induit donc un morphisme

Fo (AI7) = (A/D)" — (A™/I™) = (A/T)™.

On vérifie facilement que f reste un isomorphisme. On est donc ramené au cas des espaces
vectoriels sur un corps, que ’on suppose connu, et I’on obtient n = m.

La seconde démonstration utilise la théorie des matrices & coefficients dans A. On suppose
que M admet deux bases, la premiere (eq,...,e,), et la seconde (fi,..., f), avec m > n. On
écrit f; = Z?Zl aijej, et ej =Y 1t bik fr, ce qui en substituant donne pour i = 1,...,m

fi= Zaz’j (Z bjkfk) = Z Zaijbjk fr
j=1 k=1

k=1 \j=1

En terme matriciel, avec A = (a;;) € Mpmn(A) et B = (bre) € My m, ceci équivaut a AB = Iy,.
On complete les matrices rectangulaires A et B en des matrices carrées A, B dans M (4)
en ajoutant m — n lignes nulles & B (en bas), et m — n colonnes nulles & A (a droite). On a
encore AB = I,,,, et 'on peut montrer en utilisant la théorie des déterminants, que A et B sont
inversibles. En effet la formule det(M)I,, = M x 'Com(M) (transposée de la comatrice) reste
valable sur un anneau commutatif, et det(AB) =1 = det(~fl~) det(B), donc det(A), det(B) sont

inversibles dans A, ce qui montre ’assertion. On a ainsi BA = I, ce qui est en contradiction
avec la forme de ces matrices. O

Remarque I1.5.5. Attention aux habitudes issues de la théorie des espaces vectoriels! Par
exemple, une famille libre a n éléments dans un module libre de rang n n’est pas nécessairement
une base (par exemple, 2 n’est pas une base du Z-module libre Z, de rang 1). En revanche, si
A est commutatif, toute famille génératrice a n éléments d’'un A-module libre de rang n en est

bien une base (cor. |I11.3.5)).

Exercice 11.5.6. Soient A un anneau commutatif et I un idéal non nul de A. Montrer que I est
un A-module libre si et seulement si I est un idéal principal engendré par un non diviseur de
z€ro.

Ezercice 11.5.7. Soit A un anneau commutatif non nul, soit M un A-module libre et soit N un
sous-module libre de M. Montrer rg(N) < rg(M).

Ezercice 11.5.8. Montrer que le Z-module Q n’est pas libre.

Ezercice 11.5.9. Soit A un anneau integre et soit K son corps des fractions. Tout espace vectoriel
sur K peut étre aussi vu comme un A-module.
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1) Soit V un K-espace vectoriel. Montrer qu’une famille libre (v;);c; est libre dans le K-
espace vectoriel V' si et seulement si elle est libre dans le A-module V.

2) Montrer quune famille génératrice (v;);c; dans le A-module V est génératrice dans K-
espace vectoriel V. La réciproque est-elle vraie ?

3) Montrer que K est un A-module libre si et seulement si A = K.

4) Montrer que K est un A-module de type fini si et seulement si A = K.

5) Soit V et W deux K-espaces vectoriels. Montrer que tout morphisme de A-modules de
V vers W est une application K-linéaire.

Exercice 11.5.10. 1) Soient M un A-module et N un sous-module. Montrer que si N et
M /N sont libres, alors M aussi.

2) Montrer que toute somme directe de A-modules libres est libre, ainsi que tout produit
direct fini (un produit direct infini de modules libres n’est pas toujours libre comme le
montre I'exemple de ZY dans l'exrcice suivant).

3) Ici A =Z/6Z. Montrer que les A-modules 3A et 24 ne sont pas libre, mais que 3A®2A =
A (et donc est libre).

FEzxercice 11.5.11. Tout espace vectoriel est libre. En particulier le Q-espace vectoriel QN des
suites de nombres rationnels a une base (mais il faut 1’axiome du choix pour montrer son
existence). Nous allons montrer cependant que le Z-module M := ZN n’est pas libre. Supposons
par 'absurde qu’il admet une base B.

a) Montrer que B n’est pas dénombrable.

b) Soit e, € M la suite dont tous les termes sont nuls, sauf le n-itme qui vaut 1. On
écrit e, comme combinaison linéaire d’une partie finie B,, de B et on considere le sous-
module (libre) N C M engendré par la partie dénombrable | J,,. By, de B. Montrer que
six € M/N n’est pas nul, il existe au plus un nombre fini d’entiers k € Z tels que 'on
puisse écrire x = ky, avec y € M/N.

¢) Montrer que la partie S = {(e,n!)pen | €n € {—1,1}} de M n’est pas dénombrable. En
déduire qu’il existe s € S tel que s ¢ N.

d) Montrer que pour chaque k € Z, il existe y € M/N tel que § = ky. Conclure.

Ezxercice 11.5.12. Soit M un A-module. On appelle présentation par générateurs et relations de
M la donnée d’une famille génératrice (z;);cr de A et d’une famille génératrice () je.; du noyau
du morphisme

A(I) — M, (Qi)iej — Z a; - Tj.
el

Pour A = Z[Z], donner une présentation du A-module I = (2, X) C A.

Ezercice 11.5.13. 1) Soient M un A-module de type fini. Montrer que toute famille génératrice
de M contient une sous-famille génératrice finie.
2) Ici A = ZN. Alors M = A est un A-module de type fini. Montrer que N = ZW) est un
sous-A-module de M qui n’est pas de type fini.
3) Soient M un A-module et N un sous-module. Montrer que si N et M /N sont de type
fini, alors M aussi.

Ezercice 11.5.14. On considere le Z-module Q.
1) Montrer que tout sous-module N de type fini est libre de rang 1. En déduire que Q n’est
pas de type fini sur Z.
2) Montrer que si (z;);cr est une famille génératrice du Z-module Q, alors pour tout j € I,
la famille (z;);cp\ ;) est encore génératrice.
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11.5.2 Propriété universelle des modules libres

Nous avons vu dans 'exemple la définition du A-module libre de base I, noté AU,
La propriété universelle satisfaite par ce module est la suivante. Pour deux ensembles X et Y,
notons Homg,,s(X,Y) 'ensemble des applications de X dans Y. On peut voir un A-module N
simplement comme un ensemble. Pour tout module IV, on a un isomorphisme « naturel > :

@7 v Homgps(I,N) >~ HomA(A(I),N).

En effet, la définition de cet isomorphisme est < naturelle >, dans le sens usuel de cet adjectif en
francais : pour tout j € I I'on note §; I’élément de A défini par 9;(i) =14 sii=jet 04 sinon.
Si ¢ € Hom A(A(] )N ), on définit un élément de Homg, (I, N) par i — ¢(d;), et réciproquement
f € Homg,s(I, N), on définit ¢(d;) = f(i) et ceci s’étend de maniere unique par linéarité en un
morphisme ¢ € Hom 4 (A(I )N ). Ces deux opérations sont inverses 'une de 'autre et définissent
I'isomorphisme (de Z-modules) cherché. La < naturalité > de cet isomorphisme a aussi un sens
technique, que nous n’explicitons pas totalement (c’est un concept de la théorie des catégories).

Disons simplement que tout élément g € Homg,,s(I, J) définit par composition
gy : Homgps(J,N) — Homg,s(I,N), fr— fog,
et aussi un morphisme de A-modules :
g AD — A5 8y
qui définit a son tour par composition
gN = HomA(A(J),N) — HomA(A(I),N), ¢ pogl.
La premiere condition de naturalité consiste alors en la commutativité du diagramme

SN

Homg,s(J, N) Homg, (A), N)

\L.og l_ogo

[
Homg (I, N) " . Homg, (A", N).

De méme, tout morphisme de A-modules ¢ € Homy (M, N) définit par composition
i = Homa(A", M) — Homa(AD,N), ¢ 900,

et
YL Homgps(I, M) — Homg,s(I,N), f—1of,

La deuxieme condition de naturalité consiste alors en la commutativité du diagramme

D7 m

Homg,s (I, M) Homg, (AD) | M)

lwo. |

3
Homg,s(I,N) il Homgr(A(I), N).

Ezercice 11.5.15. Montrer que tout module est quotient d’un module libre.

46



11.5.3 Groupe libre. Présentation d’un groupe

Dans cette section, nous allons définir la notion de groupe libre sur un ensemble, du point de
vue de la théorie des catégories, mais conformément a la philosophie de ce cours, sans introduire
le formalisme complet de celle-ci. Nous faisons ceci ici pour insister sur la ressemblance avec la
notion de module libre vue dans la section précédente.

Nous considérons deux catégories. La premiere est celle des ensembles, Ens. Etant donnés
deux ensembles X et Y, on considere I’ensemble des applications de X dans Y, que I'on va noter

Homg,s(X,Y).

On note typiquement

x-Ly

un élément de Homg,s(X,Y).

La deuxieme est la catégorie des groupes Gr. Etant donnés deux groupes G et H, on considere
I’ensemble des morphisme de groupes de G dans H, que l'on va noter

Homg, (G, H).

Idem pour la notation

a2 H

pour un élément de Homg, (G, H).

Remarquons que étant donné une fleche G %, H dans Gr, on peut oublier qu'on a affaire
a des groupes et a un morphisme de groupes, et voir cette fleche comme une fleche dans Ens.
En terme technique, on a un < foncteur > de Gr dans Ens, le foncteur d’oubli. On peut penser
que ce foncteur n’est pas passionnant, mais il n’est pas aussi béte qu’il n’y parait, comme nous
allons le voir.

Ce qui semblerait plus intéressant, c’est de définir un foncteur dans I'autre sens, de Ens
vers Gr. Comment, a partir d’un ensemble I, fabriquer un groupe, disons F7j, et ceci de maniere

naturelle 7 Et pour toute application ensembliste I i> J, on doit aussi fabriquer un morphisme
F
de groupes FJ - Fj.
Il faut préciser un peu le probléeme. Ce qu’on cherche c’est une construction telle que pour

tout ensemble I, et pour tout groupe G, on ait un isomorphisme

Vra

(I1.5.2) Homg,s(1, G) Homg, (F7,G).

Remarquons ’analogie formelle avec la notion d’opérateur adjoint dans un espace euclidien
ou hermitien. Pour cette raison, un foncteur I — Fj vérifiant ([1.5.2)) est dit adjoint a gauche
du foncteur d’oubli.

Mais l'existence d’isomorphismes ([1.5.2)) pour tout groupe G n’est pas la seule condition
que l'on s’impose. Ces isomorphismes doivent étre < naturels ». Ceci signifie la chose suivante.

Remarquons que toute fleche G %, H dans Gr définit par composition des applications une

fleche
¢o-

Homg,s(1, G) Homg,s(1, H)

et de méme dans Gr, par compostion des morphismes de groupes :

Homg, (Fr, G) —

Homg, (Fr, H).
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La premiere condition de naturalité que 'on exige est la commutativité du diagramme

\Jxe

Homg,s(1, G)

id,o.

Homgn, (I, H)

Homg, (F7,G)

l@.

Homg, (Fy, H)

Vi g

On a une deuxieme condition similaire portant sur les fleches I i> J dans Ens, qui donne

F
Fr-LF '7 dans Gr, et par composition

Homg,s(J, G) of

Homg,s(I, G)

et
Homg, (FJv G)

Homg, (Fr, G).
La deuxieme condition de naturalité que l'on exige est la commutativité du diagramme

Ve

Homg,s(J, G) Homg, (Fy,G)

l.of l.opf

v
Homgns(Iy G) e HomgT(F[, G)

Le probléme est maintenant bien posé. Avant de discuter de la construction de F7 et des iso-
morphismes V¢ (c’est-a-dire du probleme de I’existence d’une solution), considérons le probleme
de 'unicité de celle-ci. Supposons que nous ayons deux solutions, un groupe F7 et des isomor-
phismes U, et un groupe F} et des isomorphismes ¥y.. Nous allons exhiber un isomorphisme
naturel, déterminé uniquement, entre F7 et F] qui permet d’identifier ces deux groupes. Ceci
est un point important, qui nous permettra de parler < du > groupe Fy (par abus de langage).

Pour construire un isomorphisme entre F7 et F}, on part de la suite d’isomorphismes

|\
Homg, (F!, F) o Homgns(I, Fy)

Up,

Homg, (Fr, Fr)

et I'on exploite le fait qu’a droite, on un élément privilégié, a savoir Idr,. Ceci nous donne un

élément F} 1 F;. De maniére symétrique, on obtient Ff SN F}. Par naturalité on obtient un
diagramme commutatif

‘11/
Fr

Vg
Homg, (F, Fy) Homgs (I, Fr) ! Homg, (Fr, Fy)

lno i?’]o lno
(- T

Homg, (FF, F7) : Homens (1, Fy) : Homg, (Fr, Fr)

Si on part de I’élément Id, en haut a droite, on obtient au quatre coins du rectangle

N <——Idp,



Mais par définition, n est aussi ’élément qui correspond a Id F via les isomorphismes

T v
Homg,(Fy, F7) L Homg,s(I, F}) ' Homg, (F}, F})

On a doncnon = Idf;. De méme, on obtient n' on=1Idp,.

Ainsi FT et Fj sont isomorphes, I'isomorphisme entre les deux étant déterminé par les pro-
priétés qu’ils satisfont et donne une maniere bien définie de les identifier.

Remarque I1.5.16. Comme nous ’avons vu, ce type de résultat d’unicité est typique d’objets
satisfaisant une <« propriété universelle >, comme celle ci-dessus en ([1.5.2]). Nous avons vu ou
nous verrons d’autres exemples : produits et coproduits, modules libres, produits tensoriels, etc.

Ce probleme d’unicité étant réglé, passons a l’existence. Nous allons étre bref et expliquer
I'idée sans formalisme excessif. Il s’agit de donner une construction de F7. Considérons ’alphabet
A dont les lettres sont les z, = avec x € I. On forme ensuite l’ensemble des mots dans
Ialphabet A, c’est-a-dire des suites finies de lettres. Mais lorsque dans un mot, les lettres x et
2~ ! apparaissent consécutivement (dans un ordre ou I’autre), on obtient un mot équivalent en les
enlevant du mot. Par exemple les mots yz~'zz et yz sont équivalents. Ceci définit une relation
d’équivalence sur les mots. Le groupe F; a pour élément les classes d’équivalence de mots. La
loi de groupe est donnée par la concaténation des mots, et 1’élément neutre est le mot vide. Il
est immédiat de donner I'inverse d’un élément de Fy. Par exemple, I'inverse de zyz~'z1 est

1g=1. Le groupe F; étant construit, donnons les isomorphismes W¢. Si I i) G, on définit un

2y
morphisme de groupes F LYe par ¢(0) = eq, ¢(x) = f(x), x € I, et ¢(z~ 1) = f(x)~! pour les
mots de plusieurs lettres, on utilise la propriété des morphismes de groupes. Réciproquement un

morphisme de groupes Fj % G définit T 5 G par f(z) = ¢(x). On effectue ensuite facilement
les vérifications nécessaires pour montrer que nos constructions vérifient les propriétés voulues.

Le groupe F7 construit ci-dessus, ou tout autre vérifiant la propriété universelle (I1.5.2)),
s’appelle le groupe libre sur I.

Soit maintenant R une partie de F7. Soit N(R) le plus petit sous-groupe distingué de FJ
contenant R (c’est le sous-groupe engendré par tous les éléments de R et leur conjugués). On
a alors un groupe quotient F7/N(R). Ce groupe admet I comme systéeme de générateurs, et on
dit que les éléments de R sont les relations satisfaites par ces générateurs. Remarquons que tout

morphisme de groupe FJ i) G qui s’annule sur R s’annule sur N(R) et définit un morphisme
de groupes

Fi/N(R) % G
(et réciproquement, ¢ définit ¢ qui s’annule sur N(R) donc sur R).
Une présentation d’un groupe G est la donnée d’un ensemble I, et d’une partie R de Fy
et d’un isomorphisme F7/N(R) % G. Les éléments de I donnent un systeme de générateurs

(gi)ier de G, et les éléments de R donnent les relations entre ceux-ci.

Proposition I1.5.17. Tout groupe admet une présentation.

Démonstration. 11 suffit de trouver un morphisme surjectif F; — G, et de prendre le noyau pour

R. Il est clair par construction que ’on a un morphisme surjectif Fg ﬂ G. Remarquons que
par la propriété universelle, ce morphisme est celui qui correspond a Idg € Homg,s(G, G). Une
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démonstration plus élégante consiste a utiliser la propriété universelle plutot que la construction
explicite de Fg. Or ¢ est surjectif si et seulement lorsque pour deux morphismes

1,020 G— H

on a 11 0 ¢ = 1h9 0 @, alors 11 = ¥o. Remarquons que 'on a la une définition < catégorielle >
de la surjectivité, c’est-a-dire en terme de fleches plutot qu’en terme d’éléments d’un ensemble.
Or le fait que 11 o ¢ = 19 o ¢ implique 11 = 9. est conséquence immédiate de la propriété

universelle ([1.5.2) pour Fg. O

Comment montre t-on en pratique qu’un groupe admet une présentation donnée ? Supposons
que I'on nous donne un groupe G avec systeme de générateurs, disons G, et un ensemble de
relations R satisfaites par ces générateurs. Un groupe avec la présentation (G,R) vérifie la

propriété universelle suivante : pour tout morphisme de groupes Fg %H qui est trivial sur les

élément de R, il existe un unique G 2) H qui rend le diagramme

Fo—2 -H
e
G

commutatif. L’idée est que I'image de ¢ dans H est un groupe qui admet G comme systeme de
générateurs, et que les relations R y sont vérifiées, mais il se peut qu’il y ait d’autres relations
qui ne soient pas engendrées par R. Le groupe avec la présentation (Q,R) est le plus gros

quotient de Fg qui vérifie les relations R. Remarquons que I'unicité de ¢ est automatique, car
¢ est imposé sur G. L’exercice suivant donne un exemple non trivial de présentation.

Ezercice 11.5.18. — 1. Quel est le groupe libre sur I’ensemble & un élément. Les groupes en-
gendrés par un éléments sont dits monogenes. Quels sont leurs présentations avec un seul
générateur ?

— 2. Soit F un corps. Considérons les éléments suivants de SL(2,F) :

t(y)z(g y91>,yeFX, n(z)=<(1) i),ze[ﬁ‘, w:(_ol é)

G ={t(y), y e F*, n(2), z € F,w},

Posons

et soit R ’ensemble des relations suivantes :

ty)t(y2) = t(y1y2)  n(z1)n(z2) = n(z1 + 22)
tyn(2)ty) " =nly®z)  wiyw ' =ty ")

n(z)wn(z"Hw n(z) = t(z)w, (z #0).

Montrer que (G, R) est une présentation de SL(2,T).
Indication. Constater que

( i Z ) = n(a/c)t(—c Hwn(d/c) sic#0, ( g Z ) = t(a)n(b/a).
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11.5.4 Modules projectifs

Cette notion est présentée ici sous forme d’exercice.
Ezercice 11.5.19 (Modules projectifs). Nous avons vu dans 'exercice [[1.3.4] que si

u

0— M M- M —0
est une suite exacte courte de A-modules, alors pour tout A-module N
0 — Homa (N, M) *% Homa (N, M) 2= Homu (N, M")

est exacte.

Le but de cet exercice est de caractériser les modules N tels que 'on obtienne une suite
exacte courte complete :

0 — Homu (N, M’) % Homa(N, M) == Homa (N, M") — 0

Les modules vérifiant cette propriété (P1) sont appelés modules projectifs.

1. Montrer que P est projectif si et seulement si :

(P2) pour tout morphisme P M et pour tout morphisme M —5 M” surjectif, il existe

un morphisme P Iy M tel que f = goh. On illustre cela par le diagramme commutatif

P
al
MM —50

2. Montrer qu’un module libre est projectif.

3. Montrer qu'un module est projectif si et seulement s’il vérifie I'une des deux propriétés
suivantes :

(P3) Toute suite exacte 0 — M’ -+ M — P — 0 est scindée.
(P4) Il existe un A-module K et un module libre L tels que L = P @ K.

Remarque I1.5.20. Si on inverse le sens des fleches dans (P1), (P2), (P3), on obtient la
définition de module injectif qui est la notion duale a celle de projectif.

Ezercice 11.5.21. Dans cet exercice, nous allons exhiber un exemple de module projectif non
libre. On consideére I'anneau A = Z[iv/5] et son idéal T = (2,1 4 iv/5).

1 Montrer que I n’est pas un idéal principal. En déduire que I n’est pas un A-module libre

(cf. Exercice [I1.5.6]).

2 On considere le morphisme de A-modules
b A2 — 1, (2,2') = 22+ (1 +iV5)7.
Il est surjectif par définition de I, on en déduit donc une suite exacte
0—skerg — A2 251 0.

Montrer que cette suite exacte est scindée. En déduire que I est un A-module projectif.
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11.5.5 Modules cycliques

Définition I1.5.22. On dit qu'un A-module M est cyclique (ou monogene) s’il est engendré
par un seul élément.

Soit x € M un élément engendrant M, c’est-a-dire M = A - x. Le morphisme
A—- M, a—a-x

est surjectif, et son noyau est I = Anng(z) qui est un idéal a gauche de A. On a donc M ~ A/I,
et réciproquement, si I est un idéal & gauche de A, A/I est un A-module cyclique.

Exercice 11.5.23. On suppose A commutatif. Soit M un A-module monogene engendré par
un élément x € M. Montrer que I'idéal annulateur I = Anng(z) est en fait indépendant du
générateur x choisi.

I1.6 Produits tensoriels

I1.6.1 Produits tensoriels sur un anneau commutatif

Dans cette section, les anneaux sont supposés commutatifs. On remarque que pour un anneau
commutatif A, et deux modules N, M, Hom4 (M, N) est muni d’une structure de A-module (par
multiplication & la source ou au but).

Applications multilinéaires.

Soit A un anneau commutatif et soient M, M, ..., M, des A-modules. Notons
La(My,...,M,; M)

I’ensemble des applications de M7 X ... x M, dans M, linéaires en chacune des variables.

Définition par propriété universelle.

On dit quun A-module N muni de ¢ € L4(My,...M,; N) est le produit tensoriel de
My, ..., M, s’il vérifie la propriété suivante : pour toute application multilinéaire f € La(M, ..., M;; M),
il existe un unique morphisme de A-modules f: N — M tel que for = f.

Comme tous les objets définis par propriété universelle, on a unicité a un unique isomor-
phisme pres.

Proposition 11.6.1. Soient
L1 G,CA(Ml,...,MT; Nl), LQEEA(Ml,...,MT; Ng)

vérifiant la propriété universelle ci-dessus. Alors N1 et No sont isomorphes, par un unique
isomorphisme ¢ : N1 ~ No vérifiant p o 11 = ta.

Démonstration. On applique la propriété universelle de ¢t1 a f = 19 : on obtient un A-morphisme
tg : N1 — N, vérifiant i9 0 11 = 19, et idem en échangeant les roles de 1 et 2, on obtient 77 tel
que 1 013 = 1. On a donc s 0 17 0 19 = L9,

On applique la propriété universelle de 1o a lui-méme et par unicité ceci implique que o o
11 = Idy,. De méme on obtient 7; o i3 = Idy,. Les modules N; et Ny sont donc isomorphes,
I'isomorphisme entre les deux étant io d’inverse 7. O
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L’unicité a isomorphisme pres justifie d’appeler N le produit tensoriel des M;. On le note

'
Mi®a4My®g4q ... 04 M, ou encore ®MZ
i=1

Il reste & montrer I’existence du produit tensoriel. On le réalise comme quotient du mo-
dule libre AMixxMr) Teg dléments de AM>xMr) gont les familles d’éléments de A in-
dexées par My X --- x M, et & support fini, et une base de ce module libre est donnée par les
(O(maserme)) (mre sy ) €M X oo X My s OU Oy .y €t 1a famille valant 14 sur 'élément (my, ..., m;)
et 04 sur tous les autres éléments. On considere le sous-module Ny de AM1xxMr) epngendré
par les éléments de la forme

6(77117---7mi—17a'mi+a"m§7mi+17---,mr)
—a- 6(m17~-~»mi717mi7mi+17-~~:m7‘)

—d- 5(m1,‘..,m¢_1,m;,mm,...,mr)
et Pon pose N = AMuxxMr) /NG T application

t: My x---x M, — N= A(Mlx"'XMT)/NO,
(m1,...,mp) = Omy,.m,) mod N

est multilinéaire. On note m; ® - - ® m, Vélément 6, ) mod Ny de N.

Soit f € LA(My, ... M,; M). On peut oublier que f est multilinéaire, et la considérer comme
une application ensembliste, ¢’est-a-dire comme un élément de Homg,s(M; X ... x M,, M). Par

A(M1><~~~><Mr)

la propriété universelle du module libre , il correspond a f un unique f dans

Hom 4 (AM<xMe) Ay - La multilinéarité de f se traduit sur f exactement par le fait que A

est dans le noyau de f, et ainsi f induit un morphisme de A-modules f: N — M. On vérifie
que f = f o ¢. L’unicité de f découle de celle de f . O

Remarque I1.6.2. On note donc M1 ®4 Mo ®4 - - ®a M, le produit tensoriel des M;, muni de
I'application multilinéaire ¢ : My X --- X M, = M1 ®4Q®4 - R4 M,, et 'on note m; ® - - - Q@ m,
Pélément ¢(mq,...,my) de M1 @4 Mo®4y4 -+ ®4 M,. Il est important d”étre conscient que cette
derniere notation est ambigiie, par exemple, supposons que Ni et N sont des sous-modules
respectivement de My et My. Siny € Ny et no € No, alors n; ® ny peuvent désigner soit un
élément de N1 ® No ou bien de My ® M. Or il se peut que le second soit nul et pas le premier !
Cette assertion outrageuse mérite une illustration qui la démontre : considérons A = Z, My = Z,
Ny =27, My = Ny = 7,/27Z et I'élément 2® 1. Dans Z®z7Z/2Z,on a2®@1 =1®2-1=1®0 = 0,
mais 2 ® 1 # 0 dans 2Z ®yz, Z/27Z.

D’autre part, pour effectuer des calculs, on se rappellera que tout élément de My ® 4 Mo ® 4
-+ ®4 M, s’écrit comme une combinaison linéaire de tenseurs purs m; ® - - - ® m,. et que ’action
de a € A sur un tenseur pur est

a(m1®®mr):(am1)®®m7_:ml®(am2)®®mrz

On vérifie de maniere formelle les propriétés suivantes du produit tensoriel.
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Proposition I11.6.3. 1. Soient My,...,M,, M des A-modules. Alors on a un isomorphisme
canonique

M ®4 @ M; | ~ @ (M ®4 M;), (m®(my,...,m) = (mmy,...,mm,)

i=1,...,7 i=1,...,7
2. Soient M, N, L des A-modules, alors on a un isomorphisme canonique
(M@sN)RAL>M®s (N®4L), (mn)@L—m® (n/L).

3. Soient M, N des A-modules, alors on a un isomorphisme canonique

M@AsN>~N®sa M, (m®&n)—n®m.

4. Soient M, N, L des A-modules, alors on a un isomorphisme canonique
Hom 4 (L, Hom4 (M, N)) ~ Hom(L ®4 M,N) ~ L4(L x M;N)

5. On a canoniquement A ® 4 M ~ M.

Corollaire 11.6.4. Si A = k est un corps et si My,..., M, sont des k-espaces vectoriels de
dimension finie, alors Mh @4 Ma® 4 ...R4 M, est de dimension finie égale a dimy(My) X -+ x
dimg (M,).

Produit tensoriel de morphismes. Soient f : M — M’, g: N — N’ des morphismes
de A-modules. Définissons

h: MxN-— M ®sN', hz,y)=f(z)®g(y).
On vérifie facilement la bilinéarité de h et 'on en déduit un morphisme de A-modules
f®g: M®aN— M @4 N,
tel que (f®g)(z®vy) = f(z)®g(y), (x € M,y € N). Soient f': M’ — M” and ¢ : N' — N”

des morphismes de A-modules. Alors on a clairement (f o f)® (¢’ og) = (f'®¢')o (f ®g).

Ezercice 11.6.5. Calculer (Z/2Z) ®z (Z/3Z). Plus généralement, pour m,n entiers positifs, cal-
culer (Z/nZ) @z (Z/mZ).

Ezercice 11.6.6. Soient k un corps, M et N des k-espaces vectoriels et M*, N* leur dual respectif.
Etudier I'injectivité et la surjectivité des morphismes

M* ®@p N — Homg(M,N), f®&n— (m— f(m)n).
M* @ N* — (M @ N)*,  f@g— (m@n— f(m)®g(n)).

Endg(M) ®; Endg(N) — Endi(M @, N), f®g— (m®n— f(m)® g(n)).

Ezercice 11.6.7 (Exactitude & droite du foncteur e ® N). Soit M un A-module. Supposons que
I’on ait une suite exacte
N -2 N SN 0.

o4



Montrer que la suite

N @4 M P29 N o M Y N o M — 0

est exacte.

On pourra pour cela utiliser le critére suivant : supposons que
) L' 5L 51—
soit une suite de A-modules, que ’on ne suppose pas exacte. Alors () est exacte si et seulement
si pour tout A-module K,
(xx) 0 — Homu(L", K) N Homy (L, K) N Homy (L', K).
est exacte

Remarque I1.6.8. Un A-module M tel que le foncteur e ® 4 M is exact est dit plat.

Remarque 11.6.9. Supposons qu’un probleme nous demande de construire un morphisme f
de A-module de la forme
My ®a4 My ®4 QM, — N,

et que l'on ait une formule a proposer pour f(m; ® ---® m,). Il faut alors donner un argument
pour montrer que f est bien définie. La bonne maniere de faire est d’utiliser la propriété uiverselle
du produit tensoriel, et d’éviter la construction explicite de celui-ci. Il s’agit donc par exemple
ici de définir une application multilinéaire f : M; x My x M, — N, la vérification de
la multilinéarité étant en général sans probleme. A titre d’illustration, voir les exercices qui
suivent.

Ezercice 11.6.10. Soient A — B et A — C des morphismes d’anneaux commutatifs. Montrer
que le produit tensoriel B ® 4 C' est muni canoniquement d’une structure de A-algebre.

Exercice 11.6.11. Soient I,J C A deux idéaux de 'anneau commutatif A. Montrer que 1'on a
un isomorphisme de A-algebres

(A/D) @a (A)J) = A/(T +J).

En déduire (Z/nZ) @z (Z/mZ) pour tout couple d’entiers naturels non nuls (m,n).

Ezercice 11.6.12. Soient M un A-module et I un idéal de I’anneau commutatif A. Montrer que

M/IM ~ M ®4 (A/I).

I1.6.2 Restriction/Extension des scalaires

Soit f: A — B un morphisme d’anneaux commutatifs. L’application
Ax B— B, (a,b)— f(a)b

munit B d’une structure de A-module.

On peut dong, étant donné un A-module M, former le produit tensoriel B ®4 M pour cette
structure de A-module sur B (f a disparu de la notation, ce qui est ambigu mais plus léger).
On munit alors B ® 4 M d’une structure de B-module par

Bx(B®4aM)— Ba M, (byc®m)— bc®m.

et on appelle ce B-module I'extension des scalaires de A & B de M.
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Exemple I1.6.13. Soit V un R espace vectoriel. On prend pour morphisme f l'inclusion de R
dans C. La construction ci-dessus fournit un C-espace vectoriel Vo = C®Rg V' que 'on appelle la
complexification de I’espace vectoriel V. Si (e;)ics est une base du R espace vectoriel V, (1®e;)
est une base du C espace vectoriel V.

Dans l'autre sens, toujours grace a f : A — B, on peut munir un B-module N d’une
structure de A-module par

Ax N — N, (a,n) — f(a)-n
et I'on appelle ce A-module la restriction des scalaires de B & A du module N. On le note
res%(N) pour le plaisir d’étre lourd.
Proposition I1.6.14. Soit M un A-module et N un B-module. On un un isomorphisme naturel

Hom 4 (M, res% (N)) ~ Homp(B ®4 M, N)

Démonstration. Si g € Hom 4 (M, resB (N)), définissons G : B x M — N par G(b,m) = b- g(m).
C’est une application bilinéaire, qui s’étend donc au produit tensoriel B ® 4 M. Il est immédiat
de voir que ceci réalise "isomorphisme voulu. O

FEzercice 11.6.15. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux commutatifs et soit P € A[X]. On
note encore ¢ : A[X] — B[X] le morphisme induit par ¢ en l'appliquant aux coefficients des
polynémes. Montrer que ’on a un isomorphisme de B-algebres

B @a (A[X]/(P)) = B[X]/(6(P)).
Calculer C ®g C. Est-ce un corps ? Méme question avec Q(i) ®g Q(v/2).

Ezxercice 11.6.16. Soient A et B des anneaux commutatifs, soient M un A-module, P un B-
module et N un (A, B)-bimodule (c’est-a-dire que N est is simultanément un A-module et un
B-module et que les actions de A et B sur N commutent. Montrer que M ® 4 N est naturellement
un B-module, et N ® g P un A-module, et que

(M®aN)®pP~M®s(NopP).

I1.6.3 Produits tensoriels sur un anneau non commutatif

Le produit tensoriel sur un anneau non commutatif est plus délicat a définir. On y arrive
tout de méme, au prix de quelques adaptations.

Définition 11.6.17. Soient M un A-module a droite et N un A-module a gauche et Z un
Z-module. On dit que f € Lz(M x N;Z) est balancée si f(m -a,n) = f(m,a-n) quels que
soilent a € A, me M etn € N.

On appelle produit tensoriel de M et N, et I'on note M ® 4 N un Z-module et une application
L € L7(M x N; M ®4 N) bien balancée telle que toute application f € Lz (M x N; Z) se factorise
en f o pour un unique f € Homyz(M ®4 N, Z).

Comme dans le cas commutatif, et comme pour tout objet défini par une propriété univer-
selle, M ® 4 N est caractérisé par cette propriété a isomorphisme pres. La construction de M ® 4 N
se fait comme dans le cas commutatif, en prenant le quotient de Z(M*N) par le sous-module
engendré par les relations voulues. On passe les détails.

Proposition I1.6.18. Soient M un A-module a droite et N et L des A-modules a gauche. Le
Z-module Homyz (N, L) est un A-module a droite par (f-a)(n) = f(a-n). On a un isomorphisme
naturel de Z-modules

Hom 4 (M,Homz(N, L)) ~ Homgz(M ®4 N, L).
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I1.7 Lemme de Yoneda

Le lemme de Yoneda est un résultat de théorie des catégories. On en donne ici une version
faible appliquée aux modules sur un anneau A, qui peut se révéler utile.

Théoréme I1.7.1 (Yoneda (version faible)). Soit X et Y deux A-modules et supposons que
pour tout A-module Z, on ait un isomorphisme naturel

Uy : Homy (X, Z) ~ Homy (Y, Z).

Alors X et'Y sont isomorphes.

On a le méme résultat avec des isomorphismes naturels
®;: Homu(Z,X)~Homy(Z,Y).

La naturalité des Wz signifie que si on a un morphisme 1 : Z; — Z, alors on a un diagramme

commutatif
Uz,

Homyu (X, Z) Homyu (Y, Z4)

lm. ) lm.

Hom (X, Zo) 2 Homa(Y, Zs)

Démonstration. On utilise les isomorphismes
Ux : Homy (X, X) ~Homg(Y,X), Py: Homy(X,Y)~ Homy(Y,Y).

et 'on note Ux(Idx) =f: YV = X et U/ (Idy) =g: X =Y.

La naturalité des ¥ nous donne

v x

Homy (X, X) Homy (Y, X)
igo. igo.
Homu(X,Y) —2~ Hom,(Y,Y)

et en partant de Idx en haut & gauche, on obtient Idy = g o f en bas a droite. On obtient de
méme Idxy = fog. O

I1.8 Interlude culturel : axiome du choix, lemme de Zorn, théoreme
de Krull

Dans cette section, nous rappelons ’énoncé de ’axiome du choix et nous donnons deux
énoncés équivalents souvent utilisé en algebre, le lemme de Zorn et le théoreme de Krull.

Axiome du choix. L’axiome du choix est un axiome de la théorie des ensembles. Voici
quelques formulations équivalentes.

(a) Pour tout ensemble X d’ensembles non vides, il existe une fonction de choix f sur X,
c’est-a-dire qu’a tout ensemble E de X est associé un élément f(F) de E.

(b) Pour toute ensemble E, il existe une fonction f sur P(F) \ {0} ('ensemble des parties
non vide de F) telle que pour tout A € P(E) \ {0}, f(A) € A.
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(c) Pour toute relation d’équivalence sur un ensemble, il existe un ensemble de représentants
des classes.

(d) Toute surjection p : X — Y posseéde une section, c’est-a-dire une application s : ¥ — X
telle que po s = Idy.

(e) Le produit [ [, X; d’une famille d’ensembles non vide est non vide.

Lemme de Zorn. Un ensemble partiellement ordonné F est dit inductif quand toute partie
S de F totalement ordonnée (ou chaine) de E admet un majorant (c’est-a-dire un élément
M € E tel que pour tout s € S, s < M).

Le lemme de Zorn dit que tout ensemble inductif £¥ admet un élément maximal, c’est-a-dire
un élément m € F tel que si x > m dans F, alors z = m.

Rappelons les définitions suivantes : un idéal (4 gauche) d’un anneau A est propre s’il n’est
pas égal a A. Un idéal (a gauche) est dit maximal si c’est idéal propre qui n’est contenu dans
aucun autre idéal propre que lui-méme.

Théoréme de Krull. Tout idéal a gauche propre d’un anneau est contenu dans un idéal
maximal.

On a des énoncés similaires avec les idéaux a droite, ou bilateres. Pour illustrer la fagon
dont on utilise le lemme de Zorn, donnons une preuve de ce théoreme, dans le cas des idéaux a
gauche par exemple, les autres cas étant similaires.

Démonstration. Fixonx un idéal propre J et considérons ’ensemble P des idéaux propres de
A contenant J, ordonné par l'inclusion. Montrons que c’est un ensemble inductif. C’est un
ensemble non vide car J € P. Soit (/j);jcs une chaine dans P. Il s’agit de montrer que (1) e
admet un majorant dans P. Un majorant de la chaine vide est 'idéal {0}. Si la chaine n’est
pas vide, le candidat pour étre un majorant est ¢ = Uje 7 Ij. Montrons que c’est bien un
élément de P. Soient 1,22 € & et © € A. Il existe j1,j2 € J avec x1 € I, et z2 € I;,. La
propriété de chaine dit que l'on a I C Ij, ou I, C I;,. Disons que l'on est dans le premier
cas. Alors z1 + x2 € I;, C #. Ceci montre que ¢ est un sous-groupe additif de A. On a aussi
ary € I;, C 7, ce qui montre que .# est un idéal. Il est clair qu’il contient J. Le point crucial
est bien sir de montrer que .# est un idéal propre. Si tel n’est pas le cas, alors 1 € .#. Mais
alors Il existe jo € J avec 1 € I, ce qui contredit le fait que I;, est propre. Nous avons donc
montré que .# = ;e 1j est un majorant de (Ij)jes dans P, et cet ensemble est donc inductif.
Par le lemme de Zorn, il contient un élément maximal m. U

Outre le théoreme de Krull, des énoncés tres importants en algebre nécessitent ’axiome du
choix.

Théoreéme de la base incompléte. Toute famille libre dans un espace vectoriel peut étre
complétée en une base, et de toute famille génératrice, on peut extraire une base.

Cloture algébrique d’un corps. Tout corps admet une cloture algébrique.
I1.9 Modules noethériens, artiniens

I1.9.1 Conditions de finitude

Définition I1.9.1. Soit M un A-module. Si M admet une famille génératrice finie, on dit que
M est de type fini.
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Ezercice 11.9.2. Le but de cet exercice est de donner une définition équivalente de module de type
fini qui ne fasse pas appel aux notions ensemblistes (éléments d’un ensemble) mais seulement
aux notions < catégorielles > (les A-modules et leur morphismes).

Montrer que M est un module de type fini si et seulement si la propriété suivante est vérifiée.

(i) Soit (M;)icr une famille de sous-modules de M telle que ). ; M; = M. Alors il existe
une partie finie J C I telle que ), ; M; = M.

On remarquera l’analogie de (i) avec la définition des compacts en topologie.

On appelle chaine dans M une famille (M;);c; de sous-modules totalement ordonnée pour
I'inclusion (c’est-a-dire que pour i,j € I, soit on a M; C M;, soit M; C M;). Considérons la
propriété suivante :

(i) Pour toute chaine de sous-modules propres (M;)icr, > ;7 M; est encore un sous-module
propre.

Montrer que si M est de type fini, M vérifie (i7). La réciproque est vraie aussi, mais difficile.
Ezercice 11.9.3. Soit M un A-module de type fini et soit L un sous-module propre de M. Montrer

qu’il existe un sous-module propre N de M contenant L et maximal pour l'inclusion avec ces
deux propriétés. Indication : Zorn.

Définition I1.9.4. Un A-module M est dit noetherien si tout ensemble non vide U de sous-
modules de M admet un élément maximal, c’est-a-dire qu’il existe My € U tel que si My € U
vérifie My C My, alors My = M;.

Voici d’autres définitions équivalentes de cette notion.

Proposition I1.9.5. Le A-module M est noethérien si et seulement si l'une des deux conditions
suivantes est vraie :

(1) tout sous-module de M est de type fini,

(i) Toute suite croissante
MicMyc...CM,C...
de sous-modules de M est stationnaire a partir d’un certain rang.

Démonstration. Montrons que (ii) implique que M est noethérien, en supposant que (i) est
vrai et qu’il existe un ensemble U non vide de sous-modules de M qui ne contient pas d’élément
maximal pour l'inclusion. Prenons M; € &Y. Comme M; n’est pas maximal pour 'inclusion, il
existe My € U tel que My C Ms. Mais My n’est pas non plus maximal pour I'inclusion... On
construit donc une suite infinie strictement croissante de sous-modules de M, ce qui contredit

Supposons M noethérien et montrons (i) : Soit M’ un sous-module de M. Considérons
lensemble U de tous les sous-module de type fini de M’. Cet ensemble admet un élément
maximal, disons Mj. Pour tout m € M’, le sous-module My + A - m (le module engendré par
My et m) est de type fini, et donc par maximalité de My, on a My + A -m = My, c’est-a-dire
m € My, ce qui prouve que My = M’, et M’ est de type fini.

Supposons maintenant (i) et montrons (i7). Soit
MicMyc...cM,C...

une suite croissante de sous-modules. La réunion My, = Un€N>O M, est un sous-module de M,
donc de type fini. Soit (mq,..., m,) une famille finie génératrice de M, et pour chaque m;,
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soit My, I'un des sous-module de la suite avec m; € My,. On a alors M =J,_; . My, ce qui
montre que la suite de sous-modules est stationnaire a partir de max;—1 ., n;. O

Si on remplace le mot < maximal > par < minimal > dans la définition d’un module
noethérien ci-dessus, on obtient la notion de module artinien. La caractérisation (i) de la propo-
sition se traduit en remplagant < suite croissante de sous-modules > par < suite décroissante >.

Définition I1.9.6. Un A-module M est dit artinien si tout ensemble non vide U de sous-
modules de M admet un élément minimal, c’est-a-dire qu'’il existe My € U tel que si My, € U
vérifie My C My, alors My = M;.

De maniere équivalente, un module est artinien si toute suite décroissante
MiD>DMyD>...OM,D...
de sous-modules de M est stationnaire & partir d’un certain rang.

L’équivalence se montre comme dans la proposition.

Exemples I1.9.7. 1. Le Z-module Z est noethérien, mais pas artinien,
2. Le Z-module Q n’est ni noethérien, ni artinien.
3. Tout Z-module de cardinal fini est noethérien et artinien.

4. Soit k£ un corps et A une k-algebre. Tout A-module est aussi un k-espace vectoriel, et
si M est un A-module de dimension finie comme k-espace vectoriel, alors M est noethérien et
artinien.

Ezercice 11.9.8. 1. Montrer qu’un produit direct fini de A-modules noethériens (resp. artiniens)
est noethérien (resp. artinien).
2. Soit 0 - M" — M — M" — 0 une suite exacte courte de A-modules. Montrer que M est

noethérien (resp. artinien) si et seulement si M’ et M” sont noethériens (resp. artiniens).

Définition I1.9.9. Un anneau A est noetherien, s’il est noetherien en tant que A-module a
gauche. Autrement dit, toute suite croissante d’idéaux a gauche de A est stationnaire.

Théoréme 11.9.10. Tout module de type fini sur un anneau noethérien est noethérien.

Démonstration. Soit A un anneau noethérien, et soit M un A-module de type fini : Il existe
r € Nyg et un morphisme surjectif A" — M. Le module M est donc isomorphe & un module
quotient de A". Or A" est noethérien d’apres I'exercice (1) et donc M est noethérien
d’apres le (2) du méme exercice. O

Une classe importante d’anneaux noethériens est celle des anneaux commutatifs principaux,
c’est-a-dire tel que tout idéal I de A est monogene (engendré par un seul élément). C’est le cas
de Z. On rappelle aussi le théoreme de la base de Hilbert, déja démontré (cf. Thm. [I.7.1)).

Théoréme I1.9.11 (Hilbert). Soit A un anneau commutatif noethérien. Alors l'anneau des
polynomes A[X] est noethérien.
Ezercice 11.9.12. Soit f: M — M un endomorphisme de A-modules.
(a) On suppose M noethérien. Montrer que si f est surjectif, alors ¢’est un isomorphisme.
(b) On suppose M artinien. Montrer que si f est injectif, alors ¢’est un isomorphisme.

(c¢) (Lemme de Fitting) On suppose M mnoethérien et artinien. Montrer qu’il existe une
décomposition
M=M_. ® M
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de M en somme directe de deux sous-modules stables par f, tels que la restriction de f a My,
soit un automorphisme, et la restriction de f a M_., soit nilpotente.

Remarque I1.9.13. On peut particulariser le lemme de Fitting au cas ou A = k est un corps
et M =V est un k-espace vectoriel de dimension finie. Pour tout endomorphisme f de V, il
existe une décomposition de V' en somme directe

V:VLOOEBVOO

telle que la restriction de f a V_, soit nilpotente et la restriction a V, inversible.

I1.10 Modules indécomposables

Définition I1.10.1. Un A-module M est décomposable s’il peut s’écrire comme somme di-
recte M = M’ @& M" de deux sous-modules non nuls. Un A-module M non nul qui n’est pas
décomposable est dit indécomposable. Un A-module M est dit totalement décomposable s’il
peut s’écrire comme somme directe (éventuellement infinie) de sous-modules indécomposables.

Nous allons donner un critere pour qu’un module M soit indécomposable qui s’exprime par
une propriété de I'anneau End 4(M).

Définition I1.10.2. Un anneau E est dit local si # = E'\ E* est un idéal bilatere.

Remarque I1.10.3. On voit facilement que .# = E \ E* contient tout idéal propre de F
(un idéal propre ne contient pas d’inversible). Si .# = E \ E* est un idéal bilateére, il est
donc maximal, et c’est 'unique idéal bilatere maximal de E. La réciproque n’est pas vraie en
général. Par exemple, si V est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps k, alors les
seuls idéaux bilateres de Endg (V') sont {0} et Endg (V). Le seul idéal maximal est donc {0} et
Endg (V) \ GL(V) n’est pas un idéal bilatere.

En revanche, si A est commutatif, alors tout élément non inversible engendre un idéal propre,
et donc si A admet un seul idéal maximal 9, on a M = A\ A*. Pour un anneau commutatif,
on prend souvent cette caractérisation comme définition d’un anneau local.

Théoréme 11.10.4. Soit M un A-module noethérien ou artinien. Si End (M) est un anneau
local, alors M est indécomposable. Si I'on suppose M mnoethérien et artinien, la réciproque est
vraie. Plus précisément, on a alors les équivalences suivantes :

(1) le module M est indécomposable.
(ii) Uanneau E = Endy (M) est local.

Démonstration. Supposons que M ne soit pas indécomposable, on va montrer que F = End 4 (M)
n’est pas local. On a par hypothese I'existence d’une décomposition non triviale M = M’ @ M".
On a alors une décomposition

B B Ends(M") Hom 4 (M', M")
E = Enda(M) = <HornA(M”,M’) Enda(M")

Idps O

0 0
e’ = 1dps — € est Vopérateur de projection sur M”. Comme les décomposition sont non triviales,
¢’ et €’ ne sont pas inversibles, mais leur somme est, puisque Idy; = €’ +¢€”. Ainsi F'\ E* n’est
pas un idéal bilatere et E est non local. On a donc montré que (i1) = (7).

Posons e’ = ( > (c’est I'opérateur de projection sur M’, il vérifie e? = €). De méme
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Supposons M noethérien, artinien et indécomposable. D’apres le lemme de Fitting, (exercice
, tout élément non nul de F = End4(M) est soit nilpotent, soit inversible, et ainsi
Pensemble 9 = E'\ E* est 'ensemble des nilpotents de E. Montrons que c’est un idéal bilatere :
soit e € M et a € E. Comme e est nilpotent, on a d’apres l'exercice ker(e) # {0} et
Im (e) # E, d ou ker(ae) # {0} et Im (ea) # E. Ainsi ea et ae ne sont pas inversibles, ils sont
donc nilpotents, et 91 est stable par multiplication a gauche et a droite par un élément de E.
Il reste & montrer que 9 est un sous-groupe additif de E. Si e,e’ € M sont tels que e + €’
est inversible, il existe ¢ € E avec ec = 1g — €'c, et comme e’ € M, il est nilpotent, et donc
1 —ec = ec est inversible (d'inverse 3 7%, (ec’ ) ce qui constitue une contradiction avec le fait
que e soit nilpotent. O

On note Indec(A) I'ensemble des classes d’isomorphisme de A-modules indécomposables.

Théoréme I1.10.5 (Krull-Schmidt). Soit M un A-module noethérien ou artinien. Alors il
existe une application a support fini

k: Indec(A) — N

tel que M soit isomorphe a la somme directe

D N,

Ne€lndec(A)

Si M est a la fois noethérien et artinien, cette application k est unique. On la note alors Ky,
et kpr(N) est la multiplicité du module indécomposable N dans M.

Démonstration. Montrons ’existence de la décomposition, par I’absurde. On suppose donc que
M n’est pas totalement décomposable. En particulier, il n’est pas indécomposable, et il existe
donc une décomposition

M=M2 oM

1(0) ne l'est

ou Ml(o) et MQ(O) ne sont pas tous les deux totalement décomposables, disons que M.
pas... on itere alors 'argument et 1’on obtient des décompositions successives

M =M oMM o

M =M™ @ Mg Q;MQ(”) o-oM" oM
On obtient ainsi en particulier une suite strictement croissante de sous-modules
MO cMPomP ccMPemPe oM,
et une suite strictement décroissante de sous-modules
Ml(o) >\ Ml(l) DD Ml(”),

ce qui contredit I’hypothese faite sur M.
Supposons maintenant M noethérien et artinien, et montrons I'unicité de la décomposition.

Il suffit grace & une récurrence simple de montrer le résultat suivant : si M, M’, Ny,..., N,
sont des A-modules, avec M et les N; indécomposables, et que ’on a un isomorphisme

Me&M ~N=N;&---&N,;
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alors il existe un indice s entre 1 et t tel que

M ~ Ny et M' ~ D N;.
i

Soit ® = (¢,¢') : M & M’ — N Visomorphisme de I’énoncé, écrit sous forme matricelle, et

U = <:f,> : N — M @& M’ son inverse. On note ¢; I'injection canonique de N; dans N et p; la

projection canonique de N sur N;. On a

y=sevraov, (529)= (i)

t
Idy =tod=> oropod
i=1
D’apres le théoreme E = Ends(M) est un anneau local, et donc E \ E* est un idéal
bilatere. Ainsi au moins 1'un des v o ¢; o p; o ¢ est inversible, disons y = Y ors0ps0¢p € E*. On
en déduit que 1 o4 est une surjection de Ny sur M et pso ¢ est une injection de M dans Ny. De
plus Ng = Im (ps 0 ¢) @ ker(y o t5). Comme N, est indécomposable, on a donc Ny = Im (ps o ¢)
et ker(¢ o 1s) = {0}, ce qui fournit I'isomorphisme entre Ny et M.

Onayxy lotworsopsogp =1Idy et psopoxtoror, = Idy,. On définit pour j # s,

vy o Nj— M"et pf: M"— Nj par
=10, py=pjo(ldy—¢ox'oporops)od.

On vérifie que pf; o ¢} = Idy;
pjoi;=pjo(ldy —dox 'otporops)od ot oy
On utilise ¢' 09’ = Idy — ¢ 0 9, ce qui donne
p;-OL;:ij(IdN—gZ)OX_lOwOLSOpS)O(IdN—(]SOw)OLj.

—pjotj—pjododor—pjodox todoropolt+pjopox todoropodotor

Comme pj o 1j =Idy,, psotj =0, x ' oo, 0pso¢=Idy, on obtient le résultat voulu. De
méme on vérifie que p; o ¢; = 0 si i # j. Enfin, on a

ZL; op9 :IdM/,

J#s
qui se vérifie de méme en utilisant Z#S tjop; =Idy —tsops et ' o = 0. On en déduit
aisément que M’ ~ @, N;. O

Ce théoreme présente un aspect satisfaisant : I’étude des A-modules se ramene a celle des
modules indécomposables. Ceux-ci sont les blocs de base grace auxquels tous les autres modules
sont obtenus par somme directe. L’aspect moins satisfaisant est que les modules indécomposables
peuvent avoir une structure interne compliquée, difficile & analyser. D’autre part, on ne connait
une classification des modules indécomposables que dans tres peu de cas, par exemple les an-
neaux semi-simples (voir exercice , ou les anneaux de Dedekind, dont nous verrons un
cas particulier, celui des anneaux principaux.
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Ezercice 11.10.6. Soit F' un corps fini, de cardinal disons g. On rappelle que pour chaque entier
naturel n, le groupe GL,,(F') est d’ordre

an=(¢"-1(¢"—q)...(¢" —¢" ).

(i) Soient £ < n deux entiers naturels. Montrer qu’il y a exactement oy, /agoy,—k paires
(X,Y) formées de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F", tels que dim X = k et
dimY =n — k.

(ii) Pour chaque entier naturel n, on note (,, le nombre de matrices nilpotentes dans M., (F)
(on convient que Sy = 1). Montrer que

> By = g Jomn.
k=0

Indication : regardons les éléments de M,,(F') comme des endomorphismes de 1’espace vectoriel
V = F". D’apreés le lemme de Fitting, chaque élément u € M, (F) détermine une unique
décomposition V = Vo, @& V_o en somme directe de deux sous-espaces, sur lesquels u agit de
fagon respectivement inversible et nilpotente. Ainsi on atteint chaque élément u € M,,(F') une
et une seule fois en prenant une décomposition V = X @Y, un endomorphisme nilpotent de X,
et un élément de GL(Y).

n—1)

(iii) En déduire que 8, = ¢™ :
FEzercice 11.10.7. [Lemme de Nakayama)

a) Soit A un anneau commutatif et I un idéal qui est inclus dans tous les idéaux maximaux
de A. Soit M un A-module de type fini. Supposons que IM = M. Montrer que 'on a M = 0.

b) Soient A un anneau commutatif local, .# son ideal maximal, M un A-module de type
fini et NV un sous-module. Montrer que si M = N 4+ .# - M, alors M = N. En déduire que si
Z1,...,Ty sont des éléments de M tels que Zy,...,T, engendrent M/.# - M, alors x1,...,x,
engendrent M.

c¢) Soient A un anneau commutatif local et M un A-module projectif de type fini. Montrer
que M est libre.

I1.11 Module simple. Suites de Jordan-Holder

Définition I1.11.1. On dit qu'un A-module M est simple s’il est non nul et si ses seuls sous-
modules sont {0} et M. Notons A I'ensemble des classes d’isomorphisme de A-modules simples.

On dit qu’un module est completement réductible s’il peut s’écrire comme une somme directe
de sous-modules simples.

Les modules simples sont faciles a caractériser en termes d’idéaux maximaux. En effet, soit
M un module simple et soit 0 # m € M. Considérons

p: A= M, ar—a-m.

Ce morphisme doit étre surjectif, donc M est monogene, engendré par m. Si I'on pose MM =
ker(p), on a A/ ~ M, et M est un idéal & gauche maximal de A. En effet, si I est un idéal a
gauche de A avec m C I, alors I-m est un sous-module de M, donc I-m = 0, ou bien I-m = M.
Dans le premier cas, I C kerp donc I = m et dans le second, il existe a € I tel que a - m = m,
dotulgy—acemcCli,donclyel,etl=A.
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Définition I1.11.2. On dit qu'un anneau E non nul est un anneau a division si tout élément
non nul est inversible (E'\ {0} = EX).

Un anneau a division est en particulier local, {0} = A\ A* étant son unique idéal bilatere
maximal.

Lemme I1.11.3 (Lemme de Schur). Si M et M’ sont deuz A-modules simples, alors on est
dans l'une des deux situations suivantes :

- M et M’ ne sont pas isomorphes, et alors Homy (M, M') = {0}.

- M et M’ sont isomorphes : on fize un isomorphisme ¢ : M ~ M'. Tout morphisme
¥ € Homa (M, M') est alors de la forme 1p = x o ¢ avec x € Enda(M), ce qui fournit un
isomorphisme de groupes abéliens

Hom 4 (M, M') ~ End4(M).

De plus, E = End4(M) est un anneau a division.

Si A est une k-algébre sur un corps k algébriguement clos et si M est un A-module simple
avec dimy M finie, alors End (M) = {\ x Idys, A € k}.

Démonstration. L’image et le noyau d’un morphisme de A-module sont des sous-modules, et
tout se déduit facilement de la. Pour le second point, on utilise le fait qu'un endomorphisme
k-linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie admet une valeur propre et un sous-espace
propre non trivial si k est algébriquement clos. O

Ezercice I1.11.4. Montrer que si E est une k-algebre a division de k-dimension finie, k algébriquement
clos, alors F = k.

Corollaire I1.11.5. Soit M = @'_, M™™ un A-module somme directe de modules simples M;
deux a deux non isomorphes. On a alors un isomorphisme canonique d’anneauz

Enda(M) ~ [ [ Mn, (Enda(M;)).
=1

On retiendra les implication suivantes, avec pour la fleche verticale de droite, 'hypothese
supplémentaire que M est artinien ou noetherien :

M simple M indécomposable

ﬂ ﬂ

End4 (M) anneau a division =—=> End 4 (M) anneau local

Proposition I1.11.6. Soit M un A-module. Alors M admet deux sous-modules My C My tels
que le quotient My /My soit simple. Si M est de type fini, alors M admet un quotient simple.

Démonstration. Supposons M de type fini. Considérons I’ensemble P des sous-modules propres
de M, ordonné par inclusion. Pour pouvoir appliquer le lemme de Zorn, vérifions que si (IV;);er
est une chaine dans P, alors leur union U; V; est encore un sous-module propre, qui est bien str
un majorant de (IV;);er (un majorant de la chaine vide est le sous-module {0}). II est facile de
vérifier que U;N; est un sous-module (grace a la propriété de chaine). Supposons M = U;N;.
Comme M est de type fini, tout ses générateurs sont dans un certain N;, (encore grace a la
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propriété de chaine), et 'on a alors M = U;N; = N;,, ce qui contredit le fait que N;, est propre.
Ainsi S est inductif. Il admet un élément maximal N. Le quotient M /N est alors simple.

Si M n’est pas de type fini, on considere un sous-module Ms de type fini de M, et ’on vient
de montrer qu’il existe un sous-module M; de My tel que My /M; est simple. O

Lemme I1.11.7. Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe des modules simples M;, i € I, tels que M =, ; M;,
(i1) il existe des modules simples M;, j € J, tels que M =
compléte réductibilité),

(131) pour tout sous-module M' de M, il existe un sous-module M" tel que M = M' & M"
cette propriété est la semi-simplicité).
tt i€té est | -simplicité

ies M (cette propriété est la

On dit alors que M est semi-simple ou complétement réductible, ces deux propriétés étant
équivalentes.

Démonstration. 11 est clair que (i) = (i). Supposons (i) et montrons (iii). Soit M’ un sous-
module de M. On peut, d’apres ’hypothese, écrire M comme une somme (mais pas directe) de

sous-objets,
M=) M,
il
pour un certain ensemble d’indices I.

Considérons ’ensemble S des sous-modules N de M de la forme N =}, ;- My, K C I, tel
que la somme F' = M'+43", _ - M, soit directe. Constatons que S contient le sous-module trivial
{0}. Ordonnons S par l'inclusion, et montrons que c’est un ensemble inductif. Soit (N;);es une
chaine non vide dans S et montrons que A4 = Uj N; est un majorant de cette chaine dans
S. (la chaine vide est majoré par {0} € §). On montre facilement en utilisant la propriété de
chaine que N est un sous-module, et il est bien de la forme .4 = 3", M) (I'ensemble %
est la réunion des ensembles d’indices K; dans les écritures Nj = >, K; My, j € J). Le point
crucial est de montrer que M’ + 3", M, est une somme directe. Supposons que l'on ait une

relation
m’ + Z my = 0,
kex”

oum' € M' et my, € My, k € ¥ tous nuls sauf un nombre fini. Chaque m;, non nul est dans un
Nj, pour un ji € J et la propriété de chaine fait que ils sont tous dans un Nj, = >, Kj, My,

fixé. La relation est donc dans M'+ Nj, et comme la somme M'+3", Kj, M, est directe, m’ =0

et > my = 0. Ceci montre que AN est un majorant de la chaine (N;),cs dans S. On peut donc
appliquer le lemme de Zorn : un sous-module de M de la forme ) jeg My, J C 1, maximal pour
I'inclusion et tel que la somme F' = M’ + ) jed M; soit directe. Alors cette somme est égale
& M. En effet, il suffit de voir que chaque M;, i € I, est dans ' = M' & (D, ; M;). Comme
I'intersection de F' avec M; est un sous-module de M;, cette intersection est M; ou 0 puisque
M; est simple. Si cette intersection était nulle, on pourrait adjoindre ¢ & J ce qui contredit la
maximalité de J. Donc M; C F. Montrons maintenant que (¢i:) implique (i7). Commengons
par voir que M admet alors un sous-module simple. Soit M’ un sous-module de M de type
fini. Considérons ’ensemble S des sous-modules propres de M’, ordonné par 'inclusion. Nous
avons vu dans la démonstration de la proposition que cet ensemble est inductif, et donc
qu’il admet d’apres le lemme de Zorn un élément maximal N. Cet N est un sous-module de M.
D’apres I’hypothese, on peut écrire M = N @ F, pour un certain sous-module F. On a alors

M =N (M NF).
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Comme N est maximal dans M', M’ N F est simple. Ceci montre que M admet un sous-module
simple. Soit maintenant My une somme directe maximale de sous-modules simples de M. Si
M # My, on écrit M = My F. On applique maintenant la remarque précédente & F : il existe
un sous-objet simple de F'. Ceci contredit la définition de M. O

Corollaire I1.11.8. Tout sous-quotient d’un module complétement réductible est complétement
réductible.

Démonstration. Soit M un A-module completement réductible et soit N un sous-module. Soit L
un sous-module de N. D’apres le lemme, L admet un supplémentaire dans M, disons M = L& F,
et on aalors N = L&(FNN). Ceci montre que tout sous-module de N admet un supplémentaire,
et par le lemme, on sait que N est alors completement réductible.

D’autre part I'image de tout module simple de M par la projection canonique p : M — M /N
est soit un module simple, soit 0. Comme M est completement réductible, on en déduit que
M /N aussi. L’énoncé général avec un sous-quotient est conséquence immédiate des énoncés pour
un sous-module et un module quotient. O

Exercice 11.11.9. Soit 0 — M’ — M — M — 0 une suite exacte courte de A-modules. Montrer
que si M est semi-simple, il en est de méme de M’ et M". La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 11.11.10. Montrer que les conditions suivantes sur 'anneau A sont équivalentes :
(a) tout A-module M est semi-simple,
(b) le A-module régulier A est semi-simple.
On dit alors que A est un anneau semi-simple.

Ezercice 11.11.11. Soit A un anneau a division. Montrer que le seul A-module simple est le
module régulier A. En déduire que tout A-module est libre et semi-simple.

Ezxercice 11.11.12 (Théoreme de Maschke). Soit G un groupe fini et k& un corps dont la ca-
ractéristique ne divise pas |G|. Montrer que tout k[G]-module est semi-simple. Ceci reste-il vrai
sans 'hypothese sur la caractéristique de k7

I1.11.1 Suites de composition et théoreme de Jordan-Holder
Soit M un A-module. On appelle filtration de M une suite décroissante finie de sous-modules

M =FyM)D>Fi(M)D--DF,(M) D Fypa(M).

Le gradué associé a cette filtration est le module :
Grp(M) = @ Fi(M)/Fia (M).
i=1

On dit que la filtration F¢(M) comme ci-dessus est une suite de composition de M si les
quotients F;(M)/F;+1(M) sont simples. Le module gradué Grp(M) est alors semi-simple.

On associe a une telle suite de composition une fonction de multiplicité.
mpg : AN

définie comme suit : on se rappelle que A est I'ensemble des classes d’isomorphisme de A-modules
simples. Si S € A, mp(S) est le nombre de modules simples F;(M)/F;11(M) dans le gradué qui
sont dans la classe S.
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Théoréme I1.11.13 (Jordan-Holder). Soit M un A-module noethérien et artinien. Alors M
admet une suite de composition. De plus, deur suites de composition Fe(M) et F'o(M) ont
méme fonction de multiplicité : mp = mpr.

Puisque la fonction multiplicité mp et le gradué Grp(M) ne dépendent pas de la suite de
composition choisie, on les note plutot respectivement mp; et Gr(M). La longueur de la suite
de composition ne dépend pas non plus de celle-ci, on dit que le module M est de longueur
finie, cette longueur étant celle d’une de ses suites de composition, ou encore la somme des
multiplicités des modules simples dans M.

Le théoréme dit que M est formé a partir des modules simples (avec leur multiplicité) dans
une suite de composition, mais la structure de M est en général bien plus compliquée qu’une
somme directe. On peut comparer le résultat avec le théoreme de Krull-Schmidt : dans ce
théoréme nous avions obtenu une décomposition dont la structure est transparente (une somme
directe), mais les modules indécomposables peuvent eux avoir une structure assez compliquée,
en particulier ils peuvent étre assez gros et on ne dispose que de peu de résultats de classification
des indécomposables. En revanche, dans le théoreme de Jordan-Hoélder, les modules simples (au
sens mathématiques) sont des objets dont la structure est accessible, mais la facon dont un
module M est constitué de module simples peut étre subtile.

Exemple I1.11.14. Considérons la k-algebre A des matrices triangulaires supérieures dans
M, (k) (k est un corps), et pour M, prenons le module k™. Notons (e, ..., e,) la base canonique
de k™. On a une filtration de k™ donnée par F,_;+1(k™) = (e1,...,€;), et les quotients successifs,
étant de dimension 1, sont simples. C’est donc une suite de composition, dont le gradué associé
est encore isomorphe a k™. Mais I’action d’'une matrice de A sur un élément du gradué ne se fait
que par sa diagonale (le passage aux quotients successifs tue ’action des coefficients au dessus
de la diagonale).

Remarque I1.11.15. Les hypotheses du théoreme de Jordan-Hoélder sont importantes : le
Z-module Z n’est pas artinien et il n’admet pas de suite de composition finie.

Lemme I1.11.16 (du papillon). Soit M un A-module et soient My C My et No C Ny des
sous-modules de M. On a alors un isomorphisme canonique :

MQ—F(MlﬂNl) - NQ—F(NlﬂMl)
M2+(M1QN2) o N2+(N10M2)'

Démonstration. Considérons la restriction de la projection canonique

M

T M —
MQ—F(MlﬁNQ)

a M; N Ny. Le noyau est My NNy N (Mz + (M; N Na)) = (Ma N Ny) + (M N Na) et 'image est
My + (Ml N Nl)

My + (Ml M NQ)

. On obtient donc par le premier théoreme d’isomorphisme

My NNy My + (Min Ny)
(MQ ﬁNl) + (Nl ﬂMg) T My + (Ml ﬂNg).

On conclut en échangeant le role des M; et des N; qui est symétrique. O

Le diagramme suivant explique le nom du lemme et montre que les mathématiciens sont
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parfois des poetes. Les doubles fleches indiquent les inclusions donnant des quotients isomorphes.

N1 N M,y M N Ny

o

NlﬂMQ MlﬂNg

[ |

M2+(M10N2 MlﬂNl N2+ NlﬂMz)
M2+(M10N1 N2—|— NlﬂMl)
M1 Nl

On passe maintenant a la démonstration du théoreme.

Démonstration. Montrons ’existence d’une suite de composition. Notons S I’ensemble des sous
A-modules de M possédant une suite de composition. L’ensemble S est non-vide puisqu’il
contient 0. Comme M est noethérien, S possede donc un élément M, maximal pour l'inclusion.
Supposons My # M. L’ensemble Sy des sous A-modules de M contenant strictement My est non-
vide puisqu’il contient M. Comme M est artinien, Sy possede donc un élément My, minimal
pour linclusion. Mais par construction Myy/Mp est un A-module simple donc, comme M
possede une suite de composition, Mgy aussi : cela contredit la maximalité de M.

Soient Fq(M) et F,(M) deux suites de composition de M. Posons
Fij = (F(M)NF{(M))+ Fiy1, Fj; = (Fj(M)NF(M))+ Fj,,,

On a

D) Fifl,nurl = Fz(M) = Fi,() D) FZ'71 DD Fm’ D) E,j+1 D...D Fi,n’+1 = Fi+1(M) = Fi+1,0 DI

/ / / / / / / /
O F g =F(M)=FjgDOFj; > DF; DF; 1 >...0F,=F (M)=Fj,,>

Comme Fj(M)/Fi1 (M) est simple, il existe un unique j = j(¢) € {0,...,n'} telque F; ;/F; j11 =

Fi(M)/F;+1(M), les autres quotients étant nuls, et idem pour la seconde filtration, chaque j
détermine un unique ¢ = i(j). On voit facilement que ceci détermine deux bijections inverses
I'une de l'autre entre les ensembles {0,,...,n} et {0,,...,n'} On a alors Fj(M) = F;; et
Fi11(M) = F; j1+1. En outre, le lemme du papillon donne alors

Fi(M)/Fiya(M) = F; j/Fiji1 = F} i/ Fj o = Fj(M)/F; (M),
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Chapitre 111

Modules de type fini sur un anneau
principal

Dans ce chapitre nous allons décrire, & isomorphisme pres, tous les A-modules de type fini
sur un anneau principal (donc en particulier commutatif et integre).

Nous allons donner deux approches différentes de ce résultat. La premiére est basée sur le
théoreme de Krull-Schmidt un résultat d’injectivité pour 'analyse de la partie de torsion
et une réduction & la partie de torsion.

La seconde approche, plus élémentaire, passe par un théoreme de réduction des matrices
(Théoreme et le théoreme de la base adaptée. Remarquons que dans la premiere ap-
proche, on déduit le théoreme de la base adaptée et celui de réduction des matrices du théoreme
de classification des modules. Ces trois résultats sont donc essentiellement équivalents.

On peut lire indépendamment les deux approches, c¢’est-a-dire les sections [[11.1] et [[11.2| d’une

part, ou bien les sections [[T1.3] [[TT.4ITTT.5| et [[TT.6] d’autre part. Il est intéressant de comparer les
deux approches et de voir dans quel ordre sont démontrés les résultats intermédiaires.

On passe ensuite aux applications : structure des groupes abéliens de type fini (section [ITL.7])
et algebre linéaire (section [I11.8)).

III.1 Décomposition des modules de type fini I

Soit M un module de type fini sur 'anneau principal A. Rappelons que nous avons introduit
en le sous-module Tor 4 (M) des éléments de torsion de M. On a donc une suite exacte courte

(IT1.1.1) 1 — Tory(M) — M — M/Tors(M) — 0

ou le module M /Tor (M) est sans torsion et de type fini.

Nous allons montrer que cette suite se scinde, et donne une décomposition
M =Tory(M)® L

ou L ~ M /Tor4(M) est sans torsion. Nous montrerons aussi qu'un module sans torsion sur un
anneau principal est libre. Ainsi M est somme directe d’'un module libre et de son module de
torsion. Dans la section suivante, nous analyserons la structure de Tor 4 (M).

Lemme III.1.1. Soit A un anneau commutatif intégre et soit M un module de type fini sans
torsion. Alors M est sous-module d’un module libre.
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Démonstration. Soit (m1,...,m,) un systeme de générateur de M. Le morphisme
'
A" — M, (a1,...,a;)— Zai‘mi
i=1

est donc surjectif. Soit S I'ensemble des parties I € {1,...,7} telles que le morphisme

AD 5 M, (a)ier = Zai Sy
el
soit injectif. Remarquons que S contient les singletons, puisque M est supposé sans torsion.
Il existe donc un élément maximal pour l'inclusion dans S, disons J. Soit N le sous-module
engendré par les mj, j € J. Par construction N ~ A() est libre. Si i ¢ J, il existe a; € A\ {0}
tel que a; - m; € N. En effet, si tel n’était pas le cas, on pourrait rajouter ¢ a 'ensemble J et
contredire la maximalité de J dans S. On pose alors a = Hi¢ jaj, et a est non nul car A est
integre. Considérons
M—M, m—a-m

Ce morphisme est injectif car M est sans torsion. De plus il est a valeurs dans N. En effet on
éerit m = >, by -my = Ekejbk'mk+2k§§ka'mk et

a-m= Z(abk) “my + Z(abk) My,

keJ k¢J

la premiere somme est dans le sous-module N, et chaque terme de la seconde aussi. Ainsi M
s’injecte dans le module libre N. O

Théoréeme III.1.2. Soit A un anneau principal, et soit M un module libre de rang n sur A.
Alors tout sous-module N de M est libre de rang plus petit ou égal a n.

Démonstration. Par convention, le module {0} est libre de rang 0. Si n = 0, le résultat est
donc vrai. On raisonne par récurrence sur n. On suppose donc n > 0 et le résultat vrai pour
les modules libres de rang < n — 1. Soit M libre de rang n, de base (e1,...,e,). Soit M’ le
sous-module engendré par (eg, ..., ey) : il est libre de rang n — 1. Soit N un sous-module de M.
Si N € M’, on applique I’hypothese de récurrence : N est libre de rang < n — 1. Sinon, il existe
y € N,y ¢ M'. Soit & I'ensemble des b € A tels qu'il existe x € M’ avec be; + 2z € N. Il est
clair que c’est un idéal de A et il est non nul. On a donc .# = (d) pour un certain d € A non
nul et il existe fi = deq + 21 € N avec 1 € M'. Considérons N N M’ : ¢’est un sous-module de
M’ par hypothese de récurrence, il est libre, disons de base (fa,..., fm) avec m — 1 < n — 1.
Montrons que (f1, f2, ..., fm) est une base de N. Tout élément de N s’écrit bey +y avec b € (d)
et y € M'. On écrit b = kd. On a

(bey +y) — kfi = kdey +y — k(dey + 1) =y — kz1 € (M' N N)

et donc (bey + y) — kf1 est dans le sous-module engendré par (fa,... fmn) et be; + y est dans le
sous-module engendré par (f1,... fm). Autrement dit (f1,..., fm) engendre N. Montrons que
(f1, f2s .-, fm) est une famille libre : supposons » ;" ; k; f; = 0 On a donc

kydey + kywy + ) kif; =0

i=2
avec kixy + Z:‘L:Q kif; € M’', donc une combinaison linéaire des es,...,e,. Ceci donne une
relation entre les e;, d’olt I'on déduit que kid = 0, d’ott k1 = 0. On a alors > " , ki fi = 0 et
donc tous les k; sont nuls. O
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Revenons a un module de type fini M sur ’anneau principal A. Les deux résultats précédents
nous disent que le module M /Tor4(M) est libre, disons de rang r, donc isomorphe a A". Un
module libre étant projectif (voir exercice [I1.5.19)), la suite exacte courte (III.1.1]) est scindée,

et ainsi on a bien
M =Tors(M) @ L,

ou L ~ M/Tora(M) ~ A" est un module libre de rang r.

Ezercice 111.1.3. Soit A un anneau principal et soient M un module libre de type fini sur A, et
N un sous-module. Montrer que N admet un supplémentaire dans M si et seulement si M /N
est sans torsion.

I1I.2 Décomposition des modules de type fini II

Il reste a analyser le module Tor4(M). Remarquons deux choses. Premierement, A est
principal, donc noethérien, et M est de type fini sur un anneau noethérien, donc noethérien (cf.
Théoreme , et le sous-module Tor 4(M) est de type fini. Pour la suite de I’étude, on peut
donc supposer sans perdre de généralité que M = Tor4(M).

Proposition I11.2.1. Supposons M de type fini et de torsion sur ’anneau principal A. Alors
M est artinien.

Démonstration. En effet, soit (mq,...,m,) une famille génératrice finie de M. Pour chaque
i€ {l,...,n} il existe un élément non-nul a; € A tel que a; - m; = 0. Alors a = a; ... a, annule
chaque m;, donc annule tous les éléments de M. Le morphisme surjectif de A-modules

n

n

A" — M, (al,...,an)HE a; - m;
i=1

se factorise par A™/aA"™. Nous allons voir juste apres que A/aA est artinien. Ainsi M est un
quotient du module artinien A™/aA™; ¢’est donc un module artinien (cf. exercice [I1.9.8)).

Il reste a voir que A/aA est artinien. Les sous-modules de A/aA sont donnés par les idéaux
bA de A contenant aA, c’est-a-dire par les diviseurs de a. L’anneau A étant factoriel, il n’y a
qu’un nombre fini d’idéaux bA contenant aA. O

Corollaire II1.2.2. Soit M un A-module de type fini et de torsion sur lanneau principal A.
Alors M admet une décomposition en somme directe de modules indécomposables (et encore de
torsion et de type fini).

Démonstration. Les hypotheses du théoreme de Krull-Schmidt sont en effet satisfaites. Un
sous-module d’un module de torsion est encore de torsion, ceci découle immédiatement de la
définition, et A est principal donc noethérien, et tout sous-module est de type fini. ]

Les modules de type fini, de torsion indécomposables sur un anneau principal admettent
une caractérisation explicite.

Proposition II1.2.3. Soit M un module de type fini, de torsion et indécomposable. Alors il
existe un unique idéal premier non-nul p de A et un unique entier n > 1 tels que M ~ A/p™.
Réciproquement, les modules de la forme A/p™ avec p idéal premier sont de type fini, de torsion
et indécomposables.
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Démonstration. Rappelons que 'annulateur d'un A-module M est l'idéal Ann(M) = {a €
A|¥Ym € M,a-m = 0} de A. Pour chaque m € M, notons pu, un générateur de l'idéal
Ann(m) ={a € Ala-m = 0}.

Lemme II1.2.4. i existe un élément m € M tel que Ann(M) = (um,) = Ann(m).

Démonstration. Dans un anneau factoriel, on définit facilement grace a la décomposition en fac-
teurs irréductibles ce qu’est le plus petit commun multiple (PPCM) d’une famille finie d’éléments
ai, . ..ap. Il est unique et défini a un inversible pres. En termes d’idéaux, un tel plus petit com-
mun multiple est un générateur de l'idéal (),_; ,(a;). On choisit un systeme de générateurs
fini mq,...m, de notre module M, et I'on a donc une famille finie gy - -5 bm, d’éléments de
A, et il est clair que

Am(M) = () Am(m)= () (ttm,)=PPCM((ttm,)i=1,..+)-

i=1,...,7 i=1,...,7

Il reste & montrer que l'on peut trouver un élément m € M tel que puy, soit un PPCM des
tm,;. Par une récurrence évidente, il suffit de montrer que si m’, m” € M, il existe m € M
tel que i, soit un PPCM de p,, et p,s. Pour cela, on utilise la décomposition en produit
d’éléments irréductibles de pi,,s et u,,» pour trouver des factorisations p,, = c'd" et p,» = 'd"
de sorte que ¢’ et ¢’ soient premiers entre eux et que leur produit soit un PPCM de p,, et
L. Ecrivons une égalité de Bézout ' + V'’ = 1 et posons m = d'm’ + d’m”. Tout multiple
commun de i, et p,,» annule m. Réciproquement, si @ annule m, alors ad'm’ = —ad"m”, et
donc ad'm’ = (' + "M ad'm’ = b'dad'm’ —b"c"ad"m" = ab' pym’ — ab” prm” = 0, ce qui
montre que ad’ est un multiple de p,,, et que ad” est un multiple de j,,~. Ainsi a est un multiple
commun de cet ¢, donc est un multiple de leur produit, lequel est un PPCM de pi,,r et iy,
par construction. Les éléments de A annulant m sont donc les multiples communs de ., et de
lmy : nous avons bien pu,;, = PPCM (1, fy). O

Regardons maintenant ’homomorphisme A — a - m du A-module & gauche régulier dans
M. Son image est le sous-module A - m engendré par m, son noyau est (un,) = Ann(M). Nous
disposons ainsi d’une suite exacte courte

0— A/Aun(M) — M — M/A-m — 0.

Appelons B I’anneau quotient A/Ann(M) et notons a — a la projection canonique. Le A-module
M peut étre vu comme un B-module, car 'homomorphisme de A dans Endz(M) définissant
la structure de A-module de M se factorise a travers B; le sous-module de M engendré par m
est le méme, que l'on regarde M comme un module sur A ou sur B et la suite exacte ci-dessus
peut donc étre vue comme une suite exacte de B-modules

(I11.2.1) 0—B— M — M/B-m —0.

La suite exacte ci dessus est scindée, en effet, plus généralement, on a le résultat suivant :

Lemme IT1.2.5. Soit A un anneau principal et B = A/l ou I est un idéal non nul de A, Alors
toute suite exacte de B-modules

0—BL ML M 0
est scindée.
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Autrement dit, le B-module régulier B est injectif. Cette notion est duale de celle de module

projectif étudiée en

Démonstration. Introduisons 1’ensemble £ des couples (u, N) ot N est un sous-B-module de M
contenant m = f(1), et u est un morphisme de B-modules de N dans B tel que u(m) = 1. On
munit £ de la relation d’ordre définie par (uj, N1) < (ug, N2) si N3 C Nj et si la restriction de
uo & Ny est égale a u;. Remarquons que £ est non vide. En effet, le morphisme B — B-m induit
un isomorphisme v : B ~ B -m, et 'on a (v™!, B-m) € £. Par définition, £ est un ensemble
ordonné inductif, et d’apres le lemme de Zorn, il contient un élément maximal, disons (ug, Np).
On raisonne par ’absurde en supposant que Ny # M. On prend alors y € M \ Ny, et I'on étend
ug en
u;: No+B-y— B

en fixant judicieusement la valeur de wui(y), ce qui contredira la maximalité de (ug, Ny). On
identifie B-modules et A-modules annulés par I.

On introduit I'idéal B B
J={be B|b-y e Ny}.

Soit 1 € A un générateur de I'idéal I, de sorte que B = A/(u). On a donc J = (by)/(), avec by
diviseur de p : il existe @ € A avec aby = p. Comme bo - y € Np, on pose ug(by-y) =¢ € B. On
a up(u.y) = 0 = ac, et ainsi ac = qu = gaby pour un certain ¢ dans A. Comme A est integre,
on a ¢ = gbg. On a donc obtenu

uo(bo - y) = ¢ = gbo.

Il est donc naturel de poser u1(y) = @ et donc par linéarité
u(n+b-y) =up(n) +bg, (be B, neNy).

Il s’agit maintenant de voir que u; est bien défini et ne dépend pas de la décomposition dans
Ny + B - y. On suppose donc que 'on a deux écritures n; + by - Yy =no + by - y. On veut donc
vérifier que ui(ny + by -y) = ui(ng + ba -y), ou encore ui(ny —ng) = ui((ba — by) -y) c’est-a-dire,
sin=b-y &€ NoNB -y, alors ug(n) = bg. Or b € J, donc b = Bby et bg = Bboq = Bug(bo - y) =
uo(Bbo - y) = up(n). Ceci montre que u; est bien défini. Nous sommes parvenu & la contradiction
voulue. On a donc Ny = M et l'existence du morphisme ug : M — B avec up(m) = 1 montre
que la suite (II1.2.1)) est scindée (cf. exercice [I1.3.1)). O

Revenons a la démonstration de la proposition. On a donc, en tant que B-modules, M ~
B @ (M/B-m), et en tant que A-module,

M~ A/Ann(M) & (M/A-m).

Cela montre que si M est un A-module de torsion, de type fini et décomposable, alors M ~
A/Ann(M). Nous avons ainsi montré qu'un A-module M de type fini, de torsion et indécomposable
est nécessairement isomorphe & un module A/I, ou I est un idéal non-nul de A. De plus, la
donnée de M détermine I, car I = Ann(M).

Lemme IIL.2.6. Le module A/I est indécomposable si et seulement si I est une puissance
strictement positive d’un idéal premier.

Sia=up('...p4" est la décomposition d’un élément non-nul @ € A en produit d’un élément
inversible u et de puissances p;" d’éléments irréductibles distincts, alors il y a un isomorphisme
de A-modules (lemme des restes chinois)

Af(a) = A/(p1") @ ... @ A/(pR")-
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Pour que A/(a) soit un A-module indécomposable, il est donc nécessaire que la décomposition
de a en produit de puissances d’éléments irréductibles fasse intervenir exactement un facteur.
La condition est aussi suffisante. De fait, soit (p) un idéal premier et n > 1 un entier. Soit B
Panneau A/(p"). C’est un anneau local, car il possede un unique idéal maximal, & savoir (p)/(p").
Identifiant le A-module A/(p") au B-module régulier, nous obtenons 1’égalité End4(A/(p"™)) =
Endp(B) ~ B. L’anneau des endomorphismes du module A/(p™) est donc local : le module est
indécomposable (cf. théoreme . Ceci conclut la démonstration de la proposition. ]

Corollaire II1.2.7. Soit M un A-module de type fini et de torsion. Alors il existe des idéaux
premiers p1,...,ps de A et des entiers strictement positifs aq,. .., as tels que

M ~ G_?A/pf”

Si l’on préfere, on écrit ceci en prenant des générateurs irréductibles i des idéaur premiers
)
pi et l'on a

S
M~ P A/ ().
i=1
A permutation pres, la suite ((pi, )i=1,..s) est unique.

L’unicité provient du théoreme de Krull-Schmidt. On peut en utilisant le lemme des restes
chinois mettre le résultat sous la forme suivante

Corollaire IT1.2.8. Soit M un A-module de type fini. Alors il existe une suite unique d’idéauz
propres
LDLD---DI

de A tels que
M~ P A/L.
i=1

Si lon préfere, on écrit ceci en prenant des générateurs d; € A des idéauz p; et l'on a
S
M~ P A/(dy),
i=1

avec d; divisant d;yq pour touti=1,...,k— 1.

La suite d'idéaux I1 = (d1) D --- D I = (d) s’appelle la suite des invariants du A-module
M. Remarquons que nous n’avons pas supposé M de torsion. La partie libre de M est obtenue en
prenant la somme des facteurs avec (d;) = I; = 0 apparaissant a la fin de la suite des invariants.

Démonstration. On peut supposer que M est de torsion et partir de la décomposition du corol-
laire [IT1.2.7} Notons P (M) '’ensemble des idéaux premiers p de A contribuant non trivialement
a la décomposition de M. La composante p-primaire M, de M est la somme

My~ P Afp? cEPA/Y ~M
Jlei=p i=1

et M est somme directe de ses composantes p-primaires. Ecrivons la composante p-primaire

sous la forme
My~ @) Ao

jSTp
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avec une suite finie (3, ;) décroissante d’entiers strictement positifs.

On pose alors J; = ﬂpep(M) pP1 (c’est-a-dire que si pour chaque p € P(M), on choi-
sit un générateur p € A irréductible (p = (p)), J; est l'idéal engendré par le PPCM des
pPr1 et comme ils sont premiers entre eux, ce PPCM est leur produit). On pose ensuite
Jo = ﬂpeP(M),rp22 p% 2 et ainsi de suite, J; = ﬂpeP(M),rpze pPef jusqu’a épuisement de tous
les facteurs indécomposables. On obtient ainsi une suite croissante d’idéaux

JicCcJC---CJs

avec s
A~ @A/Jk,
i=1

et 'on pose I; = Js—;4+1. L’unicité vient de 'unicité dans le théoreme de Krull-Schmidt.

Ezercice 111.2.9. Soit A un anneau commutatif principal. Soient (pi1),..., (p,) des idéaux pre-
miers distincts et ni,...,n, des entiers strictement positifs. Montrer que A/(py*---py") est
semi-simple si et seulement si tous les n; sont égaux a 1.

Exercice 111.2.10. Soit M un module de type fini et de torsion sur ’anneau principal A. Pour
tout idéal premier p = (p), notons M, = {m € M|3n € Zs(,p" - m = 0}. Montrer que M, est
la composante p-primaire de M définie dans la démonstration du corollaire [[IT.2.8) Montrer que
M est somme directe des M, lorsque p décrit tous les idéaux premiers (seuls un nombre fini de
M, sont non-nuls).

Ezercice 111.2.11. (Théoreme de la base adaptée). Soit M un A-module libre de rang n (A
principal). Soit N un sous-module. Le but est de montrer qu’il existe une unique suite d’idéaux
L =(d1) DD 1Is=(ds), s <n,de A et une base (my,...,my,) de M tels que (di-mi,...,ds-
ms) soit une base de N.

1. Montrer 'unicité dans I’énonce ci-dessus (en admettant ’existence).

Nous allons montrer le résultat d’existence par récurrence sur n.

2. Traiter le cas n = 1. Traiter aussi le cas N = {0} pour n quelconque.

On suppose maintenant n > 1 et N # {0}.

3. Notons &€ = {A(IV), A € Homy(M, A)}. Montrer que £ admet un élément I; = (d;)
maximal pour I'inclusion, avec d; non nul.

4. Fixons A\; € Homy (M, A) avec A\ (N) = I1 = (d1) et ny in N avec A;(n1) = di. Montrer
que pour tout pu € Homy (M, A), u(n1) € I = A (N).

5. Fixons une base (e;); de M et écrivons n; = ZZ a; - e;. Montrer que tous les a; sont
divisibles par d;.

En déduire qu’il existe my; € M avec dy - m1 = ny et A\;(my) = 1. En déduire que M =
A-my@kerA\; et N=A-dy-my @ (ker \; N N).

6. Appliquer I’hypothese de récurrence & M’ = ker Ay et N' = M’ N N, et conclure.

IT1.3 Matrices a coefficients dans A

Nous allons maintenant exposer la seconde approche, basée sur un théoreme de réduction
des matrices. On commence par des considérations générales. Ici A est un anneau commutatif.
On note M, ,(A) l'espace des matrices a coefficients dans A a m lignes et n colonnes. On
note simplement M, (A) pour M,, ,(A) (matrices carrées). Nous allons énoncer quelques faits
simples. Les démonstrations sont évidentes ou identiques a celles o A = k est un corps.
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— M, 1 (A) est un module libre de rang mn sur I'anneau A.
— La multiplication des matrices

Maun(A) x My ix(A) — My i(A), (M,N)+— MN

est définie par les mémes formules que dans le cas des corps. Cette multiplication est
associative : si M € M, n(A), N € M, 1(A), P € My (A) alors (MN)P = M(NP) €
Mm,f(A)‘

— M, (A), muni de 'addition et de la multiplication des matrices est un anneau, 1’élément
neutre de la multiplication est I,,, la matrice identité.

— Le déterminant d’une matrice M de M,,(A) est défini par la méme formule algébrique
que dans le cas des corps. Pour une matrice M = (m; j)1<i j<n,

det M =3 (sgn(a)Hmz',au))

ceGy, i=1

— La transposée d’une matrice M = (m;;) € My ,(A) est la matrice N = (n;;) €
My m(A) ot quels que soient 4, j, n;; = mj;. On la note tM.

— La comatrice d’'une matrice M de M,,(A) est défini par la méme formule algébrique que
dans le cas des corps, avec les déterminants mineurs extraits. On la note Com(M).

— Si M est une matrice de M,,(A), on a la formule

M 'Com(M) = det(M) - I,

En particulier, M est inversible dans M,,(A) si et seulement si det(M) est une unité
dans A, l'inverse étant donnée par

M~ = (det M)~! 'Com(M)

Le groupe (multiplicatif) des matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans A est
noté GL(n, A). Le sous-groupe distingué formé des matrices de déterminant 1 est noté
SL(n, A).

— Deux matrices M et N de M € M, ,(A) sont dites équivalentes s’il existe P € GL(m, A)
et Q@ € GL(n,A) telles que N = PMQ. Ceci définit une relation d’équivalence sur
M e My, n(A).

On démontre maintenant le théoreme célébre suivant :

Théoréme II1.3.1 (Cayley-Hamilton). Soit M un A-module de type fini et soit w : M — M
un endomorphisme.

Simy,...,my, sont des générateurs de M, on peut écrire u(m;) = Z?:l ai;m;, ou la matrice
R = (aij)1<ij<n est dans M, (A). Posons xu(X) = det(XI, — R) € A[X]. Alors xu(u) =0
dans End g (M).

Remarque II1.3.2. Attention & la terminologie toutefois, on aimerait appeler y, le polyndéme
caractéristique de u, mais si M n’est pas un A-module libre de base (mq,...,m,), il n’y a pas
unicité des a;; (la famille (m1, ..., my) n’est pas libre), donc x, n’est pas uniquement déterminé.
Bien stir, si M est un A-module libre de base (my, ..., m,) (par exemple si A = k est un corps,
alors il n’y a pas de probleme, et on appelle x, le polynome caractéristique de wu.
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Démonstration. Munissons M d’une structure de A[X]-module en posant
vVQ € A[X], Ym e M, Q-m = Q(u)(m).

On a alors

(XI,—R)| + | =0.
mp
ou XI, — R est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans A[X]. En multipliant cette
égalité & gauche par '‘Com(X 1, — R), on obtient
my
det(XI, —R)| : | =0,
My,

ce qui implique que x,(X) = det(X I, — R) annule le A[X]-module M, ou encore que x,(u) est
nul sur M. 0

Remarque IT1.3.3. Il est important de remarquer que si I est un idéal de A tel que u(M) C
IM, on peut prendre les a;; dans I (le choix des a;; n’est en général pas unique et on verra dans
les applications qu’il est parfois crucial de le faire de fagon astucieuse!). En effet par hypothese,
u(m;) € IM, c’est-a-dire que u(m;) = Zi:l CikYk, avec ¢ € I et yp € M. On écrit ensuite les
yr comme combinaison linaire des m;, c’est-a-dire y;, = 2?21 brjm;. On a alors

{ n n
u(mz) = Z Z cikbkjmj = Z aijmj
j=1

k=1 j=1

ol a;; = Zi:l cikbrj € I. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton x, = det(X 1, — R) annule
u. Mais si on développe le déterminant, il s’écrit go + 1.X + ... gn_1 X" ! + ¢, X", avec les qj
dans I (et on a méme ¢; € I"77).

Corollaire IT1.3.4. Soit M un A-module de type fini. Tout endomorphisme surjectif de M est
bijectiffl]

Démonstration. Soit f : M — M un endomorphisme surjectif. Comme dans la preuve du
théoreme, on munit M d’une structure de A[X]-module en posant X - m = f(m). Comme f
est surjectif, on a M = IM, ou I = (X). On applique alors le théoréme de Cayley-Hamilton a
u = Idps vu comme endomorphisme de A[X]-modules (et non pas de A-modules), sous la forme

de la remarque [[11.3.3l On a alors I'existence d’un polynéme qo + ¢1Y + ... ¢ 1YY" ' 4+ ¢, Y",
avec les ¢; dans I, qui annule u (Attention, c’est un polynéme en Y a coefficients dans A[X]).

On en déduit I’égalité suivante dans End 4 (M) :
0=P(u) =u"+ gn_1u""" + -+ + quu+ qoldar,
avec ¢j € "7 = (X"7). En écrivant ¢; = Xr;, on obtient
Ym e M 0 = (W"+ o™ N qu+ qoldar)(m)

= Mm+gp-1-m+---+q-m+q-m

= m+gua(f)(m) + -+ q(f)(m) +q(f)(m)
= m+fo(rnalf)+--+r(f) +ro(f))(m),

1. Comparer avec exercice
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c’est-a-dire Idys + for(f) = 0 pour un polynome r € A[X]. L’endomorphisme —r(f) de M est
Iinverse de f. O

Corollaire IT11.3.5. Soit M un A-module libre de rang n. Toute famille génératrice de M a n
éléments est une base de M.

Démonstration. On peut supposer M = A™. Une famille génératrice B a n éléments définit un
endomorphisme surjectif A” — A™. Le cor. dit qu’il est bijectif, donc B est une base de
M. O

Ezercice 111.3.6. Soit M un A-module de type fini et soit I un idéal tel que IM = M. Montrer
qu’il existe a € I tel que a - m = m pour tout m € M.

FExercice 111.3.7. Soit A un anneau. Soit I un idéal de type fini de A tel que I? = I. Montrer
que I est engendré par un élément e € A tel que e? = e (on dit que e est un idempotent de A).

III.4 Reéduction des matrices a coefficients dans un anneau prin-
cipal

Dans cette section, A est un anneau principal. Etant donnée une matrice M a coefficients
dans A, le probleme que nous nous posons est celui de trouver une matrice équivalente a M
la plus simple possible. On sait qu'une matrice M de rang r a coefficients dans un corps est
équivalente a la matrice par blocs

I, 0
(5 o)

Le théoreme qui suit est une version de ce résultat pour les matrices a coefficients dans A.

Théoréme I11.4.1. Soit M une matrice (non nécessairement carrée) a coefficients dans un
anneau principal A. 1l existe des matrices inversibles P et Q a coefficients dans A et des éléments

non nuls dy, . ..,d, de A vérifiant dy | --- | d,, tels que
di
0
PMQ = dr
0
0
0 --- 0
L’entier r est uniquement déterminé. Les éléments dy,...,d, de A sont aussi uniquement

déterminés, o multiplication par une unité de A prés; on les appelle les facteurs invariants de
la matrice M.

Bien siir, 'entier r est le rang de la matrice M vue comme matrice a coefficients dans le corps
des fractions de A. On peut voir ce théoréeme comme la description des classes d’équivalence des
matrices a coefficients dans un anneau principal. Il est beaucoup plus difficile de déterminer les
classes de similitude (on sait le faire lorsque A est un corps grace aux invariants de similitude,
on verra ¢a plus loin).

Avant de commencer la preuve de ce théoreme, faisons quelques rappels sur les opérations
élémentaires. Par < opération élémentaire > sur les lignes (resp. sur les colonnes), nous enten-
drons uniquement ici < ajouter un multiple d’une ligne (resp. d’une colonne) a une autre >.
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Cela correspond a multiplier a gauche (resp. a droite) la matrice d’origine par une matrice
élémentaire, c’est-a~-dire une matrice qui ne differe de la matrice identité que par un seul coeffi-
cient, situé hors de la diagonale. Une matrice élémentaire est inversible (son déterminant est 1)
donc on obtient apres des opérations élémentaires une matrice équivalente a la matrice d’origine
(et de méme déterminant). Nous noterons

E(n,A) < SL(n, A)

le sous-groupe engendré par les matrices élémentaires.

Avec des opérations élémentaires, on peut aussi échanger deux lignes, I'une d’elles étant

changée en son opposé :
() = () = () = ()
Lj L; + Lj L; + Lj L;
(On ne peut pas juste échanger deux lignes, puisque le déterminant est inchangé par nos
opérations élémentaires).

Lemme II1.4.2. Soit A un anneau principal et soient aq,...,as des éléments de A. Il existe
une matrice carrée d’ordre s a coefficients dans A dont la premieére ligne est (a1 as) et
dont le déterminant est un pged de aq, ..., as.

Démonstration. (du lemme) On raisonne par récurrence sur s, le cas s = 1 étant évident.
Supposons s > 2. Par hypothese de récurrence, il existe donc une matrice carrée N d’ordre s —1
de premiere ligne (ag e as) et de déterminant d = as A --- A as. Soient x et y des éléments
de A tels que
apNag N---Nag =a1 Nd= a1z + dy.

La matrice

ai

0 N

0
()l (Afasefd o (-)faa/d

convient alors. O

On remarquera que la construction d’une matrice obéissant aux conditions du lemme est le
seul endroit ou la preuve du théoreme [[I1.4.1| n’est pas < algorithmique > (sauf dans le cas ou
A est un anneau euclidien ; voir exercice. [[11.4.4]).

Démonstration. (du théoréeme) Le lemme entraine facilement le théoréeme dans le cas ou M

est une matrice ligne (ou colonne), que 'on peut supposer non nulle : si M = (m1 ms)

et d = my A--- Amg (non nul), il existe ay,...,as dans A tels que d = aymy + -+ + asms

et ai,...,as sont premiers entre eux dans leur ensemble. Il existe donc d’apres le lemme une
a1

matrice inversible () dont la premiere colonne est | : |. Le produit M@ s’écrit alors

as
MQ=(d by - b)),

ou d divise chacun des b;. En effectant des opérations élémentaires sur les colonnes de M), on
arrive a la matrice

(d 0 --. 0)’
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ce qui montre 'existence d’une réduction dans ce cas. On raisonne de méme en transposant
tout dans le cas o M est une matrice colonne.

Traitons le cas général, en raisonnant par récurrence sur la taille de la matrice. Par le
processus décrit ci-dessus, on se rameéne a une matrice dont la premiere ligne est du type
(d<1) o --- O) puis, en procédant de facon analogue, on peut aussi supposer que la premiere
colonne est de ce type. Cela détruit la forme de la premiere ligne, donc on recommence le
processus. On obtient ainsi alternativement des matrices de premiere ligne ou de premiere
colonne de ce type, avec des premiers coefficients d® qui vérifient d(+1) | d®. Comme 'anneau
A est principal, cette suite se stabilise (voir prop. III, ce qui veut dire que ’on arrive apres
un nombre fini d’opérations a une matrice disons de premiere ligne (d(m) 0o --- 0) telle que
le pged des coefficients de la premiére colonne soit associé a d™) . Cela signifie que d™) divise
chacun de ces coeflicients. On peut alors, par opérations élémentaires sur les lignes, se ramener
a une matrice du type :

d 0 0
0
: N
0
Appliquant ’hypothése de récurrence & N, nous sommes ramenés a une matrice du type
d
d2 0
0
dr
(o nous n’avons écrit que les r premieres lignes et colonnes de la matrice, tous les autres
coefficients étant nuls) avec ds | -+ | d,, mais il reste & montrer la condition que d divise ds.
Par une opération élémentaires sur les lignes, on arrive a la matrice
d do 0 0
0 da 0
0 0 dy

En appliquant le lemme encore une fois, on peut remplacer d par di := d A do. La
coefficient d; divise maintenant do,ds,...,d,, mais le nouveau do peut ne plus diviser ds. Le
méme procédé nous permet de le remplacer par ds A d3. On conclut facilement en procédant de
proche en proche.

Pour montrer 'unicité, le plus rapide est de considérer
0k (M) = pged(k x k mineurs de M)

et de montrer que 0x(M) divise 0x(PM) pour toute matrice carrée P de taille convenable.
Lorsque P est inversible, on a alors 6,(PM) | 6,(P~'PM) = 6, (M), de sorte que d;(M)
et 0x(PM) sont associés. On en déduit en considérant les matrices transposées que si @) est
aussi inversible, 0 (M) et 6 (M Q) sont associés, donc finalement que dy (M) et o (PMQ) sont
associés. Si PM @ a la forme donnée dans le théoreme, on a de plus

0k(PMQ) =d; - - dy,

ce qui exprime les dj, en fonction d’éléments de A qui ne dépendent que de M (a multiplication
par une unité de A pres).
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Il reste a démontrer cette propriété. Elle résulte du fait que les lignes de PM sont combi-
naisons linéaires des lignes de M. Plus précisément, si ’on appelle Lf le k-vecteur formé des k
premiers coefficients de la ieme ligne de M et que 'on note P = (b; j)1<i,j<p, le premier k x k
mineur de PM est

det(bi, LY + -+ bipLE, . b L + -+ by, LE)

qui est une combinaison linéaire des k X k mineurs extraits des k premieres colonnes de M. Il
est donc divisible par dx(M). O

Ezxercice 111.4.3. Soit A un anneau principal et soient a et b des éléments non nuls de A. Quelle

b

est la forme réduite que ’on obtient en appliquant le théoreme a la matrice <((l) 0) ?

Ezercice 111.4.4. Soit A un anneau euclidien.
a) Montrer que dans la conclusion du théoréme, on peut choisir les matrices P et @ (qui ne
sont pas uniquement déterminées) produits de matrices élémentaires.
b) Si M € GL(n, A), montrer qu’il existe P € E(n, A) telle que

1 0

PM =

En déduire SL(n, A) = E(n, A).

Exercice 111.4.5. Soit A un anneau.
a) Soit M un élément de GL(n, A). Utiliser 'identité

M 0\ (I, M I, 0\ /I, M\ /0 -I,
o mM1t)~\o I,/]\-M"1 I, 0o I,/ \I, 0

0 MO_1> est dans E(2n, A).

b) Soient M et N des éléments de GL(n, A). Utiliser I'identité
MNM~'N-Y 0\ (MN 0 M=t 0\ /N1 0
0 I,) \ 0 N'M! 0 M 0 N

pour montrer que la matrice MNM 1N~ est dans E(2n, A).

pour montrer que la matrice (

II1.5 Théoreme de la base adaptée

On revient a I’étude des modules sur I’anneau principal A.

Théoréme II1.5.1 (Théoreme de la base adaptée). Soit A un anneau principal, soit M un
A-module libre de type fini et soit N un sous-A-module de M. Alors N est un A-module libre de
type fini et il existe une base (e1,...,e,) de M et des éléments non nuls dy,...,d, de A, avec
0<r<mn,tels quedy | --- | d, et que (die1,...,dre,) soit une base de N.

Il est facile de montrer que N est de type fini (voir la preuve ci-dessous). Si on savait déja
que N était libre, le fait que son rang soit plus petit que celui de M résulterait de 'exercice
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[[T.5.7 mais c’est bien la liberté de N qui est le point difficile, et qui ne marche pas dés que A
n’est pas principal.

Attention aux erreurs habituelles : le théoreéme de la base adaptée ne dit pas que N admet
un supplémentaire, ni que ’on peut compléter une base de N en une base de M.

Enfin, il est clair que pour un anneau A < général >, un sous-A-module, méme de type
fini, d’'un A-module libre de type fini n’est pas nécessairement libre (c’est le cas, par 'exercice
pour les idéaux non principaux d’un anneau non principal), et qu’un sous-A-module d’un
A-module libre de type fini n’est pas nécessairement de type fini (c’est le cas, dans un anneau
non noethérien, pour les idéaux qui ne sont pas de type fini (voir prop. II1[I.6.4))).

Démonstration. On peut supposer M = A™. Montrons par récurrence sur n que N est un A-
module de type fini. Pour n = 0, il n’y a rien a démontrer. Si n > 0, on considere la projection
p: A" — A sur un facteur. Le noyau Q = N N A"~! du morphisme N — p(N) est un sous-
module de A"~! donc est de type fini par hypothese de récurrence. L’'image p(N) ~ N/Q est
un idéal de A donc est engendrée (en tant qu’idéal, donc aussi en tant que A-module) par un
élément. Il en résulte que N est de type fini (exercice .

Choisissons une base de M et un systeme fini de générateurs de N, dont on écrit la matrice
des coordonnées dans la base de M. Multiplier a gauche cette matrice par une matrice inversible
revient a changer de base pour M. Multiplier a droite cette matrice par une matrice inversible
revient & changer de systéme de générateurs pour N. Le théoréme [[I1.4.1] donne immédiatement
le résultat. O

II1.6 Structure des modules de type fini sur un anneau principal

On déduit du théoreme de la base adaptée le résultat fondamental suivant :

Théoreme I11.6.1. Soit M un module de type fini sur un anneau principal A. Il existe des
éléments non nuls et non inversibles dy,...,ds de A, avec s > 0, tels que dy | --- | ds, et un
entier r > 0, tels que

M~A"®A/(d) DD A/(ds).

Les entiers r et s, et les d; a association prés, ne dépendent que de M. On appelle ces derniers
les facteurs invariants de M.

Démonstration. Comme M est de type fini, il est engendré par n éléments, qui définissent un
morphisme surjectif A" — M de A-modules. 11 suffit d’appliquer le cor. a son noyau N,
en ne gardant que les d; non inversibles.

Pour 'unicité, il ne semble pas que ’on puisse facilement appliquer I’énoncé analogue qui
apparait dans le théoréme Nous allons donc procéder directement. Tout d’abord, dans
une telle décomposition, on a

T(M) = Af(dr) ®---® A/(ds)

donc ce A-module ne dépend que de M et pas de la décomposition. De plus, 'entier r ne
dépend aussi que de M : c’est le rang du A-module libre M /T'(M). Supposons que l'on ait un
isomorphisme

(I11.6.1) Al(dy) - B A/(ds) = Af(e1) ® - & A/ (er).

ou les d; et les e; ne sont ni nuls ni inversibles, dy | --- | ds et e1 | --- | e;. Nous allons montrer
s = t puis, par récurrence sur s, que e; est associé a d; pour chaque i. Si T est le A-module
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apparaissant dans ([I1.6.1f), I’astuce est de regarder ce que deviennent les deux membres lorsque
Pon considere dT et T'/dT, pour d € A bien choisi.

On commence donc par la remarque suivante : soient d et e des éléments de A; on a
(I11.6.2) d(A/(e)) ~ A/(e/dNe);
(111.6.3) (A/(e))/d(A/(e)) ~ A/(dAe).

Le A-module de gauche dans ([I1.6.2)) est 'image de la multiplication A xd, A/(e). Un élément
x de A est dans le noyau si et seulement si e divise dzx, c’est-a-dire e/d A e divise = (utiliser le
lemme de Gauss |[[.5.8]). On a bien 'isomorphisme cherché par factorisation canonique.

Pour (I11.6.3)), regardons la surjection canonique A — (A/(e))/d(A/(e)). Un élément x de
A est dans le noyau si et seulement s'il existe y € A avec T = dy dans A/(e), c’est-a-dire si et
seulement s’il existe y, z € A avec = dy + ez. Cela signifie z € (d,e) = (d A e).

En particulier, si p est un élément irréductible de A, de sorte que A/(p) est un corps (prop.

1.5.5)), on a par (I11.6.3]) :

0 sipAe=1;
A/(p) siple.

Si on choisit p | di, on voit que la dimension du A/(p)-espace vectoriel T/pT est s, tandis que
c’est aussi le nombre (< t) de e; divisibles par p. On a donc s < ¢, puis égalité par symétrie.

Considérons maintenant le A-module d;T. On a par (I11.6.2))

diT ~ A/(dg/dl) D @A/(ds/dl) ~ A/(el/dl /\61) D @A/(es/dl /\65).

A/(e)/p(A/(e)) ~ {

Le nombre de facteurs non nuls de chaque coté devant étre le méme (comme on vient de le
démontrer), on en déduit que e;/d; A e; est inversible, donc que e; divise d;. Par symétrie, ils
sont associés, et on obtient des isomorphismes

T ~ Af(dafdy) & - B Af(ds)dy) =~ Af(ea)dy) & - B Af(es/dy).

On conclut par 'hypothese de récurrence que soit d;/d; et e;/dy sont inversibles, soit ils sont
associés, donc que d; et e; sont toujours associés. Ceci termine la démonstration. O

Corollaire IT1.6.2. Soit A un anneau principal. Un A-module de type fini est libre si et seule-
ment sl est sans torsion.

Attention : Q est un Z-module sans torsion, mais pas libre (pourquoi ?).

Corollaire II1.6.3. Soit M un A-module de type fini. Alors il existe un entier r, des idéauz
premiers pi,...,ps de A et des entiers strictement positifs a1, ..., as tels que

M~A" & (@ A/pf“) .
i=1

Si l’on préfere, on écrit ceci en prenant des générateurs irréductibles i des idéauxr premiers
)
pi et l'on a

S
M~ P A/ ().
i=1
A permutation pres, la suite ((pi, )i=1,..s) est unique.
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Le corollaire se déduit du théoreme par lemme des restes chinois

Ezercice 111.6.4. a) Soit A un anneau principal et soient M, P et ) des A-modules de type
fini. On suppose que les A-modules M @& P et M @ @ sont isomorphes. Montrer que les
A-modules P et @ sont isomorphes (on dit que M est simplifiable).

b) Soit A un anneau et soient P et () des A-modules non isomorphes. Soit M le A-module
(P®Q)MN. Montrer que les A-modules M @ P et M @ Q sont isomorphes (M n’est donc
pas simplifiable).

¢) Soit A l'anneau R[X,Y, Z]/(X%? + Y? + Z? — 1). Soit P le noyau du morphisme de A-
modules A2 — A défini en envoyant les vecteurs de la base canonique de A% sur X,
Y et Z respectivement. Montrer que 'on a A ® P ~ A3 ~ A ® A?, mais que P n’est
pas isomorphe & A% (A n’est donc pas simplifiable) (Indication : on pourra utiliser des
résultats sur la topologie de la sphere S?).

I11.7 Application aux groupes abéliens de type fini

Un groupe abélien de type fini (c’est-a-dire engendré par un nombre fini d’éléments) n’est
autre qu'un Z-module de type fini. On déduit donc du théoréme. [[II.6.Tkt de son corollaire le
théoreme de structure suivant.

Théoréme II1.7.1. Soit M un groupe abélien de type fini. On se donne un systéme de représentants
des éléments irréductibles P(M).

Il existe alors une suite (unique) di|...|ds d’entiers strictement positifs et un entier r
(unique) tels que M est isomorphe a

Z' @ (@ Z/(di)> .
=1

Il existe un ensemble fini (unique) de nombres premiers p;,...,ps € P(M) et pour chaque
pi, une suite décroisante finie (unique) d’entiers strictement positifs 3 j, ... Bir, tels que M est
isomorphe a

zo| @ Bz

i=1...,5 j=1
Bien entendu, M est fini si et seulement si r = 0.

Ezercice 111.7.2. Donner la liste des groupes abéliens de cardinal 6, 16, 18, 24, 36.

FEzercice 111.7.3. Soit M = Z & (Z/3Z). Donner la liste de tous les suplémentaires du facteur
7/37Z dans M.

Ezercice 1I1.7.4. Soit M =7Z" & (D;_, Z/(d;)). Quel est Pannulateur dans Z de M ?

II11.8 Application a la réduction des endomorphismes d’espaces
vectoriels

Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie, et u un endomorphisme de V. Nous avons

vu que V est alors muni d’une structure de k[X]-module. Or k[X] est principal et V est de type

fini et de torsion, car de dimension finie sur k.
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Théoréeme II1.8.1. Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie, et u un endomorphisme
de V. 1l existe alors une suite (unique) Pi|...|Ps de polynomes unitaires tels que, comme k[X]—

modules,
Ve (EB k[xmm) .
i=1

On dit que les P; sont les invariants de similitude de wu.

FEzercice 111.8.2. Quels sont les k[X]-modules cycliques? Si 'on voit un k[X]-module de k-
dimension finie comme un un k-espace vectoriel V' muni d’'un endomorphisme u, comment cette
notion se traduit sur u ?

Ezercice 111.8.3. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie, et « un endomorphisme de V.
soit Py|...|Ps la suite des invariants de similitude de u. Quels sont les polynomes caractéristiques
et minimal de u ?

Montrer qu’il existe une base de V telle que la matrice de u dans cette base soit une matrice
diagonale par bloc, dont les blocs sont les matrices compagnons des P;.

Ezercice 111.8.4. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, et soit u,v € Endg (V) deux
endomorphismes. Montrer que u et v sont conjugués (par un élément de GL(V') si et seulement
si les suites des invariants de similitude associées respectivement aux k[X]-modules V, et V,
sont les mémes.

Ezercice 111.8.5. Soit ¢ une puissance d’un nombre premier et notons I, le corps fini a g éléments.
Calculer le nombre de classes de conjugaison (sous GL,(F,)) dans M,,(F,) et dans GL,(F,)).

Ezercice 111.8.6. Soit A un anneau principal. Considérons I’action de GLj,(A) x GL,,(A) sur
My m(A) donné par (P,Q, M) — PMQ~!. Montrer que 'ensemble des orbites est classifié par
les suites

(d1) D (d2) 5 --- D (dr)

d’idéaux de A. En déduire que lorsque A = k est un corps commutatif, on retrouve le théoreme
de classification des classes d’équivalences par le rang.

Ezercice I11.8.7. Soient P et () des polynomes. Calculer les invariants de similitude de la matrice

par blocs
(% o)

Ezercice T11.8.8. Soit u un endomorphisme d’un k-espace vectoriel £ de dimension finie. On
pose

Com(u) = {v € End(E) |uv = vu},
P(u) = {P(u)|P € K[X]} € Com(u) C End(FE).

La dimension du k-espace vectoriel P(u) est le degré du polynome minimal de u.
a) Montrer P(u) = [, ecom(u) Com(v).
b) Si K est inﬁniEL montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) w est cyclique;

(i) le polynome minimal de u est égal a son polynéme caractéristique;
(ili) Com(u) = P(u);
(

iv) lespace vectoriel E n’a qu'un nombre fini de sous-espaces vectoriels stables par w.

2. Cette hypothese n’est pas nécessaire pour toutes les implications.
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