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Premiere partie

Calcul différentiel






Le calcul différentiel des <« fonctions a plusieurs variables >, c’est-a-dire des fonctions
d’un ouvert de R? a valeurs dans RY, p,q € N*| se généralise en remplacant les espaces de
dimension finie R? et RY par des espaces vectoriels réels normés, de dimension pouvant étre
infinie. Si les résultats en dimension finie ne dépendent pas pour I'essentiel du choix des
normes sur R? et R?, parce que toutes les normes sur un méme espace RP sont équivalentes,
il n’en est pas de méme en dimension infinie. En particulier, beaucoup d’énoncés se placent
dans le cadre des espaces de Banach, c’est-a-dire des espaces vectoriels normés complets.
Ceux-ci ont été étudiés dans le cours de tronc commun de la premiere année, et nous
renvoyons a celui-ci pour que le lecteur se rafraichisse les idées sur le sujet, si besoin est
([10], chapitre II et IV).

Dans le premier chapitre, apres quelques rappels sur les espaces vectoriels normés, en
particulier les espaces de Banach, nous introduisons la notion de différentielle en un point
d’une application f : U — F d’un ouvert U d’un espace vectoriel normé E et a valeurs
dans un espace vectoriel normé F'. Ceci permet d’introduire les notions d’application
différentiable, puis de classe €', puis par la suite, les différentielles d’ordre supérieur et
les applications de classe P, p > 1. On démontre dans ce cadre les principaux résultats du
calcul différentiel : propriété de linéarité de la différentielle, formule pour la différentielle
d’une application composée, théoreme des accroissement finis, théoreme fondamental du
calcul différentiel, lemme de Schwarz, formule de Taylor, etc. La fin du premier chapitre
est consacrée a la démonstration de trois théoremes fondamentaux : le théoreme de point
fixe (attribué a S. Banach ou a E. Picard), le théoreme des fonctions implicites et le
théoreme d’inversion locale. Ces deux derniers théoremes sont essentiellement équivalents,
dans le sens ou l'on peut facilement démontrer 'un a partir de I'autre, et joueront un
role crucial dans la théorie des sous-variétés de RY que nous développerons au chapitre
suivant. Nous déduisons le théoreme des fonctions implicites du théoreme de point fixe.
Une autre application de ce théoreme est le théoreme d’existence et d’unicité des solutions
d’équations différentielles (théoreme de Cauchy-Lipschtiz), qui seront 'objet du chapitre
ITI. A cet effet, en vue des applications aux équations différentielles, nous démontrons
une version < a parametres > du théoreme de Picard, ou le point fixe dépend de maniere
différentiable des parametres.

De nombreux problemes nécessitent de généraliser le calcul différentiel a des fonc-
tions définies sur des entités géométriques autres que des ouverts d'un espace RY. Par
exemple, on peut étre amené a chercher les extrema d’une fonction dont la variable décrit
I’espace des phases d'un systeme physique, cet espace de phases étant un certain lieu
géométrique dans un espace R, mais pas nécessairement un ouvert. De tels problemes
d’optimisation sous contrainte apparaissent naturellement en mécanique, en physique, en
économie, etc. Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons les sous-variétés, qui ap-
paraissent historiquement comme généralisation de la théorie classique des courbes et
surfaces dans 'espace R3. Elles peuvent étre considérées selon différents points de vue
qui font la richesse et la difficulté de la théorie. Une premiere étape va donc étre de
dégager des définitions équivalentes correspondant a ces différents points de vue, pour
pouvoir choisir le plus adapté. L’outil fondamental permettant le lien entre ces points
de vue est le théoreme d’inversion locale. Localement, une sous-variété de dimension m
de RY ressemble & l'inclusion d'un ouvert de R™ dans RY. Une fois les sous-variétés
introduites, on peut définir les applications différentiables, ou de classe €* entre deux
sous-variétés, et généraliser les résultats du calcul différentiel. La principale différence est
que la différentielle df, en un point p d'une telle application f entre deux sous-variétés
S et S est une application linéaire de 1'espace tangent a .%; en p vers ’espace tangent



a % en f(p). Le domaine de définition et I'espace d’arrivée dépendent donc de p. Une
fois ces outils mis en place, 'extension des résultats du calcul différentiel est naturelle et
guere difficile. Notons que 1'une des conséquences du formalisme des sous-variétés est de
pouvoir introduire facilement la notion d’espace tangent en un point, qui possede une in-
terprétation géométrique évidente. Dans la théorie des variétés différentiables abstraites,
qui constitue la suite naturelle de ce cours, la définition des espaces tangents constitue
une difficulté initiale non négligeable. Ces variétés différentiables peuvent étre munis de
structures supplémentaires (formes différentielles, métriques riemanniennes, connexions,
etc). Ceci constitue le domaine de la géométrie différentielle, qui occupe une place centrale
en mathématiques et en physique théorique (théories de jauge, etc) et pourra faire I'objet
d’un cours plus avancé.

Le troisieme chapitre est consacré aux équations différentielles ordinaires. Celle-ci
jouent (depuis I. Newton) un role essentiel dans la modélisation de systeémes physiques,
mécaniques, chimiques, biologiques, économiques, etc, quand on veut décrire 1’évolution
déterministe d’un tel systeme ne dépendant que d’une variable (souvent cette variable est
le temps, ce qui influe sur la terminologie, méme lorsque ce n’est pas le cas). D’autres
équations de la physique (équation des ondes, de la chaleur, de Navier-Stokes, de Schrédin-
ger, etc) font intervenir plusieurs variables et 1'on parle alors d’équations aux dérivées
partielles. Le théoreme principal de la théorie des équations différentielles ordinaires
est le théoreme de Cauchy-Lipschitz (et ses variantes), qui donne l'existence et 1'uni-
cité locale d’une solution, les conditions initiales étant fixées. L’idée que I’évolution de
I'univers est déterminée par son état a un instant donné et les lois qui le régissent
est une idée importante, qui a longtemps dominé la philosophie des sciences (jusqu’a
I'avenement de la mécanique quantique). Mais d’autres limitations de ce résultat appa-
raissent indépendamment de la mécanique quantique. Il faut tout d’abord que les hy-
potheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz soient vérifiées, il existe sans cela des contre-
exemples a 1”existence ou 'unicité de la solution. Et méme lorsque le théoreme s’applique,
les solutions exactes sont souvent impossibles a calculer. Depuis Poincaré, et son étude du
probleme des trois corps, on sait que les méthodes de résolution explicites ne permettent
pas de comprendre les systemes les plus intéressants, et depuis cette période, l'intérét des
mathématiciens s’est plutot concentré sur les propriétés qualitatives, géométriques ou pro-
babiliste, de ces équations. Nous ne poursuivons pas plus avant de maniere systématique
cette théorie des systemes dynamiques qui pourra faire 'objet d'un cours plus avancé,
nous nous bornerons ici a aborder ce vaste domaine par le biais de quelques exercices
d’étude qualitative d’équations différentielles ordinaires. Nous adoptons un formalisme
et une terminologie provenant d’une vision géométrique de la problématique : I’'équation
est la donnée d'un champs de vecteurs (sur un ouvert de RY, ou plus généralement sur
une sous-variété), une solution est une courbe intégrale de ce champ de vecteurs et I'en-
semble de ces courbes intégrales forme le flot du champs de vecteurs. Le théoreme de
Cauchy-Lipschitz affirme sous certaines conditions ’existence d’un flot local, et la version
< & parametres > que nous donnons permet d’établir la régularité du flot (celui-ci est au
moins aussi régulier que le champ de vecteurs). Nous abordons ensuite le probleme du
temps de vie des solutions, c’est-a-dire des courbes intégrales maximales, et nous intro-
duisons le flot global et ses propriétés.

Enfin, dans un court chapitre final, nous abordons sous forme d’exercices le calcul des
variations. Le calcul différentiel élémentaire donne une condition nécessaire pour qu’une
fonction numérique suffisamment réguliere sur un ouvert de RY admette un extremum
local en un point est 'annulation de la différentielle en ce point. On a vu l'extension de



ce résultat au cadre des espaces de Banach dans le premier chapitre, et on 'applique
ici a la recherche d’une fonction dans un espace de Banach réalisant un extrémum local
d’une fonctionnelle (une fonction de fonctions) donnée par une intégrale et un Lagrangien.
Dans ce cadre, la condition d’annulation de la différentielle conduit a ’équation d’Euler-
Lagrange. On établit ensuite la conservation de certaines quantités lorsque le Lagrangien
est invariant par un groupe a un parametre de difféomorphismes (théoréeme de Noether).
Sous une hypothese de régularité du Lagrangien, on réécrit localement 1’équation d’Euler-
Lagrange sous la forme d’une équation différentielle ordinaire satisfaisant les hypotheses
du théoreme de Cauchy-Lipschitz et 'on en déduit I'existence et 1'unicité locale d’une
solution.






Chapitre 1

Calcul différentiel dans les espaces
vectoriels normés

I.1 Rappels sur les espaces vectoriels normés

I.1.1 Espaces de Banach

Les espaces vectoriels normés dans ce chapitre sont tous définis sur le corps des nombres
réels R.

Un espace de Banach E est un espace vectoriel normé, qui, en tant qu’espace métrique,
est complet, c¢’est-a-dire que toute suite de Cauchy dans E est convergente. Nous ren-
voyons le lecteur au cours de premiere année [10], chapitre II et IV, pour ce qui concerne
la théorie de base des espaces métriques complets et des espaces de Banach. Dans la

suite, nous utiliserons sans plus de commentaires la caractérisation suivante des espaces
de Banach.

Proposition I.1.1.}

Soit E un espace vectoriel normé. Alors F est complet si et seulement si toute
série a valeurs dans E normalement convergente est convergente.

I.1.2 Applications linéaires continues

Soient E et F' des espaces vectoriels normés. On note L(F; F') 'ensemble des applica-
tions linéaires continues de E dans F. Rappelons qu'une application linéaire T': E — F
est continue si et seulement si elle est continue en 0 et ceci a lieu si et seulement si T est
bornée, c’est-a-dire que

T(x
(I.1.1) 1T z(g.py = sup 7@l < +00.
sep\oy 17l g
D’autre part, si F' est un espace de Banach, ||. ||, est une norme sur L(E;F) et

(L(E; F), || || z(g,r)) est un espace de Banach. (Voir cours de F. Pacard [10]). Pour alléger
la rédaction, nous noterons souvent les normes simplement par ||.|| sans mention de I’espace

7



8 CHAPITRE I. CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES E.V.N.

sous-jacent. Sur L(E;F), la norme sera sauf mention explicite du contraire la norme
d’opérateur (I.1.1).

Remarquons que

[ T()]]
17N =Tl gy = sup it = sup [T(@)[p= sup | T(2)].
vei\foy Zle  eem el 7€, |z =1
Si E est un espace de vectoriel normé, la norme ||. || = ||.[|;p.p) définie ci-dessus sur

L(E) = L(F; E) est une norme d’algeébre, c’est-a-dire qu’elle vérifie
[ABI| < |A]| [BIl, (A,Be€ L(E)).

Plus généralement, si A et B se composent, disons A € L(F;G), B € L(E; F), alors
AB € L(F;G) et I'inégalité ci-dessus est valable.

Exercice 1.1.2. Soit F' un espace vectoriel normé. Montrer que L(R; F') s’identifie cano-
niquement a F' par T — T'(1). Quen-est-il des normes ||. [ ;g gy €t || ||z ?

I.1.3 Applications multilinéaires continues

Nous avons rappelé qu’une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés
est continue si et seulement si elle est continue en 0 et ceci a lieu si et seulement si elle
bornée sur la boule unité. Ceci s’étend aux applications multilinéaires comme suit.

,—[Proposition I.1.3.} .

Soient F, Es, ..., E, et F' des espaces vectoriels normés et soit
fl E1XE2X"'><En—)F

une application multilinéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f est continue en tout point de Ey X Ey X -+ X E,,;

(b) f est continue en 0;

(c) f est bornée sur le produit des boules unités Bg, (0,1) x - -+ X Bg, (0, 1).

Pour une démonstration, voir thm 1.8.1, [3]. Remarquons qu’il n’y a pas lieu de se
demander de quelle norme est munie ’espace produit E; X Fy X --- X E,. La continuité
des applications est une propriété topologique, la proposition fait donc sens des que E; x
Ey x -+ x E, est muni d’'une topologie (ici la topologie produit).

On note L(E1, Es, ..., E,; F') 'espace des applications multilinéaires continues de F; x
Ey--- x E, dans F. On peut munir L(Fy, Fs, ..., E,; F) de la norme

1Fll = sup (e, en)llp-
(:El,...,:En)EBEl (0,1)><~"><BE1 (0,1)

Comme dans le cas des applications linéaires, si [’ est un espace de Banach, alors
L(Ey, Es, ..., E,; F) muni de cette norme est encore un espace de Banach.
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I.1.4 L’isomorphisme canonique L(FE, Ey; F) = L(Ey; L(Fo; F))

Intéressons-nous maintenant au cas des applications bilinéaires de F; x Fy dans F',
ou Fy, Ey et F sont des espaces vectoriels normés. Nous allons exhiber une isométrie
(c’est-a-dire un isomorphisme linéaire respectant les normes)

L(Ey, By F) = L(Ey; L(Ey; F)).
Pour cela, posons pour toute f € L(E}, Es; F),

O(f)(2)(y) = f(2,y), (x € En, y € Ey)

On vérifie immédiatement que pour tout x € Fi, y — ®(f)(x)(y) est une application
linéaire de Fy dans F'. Comme par définition

1@ )lle <A< Nzllg, < Myllg,, (@€ Er, y € Ey),

il est clair que que pour tout x € Ey, ®(f)(x) est continue, donc ®(f)(x) € L(Ey; F). De
méme, on vérifie que z — ®(f)(x) est linéaire de £y dans L(Es; F). Comme

12N @) = sup [[O(f)@)Wllp=suw [f(z )l <IF <]z,

yEBEQ (071) yGBEQ(O’l)

I'application ®(f) : xz +— ®(f)(z) est linéaire continue de E; dans L(Es; F), de norme au
plus || f||. L’application f — ®(f) est donc bien définie de L(Ey, Eo; F) dans L(Ey, L(Es; F)).
Bien entendu, elle est linéaire, et la majoration

[N @ <l > [lellg, , (=€ En)

obtenue ci-dessus implique que [|®(f)|| < [|f]]. On en déduit que ® est continue, de norme
au plus 1.

Nous allons maintenant définir une application qui est I'inverse de ®. Posons, pour
tout g € L(Ey; L(Ey; F)),

V(g)(z,y) =g(x)(y), (v € ki, y€ k).

L’application W(g) est évidemment bilinéaire. Comme ||g(z)[| < [|g]] x [|z]|,, on a

(), )l = lg@) W)l < llg(@) I x[1yllg, < llgllxlzllg xlyllg, (=€ Erye k).

Ceci montre que U(g) est bilinéaire continue, de norme au plus ||g||. Comme g — ¥(g) est
linéaire, ¥ est une application linéaire de L(Ey; L(FEs; F)) dans L(E4, Es; F'), qui s’avere
donc étre continue et de norme au plus 1.

Comme par construction, ® et ¥ sont inverses 'une de l'autre, ® est un isomorphisme
linéaire entre L(F1, Eo; F') et L(FE1; L(Es; F')) d’'inverse W, ces deux applications linéaires
étant continues de norme au plus 1. Montrons maintenant que ce sont des isométries. On
aVod =Idgp, g,r). Pour tout f € L(Ey, Eo; F)

1= 12 o @A < 1] > [[RCAHI < [N < 1@l < LA < LA

On en conclut que || ®(f)| = ||f|l, ce qui prouve que ® (et donc V) est une isométrie.

Exercice I.1.4. Soit f € L(E®™, F):= L(E,E, ..., E; F) (mfacteurs FE) une application
m-linéaire symétrique, c’est-a-dire que pour toute permutation o € &,,, f(v1,...v,) =
f(Vs@1), - - - Vo(m)). Montrer que f est entierement déterminée par ses valeurs sur les éléments
de (v,v,...,v),v € E.
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I.2 Applications différentiables. Différentielle

1.2.1 Définition de la différentielle

Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert ¢ d’un espace vectoriel normé E

contenant 0. On écrit f(z) = o(z) si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout
x € Bg(0,0)NU, |f(x)] < €|z

~ Définition 1.2.1.} .

Soient E et F' des espaces vectoriels normés et U un ouvert de E. On dit que
I’application f : U — F est différentiable en a € U §’il existe une application
linéaire continue, df, : £ — F telle que

(L.2.1) [f(a+n) = fla) = dfa(h)l[p = o(h).

Il est facile de voir que cette application linéaire est unique. On appelle df, la
différentielle de f au point a.
On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de .
On dit que f est de classe € sur U si elle est différentiable en tout point de I
et si 'application

df :U — L(E; F), a — df,

est continue.

Fixons h € E. Pour ¢ > 0 assez petit, a + th € U pour tout t € |—e;e| car U est
ouvert, et si df, existe, on a

) — tim L0 1D) — (@

t—0 t

Y

ce qui montre au passage ['unicité de df,,.

Remarque 1.2.2. Dans la définition de la différentielle, il est exigé que df, : £ — F
soit continue. Ceci entraine la continuité de f en a. Alternativement, on peut exiger
la continuité en a dans la définition de la différentiabilité. Une application linéaire df,
vérifiant (1.2.1) est alors nécessairement continue. Rappelons qu’en dimension finie, une
application linéaire est toujours continue.

Remarque 1.2.3. La définition de la différentielle dépend des normes choisies sur E et
F. Remplagons || || et || ||» par des normes équivalentes. L’ouvert U reste ouvert pour
la nouvelle topologie, et il n’est pas difficile de vérifier que si f est différentiable avec
les anciennes normes, elle I'est encore avec la méme différentielle df, pour les nouvelles
normes. En particulier, comme en dimension finie, toute les normes sont équivalentes, la
différentiation ne dépend pas des normes.

Exemple 1.2.4. Soit f : U — F une application d’un ouvert U de R dans un espace
vectoriel normé F', que 1'on suppose différentiable au point a € U. Alors df, € L(R, F).
Comme L(R, F') est canoniquement isomorphe a F' (cf. exercice 1.1.2), on peut identifier
df, avec un vecteur de F (le vecteur tangent de f en a, donné par df,(1)). On note
couramment f'(a) le réel df,(1).
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Exemple 1.2.5. Soit f : E — F une application linéaire continue entre deux espaces
vectoriel normés. Alors f est partout différentiable, et sa différentielle en tout point est

f.
En effet, f(zo+ h) — f(x) — f(h) = 0 quels que soient z, et h dans E.

Exemple 1.2.6. Soient E;, Es et F' des espaces de vectoriel normés. On munit ’espace
vectoriel £ = Fy x Ey de la norme ||(z,y)|z = [|2[ 5, + Iyl g, Soit f: Ey X Ey — F une
application bilinéaire continue. La différentielle de f au point (a, b) est donnée par

dfapy(h, k) = f(a, k) + f(h,b), (h€Ey, ke Es).
En effet, on a alors
f(a +h,b+ k) - f(av b) - df(a,b)(h7 k) = f(h7k)

Or [[f(h, K)llp < A1 > [Pl g, < 1]l g, = o((h K)).

Exercice 1.2.7. Reprendre 'exemple ci-dessus dans le cadre plus général des applications
multilinéaires continues de la section I.1.3.

Exemple 1.2.8. On suppose que (F, (., .)g) est un espace de Hilbert. Soit f : i/ — R une
application définie sur un ouvert U de E. Supposons f différentiable en a, de différentielle
df, : E — R. D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique vecteur
Vf(a) de E tel que pour tout h € E,

(Vf(a),h)g = df.(h).
On appelle le vecteur V f(a) le gradient de f en a.

Exemple 1.2.9. Soit f : U/ — F une application différentiable d’un ouvert & d’un espace
vectoriel normé F dans un espace vectoriel normé F'. Soit £’ un sous-espace de E, muni
de la norme induite. Alors U’ = E' NU est un ouvert de E’, la restriction g de f a U’ est
différentiable, et pour tout a € U’, dg, est la restriction de df, a E'.

Exercice 1.2.10. On se place dans les hypothese de I'exemple ci-dessus, avec E un espace
de Hilbert, et F' = R. Déterminer Vg(a) en fonction de V f(a).

1.2.2 Propriétés de la différentielle

On rappelle maintenant les propriétés de linéarité et de composition des différentielles.

,—[Proposition I.2.11 (Linéarité de la différentielle).

-

Soient E et F' des espaces vectoriels normés, U un ouvert de F et f,g: U — F
des applications différentiables en un point a de U. Alors toute combinaison
linéaire A\f + g de f et de g est encore différentiable au point a, et

d(>‘f + Ng)a = A dfa +p dga-
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La démonstration est tres facile et done omise.

,—[Proposition 1.2.12 (Composition des diﬁérentielles).} \

Soient F, F et GG des espaces vectoriels normés, i un ouvert de E, f : U — F une
application différentiable en un point a de U, V un ouvert de F' contenant f(a)
et g : V — G une application différentiable en f(a). Alors go f est différentiable
en a, et

d(g o fa = dgs) © dfa.

\. J

Démonstration. Posons y = f(a+ h) et b= f(a). On a

g(y) = g(b) +dgy(y — b) +r(y — b)

e Iy =Dl

= (. On a aussi
v=b |ly — bl

y—b=fla+h) = f(a) = dfa(h)+ s(h)

e I
o Al

go fla+h)—go f(a) — dgsa) o dfa(h) = dgs(s(h)) + r(y — b).

D’autre part :

= 0. Par linéarité de dgs, on obtient

1dgo(s(h)ll < lldgoll [[s(h)]lp = o(h),

et, étant donné € > 0, on peut prendre h assez petit de sorte que

Iy = bllp = lldfa(h) + s(R) [l < (ldfall + ) 1Al 5

Comme par continuité de f en a on a y — b lorsque h — 0, on obtient r(y—b) = o(h). O

Remarque 1.2.13. Grace a cette regle de composition des différentielles, on obtient une
interprétation géométrique de la différentielle. Soient E, F' des espaces vectoriels normés,
U un ouvert de E, f : U — F une application différentiable en un point a € U. Soit
e > 0 et soit a : ]—e;¢[ — E une application de classe ¢! de l'intervalle |—¢ ;e[ dans
E (une courbe paramétrée par t € |—¢;¢[ dans 'espace E). Supposons que a(0) = a
et posons h = o/(0) = dagy(1) (le vecteur tangent a la courbe en t = 0). Considérons
f=foa:|—e;e[ — E. Clest une courbe dans F, différentiable en 0, et

B'(0) = dBo(1) = dfa(dao(1)) = dfa(h).

La différentielle df, envoie donc le vecteur tangent h a la courbe v en ¢t = 0 sur le vecteur
tangent en ¢ = 0 a la courbe image § = foa.

Remarque 1.2.14. Soient E, F' des espaces vectoriels normés, U un ouvert de F, f :
U — F une application différentiable sur Y. Posons

Tf:UxE—FxF  (2,h) (f(z),dfs(h)).

Cette application s’appelle 'application tangente. L’avantage de considérer celle-ci est que
la regle de composition est plus simple : T(go f) =TgoTf.
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I[.2.3 Fonctions a valeurs dans un produit d’espaces vectoriels

normeés
Soient F, FY,...F, des espaces vectoriels normés. On munit F' = F; X --- X F}, de la
norme
(@1, mn)llp = ll2allg -+ llenllp, -
On considere pour chaque indice + = 1,...,n, la projection canonique
piZF—>F1i, (a:l,...,:vn)r—>asi

et I'injection canonique
LiIE%F, in|—>(0,...,xi,...,0>

(des 0 partout sauf a la i-eéme place).

On a alors
(122) Pi ©l; = IdFl, Z Li OP; = IdF
i=1

On en déduit le résultat suivant.

,—[Proposition I.2.15.} \

Soient E, F}, ... F, des espaces vectoriels normés. Soit f : U — F = Fy x---x F,
une application continue, ou U est un ouvert de 'espace E. Pour que f soit
différentiable au point a € U, il faut et il suffit que pour tout ¢, f; := p; o f soit
différentiable au point a, et ’on a alors

dfa = Zbi o (dfz)a
=1

Démonstration. Si f est différentiable en a, les f; = p; o f le sont aussi d’apres le théoreme
de composition des différentielles et le fait que les p; sont linéaires. La formule de compo-
sition des différentielles donne

(dfi)a =pio° dfa-

Réciproquement, si 1’'on suppose toutes les f; différentiable en a, on obtient de (1.2.2)

que
f:ZLiOpiof:ZLiofi-
i=1 i=1

La fonction f est donc différentiable en a, sa différentielle en a étant bien
n
dfa - Z[’i o (dfz)a
i=1

d’apres la formule de composition des différentielles. n
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Exemple 1.2.16 (Formule de Leibniz). Soient E, Fy, Fy et G des espaces vectoriels
normés, U un ouvert de F, et

f1:Z/I—>F1, fQIZ/{%FQ, bZF1XF2%G

ou b est bilinéaire continue. On définit g : U — G par g(x) = b(fi(x), f2(x)). Supposons
que fi et fo soient différentiables au point a € U. Alors il en est de méme de g, et

dga(h) = b((df1)a(h), f2(a)) + b(fi(a), (df2)a(h)).

En effet, on écrit g comme composée de b et de x — (f1(x), fa(z)) de U dans F} x F.
On utilise alors la proposition qui précede, la formule de composition des différentielles,
et la formule de la différentielle d’'une application bilinéaire (cf. exemple 1.2.6).

1.2.4 Différentielles partielles

On se place maintenant dans le cas ou £ = F; X --- X E,, est un produit d’espaces
vectoriels normés. Soit U un ouvert de E et soit f : U — F une application de U a valeurs
dans un espace vectoriel normé F'.

Fixons un point a = (ay,...,ay,) de U, et pour tout i = 1,...,m et considérons les
applications partielles

f[z] P e f(CLl, e i1, Ty Ay 1, - .CLm)

définies respectivement sur des voisinages ouverts de a; dans Fj.

,—[Proposition I.2.17.} .
Avec les notations ci-dessus, si f est différentiable au point a € U, pour tout
i = 1,...,m, 'application partielle fj; est différentiable en a;. On note a—f(a)
x.

la différentielle de fj en a;. C’est un élément de L(E;; F') que I'on appelle la
dérivée partielle de f par rapport a la variable x;. En outre, on a

(123) dfa(hl, sooy hm) = i af (a)(hl), (hl & El, 500 ,]’Lm € Em)

\ J

Démonstration. Comme dans la section précédente, on note ¢; 'injection canonique de E;
dans E et p; la projection canonique de E sur E;. On a alors fi = fo A, out Ai(w;) =
a+t;(z; —a;). Comme ¢; est linéaire, elle est partout différentiable, et si f est différentiable
au point a € U, il en est de méme de f}; au point a; par le théoreme de composition des

différentielles. De plus, on a par la formule de composition (a) = df, o t;. Comme

axi
m

m m a
Z tiop; = Idg, on a deaobiopi = Z 83]:- (a)op; = df,, ce qui donne bien (1.2.3). O
i=1 i=1 '

i=1

Remarque 1.2.18. Contrairement a la proposition 1.2.15, la proposition n’établit qu'une
implication et non une équivalence. En effet, il est faux d’affirmer que la différentiabilité
des applications partielles implique la différentiabilité de f en un point. Nous reviendrons
sur cette question en [.4.
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I1.2.5 Applications de R dans R”

La combinaison des cas étudiés dans les deux sections précédentes nous permet de
retrouver les notions et notations usuelles du calcul différentiel pour les fonctions de R™
dans R™. Soient f : R™ — R". Fixons un point a € R™. Les applications partielles f; en
a ont été définie dans la section précédente, et les applications f; dans la section 1.2.3. De
méme, pour tout © =1,...,m et tout 7 = 1,...n, on peut définir f[i]j et fj[i]‘ Il est facile
de voir que ces deux fonctions définies sur un ouvert de R et a valeurs dans R coincident,
et nous noterons plus commodément f; ; cette fonction. Si f est différentiable en a, les f; ;

sont dérivables en a;, f; ;(a;) = gf] (a) (il y a la un léger abus de notations. En effet f’ 2(a)
T

est définie comme une application linéaire de R dans R. On identifie ici naturellement une
telle application linéaire et un nombre réel comme dans I’exercice 1.1.2) et

(1.2.4) = > > u aff o pj.

Z 17 7m] 17 7

Autrement dit, 'application linéaire df,, est réprésentée dans les bases canoniques de R™
et R” par la matrice a n lignes et m colonnes (gf (a));i- On appelle cette matrice la ma-
trice jacobienne de f en a. Son déterminant noté Jac(f)(a), s’appelle le déterminant
jacobien, ou simplement jacobien, de f en a. L’équation (I1.2.4) s’écrit alors

iy Py I
3:151 (91’2 axm h2
dfo(hay ... hy) = ’ )
f, dfn :
8x1( 2 ' o 8xm(a) P,

ou l'on identifie un élément de R™ et le < vecteur colonne > (c’est-a-dire une matrice a n
lignes et une colonne) qui lui est associé.

I.3 Théoremes de la moyenne

1.3.1 Théoréme des accroissements finis

Le but de cette section est d’énoncer des résultats généralisant le théoreme des ac-
croissements finis pour les fonctions de la variable réelle a valeurs réelles. Commengons
par un résultat sur les fonctions de la variable réelle a valeurs dans un espace vectoriel
normeé.

r—[Théoréme I.3.1.} N

Soient a et b deux réels avec a < b, et F' un espace vectoriel normé. Soient
f :]a;b] = F et g : [a;b] — R deux applications continues sur [a;b] et
différentiables sur Ja;b[. Supposons que pout tout t € |a;b, || f'(t)|r < ¢'(1).
Alors [|f(b) = f(a)llr < g(b) = g(a).
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Démonstration. Nous allons montrer que pour tout w,v tels que a < u < v < b,
| f(v) = f(w)]r < g(v) — g(u). Le résultat s’en déduit par continuité en faisant tendre
u vers a et v vers b. Raisonnons par ’absurde en supposant que

1 (v) = fu)llp = (9(v) = g(u)) = M > 0.

Posons m = “TJ’” L’inégalité triangulaire montre que ’on a nécessairement

M M
1f () = fFm)llp = (9(v) = g(m)) =2 = ou [|f(m) = f(u)llz = (9(m) = g(uw)) = =
Notons [u; ;1] un intervalle sur lequel cette inégalité est vérifiée, et notons my = “F%

et réitérons le procédé. On construit ainsi une suite d’intervalle emboités [uy ; vy avec

1£(00) = )l (o(o) = glun)) = 35 et v — ="

Alors uy et v, convergent vers un méme point w, et 'on a up < w < v et

% < |[f () = fw)llp = (g(v) = g(w)) + || f(w) — f(u)llp — (9(w) — g(u))
< ldfw(ve — )] g + o(vr — w) — g'(w) (v — w) + o(vy — w)
+ | dfw(w — ) || o + o(w — ug) — g'(w)(w — ug) + o(w — uy)
< ldfuwll (Jox — w] + |w — ug|) — g'(w) (Jor, — w| + [w — ug]) + o(vx — w) + o(w — uy)
< (dfull = g'(w)) (vk — ur) + o(ve — ug)

En divisant par v, —uy, = %%, on obtient 24 < (||df.|| — ¢'(w)) +o(1) et ceci donne une

contradiction avec I’hypothese. O]

Remarque 1.3.2. Dans le théoreme précédent, on peut affaiblir les hypotheses en suppo-
sant seulement que pour tout ¢ € |a; b[, sauf peut-étre un nombre dénombrable de points,
f et g sont différentiables et || f/(¢)]| < ¢'(t) (voir [3]).

r—[Corollaire I.3.3.] \

Soient a et b deux réels avec a < b, et F un espace vectoriel normé. Soit
f i [a;b] — F une application continue sur [a;b] et différentiable sur |a;b].
Supposons que pout tout ¢ € Ja; b, || f'(¢)||» < k, pour une certaine constante k.

Alors || f(b) = f(a)llp < k(b — a).

Nous énoncons maintenant une version du théoreme des accroissement finis.
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,—[Théoréme I.3.4 (Théoreme des accroissements ﬁnis).} \

Soient E et F' des espaces vectoriels normés, & un ouvert de F et f: U — F
une application différentiable sur U. Soient a et b des points de /. Si le segment
[a,b] = {ta+ (1 —t)b;t € [0,1]} est contenu dans U, alors

1£(6) = f(a)|lz < sup ||dfrara—tyw|| X IIb—allp.
te(0,1]

En particulier, si U est convexe, et que sup ||df;|| < k pour une constante k,
xeU
alors quels que soient a et b dans U,

1f(0) = f(a)llp <k b= allg-

Démonstration. On applique le corollaire ci-dessus a h(t) = f((1 —t)a+b), en constatant
que

h/(t) = dfta+(1—t)b(b - a).

Corollaire I.3.5.J

Si U est connexe, et que df, est nulle pour tout x € U, alors f est constante sur
U.

Démonstration. Ceci découle directement du théoreme si U est convexe. Le cas d’un ouvert
U connexe s’en déduit en utilisant le fait qu'un espace de Banach est localement convexe
(tout point admet un voisinage convexe aussi petit que l'on souhaite). Ainsi, ’hypothese
implique que f est localement constante. Or une fonction localement constante sur un
ouvert connexe est constante. Les détails sont laissés au lecteur. O]

1.3.2 Théoreme fondamental du calcul différentiel

Pour énoncer ce théoreme, il faut disposer d’une théorie de I'intégration d’une fonction
définie sur un intervalle [a;b] de R et a valeurs dans un espace de Banach F'. Une théorie
de l'intégration a la Riemann suffit a nos besoin. Nous n’allons pas développer une telle
théorie, mais simplement dire qu’on définit de maniere évidente I'intégrale d’une fonction
en escalier (par une somme), et par passage a la limite, on définit ensuite 'intégrale des
fonctions réglées (limites uniformes de fonction en escalier) et c’est dans cette étape que
I’hypothese de complétude de 'espace F' est indispensable. Les propriétés usuelles des
intégrales sont évidentes (relations de Chasles, linéarité, etc). Les fonctions continues sont

réglées, et on a
b
[ | <e-a 1,

F

ou Hf”o = SUDP¢e[q ] £l -
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~ Théoréme 1.3.6. | \

Soit ¢ : [a;b] — F une application continue de l'intervalle [a;b] & valeurs dans
un espace de Banach F. Soit tg € [a;b]. Posons

Alors G : [a;b] — F est continue sur [a;b] et de classe €' sur |a;b[ et pout tout
€ lasbl, G'(t) = g(t).

Démonstration. On a d’apres le relation de Chasles, et les propriétés de l'intégrale

< sup lg(u) = g(®)[| x |l
w€[t ;t+h]

IG(t + h) — G(t) — g(t)h] = \ / " (gw) = g(t)) du

Or, quand h tend vers 0, sup,ey.iip l9(w) — g(¢)|| fait de méme, et donc le terme de
gauche est o(h). O

r—[Théor‘eme I.3.7.} N

Soient E et F' deux espaces de Banach et soit g : 4 — F' une application définie
sur un ouvert U de E et de classe €. Soient x € U, y € E, et supposons que
pour tout ¢t € [0;1], z +ty € U. On a alors

1

flzty) = f@) + / Oy () dt

Démonstration. On pose g(t) = f(z + ty) pour tout ¢ € [0;1]. Pour tout ¢ € ]0;1[, on a
g'(t) = dfy44,(1). Définissons h(t) = f(x) +f(f dfo+sy(y) ds. D’apres le théoreme précédent,
pour tout t € |0; 1], h'(t) = dfytsy(y), et donc h'(t) — ¢'(t) = 0. On en déduit que g — h
est constante sur |0 ; 1[, et par continuité, sur [0; 1]. Comme g(0) — h(0) = 0, on en déduit
que h = g sur tout [0;1]. O

I.4 Classe €% et différentielles d’ordre supérieur

1.4.1 Définitions

Soient F et F' des espaces vectoriels normés et U un ouvert de £. On définit, pour une
application f: U — F, le fait d’étre de classe €%, k € N U oo, par récurrence.

Classe €° : f est continue.

Classe €' : f est différentiable en tout point x € U et application
df : U — L(E,F), z~—df,

est continue.



1.4. CLASSE ¢% ET DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR 19

Classe €%, k € N\ {0,1} : f est différentiable en tout point x € U et df est de classe
¢rL

Classe € : f est de classe €* pour tout k € N.

Les espaces L(E; F), L(E; L(E; F)), L(E; L(E; L(E; F)), etc, sont des espaces vecto-

riels normés. Ainsi les questions de continuité et de différentiabilité successive de f, df,
d(df), etc, rentrent-elles bien dans le cadre de notre étude.

I.4.2 Condition suffisante sur les dérivées partielles

Replagons nous dans le cadre de la section .24 : F = F; X --- X E,, est un produit
d’espaces vectoriels normés, I est un ouvert de E et f : U — F une application de U a
valeurs dans un espace vectoriel normé F'. Nous avons défini la notion de dérivée partielles

(notée ). Nous avons alors le résultat suivant, qui complete la proposition 1.2.17.

61’1‘

,—[Proposition I.4.1.} \

Avec les notations ci-dessus, pour que f soit de classe ¢! sur U, il faut et il suffit

que f admette des dérivées partielles en tout point de U, et que celles-ci

soient continues. ’
Pour que f soit différentiable au point a, il suffit que les dérivées partielles

existent en tout point x dans un voisinage de a et qu’elles soient continues en a.

\ J

Démonstration. On a déja vu que la condition était nécessaire (Proposition 1.2.17). D’apres

la formule (1.2.3), il suffit de montrer la seconde assertion. Soit a = (ay,...,a,) € U.
Posons

g:U — F, g@)Zf@ﬂ—fW)—§:5ﬁﬂﬂ@k—%)
On a alors pour tout k =1,...,m, %(m) = %(m) — aa_];( a), et puisque les différentielles

partielles sont continues en a, pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout = €

BE(CL 5)

H < e. Il résulte du théoreme des accroissements finis que 'on a
lg(z)] < Z lg(z1, .- @p, Qs - am) — g(@1, - T, g, )|

< Zeka — ag|| < me |z —all.

On obtient donc f(x Z a—f )(zr — a) + o(z — a), ce qui montre que f est
k=
th=

différentiable en a et pour tou (hi,. .., ) eu,

dfa Z axk
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Exemple 1.4.2. Une application linéaire continue est de classe €. Elle est égale a sa
différentielle en tout point. Ses différentielles d’ordre supérieur sont nulles.

1.4.3 Lemme de Schwarz

Intéressons nous de plus pres dans un premier temps a la différentielle seconde. On
suppose donc que f : U — I est une application d’un ouvert & d’un espace vectoriel
normé F & valeurs dans un espace vectoriel normé F' de classe €. L’application

df : U — L(E;F), xw—df,

est partout définie sur U et continue. Supposons qu’elle soit différentiable en un point
a € U. Cette différentielle est une application

&fo=d(df)e: U— L(E;L(E;F))
Or, nous avons vu dans la section 1.1.4 que 'on a un isomorphisme naturel
L(E;L(E;F)) = L(E,E; F).

La différentielle seconde d?f, = d(df), en un point a peut donc étre vue comme une
application bilinéaire de £ x F — F.

Théoréeme 1.4.3 (Lemme de Schwarz).}

Avec les hypotheses ci-dessus, la différentielle seconde d(df), est une application
bilinéaire symétrique de £ x E dans F'.

Démonstration. Nous allons montrer que pour tout u,v € E,

Ifla+u+v)—fla+v)— fla+u)+ fla) = d®fo(u,v)]
(lull g + lull)?

tend vers 0 lorsque u et v tendent vers 0. Ceci implique clairement que d?f,(u,v) =
d*f,(v,u). Puisque df est différentiable en a, pour tout € > 0, il existe & > tel que si
x € Bg(0,26), alors

| dfara — dfa — & fa(@)|| < €]l

Choisissons u et v dans E de norme plus petite que d et posons

go(w) = fla+u+v) = fla+v) = fla+u)+ fa) — d fu(u,v).
On a alors

d(gv)u = dfsrutv — Afagu — dzfa(v)

= (dfa+u+v - dfa - d2fa(u =+ 1})) - (dfaJru - dfa - dzfa(u))
et I'on en déduit
ld(go)ull < 2e(flullg + llvllg)
D’apres le théoreme des accroissements finis, comme g¢,(0) = 0, on obtient
lgo ()| = llgo () = gu(O)| < 2e(flull p + [[0ll ) ull p < 2e([Jull + (V] ).

Iassertion en découle. O
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Exercice 1.4.4. Soit f : R? — R une fonction de classe €. Montrer que le théoréme
ci-dessus est bien équivalent dans ce cas au fait que
0 0 0 0

oxr oy’ Oy ox /

Le lemme de Schwarz admet une généralisation aux dérivées d’ordre supérieur, dont
nous laissons la démonstration au lecteur.

r—[Théoréme I.4.5.}

Soit f : U — F une application d’un ouvert 4 d'un espace vectoriel normé E a
valeurs dans un espace vectoriel normé F' de classe €7~! (p > 2). Soit a € U tel
que dP~1f soit différentiable en a. La différentielle dP f, est alors une application
p-linéaire symétrique de EP dans F', c’est-a-dire que pour tout h = (hq, ..., h,) €
EP. pour toute permutation o € &,

d fa(ha, ... hy) = d fa(ho@ys - -5 hogp))-

I.4.4 Une formule pratique de calcul

Soit f : U — F une application d’un ouvert U d’un espace vectoriel normé E a valeurs
dans un espace vectoriel normé F', de classe €P. Soit a € U. On a alors

o o0 0 -
p == - ., ‘ ‘
(141) dfu(hy,. .. hy) 56 % B [(tl,...,tp) = f <a+ > m)]t -

=1

I.4.5 Un exemple d’application € : f +— !

Soient F et F' des espaces de Banach.

r—[Théoréme I.4.6.} \

L’ensemble Iso(F; F') des isomorphismes linéaires bicontinus de F dans F' est un
ouvert de L(E; F) et 'application

U: Iso(E; F) = Iso(F;E), fw f7!
est de classe €, sa différentielle en f étant donnée par

dVs(g)=—f""ogo f, (g€ L(E;F)).

Remarque 1.4.7. Citons le résultat suivant di a S. Banach. Soit f : E — F un iso-
morphisme linéaire, continu entre espaces de Banach. Alors son inverse f~!: F — E est
continu. Dans la définition de Iso(E; F'), il suffit donc d’exiger la continuité et I'inversibi-
lité, la bicontinuité en découle.
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Démonstration. Il se peut que Iso(F; F) soit vide, dans ce cas, le théoréme est trivialement
vrai. On se place dans le cas ou Iso(E; F') est non vide. Soit fy € Iso(E; F'). Montrons
que pour tout g € L(E; F) de norme suffisamment petite, fo+ g est encore inversible. En
composant par f; ', il s’agit de montrer que Idg + f; g est inversible et donc de montrer
que si h € L(FE) est de norme suffisamment petite, alors Idg — h est inversible. Or on sait

que tel est le cas si ||h|| < 1, l'inverse de Id — h étant donné par la série normalement
+oo

convergente Z h". Remarquons que ’on utilise ici I'hypothese de complétude de 'espace.
n=0
Montrons maintenant que ¥ : Iso(E; F) — Iso(F; E), f — f~! est continue. Fixons
fo € Iso(E; F) et montrons la continuité en ce point. Posons f = fy +g, h = —f; 'g, ol
g est de norme suffisamment petite, de sorte que si ||h]| < 1,

f=folldg —h), (Idp—h) =S het f7 = (Z h") fit

neN neN
On a alors
gt = (Z h") it
n>1
d’ou

|h
I - 57 < (zuhun) I < e

n>1
Lorsque f tend vers fy, g tend vers 0 donc h aussi, ce qui montre que f~! tend vers f; .

Montrons maintenant que V¥ est différentiable, la différentielle en un point étant donnée
par la formule de I’énoncé. On reprend les mémes notations que ci-dessus. Il s’agit de
montrer que pour f = fy + g proche de fy,

N = st = fotafd || = olg)

Or, on a vu que

=gt = (Z h”) ot

n>1

d’ou

F= = el = (Z h") fot = ftafet = ((Z h”) ) fo!
e

()

Le terme de droite est bien un o(h), donc un o(g). Ceci montre que ¥ est différentiable
en fo, de différentielle

dVys(9)=—fo'ogofy', (g€L(E;F)).

Ainsi

< (Z ||hn|| ) }fO 1” - ||h|| HfO 1”

n>2

£ = Ft = Fotafe | = |
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L’application f — dV; est la composée de f — f~1, dont on a vu qu’elle est continue,
de h— (=h,h) de L(F; E) dans L(F; E) x L(F; E), qui est linéaire continue, et de

LxR: L(F;E)x L(F;E) — L(L(E; F); L(F; E)),

(h17h2> — L x R(hl,hg) : ﬁ(E, F) — ﬁ(F, E)7 g — hl 0go hg,

qui est aussi linéaire, continue (car de norme plus petite que ||hy|| ||ha]|)-

Elle est donc continue, ce qui montre que ¥ est de classe €. Par récurrence, on montre
que si U est de classe €%, elle est de classe €% ; elle est donc de classe €. O]

1.4.6 Formule de Taylor

La formule de Taylor généralise le théoreme fondamental du calcul infinitésimal 1.3.7.
Commencons par un lemme dont la démonstration est évidente.

r—[Lemme I.4.8.] \

Soit f une fonction d’un intervalle ouvert I contenant 0 et 1, a valeurs dans un
espace de Banach F et de classe €7*'. On a alors

Z (p) La—pp
1w -1 - o -2 - - 20 - LD oy

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoreme fondamental du calcul infinitésimal 1.3.7
a la fonction g(t) = f(t) + (1 —t)f'(t) + u;—f)pf(p) (t) qui est de classe €, en remarquant

_¢+\p+1
que '(t) = U I (1), =

On peut affaiblir les hypotheses de ce lemme et obtenir

r—[Lemme I.4.9.]

Soit f une fonction d’un intervalle ouvert I contenant 0 et 1, a valeurs dans
un espace de Banach F' et p 4+ 1-différentiable. Supposons de plus que pour tout
t € [0;1], on ait Hf(p“)(t)HF < C pour une certaine constante C' > 0. On a alors

C

< dt.
. (@+1)

lrw-r0-ro- L2 -

Démonstration. On utilise ici le théoreme 1.3.1 appliqué a la méme fonction g que ci-
dessus. O
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r—[Théor‘eme I.4.10.} \

Soit f une fonction de classe €7 d’un ouvert I/ d’un espace vectoriel normé F
a valeurs dans un espace de Banach F'. Soit a € U, h € E et supposons que le
segment {x + th, t € [0;1]} soit contenu dans Y. On a alors

A f,(h, h) & fo(h,h, ... h)
-t ;

fla+h) = f(a) = dfa(h)

— [ L bt
O .

Démonstration. On utilise le lemme 1.4.8 appliqué a la fonction g(t) = f(a + th), en
remarquant que ¢®(¢) =d* ., (h,...,h), k=1,...,p+ 1. O

En utilisant le lemme 1.4.9, on obtient la version suivante :

r—[Théoréme I.4.11.} \

Soit f une fonction p + 1-différentiable d’un ouvert U d’un espace vectoriel normé
E a valeurs dans un espace vectoriel normé F'. Supposons de plus que pour tout
r €U, on ait Hd(p“)sz < C pour une certaine constante C' > 0.

Soit a € U, h € E et supposons que le segment {x + th, t € [0; 1]} soit contenu
dans Y. On a alors

d2f,(h, h) d fu(h, ... h) C||h|5
h o - d - h o a 9 L a ) ) E .
@ - @ - dpuy - P - LB CIRIE
On peut obtenir aussi, avec des hypotheses 1égerement plus faibles.
r—[Théoréme I.4.12.} \

Soit p > 1. Soit f une fonction p — 1-différentiable d’un ouvert U d’un espace
vectoriel normé E a valeurs dans un espace vectoriel normé F. Supposons de
plus que f soit p-différentiable en a € U. On a alors

& fa(h, h . (h,h, ... h
”f(a+h)—f(a)—dfa(h)—%_..._ fa . )

= o([[21I%)-

F

Démonstration. Pour p = 1, c’est la définition de la différentielle en a. On raisonne par
récurrence en supposant p > 2 et le résultat vrai pour p — 1. Considérons I'application

d*f.(h, h d fo(h,h, ... h
hHg(h)Zf(a+h)—f(a)—dfa(h)—%_..._ ( ! )
Calculons sa différentielle, et pour cela, pour j = 1,...,p, calculons la différentielle de

h— ¢(h) = d?fu(h,...,h). Comme d’f, est une application j-linéaire symétrique, on
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obtient, pour tout k € F,

Ao, .my(k) = d folk, hy ..o R)+d fo(hyky by oo R)+d fo(hyhy o k) = §d ok, by ... B).

-----

On en déduit

d?f,(k, h d’f,(k,h,....h

L_i_..._i_p f( )7
2! p!

dP fo(k,h,... h)
-1

dgn = k —dfarn(k) — dfa(k) — 2

:dfa-‘rh(k) - dfa(k) - dea(k7 h) +---+

En appliquant I'hypothése de récurrence a df, on obtient ||dgs|| = o(||A|% ). Clest-a-dire
que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si ||k||y < 7, alors ||dgx|| < € |A]% " En
utilisant le théoreme des accroissement finis, on en déduit

lg(W)lp = llg(h) = g(O)ll p < € 12ll%,

c’est-a-dire g(h) = o(||h[%). O

I.5 Théoreme de point fixe de Banach

Le théoréme de point fixe de S. Banach (également attribué a E. Picard) a de nom-
breuses applications, en particulier le théoreme des fonctions implicites et le théoreme
de Cauchy-Lipschitz d’existence et d’unicité de solutions d’équations différentielles. Nous
donnons ici la démonstration d’une version avec parametre.

Soient (X, dx) et (Y,dy) des espaces métriques. Rappelons qu’une application T :
X — Y est dite lipschitzienne s’il existe une constante réelle positive a telle quels que
soient z,y € X,

dy(T(x),T(y)) < adx(z,y).

On dit alors que T est a-lipschitzienne. Une application lipschitzienne est en particulier
continue. Si (Y, dy) = (X, dx) et que la constante a est strictement plus petite que 1, on
dit que T': X — X est contractante.

,—[Théoréme I.5.1 (Point fixe de Banach).} \

Soient (X, d) un espace métrique complet, a € [0;1] et
T: X > X

une application a-lipschitzienne. Alors T" admet un unique point fixe x € X.

Démonstration. En effet, soit zop € X. Montrons que la suite (x,,),en définie par récurrence
par x,41 = T'(x,) est de Cauchy. Quels que soient m,n € N, n > m,

d(xp, X)) = d(T™ (T ™ (20)), T™(x0)) < a™ d(T" ™ (x0), o).
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Or on a aussi

AT (), ) S 3 AT (a0), T (20)) < Z @ d(T (z0), o)
1—a™™ 1
<~ d(T(=0), 20) < 37— d(T'(wo), o).
D’ou .
AT, T) < — ~ d(T(x0), o),

1—
ce qui montre que la suite (z,)nen est de Cauchy. Comme X est complet, cette suite est

convergente. Appelons x sa limite. Par continuité de 7', on a

T(x) =lmT(z,) = 11ma:n+1 =z,

ce qui montre que x est un point fixe de 7. Ce point fixe est clairement unique, car si
x1 # x est un autre point fixe,

d(x1,2) = d(T(x1),T(z)) < ad(xy,z),
ce qui est impossible. O

Exercice 1.5.2. Soient (X, d) un espace métrique, k € N* et T': X — X une application
telle que T soit contractante. Montrer que 7' admet un unique point fixe, et que celui-ci
est la limite de toute suite (x,),eny définie par récurrence par z,1 = T(x,), To € X.

Donnons maintenant une premiere version a parametre, établissant la continuité du
point fixe en fonction du parametre.

,—[Théoréme 1.5.3 (Point fixe de Banach a parametre I)} \

Soient A un espace topologique, (X, d) un espace métrique complet et

g: AxX—>X

une application continue. Soit a € [0;1[. On suppose que pour tout A € A,
I’application
g X=X, z—g\a)

est a-lipschitzienne. Alors, pour tout A\ € A, 'application g, admet un unique
point fixe p(A) et 'application A — X, A — ¢(\) est continue.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, quel que soit A € A, g, admet un unique
point fixe p(A). On a, quels que soient Aj, Ay € A,

d(e(M), p(X2)) < d(g(M1, 0(M)), g(A2, 0(A2)))
< d(g(A1, 9(A1)), 9(A2, p(A1))) + d(g( A2, (A1), g( A2, p(X2)))
< d(g(M, (M), 9( X2, (A1) +a d(p(Mr), p(N2))),
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d’on
De la continuité de A — g(\, z) pour z fixé, on déduit la continuité de A — p(A). O

Donnons enfin une version établissant la différentiabilité de A — ¢()\). Ceci demande
bien sir quelques hypotheses supplémentaires. Il est utile de définir la différentiabilité
d’une fonction, ou son caractere €? sur des parties d’un espace vectoriel normé autres
que des ouverts. La définition suivante est commode :

~ Définition 1.5.4. ] .

On dit qu’une application f définie sur une partie X d’un espace vectoriel normé
E et a valeurs dans un espace vectoriel normé F' est différentiable (resp. de
classe €7, p € NU {+00}), s'il existe un voisinage ouvert & de X dans E et une
application ¢ différentiable (resp. de classe ¢7) de l'ouvert U a valeurs dans F'
telle que f soit la restriction de g a X.

Nous allons adopter la méme convention pour la propriété d’étre lipschitzienne.

~ Définition 1.5.5. ] \

On dit qu’une application f définie sur une partie X d’un espace vectoriel normé
E et a valeurs dans un espace vectoriel normé F' est a-lipschitzienne s’il existe un
voisinage ouvert U de X dans E et une application g a-lipschitzienne de I'ouvert
U a valeurs dans F' telle que f soit la restriction de g a X.

\ J

Le fait que la propriété ait lieu sur un ouvert contenant la partie est essentielle dans
la démonstration du résultat suivant.

,—[Théoréme 1.5.6 (Point fixe de Banach a parametre II).} ‘

Soient A un ouvert d’un espace de Banach E, X un fermé d’'un espace de Banach
F et

g: AxX—X

une application de classe €7, p € N* U {+o0}. Soit a € [0;1[. On suppose que
pour tout A € A, 'application

g X=X, z—g(\x)

est a-lipschitzienne. Alors, pour tout A € A, 'application g, admet un unique
point fixe p(A) et I'application A — X, A — ¢(\) est de classe €7.

: _ Jg .
Sip>1,dpx = 5 (a(%@()\))) ou

B
Oyoon : L(E;F) = L(E;F), M~ M- 8—:;()\,@(/\)) o M.
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Démonstration. On remarque qu’'un fermé d’un espace de Banach est un espace métrique
complet et on a déja montré dans la version I du théoréme que A — ¢()\) est continue.
Fixons A € X\. Comme quels que soient x1, x5 dans un certain voisinage ouvert de X,

g\, 21) — g\, 22) || p < a |2y — 22|,

on en déduit que H%(/\,x)H < a <1 pour tout z € X.

L’endomorphisme %(/\,x) : F' = I est donc de norme inférieure a a. Considérons
I’endomorphisme de L£(E;F) donné par M — %()\,x) o M. Il est alors clair que cet
endomorphisme est de norme inférieure a a. Or si A est un endomorphisme d’un espace
de Banach de norme strictement inférieure a 1, Id — A est un endomorphisme inversible,

d’inverse donné par la série normalement convergente » . A". Ainsi

Dy, MHM—@(A,x)oM
Oz

est un endomorphisme inversible de L(E, F') (voir exercice 1.5.7).
En différentiant formellement 'identité g(A, p(A)) = ©(\), on obtient

dg dg B
B N PN) 0 dipr £ 25N, 0(V)) = deo.
Ainsi, 'application linéaire M = dp, de E dans F si elle existe, est solution de
dg _ 9y
(15.1) M = 20 6(0) 0 M = 2200 o)

Or, d’apres ce qui précede, cette équation admet une unique solution qui est

(15.2) M =MQ) = P50 <%(A, @(A))) :

Pour montrer que M est effectivement égal a dyp,, il faut établir que
(15.3) lo(A+h) = o(A) = M(h)|| = o(h).

On a, pour h € E assez petit,

(1.5.4) PN+ h) —o(A) = g(A+h,o(A+ 1) —g(A o(N)
= g(A+ho(A) +7) — g(A, p(N),
(1.5.5) v =7(h) = oA+ h) — @A)
Comme g est de classe €1, on a pour h € E et v € F assez petits,
(15.6) g+ h o) +7) 900 () = 9L, 6N + D2 (A, p)(R) + Alh, ),

ot A(h,7) est un reste qui est o(h,~y). En particulier, pour tout 0 < € < 1 — a, il existe
0> 0tel quesi||hllz <6, ||| <6,

1A e < €(llhllg + lI7ll)-
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De plus, ici v = y(h) = @(A + h) — ¢(\) est continue en h et tend vers 0 lorsque A tend
vers 0. Quitte & prendre un § plus petit, on a donc pour ||h|; < 4,

1A (M)l p < e(([Pll g + [Ir(R)]l £)-
D’apres (1.5.4),(1.5.5), (1.5.6) on a pour ||A||; <6,

150 0l < oy ([FRoveon| + ) I K o

On a par conséquent, pour ||h||E <det0<e<l—a,
1A, v ()]l p < (X + K) [

Revenons a (1.5.3). En utilisant (1.5.6) et (1.5.1)
(15.8) @A +h) = @A) = M(h) = ~(h) — M(h)
(

=29 (0, o))+ 2 (0 N (B) + Al A (1) (1)
=28 (M) + (3 = FLOLR0)) 0 01) (1) + (b2 (1) = M)
=29 (00 (0) (+(h) — M(R)) + A(h, A ()

On réécrit ceci sous la forme :

15.9) (15 = 200 000)) (2(8) = M) = Ahr (1)

Comme %()\,cp()\)) est de norme inférieure & a, (Idp — g—g()\,go()\))) est un opérateur

inversible, et ’on voit facilement que la norme de son inverse est plus petite que (1 —a)™.
On en déduit que

(15.10)  [lo(A+h) = o(A) = M(h)l|p = [|7(h) = M(h)||p < (1 + K)(1 —a) " ]

Ceci montre que ¢ est différentiable en A, et dp, = M()\) avec les notations de la
formule (1.5.2) ci-dessus. Montrons par récurrence sur k que ¢ est de classe €. On a déja
démontré dans la version I du théoreme que ¢ est €°. Supposons donc ¢ de classe €+ 1,
ou 1l <k <p-—1. On reprend la formule (I.5.2) qui donne dy,. L’application g étant de
classe P, les applications

sont de classe €F1.

Pour conclure, nous utilisons le résultat de 'exercice suivant :

Exercice 1.5.7. Soit F un espace de Banach et soit a € [0; 1[. Montrer que pour tout
L € L(F) tel que ||L|| < a, Idg — L est inversible, et que son inverse est borné, de norme
plus petite que (1 — a)~!. Montrer que ’application

Brey(0,a) = L(E), L+ (Id—L)™*
est de classe €°.

Il s’ensuit d’apres (1.5.2) que A — M(A\) = dypy est de classe €51, et donc ¢ est
finalement de classe €*. Par récurrence, ¢ est de classe 7. m
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1.6 Théoreme des fonctions implicites

Nous renvoyons a la section 1.2.4 pour les notations concernant les différentielles par-
tielles.

,—(Théoréme I.6.1 (fonctions implicites).} \

Soient F/, F' et G trois espaces de Banach, ¢ un ouvert de E/, V un ouvert de F,
f une application de classe €7, p > 1, de U x V dans G et (xg, ) un point de

0
U x V tel que la différentielle partielle 8—f(x0, Yo) soit un isomorphisme bicontinu

de F dans GG. Alors il existe un ouvert Uy de U contenant xg, un ouvert V, de V
contenant yq et une application ¢ de classe €?, définie sur U, a valeurs dans V)
telle que :

o(20) = Yo et V(2,) € Uo X Vo, F(2,) = F(zo, o) si et seulement si y = (z).
La différentielle de ¢ est donnée par
_ ([ of ooof
o= (- 5@ p)) o S tovta)

En outre, sur tout ouvert convexe Uy de U contenant xg, il existe au plus une
application continue ¢ vérifiant les deux conditions précédentes.

Démonstration. On applique le théoreme de point fixe de Banach en écrivant ’équation
f(z,y) = f(@o, yo) sous la forme y = g(z,y), ou

P -1
o) =y = (G ) (7 = Foor o))
L’application g : U x V — F est de classe €7, g(zo,yo) = Yo €t

) 19
a—z(xoyyo) =1Id - <a—($0,yo)> 8_5(960’%) =0.

9, _ _
Par continuité de 8_9’ il existe 79 > 0 et s > 0 tels que B(xg,70) X B(yo,s) C U XV

est bornée sur

H H < = sur B(zg,70) X B(yo, s). On peut aussi supposer que

B(wg,79) x B(yo,s), disons <M.

Pour tout x in U, g, d651gne I'application y — g(z,y) de V dans G. Pour tout (z,y) €

_ 0
B(z0,70) X B(yo, 8), d(gs), = g(x, y) et d’apres 'inégalité des accroissement finis, g, est
1

dy
§—llpsch1t21enne Soient r < 1o, € B(x0,7) et y € B(yo,s). On a

192 (¥) = Yoll = 192(¥) — g0 Wo) | < 1192(¥) — g2 (yo) || + [192(¥0) — Gzo (¥0) |
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1 of ! s of !
< y— 95 - <24 |(Z Mr.
=5 1y — yoll + (8y (xo’yo)) (f(z,90) f(%#m))H =5 + (8y (70, Yo) r
Prenons r = min | r i , de sorte que pour tout x € B(zg,r),

0 1
2M H (g—i(xo,yo)>

gﬂc<B<y07 S)) C B(yOa S)'
Le théoreme du point fixe 1.5.6 s’applique a

g : B(zo,7) X B(yo,s) — B(vo, ).

On en déduit que g, & un unique point fixe ¢(x), et que x +— () est de classe €7 de

B(xg,7) dans B(yo, s). De plus ¢(z¢) = yo par unicité.

On pose donc Uy = B(xzo,7) et Vo = B(o, ), ce qui achéve la démonstration de la
premiere assertion. Le théoreme 1.5.6 donne aussi la différentielle de ¢. Avec les notations
de ce théoreme,

_ dg
dor =072, (Ptoola)).

Calculons ceci, compte tenu du fait que

%(m, plz)) = — <g—£($0;yo)>_ o %(Ww))v

99
dy

Ici @, ;) est I'application linéaire

(2, o)) = Tdy — (%( yo>)_ 0 o (@ pla).

dg of L oof
Mw— M — a—y(:z:,go(x)) oM = (a—y(xo,yo)) o a—y(x,go(x)) o M.

Ainsi @;;(z) est 'application linéaire

M — (g—i(x,gp(x))>_ o g—g(xo,yo) o M.

Cecl donne bien

dor = (G o)) o F vt

1.7 Théoremes d’inversion locale et globale

L’énoncé du théoreme d’inversion locale fait appel a la notion de €*-difféomorphisme
entre ouverts d’espaces de Banach.
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~ Définition 1.7.1.} .

Soit f une application de U dans V), ou U est un ouvert d'un espace de Banach E
et V un ouvert d’un espace de Banach F'. On dit que f est un €*-difféomorphisme
si f est une bijection de U dans V, de classe €*, ainsi que f~!.

Le théoreme d’inversion locale est 1’énoncé suivant, que nous déduisons du théoreme
des fonctions implicites.

,—(Théoréme 1.7.2 (Théoreme d’inversion locale).} N

Soit f une application de U dans F', ou U est un ouvert d'un espace de Banach
réel et F' un espace de Banach et soit z, un point de . Si f est de classe €,
k > 1 et si la différentielle de f au point z( est un isomorphisme bicontinu, alors
il existe un voisinage ouvert Uy de xy dans U et un voisinage ouvert Vy de f ()
tels que f se restreigne en un ¢*-difféomorphisme de U, dans V.

Démonstration. On considere g : F xU — F, g(y,z) = f(z) — y. Par construction
g(z,y) = 0 équivaut a f(z) = y. L’application g est de classe €* et 'on a g(f(z),z) = 0.

De plus 6_g( f(z0), o) = dfs, est un isomorphisme, et donc, par le théoreme des fonctions
x

implicites, il existe un voisinage ouvert Vo xU; de (f (o), x¢) dans F' XU et une application
@ Vo — U, de classe €* tels que

{(y,2) e Vox Uy | f(x) =y} = {(y,0()) |y € Vo}.

On pose alors Uy = ¢(Vp) : ¢’est un voisinage ouvert de zq dans U et f induit une bijection
de Uy dans V, d’'inverse ¢ de classe €P. O

On en déduit immédiatement un énoncé global.

,—[Corollaire 1.7.3 ( Théoreme d’inversion globale).} \

Soit f une application de classe €* de U dans F, ot U est un ouvert d’un espace
de Banach réel et F' un espace de Banach. Si f est injective et si pour tout = de
U la différentielle df, de f au point z est un isomorphisme bicontinu, alors f(U)
est un ouvert et la bijection réciproque, de f(U) dans U, est de classe €*.

1.8 Exercices

Exercice 1.8.1. Soit F un espace vectoriel normé. Montrer que

f: EA{0} — R, 2z~

(Ep

est différentiable et calculer sa différentielle en tout point.
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Exercice 1.8.2. Soit ® : M,,(R) - M,,,(R), A+ A™ (n > 2 entier positif). Donner un
argument pour justifier le fait que ® est € et calculer sa différentielle et sa différentielle
seconde.

Exercice 1.8.3. On rappelle que ¢;(R) est I'espace des suites réelles (r = z;);eny som-
mables, muni de la norme ||z = .. |7:], et que c’est un espace de Banach. Soit f une
fonction de classe €' sur R, a valeurs réelles, telle que f(0) = 0. On définit

F: gl(R) — gl(R), xr = (wi)iEN — F(JZ') = (f(xz))zEN
Montrer que F est bien définie, de classe €' et calculer sa différentielle en tout point.

Exercice 1.8.4. Soit U un ouvert convexe d'un espace de Banach F et soit f: U — F
une application de classe € & valeurs dans un espace de Banach F.

1. Montrer que quels que soient a, b et ¢ dans U, on a

1f(b) = fla) = dfe(b = a)llp < (Sup lldfu—dch) 16— allg

u€(a,b]
ou [a,b] = {ta+ (1 —t)b|t € [0;1]} C U.

Exercice 1.8.5. Soit f une application continue de [0;1] x R dans R de classe €7 sur
10;1[ x R. Montrer que 'application

F4%0:1,R) — R, us /Olf(t,u(t))dt

est de classe €7, sa différentielle k-ieme étant donnée par

d"Fy(hy, ..., hy) :/0 %(t,u(t))hl(t) . hy(t) dt, (hi,...,hx € €°([0;1],R)).

Exercice 1.8.6. Une variante astucieuse du théoréme de Picard. Soit (X,d) un
espace métrique complet, et T : X — X une application telle qu’il existe n € N* avec
T contractante. Montrer que 7" admet un unique point fixe x et que pour tout zy € X,
x est limite de la suite (7% (o)), lorsque k tend vers linfini.

Exercice 1.8.7. La méthode de Newton. Dans cet exercice, nous élargissons le cadre
classique de la méthode de Newton aux espaces de Banach.

Soit U un ouvert convexe d'un espace de Banach E et soit f : U — F une application
de classe €' a valeurs dans un espace de Banach F'.

1. (Question préliminaire) Montrer que quels que soient a, b et ¢ dans U, on a

1F(b) = f(a) = dfe(b —a)||p < ( sup ldf. — dch> 16— allg,
u€la,
ou [a,b] = {ta+ (1 —t)blt € [0;1]} C U.
On suppose qu’en un point zy € U, la différentielle df,, : £ — F soit un isomorphisme

entre espace de Banach. On suppose aussi qu’il existe une constante M > 0 telle que quels
que soient a et b dans U, ||dfy — df.|| < M [|b—a .
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2. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que df,,+, : E — F' reste un isomorphisme pour tout
r tel que ||r||, < 8. On pose g(r) = df,., : F — E. Montrer que quels que soient r et 7/
dans Bg(0,9),

lg(r) = gl < M x{lg(r)]| < [lg(r)| < [lr = r'll 5

3. Posons C' = [|g(0)]| = H —1 || On suppose en outre que § < (2MC)~. Montrer que
quel que soit r dans Bg(0,9),

C

g(r)|| < —————— < 2C.
Il < T=5rET

Posons maintenant, pour tout r € Bg(0,9), R(r) = f(zo) — f(xo + 1) + dfsysr(7), €t
définissons ¢ : Br(0,0) — E par ¢(r) = df;.", (f(wo) — R(r)) = df sl (f(x0 + 1) — dfsir (1))
4. Montrer que quels que soient r et r’ dans Bg(0, ),

1RG) = RO < M (llr =15+ 1L x Nl =1l -

puis que
2
60) = 6"l <20M (hr = #'1 + )5 % i =+l )
#4020 x (o)l + M IFI3) X lir = 7'l

5. En déduire que si d et || f(zo)| -, sont assez petits, il existe une constante 0 < K <1
indépendante de r et 1’ dans Bg(0,0) telle que

lp(r) = @)l g < K x fIr =l -

En déduire que si de plus C' || f(xo)]|z < (1 — K)d, on a alors
le(r)lly <4

En d’autres termes, si d et || f(zo)|| -, sont assez petits, ¢ est une contraction de Bg(0, )
dans elle-méme.

6. On pose ,, = xg + 15, OU (7,), est la suite définie par récurrence en posant ry = 0
et 7,41 = ¢(r,). Montrer que la suite (z,,), vérifie

Tpy1 = Tp — df;}(f(xn))

et converge vers une limite z vérifiant f(z) = 0.

7. Evaluer la vitesse de convergence.

Exercice 1.8.8. Soit a et b deux réels vérifiant a < b. Montrer que, pour € > 0, I’équation
(r —a)(z — b) + ex® = 0 admet trois racines réelles distinctes z1(g) < wo(e) < x3(e) et
donner un developpement limité a ’ordre 1 de x; et x».

Exercice 1.8.9. Soient E et F' des espaces de Banach, & un ouvert de F et f: E — F
une application de classe €’1. Supposons qu’il existe un point a € U tel que df, : E — F
soit surjective et supposons qu’il existe un supplémentaire fermé E, de F; = ker df, dans
E. Montrer que f(U) contient un voisinage ouvert de f(a).
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Exercice 1.8.10. Soit £ = ¢*([0; 1]; R) muni de lanorme || f||, = sup |f(¢)|+ sup |f'(¢)]
te[0;1] te[0;1]
et soit F = €¢°([0;1]; R muni de la norme ||f||, = sup |f(¢)]. On rappelle que ce sont
te[0;1]

des espaces de Banach. On définit

V:E—F [eU(f), W) =F)+tf()

Montrer que ¥ est de classe €. Montrer que d¥, = % et que cette application linéaire

de F dans F est surjective. Trouver un supplémentaire fermé F, dans E de E; = ker d¥,,.
Utiliser 1'exercice précédent pour en déduire qu’il existe € > 0 tel que si g € Bp(0,¢€), il
existe f € F telle que pour tout ¢t € [0;1], f/(¢t) + tf(t)* = g(t).

Exercice 1.8.11. Soit Ay € M, (R) une matrice admettant n valeurs propres distinctes
A1(0), A2(0) ..., A, (0).

(1) Montrer qu’il existe un voisinage U de Ay dans M,,(R) et des fonctions \; : U — R,
i =1,...,n de classe € tels que pour tout A € U, A\(A), A\a(A)..., A\, (A) soient les
valeurs propres de A et restent distinctes.

(2) On fixe i. Soit v;(0) un vecteur propre de Ay pour la valeur propre \;(0). Montrer
que quitte a restreindre le voisinage U de Ay de la question précédente, il existe une
fonction v; définie sur U a valeurs dans R" et de classe € telle que v;(A) soit un vecteur
propre non nul de A pour la valeur propre \;(A).

Exercice 1.8.12. Soit f € (R, R). On suppose qu'il existe une constante C' telle que

[f(x) = f(y)| < Cle =yl

(Vo,y €R), {\f'(x) Fl = Clz —yl,

On considere ’équation différentielle sur [0, 1] avec condition aux bords :

{u” — Af(u) =0 sur |0, 1],
u(0) =u(1l) =0

Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I contenant 0 tel que pour tout A € I, I’équation
ci-dessus admet une solution uy € €2([0, 1], R).
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Chapitre 11

Sous-variétés de RYY

Dans tout ce qui suit, lorsqu’on parle d’une application ou d’une sous-variété de classe
¢*, on suppose que k est un entier au moins égal a 1, ou bien que k = +o0.

II.1 Immersions et submersions

Les notions d’immersion et de submersion sont au coeur de la théorie des sous-variétés.
Rappelons rapidement les points importants.

~ Définition IL.1.1.] \

Soit f : U — R? une application différentiable définie sur un ouvert U de RP.
On dit que f est une immersion (resp. une submersion) en a € U si df, est
injective (resp. surjective) de RP dans RY. On dit que f est une immersion
(resp. une submersion) si c’est une immersion (resp. une submersion) en
tout point de U.

Le résultat qui suit est une conséquence du théoreme d’inversion locale 1.7.2.

,—[Proposition II.1.2.] \

Soit f : U — RY une application de classe ¢! définie sur un ouvert U de R™.
Soit a € U tel que df, : R™ — RY soit injective. Alors il existe un voisinage
ouvert U; de a dans U tel que la restriction de f a U; soit une immersion en tout
point, et de plus, f réalise un homéomorphisme entre U; et son image f (U ).

Démonstration. Soit H un supplémentaire de I'image de df, dans RY,

RY = df,(R™) @ H.
On étend f en une application F: U x H — R en posant

F(gq,t) = f(q) +t.

37
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La restriction de F' a U x {0} coincide avec f. D’autre part, F' est différentiable, sa
différentielle en un point (g, t) étant donnée par

dF,;: R™ x H — R, (h,w) = df,(h) + w.

Ainsi, il est clair que dF{q0) est un isomorphisme de R™ x H dans RV, et le théoreme
d’inversion locale garantit 1’existence d’'un voisinage de (a,0) dans U x H (que l'on peut
prendre de la forme U; x ) ou U; est un ouvert de U contenant a et ) un ouvert de H
contenant 0) et d’un voisinage V de f(a) dans RY tel que F réalise un difféomorphisme
entre Uy x Y et V. Ceci montre que df, est injective pour tout ¢ € U; et que f réalise un
homéomorphisme de U; ~ U; x {0} sur son image f(U;) = F(U; x {0}). O

~ Définition 11.1.3.] X

Soit f : ¥V — RY une fonction différentiable définie sur un ouvert V de R™.
Six €V est tel que df, : R™ — R¥ n’est pas surjective, = est appelé point
critique de f et a = f(x) € RY est appelée valeur critique de f.

Si # € V n’est pas un point critique, c’est un point régulier. Si a € RY n’est
pas une valeur critique, c’est une valeur réguliere. C’est en particulier le cas
lorsque a n’est pas dans 'image de f.

Exercice I1.1.4. Le but de cet exercice est de montrer le

Théoréme du rang constant. Soit f : U/ — R™ une application €7 d’un ouvert U
de R™ dans R™. Soit a € U.

1. Si f est une immersion en a (i.e. si df, est injective) alors il existe un voisinage ouvert
U, de a dans U, un voisinage ouvert Wy de f(a) dans R™ et ¥ : W; — W, C R™ un
difféomorphisme de W; sur un ouvert W, de R™ tels que f(U;) C Wy et Vo f(xy,...,x,) =
(T1,...,24,0,...,0) pour tout = = (x1,...,x,) € U;. Autrement dit, a un changement de
variable au but pres, toute immersion est localement égale a I'injection canonique de R"
dans R™.

2. Si f est une submersion en a (i.e. si df, est surjective), alors il existe un voisinage
ouvert U; de a dans U, un ouvert Us de R™ et un difféomorphisme ® : U — U; tels que

fo®(zy,...,xn) — (T1,..., %)

pour tout = (z1,...,x,) € W. Autrement dit, & un changement de variable & la source
pres, toute submersion est égale a la projection canonique de R™ dans R™.

3. Posons r = rang(df,). Supposons que df, soit de rang r pour tout = dans un voisinage
de a. Alors il existe

a) un diffomorphisme ® : Uy — U; d’un ouvert Uy de R™ sur un voisinage ouvert U
de a dans U,

b) un difféomorphisme ¥ : W; — W, d’un voisinage ouvert W; de f(a) dans R™ sur
un ouvert W, de R™,

vérifiant f(Uy) C W, et
Vo fod: Uy — Wy, (1, ., xn) = (21,...,2.,0,...,0).

pour tout = = (z1,...,2,) € Uy.
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FIGURE II.1 — Paramétrage local (ici m =2, N = 3)

II.2 Paramétrage local. Systeme de coordonnées

Une premiere fagon de voir les sous-variétés est celle de nappe paramétrée. Une sous-
variété de dimension m de RY est un objet paramétré localement par des ouverts de
R™.

~ Définition I1.2.1.] \

Soient m € N et k € N* U {oo}. Un sous-ensemble . de R" est une sous-
variété de dimension m de classe € si pour tout p € .7, il existe un ouvert
U de R™, un voisinage ouvert V de p dans RY et une application x : & — V tels
que :

1. application x est différentiable de classe €,

2. lapplication x est un homéomorphisme de & sur V N .7,

3. (condition de régularité) en tout point q € U, la différentielle dx, : R™ — RY
est injective (autrement dit, X est une immersion).

L’application x est un paramétrage local de la sous-variété .# en p. Son inverse
x 1 VN — U, est une carte ou encore un systéme de coordonnées
(locales) de la sous-variété .# en p.

La codimension dune sous-variété .# de dimension m de RY est N —m. Une
sous-variété de codimension 1 est appelée hypersurface. Dans le cas m = 2, on
parlera de surface.

Au point 2, la topologie sur .7 est celle induite par la topologie usuelle de R,

Remarques 11.2.2.
1. La condition 3 implique que m < N.

2. Nous n’insisterons pas toujours sur les hypotheses de régularité minimales requises
pour définir les notions et obtenir les résultats qui suivent. Le lecteur pourra soit sup-
poser que les sous-variétés considérées sont toujours lisses (i.e. k = c0) et que toutes les
applications sont de classe €°°, soit s’il est courageux, déterminer pour quelles classes de
régularité les énoncés ont un sens et sont valides.
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3. On peut remplacer R dans le définition ci-dessus par n’'importe quel espace vec-
toriel réel de dimension finie F.

Exemple I1.2.3. Un ouvert I de R est une sous-variété de RY. En tout point de U,
on peut choisir comme paramétrage local I'inclusion de ¢ dans R¥.

Exemple I1.2.4. Une sous-variété de dimension 0 de RY est un ensemble discret.

Exemple I1.2.5. Un sous-espace vectoriel ou affine de RY de dimension m est une sous-
variété.

Exemple I1.2.6. Un ouvert d'une sous-variété .# de RY est une sous-variété de RV (de
méme classe de régularité et de méme dimension).

Exemple I1.2.7. Soient .7] et .% des sous-variétés, respectivement de R™* et R™2. Alors
S xS est une sous-variété de RN x RNz,

Exemple I1.2.8. Soit . une sous-variété de RY et soit ® un difféomorphisme de RY
sur lui-méme. Alors ®(.%) est encore une sous-variété de RY.

Exemple I1.2.9. Soit f : & — RY une application de classe €' définie sur un ouvert
U de R™. Soit ¢ € U tel que df, soit injective. D’apres la proposition II.1.2, il existe un
voisinage ouvert U; de ¢ dans U tel que la restriction de f a U soit une immersion en tout
point réalisant un homéomorphisme sur son image. Ainsi . = f(U;) est une sous-variété
de RY paramétrée par f: U; — 7.

Exercice I1.2.10. Montrer que le cercle C(a,r) de centre a et de rayon r dans R? est
une sous-variété de R,

Nous verrons bientot de nombreux autres exemples de sous-variétés. Voici maintenant
quelques exemples d’ensembles qui ne sont pas des sous-variétés :

Exemple I1.2.11. . = [0;+4o0[. Tout voisinage ouvert connexe de 0 est de la forme
[0;al, a > 0, qui n’est jamais homéomorphe a un ouvert connexe de R™. C’est évident si
m = 0. Pour m = 1, on remarque que [0;a]\ {0} est connexe, alors que R\ {z} a deux
composantes connexes pour tout € R. Pour m > 2, [0;a[\ {b} a deux composantes
connexes pour tout b € ]0;a[, alors que R™ \ {2} n’en a qu’une pour tout z € R.

Exemple 11.2.12. . = (R x {0}) U ({0} x R). Tout voisinage connexe de (0,0) dans ./
est encore homéomorphe a .. Or .\ {(0,0)} possede 4 composantes connexes, ce qui
montre que . ne peut étre homéomorphe a un R™.

Exercice 11.2.13. . = {(t*,#%) € R?, t € R}. Le point (0,0) est un point de rebrousse-
ment de premiere espece. Montrer que ’on ne peut pas trouver de paramétrage local en
ce point qui vérifie le point 3 de la définition.

W

F1GURE II.2 — Point singulier
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Exemple 11.2.14. Voici un contre-exemple ol le paramétrage x : t € R+ (¢3—4t, 1% —4)
est une immersion en tout point, mais I'image n’est pas une sous-variété de R? & cause
du point multiple en (0, 0).

F1cure I1.3 — Point multiple

Exemple I1.2.15. Dans cet exemple, le paramétrage x : ¢t € |—1;+o0[ — (lftg, lﬁg)
est une immersion en tout point, et de plus injectif. Néanmoins, 1'image n’est pas une
sous-variété a cause du point (0,0) qui n’admet pas de paramétrage local satisfaisant la

condition 2 de la définition.

Fi1GURE 11.4 — Le folium de Descartes

Remarque I1.2.16. On ne suppose pas qu’une sous-variété est connexe. Toute compo-
sante connexe de .7 est encore une sous-variété de RY de méme classe de régularité et de
méme dimension.

Remarque I1.2.17. On ne suppose pas qu’une sous-varié¢té de RY soit fermée dans R¥V.
Par exemple, dans R?, la spirale définie par le paramétrage

x R = R?* s+ (e®coss,e’sins)

a dans son adhérence le point (0,0) qui n’est pas un point de la sous-variété. Comme
autre exemple, on peut citer celui d’'une droite privée d’un point.

I1.3 Sous-variétés définies par des graphes

Une maniere tres simple de construire des sous-variétés est de considérer les graphes
des applications de classe €* d’un espace vectoriel de dimension finie dans un autre espace
vectoriel de dimension finie.
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,—[Proposition II.3.1.} .

Soit f : U — RN¥N=™ une fonction différentiable de classe €’* définie sur un ouvert
U de R™. Le graphe de f

Graphe(f) = {(u, f(u)), (u€U)}

est une sous-variété de R™ x RY-™ = RY de dimension m.

Démonstration. Le graphe de f est une sous-variété, un paramétrage global étant

x:U=RY, ues (u, f(u)). O

Soit A un isomorphisme linéaire de ’espace ambiant RY dans lui-méme. II est évident
qu’avec les notations de la proposition, I’ensemble

" = A(Graphe(f)) = {A((u, f(v)); v € U}

est encore une sous-variété de RY (c’est un cas particulier de I'exemple I1.2.8). Comme la
définition d’une sous-variété est de nature locale, on obtient

,—[Proposition II.3.2.} \

Soit . une partie de RV et supposons que pour tout point p de .7, il existe un
voisinage ouvert V de p dans R¥, un isomorphisme linéaire A : RY — RY un
ouvert i de R™ et une application f: U — RV~™ de classe €* tels que

VN =VN{A((u, f(u)); u e U}.

Alors .¥ est une sous-variété de dimension m de R¥.

Réciproquement, une sous-variété peut-étre vue localement comme un graphe, < a un
isomorphisme linéaire prés > de I’espace ambiant RY.

,—[Proposition II.3.3.} \

Soit .# une sous-variété de dimension m de classe €* de RY. Alors pour tout
point p de .7, il existe un voisinage ouvert V de p dans RY, un isomorphisme
linéaire A : RY — RY, un ouvert & de R™ et une application f : U — RY~™ de
classe €* telle que

VN =VN{A((u, f(u)); u e U}.

Démonstration. Soit x : U = V N.¥ un paramétrage local en p. Soit ¢ = x(p). Soit A
un isomorphisme linéaire de RY dans lui-méme tel que A~ (dx,(R™)) = R™ x {0} C RY.
Alors d(A™tox), = A~'odx, est un isomorphisme linéaire de R™ dans R™ x {0}. Ecrivons
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A~'ox sous la forme A~ ox(u) = (i(u),j(u)), i(u) € R™, j(u) € R¥~™. Par construction,
dj, = 0 et di, est un isomorphisme de R dans R™. Le théoreme d’inversion locale donne
'existence d’un ouvert U’ de R™ contenant ¢ (que 1'on suppose inclus dans i) et d'un
ouvert U, de R™ tels que i réalise un difféomophisme de U’ sur U;. Soit & : Uy — U’ son
inverse. Soit u; € Uy et posons u = P(uy) (et donc u; =i(u)). On a alors

A toxo®(uy) = A P ox(u) = (i(u), j(u) = (u, j o ®(uy)).

Posons f = jo®: Uy — RY=™. Alors x(U') = {A(uy, f(w1)); (uy €U’)}. O

Remarque I1.3.4. Les deux propositions qui précedent fournissent donc une autre définition
d'une sous-variété de dimension m de RY : c’est une partie . de RY vérifiant les hy-
potheses de la proposition I1.3.2.

II.4 Sous-variétés définies par des équations

Certaines sous-variétés peuvent étre définie comme ’ensemble des points de ’espace
ambiant solutions d'une équation. Par exemple, le cercle unité dans R? est 1’ensemble des
points (z,y) du plan tels que 2% +y* = 1. En revanche, 'ensemble des points (z,y) de R?
solutions de zy = 0 n’est pas une sous-variété de R?. La proposition suivante donne un
critere sur ’équation pour que l’ensemble de ses solutions soit une sous-variété.

,—[Proposition II.4.1.} \

Soient N et m deux entiers, N > m. Soit f : ¥V — R¥~™ une fonction de classe
¢* définie sur un ouvert V de RV,

1. Soit p € V tel que df, soit surjective. Posons a = f(p). Alors il existe un
voisinage ouvert V; de p dans V tel que f~1({a}) NV, est une sous-variété
de dimension m et de classe €* de RY.

2 Soit a une valeur réguliere de f. Alors . = f~!({a}) est une sous-variété
de dimension m et de classe €% de RY.

Démonstration. Soit p un point de f~1({a}) tel que la différentielle de f en p soit sur-
jective. Soit £ C RY le noyau de df, et soit F' un sous-espace supplémentaire. Comme
df, est surjective, d’apres le théoreme du rang, £ est de dimension m. Il existe donc un
isomorphisme linéaire ¢ entre E et R™. Tout point de V s’écrit de maniere unique sous
la forme p+ x +y, avec x € F et y € F. On peut donc définir

UV oRY, pratye (o), flp+x+y))
pour tout x € E et tout y € F' tels que p+ x +y € V. La différentielle de ¥ en p est

AUy (v +w) = (p(v), dfy(v + w)) = (p(v), dfy(w)), (veE, welF).

Le théoreme du rang implique que la restriction de df, a F' réalise un isomorphisme
entre F et RY=™. On voit donc que d¥, est un isomorphisme entre RY et R™ x RN—™.
On applique le théoreme d’inversion locale : il existe un ouvert V; C V contenant p,
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< v

FIGURE IL5 — Sphere : Y, 27 =1

et des ouverts U, W respectivement de R™ et R¥N"™ avec 0 € U et a € W tels que
UV — U x W soit un difffomorphisme. Soit ¢; I'injection canonique de U ~ U x {a}
dans U x W. 1l est clair que I'application ¢ = ¥~ 0 4y est différentiable et injective. De
plus f(¢(x)) = f(T1((x,a))) = a car f = py o ¥, ol py est la projection canonique de
R™ x RY=™ sur RY=™. Ainsi ¥(U) = f~*({a}) N V) et ¥ est un paramétrage local de
< = f~1({a}) NV, au voisinage de p.

Le deuxieme point découle immédiatement du premier, puisque par définition d’'une va-
leur réguliere, df, est surjective pour tout p € . = f~*({a}). La construction précédente
fournit un paramétrage local en p pour tout p € .. O

Exemple I1.4.2. On voit facilement que la sphére S™ est une sous-variété de R*™!, car
S* = f1({1}) ot f: R*1\ {0} = R, f(x) = ||z|” est différentiable, de différentielle
df.(v) = 2(w,v), (x € R\ {0}), (v € R")

donc est une submersion en tout point x.

Exemple I1.4.3. Plus généralement, toutes les quadriques de RY, définies par une
équation de la forme

N

Z a;r? =1

i=1

ol les a; sont dans R, sont des sous-variétés de RY.

Exemple I1.4.4 (Le tore). Soit .7 le tore d’axe D = {x = y = 0} dont les distances
respectivement minimale et maximale a ’axe sont a — r et a + r, oul a et r sont deux
réels tels que 0 < 7 < a, défini par I'équation (\/22+ y2 — a)®> + 22 = r2. On a donc

S = f1{r*}) ou f : R® = R, f(x,y,2) = (/22 + 4% — a)? + 2. La fonction f est
différentiable sur .\ D et

O gy ZVT Yy —a) 0y WPy —a) Oy,
833 ' Yy - \/m ) 83/ ' Yy - \/m ’ 02 ' Y - .

La différentielle df,, ne s’annule donc pas en p € ., ce qui montre que & est une sous-
variété de R3. On notera T? le tore obtenu en prenant a = 2 et r = 1.
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z
Y
T

FIGURE IL.6 — Ellipsoide : Y, a;z? =1, a; > 0

z
x
Y

FIGURE I1.7 — Hyperboloide & une nappe : 22 + 3> — 22 =1

%y

FIGURE I1.8 — Hyperboloide & deux nappes : z?

_x2_,y2:1
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FIGURE I1.9 — Tore : (\/22 +y%2 —a)? + 22 =12

Comme la définition d’une sous-variété est de nature locale, et que par une translation,
on peut sans perte de généralité supposer que a = 0 dans la proposition ci-dessus, on
obtient :

,—[Proposition II.4.5.} \

Soit . une partie de R et supposons que pour tout point p de .7, il existe un
voisinage ouvert V de p dans RY et une fonction ¥ : ¥V — RY=™ de classe €*
dont 0 est valeur réguliere tels que

SNV ={zeV|T) =0}

Alors . est une sous-variété de dimension m de RV.

Réciproquement une sous-variété de R peut étre définie localement par une équation
du type ¥(z) =0, z € RY et 0 valeur réguliere de W.

,—[Proposition II.4.6.] \

Soit . une sous-variété de dimension m de classe €* de RY. Alors pour tout
point p de .7, il existe un voisinage ouvert V de p dans R¥ et une fonction
U: VY — RV de classe €* tels que

SOV ={zeV|U(z) =0}

et 0 est une valeur réguliere de .

Démonstration. Soit p un point de . et soit x : YU C R™ — . un paramétrage de . au
voisinage de p. L’image de la différentielle de x au point ¢ = x~!(p) est un sous-espace
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vectoriel de dimension m de RY. Soit H un supplémentaire de ce sous-espace vectoriel
dx,(R™) & H = R".
Le sous-espace H ayant dimension N — m, il est isomorphe & RY~™. Soit
: RV [
un isomorphisme. On considere maintenant ’application
O UXRY™ 5 RN (u,t) = x(u) + pt).

L’application ® est continument différentiable et sa différentielle au point (¢, 0) est un
isomorphisme. Le théoréme d’inversion locale montre qu’il existe un ouvert ¥V de RY
contenant p et une application ¥, différentiable de ¥V dans un ouvert U; x Us de R™ x
RN-m ~ RN g €U, CU, U, ouvert contenant 0 dans RY =™ et tels que ® : Uy x Uy — V
et Uy : V — U; X Uy soient inverses I'un de 'autre. L'image par W, de l'intersection de
la variété . et de V est incluse dans U x {0}, si 'ouvert V est choisi suffisamment petit.
Composons ¥, par I'application linéaire po, projection canonique de U x RN~ sur R¥N—",
Si W est I'application composée py o Wy définie sur V, on a

O((u, 1)) = x(u) + ¢(t) & (u,t) = Vr(x(u) + ¢(1)),
d’ou
t =pa(u,t) = ¥ (x(u) + (1))
La variété . est définie par I’équation ¥(z) = 0, au voisinage de p, ¢’est-a-dire que
VzeV), [reS]<[¥(x)=0]

Comme ¥ est composé de W1, qui est un difféomorphisme, et de ps qui est linéaire surjec-
tive, sa différentielle en tout point est surjective, et donc en particulier 0 est une valeur
réguliere de V. O]

Remarque I1.4.7. Les deux propositions qui précedent fournissent donc une autre définition
d'une sous-variété de dimension m de RY : c’est une partie . de RY vérifiant les hy-
potheses de la proposition I1.4.5.

II.5 Autre définition des sous-variétés

On trouve souvent dans la littérature une autre définition des sous-variétés de di-
mension m dans RV, qui exprime le fait que localement une telle sous-variété est < a
difféomophisme pres > 'inclusion d’un sous-espace de dimension m. Cette définition est
proche de celle donnée en 11.2.

,—[Proposition II.5.1.} \

Soient m € N et k € N* U {oo} et .¥ une partie de RY. Alors . est une
sous-variété de dimension m de classe €* si et seulement si pour tout p € .7,
il existe un voisinage ouvert ¥V de p dans RY, un ouvert W dans R" et un
¢*-difféomorphisme ® : YV — W tels que

sV N.7) = (R™ x {0}) N W.




48 CHAPITRE II. SOUS-VARIETES DE RN

P R
J (R x {0} nw

FIGURE II1.10 — Redressement local (ici m =2, N = 3)

Démonstration. Supposons que .% soit une sous-variété et soient p un point de ., V un
voisinage ouvert de p dans RY, et x : ¢ C R™ 5 . NV un paramétrage local de . en
p. Posons ¢ = x7!(p) et quitte a translater, supposons ¢ = 0. Soit H un supplémentaire
de l'image de dx, dans RY,

RY = dx,(R™) @ H.
C’est un sous-espace de dimension N — m de R”Y. Choisissons un isomorphisme linéaire

o: RN"™ - H.

N

On étend x en une application F': i x RN~™ — R¥ en posant

Fu,t) = x(u) + ¢(t).

L’application F' est continiment différentiable et dF, ) est un isomorphisme de R™ x
RN¥N=m ~ RY dans RY. Ainsi, le théoréeme d’inversion locale garantit 'existence d’un
voisinage de (g,0) dans U x R¥~™ (que I'on peut prendre de la forme U’ x Y ou U’ est
un ouvert de U contenant ¢ et Y un ouvert de RV=™ contenant 0) et d’un voisinage V'
de p dans R¥ tel que F réalise un difféomorphisme entre U’ x ) et V'. On peut aussi
supposer que ces ouverts sont choisis suffisamment petits, de sorte que V' C V. Posons
O=F1:V >U xY. Onaalors V' N.Y) =R x {0} N (U x V). Ceci montre que
la condition locale voulue est vérifiée en p.

Réciproquement, soient p un point de ., et ®, W, V comme I’énoncé de la proposition.
On a donc VN.¥ = &~ 1(R™ x {0} NW). Posons U = R™ x {0} N W. C’est un ouvert du
sous-espace R™ x {0} de RY. En identifiant R™ x {0} et R™, on voit & comme un ouvert
de R™ et si x désigne la restriction de @1 AU, x: U — VN .7 est un paramétrage local
de . en p. H

I1.6 Changements de paramétrage

Une sous-variété n’a pas de paramétrages privilégiés. Les objets ou les propriétés
(différentielles, champs de vecteurs, etc) que nous allons étudier ne dépendent pas d'un
choix de paramétrage (néanmoins, un choix judicieux peut souvent faciliter les calculs).
Le résultat suivant nous permet d’assurer que le passage d’un paramétrage a un autre se
fait toujours par une transformation suffisamment réguliere.
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FIGURE II.11 — Changement de paramétrage (ici m =2, N = 3)

,—[Proposition 11.6.1 } \

Soit p un point d'une sous-variété . de dimension m de R¥ et soient
x1:Z/{1—>5’, XQZZ/{Q%y

deux paramétrages de . au voisinage de p. Notons W = x; (U ) N xo(Us). Cest
un voisinage de p dans ., et le changement de paramétrage

0=x"oxy:x, (W) — x7 (W)

est un homéomorphisme. Si les deux paramétrages sont de classe €%, k > 1, le
changement de paramétrage est un ¢*-difféomorphisme.

Démonstration. Comme 6 est obtenu par composition de deux homéomorphismes, c’est un
homéomorphisme. On ne peut pas conclure par cet argument que c’est un difféomorphisme,
puisque x; ' est défini sur l'ouvert W de .# et que I'on ne sait pas encore ce que signifie
pour une fonction sur . d’étre différentiable en un point. En revanche, puisque 6 est un
homéomorphisme, il suffit de vérifier que c¢’est localement un difféomorphisme.

Reprenons des éléments de la démonstration de la proposition I1.5.1. Posons ¢ =
x; '(p) € Uy. Nous avons étendu x; en une application F : U x R¥Y=™ — RY en posant

F(u,t) = x(u) + ¢(t),

olt i est un isomorphisme linéaire entre RY~™ et un supplémentaire de I'image de d(x;),,
dans R". Nous avons ensuite montré grace au théoréme d’inversion locale que F se res-
treint en un difféomorphisme dun voisinage de (qi,0) € U; x R¥N~™ sur son image et
appelé ® = F~! le difféomorphisme inverse.

Si ’'on note P la projection de U; x RV=™ sur U, on a alors X1_1 0X9 = Po®oxs dans

un voisinage de gy = x,'(p) € Uy, ol de plus ® o x, est a valeurs dans U; x {0}. Sous
cette forme, il apparait clairement que x; ' o x5 est un difféomorphisme local en p. O
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I1.7 Calcul différentiel sur les sous-variétés

Dans cette section, nous généralisons les outils du calcul différentiel aux sous-variétés.

I11.7.1 Applications différentiables sur les sous-variétés

Commencons par définir une notion de fonction différentiable.

~ Définition I1.7.1.] X

Soit f : . — R une fonction définie sur une sous-variété . de dimension m
et de classe €% de RY. On dit que f est différentiable en p € . si pour tout
paramétrage x : U — . avec p € x(U) C .7, la fonction fox : U — R est
différentiable en ¢ = x~!(p). On dit que f est différentiable sur . si elle est
différentiable en tout point de .. On dit que f est de classe ", r < k, sur .
si pour tout paramétrage x : U — . la fonction fox: U — R est de classe €
sur U.

Remarque I1.7.2. D’apres la proposition I1.6.1, pour que f soit différentiable en p € .7,
il suffit que fox: U — R soit différentiable en ¢ = x~!(p) pour un paramétrage local
x. De méme, si r < k, pour que f soit de classe ¥ dans un voisinage de p, il suffit que
fox: U — R soit de classe € pour un paramétrage local x de . en p.

Exercice I1.7.3. Montrer que pour toute fonction f de classe € sur .¥ et tout p € .7,
il existe un voisinage ouvert V de p dans RY et une fonction F' de classe € de V dans R
tels que f soit la restriction de F' a V N .%.

Montrer que l'on peut construire une telle fonction F' sur tout un voisinage de .%
(utiliser des partitions de 'unité).

Remarque I1.7.4. Soit .¥ une sous-variété de dimension m et de classe €% de RY et
soit n € N*. On peut étendre immédiatement les définitions de fonction différentiable en
un point p de . ou de fonction de classe €" sur .¥ aux fonctions a valeurs dans R".

Définissons maintenant plus généralement les applications différentiables entre sous-
variétés. Soient .7 et . deux sous-variétés (respectivement de RM et R™?). Notons que
puisque ¥} et .% sont des espaces topologiques (les topologies étant induites des espaces
ambiants), on peut parler d’application continue de .} dans .%.
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~ Définition I1.7.5.] X

Soit ¢ : S — % une application continue entre les sous-variétés (supposées de
classe au moins €7, (1 > 1)) .7; et % respectivement de RM et RMN2.
On dit que @ est de classe €" (resp. différentiable en p € .#7) si quels que soient
les paramétrages

X1:L{1—>¢71, XQIU2—>¢§£2

de .7 et 7, lapplication x;' o ¢ 0 x; définie sur x7 ' (7! (x2(Us)) N x1(U1)) &
valeurs dans U, est de classe €7 (resp. différentiable en x;*(p)).

Exemple I1.7.6. Les paramétrages locaux d’une sous-variété de classe " sont des ap-
plications de classes €.

Remarques I1.7.7.

1. La proposition I1.6.1 montre que ¢ est de classe " si 'on peut trouver pour tout
p € ¥ des paramétrages locaux x; et X, respectivement de .#} en p et de .%5 en
¢(p) tels que x; ' o @ 0 x; soit de classe €7 sur x7 ' (¢! (x2(Us)) N x1 (U1)).

2. On peut voir ¢ : .4 — % comme une application de .#; dans R™2, et parler en
tant que telle de sa différentiabilité en un point ou son caractere " (cf. remarque
[1.7.4). Nous laissons le lecteur vérifier ¢ : . — ¥ est de classe €" au sens de la
définition ci-dessus si et seulement si ¢ : . — R est de classe €7 au sens de la
remarque 11.7.4).

3. On vérifie facilement que la composée de deux applications différentiables (resp. de
classe €") est une application différentiable (resp. de classe ™).

4. Soit I un intervalle ouvert de R et soit o : I — .} une courbe paramétrée de classe
" tracée dans une sous-variété .#; (de classe au moins €”) de R™'. C’est donc une
application de classe €™ de I dans R™ dont 'image est dans .7, que I’on peut aussi
voir comme une application de classe " de la sous-variété I dans la sous-variété
7 au sens de la définition ci-dessus, d’apres le point 2. Soit ¢ : ¥ — % une
application de classe €". Le point 3 montre alors que § = poa : I — % est de
classe €.

11.7.2 Espace tangent

Intuitivement, il est naturel de définir I’espace tangent en un point p d’une sous-variété
< de RN comme l'espace des vecteurs tangents en p aux courbes tracées sur . passant
par p. Il n’est pas clair que ceci forme un sous-espace vectoriel de RY, mais en utilisant
les paramétrages locaux de ., nous allons voir que tel est le cas.
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~ Définition 11.7.8.] .

Soit .7 une sous-variété de dimension m de RY. On dit que ¥ est un vecteur
tangent & .% en p s'il existe une courbe paramétrée a : I — RY de classe €7,
ou I est un intervalle ouvert contenant 0, dont la trace est contenue dans .7,
telle que a(0) = p et o/(0) = v.

On appelle espace tangent a .% en p 'ensemble des vecteurs tangents a .7 en
p.

L’espace tangent en un point ¢ d’un ouvert U de R™ est tout simplement l'espace
vectoriel ambiant R™. Faisons le lien grace aux paramétrages locaux.

,—[Proposition II.7.9.} \

Soit . une sous-variété de dimension m de R™. Soient p € L et x: U — &
un paramétrage local en p. Posons ¢ = x !(p). Alors I'espace tangent & . en
p s’identifie a I'image de R™ par I'application dx,. En particulier ¢’est un sous-
espace vectoriel de dimension m de RY.

Démonstration. Soit ¢ un vecteur tangent a . en p, c’est-a-dire qu’il existe une courbe
paramétrée a : I — RY de classe €' dont la trace est contenue dans .7, définie sur un
intervalle ouvert I contenant 0, telle que a(0) = p et o/(0) = ¥. Quitte a réduire I, on
peut supposer que la trace de « est dans x(U). La courbe 3 = x ' o, I — U est alors
de classe €, d’apres remarque 11.7.7, point 4 et Pexemple I1.7.6.

Par définition de la différentielle, dx,(5'(0)) = ¥, ce qui montre que ¥ € dx,(R™).

Réciproquement, si ¥ = dx,(w) pour un certain @ € R™, on peut considérer la courbe

B:1—=U, t—tw+q

ou I est un intervalle ouvert contenant 0. Posons o = x o 5. On a par définition de la
différentielle v = o/ (0). Ceci montre que ¥ est un vecteur tangent en p a .. O

~ Définition I1.7.10. ) \

Soit . une sous-variété. On note T, 'espace tangent a . en un point p € ..
(’est un sous-espace vectoriel de l'espace ambiant RY. On note 7,.% le sous-
espace tangent affine a . en p, c’est-a-dire le sous-espace affine passant par p et
parallele a T),.7.

De la discussion qui précede, on tire le résultat suivant qui est surtout pour nous le
prétexte a introduire des notations utiles.
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-l

FIGURE I1.12 — Cone 22 + 3% — 22 =0

r—[Corollaire II.7.11.}

Soient .# une sous-variété de dimension m de RY, p un point de . et x: U — .7

un paramétrage local de . en p. Notons v = (ug,...,u,,) la variable d’une
fonction définie sur &« C R™. Soit (e, ..., e,) la base canonique de R™. Posons
(1L7.1) (1) = dxufe) = o x(utte) = o (u)
. Xu; = axyle;) = — X NE
A c dt |t=0 hrre Ju; "

Alors pour tout u € U, (xy, (1), ..., Xy, (1)) est une base de Ty

Exercice I1.7.12. Montrer que le cone C' = {(z,y, z)|2* + y* — 2> = 0} dans R3 n’est
pas une sous-variété de R3.

,—[Proposition II.7.13.} \

Si .7 = {(u, f(u))} est une sous-variété de R définie par le graphe d’une appli-
cation
f:UCR™ = RVN-™

comme dans la section 1.3, alors 'espace tangent en p = (u, f(u)) est le graphe
de df,.

Si .7 est une sous-variété de RV définie par
S ={z e RY | F(z) = 0},

ou 0 est valeur réguliere de F', alors pour tout p € ., T,,. = ker dF,,.

Exercice I1.7.14. Démontrer la proposition.
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11.7.3 Différentielle d’une application différentiable

Grace a la notion d’espace tangent, nous allons définir la notion de différentielle d’une
application entre sous-variétés. Soit ¢ : .7 — %% une application continue entre les
sous-variétés .7 et . (respectivement de RN et R™2).

Définissons maintenant la différentielle de ¢ en un point p € .#; ou elle est différentiable.
Soit ¥ un vecteur tangent a . en p. Par définition, v = o/(0) ou a : [ — ¥} est une
courbe paramétrée de classe €' d’un intervalle ouvert I contenant 0 dans .¥ telle que
a(0) = p. Considérons la courbe f = poa : I — S. Elle vérifie 5(0) = p(p) et son
vecteur tangent en ¢(p), 4'(0) est donc dans T, 7.

Reprenons maintenant des éléments de la démonstration de la proposition I1.7.9. Le
vecteur tangent v = o/(0) s’écrit dx, (W), o x : U — ¥ est un paramétrage local en
p tel que x(q) = p et ceci pour un unique @ € R™. Il est clair qu’avec ces notations,
B'(0) = d(¢ox),(w), ce qui montre que 5'(0) ne dépend pas du choix de la courbe «, mais
aussi que d(gox),(w) ne dépend pas du paramétrage choisi et que 7 +— 5'(0) = d(pox), (W)
est linéaire.

~ Définition I1.7.15. ) \

Soit ¢ : S — S une application continue entre les sous-variétés .7 et . et p
un point de . ou elle est différentiable. Alors il existe une application linéaire

d(pp : prl — Tw(p)yg

caractérisée par I'une des propriétés suivantes :
1. si ¥ € T.7 s’écrit U = dx (W), ot x : U — 7 est un paramétrage local
en p tel que x(q) = p avec W € R™, alors dp, (V) = d(¢ o x),(W).

2. 817 € T, s'éerit U= o/(0), ot o : I — . est une courbe paramétrée de
classe ! d'un intervalle ouvert I contenant 0 dans . telle que a(0) = p,
alors dp,(0) = f'(0) ou f=poa: I = ..

L’application linéaire dy, est appelée la différentielle de ¢ au point p.

Remarques I1.7.16. Placons nous dans le cas ot .%% = Rz,

1. Si & est un ouvert de RY, on a pour tout p € ., T,,.#; = R¥ et 'on retrouve la
définition usuelle de d.

FIGURE I1.13 — Différentielle
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2. Si ¢ est la restriction d’une fonction différentiable F' définie sur un voisinage ouvert
V de . dans RM, dyp, est la restriction de dF), & T,.#.

3. 81 x: U — & est un paramétrage local en p avec x(q) = p, 'application linéaire
do, : T)t — RN est caractérisée par la propriété suivante

p(x(q+h)) =@(p) + dpy(dx,(h)) + o(h)

(comme fonction de h définie dans un voisinage approprié de 0 dans R™).

Les différentielles se composent de la maniere habituelle.

,—[Proposition II.7.17.] \

Soient .77, ./ et /5 des sous-variétés (respectivement de RN, RN et RN3) et
supposons que les applications

01 S = S, Py 1 Sy — S,

sont telles que ; est différentiable en p, et o différentiable en ¢;(p). Alors
1 © Y9 est différentiable en p, et

d(p2 0 p1)p = d(P2)p1(p) © A(#P1)p-

Démonstration. Ceci résulte des formules habituelles du calcul différentiel et de la définition
11.7.15. ]

r—[Notations II.7.18.] \

Soient . et .% deux sous-variétés (respectivement de R™ et RM?). On note
€ (W, %) lespace des applications de classe €7 d’un ouvert W; de . dans
L.

Exercice I1.7.19. Soit .¥ une sous-variété de RY de classe €.

1. Montrer que l'inclusion i : . — RY est de classe €°°.

2. Montrer que les applications constantes . — R™? sont de classe €.
3. Montrer que I'application identique Id» : . — % est de classe €.
4.

Soit V un ouvert de R contenant .#. Montrer que la restriction a .# d’une fonction
de classe €" sur V est de classe €.
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Exemple I1.7.20. Soit .# une sous-varié¢té de RY de classe €. Soit P un hyperplan
de RY passant par le point py € R”, et soit a € RY un vecteur normal unitaire & P en pq
(c’est-a-dire (z — py,a) = 0 pour tout = € P et ||a|| = 1). La fonction hauteur

h:y%Ra p'_><p_p0aa'>

est de classe € car c’est la restriction d’une fonction € définie sur I’espace RY. Sa
différentielle en p € . est donnée par :

dh,: T, - R, v~ (v,a).

Exemple I1.7.21. Soit .# une sous-variété de R™ de classe €°°. Soit py € RY. La fonction
distance au carré

f: =R, pe{p—po,p—po)=p— ol

est de classe € car c’est la restriction d’une fonction ¢°° définie sur 1'espace RY. Sa
différentielle en p € . est donnée par

df, : T, = R, v+ 2(v,p— po).

Exemple I1.7.22. Soit .% une sous-variété de RY de classe €. Soit py € R \ .. La
fonction distance
[+ =R pelp—pl

est de classe € car c’est la restriction d’une fonction €’ définie sur 'espace RY \ {po}.

Exercice I1.7.23. Calculer la différentielle en un point p € .¥ de la fonction distance de
I’exemple précédent.

I1.7.4 Difféomorphisme local. Inversion locale

Ayant défini les applications différentiables entre sous-variétés et leur différentielles,
on peut étendre certaines notions du calcul différentiel. Commencons par la notion de
difféomorphisme.

~ Définition I11.7.24. ) .

Soient . et .% deux sous-variétés (respectivement de RV et RM2) de classe au
moins € et soit

w: A — S

une application de . dans .%. On dit que ¢ est un ¢*-difféomorphisme si
c’est un homéomorphisme et si ¢ et ! sont de classe €*. On dit alors que %
et . sont ¢*-difféomorphes.
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Un des problemes fondamentaux de la topologie différentielle est la classification des
variétés a difféomorphisme pres. Un résultat important de H.-Whitney (1936) nous dit que
toute variété différentiable abstraite de dimension m est difféomorphe a une sous-variété
de R?™, de sorte le probléme se rameéne a celui de la classification des sous-variétés.
C’est d’ailleurs dans cet article de 1936 que la définition rigoureuse des variétés abstraites
apparait pour la premiere fois, méme si des notions approximatives étaient utilisées depuis
Riemann, en particulier dans les travaux de H. Weyl et en relativité générale.

Voici quelques résultats de classification. Nous n’explicitons pas tous les termes em-
ployés.

Dimension 1. La seule variété compacte connexe de dimension 1 est le cercle St. Il
existe une seule autre sous-variété connexe de dimension 1 non compacte, R.

Dimension 2. La classification des variétés compactes connexes orientables de dimen-
sion 2 est donnée par la liste suivante : la sphere S?, le tore a g trous, g > 1. Les variétés
compactes connexes non orientables sont obtenus en recollant des plans projectifs a ces
dernieres. Le cas non compact est plus compliqué, car on peut avoir une infinité de trous,
ainsi que des < pointes >.

Dimension 3. Le mathématicien G. Perelman a montré récemment que la seule variété
compacte de dimension 3 connexe et simplement connexe (c’est-a-dire que tout lacet y
est homotope & un lacet constant) est la sphere S3, résolvant ainsi la céleébre conjecture
de Poincaré.

,—[Proposition II.7.25.} \

Soient .#; et % deux sous-variétés (respectivement de R et R™?) et soit
w: A — S
un difféomorphisme. Alors pour tout p € .,
doy : Ty — Ty
est un isomorphisme, d’inverse
A Vo) : TowSo — LA

En particulier, les dimensions de .7] et .%5 sont les mémes.

Démonstration. C’est évident par la formule de composition des différentielles. n
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,—(Théor‘eme I1.7.26 (Inversion locale).} .

Soient . et . deux sous-variétés (respectivement de RM et RM2) de classe au
moins €*, soit p € .7, soit
Q. :71 — yg

une application de classe €* telle que
d(pp : prl — Tw(p)yg

soit un isomorphisme linéaire. Alors il existe un voisinage ouvert V; de p dans
1 et un voisinage ouvert V, de p(p) dans .7 tel que p(V;) = Vs et la restriction
de ¢ a V; réalise un €*-difféomorphisme de V; sur V.

Démonstration. Soient x; : Uy — .77 et Xa : Uy — % des paramétrages locaux de . en
p et de % en p(p) respectivement, tels que x3(U;) C ¢! (x2(Us)). On peut appliquer le
théoreme d’inversion locale 1.7.2 &

Xo topoxy: Uy — U
et en déduire le résultat voulu. O]

On en déduit le résultat suivant qui complete la proposition 11.3.3.

~ Corollaire I1.7.27. | .

Soit . une sous-variété de dimension m de RY et soit p € .. Soit P le sous-
espace affine passant par p et parallele a 7,.%. Il existe un voisinage ouvert W
de p dans ., un voisinage ouvert } de p dans P, un sous-espace vectoriel H de
dimension N — m de R¥ et une fonction différentiable h : V — H tels que W
est le graphe de h.

Démonstration. Soit f : . — R¥ la projection orthogonale sur P. C'est clairement
une application différentiable de . dans P, car c’est la restriction d’une application
différentiable (et méme linéaire) de RY dans lui-méme. En particulier, on a

df, : T, = T,P =T,%, v~ df,(v)=nv.

Comme df,, est I'identité de 7,7, le théoreme des fonctions implicites s’applique, et il
existe un voisinage ouvert WW de p dans ., un voisinage ouvert V de p dans P tel que f
réalise un difféomorphisme de W sur V, d’inverse g : ¥V — W. On note 7 la projection
orthogonale sur H = (7). )* et 1'on pose

h:V—H, h(u)=mr(g(u)).
Tout ©z € W s’écrit x = g(u), u € V et

x=f(x)+m(x) =u+7m(g(u)).
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Ceci montre le résultat, étant entendu un léger abus de langage : on identifie RY & T, x H
par T, x H ~ T, ® H = R". O

Etendons maintenant les notions d’immersion et de submersion aux applications entre
sous-variétés.

~ Définition 11.7.28. ) X

Soient . et % deux sous-variétés (respectivement de R™ et RN?) et ¢ : . —
% une application de classe €*. On dit que ¢ est une immersion (resp. une
submersion) au point p € .7 si sa différentielle

dgop : prl — Tw(p)yg

est injective (resp. surjective). On dit que ¢ est une immersion (resp. une sub-
mersion) si ¢’est une immersion (resp. une submersion) en tout point p € .#].

,—[Proposition II.7.29.] \

Soient .7 et % deux sous-variétés (respectivement de RM et RM?) et ¢ : .7 —
% une application de classe €*.

1. Supposons que ¢ soit une submersion en p € .#;. Alors il existe un voisinage
W, de p dans . tel que Wy N o 1 ({¢(p)}) soit une sous-variété de RN,
incluse dans .¥;.

2. Supposons que @ soit une immersion en p € .. Alors il existe un voisinage
W, de p dans .7} tel que ¢(W,) soit une sous-variété de R™2, incluse dans
Sy,

Démonstration. Pour le premier point, on peut, grace a la proposition I1.5.1, supposer
que . = (R™ x {0}) N Vs, V, ouvert de RM2, et utiliser alors le point 1 de la proposition
I1.4.1. Pour le second point, on suppose cette fois que .4 = (R™ x {0}) NV, Vi ouvert
de RM | et on utilise 'exemple 11.2.9. O

I1.7.5 Points critiques. Maxima et minima locaux

Les résultats suivants du calcul différentiel sur les sous-variétés découlent aisément
de leur analogues en calcul différentiel ordinaire (sur des ouverts de R™) en utilisant des
paramétrages locaux.
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—~ Théoréme 11.7.30. ] Y

Soient . et %% deux sous-variétés (respectivement de R™ et RNQ) avec .
connexe, et soit

f A — S
une application différentiable telle que df, = 0 pour tout p € .#;. Alors f est
constante.
—~ Théoréme 11.7.31. ] .

Soit . une sous-variété de dimension m de R¥ et soit f : . — R une fonction

différentiable de . a valeurs réelles. Si p est un extrémum local de f, alors
df, = 0 sur T,,.%.

On introduit donc pour les fonctions différentiables définies sur des sous-variétés la
notion de point critique, comme en calcul différentiel usuel.

~ Définition 11.7.32. ) X

Soient .7 et ., deux sous-variétés (respectivement de RM et RNQ), et soit
p: A — S
une application différentiable. Si, en un point p € .77, la différentielle
dp : Tp it — Typ) 2

n’est pas surjective, on dit que p est un point critique de .

Dans le cas d’une fonction différentiable f : . — R d’une sous-variété . de
RY, remarquons que p € . est un point critique de f si et seulement si df,
s’annule.

On définit de méme comme dans la définition 11.1.3 les points réguliers, va-
leurs critiques et valeurs réguliéres.

Exemple I1.7.33. Dans le contexte ci-dessus, supposons que f soit la restriction a .%
d’une fonction différentiable g définie sur un ouvert I de RY contenant .#. Alors p € .
est un point critique de f si et seulement si dg,(7,.-7’) = 0, autrement dit 7,.% C ker dg,.

Exemple 11.7.34. Si x : U — . est un paramétrage local de . en p, p est un point
critique de f si et seulement si d(f ox), =0, ot ¢ = x*(p).
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,—[Proposition II.7.35.} \

Soit F' : V — RM~™ une application différentiable définie sur un ouvert V de
RY dont 0 est valeur réguliere et soit .7 la sous-variété de dimension m de RY
définie par

S ={zreV|F(z)=0}

Soit g : V — R une fonction différentiable définie sur V et soit f la restriction
de g & .. Posons F(z) = (Fi(x),..., Fn_m(z)). Alors un point p € . est point
critique de f, c’est-a-dire df,, = 0, si et seulement s’il existe des réels w1, ..., wn_,
tels que

dgp = w1 d(Fl)p + ...+ wN—md(FN—m)p-

Les composantes du vecteur w = (wy,...,wy_p,) s’appellent les multiplica-
teurs de Lagrange.

\. J

Démonstration. L’espace tangent a . en p est ker dF,, (Proposition 11.7.13). Le point p
est donc un point critique de f si et seulement si

ker dF, C kerdg,,

autrement dit si la forme linéaire dg, s’annule sur ker dF,. Mais remarquons que si
F(z) = (Fi(x),...,Fn_m(x)), alors kerdF, est l'intersection des noyaux des formes
linéaires d(F}),, . .., d(Fn_m),- Un résultat standard d’algebre linéaire (a faire absolument
en exercice) nous dit que dg, s’annule sur 'intersection des ker d(F;), si et seulement si
dg, est combinaison linéaire des d(F;),, i.e. s'il existe des réels wy, ..., wy_, tels que

dgp = W1 d(Fl)p + ...+ wN,md(FN,m)p.
O]

Exercice I1.7.36 (Diagonalisation des matrices symétriques). Soit A un endomorphisme
symétrique de 1'espace euclidien RY, c’est-a-dire vérifiant

(Av,w) = (v, Aw), (v,w € RY).
Considérons la fonction
f: SV SR, v (Av,v).

Montrer que v est un point critique de f si et seulement si Av = f(v)v. En déduire que A
admet un vecteur propre. Montrer que A est diagonalisable dans une base orthonormale
de RV.

Exercice I1.7.37. Reprenons I'exemple 11.7.21. Soient .# une hypersurface de RV de
classe €%, py € RY et

2
[+ =R, p={p—po,p—po)=llp—poll -
On suppose . compacte. Montrer qu’il existe une droite normale a . passant par pg
(c’est-a-dire qu'il existe un point p de . tel que p — py est orthogonal a 7,.7).

Montrer que si toute les droites normales a la surface . se rencontrent en un point
Do, alors . est contenue dans une sphere.
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I1.7.6 Hessienne

Soient . et . deux sous-variétés (respectivement de R et ]RNQ) et
f : yl — yg

une application de .%; dans .%. On suppose .77, .% et f de classe au moins €. On ne peut
pas en général définir une notion de différentielle seconde de f. En effet, la différentielle
premiere en un point p est une application linéaire de 7,7 dans T),.%5. Comme T,.
dépend de p, on ne peut définir df comme une application de .¥ dans un espace vectoriel
fixe, et donc définir sa différentielle.

Six: U — % est un paramétrage local de . en p, fox : U — RN admet une
différentielle seconde en g = x~1(p)

g d(d(f ox)), U— LER™LER™RY™))~LR™ R™RY).

On pourrait étre tenté d’utiliser ce fait pour définir malgré tout une différentielle seconde a
f en p. Cet espoir est ruiné par le fait qu’une telle définition ne saurait étre indépendante
du paramétrage local choisi. En effet, si h : U; — U est un difféomorphisme entre un
autre ouvert U; de R™ et U, le paramétrage local

Xy =xoh: U — .

donne :

d(f @) Xl)q1 = d(f O0X O h)q1 = d(f ] X)h(z) o dhql’ (q1 c Z/Il)
Ainsi ¢; — d(f oxyq),, est obtenu comme composition de

@1 — (d(f 0 X)ng)s dhg,), Uy — LR™;RY) x L(R™;R™)
et de I'application naturelle de composition (bilinéaire)

LR™R™) x LR™;R™) = LR™;R™).

Ceci donne avec p = x1(q1) :

(I1.7.2) d*(f ox1)q = d(f 0x)g © dhgy + d*(f 0 X)q(dhy,, dhy,).

Cette équation s’interprete ainsi : le membre de gauche est une application bilinéaire de
R™xR™ dans R2. Le premier terme du membre de droite est la composée de (d(dh)),, qui
est une application bilinéaire de R™ x R™ dans R™ et de d(f ox), qui est une application
linéaire de R™ dans R™2. Le second terme du membre de droite est la composée de
(dhg,, dhy, ), une application linéaire de R™ x R™ dans lui-méme et de d*(f o x),, une
application bilinéaire de R™ x R™ dans Rz,

En revanche, si df,, s’annule, on a d(f o x), = df, o dx, = 0, et donc

d2(f 0X1)g = d(fox),0 (d2h)q1 + dz(f 0 X)q(dhyg, , dhy,)
(H73> = d2<f o X)q<dh‘h7 dh(h)‘

Ceci permet de définir pour tout v, w € 71,.%,

(IL7.4) & fp(v,w) = d*(f 0 x)g(d(x 1), (v), d(x )y (w)).
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La formule (I1.7.3) montre que cette définition est indépendante du paramétrage, car

d*(f 0 x1)q, (A1 )p(v), d(x1™)p(w))
= d*(f 0 x)g(dhq,, dhq,)(d(h™" 0 x7 1), (v), d(h™" o x 1), (w))

= d*(f 0 x),(d(x1)p(v), d(x 1), (w)).

Soit . une sous-variété de RY et f : . — R une fonction de classe €2 sur .%.
Comme nous venons de le voir, on ne peut en général pas définir de différentielle seconde
de f en un point p de ./, sauf dans le cas ou p est un point critique de f.

~ Définition 11.7.38. | \

Supposons que p est un point critique de la fonction f : .# — R de classe €
Posons alors, quels que soient v, w € 7,7,

dep(v, w) = d*(f o x)q(dxgl(v), dx;l(w))

ou x est un paramétrage local de . en p. On a montré que cette définition est
indépendante du paramétrage choisi.

Il découle des propriétés des différentielles secondes en calcul différentiel ordinaire que
d? f, est une forme bilinéaire symétrique sur 7,.%. On appelle cette forme la hessienne de
f au point critique p. D’autre part, si la fonction f admet un maximum (resp. minimum)
local en p, alors d?f, est négative (resp. positive) et réciproquement, si d?f, est définie
négative (resp. définie positive), alors f admet un maximum (resp. minimum) local isolé
en p.

Exercice I1.7.39. Soient f : .} — .% une application de classe €2 entre deux sous-
variétés ./ et ., p un point de .#; ot la différentielle de f s’annule et d*f, la hessienne
de f en p. Montrer que si a : I — .%) est une courbe de classe € tracée sur .7 telle que
a(0) =pet o/(0) =v € 1,7, alors

2

o0 =45 [Fa)].

Exercice I1.7.40 (Lemme de Morse). Soient . une sous-variété de dimension m de
RY, f: . — R une fonction de classe € sur . et p un point critique de f. On suppose
que la hessienne de f en p est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur 7,.7,
de signature (p, q) (on a donc p + g = m).

Le but de I'exercice est de montrer qu’il existe un paramétrage local x : U — . de
< en p tel que

f(x(q)) +Zu—2u (= (ug,...,un) €U).

i=p+1

On note Sym,,, I’espace vectoriel des matrices symétriques m x m.
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1. Montrer que 'on peut se ramener au cas ou . est un ouvert V de R™, p = 0,

f(0) = 0 et d*f, est représentée par la matrice symétrique A = (% OI ) . On se
g

place dans ce cas dans la suite.

. Montrer qu’il existe une application B : V — Sym,,, ¢ — B(q) = (b;;(¢)):; de classe

¢ telle que pour tout ¢ = (uy,...,uy,) €V,

m

Fl) =" bijla) uiu;.

i,j=1

. Soit A = Diag(ay, . .., a,) une matrice diagonale de coefficients diagonaux a; = +1.

Montrer qu’il existe un voisinage W de A dans Sym,, et une application de classe
(Koo

p: W — GL(m,R)
telle que p(A) = I, et si p(B) = Q, alors B ='QAQ.
Indication : on pourra raisonner par récurrence sur le dimension m et supposer le
résultat vrai au rang m — 1. Si B = (b;;);; € Sym,,, est proche de A, poser

1 e b
1 0 i)u b11
T_ e 7
\/_|b11] ) o

0 |

a1 0 ... 0
0

et vérifier que 'T'BT est de la forme . B, ,ou By € Sym,,_; est proche

0

de A; = Diag(as, ..., an).

. On pose ¢ : V = R™ g — p(B(q))"'(g) ou p est définie au 3 et B au 2. Montrer

que f(q) ="'p(q)Ap(q) et que dpy = Idgm. Conclure.

I1.8 Exercices

Exercice I1.8.1. Soit .¥ une sous-variété de RY, contenue dans un ouvert V. Soit ¢ :
V — W un difféomorphisme entre V et un autre ouvert W de RY. Montrer que ¢() est
une sous-variété de R, difféomorphe & .7.

Exercice I1.8.2. Montrer que le groupe SO(n) des matrices orthogonales de déterminant
1 est une sous-variété de M,,(R).

Exercice I1.8.3. (fibré tangent) Soit . une sous-variété de RYY. Montrer que I’ensemble

T ={(p,v); pe .S, vel,”}

est une sous-variété de RY x RY.

Exercice I1.8.4. Soit .# une sous-variété de dimension m de R et soit ¢ : .¥ — RY
une application différentiable vérifiant
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a. En tout point p € .7, d¢, : T, — RY est injective.
b. ¢ est un homéomorphisme de .% sur son image ¢(.7).
Montrer que ¢(.#) est une sous-variété de RY et que ¢ : . — ¢(.%) est un difféomorphisme.

Application. Soit f : S* — R} une fonction de classe > sur la sphére unité.
Montrer que

() ={f(p)p; p €%}
est une surface compacte de R? difféomorphe a S?.

On dit qu'une surface compacte connexe de R? est étoilée par rapport & 0 s’il n’existe
pas de demi-droite d’origine 0 dans R? tangente & . en un point. Montrer que les surfaces
étoilées par rapport a 0 sont exactement les surfaces . ( f) définies ci-dessus.

Exercice II.8.5. Soit . la partie de R3 définie par
S ={(z,y,2) € R*| F(z,y,2) = a* + 2?2* + y* + 22 — 1 = 0}.

Montrer que c’est une sous-variété de R>.

Soit f: ¥ = R, (z,9,2) — x? + y? + z2. Montrer que f est de classe €. Trouver
les extrema de f sur 7.

Exercice I1.8.6. Soient a > 3 un réel et . la partie de R? définie par
S ={(x,y,2) e R® | F(z,y,2) = + ¢V +¢* —a=0}.
Montrer que c’est une sous-variété de R®. Exhiber un difféomorphisme entre .# et S2.

Exercice I1.8.7. Soient .¥ une surface de R? et a € R® un vecteur de norme 1.

1. Si .¥ est compact, montrer qu’il existe un point de p de . tel que la droite passant
par p et orthogonale a T},.% soit parallele au vecteur a.

2. Si.¥ est connexe, et si pour tout point p de ., la droite passant par p et orthogonale
a T, est parallele au vecteur a, alors . est contenue dans un plan orthogonal a
a.

Exercice I1.8.8. Soient .¥ une surface et D € R3 une droite de R®.

1. Si.¥ est compact, montrer qu’il existe un point de p de . tel que la droite passant
par p et orthogonale a T,.# intersecte D perpendiculairement.

2 Si.¥ est connexe, et si pour tout point p de ., la droite passant par p et orthogonale
a T, intersecte D perpendiculairement, alors .# est contenue dans un cylindre

d’axe R.

Exercice I1.8.9. 1. Soit .¥ une surface compacte. Montrer qu’il existe une droite qui
intersecte .’ perpendiculairement en au moins deux points.

2. Soient .77 et .% deux surfaces compactes qui ne s’intersectent pas. Montrer qu’il
existe une droite qui coupe perpendiculairement .#} en un point et .% en un autre
point.

Exercice I1.8.10. Soit .¥ une surface de R? se trouvant entierement dans un demi-espace
fermé délimité par un plan P. Montrer que . et P sont tangents en chaque point de leur
intersection.
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Exercice I1.8.11. Soit .# une surface de R? telle que chaque point de . admette un
voisinage contenu dans un plan (resp. une sphere). Montrer que . est contenue dans un
plan (resp. une sphere).

Exercice I1.8.12. Soit . une sous-variété connexe de R". Montrer que deux points de
. peuvent étre reliés par un arc de classe €.

Exercice I1.8.13. Soit X un champ de vecteurs tangents de classe € sur une sous-
variété . de RY. Supposons que X (pg) # 0 en un point py de .. Montrer qu'il existe
un paramétrage local x : U — & en p tel que

X(x(q)) =xu(q),  (¢elU).

Exercice 11.8.14. Soit S**~! la sphére unité de R?".
1. Montrer que le champ de vecteurs X de R?" défini par

O0xoi_1 O0xg;

a 0 0
X = Z —Tg; + Toi1
i=1

est tangent a la sphere (et donc se restreint en un champs de vecteur sur la sphere).

2. Lorsque n = 2, définir deux autres champs de vecteurs Y et Z, tangents a la sphere,
tels que X, Y et Z soient linéairements indépendants en chaque point de S?.

a —b —c d

.. b a d c
Indication. ¢ —d a —bl= -1

d ¢ —=b —a

3. En déduire que le fibré tangent T'S? est trivial, c’est-a-dire est difféomorphe a S? xR3.

Exercice I1.8.15. On identifie R" et I'espace des matrices colonnes M,, ;. Sivy,...,v, €
R™, on note (vi|v|...|v,) la matrice de M,,(R) dont les colonnes sont vy, ..., v,.
Etant donnés uy, ..., ur € R™, on note Vect(uy, ..., u;) le sous-espace vectoriel de R™

qu’ils engendrent.

On considere la fonction

f: R —R, (v1,v9, ..., 0,) > det(v1|va] . .. |vy).
1. Pour tout (v1,vs,...,v,) € (R")", donner la différentielle df(y, v,, v,) en 'évaluant
en (wy, wa,...,w,) € (R™)™.
2. On note g la restriction de f & (S"~1)". Montrer que si (vi, vy, ...,v,) € (S*71)" est
un point critique de g, et que de plus (v, vq,...,v,) est libre, alors pour tout i =
1,...,n, T,,S" ! C Vect(vy,...,v_1,Vit1,.-.0,). En déduire que (vy,ve,...,v,) €

(S*1)™ est une base orthonormée de R™.

3. Montrer que pour tout (vy, ve, ..., v,) € (R™)" det(vy|va] ... |v,) < |oa]] [[v2]] .- ||vall-



Chapitre 111

Equations différentielles

III.1 Remarques générales

Soit X : I x U — (RY)* une fonction continue, ott U est un ouvert de (RV)* et I un
intervalle ouvert de R. On s’intéresse aux équations différentielles de la forme

(I11.1.1) a® () = X(t,a(t),...,a* V(1)

dont on cherche les solutions « de classe €% définies sur un intervalle ouvert J C 1.

L’équation (II1.1.1) se réécrit sous la forme

a1(t) = ()
ay(t) = as(t)

Al (8) = X(tan(t), ... apa(t))

Ce procédé permet de ne considérer que des systemes d’ordre 1. Plus généralement, un
systeme d’équations différentielles d’ordre quelconque se ramene toujours de cette maniere
a un systeme d’ordre un en dimension plus grande, dont la forme générale est

O/l(t) :Xl(t7()él(t),...,OéT(t))
At =Xolt,an(t), ... ocn(t))

Q) = Xeltaa(t), . an(t)

et de maniere abrégée, sous la forme
(II1.1.2) a(t) = X(t,at))

ot t = a(t) = (ai(t),...,a.(t)) est une fonction de classe €' d’un intervalle ouvert J
inclus dans [ et a valeurs dans R" et X : [ x U — R" ou U est un ouvert de R", est au
moins continue.

Sous cette forme, il est clair que 'on peut remplacer R" par un espace de Banach
quelconque dans la formulation du probleme. En pratique, on va utiliser un argument de
compacité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz qui nécessite d’étre en dimension finie.
On suppose donc que X est une application de I x U dans E ou U est un ouvert d’un
espace de Banach E de dimension finie.

67
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Nous allons adopter un langage géométrique pour parler d’'une équation différentielle
de la forme (I11.1.2), celui des champs de vecteurs, des courbes intégrales, et des flots. Une
équation différentielle comme (I11.1.2) est donné par le champ de vecteurs X, et une une
courbe intégrale du champ de vecteurs est une solution de cette équation différentielle.

~ Définition I11.1.1. ] .

On appelle champ de vecteurs dépendant du temps sur un ouvert &/ d’un
espace de Banach E une application continue

X:IxU—E,

ou [ est un intervalle ouvert (non vide) de R. On appelle courbe intégrale de
classe €, du champ de vecteurs X une courbe paramétrée o : J — U de classe
%P définie sur un intervalle ouvert J de R contenu dans I telle que pour tout
teJ,

o' (t) = X(t,alt)).

Cette courbe intégrale est dite de condition initiale (to,z) € J XU si a(ty) = x.

\ J

Remarque II1.1.2. Il est important de noter que les équations différentielles < impli-
cites >, c’est a dire de la forme f(t, a(t),a/(t)) = 0, présentent des difficultés qui n’appa-
raissent pas dans I’étude les équations < ordinaires ». On peut, lorsque %(to, Tg, Vo) est
inversible en un point (g, xo, v9) annulant f, utiliser le théoreme des fonctions implicites
pour se ramener au voisinage de ce point aux théoremes du cours. Nous ne ferons pas ici
la théorie générale de telles équations.

II1.2 Reésultats d’existence et d’unicité locaux : le
théoreme de Cauchy-Lipschitz

Nous allons énoncer et démontrer dans cette section des théoremes d’existence et
d’unicité locaux de solutions d’équations différentielles.

,—[Théor‘eme I11.2.1 (Théoreme de Cauchy—Lipschitz).} \

Soit X : I x4 — E un champ de vecteurs sur un ouvert &/ d’un espace de
Banach E de dimension finie. Supposons X localement lipschitzien en la seconde
variable. Alors, pour tout 7y € I et pour tout zy € U, il existe n > 0, 6 > 0 et
e > 0 tels que si z est dans B(zg,7n) et ty est dans |79 — §;70 + d[, 'équation
différentielle avec condition initiale

(IT1.2.1) { al10) = A (edd)

aty)) ==

possede une unique solution définie sur |ty — €;tg + €[. Autrement dit, il existe
une unique courbe intégrale a = oy, , de X définie sur |ty — €;to + €[ et vérifiant
a(ty) = x.
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L’hypothese localement lipschitzien en la seconde variable, signifie que quel que
soit ty € I, quel que soit xy € U, il existe un voisinage Jy de ty dans I, un voisinage U, de
x dans U et une constante k > 0 tels que quels que soient t € Jy et x1, x5 € Uy,

[ X(t,21) = X(t, 22)|| 5 <K |21 — 22| 5 -

Remarque II1.2.2. Le domaine U peut étre arbitrairement restreint sans changer la
conclusion du théoreme. On peut donc supposer que X soit k-lipschitzien en la seconde
variable pour démontrer le théoreme. De méme, on peut restreindre l'intervalle I. En
particulier le théoreme s’applique deés que X est de classe €' : soit 1 € U et t; € I. Par
continuité de (t,z) +— dX( ), il existe un voisinage |t; — a;t; + a[ X B(x1,b) de (t1,21)
contenu dans I x U, et une constante k > 0 telle que ||dX(m,) H < k pour tout (¢,z) dans
|t —a;t; + a[ x B(x1,b) Le théoreme des accroissement finis implique alors que X est
k-lipschitzien sur |t; — a;ty + a] x B(x1,b) et en particulier k-lipschitzien en la seconde
variable.

Remarque II1.2.3. La complication apparente de 1’énoncé vient de ce que ’on souhaite
I’existence d’une solution dont la taille du domaine de définition, en I'occurence 2e, soit
indépendante de ¢y et x. Cela aura son importance ultérieurement, lorsqu’on considérera
les solutions de maniere collective.

Remarque II1.2.4. On veut parfois obtenir 'existence des solutions sur un intervalle
de définition |7y — € ;79 + €[ centré en 75 plutot qu'en ty. Cela n’offre pas de difficulté
supplémentaire, car si |tg — 79| < €/2, on a |19 — €/2; 70 + €/2[ C |tg — €;to + €.

Remarque II1.2.5. Un théoreme de Peano affirme qu’il suffit que X soit continue pour
qu’il existe une solution. Mais elle n’est alors pas nécessairement unique comme le montre
lexemple o/ (t) = 2|a(t)]/2, a(0) = 0 : on a alors deux solutions, a;(t) = 0 et ay(t) =
signe(t)t?. Cet exemple montre aussi que le théoréme n’est pas vrai pour des équations
implicites f (¢, a(t), ' (t)) = 0, puisque I'équation o (t)*—4a(t) = 0 possede deux solutions
telles que a(0) = 0.

Remarque 111.2.6. Un cas particulier important est celui ou le champ de vecteur ne
dépend pas du temps, c’est-a-dire X : U — FE, continue (et localement lipschitzienne dans
I’énoncé du théoreme). Dans la théorie des équations différentielles, on parle d’équations
autonomes.

Démonstration. L’équation (II1.2.1) est équivalente a

(I11.2.2) alt) =x + /ttX(s,oz(s)) ds

Nous allons trouver une telle application @ comme point fixe d’'un opérateur grace au
théoreme de Banach 1.5.1.

~ Soit k > 0 tel que X soit k-lipschitzienne en la seconde variable. Soit a > 0 tel que
B(xg,2a) CU et soit a’ > 0 tel que [rg — 2a’ ;79 + 2a’] C I. Posons

= sup X (&, )] -

te[ro—2a’ ;70+2a’], z€B(x0,2a)

Introduisons pour tout = € B(zg,a), et pour tout ty € |19 — a’; 79 + d’[ 'opérateur

S = Sto,r : ¢ = Sto,w(qs)? Sto, = +/ X
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agissant sur les fonctions continues ¢ définie sur un intervalle J contenant ¢, et inclus dans
I, a valeurs dans Y. Un point fixe « de S donne une solution de (I11.2.2) et réciproquement.
Il nous faut chercher un espace fonctionnel stable par S, qui soit un espace métrique
complet, pour pouvoir appliquer le théoreme de Banach.

Soit b > 0, b < inf(7, ]16, ). Remarquons que [ty — b;tg+ b] C I car b < ’. Munissons
€ ([to — b;to + b], B(xg,2a)) de la norme de la convergence uniforme sur le compact
[to — b3ty + b], notée ||. || : c’est un espace de Banach. Il est clair que I’application
t > S(¢)(t) est définie et continue pour toute application ¢ € €°([to—b;to+b], B(wo,2a))

et que S(¢)(to) = x. Montrons que S(¢)(t) € B(xg,2a). On a

v — 10+ /tX(s, (s)) ds

<||x—5170||+/HX (s))] ds < a+ bl < 2a.

15(9)(t) — ol =

a
La derniere inégalité est le fait que 'on a choisi b < 7

Ainsi S envoie €°([to — b; to+b], B(xo, 2a)) dans lui-méme. Montrons maintenant que
S est une application contractante. Soient ¢y, o € €°([tg — b;to + b], B(xo, 2a)).

/ X (s, 61(5)) — X (5, 6(s)) ds

15(¢1) = S(d2)lloe =  sup

te [to b; t0+b

< [ 1XG.6:6) -~ X(ss (5D s
to
Or, X est k-lipschitzien en la seconde variable, donc pour tout s € [tg — b;to + b),

X (s, ¢1(s)) = X(s, p2(s)) | <k N¢a(s) = da()l] <k [|d1 — @2l

On en déduit que
15(¢1) = S(2)lloc S kb (|01 — @2l

1
Comme on a choisi b < A S, est contractante.

Les conditions d’application du théoreme de Banach sont donc vérifiées pour I'appli-

cation :
S €[ty — bty + b], B(xo,2a)) — €°([~b; b], B(xo,2a)).

Il existe donc un point fixe unique a de S dans €°([to—b; to+b], B(xg, 2a)). L'unicité dans
I’énoncé du théoreme est un peu plus forte. Pour ’établir, il suffit de vérifier que toute
solution «a de (I11.2.1) définie sur [to—b; to+b] est a valeurs dans B(z, 2a). Mais supposons
qu'une telle solution « sorte de B(xg,2a) sur [to — b;to + b] et soit t; I'instant dans cet
intervalle le plus proche de tg ou a(ty) ¢ B(xg,2a). Alors, comme «a(ty) = x € B(xg,a),
d’apres l'inégalité des accroissement fini ||o/(t)||; doit prendre entre ¢y et ¢; des valeurs
strictement supérieures a a/b. Or b < a/{ et on obtient que ||/ (t)||; doit prendre entre t
et t1 des valeurs strictement supérieures a ¢, ce qui est impossible car tant que x est dans
B(xo, 2a), [la/(t)]| g = [IX (¢, @)z < ¢

Pour revenir aux notations de I’énoncé, on prend e = bet 6 =d', n = a. O

Nous allons maintenant utiliser la version < a parametres > du théoreme de Picard
pour montrer que si une famille d’équations différentielles dépend de maniere €7 d’un
parametre A, il en est de méme de sa solution donnée par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
Remarquons que la condition initiale peut aussi étre considérée comme un parametre.
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,—[Théor‘eme IT1.2.7 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz a paramétres).]—

Soit X : A x I x U — FE une application de classe €7, p > 0 ou A est un ouvert
d’un espace métrique si p = 0 et d'un espace de Banach si p > 1, I est un
intervalle ouvert de R et U est un ouvert d’un espace de Banach E (on voit X
comme une famille (X))rea de champs de vecteurs sur U).

Supposons X localement lipschitzien en la variable x € U. Notons X (A t,z) =
X (t,z). Alors, pour tout \g € A, pour tout 7y € I et pour tout xy € U, il existe
0>0,7>0,0>0ete>0tels quesi A\ € B(\y,0), x est dans B(zg,n) et tg
est dans |19 — 0 ; 79 + 0[, I'équation différentielle avec condition initiale

(I11.2.3) { g( (t?):: Hlta(®)

possede une unique solution définie a4, . sur |to — €;to + €[. Notons
E={(to,t) €lro— 0,70 + 6[xR |t €]to — €,t0 + €[}

C’est un ouvert connexe de R?. L’application F : (X, to,t,z) > ayy, .(t) définie
sur B(\o,0) x £ x B(xg,n) est de classe €7, et de classe €7 en t.

Démonstration. Traitons d’abord le cas p = 0. Le théoreme précédent et sa démonstration
montrent que 1'on obtient une solution a4, , comme point fixe de

S/\,to,z : (b = Sz\,to,ﬂf((b)? SA,tow(gé)(t) =T+ / X/\<3> (b(S)) ds,

agissant sur €°([to — €;to + €], B(wo,27)). Or cet espace dépend de ty, et pour pouvoir
appliquer le théoreme de Picard a parametres 1.5.6, il nous faut reformuler quelque peu
le résultat. Posons Sy 4, .2(t) = aa.(t — (7o — to)). Cette application [y 4, . est définie sur
|70 — €; 70 + €] et vérifie

B to.e(t) =0 4 o (t = (10 — o)) = X (t = (70 — t0), Qo (t — (70 — t0)))
=X(t — (10 — t0), Brtox(t))-

et faty(70) = z. Elle est 'unique point fixe de 'opérateur

Dot &= Thaton(?),  Thto(d)(t) =2+ / Xa(s = (10 — to), ¢(s)) ds,

sur €°([ro — €; 70 + €], B(wo, 2n)). Maintenant, il est clair que I’application

AX]TO—5 ; 7—0+5[XBE(I07 77) X%O([TO—E ; 7’0+€]7 B(%, 277)) — (50([70—6 3 TO+€]7 B(xo, 277)):

(I11.2.4) (A to, ,0) = Tty (@)
est continue. Le théoréeme de Picard 1.5.3 nous donne la continuité de 1’application

A X |19 —0;70 4+ 6] X Be(xo,n) — (50([70 —€;70 + e},B(xo,Qn)),
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(I11.2.5) (A, to, @) = Batoe-
On en déduit la continuité de

A x )19 — 0570 + 0] X Bg(xo,n) X Jto —€;t0 + €] — R,

(I11.2.6) (M o, 2,1) = s (t) = Brge(t + (7o — t0))-

De plus, on sait que ¢ — @ 4,..(t) est de classe €.

Supposons maintenant p > 1. On laisse au lecteur le soin de montrer que I'application
(II1.2.4) est de classe €” (en s’inspirant de I'exercice 1.8.5). Il s’ensuit d’apres le théoreme
de point fixe de Banach/Picard a parametres, version différentiable 1.5.6 que (II1.2.5) est
aussi de classe €7. On en déduit facilement que (II1.2.6) est de classe €7 en (A, tg,x).
On sait déja que (II1.2.6) est de classe € en t. Mais comme o, ,(t) = Xa(t, ax e (t)),
une récurrence immédiate montre que (I11.2.6) est de classe €7 en ¢. On en déduit que
(II1.2.6) est de classe €. O

Reformulons ce résultat avec la notion de flot local. On reprend les mémes notations
que dans le théoreme précédent.

~ Définition I11.2.8. ] X

Un flot local en (\g, 79, z) de X est la donnée d’un voisinage ouvert W de Ag
dans A, d’'un voisinage ouvert U’ de xy dans U, d'un intervalle ouvert J contenant
Ty et contenu dans I, d'une constante € > 0 et d'une application

F:WxExU — U,

ou
E=E(J€) = {(to,t) € J xRt €]ty — €, 1y + €[},

tels que pour tout A € W, pour tout tq € J, pour tout x € U,
t = apg2(t) = F(A o, t,x)

soit 'unique courbe intégrale de X définie sur |ty — €, to+ €[ de condition initiale
(to, ZL’) .

\ J

Remarque III.2.9. La longueur de 'intervalle de définition de la courbe intégrale a4, o
est indépendante de A € W, to € J et x € U’. L’ensemble £ est un ouvert connexe de R2.

Notons au passage la reformulation suivante des propriétés du flot

,—[Proposition III.2.10.} \

Un flot local F' comme dans la définition précédente vérifie pour tout (A, to,t, x)
dans le domaine de définition de F',

F
88—t(/\,t0, t,Z‘) = X(t, F()\, to,t, $>)7 F(A,to,to, l’) =X.
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Le théoreme de Cauchy-Lipschitz a parametres I11.2.7, se reformule en

r—[Théoréme III.2.11.} \

Soient X : A x [ x U — E comme dans le théoreme I11.2.7 et (Ao, 70, %0) €
A x I xU. Alors il existe un voisinage ouvert W de Ay dans A, un intervalle J
ouvert contenant 7y, un voisinage ouvert U’ de xq dans U et une constante € > 0
définissant un flot local F' en (g, 7o, Zo). Si le champ de vecteurs X est de classe
¢P, alors F aussi et de classe €P*! en t.

L’énoncé d’unicité est le suivant : soient A € W, to € J, v € U'. Si

Y :]to — 6/, to + 6’[—) E

avec € < e vérifie 7/ (t) = X\(¢t,7(t)) et y(to) = =, alors Y(t) = an.(t) =
F(\ to,t,z) pour tout t €]ty — €ty + €'[.

Remarque III.2.12. Souvent nous voulons étudier des équations différentielles ou le
champ de vecteurs est sans dépendance en un parametre A. On reformule facilement les
résultats précédents sans cette dépendance.

II1.3 Temps de vie des solutions. Flot global

Nous nous intéressons maintenant au probleme du prolongement des courbes intégrales.
Pour simplifier, nous nous placons dans le cas d'un champ de vecteurs sans dépendance
en un parametre A (cf. Remarque I11.2.12) mais il n’y aurait pas de difficulté majeure
supplémentaire a considérer le cas général.

,—[Proposition III.3.1.} \

Soit U un ouvert d'un espace de Banach F. Soit X : I x i/ — U un champ de
vecteurs dépendant du temps. Supposons que X soit localement lipschitzien en la
seconde variable de sorte que le théoreme I11.4.5 s’applique. Soient (79, xo) € I XU
et aq et awn, définies respectivement sur des intervalles ouverts .J; et Jy contenus
dans I et contenant 7y, des courbes intégrales de X ayant méme condition initiale
(70, zo). Alors elles coincident sur J; N Js.

Démonstration. L’ensemble A des points t de J; N Jy tels que aq(t) = aq(t) est fermé dans
J1 N Js par continuité. Il est ouvert d’apres le théoreme I11.4.5. Comme J; N Jy est un
intervalle ouvert non vide, donc connexe, on a A = J; N Js. O

Remarque II1.3.2. Quand le champ de vecteur X ne dépend pas du temps, on prend
bien str I = R dans la proposition I11.3.1.
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~ Définition I11.3.3. | .

Soit U un ouvert d’un espace de Banach E. Soit X : [ xU{ — F un champ de
vecteurs dépendant du temps. Supposons que X soit localement lipschitzien en
la seconde variable. Soit (79, zo) € I X U. Définissons J,,(z¢) comme I'union de
tous les intervalles ouverts J contenant 7, tels qu’il existe une courbe intégrale
a : J — U de condition initiale (79, o). La proposition montre qu’il existe une
unique courbe intégrale o, ., de condition initiale (79, zo) définie sur J, (o). On
appelle cette courbe intégrale la courbe intégrale maximale de X de condition
initiale (7o, zo).

Ceci permet de définir le flot global de X.

~ Définition I11.3.4. | X

Posons
D= {(To,t,l'()) el xIx Z/[|t c JTO(IE())}.

L’application
F:D—=U, F(10,t,20) = Cru(t)

ol iy 4, st la courbe intégrale maximale de X de condition initiale (79, o),
définie sur J, (z¢), est appelée flot global de X, et D est son domaine de
définition.

Pour tout 7y € I, on pose

D, ={(t,xo) € I xU|t € Jr(z0)}.

\ J

Dans le cas ou le champ de vecteurs X est indépendant du temps, on peut simplifier
les notations : on prend dans ce cas I = R, et 1'on fixe 79 = 0. On note alors simplement
J(xg) pour Jo(zg), F(t,z9) pour F(0,t, xq), etc... Enongons maintenant une propriété
importante du flot dans ce cas. Si I est un intervalle de R et ¢ € R, on note [ + ¢
I'intervalle {t e R; t —c € I}.

r—[Théor‘eme III.3.5.} \

Soit U un ouvert d’un espace de Banach F. Soit X : U — FE un champ
de vecteurs qui ne dépend pas du temps et lipschitzien. Soient xqg € U et « la
courbe intégrale maximale de condition initiale zy définie sur I'intervalle J(zy).
Soit t1 € J(xg). Alors la courbe intégrale

ﬁ:J(xo)—tl—ﬂ/l, tv—>ﬂ(t):oz(t+t1)

est la courbe intégrale maximale de X de condition initiale 21 = «a/(t;).

\ J

Remarque I11.3.6. Reformulons le théoreme I11.3.5, en posant pour tout (t,x) € Dy,
F, -z =a,(t) = F(t, z).
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ou «, la courbe intégrale maximale de X de condition initiale . On a alors, lorsque (¢, x)
et (s, Fy - ) sont dans Dy,

(I11.3.1) Fy-(F-2) = Fops - 7.

Si Dy =R x U, F; est défini pour tout t € R, et t — F; est un morphisme de groupes
de (R, +) dans le groupe des bijections de U.

En général, lorsque le champ de vecteurs X : I x Y — E dépend du temps, on a le
résultat plus général suivant :

—~ Théoréme I11.3.7. ] \

Soit (tg,x) € I x U. Supposons que s et s + ¢t soient dans Ji,(x). On a alors

F(t078+t,$) :F<S7S+t7F(t0757$))'

\. J

Démonstration. Les applications t — F(tg,s +t,x) et t — F(s,s+t, F(to, s, x)) vérifient
la méme équation différentielle avec méme condition initiale (0, F'(¢y, s, x)). O

r—[Théoréme III.3.8.} \

Soit U un ouvert d'un espace de Banach E. Soit X : [ x i/ — E un champ de
vecteurs dépendant du temps. Supposons que X soit localement lipschitzien en
la seconde variable. Alors :

a. D est un ouvert de I x [ X U.
b. Si X est de classe €7, F' est de classe 6P sur D.

Démonstration. Soit (19,t,2z) € D, c’est-a-dire t € J, (xo). Nous voulons montrer qu’il
existe un voisinage de (7o,t,zo) dans I x I x U inclus dans D ou F est de classe €”.

Introduisons I’ensemble A des s € I tels qu’il existe un ouvert O de I x [ contenant
(70, ) et un voisinage ouvert U’ de z¢ dans U vérifiant

(i) OxU CD.
(ii) F est de classe €7 sur O x U'.
Il s’agit donc de montrer que pour tout ¢t € J, (xp), on a t € A.
Posons
Qroo = {t € Jry (o) N [10, +00[; [10;t] C A}
Nous voulons établir que Q.+, = Jr,(x0) N [0, +00][.

Remarquons que le théoréeme d’existence d'un flot local (E£(J,¢€),U’, F) en (79,x0)
montre que £(J,€) x U’ est un ouvert contenu dans D et contenant (7p,7p), et donc
To € Qrym; €0 particulier @, 5, est non vide. On voit donc que ), ,, est un intervalle
commengant en 7y. Soit b sa borne supérieure (éventuellement +00). Si b = +o00, a fortiori
la borne supérieure de J,, (x) est aussi +o00. Supposons b fini. Montrons que b est aussi la
borne supérieure de J, (). En effet, dans le cas contraire, b € J,(z0). 1l existe alors un
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flot local (Jy,2¢e1,Uy, F') en (b, x1 = F(79,b, x0)). 1l existe n tel que si to € |b —n;b|, alors
xo = F(10,t9,20) € Uy et ty € Jy donc t — F(to,t,z5) est défini sur [ty — 2€;, 1o + 2¢4].
Prenons ty dans U'intervalle jmax(b — €1,b — 1) ; b].

On a alors ty € Qr, 4, et il existe un ouvert Oy de I x I contenant (7, t3) et un ouvert
Uy de U contenant xq tels que Oy x Uy C D et F' est de classe P sur Oy X Us.

Comme x = F(719,t2,20) € Uy, et que (to,t,x) — F(to,t,x) est continue, en re-
streignant au besoin Oy et Us, on peut supposer que (¢, F(tg,t,z)) € J; X U pour tout
(to,t,x) € Oy xUs. 1l existe une courbe intégrale de condition initiale (t, F'(to,t, z)) définie
sur |t — 2e; 5t + 2¢;[ donc s — F(t,t + s, F(tg, t,z)) est défini sur | — 2¢;, 2¢;[. Or d’apres
le théoreme I11.3.7, F(to,t+ s,x) = F(t,t+ s, F(to,t,x)) le membre de droite étant défini
pour (to,t,z,s) € Oy X Uy x| — 2¢1,2€1] et est de classe €7 sur cet ouvert. Soit t3 dans
[b,b+ €1[. Comme t3 € [b,b+ €] et ta €]b — €1, b[, on a |t3 — t2| < 2¢€, et donc

(T(),tg) € 05 := {(to,t + S), (to,t) €0, s E] — 261,261[}.

Or O3 est un ouvert contenant (7y,t3), et 'on a donc établi que (tg,t,z) — F(to,t,x) est
défini et de classe €GP sur O3 x Uy, c’est-a-dire t3 € A. Il en résulte que [b;ta+€1[ C Qry a0
ce qui contredit la définition de b. Donc b = sup J(x).

On raisonne de méme avec
P ={t € J(xo)N] — 0o, o[ | [t; 0] C A}

et les bornes inférieures, pour aboutir a la conclusion que Qr, zo U Pryzy = Jr(20). Le
théoreme est conséquence immédiate de ce résultat. O

I11.3.1 Un criteére de temps de vie infini (lemme des bouts)

Si une courbe intégrale d’un champ de vecteurs sur un ouvert & ne dépendant pas du
temps n’a pas un temps de vie infini, c’est que cette courbe ne reste dans aucun compact
de U (la solution < explose > lorsque on s’approche des bornes de I'intervalle de définition
de cette courbe intégrale).

r—[Théoréme III.3.9.} \

Soit U un ouvert d’un espace de Banach E. Soit X : U — FE un champ
de vecteurs qui ne dépend pas du temps et lipschitzien. Soit (79, 2¢) € R x U
et soit a4, la courbe intégrale maximale de condition initiale (79, ), définie
sur lintervalle J, (zo). Soit b la borne supérieure de J,,(zo) et supposons que
Qry .20 ([0, b]) reste dans une partie compacte K de U. Alors b = +00. On a un
énoncé analogue avec la borne inférieure de J,, (zo)

Démonstration. Pour tout x € K, il existe un flot local en (0, z), et donc un un intervalle
J ouvert contenant 0, un voisinage ouvert U, de x dans U tels que pour tout y € U,, il
existe une unique courbe intégrale o, définie sur J de condition initiale (0,y). La partie
compacte K est recouverte par les ouverts U,., et par compacité, on peut extraire un sous-
recouvrement fini : K C (J, U,,. Soit € > 0 tel que |]—2¢;2¢[ soit inclus dans tous les
Jo(z;), i = 1,...,n. Ainsi, pour tout y dans K, il existe une courbe intégrale «,, définie
sur |—2¢; 2¢[ de condition initiale (0,y), autrement dit |—2¢;2¢[ C Jo(y).
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Soit b = sup J,,(xy) comme dans 1’énoncé et supposons b < +oo. Alors b — e €
Jr (o). Considérons la courbe intégrale 8 de condition initiale (0,yy) = iy 2, (b —€). Par
hypothese, yo € K, et donc [ définie au moins sur |—2¢;2¢[ et t — [(t + b — €) est une
courbe intégrale définie au moins sur |b — 3¢ ;b + €[ qui coincide avec o, 4, sur |b— 3e;b|
car elles ont méme valeur en b — €. On peut alors prolonger o, ,, au-dela de b, ce qui est
contradictoire avec la définition de b. ]

II1.4 Equations différentielles sur les sous-variétés

I11.4.1 Champs tangents a une sous-variété

Soit . une sous-variété de RV. Soit X : I x4 — RY un champ de vecteurs dépendant
du temps, vérifiant les conditions du théoréme I11.2.11, ot U est un ouvert de RV contenant
< et I un intervalle ouvert de R contenant 0. Supposons que pour tout ¢t € I et pour
tout x € .7, X(t,p) € T,.7. Alors il est clair intuitivement que les courbes intégrales de
X de condition initiale dans . vont rester dans . pour t suffisamment petit. Si .% est
fermée, les courbes intégrales ne peuvent en sortir, comme le montre le résultat suivant ;

~ Proposition 111.4.1. ]

Soit . une sous-variété fermée de RY et X : I xU — RY un champ de vecteurs
dépendant du temps, vérifiant les conditions du théoreme I11.2.11, ou U est un
ouvert de RY contenant . et I un intervalle ouvert de R contenant 0. Supposons
que pour tout t € I, pour tout x € ., X (t,z) € T,.%. Soit vy une courbe intégrale
de X définie sur un intervalle ]a ; b[ contenant 0, telle que v(0) € ., alors pour
tout t € Ja;b[, y(t) € 7.

\ J

Démonstration. Soit 7 = sup{t € [0;b[|y(t) € #}. Supposons 7 < b. Comme .¥ est
fermée, (1) € .. Soit ® une carte locale en (7), comme dans la définition I1.5.1 i.e.

$: V>RV =R™xRN"™
olt V est un ouvert de RY contenant (1), W = ®(V) est un ouvert de RY et
P: VNS S R™ x{0})NW.

Quitte a restreindre 'ouvert 1, on le suppose inclus dans U. Soit Y le champ de vecteurs
(dépendant du temps) sur W défini par

Y(t, ®(x)) = dP.(X(t,z)), (z€V).
La courbe o(t) = ®(v(t)) vérifie
(11L.4.1) (1) = 4 ( (1) = 4, (X (17(1))) = Y (1.0(1)

et o(1) € R™ x {0}. Si z € R™ x {0} N W, alors Y(¢,2) € R™ x {0}. Posons o(t) =
(z(t),y(t)) avec z(t) € R™ et y(t) € RN=™. L’équation (I11.4.1) s’écrit alors

(
(ITL.4.2) {I'(t) = A(t, (x(1),y (t));
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ot A(t,(x,y)) (vesp. B(t,(x,y)) ) est la projection de Y (¢, (z,y)) sur R™ (resp. RY—™).
On pose z(7) = x. On a y(7) = 0. Soit z la solution de

() = A(t,z(t),0), z(7) =0

dont I'existence et 1'unicité sur un certain intervalle ouvert contenant 7 est garantie par le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, on constate que (x(t),0) est solution de (I11.4.2), et que,
quitte a restreindre I'intervalle de définition, c¢’est la seule d’apres le méme théoreme. On
en conclut que y reste nul tant qu’il est défini, et donc v(t) = ®~!(o(t)) € S NV pour
tout t dans un petit intervalle autour de 7. Ceci contredit la maximalité de 7, et ainsi
T =bet y(t) € & pour tout t € [0;b]. On raisonne de méme pour montrer que (t) € ./
pour tout ¢ € Ja;0]. O

Exemples 111.4.2.

1. Avec les notations ci-dessus, si X est tel que X(¢,x) est toujours orthogonal a z,
alors (t) reste sur une sphere.

2. Soit H (g, p) une fonction sur R" x R"™. Posons Xy = (%—IZ, —%—Ij). Comme

dH 4 (Xu(q,p)) =0,

Xy ceci est un champ de vecteurs tangents aux hypersurfaces H(q,p) = ¢ (on
suppose que H est de classe €' et que c est une valeur réguliere de H, de sorte que
I'équation H (g, p) = ¢ définit bien une sous-variété). En mécanique classique, H est
le hamiltonien d’un systeme, ¢ étant la position et p 'impulsion et le résultat nous
dit que I’énergie est conservée au cours du temps.

3. L’équation différentielle
M'(t) = Q(t) N M(t),

ol 2 et M sont dans R?, décrit le mouvement libre d’un solide de moment cinétique
M et de moment d’inertie 2. On a

% (% HM(t)H2> = (M't), M(t)) = (Q(t) A M(t), M(t)) = 0.

On en déduit que la norme du moment cinétique est préservée.

On aimerait maintenant obtenir un énoncé < intrinseque > a la sous-variété .. Pour
cela, introduisons les notions de champ de vecteurs tangents a une sous-variété dépendant
du temps, de courbe intégrale sur une sous-variété et de et de flot sur une sous-variété.
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~ Définition I11.4.3. ] X

On appelle champ de vecteurs tangents dépendant du temps sur une
sous-variété .7 de RY une application continue

X:Ix9¥ —R"Y,

ou [ est un intervalle ouvert et ou pour tout ¢ € I et pour tout z € ., X(¢,p) €
T,.#. On appelle courbe intégrale de classe €7, du champ de vecteurs X une
courbe paramétrée o : J — . de classe P définie sur un intervalle ouvert .J
de R contenu dans I, telle que pour tout ¢t € J, o/(t) = X (¢, a(t)). Cette courbe
intégrale est dite de condition initiale (ty,x) € I x . si a(ty) = x.

On appelle flot local de X en (79, x¢) € I x . la donnée d’un voisinage ouvert
U de xy dans ., d'un intervalle ouvert J contenu dans I et contenant 7y, d'un
e > 0 tels que pour tout tg € J, pour tout x € U, il existe une unique courbe
intégrale ay, , de X de condition initiale (¢, x) définie sur |to — €, to + €[. On note
alors

£=E(J,e) = {(to,t) € T x R |t €]ty — ¢, to + €[}

et
F:&xU— 7, (to, T, @) — auy(1).

On note (£(J,€),U, F) ce flot local.

\ J

Remarque II1.4.4. Comme dans la remarque I11.2.6, un cas important est celui ou le
champ de vecteurs tangents X ne dépend pas du temps. Dans la définition ci-dessus, il
n’y a alors pas la contrainte que l'intervalle J dans le domaine de définition du flot local
soit contenu dans un intervalle prescrit I, ou en d’autre termes, on peut prendre I = R.

On obtient alors le théoreme d’existence et d’unicité locale suivant, en utilisant les
paramétrages locaux pour se ramener au théoreme I11.2.11. Nous laissons les détails de
la démonstration au lecteur qui pourra s’inspirer de la démonstration de la proposition
I11.4.1.

r—[Théoréme III.4.5.} \

Soient X : Ix.# — RY un champ de vecteurs tangents dépendant du temps sur
une sous-variété .7 de RY et (79, 20) € I x .. Supposons que X soit localement
lipschitzien en la seconde variable. Alors il existe un intervalle J ouvert contenant
To, Une constante € > 0 et un voisinage ouvert U de xy dans . définissant un
flot local (E(J,€),U, F) en (19, x0). Si le champ de vecteurs tangents X est de
classe €P, alors F' aussi.

De plus, on a un énoncé d’unicité : soient tg € J, x € U. Si vy :Jto—¢€, to+e'[— RY
avec € < e vérifie ' (t) = X (¢,7(t)) et y(to) = z, alors ¥(t) = au, .(t) = F(to,t, )
pour tout t €]ty — €, to + €.

\ J

Remarque II1.4.6. Comme un ouvert d’une sous-variété est une sous-variété, il n'y a
pas lieu d’énoncer le théoreme avec un ouvert de . remplacant .. En revanche, la
démonstration se ramene au théoreme II1.2.11 via les paramétrages locaux.
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Soit X : I x. — RY un champ de vecteurs tangents dépendant du temps sur
une sous-variété . de RY. Supposons que X soit localement lipschitzien en la seconde
variable. Soit (79, ) € I x.. Comme dans les définitions 111.3.3 et I11.3.4, on peut définir
Jr, (o) comme 'union de tous les intervalles ouverts J contenant 7 tels qu’il existe une
courbe intégrale o : J — U de condition initiale (79, z¢). et montrer qu'il existe une
unique courbe intégrale a, ., de condition initiale (79, xo) définie sur J; (zo) (la courbe
intégrale maximale de X de condition initiale (79, z¢)). Ceci permet de définir le flot global
de X.

~ Définition I11.4.7. ] .

Posons
D= {(To,t,]fo) el xIx y‘t € JTO(JZ'())}.

L’application
F:D— 5/, F(TO, t,xo) = O‘To,mo(t)

oll @iy 4, est la courbe intégrale maximale de X de condition initiale (79, o),
définie sur J,(0), est appelée flot global de X, et D est son domaine de
définition.

Pour tout 7y € I, on pose

Doy = {(t,20) x I x Z|t € J,(0)}.

Dans le cas ou le champ de vecteurs tangents X sur la sous-variété . est indépendant
du temps, on peut simplifier les notations : on prend dans ce cas I = R, et I'on fixe 19 = 0.
On note alors simplement J(xo) pour Jo(zo), F(t,zo) pour F(0,t,xo), etc...
Soit (tg,x) € I x .. Supposons que s et s + t soient dans Jy,(z). La formule de
composition
F(to,s +t,x) = F(s,s +t,F(to, s,2)).

du théoreme I11.3.7 est alors encore valide dans ce cadre. Lorsque le champs de vecteurs
tangents X ne dépend pas du temps, on fixe les conditions initiales en temps a 75 = 0, et
cette formule devient comme en I11.3.1 lorsque (¢, x) et (s, F; - x) sont dans Dy,

(111.4.3) Fy-(F,-x) = F, -

On obtient aussi bien str aussi ’analogue du théoreme I11.3.8.

—~ Théoréme I11.4.8. | X

Soit X : I x.# — RY un champ de vecteurs tangents dépendant du temps
sur une sous-variété . de R". Supposons que X soit localement lipschitzien en
la seconde variable. Alors :

a. D est un ouvert de I x [ x .%.

b. Si X est de classe 7, I est de classe P sur D.

\ J

Lorsque .¥ est une sous-variété compacte de RY, les courbes intégrales d’un champ
de vecteurs tangents sont définies sur R tout entier grace au théoreme I11.3.9.
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—~ Théoreme I11.4.9. |

Soit X un champ de vecteurs tangents qui ne dépend pas du temps et lipschitzien
sur une sous-variété compacte . de RY. Alors le domaine de définition de son
flot global est

Dy =R x .&.

La formule (I11.4.3 ) est donc valide quels que soient ¢, s € R et € .. D’autre part, si X
est de classe €7, r > 1,pour tout t € R, F; : z — F, - x = F(t,z) est un difféfomorphisme
de classe €" de . d’inverse F_,. En effet I} est 'identité de . et les F; sont de classe
¢! car le flot global F I’est. Nous obtenons donc le

—~ Corollaire I11.4.10. ) \

Supposons X est de classe €. Notons Diff,. () le groupe des difféomorphismes
de classe ", de .. L’application t — F; est un morphisme de groupes de R
dans Diff,(.%).

I1I1.5 Exercices

Exercice II1.5.1. Soit M,,(K) I'algebre sur K des matrices carrés n x n a coefficients
dans K = R ou C, munie de la norme || X|| = Tr (*X X). Soit X un élément de M,,(K).
L’exponentielle de X, notée exp X, désigne la somme de la série (normalement convergente
dans l'espace de Banach M,,(K))
+00
X
>

n=0

1. Montrer les propriétés suivantes de ’exponentielle. Quels que soient X et Y dans
M., (K), quels que soient t, s dans K :

(i) Si X et Y commutent exp X expY = exp(X +Y),
(ii) I'exponentielle est a valeurs dans GL(n,K) et

(exp X) ™" = exp(—X),

(iii) exp(sX)exp(tX) =exp((s+t)X),
(iv) L’application R — GL(n,K), t — exp(tX) est I'unique solution différentiable
de I’équation différentielle du premier ordre

a'(t) = X a(t)
avec la condition initiale a(0) = I,,.

Remarque. On peut reformuler (ii7) en disant que ¢ +— exptX est un morphisme
de groupes (continu) de R dans GL(n,K). On appelle un tel morphisme un sous-
groupe a un parameétre de GL(n, K).
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. Montrer qu’un morphisme de groupe continu ¢ : R — GL(n,K) est de classe

%¢>°. En déduire que tout sous-groupe a un parametre de GL(n,K) est de la forme
t — exptX pour un certain X dans M,,(K). On pourra commencer par remarquer
que pour tout s,z € R,

[ ot du=oto) [ ot au

Montrer que I'application exp de M,,(K) dans lui-méme est de classe >°. On pourra
appliquer les théoremes du cours sur le flot du champs de vecteur (ne dépendant

pas du temps) sur M, (K) x M,,(K) :
(A, B) = (BA,0).
Calculer la différentielle de exp en 0. En déduire qu’il existe un voisinage U de

0 dans M,,(K) et un voisinage V de Id dans GL(n,K) tels que exp réalise un
difféomorphisme de U sur V. On note Log son inverse.

. Montrer qu'il existe un voisinage ouvert V' de Id dans GL(n,K) tel que le seul

sous-groupe de GL(n,K) inclus dans V' soit le sous-groupe trivial {I,,}.
Soit G un sous-groupe fermé de GL(n,K). On pose

g={X e M,(K)| exptX € G, (Vt e R)}.

Montrer que g est un sous-espace vectoriel réel de M,,(K) stable par
(X,)Y)— [X,)Y]=XY -YX.

Montrer que si G est discret dans GL(n,K), alors g = {0}.

8. On suppose dans la suite G non discret, et connexe (et toujours fermé). Soit (h)ken,

10.

11.

12.

hy # I, une suite d’éléments de G tendant vers I,,. Soit h une valeur d’adhérence

de la suite IIEZEEZSII (cette suite est bien définie pour k assez grand, et est a valeurs

dans la sphere unité de M,,(K)). Montrer que h € g. On pourra commencer par
57 € Z, alors exp (t Log(/x) ) € G.

3 t
remarquer que Sl ————
quer q TTog(hr TCog (R )

Soit E un supplémentaire de g dans M,,(K). Montrer qu’il existe un voisinage W
de 0 dans E tel que (expW) NG = {Id}.
On définit

d: gx F, (X,Y)—expXexpY.

Montrer qu’il existe un voisinage Uy de 0 dans g, un voisinage W, de 0 dans E et
un voisinage Vy de I, dans GL(n,K) tels que ® réalise un difféomorphisme entre
Uy X Wy et Vy. Montrer que 'on a alors VyNG = expUy. En déduire que localement,
au voisinage de I,,, G est une sous-variété .

Montrer que G est une sous-variété de M, (K). Montrer que expg engendre G.
Montrer que 'espace tangent de G en Id est g.

Expliciter g lorsque G = SL(n,R), SO(n).
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Exercice III.5.2. Soient A et B deux matrices dans M, (R) telles que [A,[A, B]] =
(B, [A, B]] = 0. On se propose de montrer que I’on a alors

exp(A+ B) =exp A-exp B - exp (%[B, A]) =expB-expA-exp (%[A, B]) )
1. Posons
a(t) = exp(—t(A+ B)) - exp(tB) - exp(tA)
Montrer que o/(t) = exp(—t(A+ B)) - ¢(t) - exp(tB) - exp(tA), ou

o(t) = —A+exp(tB) - exp(tB) - A - exp(—tB).

2. Calculer ¢/(t) et en déduire que a(t) = exp (%[B , A]), puis le résultat cherché.

Exercice II1.5.3. Soit & un ouvert de RY contenant 0 et soient X1,..., Xy des champs
de vecteurs sur U de classe €. Pour tout a = (ay,...,ay) € RY, on pose

Xo(z) = Z a; X;(x).

Ceci définit un champ de vecteurs sur . On note t — «,(t) la courbe intégrale du champ
de vecteurs X, qui passe par 0 at = 0 et 'on définit ¢ par ¢(t,a) = ay(t).

1. Montrer que 'on a la relation d’homogénéité,
(VAER),  6(M,a) = o(t, Aa).

ceci pour tout t suffisamment petit de sorte que les deux termes soient définis.

2. En déduire qu’il existe n > 0 tel que si ||a]] < 7, alors la courbe intégrale o, est
définie sur [—1;1].
3. Pour tout a € B(0,7n), on pose
8(a) = au(1) = 6(1,a).

On suppose que les vecteurs X;(0),..., Xx(0) forment une base de RY. Montrer
que ® est un difféomorphisme local en 0.

Exercice IT1.5.4. Soit t — A(t) est de classe €' & valeurs dans M, (R), et soit ¢t
a(t), I — M,(R) une solution de I’équation différentielle

o/ (t) = A(t) - alt).

On suppose que pour tout ¢, la matrice A(t) est antisymétrique. Montrer que si «(tg) est
une matrice orthogonale pour un certain ¢y, alors «(t) est orthogonale pour tout ¢.

Exercice II1.5.5. Soit A € M,,(R), et considérons 1'équation différentielle
() =—a(t)- A-alt).

Montrer qu’il existe un intervalle J de R contenant [— [|A| ™" ||A]| "] tel qu’il existe une
solution de classe > de l'équation différentielle ci-dessus avec a(0) = I, et que sur
Vintervalle [— ||A[| "5 |A| 7], on a a(t) = (I, + tA)~".
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Exercice II1.5.6. 1. Calculer la différentielle de A +— det(A) d’abord pour A €
GL,(R) puis plus généralement pour A € M, (R).

2. En déduire que si t — A(t) est de classe €' a valeurs dans GL,,(R), alors

[t > det(A(1))) = det(A(1)) Tr (A1) ()

3. Considérons un champ de vecteurs ¢! indépendant du temps sur un ouvert U de
R™. Soit F' son flot, que 'on suppose défini sur R x . On pose Fy(z) = F(t,z). On
cherche une condition pour que les difféomorphismes F; de U préservent le volume.
Cette propriété est équivalente a g, (t) = det(d(F;),) = 1 pour tout t € Ret z € U.
Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante est Tr d.X, = 0 pour tout x € U.

Exercice III.5.7. Soit X un champ de vecteurs tangents de classe > sur une sous-
variété .7 de RY. Supposons que X (pg) # 0 en un point py de .. Montrer qu'il existe
un paramétrage local x : U — & en pq tel que

X(x(q)) = xu, (9), (qelt).

Exercice I11.5.8. Soit ¢ : . — ¢’ un difféomorphisme entre deux sous-variétés. Soit
X un champ de vecteurs tangents de classe € sur . et F': D — . son flot. Montrer
que le flot du champ de vecteurs ¢, X sur .’ est donné par

poFo(ldg x ¢ 1) : D' — .7,

D' ={(t,p) e Rx "|(t,6""(p)) € D}.

Exercice I11.5.9. La surface d’un fluide unidimensionnel est décrite par une fonction
u(t,z) qui est la hauteur de fluide au temps t et au point z € R. Dans une limite de
petite amplitude, la dynamique de la vague est régie par I’'équation de Korteweg-de-Vries
(1895) :

O+ 0y (Opzu +uP) =0, p=€ {2,3}
ol la valeur de p dépend du fluide. On cherche des solutions correspondant a la propagation
sans déformation d'une vague

u(t,x) = Q(x —t).

1) Montrez qu’une condition suffisante est que le profil @) vérifie le systéme dynamique
Q"-Q+Q*"=0, zeR.
2) On se propose de décrire toutes les solutions de

(x) Q"=Q+@" =0, QO0)=a, Q0)=0b, Q@=Q()

pour p € {2,3}. Expliquez pourquoi il suffit d’étudier les solutions pour ¢ > 0 et montrez
que pour tout (a,b) € R, il existe une unique solution maximale sur [0,7), T'= T'(a, b).

3) Décrire toutes les solutions stationnaires en temps (points d’arrét du systeme dy-
namique).
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4) Montrez que 1'énergie mécanique totale
1

/ 1 D
E(t) ==(Q')* - 5@2 + m@ i

est conservée le long des trajectoires.

5) On suppose p = 3. Tracez dans le plan (Q, Q') = (z,y) les lignes de niveau de
1, 1, 1 bl

En déduire que toutes les solutions sont globales en temps.

6) Montrez que les trajectoires sont périodiques en temps pour £ # 0. On pourra
tracer le “portrait de phase”, c’est-a-dire tracer les trajectoires dans le plan (@, Q') en
indiquant le sens de parcours.

7) Montrez que la solution pour £ = 0 est “homocline” i.e.

lim (Q(t),Q'(t)) = 0.

t—+oo

Calculez Q(t) (on pourra introduire le changement de variable y = ——).
Q 2

8) Reprendre I’étude pour p = 2. On montrera en particulier que toutes les solutions
avec E > 0 explosent en temps fini.

9) Discuter la stabilité de la solution homocline.
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Chapitre IV

Calcul des variations. Equation
d’Euler-Lagrange

Dans ce chapitre, nous donnons sous forme d’exercice quelques éléments de calcul des
variations. Nous établissons ’équation d’Euler-Lagrange, puis des principes de conser-
vation de certaines quantités lorsque le Lagrangien est invariant par un sous-groupe
a un parametre de difféfomorphismes (théoreme de Noether). Sous une hypotheése de
régularité du Lagrangien, on réécrit localement 1’équation d’Euler-Lagrange sous la forme
d’une équation différentielle ordinaire satisfaisant les hypotheses du théoreme de Cauchy-
Lipschitz. On en déduit I'existence et 'unicité locale d’une solution.

Soit V' un espace de Hilbert de dimension finie. Soit F = ¢*([0;1];V), muni de la
norme

Il = sup Iyl + sup V@)
te[0;1] t€[0;1]
Soit / un intervalle ouvert contenant [0, 1] et
L:IxVxV—R, (u,q,v) — L(u,q,v)

une application de classe €2. (On a pris des noms de variables proches de celles des
physiciens ; on peut penser a la variable ¢ comme a une position, et a la variable v comme
une vitesse. Les physiciens, qui n’ont peur de rien, utilisent méme la notation ¢ pour cette
variable. La variable u est elle dans cet esprit une variable de temps, la variable ¢ étant
réservée dans ce probleme a la fonction 7. On ne saurait trop conseiller de choisir des
noms de variables différents pour toutes les fonctions intervenant dans un probléeme, c’est
peut-étre lourd mais c’est prudent).

On fixe a, b dans V' et I'on note E, le sous-espace des v € E tel que y(0) = a, y(1) =b
(espaces des courbes a extrémités fixées a et b dans V).

1. Rappeler pourquoi E,; est un espace complet. Montrer que c’est un espace affine
d’espace vectoriel sous-jacent FEj. Passer en revue rapidement le cours pour se
convaincre que le cadre naturel du calcul différentiel est en fait naturellement celui
des espaces affines associés a des espaces vectoriels normés.

On définit 1
P ESR i(y) = / Lt (1), 7 (1)) dt
0

2. Montrer que L est de classe € et calculer de pour v € F.
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3. Soit B : [0;1] — V* une fonction continue telle que pour toute fonction h €
€' ([0;1]; V) vérifiant h(0) = h(1) =0, on a

/1 Bt) - 1 (t) dt = 0.

Montrer que B est constante (Lemme de du Bois-Raymond).

4. Soit A, B : [0;1] — V* des fonctions continues telles que pour toute fonction h €
%1 (]0;1]; V) vérifiant h(0) = h(1) =0, on a

/1<A<t> -h(t)+ B(t)- B () dt = 0.

Montrer que B est différentiable et B’ = A.

5. Montrer que si 7 est un point critique de la restriction de La E,, alors on a pour
tout t € [0; 1],

d OL oL
dt

t— %(t77(t>77/(t>> = a_q(t77(t)a7/(t>)'

6. A quel moment a-t-on utilisé 'hypothese que V' est de dimension finie ?

7. Montrer que si L ne dépend pas de la premiere variable u, alors la fonction

L

H(t) = 5~

(v(®), 7' (1)) - 7' (1) = L(v(t), 7' (1))
est constante.

Nous supposerons dans ce probleme que les solutions v de I’équation d’Euler-Lagrange
que nous considérons sont de classe €. Lorsque le Lagrangien est régulier (voir préambule
de la question (14) pour la définition de cette notion), ceci est toujours le cas.

8. On suppose ici V' = R" muni du produit scalaire usuel et de la norme qui en découle.
On suppose que L =T — U, ou T ne dépend que de v, T'(v) = % ||UH2 (on reconnait
I'énergie cinétique), et U ne dépend que de ¢ (c’est un < potentiel »). Montrer que
I'équation d’Euler-Lagrange (E.L) est alors I’équation de Newton

V'(t) = =VU (1),
ou VU désigne le gradient de U.

On voudrait tout d’abord reformuler les résultats du préambule dans le cas ou le
Lagrangien L n’est pas défini sur I x V' x V| mais sur une partie de la forme I x U; X Us,
ou U, et Uy sont des ouverts de V. Par exemple, avec les notations de la premiere question,

on voudrait autoriser un potentiel U(q) = ﬁ défini seulement sur V' \ {0}.

On veut donc imposer aux courbes v € E de vérifier : pour tout ¢ € [0; 1], y(¢) € Uy,
v (t) € Uy (les courbes restent confinées dans U, et leurs vecteurs tangents dans Us).
Notons E(U;,Us) (respectivement E,,(U;,Us)) ensemble des v € E (respectivement
v € E, ) vérifiant ces conditions. Commencons par une question préliminaire de topologie.



89

9. Soient K et U respectivement un compact et un ouvert d’un espace métrique X (on
note d la distance). On suppose K C U. Pour tout € > 0, on note

K. = U B(x,e).

zeK

C’est ’ensemble des points a distance plus petite que € de K. On veut montrer que
pour € assez petit, on a K. C U. Introduisons le complémentaire F' de ¢ dans X.
Montrer en raisonnant par ’absurde que 'inf de la fonction

d:KxF =R, (z,9)— d(zy)

est strictement positif et conclure.

10. En déduire que E(U,Us) et E, Uy, Us) sont ouverts respectivement dans E et
E,, que les résultats de l'exercice rappelés ci-dessus restent valides. On pourra
fixer vy dans I'un de ces espaces, et appliquer la question précédente aux compacts

K = {ho()] t € [0:1]} et K = {5p(t)| t € [051]}

On s’intéresse maintenant a savoir ce qu’il advient de 1’équation d’Euler-Lagrange
lorsqu’on effectue un changement de variables. Supposons donc que L soit défini sur
I xU XV ould est un ouvert de V, et soit ¢ : V — U un difféomorphisme (au moins ¢?)
d'un ouvert ¥V de V sur U. Posons

Ll I XV XV — R, (U,ql,’Ul) — L(U, ¢(q1)ad¢q1(vl>)'

11. Montrer que si 3 = ¢ o~y vérifie ’équation d’Euler-Lagrange pour L, ou v : [0;1] —
V), alors v vérifie I’équation d’Euler-Lagrange pour L.

Dans la suite, on suppose le Lagrangien L défini sur [ x U x V. Soit X un champ
de vecteurs € sur U ne dépendant pas du temps. On note (s,x) — F(s,z) = Fy(x)
son flot, que 'on suppose défini sur R x . Rappelons que pour tout s € R, F est un
difféomorphisme de U dans lui-méme, et que Fy, o Fy, = Fy, s, On suppose que L est
invariant sous l’action du groupe a un parametre de difféomorphismes (Fy)ger, ¢’est-a-dire
que pour tout s € R, pour tout (u,q,v) € [ xU x V,

L(u, Fy(q), d(Fy)q(v)) = L(u, ¢, v).

12. Différencier cette identité par rapport a s, et évaluer en s = 0.

13. Soit v une courbe dans U/ vérifiant I’équation d’Euler-Lagrange. En se servant de la
question précédente,montrer que la fonction

e Q) = G070 5 60)]

est constante.

Remarque. Ce résultat fondamental est le théoreme de Noether : si le Lagrangien est
invariant sous l’action d'un groupe a un parametre de difféomorphismes, on peut associer
une quantité conservée. C’est par exemple le fondement de la physique des particules
(modele standard, etc). A titre d’exemple, les plus courageux pourront reprendre le La-
grangien de la premiere question dans le cas oit V = R3 et ol le potentiel U admet une
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symétrie sphérique, U(q) = qul par exemple, et déduire de I'invariance du Lagrangien par
rotation l'invariance du < moment cinétique >.

Nous revenons maintenant a 1’équation d’Euler-Lagrange pour une courbe 7, et nous
aimerions transformer celle-ci en une équation différentielle du second ordre vérifiant les
hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz. Pour cela, il faut faire certaines hypotheses.
Tout d’abord, on suppose le Lagrangien défini sur I x V' x V' (pour simpliﬁer les notations)
et v de classe 2. Rappelons que pour tout (u,q,v) € I x V x V| g’;(u,q,v) est une
forme bilinéaire symétrique sur V :

2

o w0,0) - (4, 2).

(b, 6y) €V XV >

On peut voir
2

0°L
b GVHW(U,Q,'U)'(EM.)

comme une application linéaire de V' a valeurs dans £(V'; R). L’hypothese supplémentaire
que I'on fait dans la suite est que cette application linéaire est un isomorphisme de V' sur
L(V;R). On dit alors que le Lagrangien est régulier.

14. On pose
OL
O:IxVxV—=>IxVxL(V;R), (u,q,v)H(u,q,a—(u,q,v)).
v

Montrer qu’en tout point (uo, go,vo) de I x V x V', d®(y 40.00) €5t un isomorphisme.
En déduire que si 'on pose p = 8L Se(u,q,v) € L(V;R), on peut localement autour
de ce point (ug, qo, vg) exprimer v comme une fonction de classe €' de (u,q,p) €
I xV xL(V;R):

= g(u,q,p).

15. En remplacant (u,q,v) par (¢,7(t),7(t)) et p par p(t) = 2=(¢,~(t),7/(t)), réécrire
localement 1'équation d’Euler-Lagrange sous la forme d’un systeme

Y'(t) = g(t,v(t),p(t))
p(t) = %

= L (t,y(t), g(t,7(t), p(t)).

et que les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz sont satisfaites pour celui-ci.

16. En déduire que si on se donne (tg, go, v9) €]0; 1[xV x V| il existe un intervalle ouvert
J CJ0, 1] tel qu’il existe une unique courbe v vérifiant I’équation d’Euler-Lagrange

avec Y(to) = qo et 7' (to) = vo.



Deuxieme partie

Analyse complexe
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Nous allons présenter la théorie des fonctions holomorphes qui sont des fonctions
d’une variable complexe, < dérivables au sens complexe ». Comme on le verra rapide-
ment, cette classe de fonctions coincide avec celle des fonctions analytiques de la variable
complexe, c’est-a-dire des fonctions développables en série entiere au voisinage de tout
point. Les fonctions holomorphes sont omniprésentes en mathématiques comme en phy-
sique (le lecteur intéressé pourra consulter a ce sujet [, paragraphe 82]). L'une des raisons
de leur présence en physique est que les fonctions harmoniques, ¢’est-a-dire les fonctions
f :Q — R dont le Laplacien est nul, i.e. Af = 0, sur un ouvert 2 C C, sont localement
les parties réelles de fonctions holomorphes, et que les potentiels, qui apparaissent en
physique, satisfont bien souvent cette propriété.

Au cours de son élaboration au dix-neuvieme siecle (Gauss, Cauchy, Riemann, Weiers-
trass, Poincaré), la théorie a conduit a plusieurs des innovations majeures de cette période ;
citons le développement de la rigueur en analyse, de la topologie et de la théorie du po-
tentiel. Elle fait aujourd’hui partie de la culture de base en mathématiques et entretient
des liens profonds avec I'arithmétique, la topologie, la géométrie algébrique, la géométrie
riemannienne, I’étude des équations aux dérivées partielles, etc.

Le résultat le plus important de la théorie, s’il faut en dégager un, est la < formule
des résidus ». Cette formule est certainement 1'une des plus belles des mathématiques.
Son importance conceptuelle ne saurait étre surestimée, mais elle revét aussi un intérét
pratique considérable pour le calcul de certaines intégrales de fonctions a valeurs réelles
de la variable réelle (par exemple des transformées de Fourier).

Nous n’avons recherché ni I’exhaustivité ni les hypotheéses minimales dans les théoremes.
Par exemple, il est possible de définir les fonctions holomorphes comme les fonctions
dérivables au sens complexe, sans faire d’hypothese de continuité des dérivées et le théoreme
de Morera, fort utile pour des applications fines, affirme que cela ne change rien aux ob-
jets ainsi définis. On verra dans les cours de mathématiques ultérieurs (voir le cours de
MAT 433 Distributions, analyse de Fourier, EDP) que I'on peut méme s’affranchir totale-
ment des hypotheses de régularité dans le cadre de la théorie des distributions. Le lecteur
intéressé est encouragé a consulter I'abondante littérature [2], [1], [L1], [7], [1] .

En ce qui concerne la théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, qui ont
des propriétés tout a fait surprenantes, le lecteur pourra consulter [9] et [6].
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Chapitre V

Fonctions holomorphes

Notations. Si zp € C et r € R, on note :

D(zo,7) = {2z € C, |z — 29| < r} le disque ouvert de centre z, et de rayon r,

D(zy,7) = {2 € C, |z — 2| <7} le disque fermé de centre z; et de rayon r,

D(zy,7)* = D(z0,7) \ {20} le disque ouvert privé de son centre z et de rayon r,
(20,7) =

20,7) = {2z € C, |z — 29| = r} le cercle de centre zy et de rayon r,

<%

m(z) et Re(z) les parties réelles et imaginaires d'un nombre complexe z.

V.1 Conditions de Cauchy réelles. C-dérivabilité

Considérons une fonction continue f : I — R définie sur un intervalle ouvert I non
vide de R. La définition de la dérivabilité en un point = € I de la fonction f est I'existence

de
po @) = @)

t—0 t

Remplagons le corps de nombres réel par le corps des nombres complexes. Ce qui précede
a toujours un sens, c¢’est-a-dire que si f : 2 — C, ou €2 est un ouvert non vide de C, est
une fonction continue, on dit que f est C-dérivable, ou encore dérivable au sens complexe,

en un point z € €2 si
St w) - f(2)
w—0 w

existe (dans C). Si tel est le cas, on note f’'(z) cette limite, la dérivée au sens compleze
de f au point z.

~ Définition V.1.1.] \

Soit © un ouvert de C. On dit qu’une fonction continue f : 2 — C est holomorphe
si elle est C-dérivable en tout point de €2 et si z — f/(z) est continue sur Q. On
note Hol(§2) I'espace vectoriel (sur C) des fonctions holomorphes sur €.

\ J

Ainsi, les fonctions holomorphes sont les fonctions < de classe €' au sens complexe .

Identifions C & R? grace a lapplication z + (z,7) ol

r=Re(z), et y=3m(z).
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Autrement dit, z = x + iy. Ainsi, une fonction f : Q — C comme ci-dessus peut étre vue
comme une fonction d’un ouvert 2 de R? & valeurs dans R?. Notons aussi

f(z) = P(2) +iQ(2),

ot P(z) = Re(f(2)) et Q(z) = Sm(f(z)) et avec I'identification entre C et R?

f(l”y) = (fl('ray)u f2<x7y))7

cest-a-dire P(z) = fi(x,y) et Q(z) = fa(x,y).
Rappelons que f est dite différentiable en un point (z, y) de 2 §'il existe une application
linéaire df,,) : R?* — R, telle que :

(V.1.1) [f(z+hyy + k) = f(2,y) = dfiay) (b )| = o([|(h. ).

Ici, la norme est la norme euclidienne usuelle de R? (mais toutes les normes sur R? étant
équivalentes, le choix d’une autre norme ne changerait pas la définition). Si (h, k) est
de norme suffisamment petite, (x + h,y + k) est bien dans 2. De plus remarquons que
(V.1.1) caractérise df(,,), c’est-a-dire que I'application linéaire df(, ) est bien définie, elle
est appelée différentielle de f en (x,y).

Dans la base canonique de R?, 'application linéaire df , ) est représentée par la matrice

O () Oy
(V.1.2) <£( ) 3}%( ,y)>

Ot (ZL‘,y) a—y(x,y)

La fonction f est dite de classe €' elle est différentiable en tout point de Q et si les

ofiy 0ft O0fy 0
dérivées partielles i, i, ﬁ, ﬁ sont des fonctions continues sur 2.
Or’ 0Oy Ox OJy
Reprenons 'identification entre C et R? pour écrire z = x + iy, w = h + ik, et (V.1.1)
sous la forme

(V.1.3) [f(z+w) = f(2) = dfe(w)] = of|w]).

On voit maintenant df, comme une application R-linéaire de C dans C. Une question
naturelle qui se pose alors est : a quelle condition sur df, la fonction f est-elle C-dérivable
en z7

,—[Proposition V.1.2.] .

Avec les notations ci-dessus, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f est différentiable au point z et df, est C-linéaire,
(17) f est C-dérivable en z.

Démonstration. Une application C-linéaire de C dans C est donnée par la multiplication
par un nombre complexe A = « + i3. Vue comme application de R? dans R?, c’est une
similitude, dont la matrice dans la base canonique est

(V.1.4) (g —f) .
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L’application linéaire df, est donc C-linéaire si et seulement si

oPr oQ oP oQ
1. i —
(V.1.5) 5 (=50 et o) =-5EC)
On appelle ces relations les conditions de Cauchy réelles.

Supposons (7). Alors les conditions de Cauchy sont vérifiées et df, est la multiplication
par

B _ _op 0Q oP oQ
A=, +1f,, avecazfax(z) 5’y<) et B(z) = 8y() (%()
Le développement limité (V.1.3) s’écrit donc
[f(z 4+ w) = f(2) = Aw| = o(|w]),

fle+w) - f(2)

w

et ceci entraine bien stir que lim
w—0

z4w)— f(z
Réciproquement, supposons maintenant (ii), et notons \, = lim flztw) -/ ) On

w—0 w
a alors

[f(z +w) = f(z) = Aw| = of|w]).
Ceci nous dit que f est différentiable en z et que df, est égale a la multiplication par A,
et est donc C-linéaire. O

Remarque V.1.3. Introduisons les opérateurs différentiels suivants :

o ._1 ﬁ_ﬁ oo O._1(0 . .9
0z Ox 8y 0z 2\0x oy)

Les conditions de Cauchy (V.1.5) sont alors équivalentes a la condition

of
1. .
(V.16) L) =0
De plus, lorsque cette condition est réalisée, on a alors
of
V.1.7 '
(V.1.7) F'() = =o(2)

De plus, z — f(z) est continue si et seulement si f est ' comme fonction de deux
variables réelles.

0
Donnons maintenant quelques regles de calcul pour les opérateurs 5 et 8_ On

z
suppose les fonctions de classe €' comme fonctions de deux variables réelles, mais pas
3]” of

nécessairement holomomorphes. Par linéarité des dérivées partielles, on a —— 35
z’

pourvu que f ait des dérivées partielles d’ordre 1 au point ou l'on effectue le calcul Par
linéarité encore, on obtient immédiatement le formulaire habituel

of +9) _0f 99 9fg) 8f
dz 9z 9z 0z

o/ %
+f et P ——%,

(V.1.8)

et 'on obtient des identités semblables pour 'opérateur différentiel g

Pour la composition, il s’agit de dériver la composée de fonctions de deux variables.
La formule obtenue est particulierement simple.
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r—[Lemme V.1.4.} N

On a

a(f(;:g)(z) — (% og> (2) x %(Z) + (% og) (2) x %(2)7

et I'on a une identité semblable pour I'opérateur différentiel %.

Démonstration. 1l suffit d’écrire

_7(91t9 99
rog=7 ("L 050),

et de dériver la fonction composée de maniere habituelle. On laisse les détails de ce calcul
au lecteur. O

Les propriétés de stabilité par les opérations usuelles des fonctions %', la formule
(V.1.8) et les formules du Lemme V.1.4 donnent la proposition suivante :

,—[Proposition V.1.5.] \

Les combinaisons linéaires et produits de fonctions holomorphes définies sur un
méme ouvert sont des fonctions holomorphes sur cet ouvert. Si f est holomorphe,
alors 1/f est holomorphe sur 'ouvert ou f ne s’annule pas. Enfin, si f € Hol(Q),
g € Hol(Y) et si g(Q) C Q, alors f o g € Hol(€2').

Bien entendu, les dérivées complexes se calculent avec les formules habituelles. Par
exemple, pour tout n € N, la dérivée complexe de z +— 2" est donnée par z +— n 2", On
déduit de (V.1.8) et du lemme V.1.4 les formules :

(f+9)(2) =f(2) +4'(2). (f9)(2) = F'(2)9(2) + [(2)d'(2), (f29)(2) = ['(9(2))g ().

Exemple V.1.6. Tout polynome P € C[X] a coefficients complexes définit une fonction
z — P(z) qui est holomorphe sur C dont la dérivée complexe est donnée par z — P’(z)
(ou P’ est la dérivée de la fonction polynome z — P(z)). Pour tous P,Q € C[X], les
fractions rationnelles

P(z)
Q)

sont des fonctions holomorphes en dehors de I'ensemble des zéros de (), dont la dérivée
complexe est donnée par
P'(2)Q(z) — P(2)Q'(2)

Q*(2)

Z =

Plus généralement, les séries entieres définissent des fonctions holomorphes.
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,—[Proposition V.1.7.}

Une série entiére

f(z) = Z an, 2",

n>0

a coefficients complexes, de rayon de convergence R > 0 définit une fonction
holomorphe sur son disque ouvert de convergence et la dérivée complexe de f est

donnée par
f'(z) = Z nay 2"t

On en profite pour rappeler que le rayon de convergence R € [0, +o0c| d’'une série entiére

Z a, 2" est le sup des p > 0 tels que la série est normalement convergente sur le disque
n>0

fermé de rayon p. C’est aussi le sup des p > 0 tels que la suite (|a,| p")n>0 est bornée.

Démonstration. Remarquons d’abord que la série Z na, 2" a méme rayon de conver-
n>1

gence que la série f. Soit z € D(0, R) et w suffisament petit de sorte que z+w € D(0, R).

On a

flerw) = f(z) S na, =Y a, ((z W)t -2 mn_1>

w n>1 n>1 w
n n—1
= Z an (( (z +w)" kP 1) nz”_1> = Z an (Z(z 4 w) R z”_l)
n>1 k=1 n>1 k=1
n—1 n—1 n—k
= Zan (Z (2 w) - z”_k)) = Z a, ( 2y (Z(z + w)? 12"_"”_7))
n>1 k=1 n>1 k=1 j=1
n—1 n—j n—1
:wZan z”_]_l(z+w)j_1> :wZan ( (n—7)2" 7z +w) 1)
n>1 j=1 k=1 n>1 j=1
Par ailleurs, en posant p = max(|z|, |z + w|), on a
n—1 n—l ol n(n —1)
D (=) W) =Y ) T <Y Gt
j=1 =1 =1
D’ou

w

|f(2+w) —f(z) S nan et < ol 3 ,an,”(”; 1>pn72’

n>2

n>1

-1
et le membre de gauche tend vers 0 car la série Z |an|% p"? converge (ona p < R

n>2

n(n —1
et le rayon de convergence de Z ]aﬂ% "2 est le méme que celui de f, ¢’est-a-dire

n>2

R). O]
Une récurrence immédiate donne le corollaire suivant :
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r—[Corollaire V.1.8.} \

f(z) = Z a, 2",

n>0

Une série entiére

a coefficients complexes, de rayon de convergence R > 0, admet des dérivées au
sens complexe de tout ordre, données par des séries entieres de méme rayon de
convergence R par les formules

PO = T nn 1) k4 1)y

n>k

\ J

Exemple V.1.9. Bon nombre de fonctions usuelles sont des fonctions holomorphes. Par
exemple, la fonction exponentielle

; z
Zre ::Z—,
n!

n>0

est une fonction holomorphe dont la dérivée complexe est z +— e*. On rappelle que le
rayon de convergence de cette série entiere est infini et que e*1?2 = e e¢*2, pour tous
21,20 € C.

Toutes les fonctions construites a partir de la fonction exponentielle comme par exemple
les fonctions trigonométriques

eiz + e—iz ) eiz _ e—iz sinz
COSZ 1= ————, sinz := ——— et tan z := ,
2 21 COS 2
ou hyperboliques
e’ +e” : : e —e’” o
cosh z :== ———— = cos(iz), sinhz := ———— = —isin(iz),
2 2
et -
sinh z , .
tanh z := = —itan(iz),
cosh z

sont des fonctions holomorphes sur leurs domaines de définition respectifs. On laisse le
soin au lecteur de déterminer les domaines de définition des fonctions tan et tanh et les
dérivées complexes de toutes ces fonctions.

Cette abondance de fonctions holomorphes ne doit pas nous faire oublier qu’il convient
de faire attention et, si f est une fonction holomorphe, alors z +— |f(z)| (module de f)

ou z — f(z) (fonction complexe conjuguée) ne sont essentiellement jamais holomorphes
(sauf si la fonction f est constante).

Introduisons la définition :

Définition V.1.10. ]

Une fonction holomorphe h : €23 — €25 est biholomorphe si h est une bijection de
Q; sur €, dont la réciproque h~! est holomorphe sur 2.
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Le résultat qui suit est une conséquence du théoreme d’inversion locale.

r—[Corollaire V.l.ll.} \

Soit f € Hol(Q2) et zg € € tel que f'(29) # 0. Alors, il existe un ouvert €; C Q
contenant zy tel que :

(i) le sous-ensemble Qs := f(€21) est un ouvert de C;

(i) la restriction de f a € est une application biholomorphe de Q; sur 5.

Démonstration. Par hypothese, la jacobienne de la fonction f au point z; est une similitude
de rapport non nul, c’est donc un isomorphisme. Le théoreme d’inversion locale nous
permet d’affirmer qu’il existe un ouvert €2; C €2 contenant zy tel que le sous ensemble §25 :=
f(Q4) est un ouvert de C et tel que la restriction de f & €, est un % '-difféomorphisme
de O sur s, c’est-a-dire une bijection €, sur Qy dont la réciproque f~! est une fonction
de classe €.

En particulier, pour tout z € €, la matrice jacobienne de f~! en f(z) est I'inverse de
la matrice jacobienne de f en z (ce qui impose d’ailleurs que f/(z) # 0 pour tout z € §2y).
C’est donc une similitude (de rapport 1/f'(z)) ce qui, d’apres la proposition V.1.2, prouve
que la fonction f~! est holomorphe. n

Une application intéressante du résultat que nous venons tout juste de démontrer est
la suivante :

r—[Corollaire V.1.12.] \

L’exponentielle complexe z + e* est un biholomorphisme local, dont 1'image
est C* := C\ {0}. En particulier, pour tout point zy € C*, on peut définir
localement (par exemple sur un disque D(0, ) assez petit contenu dans C*) un
< logarithme complexe > z — Log(z) (dépendant du choix d'un antécédent de
2o par exp) holomorphe.

Démonstration. Comme C* est connexe par arcs (donc connexe), il suffit de démontrer
que €2, I'image de C par Iapplication exponentielle, est a la fois non vide (facile), ouvert
et fermé dans C*.

Etant donné que la dérivée de la fonction exponentielle ne s’annule jamais, 2 est
d’apres le théoreme d’inversion locale un voisinage ouvert de chacun de ses points. Donc
Q est un ouvert de C*. De plus 1 € Q puisque 1 = €°. On conclut qu’il existe r > 0 tel
que la boule ouverte (pour la distance euclidienne) de centre 1 et de rayon r est incluse

dans ).

Remarquons que

21+22 21 %22

e =ete™

ce qui implique en particulier que €2 est un sous-groupe (multiplicatif) de C*.
Supposons maintenant que z € C*\ Q. Alors zQ = {zw : w e Q} C C*\ Q car si

20 € 22N, on peut écrire zg = zu = v avec u, v € ) et donc z = v/u € €, ce qui nous
donne une contradiction. Mais z §2 est un sous-ensemble ouvert (tout comme §2) de sorte
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que le complémentaire de €2,

c\e= J =0

zeCX\Q

est un ouvert de C* (comme réunion d’ouverts de C*). En particulier, son complémentaire
Q2 est donc un fermé de C*. Finalement, 2 est a la fois ouvert et fermé dans C* (et est
non vide), c’est donc que 2 = C*. ]

Nous reviendrons un peu plus tard sur la question fondamentale de la définition globale
du logarithme complexe (voir la Proposition VIII.2.2).

V.2 Transformations conformes

Soit f € Hol(2). On s’intéresse au comportement de f au voisinage d'un point z; tel

que f'(z) # 0.

Remarque V.2.1. On verra plus tard (Théoreme VI.6.4) que, pourvu que f ne soit pas
localement constante, les points d’annulation de f’ sont isolés et que cette hypotheése n’est
donc pas tres restrictive.

Considérons deux arcs de classe €
Y1, 72 :] - 171[_> (Cu

qui passent par zg quand ¢ = 0. On suppose ces arcs réguliers au voisinage de t = 0,
c’est-a-dire que 7}(0) # 0 et 'on rappelle que 7;(0) correspond au vecteur tangent au
point zg = 7;(0) (remarquer que l'on peut supposer v; injectif pour |¢| assez petit d’apres
le théoreme d’inversion locale). Pour j = 1,2, les arcs images f o ; ont pour tangentes
f'(20)7;(0) en t = 0 de sorte que I'angle entre les tangentes a ; en z est le méme que
I'angle entre les tangentes aux arcs images en f(z) (en d’autres termes, on utilise le
fait que la jacobienne de f est une similitude). On fait référence a cette propriété de
conservation des angles en disant que les fonctions holomorphes sont des transformations
conformes.

FIGURE V.1 — Transformation conforme.

Si 'on regarde l'image par une application holomorphe du < grillage > formée des
droites verticales et horizontales du plan par une application holomorphe (disons sur un
domaine ou la dérivée ne s’annule pas), on obtient un < grillage > constitué de courbes
dont les tangentes sont orthogonales aux endroits ou ces courbes se croisent. Si ’on observe
que les lignes de niveau

Re(f)=c et Sm(f)=¢,
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Ce sont les images des droites verticales et horizontales

par la réciproque f~! de f — qui est une fonction holomorphe au voisinage de f(zo)
d’apres le Corollaire V.1.11 — le résultat précédent montre que ces lignes de niveau sont
des courbes dont les tangentes sont orthogonales aux points ou elles se coupent.

Exemple V.2.2. Dans le cas ou g = tanh, on a

F1GURE V.2 — Lignes de niveau de la fonction argtanh.

Le lecteur féru d’électromagnétisme reconnaitra sur la Figure V.2 les équipotentielles
(en vert) et les lignes du champ magnétique (en bleu) crées par deux fils infinis paralleles,
contenus dans un plan normal au plan des lignes de champs, parcourus par des courants
d’intensités égales et constantes de sens opposés. Cette propriété bien connue d’ortho-
gonalité entre lignes de champs et équipotentielles, dans le cas plan, reflete la nature
conforme des applications holomorphes. Cette observation est intimement liée au fait que
le potentiel est une fonction harmonique et au lien entre fonctions harmoniques réelles et
les parties réelles de fonctions holomorphes.

V.3 Exercices

Exercice V.3.1. Trouver les fonctions holomorphes f, g et h telles que

Re f(x+iy) =2y, Re g(x+iy) = €* cosy, Re h(z+iy) = sin(xz+y) cosh(z—y).

Exercice V.3.2. Montrer qu'une fonction holomorphe, qui est définie sur un ouvert
connexe {) et qui est a valeurs réelles, est constante.
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Exercice V.3.3. On considere les fonctions de variable complexe z définies par

f(z) = ¢ - 1, g(z) = sin(irzl), h(z) := tan z.

z 22

1) Déterminer les domaines d’holomorphie de ces fonctions.
2) Montrer que ces fonctions sont sommes de leurs séries de Taylor en 0.

3) Déterminer le rayon de convergence des séries de Taylor en 0 de ces fonctions.

Exercice V.3.4. Calculer le rayon de convergence de la série hypergéométrique

Za(a+1)m(a+n—1)ﬁ(ﬁ+1)~-(ﬁ+n—1)

Zn
Yy + 1) (y+n—1) n!’

n>1

oua,fe€Cet —yeC—N.

Exercice V.3.5. Soit f une fonction mesurable bornée a support dans R*. On définit la
fonction f par

f(z2) = /R e~ f(t) dt.

1) Montrer que f est une fonction holomorphe sur H™ := {z € C : Sz < 0}.

2) Montrer que si de plus f est a support compact, alors f est holomorphe sur C.



Chapitre VI

Propriétés des fonctions
holomorphes

VI.1 Intégration le long d’un chemin

Commencons par rappeler la :

~ Définition VI.1.1.}

Soit 2 un ouvert non vide de C. Un chemin ~y (orienté) de € est une application
continue de classe ¢! par morceaux

v : la,b] — Q,

ou a < b. Si de plus vy(a) = v(b), on dira que 7 est un lacet. Le chemin opposé
YoPP : [a, b] — Q est défini par

YPP(t) ;== y(a+b—1t).

Remarque VI.1.2. Dans la définition de ¢! par morceaux, nous supposons que la dérivée
admet des limites a gauche et a droite en tout point de discontinuité. En particulier, cette
dérivée reste bornée.

Exemple VI.1.3. Le lacet v(t) = 2o + 7€', pour t € [0, 27] est le cercle de centre z; € C
et de rayon r > 0, qui est parcouru dans le sens direct.

On dit que deux chemins v, : [a1,b1] — Q et yo @ [az,by] — € sont composables si
71 (b1) = v2(ag). Auquel cas, on peut définir le chemin composé

’71\/’)/2 : [a17b1+b2—a2] —)Q,

par
’71(75) si t < [al, bl]

Y1V 2(t) = {

’}/Q(t—l-aQ—bl) si te [bl,bl+b2—a2].

105
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~ Définition VI.1.4.) X

Si f: Q — C est une fonction continue et si 7 : [a,b] — Q est un chemin, on
définit l'intégrale de f le long du chemin ~ par la formule

[/f(Z) dz = /abf(’y(t))fy’(t) dt.

\. J

Bien que 7 ne soit pas continue, elle reste borné (remarque VI.1.2) et l'intégrale est
bien définie.

Exemple VI.1.5. Si v est le lacet qui décrit le cercle de centre zy et de rayon r > 0 tel
qu’il est donné dans ’exemple précédent et si f est définie sur un ouvert contenant ce
cercle, nous avons

2w
/f(z) dz=1ir f(zo+7re™) e dt.
o1 0

On vérifie immédiatement que les propriétés suivantes sont satisfaites :

,—[Proposition VI.1.6.] \

Soit f une fonction définie sur 2. Alors :

(i) si v : [a,b] — € est un chemin et si ¢ : [a,b] — [a,b] est un &'-
difféomorphisme croissant,

/y f()dz = / 1(2) dz,

(ii) si~y: [a,b] — € est un chemin, alors

ou Y 1=7y0p;

L feyd== | 1)z

(ili) Sivy :[a1, b1] = Qet yo @ [ag, be] — Q sont deux chemins composables alors

/Vlvwf(z) dz = /71 f(2) dz+/72f(z) ds.

\ J

La démonstration de ces trois propriétés ne pose aucune difficulté et est laissée en exercice
au lecteur.

Remarque VI.1.7. La premiere propriété nous dit que la valeur de I'intégrale ne dépend
pas du paramétrage du chemin, mais seulement du sens de parcours. Ceci explique certains
abus de notations, par exemple dans I'exemple VI.1.5, on note I' = C(zg,r) le cercle
de centre z et de rayon r, et on écrit souvent [, f(z)dz plutoét que fw f(z)dz. 1l faut
comprendre que l'on a choisit un paramétrage du cercle (par exemple ) qui le parcourt
dans le sens trigonométrique.
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Voici un premier résultat sur les intégrales le long de chemins qui fait intervenir la
notion de fonction holomorphe.

—~ Théoréme VI.1.8.]

Soit f € Hol(Q2) et 7 : [a,b] — Q un chemin de Q. On suppose que f admet une
primitive holomorphe F sur €2, c’est-a~-dire que F' € Hol(Q2) et que f = F".
Alors

L/ﬂdw=FW@D—ﬂﬂ®)

En particulier, si v est un lacet, on a /f(z) dz = 0.
v

Commencons par un simple calcul valable pour toutes les fonctions.

r—[Lemme VI.1.9.]

Soit f : © — C une fonction de classe €' et v un chemin de classe €' de Q.

Alors
WDy = Y v+ Loy vy

En particulier, si f est holomorphe, on a

d(fo")

200 = PO (@)

Démonstration. La démonstration utilise le lemme V.1.4. Les détails sont laissés en exer-
cice au lecteur. O

Démonstration. [du Théoréeme VI.1.8] On suppose pour simplifier que 7 est un chemin de
classe €' (le cas général ot vy n’est que €' par morceaux se traite en décomposant v en
chemins de classe ¢'). En appliquant la formule du lemme ci-dessus, on voit facilement
que

[t@ri= [ samyod= [ Faop@a= [ Foyd=Fam)-Fow).

Ce qui termine la démonstration de la formule. n

V1.2 La formule intégrale de Cauchy

La formule intégrale de Cauchy est une des formules les plus importantes — et cer-
tainement une des formules aux conséquences les plus surprenantes — de la théorie des
fonctions holomorphes.
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r—[Théor‘eme VI.2.1.] .

Soit 29 € Q et r > 0. On suppose que D(z,7) C € et 'on note I' := C(z,7)
le bord de ce disque (que 1'on suppose orienté positivement i.e. parcouru dans le
sens trigonométrique). Soit f € Hol(2). Alors,

1) = g [ T 4y

2im Jrw—2

)

pour tout z € D(zg,r).

Démonstration. 11 est clair que le théoreme est une conséquence des deux formules sui-

vantes
/dezo et / dw = .
r w—= r

W —z

Quitte a changer w en 2y + rw, on peut supposer que zo = 0 et que r = 1.

Etape 1. Calcul de la seconde intégrale. On pose w := €' puis

dw T oede [T de
w—2z ei"—z:Z 1—ze "
r 0 0

Comme |z| < 1, on a un développement en série normalement convergente pour 6 € [0, 27]

1 .
_ — § P 6—271(9
1—ze ’

n>0

que l'on peut donc intégrer terme a terme pour trouver

27 de OO 2 -
=i “df = 2
IR RN

ce qui démontre la formule espérée.

Etape 2. Calcul de la premitre intégrale. Pour tout ¢ € [0, 1], on pose

o [ 1@ =16,

w?
r, wW-—z

ou I'y := C(tz,1 —t), i.e. on rétracte continument le cercle I'y = C(0, 1) sur le point z
(c’est un cas particulier d’homotopie de chemins, notion sur laquelle nous reviendrons ).
On suppose bien entendu que I'; est parcouru dans le sens trigonométrique.

On pose w =tz + (1 —1t)e?, pour 0 € [0, 27], de telle sorte que
2 1 _ 10 _ ) 2
(VL.2.1) 1y =i [ LEEA=DE) =) o gy / F(t,0) db,
0

0 el — »

ou par définition
1 — 0\ _ )
F(t,0) =1 fltz+( .et) ") = /(z) e?.
ev —z
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FiGURE VI.1 — Déformation continue du cercle I' sur le point z.

On remarque que
fw) = f(z)

W — R
wWw—z

est une fonction holomorphe sur Q \ {z} et continue sur §2. En particulier, la fonction
(t,0) — F(t,0) est continue sur [0, 1] x [0,27] et € sur |0, 1[ x[0,27]. On conclut que
I est de classe €' sur ]0, 1] et que cette fonction, qui est a priori continue sur [0, 1], se
prolonge par continuité sur [0,1] en prenant /(1) = 0 (dépendance en ¢ de I'intégrale
(VI.2.1)). De plus, pour tout t €10, 1[, la dérivée de I s’obtient en dérivant sous le signe

somme :
2 aF
I'(t) = — )
(t) /0 o (.6) df

Or, un simple calcul montre que

OF _ - r! 10\ 10 __ oG
ol nous avons défini
 fltz+(1-1) ')
G(t,0) = — .
Mais alors, pour tout ¢ €]0, 1|
2m
I'(t) = %—C;(t, 0)do = G(t,2m) — G(t,0) = 0.
0

La fonction I est donc constante sur 'intervalle ]0,1[, donc sur lintervalle [0, 1] (par
continuité) et I(1) = 1(0) = 0. O

Comme nous allons maintenant le voir, la formule intégrale de Cauchy a de trés nom-
breuses conséquences dont certaines sont assez surprenantes.

V1.3 Fonctions holomorphes vs fonctions analytiques

Nous nous intéressons aux fonctions analytiques, i.e. les fonctions qui sont développables
en séries entieres, et nous démontrons que I’ensemble de ces fonctions coincide avec 1’en-
semble des fonctions holomorphes.
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~ Définition VI.3.1.} X

Une fonction f est analytique sur €2 si, pour tout zg € €2, la fonction f admet un
développement en série entiere de la forme

) =3 an (2= 20",

n>0

qui est convergente dans un voisinage de zy (le rayon de convergence de la série
est strictement positif).

Remarque VI1.3.2. Supposons que la série entiere

f(z) = an(z—z)",

n>0

ait un rayon de convergence p > 0. Alors f est analytique sur D(z, p) : en tout point w €
D(zp,p), f(2) est développable en série entiere avec un rayon de convergence p — |w — 2g|.

Exercice VI.3.3. Démontrer 'assertion de la remarque ci-dessus.

Le résultat suivant montre que les fonctions holomorphes et les fonctions analytiques
ne forment qu'une seule et méme catégorie.

Théoréeme VI.3.4.}

Une fonction est holomorphe sur € si et seulement si elle est analytique sur 2.

En particulier, les fonctions holomorphes sont de classe €*°, alors que leur définition
ne leur demandait a priori que d’étre de classe 6.

Démonstration. Supposons que f soit analytique sur €2. En tout point zy de €2, la fonction

f est donnée sur un certain disque ouvert D(zg, p(20)) par une série entiere Z an(z—20)".
n>0
On utilise alors la proposition V.1.7 qui nous dit que f est holomorphe sur D(zg, p(20)),
avec f'(z) = Z nay(z—2)" " sur ce disque. La propriété d’étre holomorphe étant locale,
n>1

ceci montre que f € Hol(2).

Inversement, supposons que la fonction f soit holomorphe sur Q. Soit 2 € D(20,7), avec
0 <r < oo. On suppose que r > 0 est assez proche de 0 de telle sorte que D(zo,7) C Q.
On note T le cercle bordant D(zg, ), autrement dit I' := C(z, 1), cercle que 'on suppose
toujours parcouru dans le sens trigonométrique. Alors, grace a la formule intégrale de
Cauchy, on a

f) = o [ 1)

2im Jrw— 2z

dw.
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En posant w = 25 +r eia, on trouve que

1 21 0 ] 1 2T i0
f(z) = — —f(§0+7“€ )re”de:_/ —f(zo—_l—re ) do
21 Jo ref 4+ 2z —z 21 Jo 1—%6*”9
1/%2 220V g e e ds
— z0+re)e )
2 Jo 155 " ’

La majoration

’(Z—ZO) f(20+7"€i0)€_m9 SSup|f| (M) ’
T T T

et le fait que |z — 2| < r assurent la convergence normale de la série, permettant d’inter-
vertir I'intégration et la sommation pour conclure que

1) = an (2 — )",

n>0
ou

1 21 ) )
a, " = 7 /0 flzo+7r 620) e~ qp,

ce qui termine la preuve. O

La preuve précédente donne en fait le résultat plus précis suivant :

,—[Corollaire VI1.3.5 (Estimées de Cauchy).}

Supposons f holomorphe sur l'ouvert Q. Soit z, € €. Alors, f admet un
développement en série entiere au voisinage de z; dont le rayon de convergence
est au moins

p(z0) = sup{r > 0| D(zg,r) C 2},

et pour tout z € D(zg, p(20))

() (2,
fe =@ e

Pour tout 0 < r < p(z), et pour tout z € D(zp,r), on a

M 1 fe@)
(VL.3.1) /C o .

n! 2w w— z)rtl

De plus, on a les estimées de Cauchy

’f(n)(zo)‘ < SupC(zo,'r) |f’
n! o rn

I

pour tout n > 0.




112 CHAPITRE VI. PROPRIETES DES FONCTIONS HOLOMORPHES

Démonstration. La premiere assertion a en fait été établie dans la démonstration du
théoreme par I'utilisation du théoreme de Cauchy. La seconde assertion est formelle, elle
vient de la propriété de dérivabilité terme a terme des séries entieres sur leurs disques de
convergence : dans le développement

f(Z) = Zan (Z - Zo)nv

n>0

les coefficients a,, sont donnés par

() (4
a, = S =0) ( 0).

n!
C’est-a-dire que f est analytique si et seulement si f est somme de sa série de Taylor au
voisinage de tout point. La formule donnant f(z) s’obtient en dérivant sous le signe

somme la formule intégrale de Cauchy. O

Ce résultat est assez étonnant dans la mesure ou la formule (VI.3.1) permet de calculer
les dérivées complexes de f en fonction des valeurs de f. On déduit du Théoreme VI1.3.4,
le résultat tres important suivant, dont une variante globale plus subtile sera donnée plus
tard (voir le Théoreme VIII.1.1).

,—[Corollaire VI.3.6 (Existence locale de primitives).] \

Toute fonction holomorphe admet localement une primitive. Plus précisément,
si f est une fonction holomorphe sur un disque ouvert D, il existe F' € Hol(D)
qui est une primitive de f,ie. F' = f sur D.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que toute série entiere convergeant sur D admet
une primitive convergeant sur D. O

V1.4 Théorémes de Morera et de Goursat

Dans cette section, nous donnons deux exercices concernant la caractérisation des
fonctions holomorphes. De la caractérisation des fonctions holomorphes obtenue dans le
premier, on peut tirer un énoncé di a Goursat, qui montre que dans la définition des
fonctions holomorphes, on peut se passer de I’hypotheése de continuité de la dérivée au
sens complexe.

Exercice VI.4.1 (Théoréme de Morera). Soit f une fonction continue sur un ouvert 2.
On suppose que

(VI.4.1) (2)dz+ (2)dz + f(z)dz =0,
[a,b] [b,c] [c,a]

pour tous a, b, c € () tels que le triangle plein de sommets a, b et ¢ est inclus dans 2.
1) Soit zp € 2 et > 0 tel que D(zp,r) C €. Pour tout z € D(z,r), on note

F(z) = f(Q)d¢.

[ZOVZ}
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Montrer que F' est dérivable au sens complexe sur D(zg,7) et calculer F’.
2) En déduire que f est holomorphe sur €.
3) Inversement, montrer que si f est holomorphe sur un ouvert 2 alors (VI.4.1) est vérifié

pour tous a, b, c € ) tels que le triangle plein de sommets a, b et ¢ est inclus dans €.

Exercice VI.4.2 (Théoreme de Goursat). En utilisant ’exercice précédent, montrer que
si f: 2 — C est une fonction continue admettant une dérivée au sens complexe f'(z) en
tout point z € €2, alors f est holomorphe.

V1.5 Fonctions holomorphes définies par une intégrale

Soit © un ouvert de C et soit X un sous-ensemble mesurable de RY (muni de la mesure
de Lebesgue dx). Supposons que F' soit une fonction définie sur 2 x X et que I'on veuille
définir une fonction f sur €2 par la formule

(VL5.1) f(z) = /X F(z,7) dz.

Il faut bien str s’assurer que l'intégrale est bien définie. Les théoremes généraux de la
théorie de Lebesgue fournissent facilement des conditions suffisantes pour que la fonction
f soit holomorphe. Par exemple, en utilisant Fubini, on obtient le critere suivant.

r—[Théoréme VI.5.1.} \

Dans la situation ci-dessus, on suppose de plus que :
(i) pour tout « € X, z +— F(z,x) est holomorphe sur )
(ii) pour tout zy € €, il existe 79 > 0 tel que le disque D(zg,7¢) soit inclus dans
2, et une fonction g, intégrable sur X (au sens de Lebesgue) avec pour tout
z € D(zg,r0) et tout z € Q, |F(z,2)| < g, (7).
Alors la fonction f définie par (VI.5.1) est bien définie et holomorphe sur €. De
plus, pour tout k € N,

OFF

f®(2) = ; W(z,x) dx.

\. J

Démonstration. La condition (ii) assure que l'intégrale (VI.5.1) est bien définie, et par le
théoreme de convergence dominée, on voit méme facilement qu’elle est continue. L’holo-
morphie, comme la continuité, étant une propriété locale, il suffit de 1’établir, pour tout
zp € ) sur un disque ouvert centré en zy et inclus dans (2. Fixons z; et choisissons ry > 0
comme dans (ii) et imposons méme de plus (quitte & prendre un 7y un peu plus petit)
que D(z,79) C 2. Comme 2z +— F(z,x) est holomorphe sur 2, on a d’aprés la formule de
Cauchy, pour tout z € D(zg,79),

f(z) = %/X (/C() i(‘i":) dw) dz.

On a pour tout (w,x) € C(z0,70) X X,

F(w, )
w—2z

9z ()
—r—|z— |
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et comme g,, est intégrable sur X, la fonction (w, x) ’ —== | est intégrable sur C(zp, o) ¥

X. Par le théoreme de Fubini, on peut écrire

1 F 1 F(w,r)d
- o | (/ (w,x)dx> wo= o | L fwndr,
2im C(z0,7m0) x W—=% 2um C(20,m0) w—z
! fw)

20T Jo(zgm) W — 2

dw.

Ainsi f vérifie la formule de Cauchy. On en déduit par la démonstration du théoreme
VI.3.4 que f est analytique, donc holomorphe sur D(zg, rg). On a de plus d’apres la formule
(VL.3.1)

) =g [ A f@) g, Lfovdr
C(z0,70)

2im w — zp)ktl 27 Jo(aom) (W — 20)F T

F(w,x) gzg (%) (x)

La majoration ‘ g ‘ < 7 permet d’appliquer Fubini dans I"autre sens, et I'on obtient

en appliquant encore une fois (VI.3.1) a z — F(z,x)

k:
Wy — [ (7 / _Flwe) O'F
f (ZO) /X (Qiﬂ- C(z0,70) (w - ZO)k+1 dw dx a k (20737) dx

]

Remarque VI.5.2. On peut utiliser différentes variantes, sur le méme principe. Par
exemple si la fonction F' est donnée par une série entiere

E an(x)(z — 2z0)"

neN

de rayon de convergence au moins égal a R > 0 pour tout x € X, avec les fonctions a,
intégrables sur X et la série . A,2", ot A, = [} |a,(z)|dx, de rayon de convergence
au moins R, on utilise le théoréme d’inversion des signes Y et [ (donc encore Fubini)
pour obtenir un développement en série entiere

sur D(zp, R).

On peut aussi voir F' comme une fonctions de trois variables, en remplagant la variable
complexe z par deux variables réelles u et v, montrer par les théoremes de Lebesgue de
continuité et de dérivation sous le signe f (en vérifiant leur hypotheses) que f est de
classe €' comme fonction de deux variables réelles, avec

0 oF 0 oF
a—i(u,v) au( ,x)dz, a—;}j(u,v) Nrr —(u,v,x) dx.

On vérifie alors immédiatement les équations de Cauchy-Riemann qui montrent que f est

holomorphe. De plus on a alors f'(z) = %(2) L2 (z,2) da.
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r—[Corollaire VI.5.3.} .

Soient Q et % deux ouverts de C et soit (z,u) — F(z,u) une fonction continue
sur ) X %, holomorphe en z pour tout u € %, alors pour tout chemin v dans
U, la formule

f(z) = l F(z,u) du

définit une fonction holomorphe sur €.

VI.6 Les zéros des fonctions holomorphes

Commencons par le Théoréme de Liouville! qui est une conséquence directe des es-
timées de Cauchy.

Théoréme VI.6.1 (Théoreme de Liouville).}

Soit f € Hol(C) une fonction bornée sur C. Alors, f est constante.

Voici une application du Théoreme de Liouville qui permet de démontrer un grand
classique :

Corollaire VI.6.2 (Théoreme de d’Alembert—Gauss).]

Tout polynome non constant a coefficients complexes possede une racine dans C.
En d’autres termes, le corps C est algébriquement clos.

Nous laissons la démonstration du théoréme de Liouville et du théoreme de d’Alembert-
Gauss au lecteur, ce sont les questions 2 et 3 de 'exercice suivant :

Exercice VI1.6.3. Soit f une fonction holomorphe sur C et bornée.

1) Montrer que f%*)(0) = 0 pour tout k > 1.

2) En déduire que f est constante.

3) Montrer que tout polynome non constant admet un zéro dans C.
)

4) On suppose qu’il existe deux réels a,b > 0 et un entier m € N tels que
[f ()] < a+0fz|™,

pour tout z € C. Montrer que f est un polynome de degré < m.

5) Soit A une fonction non constante, holomorphe sur C. Montrer que i(C), I'image de C
par h, est dense dans C.

Ainsi les polynomes s’annulent sur C, mais pas tres souvent comme on le sait! C’est
un phénomene, qui se généralise aux fonctions holomorphes.

1. Joseph Liouville, X 1825
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,—(Théoréme VI1.6.4 (Principe des zéros isolés).} N

Soit {2 un ouvert connexe et f une fonction holomorphe sur €2 non identiquement
nulle. Alors, les zéros de f sont isolés. C’est-a-dire que, si f(zg) = 0, il existe € > 0
tel que, pour tout z € QN (D(29,€) \ {20}), f(2) #0.

Démonstration. L’ensemble

U:={zeQ: fM()=0,VYn>0},

est fermé (comme intersection de fermés) et ouvert (car f est somme de sa série de Taylor
au voisinage de tout point, donc identiquement nulle en un voisinage d’un point de U).
Comme f est non identiquement nulle, U # €2 de sorte que U = & (c’est 1a que nous
utilisons la connexité de ). Conclusion, pour tout z; € €, il existe un entier n > 0 tel
que f™(zy) # 0. Soit 2z un zéro de f. Soit N le plus petit entier tel que f@™¥)(z5) # 0. On
peut alors écrire au voisinage de 2

f(2) = (z — 2)N <aN + > an(z— 20)"_N) ,

n>N

ce qui permet de conclure facilement que f ne s’annule pas dans un voisinage épointé de
20- ]

Remarque VI1.6.5. La connexité n’entre en jeu que pour avoir un joli énoncé. Dans le
cas général, la preuve permet de conclure que si les zéros ne sont pas isolés, la fonction
holomorphe est nulle sur une des composantes connexes (nécessairement ouverte) de €.

Corollaire VI1.6.6 (Principe du prolongement analytique).}

Deux fonctions holomorphes f et g sur un ouvert connexe €2 qui coincident sur
une partie X de € ayant un point d’accumulation dans 2, coincident partout.

Démonstration. Considérons f — g : 'ensemble de ses zéros contient X, et comme cet
ensemble est fermé par continuité de f — g, il contient le point d’accumulation? donné
par I’énoncé : ce point est un zéro non isolé de ’ensemble des zéros de f — g, et 'on en
déduit que f — g par le principe des zéros isolés. O

Souvent, dans les exemples, f et g coincident sur un ouvert, ou bien sur un arc, et on
peut alors conclure.

Voici une exemple de prolongement analytique d’une fonction holomorphe définie par
une série entiere.

Exemple VI1.6.7. Par exemple la fonction holomorphe définie sur D(0, 1) par la série

fz):=) 2",

n>0

admet un prolongement analytique & C\ {—1}. En effet, la fonction g(z) := 1= est elle

1—
aussi analytique et coincide avec f sur le disque unité ouvert.

2. Un point d’accumulation de X est un point a tel que tout voisinage de a intersecte X \ {a}.
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Nous donnerons prochainement un exemple plus subtil de prolongement analytique
dans le cas de la fonction Gamma. Poursuivons par une application intéressante du prin-
cipe des zéros isolés.

Proposition VI.6.8.}

Les fonctions polynomes sont denses dans L2(R, e*" dz). Elles sont aussi denses
dans L%(]0, +-o00[, e ® dx).

Démonstration. Montrons que l'espace des fonctions polynoémes forme un sous-espace
dense de L*(R, e *" dx). Pour ce faire, il suffit de démontrer que si f € L*(R, e *" dx) est
orthogonale pour le produit hermitien de L?(R, e~ dx) a toutes les fonctions polynomes,
alors c’est la fonction nulle.

Soit f une telle fonction. Définissons

F(z):= /R flz) e e dx.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la convergence de cette intégrale pour tout z.
Les résultats de la section VI.5 nous permettent d’affirmer sans trop de peine que F' est
une fonction holomorphe sur C. De plus la dérivée n-ieme au sens complexe de la fonction
F' est donnée par

FM(z) = /w" flz)e™ e da,
R

et par conséquent

FM(0) = /az” flz) e da.

Par hypothese F’ (”)(O) = 0 pour tout n € N. On en déduit que F' est identiquement nulle
sur C. En particulier

F(—i€) = /Rf(a:) e e % dy = 0,

pour tout £ € R. Autrement dit, la transformée de Fourier de x — f(z) e est nulle.
On conclut que f = 0, ce qui termine la démonstration. Nous laissons le soin au lecteur

d’adapter cette démonstration pour démontrer la deuxieme assertion. O

V1.7 Propriété de la moyenne et principe du maxi-
muim.

On commence par interpréter la formule de Cauchy comme une formule de la moyenne
qui est une propriété assez surprenante dont jouissent les fonctions holomorphes : la valeur
d’une fonction holomorphe en un point z est égale a la moyenne de cette fonction sur tout
cercle centré en z.
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,—(Théoréme VI.7.1 (Formule de la moyenne).} \

Soit f ume fonction holomorphe sur un ouvert Q et D(z,7) un disque fermé
contenu dans 2, avec r > 0. Alors,

2
f(z):%/o f(z+re?)ds.

Démonstration. Grace & la formule intégrale de Cauchy, on a, en remplacant w = z +7 €,

f(z)—i/c de:%/o%f(zjtrew)de,

- 2 (z,r) W —Zz

ou C(z,r) est le cercle de centre z et de rayon r > 0. O

On en déduit immédiatement le cas particulier suivant des estimées de Cauchy :
< ).
£(2)] < max| (= + re?)

Il n’y a pour l'instant rien de nouveau, mais nous allons voir que 'on dispose en fait
d’énoncés beaucoup plus généraux qui constituent un point important de la théorie.

,—[Théor‘eme VI.7.2 (Principe du maximum).

~

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe ). On suppose que la
fonction z — |f(z)| admet un maximum local en zy € Q alors f est constante
sur €2.

\. J

Démonstration. Supposons que |f| ait un maximum local en z; € 2, i.e. qu'il existe un
disque fermé D(zp,7) C Q tel que |f(2)] < |f(20)| pour tout z € D(zp,7). On va montrer
qu’il existe un voisinage de 2y, ou f est constante. L’ouvert €2 étant connexe, le principe
du prolongement analytique nous dit alors que f est constante sur €2.

Donnons une premiere démonstration du résultat. La fonction f est développable en
série entiere au voisinage de 2y et 'on peut écrire

f(z) = f(z0) + Zan (2 — 20)"

n>1

On suppose que f n’est pas constante au voisinage de zy, donc il existe au moins un
a, # 0. Soit N le plus petit entier non nul tel que a,, # 0. Ecrivons

f(2) = f(z0) + (2 — 20)™ Z an (2 — 20)" V.

n>N

On note g(z) := Z an (z — 20)" ™ et 'on développe
n>N

FEP = 1f(z0) + (2 = 20)" g(2)P
= [F(20) +2Re (2 = 20)¥9(2) Fz0) ) + |2 — ¥ g(2) .
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On pose z = zp +te’ ol t, 3 € R. Le développement limité de t — |f(zo + te?)|?, en
puissances de t est donné par la formule

(o + )2 = [f(20)[2 + 2% (¥7g(z0) F(z0) ) ¥ + O(#Y*),

On vérifie que 'on peut choisir 5 € R de telle sorte que Re (eiNﬂg(zo) f(zo)> > 0. Avec

ce choix, on a |f(zo +te?®)|? > |f(20)|> pour tout ¢t > 0 proche de 0 ce qui contredit le
fait que zg est le point ou |f| est maximale. Conclusion, f est constante au voisinage de
20-

Donnons maintenant une autre démonstration de ce résultat qui, cette fois-ci s’appuie
sur la formule de la moyenne. Pour tout r < R, définissons

1 2w ) )
Cp = — / flzo+r ew) e~ qg,
2 Jo

qui n’est rien d’autre que le n-ieme coefficient de Fourier de la fonction périodique f, :
0 — f(z0+1e?).
La formule de la moyenne démontrée dans le théoreme précédent, nous permet d’écrire

que
2

P de\ {0l = swp [£(2).

ol ‘ :
CO = | —
27 D(zo,r)

0

D’autre part, d’apres I’égalité de Parseval, nous avons

1 2T ) 1 27
wf <Yl = 5o [ Gt rePao< o [ s (5GP = ol
0 0

net 27 Jo seD(ao)

et donc nécessairement ¢, = 0 pour tout n # 0, autrement dit f. = ¢y = f(20) pour tout
r < R, ce qui entraine que f est constante sur D(zy, R). O

V1.8 Suites et séries de fonctions holomorphes

La formule intégrale de Cauchy permet de démontrer que les suites et les séries de
fonctions holomorphes définies sur un ouvert {2 qui convergent uniformément sur tout
compact inclu dans €2, convergent vers une fonction holomorphe.

r—[Théoréme VI.8.1.} N

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert 2. On suppose
que cette suite de fonctions converge uniformément vers une fonction f, sur tout
disque fermé D C €. Alors, la fonction f est holomorphe et la suite des dérivées
complexes (f!),>o converge uniformément vers f’ sur tout disque fermé D C Q.

\ J

Démonstration. Soit D := D(z,7) C € un disque fermé de Q. La distance de D au
complémentaire de 2 est strictement positive car la fonction d(z, C \ §2) est une fonction
continue donc elle atteint son minimum sur le compact D et comme cette fonction ne
s’annule pas sur D, son minimum est strictement positif. On peut donc choisir R > r tel
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que D(z, R) C Q. On note dans la suite C' := C(z, R), le cercle de centre z; et de rayon
R, que I'on suppose parcouru dans le sens trigonométrique.

Si g est une fonction holomorphe sur €2, on peut écrire, en utilisant la formule intégrale
de Cauchy, que pour tout z € D(z,r),

g(z) = L/C g(w) dw.

2w w—z

Nous avons déja vu qu’en dérivant par rapport a z cette formule, on trouvait I’expression

g (z) = L/C—( 9() 5 dw.

20w w—2z)

Etant donné que |w — z| > R —r, on a, grace aux estimées de Cauchy,

1
sup  |¢'(2)| < 5——=5 sup |g(2)]-
2€D(z0,7) (R - T)2 2€C(z0,R)

La convergence uniforme de la suite (fy,)n>0 sur D(zo, R), vers une fonction f, entraine
donc la convergence uniforme de la suite (f))n>0 sur D(zo,7), vers une fonction notée h,
et, par passage a la limite n — oo dans I'égalité

) 1 fn(w)
fu(z) = %/Cmdwa

on trouve que

h(z) = L/C(f(—w)de,

20w w—2)

pour tout z € D(zp,7).
Maintenant, par passage a la limite n — oo, dans 1’égalité
1 w
fn(z) = o M dw,

2r Jow—2

on conclut que

o= [ T

2 Jow—2

9

pour tout z € D(zg, 7). On vérifie, en utilisant les théorémes de la théorie de 'intégration,
que la fonction

0w,

2um Jow— 2z

Z

)

est de classe € sur D(z, 1), que sa dérivée par rapport &  est nulle, i.e. que cette fonction
est holomorphe, et que
1 f(z)
"(2)= — | ——= dw.
/') 22'7T/C(w—z)2

En particulier, f" = h, ce qui termine la démonstration. O

On obtient, en utilisant des arguments semblables; le :
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—~ Théoréme VI.8.2. ] Y

f:::ji:jha

n>0

Soit

une série de fonctions holomorphes sur €2, qui converge normalement (uni-
formément) sur tout disque fermé D C (2. Alors,

9:=>_fn

n>0

la série des dérivées complexes, converge normalement (uniformément) sur tout
disque fermé D C €2 et f est une fonction holomorphe dont la dérivée est donnée

par g.

\ J

On rappelle qu'une série de fonctions E fn converge normalement si la série E | fall o
n>0 n>0
converge (i.e. elle converge normalement pour la norme de la convergence uniforme) et ’'on

n
dit que la série de fonctions g fn converge uniformément si la suite ( E fj)n>0 converge
n>0 7=0
uniformément. Bien entendu la convergence normale d'une série de fonction entraine la
convergence uniforme de cette série.

V1.9 Exercices

Exercice VI1.9.1. .Soit f une fonction holomorphe sur C.

1) Montrer que, pour tout zy, € C et pour tout r > 0

f(zo)—i/ f(zo+x+iy)dedy.
D(0,r)

2

2) En déduire que, si f est holomorphe et bornée sur C, f est constante.

Exercice VI.9.2. Soit D := {z € C : |z| < 1} le disque unité ouvert et D son adhérence.
1) Montrer que si le produit de deux fonctions holomorphes sur D est nul, 'une des deux
fonctions est nulle.

2) Soient f, g deux fonctions continues sur D, holomorphes sur D. Montrer que si fg est
nulle sur le cercle 0D = D — D, alors f ou g est nulle sur D.

Exercice VI.9.3 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction holomorphe sur le disque
unité ouvert D := {z € C : |z| < 1}. On suppose f(0) = 0 et que |f(z)| < 1 pour tout
zeD.

1) Montrer que |f(z)] < |z| pour tout z € D.

2) Monter que si |f/(0)| =1 alors f(z) = f’(0) z pour tout z € D.

3) On suppose que f est bijective holomorphe de D dans D et que sa réciproque f~*
est elle aussi holomorphe. De plus on suppose f(0) = 0. Montrer qu'il existe a € C tel
que |a| =1 et

f(z) =az,
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pour tout z € D.
4) Supposons que f n’est pas bijective. Montrer que |f(z)| < |z| pour tout z € D\{0}.

Exercice VI1.9.4. Soit D ={z€ C : | |z|] < 1}. Pour a € D et z € D on note

Z—a

fa(2) =

Cl-az
1) Montrer que f,(D) C D.

2) Montrer que f, est une bijection holomorphe de D dans lui-méme.

3) En utilisant le résultat de la question 3 de I'exercice 7?7 en déduire que si f est une
bijection holomorphe de D dans lui-méme alors il existe # € R et a € D tels que
0~ — 04

fz)=e

1—az

Exercice VI1.9.5. Soit (f,)n,>0 une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert 2. On
suppose que la suite converge simplement vers une fonction f et que pour tout compact
K C €, il existe une constante C' telle que

sup [ fu(2)] < C,
K

pour tout n € N.
1) Montrer que f est holomorphe.

2) Montrer que, pour tout k € N et pour tout compact K C €2, il existe une constante C'
telle que
sup| ;9 (2)| < €,

pour tout n € N.

Exercice VI.9.6. Le but de cet exercice est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme (de 'application ouverte pour les fonctions holomorphes). Soit €2 un ouvert
connexe non vide de C et f : Q — C une application holomorphe non constante. Alors
I'image f(£2) est un ouvert de C.

On se place dans les hypotheses du théoreme. On raisonne par ’absurde en supposant
qu’il existe un point zy de 2 tel que f(2) n’est pas un voisinage de f(zg), c’est-a-dire qu’il
existe une suite (o, )neny de nombre complexes qui ne sont pas dans f(£2) et qui converge
vers f(zp).

1) Montrer qu’il existe r > 0 avec les propriétés suivantes :

(i) D(z0,7) C Q, (i1) pour tout z € D(z0,7) \ {20}, f(2) # f(20).
1

O

gn est bien définie et holomorphe sur € et qu'il existe z, € C(zo,7) tel que pour tout
2 € D(z0,7), | f(2) — an| 2 [f(20) — .

3) Montrer qu'il existe € > 0 tel que pout tout z € C(zo,7), |f(2) — f(20)] > €. En
déduire que pour n assez grand, |f(z,) — | > § et aboutir a une contradiction avec le
fait que la suite «,, tend vers z.

2) On pose pour tout n € N, g,(z) . Montrer que pour tout n € N,
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Exercice V1.9.7 (Formule du noyau de Bergman). Soit D = D(0,1) le disque unité
ouvert. On note Hol*(D) I'espace des fonctions holomorphes et de carré sommable sur D.
C’est un sous-espace de L*(D).

1) Montrer que Hol?(D) est un sous-espace fermé de L?(D). On pourra utiliser 'exer-
cice VI.9.1.

2) En déduire que pour tout y € D, il existe une fonction holomorphe g, sur D telle
que pour tout f € Hol*(D),

10) = [ 5 d:
D

3) On considére le développement en série entiere g,(z) = Zan(y)z”. Que donne

neN
Iidentité précédente appliquée a la fonction z +— 2™ 7

4) En déduire que pour tout f € Hol*(D), pour tout z € D,

1 flatiy)
””‘wﬁm—@—@a”d”

Exercice VI1.9.8. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert 2. On
suppose que la suite converge simplement vers une fonction f et que pour tout compact
K C Q, il existe une constante C(K) telle que

Sl}l(p|fn(2)| < C(K),

pour tout n € N.
1) Montrer que f est holomorphe.

2) Montrer que, pour tout k£ € N et pour tout compact K C €2, il existe une constante
C(k, K) telle que
sup | £, (2)] < O(k. K),

pour tout n € N.



124 CHAPITRE VI. PROPRIETES DES FONCTIONS HOLOMORPHES



Chapitre VII

Formule des résidus

VII.1 Homotopie - Ouverts simplement connexes

On formalise ici la notion de déformation continue de chemins que nous avons déja
rencontrée dans la preuve de la formule intégrale de Cauchy.

—~ Définition VIIL.1.1.] \

Soient 2 un ouvert non vide de C et vy, : [0,1] — © deux chemins dans
Une homotopie entre v et v, dans Q, est une application v € € ([0, 1]%; Q) telle
que

’Y(O’ t) = ’YO(t)v et ,7(17 t) - ’Yl(t%

pour tout t € [0,1];

On dit que v est une homotopie de lacets si de plus v(s,0) = (s, 1), pour tout
s € [0,1] (autrement dit, t — ~(¢,s) est un lacet pour tout s € [0,1]). On dit
alors que les lacets g et v sont homotopes;

On dit que Q est simplement connexe s’il est connexe et si tout lacet v de 2 est
homotope a un lacet constant.

F1GURE VII.1 — Homotopie entre vy et ;.

Lemme VII.1.2.]

La relation < il existe une homotopie de lacets entre vy et v > est une relation
d’équivalence sur ’ensemble des lacets de (2.

125
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Démonstration. La réflexivité est claire. Pour la symétrie, on observe que si v est une
homotopie de lacets entre vy, et 71, alors, y(1 — s,t) est une homotopie de lacets entre v,
et Yo-

Passons a la transitivité. On a donc trois lacets v1, 72 et 73, et des homotopies de lacets
Viit1(8,t) entre v; et 41, pour i = 1,2. On définit alors

Y1,2(25,1) sis <1/2
(s, t) == '
Y2,3(25 — 1,1) sis>1/2,
qui est une homotopie de lacets entre v, et ~s. O]

Remarque VII.1.3. Donnons-nous un point 2y € {2 d’un ouvert connexe. On peut définir
I’ensemble 71 (€2) des classes d’équivalence d’homotopie de lacets de point de base zy. On
peut montrer que la composition des lacets définit une structure de groupe sur m;(Q2). C’est
le groupe fondamental de Poincaré de €). Comme on le voit, on peut le définir pour des
espaces beaucoup plus généraux que 2. En ces termes, dire que I’ensemble connexe {2 est
simplement connexe, c’est dire que ce groupe est réduit a I’élément neutre. En particulier
m1(C) est réduit a I’élément neutre. Le lecteur intéressé pourra démontrer que m1(C\ {0})
est isomorphe a (Z,+) et (plus difficile) que m(C \ {—1,41} est isomorphe au groupe
libre & deux générateurs *.

FIGURE VIL2 — Les courbes Cy et C; sont homotopes. Les courbes C' et Cy ne sont pas
homotopes.

Donnons un exemple simple et utile d’ouvert simplement connexe. Rappelons que €2
est dit étoilé §'il existe w € 2 tel que pour tout z € Q le segment |w, 2] est contenu dans
Q. On dit alors que €2 est étoilé en w. En particulier, un ouvert convexe est étoilé.

Proposition VII.1.4.]

Un ouvert étoilé est simplement connexe.

1. Le groupe libre a deux générateurs x et y se compose du mot vide e, qui joue le role d’élément neutre,
et de tous les < mots » formés & partir des symboles z, 7!, y et y~! et dans lesquels n’apparaissent
pas les séquences rz~!, 27z, yy~! ou y~ly (on dit que ces mots sont réduits). La < loi de composition
interne > est la concaténation de deux mots, étant entendu que les séquences zz ', 2 'z, yy~! ou y 'y
sont réduites, i.e. n’apparaissent pas. Par exemple la concaténation de zyx 'y et de y lzyr 'z est
xyyr 'z et la concaténation d’'un mot avec e est le mot lui méme
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Démonstration. Supposons €2 étoilé en w. Soit vy un lacet de §2. On vérifie que

Y(s,t) = sw+ (1 —s)(t),

est une homotopie de lacets entre 7, et le lacet constant de valeur w. O]

VII.2 Invariance par homotopie de l'intégrale sur un
lacet d’une fonction holomorphe

r—[Théoréme VII.2.1.} \

Soient €2 un ouvert de C, v une homotopie de lacets entre 7 et v; dans €2, et

f € Hol(Q2), alors
/ f(z)dz :/ f(z)d=.

Démonstration. Soit n > 0 et K;; le carré plein

e
Ko, = {AH Hzi}

n n n n

K = [0, 1]2 = U Ki,j~
0<i,j<n—1
On note C' := 0K, et C;; :== 0K, les bords de K et de K, ;, pour tous 0 <4,j,<n — 1.
On considere ces bords comme des lacets orientés dans le sens direct. Soit

v: K —Q,

une homotopie entre g et ;. On note v le chemin v(s) := v(s,0) = (s, 1).

On décompose I'arc image I' = v(C') de a maniere suivante
I'=~"Uv Uy U™,

On déduit la formule — du moins, dans le cas oll v est également de classe €' par
morceaux—, de I'intégrale de f le long de I’

(VIL2.1) /Ff(z)dz:—/%f(z)der/vf(z)der/% f(z)dz—/yf(z)dz.

L’idée est maintenant, grace a la compacité de K, de < grillager > la surface v(K) en
une réunion finie de surfaces contenues dans des ouverts assez petits dans lesquels f(z) dz
a une primitive holomorphe grace au Corollaire VI.3.6. L’intégrale de f le long de I' sera
alors la somme des intégrales de f sur les bords des surfaces I'; ; = y(K;) (on utilise ici la
propriété d’additivité de I'intégrale sur une composée de chemins) et donc cette intégrale
sera nulle en vertu du Théoreme VI.1.8. D’une certaine maniere, on pourrait s’arréter la,
le reste n’étant que mise en forme technique de I'idée exposée. Expliquons malgré tout les
détails.
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On recouvre v(K) par des disques ouverts D, C Q, a € A, sur lesquels f admet une
primitive holomorphe (voir le Corollaire VI.3.6). Comme ~(K) est un compact—comme
image d’un compact par une application continue—on peut choisir un nombre de Lebesgue
0 > 0 du recouvrement. Par définition, on a

Veevy(K), JacA telque D(z,0)C D

Comme -y est continue, elle est uniformément continue sur le compact K (Théoreme de
Heine). Ceci permet de choisir n assez grand de sorte que pour tout z,y € K contenus
dans un carré de coté 1/n on ait |y(z) — y(y)| < J. On a alors

Vi,je{0,...,n—1}, Jae€A telque ~(K;;) C D,.

On pourrait étre tenté de prendre I'; ; comme étant le chemin image du bord orienté (dans
le sens direct) de C; ;. Ceci est correct si I'on suppose de plus que 7 est de classe €. Mais,
pour les applications, il est préférable de ne pas supposer que v est de classe €. L’idée
est alors de remplacer les chemins intermédiaires par des chemins affines par morceaux.

On commence par remplacer v(0,t),v(1,t) par des chemins affines par morceaux,
tout en restant dans les disques D, dans chaque pas de la subdivision. Pour cela, on
définit I'_; ; comme le chemin orienté obtenu en composant le chemin v restreint a {0} x
[£, 2] avec le segment [y(0, ££1),~(0, 2)]. De méme, on définit I, ; comme I'opposé du
chemin orienté obtenu en composant le chemin 7 restreint a {1} x [Z, 2] avec le segment
[v(1, ”1) (1,2 2)]. Enfin, on « grillage > en définissant I'; ;, pour 4, j = O, ...,n—1, comme

étant le Chemm orienté affine par morceaux dont I'image est un quadrilatere orienté de
sommets (£, 1), 7(%EL, 1), 4 (L, ) et y(L, I,

Comme le disque D,, qui contient v(Kj;;) est convexe, il contient I'; ;. Comme f a une
primitive sur D,, l'intégrale de f le long du lacet I'; ; est nulle. Par construction, les I; ;,
pour —1 < ¢,5 < n, grillagent v(C') (remarquons que les bords de deux quadrilateéres

consécutifs ont un co6té commun). Par additivité de l'intégrale, on a
n
[roe-5 [ s
i=—1 j=1

car les contributions des cotés intérieurs se détruisent deux a deux et donc, grace a la

formule (VII.2.1)2
0:/Ff(z)dz:/vof(z)dz—/%f(z)dz

ce qui termine la démonstration. O
On obtient le :

r—[Corollaire VII.2.2.} \

On suppose 2 simplement connexe. Alors, pour tout lacet v de € et pour toute
fonction holomorphe f € Hol(2), on a

/7 f(z)dz =

\. J

2. La formule (VII.2.1) est maintenant valable ici car le chemin continu a été remplacé par un chemin
affine par morceaux.



VIL.3. INDICE D’UN LACET 129

Démonstration. Considérer une homotopie de lacets entre le lacet v et un lacet constant
et appliquer le théoreme précédent. O

Remarque VII.2.3. Il peut étre intéressant de faire le lien entre le résultat du Corol-
laire VII.2.2 et le Théoreme de la divergence (Formule de Green-Riemann) qui est d'un
usage fréquent en physique. Si f € €1(Q;C), on peut décomposer f = P +iQ ol P et Q
sont deux fonctions a valeurs réelles. Supposons que I" est le bord (orienté positivement)
d’un domaine compact U C 2. Dans ce cas

/Ff(z)dz = /F(de — Qdy) + 1 /F(de + Pdy).

Le Théoreme de Green-Riemann, nous donne alors

B 0oQ OP . oP 0Q
/Ff(z)dz— —/U (%+8_y) dxdy + i /U (%_G_y> dxdy.

Supposons maintenant que f est une fonction holomorphe, les conditions de Cauchy réelles
nous assurent justement que les deux membres de droite sont nuls. On retrouve donc le
fait que, dans le cas particulier ot I' est le bord d’'un domaine du plan U et ou f est

holomorphe sur U, on a
/ f(z)dz = 0.
r

VII.3 Indice d’un lacet

Soit v : [0,1] — C un lacet dans C dont on note I" 'image et soit zy & T'.

~ Définition VIL3.1.] ,

L’indice de v en zy est défini par

1 d 1 [t A
Ind,, () := —/ CE — 7—() dt.
2ir J,z—20  2im Jy y(t) — 2

On vérifie que Ind,, (7°*?) = —Ind,, () (voir la Définition VI.1.1).

,—[Proposition VII.3.2.} \

Soit v : [0,1] — C un lacet dans C dont on note I' I'image. Alors pour tout
z € C\ T, Ind,(y) est dans Z. La fonction z +— Ind.(7y) est constante sur les
composantes connexes de C\ I'.

Démonstration. Pour tout ¢ € [0, 1], on note

o ([ 70 a).
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Fi1GUrg VIIL.3 — Lacet d’'indice 2 par rapport a l’origine.

On vérifie que
/(v —2)
/ N Y=z
sauf aux points ot v n’est pas €, mais ces points sont en nombre fini. On a donc

F(t) _ 1) -z
70) "0~z

Comme f(0) = 1 et v(0) = v(1), on a f(1) = 1 et donc €*"Md0(") = 1, ce qui termine

la démonstration du premier point. Ensuite, on vérifie facilement par les théoreme de

continuité d’une fonction définie par une intégrale que zy — ﬁ fol -~ (f) dt est continue.
R (t)—20

Etant a valeurs entieres, elle est constante sur les composantes connexes de son ensemble

de définition. O

Géométriquement parlant, I'indice de v en 2, compte algébriquement le nombre de
tours que fait v autour de z.

Exemple VII.3.3. Soit D un disque (ouvert) de C et C'= 9D le bord de ce disque. On
suppose C parcouru dans le sens trigonométrique. On vérifie alors que

Ind,, (C) =1,

pour tout zy € D. Pour le vérifier, on peut considérer le cas du disque unité centré a
lorigine, développer la fonction z + 1/(2 — z) en puissances de 1/z et appliquer la
formule intégrale de Cauchy. Si zy € C\ D, on vérifie que

Ind,,(C) = 0.

Pour le démontrer, on peut par exemple appliquer la formule intégrale de Cauchy a f = 1.

Proposition VII.3.4.]

L’indice est invariant par homotopie de lacets. Plus précisément, s’il existe une
homotopie dans C \ {2y} entre deux lacets v et 71, alors Ind,, (7o) = Ind,, (71).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme VII.2.1. Il est bien sur
crucial qu’aucun des lacets s de ’homotopie ne passe par 2.
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F1GURE VII.4 — Variation de I'indice d’un lacet par rapport a la position de z.

VII.4 Fonctions méromorphes, résidus

Commencons par définir la notion de fonction méromorphe.

—~ Définition VIL4.1.] \

Soit f: Q\ {2} — C une fonction holomorphe. On dit que z; est un podle de f
si:

(i) f ne se prolonge pas en une fonction holomorphe en z,

(ii) il existe un entier m € N* tel que (z — 29)™ f est bornée au voisinage de 2.
Une fonction f est méromorphe sur Q) si f est holomorphe en dehors d’une partie
P de Q sans point limite dans € et si les points de P vérifient la condition (ii)
ci-dessus, de sorte que ce sont soit des points ou la fonction se prolonge en une
fonction holomorphe, soit des poles de f.

Les fonctions holomorphes sont évidemment méromorphes. Si f, g sont deux fonctions
méromorphes sur 2 et si a, 8 € C, alors les fonctions o f + B¢ et fg sont elles aussi
méromorphes.

Remarque VII.4.2. La propriété pour la partie P de € d’étre sans point limite (i.e. il
n'y a pas de point dans '\ P qui soit limite d’une suite de points de P) est plus forte que
d’étre constituée de points isolés. Par exemple, 'ensemble {1, n € N'\ {0}} a un point
limite dans C qui est 0, mais est constitué de points isolés dans C. L’union de deux parties
P, et P, sans point limite est encore sans point limite, et ainsi, on voit facilement que la

somme de deux fonctions méromorphes sur {2 est encore méromorphe.

,—[Proposition VII.4.3.} \

Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur un ouvert €2 de C.

Alors g := — est méromorphe sur 2

f

Démonstration. On sait déja que g est holomorphe sur 2\ Z, ou Z est I’ensemble des
zéros de f, qui est formé de points isolés d’apres le théoreme VI.6.4. Il s’agit donc de
montrer que tout point zp € Z est un pole de g. Mais au voisinage de zy, f admet un
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développement en série entiere de la forme f(2) = (z — zo)" Z an(z — )", avec N > 1
n>0
et ag # 0. Ainsi, au voisinage de 2z,

(z — 20)Ng(2) = (ao + Z an(z — zo)”>

n>1

qui se prolonge par continuité en z; et reste donc bornée dans un voisinage de z. O

,-[Proposition VII.4.4.] .

Soit f une fonction méromorphe sur 2 et zy € €. Alors, il existe m € Net r > 0
tels que
f@) = an(z—2)",
n>—m

sur D(zp,7)*. On dira que f admet un développement de Laurent® dans un
voisinage de zy. Ce développement est unique et 'on a convergence normale de
la série sur la couronne

Ceg:={2€Q : e<|z— 2| <&},

pour tout 0 < e < e <.
Enfin, si f admet un pole en z si et seulement si m > 1 et In < —1, a, # 0.

a. Pierre Alphone Laurent, X 1830;

\ J

Démonstration. Soit P 1’ensemble entrant dans la définition de la méromorphie de f sur
Q. Sizg e Q\P,if est holomorphe au voisinage de zp, et 1'assertion & démontrer est
déja connue.

Soit zp € P. Par définition, il existe un entier m € N tel que la fonction g(z) :=
(z — 20)™ f(z) est holomorphe sur D* := D(zg,7) \ {20} et est bornée sur D := D(zg,r).
Maintenant, g est une fonction holomorphe sur D* dont le module, |g|, est borné sur D
par une constante M > 0, on peut utiliser les estimées de Cauchy (voir le Corollaire VI.3.5)

appliquées a g sur le disque D(z,|z — z0|/2) C D* pour obtenir la majoration
2M
/
g < —,
() < o

pour tout z € D(zg,7/2) — {20}. On en déduit que

h(z) = (2 — 20)* g(2) = (= — 20)" " f (2),
est de classe €' en zy, de plus h/(z) = 0 de sorte que h € Hol(D). Or on sait que les
fonctions holomorphes admettent sur D un unique développement en série entiere

h(z) = Z an(z — z0)",

qui converge normalement sur tout compact contenu dans D (voir le Corollaire VI.3.5).
On a alors,

f(z) = Zan (2 = 20)" 27,

n>0

sur le disque épointé D*. La réciproque est évidente. O
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r—[Corollaire VII.4.5.} \

Avec les notations ci-dessus, soit zg € P et supposons que la fonction f reste
bornée au voisinage de zy (par exemple si f se prolonge par continuité en zp).
Alors f se prolonge en une fonction holomorphe en zj.

Démonstration. : On considere le développement en série de Laurent en zy pour étudier le
comportement asymptotique de | f| en zy. Le terme prépondérant est celui de la puissance
la plus négative de z, et 'on voit que pour que la fonction reste bornée au voisinage de
zo il faut qu’il n’y ait pas de puissance négative de z dans le développement. Autrement
dit celui-ci est un développement en série entiere donc holomorphe an zj. O

—~ Définition VIL4.6.] \

Avec les notations précédentes, on définit res,,(f), le résidu de f en zy, par la
formule

res,, (f) == a_;.

La propriété suivante est une conséquence directe du résultat de la Proposition VII1.4.4 :

Corollaire VIL.4.7. ]

L’application f > res, (f) est une forme linéaire sur l'espace des fonctions
méromorphes sur {2 a valeurs dans C.

Le lien entre I'intégration sur un chemin fermé et le résidu d’'une fonction méromorphe
est donné par 1’énoncé suivant :

,—[Proposition VII.4.8.} \
Soit zp € € un pole de la fonction méromorphe f. Alors, pour tout » > 0 assez
petit, on a

1
z = o d 5
esalf) =gz [ S

ou C(zp, R) désigne le cercle de centre zj et de rayon R, que 'on suppose parcouru
dans le sens trigonométrique.

Démonstration. Le développement de Laurent de f en z

f)= Y anlz—2)",

n>—m
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est normalement convergent sur C'(zg, ) pourvu que r > 0 soit assez petit. Par conséquent,
on peut intégrer terme a terme cette série. Or, on a

s
/ (2 — z0)"dz = i / (im0 g
C(zo,r) 0

qui vaut 0 si n # —1 et 2i7 sinon. Conclusion, on a

/C(zo,r)f(z) dz= = /C(Zw) ( > an(z - Zo)”) dz

n>—m
= Z (/ an(z — zo)”> dz
n>—m C(zo0,r)
= 2im a_q,
ce qui termine la démonstration. O

VII.5 La formule des résidus

Dans cette section, nous allons donner une puissante formule d’intégration qui permet
de calculer, pour toute fonction ot f € Hol(Q2), la circulation® de la forme différentielle
f(2)dz le long d'une courbe fermée. Nous avons déja vu la formule,

L f(2)dz =0,

qui est valable pour tout lacet v C €2 pourvu que la fonction f soit holomorphe sur
2 et admette une primitive holomorphe F' sur Q (voir le Théoreme VI.1.8). Enoncons
maintenant la formule générale :

,—[Théor‘eme VIL.5.1 (Formule des résidus).} \

On suppose que 2 est un ouvert simplement connexe. Soit f une fonction

méromorphe sur €, qui a un ensemble fini de poles S. Soit v un lacet inclus
dans 2\ S. Alors,

L/Vf(z) dz = Zress(f) Ind, (7).

um
SES

Le Théoreme précédent assure que si €2 est simplement connexe, et si f est holomorphe

I'intégrale
[ e
gl

est nulle le long de tout lacet ~, ce qui est une généralisation de la formule de Cauchy
pour un cercle (un disque étant convexe donc simplement connexe). On verra par ailleurs

3. Cette notion est largement utilisée en physique (par exemple dans I’énoncé du théoréme d’Ampere
sur la circulation du champ magnétique le long d’un contour fermé) et en mathématiques (par exemple
dans la formule de Green-Riemann sur 'intégrale curviligne des formes différentielles).
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que toutes les fonctions holomorphes admettent des primitives sur les ouverts simplement
connexes (voir le Théoréme VIII.1.1). Donc, le Théoréme des résidus est compatible avec
le Théoreme VI.1.8, ce qui somme toute est assez heureux.

Démonstration. Ecrivons le développement de Laurent de f au point s € S

f(z):Zan(z—s —i—Zanz—s

n>—N n>0

pour z proche de s € S ot les coefficients a,, et la fonction () dépendent du point s. La
fonction f(z) — Y .q@s(2) est holomorphe sur €2 qui est supposé simplement connexe
donc, d’apres le Corollaire VII.2.2, on a

/( ) Q= )dz:O.

seS

Mais, pour n # —1, la fonction z — (z — s)™ a une primitive dans un voisinage de v, on

conclut que
1 dz
s(2)dz = — = res,(f) Ind, (7).
m/@ sy | 75 =) )

Ce qui termine la démonstration de la formule des résidus. O

Remarque VII1.5.2. La démonstration montre que 'hypothese < 2 simplement connexe >
peut étre remplacée par < le lacet v est homotope a un lacet constant >.

VII.6 Formule des résidus et le calcul d’intégrales

La formule des résidus permet de calculer de nombreuses intégrales autrement inacces-
sibles. Elle est particulierement utile pour les transformations de Fourier, bien que ce ne
soit pas sa seule utilisation. Donnons — sans preuve — une méthode basée sur la formule
des résidus, qui permet de calculer des intégrales. Le lecteur justifiera au cas par cas cette
méthodes sur les exemples.

On se donne un ouvert connexe borné U de C dont le bord est un arc ¢! par morceaux.
Par exemple, U pourra étre un disque, un demi-disque ou plus généralement un secteur
angulaire d’un disque, un triangle, un polygone ... Ainsi, 7 tourne autour de chaque point
de U une seule fois. On peut supposer (quitte a renverser le sens de parcours) que 7 est
orienté dans le sens direct. Ceci signifie que 7(t) — ie7/(t) est dans U pour tout ¢ assez
petit). Dans ce cas, I'indice des points de U relativement a v est égal a 1. En pratique,
cette derniere assertion est tres facile de justifier en utilisant I'invariance par homotopie
de 'indice et en déformant continiment v en un cercle par exemple.

Soit maintenant € un ouvert simplement connexe contenant U, I’adhérence de U, et
f une fonction méromorphe sur €. On suppose que f n’a pas de pole sur v. On note S
’ensemble des poles de f qui sont contenus dans U. C’est un ensemble fini (exercice). La
formule des résidus s’écrit alors

(VIL6.1) /f dz = 2im Z ress(f

sES

ce qui permet de calculer I'intégrale de f le long de 7.
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A titre d’exemple, expliquons comment la méthode ci-dessus permet de calculer la

transformée de Fourier de la fonction f(z) := 7. Elle est donnée par l'intégrale

R —ix€
fo= [ fmdn

Supposons dans un premier temps que £ > 0 et considérons, pour tout R > 0 I'ouvert
Urp:={z€C:Qm(z) <0, |[z] <R},

dont le bord I'p est constitué du segment réel [—R, R] et de l'arc de cercle inférieur
{Re? : w <6 < 2rx}. On a alors

—iz€ R —ix¢ 2T S s IR 1) )
/ iy - / S / PRI gy
r, 142 _rl+z = 14 (Re?)

La seconde intégrale s’estime en module par

T exp(R sin 0 &) R
i 30 S < 7
[ R < 5

qui tend vers 0 quand R tend vers +oo. Grace a la formule (VIL.6.1), on a

R e—mf e—iz{ e—iz{
— lim dr = lim dz = 2im lim res, | —— | .
R—+oo [ _p 1+ 22 R—oo Jp. 1+ 22 Rerhoo £ 14 22
R

i 1 _a( 1 _ 1 ’ A _
Or la fonction z — i = 3 (ZH Z_i) n’a que deux poles, et seul —¢ est dans Ug

(dés que R > 1). En ce point le résidu de cette fonction vaut % Conclusion, nous avons
démontré que

. R e—iacf
= lim de = me ¢,
f(§) = Jim B
Le calcul dans le cas ou § < 0 se ramene au calcul ci-dessus par parité, car le changement
de variable y = —x montre que f(—¢) = f(£). En conclusion, on a montré que
(&) =me M.

On trouvera dans les exercices d’autres applications de cette technique.

VII.7 Exercices

Exercice VII.7.1. Déterminer si les fonctions suivantes de la variable complexe z sont
méromorphes sur C et déterminer leurs poles éventuels

z _1—COSZ 1

T 9@ =0 b =sin(l/2), k()=

f(z) =

Exercice VII.7.2. Soit f : C +— C une fonction holomorphe. Montrer que z — f(1/2)
est méromorphe en 0 si et seulement si f est une fonction polynomiale.
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Exercice VII.7.3. Déterminer les poles et résidus des fonctions suivantes
22 sin z

CEEEE g(z) := cot z, h(z) := EEDIER

Exercice VIIL.7.4. Soit f: D(0,1)\ {0} — C une fonction holomorphe.
1) Soit g une fonction holomorphe sur D(0,1) \ {0}. Vérifier que

f(z) =

1
T — / 9(z)dz,
2 Japo,r)

ne dépend pas de r €]0, 1].
2) Soit z € D(0,1) \ {0}. Montrer que la fonction g définie sur D(0, 1) \ {0, z} par

f(z) = F(Q)
2—C

se prolonge en une fonction holomorphe sur D(0,1) \ {0}.

g9(¢) =

3) En utilisant les questions précédentes, montrer que

Y (SR £
¢

f(z2) == 5=
) ap(os) C— 2 2 Jop(o,s) C — 2

= d ,
2 ¢
pour tout 0 < s < |2] <r <1

4) En déduire que f admet un développement en série de Laurent

f(z) = Zanz”

nez

dans D(0,1) \ {0} avec 1 f(z)

ap = — dz
, 1
0m aD(0,r) 2t

5) Montrer que f possede un prolongement holomorphe dans D(0, 1) si et seulement si
| f(2)| reste borné quand |z| tend vers 0.

6) Montrer que f est méromorphe, non holomorphe, dans D(0, 1) si et seulement si |f(2)]
tend vers +oo quand |z| tend vers 0.

7) Soit € > 0. On suppose qu'il existe a € C et r > 0 tels que D(a,r) n’intersecte pas
I'image de D(0,¢) \ {0} par f. Montrer que la fonction g définie sur D(0,¢) \ {0} par

1
9(z) = m7

se prolonge en une fonction holomorphe en 0.

8) On suppose que f n’est pas méromorphe en 0. Montrer que, pour tout € > 0, I'image
de D(0,¢) \ {0} par f est dense dans C.

Exercice VIL.7.5 (Automorphismes de C). Soit f : C — C un automorphisme de C,
c’est-a-dire une bijection holomorphe de C dans lui-méme dont la réciproque f~! est
aussi holomorphe. On suppose f(0) = 0. Montrer en utilisant la question (8) de 1'exercice
VIL7.4 que z — g(z) = f(1) est méromorphe en 0 et en déduire que f est de la forme
z +— az pour un certain a € C*. Quelle est la forme générale d’'un automorphisme de C?
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Exercice VII.7.6. Pour tout n € N, calculer

/( 1)”dz
z+-1 —,
r VA z

ou I' désigne le cercle de centre 0 et de rayon 1 parcouru dans le sens direct. En déduire

la valeur de o
/ (cosz)"dx.
0

Exercice VIIL.7.7. Pour tout n,m € N tels que m > n + 2, calculer

+o0o n
I, ::/ a dx
’ 0 1+:Em

Exercice VII.7.8. Calculer

/'27T dt
o a2 cos?t+ b2 sin’t’

On pourra utiliser la formule des résidus en prenant une ellipse comme lacet.

Exercice VIL.7.9 (Principe de réflexion de Schwarz).

Soit D le disque unité. Notons Dt = {z € D|3Im(z) > 0} le demi-disque supérieur et
D~ ={z € D|Qm(z) < 0} le demi-disque inférieur.

1) On suppose que f : D — C est continue et holomorphe sur D\] — 1, 1[. Montrer
que f est holomorphe sur D.

2) Soit f : DT — C une fonction continue holomorphe sur D*\] — 1, 1 et prenant des
valeurs réelles sur | — 1, 1[. On définit F' sur D par F(z) = f(z) siz € Dt et f(z) = f(2)
si z € D™. Montrer que f est holomorphe sur D.

3) Généraliser I’énoncé (1) a un ouvert 2 rencontrant R quelconque et (2) a un ouvert
Q) rencontrant R et stable par conjugaison complexe.

Exercice VII.7.10 (La fonction p de Weierstrass). Soit A C C un réseau i.e. un sous-
groupe discret de la forme Zw; @ Zw, ou wy et ws sont linéairement indépendants sur R.
On rappelle, ou on admet, ou on le démontre que pour tout entier £ > 3 la série

P
|A[*
xeA\{0}
est convergente. 1) Soit f une fonction holomorphe sur C qui est A-périodique i.e. satisfait
fz+A) = f(2),

pour tout A € A. Montrer que f est constante.

2) Montrer que la série

o=zt 3 ()

xeA\{0}
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définit une fonction méromorphe A-périodique sur C et paire dont on précisera les poles.
Pour établir la périodicité, on calculera ¢'(z).

3) Pour tout entier £ > 3, on pose

AeA\{0}
Etablir que
1 1 e
k=1

en déduire le développement en série de Laurent de p(z) au voisinage de 0 en fonction
des Ej(A). Remarquer que les Fy avec k impair sont nuls.

Montrer que
0 (2)? = 4p(2)* — 60E4(N)p(2) — 140E5(A).

VII.8 Le théoreme de Rouché

Le théoréme de Rouché? est un résultat qui permet de comparer le nombre de zéros
et de poles de deux fonctions méromorphes qui sont, en un sens a préciser, proches. Ce
théoreme peut en particulier étre utilisé pour localiser les poles et les zéros des fonctions
méromorphes. On commence par le :

r—[Lemme VII.S.l.] \

Soit g une fonction méromorphe sur un ouvert €2 et soit U un ouvert tel que
U C ). On suppose que le bord I de U est un lacet orienté positivement qui ne
contient pas de poles ni de zéros de g. Alors

1 [4(2)

2ir Jp 9(2)

dz=Z,— P,

ou Z, et P, sont le nombre de zéros et de poles de g (dans U (les zéros et poles
étant comptés avec multiplicité).

Démonstration. On écrit en un point zy de € le développement en série de g sous la forme
g(2) = (z — 29)Vg1(2), avec g; holomorphe ne s’annulant pas dans un voisinage de z, et

l'on a alors
Je) N ge)
9(z)  z—2 9i(2)

On applique la formule des résidus, en constatant que ’ensemble des poles de “;,((ZZ)) est
exactement la réunion de ’ensemble des zéros et de ’ensemble des poles de g, d’apres la

formule qui précede, valide aussi pour N = 0 et pour N < 0. O

Nous pouvons maintenant démontrer le :

4. Eugene Rouché, X 1852.



140 CHAPITRE VII. FORMULE DES RESIDUS

,—(Théoréme VII.8.2 (Théoreme de Rouché).} \

Soient f et g deux fonctions méromorphes sur un ouvert €2 de C, et U un ouvert
tel que U C 2. On suppose que le bord I' de U est un lacet orienté positivement
et que

1f(2) —g(2)| <lg(2)|,  pourtout  zel.
Alors
Zf_Pf:Zg_Pga

ou Zs et Py (respectivement Z; et P,) sont le nombre de zéros et de poles de f
(respectivement de g) dans U (les zéros et poles étant comptés avec multiplicité).

\ J

Démonstration. Posons h = f/g : ¢’est une fonction méromorphe sur Q2. Remarquons que
I’hypothese implique que g ne s’annule pas sur I', et celle-ci se réécrit

1—h(z)| <1, (Vzel).

La fonction h est holomorphe dans un voisinage de I' et h(I') C D(1,1) est une courbe
fermée. On a

1 dz L (WG, 1 [ ['(2)9(2) = [() ()

_— 0= — = d
2im Sy 2 2im Jp h(z) T I f(2)g(2) ©
1 ! 1 !
2ir Jp f(2) 2im Jp 9(z)
Il suffit maintenant d’appliquer le Lemme précédent pour conclure. O

Le Théoreme de Rouché permet de donner une démonstration du théoreme fondamen-
tal de Ialgebre. En effet, si P € C[X] est un polynéme de degré n > 1, on note

f(z):=P(z) et g(2) = anz",

ol a, est le coefficient du terme de plus haut degré de P. Si R > 0 est choisi assez grand,

1f(2) —g(2)] < g(2)],

sur C'(0, R). Le théoréme de Rouché nous assure que f et z — 2" ont le méme nombre de

zéros (comptés en tenant compte de la multiplicité des zéros) dans D(0, R). Donc P a n
zéros dans D(0, R).

Le lecteur trouvera dans les exercices suivants d’autres applications du Théoreme de
Rouché.

Exercice VII.8.3. On note D := {z € C : |z| < 1} le disque unité ouvert dans C, D
son adhérence et C' := 9D.

1) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert € qui contient D. On suppose que
|f(2)| < 1sur C. Montrer que f(D) C D et que f a un unique point fixe dans D.

2) Déterminer le nombre de racines de P(z) = 27 — 225 4+ 623 — 2 — 1 dans D.

3) Déterminer le nombre de racines de Q(z) = 2* — 6z + 3 dans I’anneau

{zeC : 1<z <2}
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Exercice VII.8.4. Soit n € N*.

1) Montrer que
|sin z| < |z cos z|,

pour tout z = x + 1y tel que max(|z|, |y|) = nm.

2) En déduire que toutes les solutions de tan z = z sont réelles.

141
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Chapitre VIII

Existence de primitives - Logarithme
Complexe

VIII.1 Existence de primitives

Nous avons déja vu un résultat local d’existence de primitive holomorphe pour une
fonction holomorphe (voir le Corollaire VI.3.6). Démontrons maintenant le :

r—[Théoréme VIII.l.l.} \

Toute fonction f qui est holomorphe sur un ouvert {2 simplement connexe, admet
sur cet ouvert une primitive holomorphe qui est unique a une constante additive
pres.

\ J

Démonstration. Donnons nous zy € ). L’ensemble des points de ) qui pouvent étre reliés
a zp par un chemin (méme polygonal par morceaux) est clairement un ouvert et un fermé
non vide de . Comme () est connexe, cet ensemble est égal a ). Pour tout w € (,
choisissons 7, un chemin reliant 2y, a w et définissons

:/%f(z)dz

Si 7/, est un autre chemin qui relie zg & w, le chemin 7/, V%P est alors un lacet, homotope
a un lacet constant (car, par hypothese, (2 est simplement connexe). D’apres 'invariance
par homotopie de I'intégrale le long d'un lacet (voir le Théoreme VII.2.2), on a

/f dz—/f

Autrement dit, F'(w) ne dépend pas du choix du chemin qui relie zg & w. Soit r > 0 tel
que D(w,r) C Q. Pour tout h € D(0,r), puisque le choix du chemin est indifférent pour
le calcul de F(w + h), on peut choisir le chemin

Yoth = Yo V Vw,w+h]»
Ol Yww+h)(t) :=w +th, pour t € [0,1]. Ce qui nous donne la formule

Flw+h)—Flw) 1 B !
; _E/W[W’Wh]f(z)dZ—/o flw+th)dt

143
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Donc

. Flw+h)—
SLECELEE R

On en déduit immédiatement que F' est C-dérivable en w et que F'(w) = f(w). Grace aux
propriétés de dérivabilité des intégrales, la formule ci-dessus prouve également que F est
de classe €' de sorte que F est bien une fonction holomorphe. O]

VIII.2 Logarithme complexe

Cet énoncé permet de construire de nombreuses fonctions holomorphes. En particulier,
nous pouvons définir le logarithme complexe d’une fonction holomorphe h sur un ouvert
2 ne s’annulant pas.

Définition VIII.2.1.]

Soit h € Hol(2) ne s’annulant pas. On appelle logarithme de h et 'on note
Log(h) toute primitive holomorphe—lorsqu’elle existe—de la fonction A'/h.

Un logarithme complexe sur un ouvert connexe est donc bien défini a addition d’un
scalaire pres. Le résultat qui suit est un corollaire immédiat du théoreme d’existence de
primitives.

Proposition VIII.2.2.]

Si Q2 est un ouvert simplement connexe et si, h € Hol(£2) ne s’annule pas, alors
la fonction h admet un logarithme complexe.

En particulier, on peut définir z — Log(z) sur la coupure = C\ R_ comme étant la
primitive de z — 1/z s’annulant en z = 1; cette fonction coincide avec le logarithme usuel
sur RY (noté log). On dira que c’est la détermination principale du logarithme compleze.

Exercice VIII.2.3. Démontrer les propriétés suivantes de la détermination principale
du logarithme complexe sur C \ R~

(i) exp(Log(z)) = z pour tout z € C\ R™, Log(expz) = z pour tout z tel que
—m < Qm(z) <.

(ii) Log(z) = log(r)+iArg(z), pour tout z € C\R™, 'argument étant ici dans | —, 7[.

(iii) Log(z1) + Log(z2) = Log(z122) mod 2im, quels que soient 21,2, € C\ R~ tels
que z123 € C\R™.

Soit h une fonction holomorphe et Log(h) un logarithme de h. Pour tout o € C, on

peut maintenant définir
ha(z) — eaLog(h(z))‘

Dans le cas de la détermination principale du logarithme, ceci permet par exemple de
définir la détermination principale de la racine carrée z — /z sur C\ R~ qui prolonge la
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racine usuelle définie sur R}. Comme c’est déja le cas pour la fonction logarithme, on ne
peut pas prolonger la racine carrée en une fonction holomorphe sur tout le plan complexe
(exercice).

Dans le cas particulier ou h(z) = z, on définit ainsi, pour tout a € C, la fonction
z +— 2% par

S eaLog(z)’

sur C\ R_. On vérifie que 'on a la une fonction holomorphe sur C \ R™. On vérifie aussi
que la fonction

a2,
est quant a elle holomorphe sur C.

L’existence du logarithme d’une fonction holomorphe permet d’étendre les résultats
sur les séries de fonctions aux produits de fonctions holomorphes.

~ Théoréme VIII.2.4.] \

Soit ano fn une série de fonctions holomorphes, qui sont définies sur un ouvert
), qui converge normalement sur tout disque fermé D C €. Alors, la suite (g, )n>0

définie par

(2) = [T+ £;(2)),

=0

converge, uniformément sur tout disque fermé D C €, vers une fonction holo-
morphe g sur 2. On note alors g(z) = [[;Z,(1 + f;(2)). La fonction g s’annule
en un point exactement lorsque I'un des facteurs du produit infini s’annule en ce
point, ce qui n’arrive que pour un nombre fini de facteurs, et 'ordre de ce zéro
de g est la somme des ordres de ce zéro pour ces facteurs.

\ J

Démonstration. Etant donné un disque fermé D C (2, il existe un entier m € N tel que
SUp,ep | fn(2)] < 1/2, pour tout n > m. On peut utiliser le fait qu’il existe une constante
C > 0 telle que |Log(1 + w)| < C'|w| pour tout w € D(0,1/2) et appliquer le résultat du
Théoreme VI.8.2 pour montrer que la série

> Log(1+ f;),

j=m

converge uniformément sur D vers une fonction holomorphe. On en déduit que la suite
de fonctions holomorphes (g, ),>o converge, uniformément sur tout disque fermé D C Q,
vers une fonction holomorphe.

Montrons maintenant l’assertion sur les zéros. Comme pour tout réel a > 0, on a
14+ a < e% on en déduit que pour toute suite finie (a;)i—o.., de réels positifs,

77777

n n

H(l +a;) < exp(z a;).

i=1 i=1
D’autre part, pour toute suite finie (2;);—o...., de nombres complexes, on a facilement en

développant le produit

-----

n

I +2)—1] < H(l + |z)) — 1,

i=1 =1
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d’ou
n

n
TT0+ 20 = 11 < exp(3 Ja)
i=1 i=1
On se place sous sur un disque fermé D contenu dans Q. Le reste > ey 1 fi(2)] tend
uniformément vers 0 lorsque N tend vers l'infini sur D, et par continuité de z +— e* — 1
en 0, on voit que pour tout € > 0, il existe Ny € N tel que pour tout M > Ny, et pour

tout z € D,

M
| TT @+ £i) — 1] < eZrmmon Ol _ 1 < ¢
j=No+1
On en déduit
M No
H1+fj H(1+fj |<€|H1+f3
j=0 J=0
Puis
M No
IO+ HEN =@ = [T]+ £i(2)]
j=0 Jj=0

En passant a la limite lorsque M tend vers 'infini, on obtient

\H L+ fi(z)] = (1 =€) !H(1+fj(2))|-

On voit donc donc les zéros de g sur D sont parmi ceux produit fini | H;V:OO(l + fi(2))], et
la réciproque étant évidente, I'assertion du théoreme s’ensuit. O

A titre d’illustration de ces résultats, montrons que la fonction I' a un prolongement
analytique a C\ (—N).

Exemple VIIIL.2.5 (Etude de la fonction T'). La fonction T' est définie, pour tout z € C
tel que Re(z) > 0, par
I'(z) ::/ et dt.
0

Il est facile de voir grace aux théoremes usuels sur les fonctions définies par des intégrales
que I est de classe 6! comme fonction de deux variables, et par les théoremes de dérivation
sous l'intégrale, qu’elle annule l’opérateur <. La fonction I' est donc holomorphe sur le
demi-plan Re(z) > 0.

On laisse le soin au lecteur de montrer que
I'(z+1) =zI(2),

pour tout Re(z) > 0 et en particulier I'(n + 1) = n! pour tout n € N\ {0}. On peut se
servir de cette formule pour définir I' comme une fonction méromoprphe sur le demi-plan
Re(z) > —1 avec pour seul pole {0}, puis par une récurrence simple, comme fonction
méromorphe sur C avec pour poles les entiers négatifs ou nuls.

Donnons maintenant une expression de I' sous forme de produit C \ (—N). On définit

la suite de fonctions .
t z
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dont on vérifie d’'une part qu’elle converge simplement vers la fonction z — e~ #* quand
n tend vers +oo et d’autre part que

|fu()] < eF e,

sur [0, 00[. En appliquant le théoreme de convergence dominée, on conclut que

n t n
['(z) = lim (1— —) t=~1at,
0

n—-+4oo n

pourvu que Re(z) > 0.
Un changement de variable nous permet d’écrire que

n n 1
/ (1 - i) = tdt =n? / (1 —u)"u*""du,
0 n 0

et, en utilisant n intégrations par parties, on démontre que

/n <1 t>nt2—1dt : !
- =n .
0 n 2(z+1)...(2+n)

Finalement, on conclut que pour tout z tel que Re(z) > 0,

1 . LT 2
i ~lm e I (14 )

k=1
On peut réécrire ’expression qui apparait dans le membre de droite sous la forme
n* ﬁ <1 + ﬁ) = ¢ #llogn=3j— 1/k) ﬁ (1 + f) ek,
k=1 " k=1 k
On rappelle que la constante d’Euler est définie par

. ~1
v = n1—1>Too (Z %> — logn.

En particulier, la suite de fonctions

2 s e #loBn=7-,1/3)

converge uniformément sur tout compact de C vers la fonction holomorphe z — e?%.

Maintenant, on définit, pour tout k € N* et tout 2z € C, la fonction
z
up(z) == (1 + —> ek — 1.
k
On utilise le fait qu’il existe une constante C' > 0 telle que
(1 +2)e = 1] < Cz)?,
pour tout z € D(0, R), pour démontrer que

R2
un(2)] < C 45
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pour tout z € D(0, R). En particulier, on voit que la série Y, ., uj, converge normalement
sur tout D(0, R) et le théoréme précédent nous assure que la fonction

1) et fT (0 5)

est une fonction holomorphe sur C. Les entiers négatifs sont des zéros de cette fonction.

Tout ceci montre que
—1
1 = Z\ =
Z —e 7 (1 —> ek ,
z (H + k >

k=1

est une fonction holomorphe sur C\ (—N) qui coincide avec la fonction I' sur le demi-plan
Re(z) > 0. Par prolongement analytique, elle coincide avec la fonction I' sur C \ (—=N) :

I'(z) = %e”z <f[ (1 + %) ez>_ :

VIII.3 Exercices

Exercice VIII.3.1. On note €2 := C\ [0, 1]. Montrer qu’il existe deux fonctions holo-
morphes définies sur et dont le carré est égal a z — 2z (z — 1).

Exercice VIIL.3.2. 1) Soit a € C. Montrer que la fonction z +— z® définie sur |0, +o00]
se prolonge de maniere unique en une fonction f, holomorphe sur C\ | — oo, 0].

2) Déterminer le développement en série entiere de f, en 1 et la dérivée de f,.

3) Pour quels a peut-on prolonger f, a C*, a C?
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MAT431 2016

Calcul différentiel et fonctions holomorphes

Controle classant du 2 novembre 2016

Les résultats du cours ou des exercices vus en travaux dirigés peuvent étre utilisés en
donnant des références précises. Toutes les sous-variétés considérées, ainsi que les appli-
cations entre celles-ci, sont supposées de classe C*.

Exercice 1

Soit . = {(z,y,2) ER3|z >0,y >0, 2 >0, vz +yz + 2y = 3}.

(1) Montrer que .¥ est une sous-variété de R3.

Soit g la restriction de (z,y, z) — zyz a 7.

(2) Quels sont les points critiques de g et quelle est la valeur de g en ces points ?

Soit O = {(z,y,2) € R*| x>0,y >0, 2> 0 et min(x,y, 2) €]0, £[}.
(3) Montrer si (z,y,2) € ON.Y, g(z,y,2) < 1/2.

(4) Montrer que g atteint son sup et donner sa valeur.

(5) Quel est le parallélépipede rectangle de R? de surface 6 et de volume maximal ?

Exercice 11

Soit . une sous-variété de R™. Soit V un ouvert de R" intersectant ., et ¢ : V — W
un ¢ *°-difféomorphisme de V sur un ouvert ¥V de R".

(1) Justifier (en étant bref mais précis) que SNV et ¢(SNV) sont des sous-variétés de
R™.

Soit I un ouvert de R" et soit 6 : U — U un difféomorphisme. On note #~! son inverse
et 'on définit 0% pour tout k € Z par §° = Idy, 0¥ = 0¥ 00, et =% = (6%)~L. On suppose
que 6™ = Id;; pour un entier m > 2. Soit a € U tel que 6(a) = a. Posons A = df, et

u(z) = ATP(P(x)), (zel).

(2) Montrer que u est un difféomorphisme local en a et que A ou(z) =uo f(x).

(3) Déduire des deux premieres questions que . = {a € U|f(a) = a}, 'ensemble des
points fixes de 6, est une sous-variété de R".
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Exercice I11

Soit X un champ de vecteurs (ne dépendant pas du temps) de classe € sur un ouvert
U de RY. Soit f : U — R une fonction de classe €. On rappelle que le gradient de f au
point a € U est le vecteur V f(a) € RY tel que pour tout h € RY | df,(h) = (Vf(a),h) (le
produit scalaire usuel de RY).
(1) Montrer que la fonction f est constante sur les courbes intégrales du champ de
vecteurs X si et seulement si le gradient de f en tout point a € U est orthogonal
au vecteur X (a).

Soit X le champ de vecteurs défini sur R? par

X(‘Tu y) = (y - y57 ‘T)
(2) Montrer que la fonction f : (x,y) — 32? — 3y* + y° est constante sur les courbes
intégrales de X.

(3) Montrer que pour tout ¢ € R\ {0, —2} I"équation f(x,y) = c est une sous-variété
de dimension 1 compacte de R% Montrer que les solutions de f(z,y) = —2 sont
les deux points (0,—1) et (0,1) et que si 'on retire le point (0,0) des solutions
de f(x,y) = 0, on obtient une sous-variété .# de dimension 1 de R? telle que
f71{0}) = 2 U{(0,0)} est compacte.

(4) Quelles sont les courbes intégrales constantes de X ?

(5) Montrer que si (a,b) ¢ ., la courbe intégrale maximale du champ de vecteurs X
de condition initiale (a,b) en t = 0 est définie sur R tout entier.

(6) (a ne traiter que s’il reste du temps a la fin, question hors baréme). Argumenter
pour justifier que 'on a aussi la méme conclusion que la question précédente si la
condition initiale (a, b) est dans S.

Exercice IV

Si V est un espace vectoriel réel de dimension finie, on note End(V') I'espace des appli-
cations linéaires de E dans E et GL(V') 'ensemble des applications linéaires inversibles
de E dans E. On rapppelle que

N

expy : End(V) > GL(V), A= exp(h) = > =

neN

est une application de classe C* et que pour tout A € End(V),
t — exp(tA), R +— GL(V)

est un morphisme de groupe de classe €°°, unique solution de ’équation différentielle
a/(t) = Aa(t), avec la condition initiale «(0) = Idy . Soit n un entier strictement positif.
On a les mémes résultats en remplagant End(V') par M := M,,(R) et GL(V') par GL,(R),
pour exp,, : M — GL,(R).

Si A est une matrice dans M, on pose
et si B est une matrice inversible dans M, (R), on pose

®(B) : M,(R) — M,(R), X &(B)(X)=BXB".
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(1) Montrer que A — ¢(A) est une application linéaire de M dans £ := End(M).

Pour tout A € M, expg(¢p(A)) est donc un élément de GL(E).
(2) Soient A,Y € M. Montrer que les applications

f:R— M,(R), t— f(t) = Plexpp (tA))(Y)

et
g:R—=> M,(R), = g(t) = expg(to(A))(Y)

sont égales. (On pourra chercher une équation différentielle satisfaite par f et g.)
En déduire que pour tout A € M,

®(exp(A)) = expe(¢(A4)).
On simplifie les notations en posant exp ,,(X) = exp(X) pour tout X € M. Pour tout
s,t € R, on pose

Ou

u(s,t) = exp(s(A+tY)), F(s,t) = exp(—sA) T (s,t).

(3) Montrer que F(1,0) = exp(—A) d(exp)a(Y).
(4) Déduire du calcul de 25 (s,t) que 2E(s,0) = expg(—sp(A))(Y).

Js
(5) Montrer que F(s,0) = Z(—l)”s"“%(Y)

n=0

e}

(6) En déduire une formule (sous forme de série) pour d(exp)a(Y).

Exercice V

) ) dz )
Déterminer pour chacun des contours I' suivants, tous parcourus dans le sens

r (23 + 8)
direct :

(1) Le carré de sommets (0,0), (10,0), (10,10), (0, 10).
(2) Le cercle |z| = 1.
(3) Le cercle |z| = 3.

Exercice VI

z—1

it ¢: -1 .
Soit ¢ : C\ { }—>(C,zn—>z+1

(1) Montrer que ¢ réalise une bijection biholomorphe de C\ {—1} sur C\ {1}. Quel est
son inverse ?

(2) Montrer que I'image par ¢ de l'intervalle réel | — 1,1] est | — 00, 0].

(3) Montrer qu’il existe une unique fonction holomorphe f sur I'ouvert Y = C\ [—1, 1]
telle que f(2)* = ¢(2) et f(2) €]0, 4+o0].
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(4) Prouver lim,,4o f(2) = 1. Montrer que la fonction g(z) = f(2) est une fonction

holomorphe sur D(0, 1)\ {0} qui se prolonge en une fonction holomorphe sur D(0, 1).
En déduire qu’elle est donnée par une série entiere g(z) = ), o cn 2" Calculer c,
c1 et co.

(5) Montrer que la série de Laurent de f sur la couronne 1 < |z| < 400 est une série
entiere en <. Que valent [, f(2) dz et [ zf(2) dz, o T est le cercle de centre 0 et
de rayon 10, parcouru dans le sens direct ?
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Correction
Exercice 1

(1) Etudions F(z,y,2) =xz+yz+zy. Ona VF(z,y,2) = (y+ 2,2+ 2z, +y) qui ne
s’annule pas sur l'ouvert & = {z > 0, y > 0, z > 0}. Ainsi df(,, . est toujours surjective
sur U et toutes les valeurs de la restriction de F' a U sont régulieres. Ceci montre en
particulier que . = F~1({3}) est une sous-variété.

(2) Les points critiques de g a sont les points ou le gradient de g et celui de F sont
colinéaires. On a Vyg(z,y, z) = (yz,xz,22) et VF(x,y,2) = (y+2z,x+2,x+y). On obtient
donc le systeme

yz(z+2) = x2(y + 2)
rz(x +y) =xz(x + 2)
z2(r +y) = yz(z +y)
avec en outre bien sur la condition (x,y, z) € .. La seule solution est (1,1,1) et g(1,1,1) =
1 donc le sup est > 1.
(3) Si I'une des coordonnées de (z,y,z) € .% est dans |0;1/6[ alors L + i +1>6 et

ainsi 1
1 ayz x 1 1 1Y\
6 3 yz +xz +xy r Yy =z

d’ont zyz < 1/2, et on ne peut pas approcher le sup sur cette partie de .7.

(4) Soit F' le fermé [1/6; +oo[* dans R3. Son intersection avec . est aussi l'intersection
de F avec F~1({3}) qui est fermé. C’est donc un fermé. Mais si (z,y,2) € . N F, on a

1
B:xy+yz+xzz(x+y)z2§z,

et donc z < 9, et de méme pour z et y. On voit donc que . N F est borné, donc compact.
Le sup de la restriction de g a ./ N F' est donc atteint, et d’apres la question précédente,
c’est le sup de g sur .. Il est atteint en un point critique, donc en (1,1,1) (c’est le seul
point critique). On a donc sup, , ,es 9(z,y,2) = 1.

(5) Le volume d’un parallélépipede rectangle de cotés x,y, z est zyz et sa surface est
2(xy + yz + zx), donc la réponse est le cube de coté 1.

Exercice 11

(1) Le premier point est évident, car le fait d’étre une sous-variété est une propriété
locale. Pour vérifier le second, il faut choisir une caractérisation des sous-variétés parmi
les 3 proposées en cours. Si 'on choisit de travailler avec la caractérisation par les pa-
ramétrages locaux, on voit assez facilement que si x est un paramétrage local de .’ NY en
a, alors ¢ ox est un paramétrage local de ¢(.# NV) en ¢(a). Pour changer un peu, voyons
ce que cela donne avec la caractérisation comme solution d’une équation. Soit a € SN V.
On sait qu'il existe un ouvert V; de R™ contenant a (et que 'on peut supposer inclus dans
V) et une fonction F' : V; — R™™ (o m est la dimension de .¥’) admettant 0 comme
valeur réguliere et telle que “ NV, = {p € V1|F(p) = 0}. Comme ¢ se restreint en un
difféomorphisme sur son image ¢(V;), qui est donc un ouvert, on voit que la fonction
Fo ¢!, définie sur ¢(Vy), est telle que ¢(Z NVy) = {r € ¢(V1)|F o ¢~ (r) = 0}. 1l reste
a voir que 0 est valeur réguliere de F o ¢~!. Soit donc r € ¢(V)) tel que F o ¢~ 1(r) = 0.
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Onad(Fo¢™), =dFyyod(¢!),. Or dFy-1(, est surjective car 0 est valeur reguhere
de F', et d(¢~1), est un isomorphisme car ¢ est un dlffeomorphlsme. Donc d(F o ¢™!), est
surjective pour tout 7 € ¢(Vy) et 0 est valeur régulicre de F o ¢~ 1.

(2) On calcule du,(h) = Z;n:_ol AP(d(07)4(h)). Or comme 6(a) = a, d(0P), = (db,)P =
AP, d'ott dug(h) =300 ATP(AP(h)) = mh. Ainsi du, = mldgs, qui est inversible, et I'on
peut appliquer le théoreme d’inversion locale.

Remarquons que comme 6™ = Id;, on obtient en différentiant cette égalité et en
évaluant en a que A™ = Idg~ et I'on a alors

m—1 m—2
Aou(z) = AP0 (x Z AT (@) = D AP0 () + A (@)
p=0 p=—1 p=0
m—2

= ATP(OPHH(2)) + ATTA™(0™ (2)) = i: ATP(0P(0(x)) = uwob(x).

(3) Soit a € .. D’apres la question précédente, il existe un voisinage ouvert U, de
a dans U et un voisinage ouvert V, de u(a) tel que u soit un difféomorphisme de U, sur
V.. Montrons que . NU, est une sous-variété. Comme le fait d’étre une sous-variété est
une propriété locale, ceci suffit a montrer que . est une sous-variété. D’apres la question
précédente encore, si x € U,, alors x est dans . si et seulement si u(x) est dans le
sous-espace propre de A pour la valeur propre 1. Notons £ C R" ce sous-espace. Un
sous-espace vectoriel est une sous-variété, et donc d’apres la premiere question, £ NV, et
S NU, =u ' (ENYV,) sont des sous-variétés.

Exercice 111

(1) Soit v une courbe intégrale du champ de vecteur X. La fonction t — f(«(t)) est
constante si et seulement si sa dérivée est nulle, c’est-a-dire si dfq)(/(t)) = 0. Or pour
tout a € U et pour tout v € R”, df,(v) = (Vf(a),v) et d’autre part o (t) = X(a(t)). O
obtient donc que ¢t — f(a(t)) est constante si et seulement si pour tout t,

(Vf(a(t)), X(a(t))) = 0.

Supposons que pour tout a € U, (Vf(a),X(a)) = 0. Alors f est constante sur la courbe
intégrale a. Réciproquement, pour tout a € U, si f est constante sur toute courbe intégrale
a, on prend la courbe intégrale de condition initiale a a ¢ = 0 dont I'existence est garantie
sur un intervalle ouvert contenant 0 par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, on obtient en
évaluant

(Vf(a(t), X(a(t)) = 0.
ent =0 que (Vf(a),X(a))=0.
(2) On a Vf(z,y) = (62, —6y + 6y°) et

(Vf(x,y), X(x,y) = 6x(y —y°) + (—6y + 6y°)z = 0.

On conclut grace a la premiere question.

(3) Si ¢ est une valeur réguliere, f(z,y) = c définit une sous-variété de R2. Or c est
une valeur réguliere, si pour tout (z,y) tel que f(z,y) = ¢, df(,) est surjective. Une
application linéaire de R? dans R est surjective si et seulement si elle est non nulle, et ceci



157

équivaut a V f(z,y) # 0. Or Vf(z,y) = (62, 6y + 6y°) = (6z, —6y(1 — y)(1 +y)(1 +y?)
est nulle exactement en (0,0), (0,1), (0, —1). En dehors de ¢ = f(0,0) =0, ¢ = f(0,1) =
f(0,—1) = =2, f(x,y) = ¢ définit donc une sous-variété de R* (de dimension 1). Cette
sous-variété est fermée, et on voit facilement qu’elle est bornée. Elle est donc compacte.
On a

flay) +2=382"+° = 3> +2 =322+ (s = (" +¢* - 2)

=32+ (" -~ D+ 2 - ) =32"+ (" —1)*(y" +2) 2 0
et ceci ne peut étre nul que lorsque x = 0 et y = +1. On a donc f~'({-2}) =
{(0,1),(0,—1)}. Remarquons que c’est une sous-variété compacte de dimension 0.

Si on enleve le point (0, 0) qui pose probleme, ’ensemble S des solutions de f(z,y) =0
est alors aussi une sous-variété de dimension 1 de R? (on voit que S est non vide car elle
contient un point de la forme (0,y) avec y entre 1 et 2). Comme ci-dessus, 'ensemble
F71({0}) est lui fermé borné, donc compact.

(4) Les solutions constantes vérifient o/ (t) = 0 = X («(t)) et sont donc données par
les 0 du champ de vecteurs. Ceux-ci sont les points (0,0), (0, 1), (0,—1).

(5) Si (a,b) # .7, alors soit f(a,b) est une valeur réguliere de f, soit (a,b) €
{(0,0),(0,1), (0, —1)}. Dans le premier cas, la courbe intégrale reste dans une sous-variété
compacte, et on peut appliquer le théoreme II1.3.21 du poly qui dit qu’alors les courbes
intégrales maximales sont définies sur R, et dans le second cas, les courbes intégrales sont
constantes et on a la méme conclusion.

(6) On reprend la démonstration du théoreme II1.3.21 du poly avec une condition
initiale dans S et I'argument de compacité appliqué a f~1({0}) = & U {(0,0)} et 'on
constate que 'on a la méme conclusion : la courbe intégrale maximale est définie sur R.

Exercice IV

(1) C’est clair : pour tout A € M, Y — AY — Y A est linéaire, donc ¢(A) € £ =
End(M), et on a aussi la linéarité en A, donc ¢ est linéaire de M dans €.

(2) On a
(1) = 5 [B(espp(tA) (V)] = 5 [expyy(t4)Y expp(~A)]
= Aexp(tA)Y expp(—tA) — exp(tA)Y expp(—tA)A = [A, f(t)]
et f(0) =Y. D’autre part
(1) = L lespe(t6(A))(Y)] = < lexpe(to(A)] (V)
— [6(4) exp(t9(A4))] (V) = 6(4) (expe(t0(A)(¥)) = [4.9(¢)

et g(0) =Y. Ainsi, f et g sont solutions de la méme équation différentielle o/ = [A, a]. Le
champ de vecteur X — [A, X| sur M étant polynomial, donc €*°, la théorie de Cauchy-
Lipschitz s’applique, en particulier I’énoncé d’unicité, et on conclut que f = g. Comme
ceci est vrai pour tout Y € M, on en déduit que pour tout A € M, pour tout ¢ € R,

P(exppy(tA)) = expg(td(A)).

On évalue alors en t = 1 pour obtenir I'identité voulue.



(3) On a

F(1,0) = exp(—A) gt (1,0) = exp(—A)% lexp(A +tY)],_, = exp(—A) dexp,(Y).
(4)
aa];(s t) = di s — exp(— SA)%(S,t) = —Aexp(—sA)%(s,t) + exp(— sA)aa gt(s t)

On évalueent=0:

OF ou 0*u
95 —(s5,0)=—-A exp(—sA)E(s, 0) + eXp(—sA)m(s, 0)

0%y 9%u

Or 85815(8 0) =

ou
— Y ‘ot
5108 —(s,0) et 9 (s,t) = (A+tY)u(s,t), don

D=L (A o yus, )] = Yuls, 1) + (A + ) 24(s,1).
950t " dt e B = s, ot
Ceci donneent =20

0%*u ou ou

P at(s 0) =Yu(s,0) + Aa(s, 0) =YexpsA-+ Aa(s, 0).
et ainsi

oF

P —(s,0) = —Aexp(— sA)a

ot
=exp(—sA) Y expsA
On utilise maintenant la question 2 et on obtient

OF
0s

(5) On a

(5,0) + exp(—sA) (Y exp sA + A%(s, O))

—(5,0) = exp(—sA) Y expsA = P(exp(—sA))(Y) = expe(—so(A))(Y).

F(s,0) = / %—I;(r, 0) dr + F(0,0).

Or F(0,0) = 24(0,0) et comme u(0,t) = I,, on a F(0,0) = 0, d’on

F(S,O):/Os aaf(r 0) dr /Osexpg(—rcﬁ(A))(Y) dr:/osz(_”iﬂm dr.

Cette série entiere de rayon de convergence infini s’integre terme a terme et on obtient
e (_1)nsn+1

Fs0= 2 o

¢(A)"(Y).

n=0

(6) En utilisant 1.4 et 1.6, on obtient

P(L0) = exp(=A) dexpa(¥) = Y o (),

D’ou
dexp,(Y) = exp(A) ) (7(111 >1n)!

¢(A)"(Y).
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Exercice V

~ im _ 5 /. Zj
Les poles sont z; = 2e3, 29 = —2, 23 = z; = 2e 3 . Le résidu en z; est 3% =—37
J
in
2imx2e 3 __

(1) le seul pole ou 'indice de I' est non nul est z; et 'intégrale vaut donc —="%3
e

6
(2) L’intégrale vaut 0 car aucune singularité n’est a 'intérieur du contour.
(3) L’intégrale peut étre prise sur n’importe quel cercle centré en I'origine et de rayon

R>2.0Onapour R>2:
/ dz 2T R
<
C(0,R) Z3+8 - R3—8

et donc en faisant tendre R vers +o0o on obtient que le résultat demandé est 0.

Exercice VI

(1) ¢ est holomorphe sur C \ {—1} en tant que fraction rationnelle. Son inverse est
v :C\{1} - C, =z~ —jﬂ, comme on peut le vérifier directement, et qui est elle aussi
holomorphe sur son domaine de définition.

2) On étudie la fonction ¢ sur | — 1,1]. Sa dérivée est ¢'(t) = —25 > 0 est donc
(t+1)

strictement croissante. La limite de cette fonction en —17 est —oo et sa valeur en 1 est 0.

(3) La restriction de ¢ a C\ [—1,1] est donc & valeurs dans C\| — 00, 0] et on peut
donc poser pour tout z € C\ [—1,1], f(z) = exp (4 log(¢(z)), o log est la détermination
principale du logarithme. C’est une fonction holomorphe vérifiant les propriétés voulues,
en particulier f(2) > 0.

Soit g une autre fonction vérifiant ces propriétés. Alors f(2)* = g(2)* = ¢(2), ce qui
montre que £ est une fonction définie sur 'ouvert connexe C\ [—1,1] et & valeurs dans les
racines quatriemes de 1'unité. Comme I'image d’un connexe par une application continue
est connexe, L est constante, et la condition en z = 2 nous dit que cette constante est
réelle strictement positive, donc c’est 1, ce qui montre 'unicité.

(4) Comme lim|.|, 1o ¢(2) = 1, on obtient par continuité de 'exponentielle et du
logarithme que lim,|_, 1~ f(2) = 1. Ainsi g admet un prolongement par continuité en 0
en posant ¢(0) = 1, et en particulier, elle reste bornée au voisinage de 0. Elle se prolonge
donc (cours) en une fonction holomorphe sur D(0,1), et admet un développement en
série entiere en 0 de rayon de convergence au moins égal a 1. Soit g(z) = > o, ¢, 2" ce
développement en série entiere. On a ¢y = g(0) = 1. Comme -

1 1. -1 1-2
4 _ — 4 — )= Z —
) = SO =00 = Ty = Ty
on obtient en dérivant 5
4 / 3 - -
9'(2)g(2) S5
ce que l'on évalue en 0 pour obtenir 4¢'(0) = —2, d’ott ¢; = ¢'(0) = —1/2. De méme
2
4 1 3 12 / 2 —
9"(2)g(2)” + 12¢'(2) T

ce qui donne ¢y = ¢”(0)/2 = —1/8.
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(5) On a pour tout w € D(0,1), g(w) = >, 5ycn w", d'ol, si z est tel que [2[ > 1, en
posant w = 1/z,

ou 7 est le cercle de centre 0 et de rayon 1/10. D’apres les formules de Cauchy, cette
intégrale vaut 2img’(0) = —im. De méme

/sz(z)dz:/—% dw

et ceci vaut 2irg”(0)/2 = —im /4.
On a obtenu (x) en faisant le changement de variables w = %, ce qui est peut-étre un
peu cavalier sans justification mais si on revient aux définitions avec p = 10,

27 27
[ 11 = [ foeipeas = [ glpe e as
I 0 0

la on fait le changement de variables # — —@ et on obtient

2 2 —1,i6
_ —1_i0\; _—if glp~'e”). 1 g(w)
/I:f(z)dZ—/o g(,O e )2,06 (-1)(19—/0 —W’lp e de—/y——2 dw.

w
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MAT431 2017

Calcul différentiel et fonctions holomorphes

Controle classant du 23 octobre 2017

Les résultats du cours peuvent étre utilisés en donnant des références précises.

Exercice 1

/271' dt
o a-+sint

On pourra écrire cette intégrale sous la forme | o f(z) dz ou f est une fonction méromorphe
sur un ouvert contenant le disque unité fermé et C' est le cercle unité parcouru dans le
sens trigonométrique.

Soit a > 1. Calculer 'intégrale

Exercice 11

On rappelle que 2z +— e* est surjective de C sur C*. Soit f une fonction holomorphe non
identiquement nulle définie sur un ouvert connexe U de C contenant 0. On suppose que
quels que soient z, 2’ dans U tels que z + 2/ € U, on ait f(z + 2') = f(2)f(z"). Montrer
qu’il existe b € C tel que f(z) = .

Exercice II1

Soit ¥V un ouvert convexe de R" et a = (ay,...,a,) un point de V. Soit

=01, fa): V=R r=(x1,...,20) = (fi(xr, ..., z0), o fulT1, . )

une application de classe €.
1. On suppose qu'il existe ¢ : V — R de classe C? telle que tout ¢ dans {1,...,n},

26
S (w) = fila).

Montrer que la matrice jacobienne de f est symétrique en tout point x de V, c’est-a-dire
que pour tout i et tout j dans {1,...,n},

(1) gf () = 2f (),
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et que de plus on a pour tout x € V

(2) 6(x) = 9la) + / (Zm — ) filte + (1 - t>a>) dt.

=1

2. Réciproquement, on suppose maintenant que la matrice jacobienne de f est symétrique
en tout point = de V, c’est-a-dire que l'on a (1). Montrer en dérivant sous le signe | que
si ¢ est donnée par la formule (2), on a

9¢
8567;

(x) = fil=).

Ainsi, une fonction de classe ¢! définie sur un ouvert convexe de R™ & valeurs dans
96 96 )

(9_:B1’ ) Bz,
pour une fonction ¢ de classe €* définie le méme ouvert et a valeurs réelles (Lemme de
Poincaré).

R™ dont la matrice jacobienne en tout point est symétrique est de la forme (

Exercice IV

Soit U un ouvert de R? et soit j : U — R une fonction de classe €. On fixe (a,b) € U.
On s’intéresse aux fonctions F': U — R?  (z,y) — (f(z,y),9(x,y)) de classe €* dont
le déterminant de la matrice jacobienne est égal a j. On suppose donc que pour tout

(z,y) €U,
() Shx,y)

(3) det | 2277 gy = j(x,y).
Z(z,y) §i(x,y)

On suppose de plus que pour tout (z,y) € U,

(@ i) 40

1. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V de (f(a,b),b) dans R? un voisinage
ouvert U; de (a,b) dans U et un difféomorphisme

®: (u,v) = (0(u,v), ¥(u,v))

de classe €2 de V sur U, tels que ®(f(z,y),y) = (z,y).
2. Montrer que

Seten = () o Pnm=-(Gen) Haw

3. Quitte a diminuer 'ouvert U, , on peut le supposer convexe, ce que I’on fait désormais.
Posons pour tout (z,y) € U,

J(z,y) =/ J(t,y) dt,
et pour tout (u,v) € V,

a(u,v) = g(é(u,v),v), Blu,v) = J(d(u,v), ).
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Montrer que « et 3 sont de classe € sur V et que

G @) = S = i) (Gen)

4. En déduire en utilisant la conclusion de I'exercice I qu’il existe une fonction w de

classe 2 sur V telle que 0 (f(2,4),4) = 9(2) et o (f(2,),) = J(2,1).

Exercice V

Le plan R? est muni de son produit scalaire canonique (., .). Dans certaines questions,
on identifie R? et C de la maniere usuelle. Soient D le disque unité fermé dans C et C
le cercle unité. Soit F': D — D, continue. On veut montrer que F admet un point fixe.
Supposons que F' n’admette pas de point fixe, c’est-a-dire F'(z) # 2z pour tout z € D.

1. Pour tout z € D, notons G(z) lintersection du cercle unité avec la demi-droite
ouverte {F'(z) +t(z — F(2)) : t > 0} (faire un dessin). Montrer que z — G(z) est continue
sur D (ne pas hésiter a donner une formule pour G(z)), et que G(2) = z si z € C.

2. On pose pour tout (s,t) € [0,1] x [0, 27|, vs(t) = G(se'). Calculer I'indice en 0 des
deux lacets vy et 7;. En conclure que F' admet un point fixe (Théoréme de Brouwer).

Exercice VI

1 1 1
Soit F: R? = R, (z,y) — §y2 — <§$2 — Zx4). Pour tout ¢ € R, on pose

= {(a,y) € B, E(x,y) = c}.

1. Montrer que si ¢ # 0, alors .7, est une sous-variété de R? ou bien I’ensemble vide.
Donner dans chaque cas la dimension, la classe de régularité.

2. Montrer que pour tout ¢, ’ensemble .7, est compact. Faire un dessin donnant 1’allure
des .7, c € R.

3. On se propose de décrire les solutions t — Q@ = Q(t) de I"équation différentielle

(5) Q" -Q+Q =0,

avec conditions initiales

(6) Q0)=a,  Q(0)=0.

Ecrire le champ de vecteurs (z,y) — X(z,y) de R? dont les courbes intégrales sont les
solutions de I’équation (5). Expliquez pourquoi il suffit d’étudier les solutions pour ¢ > 0
et montrer que pour toute condition initiale (a,b) € R, il existe une unique solution
maximale définie sur un intervalle [0,T], T'= T'(a, b).

4. Quelles sont les solutions constantes ?

5. Montrez que si ) est solution de (5), la fonction t — E(Q(t), Q'(t)) est constante
sur l'intervalle de définition de @ et que la trajectoire t — (Q(t), Q’(t)) reste dans .7,
avec ¢ = E(a,b), ou (a,b) est la condition initiale.
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6. Montrer que si ¢ # 0, le champ de vecteurs X est tangent a la sous-variété ...

7. Montrer que si ¢ = E(a,b) # 0, la solution de (5) avec conditions initiales (6) est
définie sur R tout entier et périodique en temps.

8. Montrez que pour E(a,b) = 0 alors la solution Q(t) de (5) avec conditions initiales
(6) est définie sur R tout entier et vérifie

lim (Q(t),Q'(t)) = 0.

t—+o0

Calculez @ (on pourra introduire le changement de variable H = %)

9. La surface d’un fluide unidimensionnel est décrite par une fonction u(t, x) qui est la
hauteur de fluide au temps ¢ en = € R. Dans une limite de petite amplitude, la dynamique
de la vague est régie par 1’équation de Korteweg-de-Vries (1895) :

Opu + 0y (Ogps + 1) = 0,

A / 2 . N
ou l'on a noté 0, = %, 0y = % et Opp = %. On cherche des solutions correspondant a la

propagation sans déformation d’une vague
u(t,z) = Q(x —t).

Montrez qu’'une condition suffisante est que @) vérifie (5).



165

I. On prend f(2) = - +le T = 5 fz2_1. Les poles de cette fonction sont les racines

de 2% + 2aiz — 1, c'est-a-dire 29 = —ia + Va2 —1 et 21 = —ia + iva? — 1. On voit
facilement que seul le premier est dans le disque unité ouvert, et le second n’est pas dans
le cercle unité. On calcule le résidu :

f(z) = (Z_zoiz_zl):zoizl (2—120_2—121)

Corpme 20 — 21 = 2iv/a? — 1, on a Res, (f) = Z\/(% L’indice de C en zy étant 1, on
obtient
/2” dt 1 2
0 CL+SlIlt z\/a2—1 \/a2—1

II. On se place sur un disque D(0, ) contenu dans Y. La fonction f est non identique-
ment nulle dans D(0,7)* sinon elle est identiquement nulle sur tout U4 d’apres le principe
du prolongement analytique. On prend zy # 0 dans ce disque tel que f(z9) # 0 et on
considere z, = 27"z,. On a donc

f(zn) = f(zn—i—l + Zn-i—l) = f(zn+1)2

On choisit b tel que e = f(z). On Voit immédiatement par récurrence que f(z,) = e’
pour tout n et de plus f(0) = 1 = €°. Les fonctions f et z + € coincident sur un
ensemble ayant un point d’accumulatlon dans U, elles sont donc égales.

III1. C’est le lemme de Schwarz. Ensuite, on dérive t — ¢(tz + (1 — t)a). On a

jt[t»—mb(tx—l—(l—t Zaxl (tz+ (1 —t)a) Zflt:wr (1—1t)a) (z; —a;)

et on integre entre 0 et 1.

ITI2. On dérive sous le signe |[ :

gi“ /&m(mHZ a;) fj(tr + (1 —t)a )) dt

:/0 C;lt[twtfz(ter(l—t) )] dt = fi(x).

IV1. On applique le théoreme d’inversion locale a G(x,y) = (f(z,v),y) en (a,b). La
matrice jacobienne en (x,y) est

(%(g,y) %(f;@ﬁ)
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dont le déterminant vaut %(Q}, y) et est donc non nul par hypothese, en particulier dGq )
est un isomorphisme. Il existe donc des ouverts U; et V comme dans I’énoncé tels G soit
un difféomorphisme de U; sur V. On prend alors ® = G, et on a pour tout (z,y) € Ui,

O(f(x,y),y) = 2(G(z,y)) = (z,y).

),
En particulier ¢(f(x,vy),y) = z et ¥(f(z,y),y) =y, dou ¢ (u,v) = v pour tout (u,v) € V.
IV2. On différencie ¢(f(x,y),y)

22 1(y) > 69 = ) ) S () = 1
L) o of d¢

Ceci donne immédiatement les formules voulues.
IV3. On voit que 22(z,y) = j(z,y). On a donc

O (1)) = [l > g(0(,0),0)] (F9). )

0Oy ¢ dg

) (L) L+ Loy - (L) s

De méme

) 9) = i [(0) = T(6(0), )] (F0), ).

= SO G 0) = S G ) = i) ()

0
IV4. Le lemme de Poincaré de I'exercice I donne 'existence de w vérifiant a—w(u, v) =
u
0
alu,v) et a—w(u,v) = B(u,v). En appliquant ceci a (u,v) = (f(x,y),y), on obtient
v

g—z(f(%y), y) = a(f(z,y),y) = g(o(f(z,9),y),y) = g(x,y)

et
g—j(f(%y),y) = B(f(z,y),y) = J(@&(f(z,y),v),y) = J(z,y).

V1. G(z) est défini par : il existe k(z) > 0 tel que z — G(2) = k(2)(F(2) — 2) et
|G(2)] =1,dou (2 —k(2)(F(2) —2))(Z—k(2)(F(2) — 2Z) = 1. Posons \(z) = F(2) —z. On
résout alors 2z — 1 — k(2)(A + A)(2) + k(2)4A(2)]? = 0. On remarque que le discriminant

Az) = (A+2)(2) +4A2)[1(1 = [*)

est un réel positif ou nul et est une fonction continue de z. Il n’y a qu’une solution positive

ou nulle qui est
—(A+ ) (2) + /A

Kz = 2|A< Ik
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Comme \(z) = F(z) — z ne s’annule pas, la fonction z — k(2) est bien définie sur D et
est continue.

On en déduit la continuité de G(z) = z—k(z)(F(z)—z). On a immédiatement G(z) = z
sur le cercle unité car dans ce cas k(z) = 0.

V2. 7 est le lacet constant G(0) et v, est le lacet v, (t) = G(e) = e, c’est-a-dire
le cercle unité parcouru dans le sens trigonométrique. Les indices respectifs de ces deux
lacets par rapport a 0 sont 0 et 1. Pourtant, ils sont homotopes, et on aboutit a une
contradiction. Donc F' admet un point fixe.

VI1. On remarque d’abord que E est polynomiale, donc €*°. On a VE(z,y) = (—x +
23,y) qui ne s’annule qu’en (0,0) et (—1,0) et (1,0). Donc si ¢ n’est pas égal & E(0,0) =0

oua E(—1,0) = E(1,0) = —1, ¢ est une valeur réguliere de E, et .7, est une sous-variété
de dimension 1 de R? et de clase €. Etudions le cas ¢ = —%. L’équation est donc

1, 1, 1, 1

V=t Tt T IW
La fonction f(z) = 2 — jz* — 1 est paire et f'(z) = x(1 — 2?) donc [ atteint son

1

Lot —

maximum en z = 1 et f(z) < f
0

(1) = 0, avec égalité si et seulement si x = +1. Les
solutions sont donc les points (1,0) 1,

et (—1,0), et donc

= {(_170)7 (170)}

est une sous-variété de classe €*° et de dimension 0.

1
1

On trace donc les lignes de niveau dans le quart de plan (z > 0,y > 0) et on complete
par symétrie. Soit F;, = —i, alors pour E < —FEyy, la ligne de niveau E(x,y) = F est
vide, et réduite a (1,0) pour E = E,. Pour By, < E <0, E(z,y) = E est une courbe

fermée avec
0<z(F) <z <zo(F) pour Epyn < E<0

0<z<1 for E=0.
On a donc deux “yeux” par symétrie. Pour £ > 0, la courbe de niveau est a nouveau une
courbe fermée qui “englobe” les deux yeux. Faire un dessin !

2. Les ., sont fermées comme image réciproque d’un point par une application conti-
nue. Supposons que

1 1 1 1 1
§y2—§x2+1x4:Z(2y2+x4—2x2+1—1):Z(2y2+(x2—1)2—1):c.

On en déduit que 2y* + (2% — 1)? < 4c + 1, et de 14, facilement, que z et y sont bornés.
Les fermés bornés de R? sont compacts, cqfd.

3. C’est Cauchy-Lipschitz sur F' = X(F(t)), avec X (z,y) = (y,x — 23). Si Q(t) est
solution, Q(—t) aussi, donc il suffit de regarder forward en temps.
4 . Les points d’arrét sont les solutions de F'(X) = 0i.e. (0,0),(£1,0).
5. On dérive :
¢'(t) = Q"(1)Q'(t) — Q'(HQ(t) + Q' (1H)Q(1)?,
et on reporte Q" (t) = Q(t) — Q3(t), et on obtient 0. Les courbes (t — (Q(t), Q'(t)) restent
donc dans les lignes de niveau .7, de la fonction F.

6. Pour ¢ # 0, 'espace tangent a .7, en (x,y) est I'orthogonal de VE(x,y) = (—z +
23, y). Il suffit donc de constater que le produit scalaire de VE(x,y) avec X (x,y) est nul.
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7. On reste sur des sous-variétés compactes, on applique le lemme des bouts pour
montrer que les solutions sont définies sur R. On suit les trajectoires, et force est de
constater que 'on revient au méme point apres un certain temps (solution a la Fernand
Raynaud).

8. La solution est définie sur R grace encore au lemme des bouts qui s’applique. On peut
par symétrie raisonner pour ¢ > 0. La ligne de niveau contient comme seul point d’arrét
(0,0) qui ne peut étre atteint en temps fini par Cauchy Lipschitz et est donc I'attracteur
quand t — 400. On peut supposer sans perte de généralité quitte a translater en temps
que 'on part du point

Q(0) =0, Q(0)=+v2

et alors en regardant le parcours sur la ligne de niveau (Q'(t) < 0 pour ¢ proche de 0) on

a
d
w0 ——99 oy
1 1
3Q% —1Q*

On change de variable comme proposé, on secoue et on obtient facilement la formule de

I'onde solitaire de KdV )
9 3
H=(——) .
Q) (cosh2 (t)>

9. On injecte l'ansatz u(t,x) = Q(z — t) et on calcule

Oyt + 0z (Ot + ug) = [81‘@ + 0 (02 Q + Qg)] (z—-1)=[(Q"-Q+ Qp)]/ (x—1t)=0.
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MAT431 2018
Calcul différentiel et fonctions holomorphes

Controle classant du 19 novembre 2017

Les résultats du cours ou des exercices vus en travaux dirigés peuvent étre utilisés en
donnant des références précises.

Exercice I. On peut si on le souhaite répondre d’abord a la question (2) en admettant
le résultat de la question (1).

Soit Q@ = C \ [0;1] (C privé du segment réel [0;1]).
(1) Montrer que pour tout lacet v dans 2, Indg(y) = Indy (7).
(2) Soit
1
:Q—=C _.
f —+C, z2— —

Montrer que pour tout lacet v dans €Q, / f(w)dw = 0.
o

Exercice II. (Un théoreme de convexité de Hadamard)

Soit 2 I'ouvert de C délimité par les deux droites verticales Re(z) = 0 et Re(z) =1 :
N={ze€C|0< Re(z) < 1}.
On note Q adhérence de Q et 9Q = Q\ Q son bord.

Soit f une fonction continue et bornée sur 2, holomorphe sur 2. On pose M = supg | f|
et pour tout = € [0, 1],

M(x) = sup | f(z +iy)].

y€R

Soient € et p deux réels strictement positifs. On pose

4 622
F(z) = p7e™ f(2).

1. Montrer que pour tout z = (z + iy) € Q, |F(2)| < max(p, 1)e‘""¥)M et que F(z)

tend vers 0 lorsque y tend vers +00. En déduire que |F| atteint sa borne supérieure.
2. Montrer que la borne supérieure de |F| sur Q est atteinte sur 'une des deux droites

qui délimitent €2 et en déduire successivement que pour tout z = x + iy € €,

[F(2)] < max(M(0), peM(1)),
puis
—X 7622 €
[f(2)] < p~*le”™ | max(M(0), pe"M(1)),

et enfin
|f(2)] < p" max(M(0),pM(1)).



170

3. En déduire, en choisissant bien p, que pour tout x € [0, 1]

M(z) < M(1)*M(0)'.

Exercice III. Soient a > 3 un réel et .% la partie de R3 définie par
S ={(2,y,2) ER®| Fla,y,2) = ¢ + ¢ + ¢ —a=0}.

(1) Montrer que . une sous-variété de R>.
(2) Montrer que chaque demi-droite issue de 0 intersecte .# en exactement un point,
qui n’est pas 0.

(3) Montrer que la projection

.. — S pr—>i

Il
(ot S? est la sphere unité de R?) vérifie que, pour tout p € .7, dm, : T, — Tw(p)S2 est
un isomorphisme, et en déduire que 7 réalise un difféomorphisme entre . et S2.

Exercice IV. On munit R"™! du produit scalaire (.,.) usuel. Soit (eq,...,e,41) la
base canonique de R™™!. Soit S I'hypersurface de R**! définie par le graphe d’une fonction
¢: R" — R de classe C*> :

S =A{(z,0(x)), r € R"}.

(1) Soit & € R™ et posons p = (z, ¢(x)) € .. Montrer que (—V¢(z), 1) est orthogonal
a 'hyperplan tangent a . en p. Donner I'expression du vecteur N(x) orthogonal & I’hy-
perplan tangent 7,.%, de norme 1 et vérifiant (N (p),e,+1) > 0 en fonction du gradient
Vé(x) de ¢ en p. En déduire que N : R" — R"™! est de classe C™.

(2) Montrer que quels que soient z, h dans R", N(z) est orthogonal & dN,(h).
(3) Soit F': R" x R — R (x,u) — (z,¢(x)) + u(N(x)). Montrer que F réalise un

diffomorphisme d’un voisinage U de 0 dans R"™ x R vers un voisinage V de py = (0, ¢(0))
dans R™ "1,

Soit © : V — U linverse de F'. On a donc

O(y) = (s(y),uly)) avec y = (s(y), ¢(s(y)) + u(y)N(s(y)).

(4) Montrer que pour tout y € V, Vu(y) = N(s(y)), puis expliquer brievement pour-
quoi cette égalité est en fait valide pour tout y € R**! proche de .%.

Exercice V. (Encore un théoreme de Hadamard)

(1) (Lemme de Gronwall) Soient C' et v deux fonctions continues & valeurs réelles
définies sur R et A une constante positive. Supposons que pour tout ¢t € R,

t
v(t) < O(t) + A/ v(s)ds.
0
Montrer que pour tout ¢t € RT,

v(t) < O(t) + A/tC(s)eA(tS) ds.
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On pourra introduire V (t) = fg v(s) ds et étudier la fonction t — w(t) = V (t)e 4.
L’espace RY est munit de la norme euclidienne usuelle, et L(RY;RY) de la norme
d’opérateur. Soit f : RY — RY de classe C? vérifiant f(0) = 0, pour tout x € RY, df,
est inversible, et il existe deux constantes positives A et B telles que pout tout x € RV,
I(dfa) "Il < Allll + B.
(2) Fixons x € RY. On cherche une courbe a, : [0;1] — R de classe C! vérifiant

(x)  Vte[01], fla.(t)) =tz

Montrer que «, vérifie (x) si et seulement si a, est solution sur [0,1] d'une équation
différentielle avec condition initiale

() B'(t) = Xo(B(1),  B(0) =0,
pour un certain champ de vecteurs X, sur RY que I'on déterminera. Vérifier que (z,y) —

X.(y) est de classe C! sur RY x RY.

(3) On considere la solution «, maximale de (*x), définie sur un intervalle ouvert |a, b
contenant 0. Montrer que b = +o0.

(4) En déduire une application g : RY — RY de classe C* telle que f(g(x)) = x pour
tout x € RV,

(5) Montrer que g est injective puis qu’en tout point z € R, dg, est un isomorphisme
linéaire de RY sur lui-méme et en déduire que I'image de g est ouverte dans RY.

(6) Montrer que y € RY est dans I'image de g si et seulement si g(f)(y) = y. En
déduire que I'image de g est fermée dans RY.

(7) Conclure que f est un C!-difféomophisme.
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Correction.

Exercice I. (1) L’idée est d’utiliser un argument d’invariance par homotopie, on peut
le faire de différentes manieres. On a

1 dz 1 dz
tudo(r) = 5= [ 2 i) = o [

20T y 2 i Wz—l

Posons I'(s, t) = 7s(t) = v(t)—s, pour s, t € [0, 1]. On a donc 7y = 7 et on a une homotopie
de chemins de vy et v;. D’autre part, v5(t) ne passe pas par 0 car v ne rencontre pas le
segment [0, 1]. L’indice en 0 de 7y, est toujours défini, et il est invariant par homotopie,
donc Indy(7y) = Indg(7s) pour tout s € [0, 1]. Or, par changement de variable z — z — 1,
1 dz 1 dz
Indg(m) = = — = Ind,; (v).

2w z 2T 72—1

Une variante encore plus simple (mais équivalente au fond) est de considérer la fonction
s + Indg(y) pour s € [0, 1]. Elle est bien définie car v ne passe pas par un tel s, elle est
continue par la formule intégrale qui défini 'indice, et elle a a valeurs entieres d’apres le
cours : elle est donc constante !

(2) D’apres la formule des résidus,

/f(w) dw = 2im(Reso(f)Indg(vy) + Resy(f)Ind;(7))-

Or
I T
2(z—1) z—-1 =z
et donc —Resy(f) = Res;(f) = 1. On a montré en (1) que Indy(y) = Ind; (), et on obtient
done [ f(w)dw = 0.

Exercice II. (1) Soit z = +iy € Q. On a

|F(Z)| — |p.1‘piy€€(:v2—y2+2i$y)f(z)| — p;vee(qj2—y2)|f(z)| S max(p7 1)66(1_y2)M

Il est donc clair que F(z) tend vers 0 lorque y — +o00o. Si f est identiquement nulle, F'
aussi, et les assertions qui restent a démontrer sont claires. Si f n’est pas identiquement
nulle, ' non plus, donc supg |F| > 0, et d’apres ce qui précede, il existe A > 0 tel que si
Sm(z) > A, alors |F(z)] < 1 supg |F|. La borne supérieure de |F(z)| sur € est donc égale
a la borne supérieure sur le rectangle R := {z € C, |[Re(z)| < 1, |Sm(z)| < A} qui est
compact. Cette borne supérieure est donc atteinte sur ce compact.

(2) La fonction F est continue sur Q et holomorphe sur €. D’apres le principe du
maximum, si |F| admet un maximum local en zy € €, alors F' est constante sur 2 et
par continuité, constante sur Q, et en particulier pour tout z € Q, |F(2)| = M(0), ce qui
démontre ’assertion voulue.

Si |F| n’admet pas de maximum local en 2, € €2, alors la borne supérieure est atteinte
sur 2\ Q, c’est-a-dire sur 'une des deux droites Re(z) = 0 et Re(z) = 1. On a donc pour
tout z € ﬁ,

F(2)| < max(_sup [F(2)], sup [F(2)]).
Re(z)=0 Re(z)=1
Or

eV M(0) < M(0)siz=0

F(2)| = |p* iy65($2—y2+2ixy) 2| = $66(:L‘2—y2)
F ) = o SOl =@ <46
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ce qui est l'assertion voulue. On en déduit immédiatement la deuxieme inégalité. En
faisant tendre e vers 0, on obtient pour z = x + iy € €,

[f ()] < p~* max(M(0),pM(1)).

(3) On a alors en choisissant p = M (0)/M (1) (si M(1)M(0) # 0), de sorte que les
deux termes du max soient égaux a M (0),

|f(z +iy)l < (%)  M(0) = M(1)FM(0)

On a la conclusion voulue en passant au sup sur la droite Re(z) = x.
Si M(1) =0, 0na|f(z)] <p~™® M(0) et en faisant tendre p vers +o00, on obtient que
f est identiquement nulle (sur 2, puis par continuité, sur €2).

Si M(0) =0, |f(2)] <p'™* M(1), et en faisant tendre p vers 07, on obtient que f est
identiquement nulle (sur €2, puis par continuité, sur €2).

Exercice IIL. On calcule le gradient de F : VF(xz,y, z) = (2ze®”, 2ye?’, 2z¢*"). Celui-
ci est nul seulement en (0,0, 0) qui n’est pas un point de . donc 0 est valeur réguliere de
F et .7 est une sous-variété.

Chaque demi-droite issue de 0 intersecte . en un seul point : en effet, si 'on fixe
(z,y,2) € R¥\ {0}, étude de la fonction h(t) = e"** + e’¥* 4 ¢#* montre 'assertion,
car elle est strictement croissante, vaut 3 < a en 0 et tend vers +o0o en +oo.

On peut projeter . sur la sphere S2. Notons 7 la projection p — H%\I' On a

CHN 50
72—

On restreint 7 a .. On veut montrer que dm, est un isomorphisme entre 7,,.% et Tﬁ S2.
P

Par égalité des dimensions, il suffit de montrer I'injectivité. Soit v € T,.% (c’est-a-dire
(v, VF(p)) = 0) tel que

dmy(v)

v (p,v)
el [pl?

Cette équation montre que p et v sont colinéaires, et donc si v # 0, (p, VF(p)) = 0. Avec
p = (x,y, 2), cela donne 222¢*” + 2y2e¥” + 22%¢*" = 0, d’olt p = 0 : contradiction. Donc
v = 0. On en déduit que 7 est un difféomorphisme local de .# sur S?. Comme c’est aussi
une bijection, c¢’est un difféomorphisme global.

dmy(v)

Exercice IV.
(1) L’hyperplan tangent a p = (x,¢(x)) est {(h,dp,(h)), h € R*}. Or, pour tout
h € R",
((hydos(h)), (=Vo(x),1)) = (h, =Vé(z)) + dg.(h) = 0.
Posons N(z) = %. On a bien (N(x), e,41) > 0 et donc N(z) vérifie les propriétés
voulues.

(2) (N(z), N(z)) =1 pour tout x € R" et en différentiant, on obtient

(N(x), dNy(h)) + (dN(h), N(2)) = 2{N(x), dN.(h)) = 0.
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(3) 1l s’agit évidemment d’appliquer le théoreme d’inversion locale, et donc de vérifier
que dFg) est un isomorphisme de R™ x R vers R"*L. On a, quels que soient z, h € R®,
u, k € R,

dF, . (h, k) = (h,d¢.(h)) + EN(x) + udN,(h),
et donc
dF0)(h, k) = (h,dpo(h)) + EN(0).
Comme (h, dpo(h)) et kN (0) sont orthogonaux, on voit immédiatement que dF g )(h, k) =
0 implique que (h,k) = 0 : I'application linéaire dFigq) est injective, et c’est donc un
isomorphisme par égalité de la dimension de 'espace de départ et de celui d’arrivée.

(4) On différentie la formule donnée dans I’énoncé : on a, quels que soient y, h € R*!

h = (dsy(h), ds)(dsqy) (R))) + duy (R)N (s(y)) + u(y) dNyy) (dsy ().

Prenons le produit scalaire avec N(s(y)), en remarquant que (dg(y)(h), s, (dsy(h))) est
dans le plan tangent a . en (s(y), #(s(y)) et donc orthogonal & N(s(y)) et st(y)(dsy(h))
est aussi orthogonal a N(s(y)) d’apres la question (2). Il reste donc

(h, N(s(y))) = duy(h) = (h, Vu(y)).

On en tire la conclusion voulue.

On peut refaire le méme raisonnement qu’en (3) et (4) en (z,0) pour tout z € RV les
arguments sont les mémes.

Exercice V.

(1) On a

w'(t) = V'(t)e ™ — AV (¢ ) A= y(t)e M — AV (t)e™ M
< (Ct)+ AV())e ™ — AV (t)e ' = C(t)e .

On inteégre cette inégalité sur [0, ¢], ce qui donne
t
w(t) —w(0) = V(t)e M < / C(s)e " ds,
0

soit V(1) < fo )eA(t=5) ds, que I'on réinjecte dans l'inégalité de départ :

¢
+ / C(s)ert=
0

(2) On différentie (x) : dfa, @ (al(t) = z, dout & (t) = (dfa,@)) *(x). On pose donc
X.(y) = df, ' (z), et I'on constate que (z,y) — X,(y) est de classe C', f étant C*.

D’autre part on voit que «, vérifiant (*) vérifie I'équation différentielle de (*x). Pour la
condition initiale, il y a un léger probleme d’énoncé, on a f(«,(0)) = 0 mais ceci n’implique
pas a,(0) = 0 (ce que I'on peut dire c’est que dfy étant inversible, le théoreme d’inversion
locale s’applique, et que dans un voisinage de 0 donné par ce théoreme, ’équation f(z) = 0
n’admet que la solution z = 0 , mais il pourrait y avoir des solutions ailleurs). Ceci n’a
pas d’incidence sur le reste de 'exercice, qui n’utilise que I'implication (k%) = (*). Pour
rétablir une équivalence, le plus simple est de rajouter ’hypothese o, (0) = 0 dans (x).
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Réciproquement, si 8 est solution de (xx), définie sur [0; 1], avec X comme ci-dessus,
on voit que 8 = a, par unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

(3) D’apres le lemme des bouts, si b est fini, alors la solution explose en temps fini,
c’est-a~dire que o, (t) n’est pas pas borné lorsque x tend vers b. Or pour tout ¢ € [0;b],

laa(0)]] < / ot ()] du < / X (o ()] s = / 2 (@) o] du
/0 (Allas(w)]| + B) x |la]ldu < Bl ¢ + A ] / s ()] du

On applique alors le lemme de Gronwall et 1’on obtient
t b
|l ()| < BH:(:Ht—l—/ AB||z| se*=2 ds < B|z|| b+/ AB|z| be?®%) ds < +oo0.
0 0

Ceci contredit le fait que o, (t) n’est pas pas borné lorsque x tend vers b, et ainsi b = +o00.

(4) On pose g(z) = a,(1). D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz a parametres, le
champ de vecteurs X étant C', (x,t) — . (t) est C' et donc z — g(z) = a,(1) est C'. De
plus, on a bien f(g(z)) = =.

(5) Si g(x1) = g(xg), on a x; = f(g(z1)) = f(g(x2)) = x5 et donc f est injective.
En différentiant f(g(z)) = x, on obtient dfy,) o dg, = Idgny et donc dg, est inversible,
d’inverse dfy). On peut donc appliquer le théoreme d’inversion locale en tout point de
R", et 1'on en déduit que I'image de g est un voisinage de g(x) pour tout x € RY.

(6) Si y = g(2) est dans l'image de g, alors g(f(y)) = g(f(9(2))) = g(2) = y.
Réciproquement, si g(f(y)) = y alors y est dans I'image de g. On en déduit que I'image
de g est {y € RY| g(fy)) —y = 0}, donc fermée, cet ensemble étant I'image réciproque de
0 par une application continue.

(7) L’image de g est ouverte, fermée et non vide dans RY qui est connexe : c’est RY
tout entier, et g est surjective. Ainsi g est bijective et g~ = f. Par le théoréme d’inversion
globale, ¢ est un difféomorphisme, et donc f aussi.
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