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Résumé. Soit n un entier naturel non nul. On note Qn∗ l’ensemble des
résidus quadratiques non nuls de An = Z/nZ. On définit DR(An) et ER(An)
les constantes de Davenport et de Gao dans le problème des sous-suites à
somme pondérée nulle avec poids dans R ⊂ (Z/nZ)∗. Ainsi DR(An) est le
plus petit entier m ≥ 1 tel que pour toute suite S = (s1, s2, . . . , sm) de Z/nZ,
il existe une sous-suite S′ = (si1 , . . . , sik) de S et des éléments r1, . . . , rk de
R tels que

r1si1 + r2si2 + · · ·+ rksik = 0.

La constante de Gao ER(An) est définie de façon analogue en exigeant de
plus que la longueur de la sous-suite k soit égale à n, à savoir l’ordre de An.
Notons qu’elle cöıncide avec la constante d’Erdős-Ginzburg-Ziv, qui elle,
relève des sommes nulles de taille l’exposant du groupe.

Le cas classique correspond à R = {1}, c’est-à-dire lorsque les sommes
sont trivialement pondérées. Pour un anneau Γ abélien fini donné, les cons-
tantes D1(Γ) et E1(Γ) ont été largement étudiées ces 20 dernières années,
notamment par Gao, Hamidoune, Geroldinger, Grynkiewicz pour ne citer
qu’eux.

Le lien fort entre D1(Γ) et E1(Γ) a été découvert à la fin du dernier
millénaire par Gao et se formule par la simple identité

E1(Γ) = D1(Γ) + |Γ| − 1.

Ce résultat a été étendu en 2012 par Grynkiewicz, Marchan et Ordaz de la
façon suivante :

ER(Γ) = DR(Γ) + |Γ| − 1,

ce qui correspond à l’exacte généralisation du résultat de Gao, rendant ef-
fective une intuition de Thangadurai.

En effet, en Inde, la théorie des suites à somme pondérée nulle s’est
développée en produisant de nombreux résultats ciblés sur des situations
bien particulières. Le cas R = Qn∗ ⊂ Z/nZ fournit un terrain de jeu pas-
sionnant du fait de la mixité du problème : à la fois additif naturellement
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mais également multiplicatif de par la nature des poids considérés. Thanga-
durai, Adhikari et d’autres se sont consacrés significativement à ce type de
questions, souvent avec bonheur.

En 2012, Chintamani et Moriya ont établi la valeur exacte de DQn∗(An),
donc de EQn∗(An) par le résultat précédemment cité dû à Grynkiewicz,
Marchan et Ordaz, lorsque gcd(n, 30) = 1 :

DQn∗(An) = 2Ω(n) + 1,

où Ω(n) possède la signification usuelle. Ce résultat découle de propriétés
additives portant sur des combinaisons linéaires d’éléments de Qn∗. Lorsque
gcd(n, 30) > 1, ces propriétés ne sont plus suffisamment effectives. Dans cet
exposé nous verrons comment il est possible d’obtenir la même identité si
gcd(n, 6) = 1 ou gcd(n, 10) = 1. On fournira également un résultat valable
pour tout n impair, mais avec l’inconvénient d’être un peu moins précis.

Bien que pouvant apparâıtre comme des extensions mineures du résultat
de Chintamani et Moriya, leurs preuves requièrent des techniques combi-
natoires déroutantes et pouvant parâıtre assez inhabituelles dans ce type
de problèmes : pour seule illustration de mon propos, je fais part ici de
l’utilisation d’un résultat issu de la théorie des designs.
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