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PREFACE

Le présent texte est une édition recomposée et annotée du livre « Cohomologie
locale des faisceaux cohérents et théorémes de Lefschetz locaux et globaux (SGA 2) »,
Advanced Studies in Pure Mathematics 2, North-Holland Publishing Company - Am-
sterdam, 1968, par A. Grothendieck et al. C’est le deuxieéme volet du projet entamé
par B. Edixhoven qui a réédité SGA 1. Cette version reproduit le texte original avec
d’une part quelques modifications de forme corrigeant des erreurs typographiques et
d’autre part des commentaires en bas de page, dits « notes de I’éditeur » (N.D.E.),
précisant I’état actuel des connaissances sur les questions soulevées dans la version ori-
ginale. On a en outre donné ca et la quelques détails supplémentaires sur les preuves.
Pour éviter des risques de confusion, les notes originales conservent leur systeme de
numérotation par des étoiles alors que les nouvelles sont numérotées avec des nombres
entiers. Les numéros de page de la version originale sont indiqués dans la marge.

Je remercie les mathématiciens qui ont assuré l’essentiel de la saisie ini-
tiale en I¥TEX2e, a savoir L.Bayle, N.Borne, O.Brinon, J.Buresi, M. Chardin,
F. Ducrot, P.Graftiaux, F.Han, P.Karwasz, L.Koelblen, D.Madore, S.Morel,
D. Naie, B. Osserman, Joél Riou et V. Sécherre pour avoir mis ce texte au format de la
SMF. Je remercie également J.-B. Bost, P. Colmez, O. Gabber, W. Fulton, S. Kleiman,
F. Orgogozo, M. Raynaud et J.-P. Serre pour leurs commentaires et conseils.

L’éditeur, Yves Laszlo.
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The present text is a new updated edition of the book “Cohomologie locale des
faisceaux cohérents et théoremes de Lefschetz locaux et globaux (SGA 2)”, Advanced
Studies in Pure Mathematics 2, North-Holland Publishing Company - Amsterdam,
1968, by A. Grothendieck et al. It is the second part of the SGA project initiated by
B. Edixhoven who made a new edition of SGA 1. This version is meant to reproduce
the original text with some modifications including minor typographical corrections
and footnotes from the editor (N.D.E.) explaining the current status of questions
raised in the first edition. One has also given more details about some proofs. To
avoid possible confusion, the original footnotes are numbered using stars whereas the
new ones are numbered using integers. The page numbers of the original version are
written in the margin of the text.

Let me thank the mathematicians who have done most of the initial type-
seting in I¥TEX2e, namely L.Bayle, N.Borne, O.Brinon, J.Buresi, M. Chardin,
F. Ducrot, P.Graftiaux, F.Han, P.Karwasz, L.Koelblen, D.Madore, S.Morel,
D. Naie, B. Osserman, Joél Riou and V. Sécherre and also C. Sabbah for having adap-
ted this text to the SMF layout. Let me thank again J.-B. Bost, P. Colmez, O. Gabber,
W. Fulton, S. Kleiman, F. Orgogozo, M. Raynaud and J.-P. Serre for their comments
and advice.

The editor, Yves Laszlo.
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INTRODUCTION

Nous présentons ici, sous forme révisée et complétée, une réédition par photo-
offset du deuxiéme Séminaire de Géométrie Algébrique de I'Institut des Hautes Etudes
Scientifiques tenu en 1962 (miméographié).

Le lecteur se reportera & I'Introduction au premier de ces Séminaires (cité SGA 1
par la suite) pour les buts que poursuivent ces séminaires, et leurs relations avec les
Eléments de Géométrie Algébrique.

Le texte des exposés I a XI a été rédigé a mesure, d’apres mes exposés oraux et
notes manuscrites, par un groupe d’auditeurs, comprenant I. Giorgiutti, J. Giraud,
Mlle M. Jaffe (devenue Mme M. Hakim) et A.Laudal. Ces notes a l'origine étaient
considérées comme devant étre provisoires et a circulation tres limitée, en attendant
leur absorption par les EGA (absorption devenue maintenant pour le moins problé-
matique, tout comme pour les autres parties des SGA). Comme il était dit dans
lavertissement a ’édition primitive, ce caractere « confidentiel » des notes devait
excuser certaines « faiblesses de style », sans doute plus manifestes dans le présent
Séminaire SGA 2 que dans les autres. J’ai essayé dans la mesure du possible d’y ob-
vier dans la présente réédition, par une révision relativement serrée du texte initial.
J’ai notamment harmonisé les systemes de numérotation des énoncés, employés dans
les différents exposés, en introduisant partout le méme systéeme décimal, déja utilisé
dans la plupart des exposés primitifs du présent SGA 2, ainsi que dans toutes les
autres parties des SGA. Cela m’a amené en particulier a revoir entierement la nu-
mérotation(!) des énoncés des exposés 1T & VIII, (et par conséquent, des références

(UN.D.E. : on a conservé au maximum la numérotation originale, rajoutant ’adverbe bis quand des
doublons ambigus se produisaient ca et la.
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auxdits exposés)<*>. J’ai essayé également d’extirper du texte primitif les principales
erreurs de dactylographie ou de syntaxe (qui étaient nombreuses et génantes). De
plus, Mme M. Hakim a bien voulu se charger de réécrire I’exposé IV dans un style
moins télégraphique que I'exposé initial. Comme dans les autres rééditions des SGA,
j’ai également ajouté un certain nombre de notes de bas de page, soit pour donner
des références supplémentaires, soit pour signaler ’état d’une question pour laquelle
des progres ont été faits depuis la rédaction du texte primitif. Enfin, ce Séminaire
a été augmenté d’un nouvel exposé, a savoir I'exposé XIV, rédigé par Mme Michele
Raynaud en 1967, qui reprend et complete des suggestions contenues dans les « Com-
mentaires & I'Exposé XIIT » (XIIT 6) (rédigés en Mars 1963). Cet exposé reprend les
théoremes du type Lefschetz du point de vue de la cohomologie étale, en utilisant
les résultats sur la cohomologie étale exposés dans SGA 4 et SGA 5 (& paraitre dans
cette méme collection Series in Pure Mathematics)(?) ; il est donc & ce titre de nature
moins « élémentaire » que les autres exposés du présent volume, qui n’utilisent guere
plus que la substance des chapitres I a III des EGA. Voici une esquisse du contenu
du présent volume. L’exposé I contient le sorite de la « cohomologie a support dans
Y » HY (X, F), ot Y est un fermé d’un espace X, cohomologie qui peut s’interpréter
comme une cohomologie de X modulo 'ouvert X —Y, et qui est 'aboutissement d’une
fort utile « suite spectrale de passage du local au global » 1 2.6, faisant intervenir des
faisceaux de cohomologie « a support dans Y » ﬂ;(F)(S). Ce formalisme peut dans
de nombreuses questions jouer un role de «localisation » analogue a celui joué par
la considération de voisinages « tubulaires » de Y en géométrie différentielle. L’ex-
posé II étudie les notions précédentes dans le cas des faisceaux quasi-cohérents sur
les préschémas, ’exposé 11 donne leur relation avec la notion classique de profondeur
(11T 3.3).

Les exposés IV et V donnent des notions de dualité locale, qu’on peut comparer
au théoreme de dualité projective de Serre (XII 1.1); signalons que ces deux types
de théoremes de dualité sont généralisés de fagon substantielle dans le séminaire de
Hartshorne (cité en note de bas de page & la fin de Exp. IV)®

(911 va sans dire que toutes les références & SGA 2 qui figurent dans les parties des SGA publides
dans la Series in Pure Mathematics se rapporteront au présent volume, et non a ’édition primitive
de SGA 2!

(DIN.D.E. : en fait, ces séminaires sont publiés chez Springer (numéros 269, 279, 305 et 589), mais,
hélas, sont épuisés.

(3IN.D.E. : on a conservé les notations soulignées pour les versions faisceautisées de foncteurs, ’ana-
logue calligraphique de I' n’étant pas clair.

(4N.D.E. : le livre de Hartshorne comporte des erreurs de signes et surtout ne prouve pas vrai-
ment la compatibilité de la trace au changement de base. Conrad a complétement repris ce travail,
en prouvant cette compatibilité, cruciale et hautement non triviale (Grothendieck duality and base
change, Lect. Notes in Math., vol. 1750, Springer-Verlag, Berlin, 2000). Hélas, des erreurs subsistent
(cf. deux prépublications (Conrad B., « Clarifications and corrections to “Grothendieck duality and
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Les exposés VI et VII donnent des notions techniques faciles, utilisées dans 1’ex-
posé VIII pour prouver le théoréme de finitude (VIII 2.3), donnant des conditions
nécessaires et suffisantes, pour un faisceau cohérent F sur un schéma noethérien X,
pour que les faisceaux de cohomologie locale HY (F) soient cohérents pour i < n
(ou ce qui revient au méme, pour que les faisceaux R’ f,(F|X — Y) soient cohérents
pour i <n—1,0u f: X =Y — X est 'inclusion). Ce théoréme est un des résultats
techniques centraux du Séminaire, et nous montrons dans I'exposé IX comment un
théoreme de cette nature peut étre utilisé, pour établir un « théoréeme de comparai-
son » et un « théoreme d’existence » en géométrie formelle, en calquant et généralisant
l'utilisation faite dans (EGAIII §§4 et 5) du théoréeme de finitude pour un morphisme
propre.

On applique ces derniers résultats dans X et XI, consacrés respectivement a des
théoremes du type Lefschetz pour le groupe fondamental, et pour le groupe de Picard.
Ces théorémes consistent a comparer sous certaines conditions les invariants (71 ou
Pic) attachés respectivement & un schéma X et & un sous-schéma Y (jouant le role
d’une section hyperplane), et & donner notamment des conditions ou ils sont iso-
morphes. Grosso modo, les hypotheses faites servent a passer de Y au complété formel
de X le long de Y, et a pouvoir appliquer ensuite les résultats de IX pour passer de la
a un voisinage ouvert U de Y dans X. Pour pouvoir passer de U a X, il faut disposer
encore de renseignements (type « pureté » ou « parafactorialité ») pour les anneaux
locaux de X en les points de Z = X — U, (qui est un ensemble fini discret dans les
cas envisagés). Ceci explique l'interaction dans les démonstrations des exposés X, XI,
XII entre les résultats locaux et globaux, notamment dans certaines récurrences. Les
résultats principaux obtenus dans X et XI sont les théoremes de nature locale X 3.4
(théoréme de pureté) et XI 3.14 (théoréme de parafactorialité). On notera que ces
théoremes sont démontrés par des techniques cohomologiques, de nature essentielle-
ment globale. Dans XII on obtient en utilisant les résultats locaux précédents, les
variantes globales de ces résultats pour des schémas projectifs sur un corps, ou plus
généralement sur un schéma de base plus ou moins quelconque; parmi les énoncés
typiques, signalons XII 3.5 et XII 3.7.

Dans XIII, nous passons en revue quelques uns des nombreux problemes et conjec-
tures suggérés par les résultats et méthodes du Séminaire. Les plus intéressants peut-
étre concernent les théoremes du type Lefschetz cohomologiques et homotopiques pour

base change” » et « An addendum to Chapter 5 of “Grothendieck duality and base change” »)). Pour
un aspect plus concret, avec une attention toute particuliere a la notion de résidu, voir les travaux
de Lipman, en particulier (Lipman J., Dualizing sheaves, differentials and residues on algebraic va-
rieties, Astérisque, vol. 117, Société mathématique de France, 1984). Une preuve catégorique du
théoreme de dualité, basée sur le théoréme de représentabilité de Brown, a été obtenue par Neeman
(Neeman A., « The Grothendieck duality theorem via Bousfield’s techniques and Brown representa-
bility », J. Amer. Math. Soc. 9 (1996), n° 1, p. 205-236).
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les espaces analytiques complexes, cf. XIII pages 26 et suivantes'®). Dans le contexte
de la cohomologie étale des schémas, les conjectures correspondantes sont prouvées
dans XIV par une technique de dualité qui devrait s’appliquer également dans le cas
analytique complexe (cf. commentaires XIII p. 25 et XIV 6.4). Mais les énoncés homo-
topiques correspondants dans le cas des espaces analytiques (et plus particulierement
les énoncés faisant intervenir le groupe fondamental) semblent exiger des techniques
entierement nouvelles (cf. XIV 6.4).

Je suis heureux de remercier tous ceux qui, a des titres divers, ont aidé a la parution
du présent volume, dont les collaborateurs déja cités dans cette Introduction. Plus
particulierement, je tiens a remercier Mlle Chardon pour la bonne grace avec laquelle
elle s’est acquittée de la tache ingrate que constitue la préparation matérielle du
manuscrit définitif pour la photo-offset.

Bures-sur-Yvette, Avril 1968
A. Grothendieck.

(5)N.D.E. : essentiellement toutes les conjectures énoncées en XIII et XIV sont maintenant prouvées;
voir les notes de bas de page de ces sections pour des références et commentaires.



EXPOSE I

LES INVARIANTS COHOMOLOGIQUES GLOBAUX ET
LOCAUX RELATIFS A UN SOUS-ESPACE FERME

1. Les foncteurs I'z, I';,

Soient X un espace topologique, Cx la catégorie des faisceaux abéliens sur X. Soient
® une famille de supports au sens de Cartan on définit le foncteur I'y sur Cx par :

(1) Tg(F) = sous-groupe de I'(F) formé des sections f telles que support f € P.

Si Z est une partie fermée de X, nous désignons par abus de langage par I';, le foncteur
I's, ou @ est I’ensemble des parties fermées de X contenues dans Z. Donc on a :

(2) Tz(F)= sous-groupe de I'(F) formé des sections f telles que support f C Z.

Nous voulons généraliser cette définition au cas ou Z est une partie localement
fermée de X, donc fermée dans une partie ouverte convenable V de X. On posera
dans ce cas :

(3) [z(F) =Tz(Fv).

11 faut vérifier que I'z(F') «ne dépend pas » de 'ouvert choisi. Il suffit de montrer que
si V', V. O V' D Z est un ouvert, alors I'application py, : F(V) — F(V’) applique
I'z(F)v) isomorphiquement sur I'z(F}y/). Or

(4) I'z(Frv) = kerpy_y

donc si f € Tz(Fv) et si py.(f) = pv_z(f) = 0 alors f = 0 puisque (V/,V — Z)
est un recouvrement de V. De méme, si f' € I'z(Fy/), alors f' € F(V') et 0 €
F(V — Z) définissent un f € F(V) tel que pV.(f) = f', f € Tz(F}y), donc py, induit
un isomorphisme I'z(Fy) — I'z(F}y).

Notons que tout ouvert W de Z est induit par un ouvert U de X dans lequel W est
fermé. Il en résulte que W +— I'y(F) définit un préfaisceau sur Z, et on vérifie que
c’est un faisceau que l'on notera i'(F), ot i : Z — X est 'immersion canonique. On
trouve :

(5) I'z(F) = T(i'(F)).
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Le faisceau 4' (F) est un sous-faisceau de i* (F) ; en effet ’'homomorphisme canonique :
I'(Fjy)=TU,F) —T(UNZ:i*(F))
est injectif sur I'ynz(Fjy) C I'(F|y). En résumant, on a le résultat suivant :

Proposition 1.1 — 1l existe un sous-faisceau unique i'(F) de i*(F) tel que pour tout
ouvert U de X tel que UNZ soit fermé dans U,

I'(Fy) =T(U,F) — T(UNZi*(F))
induise un isomorphisme T'unz(Fjv) — T'(UNZ,i'(F)).
Notons que si Z est un ouvert on aura simplement
(6) i(F) = i* (F) = Fiz, T(F) = D(Z,F).

Supposons a nouveau Z quelconque. Alors pour un ouvert U de X variable, on voit
que
U — Tynz(Fly) = T(UNZ,i'(F))
est un faisceau sur X, que nous noterons I'; (F) ; de fagon précise, d’apreés la formule
précédente (exprimant que i' commute & la restriction aux ouverts) on a un isomor-

phisme

(7) L, (F) = i.(i'(F))

par définition, on a, pour tout ouvert U de X,

(®) L(U, Ly (F)) = Punz(Fu)-

Notons ici une différence caractéristique entre le cas ot Z est un fermé, et celui ou Z
est un ouvert. Dans le premier cas, la formule (8) nous montre que I';(F) peut étre
considéré comme un sous-faisceau de F, et on a donc une immersion canonique

(8" I',(F)—F.

Dans le cas ol Z est ouvert, au contraire, on voit sur (6) que le deuxieéme membre
de (8) est T(UNZ,F), done regoit I'(U, F), donc on a un homomorphisme canonique
en sens inverse du précédent :

(87) F — [y(F), )

qui n’est autre d’ailleurs que I’homomorphisme canonique
F — i.4%(F),

compte tenu de l'isomorphisme

(6 bis) L, (F) ~ i (F)

déduit de (6) et (7).

(IN.D.E. : la référence originale était (8).
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Bien entendu, pour F variable, I'z(F), L', (F), i'(F) peuvent étre considérés comme
des foncteurs en F, & valeur respectivement dans la catégorie des groupes abéliens,
des faisceaux abéliens sur X, des faisceaux abéliens sur Z. Il est parfois commode
d’interpréter le foncteur

it Cx — Gy,
comme le foncteur adjoint d’un foncteur bien connu

(1 Qz — Qx
défini par la proposition suivante :

Proposition 1.2 — Soit G un faisceau abélien sur Z. Alors il existe un sous-faisceau
unique de i,(G), soit i)(G) tel que pour tout ouvert U de X l'isomorphisme (identique)

NUNZ,G)=T(U,i.(Q))
définisse un isomorphisme
Loz (UNZ,G) =T (U, (G)),
ot Pynz,u désigne l’ensemble des parties de UNZ qui sont fermées dans U.

La vérification se réduit & noter que le premier membre est un faisceau pour U
variable, i.e. que la propriété pour une section de i,(G) sur U, considérée comme une
section de G sur U NZ, d’étre a support fermé dans U est de nature locale sur U. Le
faisceau 41(G) qu'on vient de définir est connu aussi sous le nom de : faisceau déduit

de G en prolongeant par 0 en dehors de Z, cf. | ]. En particulier, si Z est
fermé, on a
(9) ir(G) = i.(G);

mais dans le cas général, I'injection canonique 4(G) — i.(G) n’est pas un isomor-
phisme, comme il est bien connu déja pour Z ouvert. Evidemment, i/(G) dépend
fonctoriellement de G (et c’est méme un foncteur exact en G). Ceci dit, on a :

Proposition 1.3 — 1[I existe un isomorphisme de bifoncteurs en G, F (G faisceau abé-
lien sur Z, F faisceau abélien sur X) :

(10) Hom(i(G),F) = Hom(G, i'(F)).

Pour définir un tel isomorphisme, il revient au méme de définir des homomor-
phismes fonctoriels
ii'(F) — F, G — i'i(G),

satisfaisant aux conditions de compatibilité bien connues (cf. par exemple 'exposé de
Shih au séminaire Cartan sur les opérations cohomologiques).

Se rappelant que 4, est exact, donc transforme monomorphismes en monomor-
phismes, on en conclut :

10
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Corollaire 1.4 — Si F est injectif, i'(F) est injectif, donc Tz(F) = i,i'(F) est égale-
ment injectif.

Remplacant X par un ouvert variable U de X, on conclut aussi de 1.3

Corollaire 1.5 — On a un isomorphisme fonctoriel en F,G :
(11) Hom (i(G), F) = i, (Hom (G, ' (F)).

Prenant pour G le faisceau constant sur Z défini par Z, soit Zz, 1.3 et 1.5 se
spécialisent en

Corollaire 1.6 — On a des isomorphismes fonctoriels en F :

FZ (F) = HOHI(ZZ’X, F),

(12) I (F) = Hom(Zz x. F),

ot Zz,x = i1(Zy) est le faisceau abélien sur X déduit du faisceau constant sur Z défini
par Z, en prolongeant par O en dehors de Z.

Remarque 1.7 — Supposons que X soit un espace annelé, et munissons 7 du faisceau
d’anneaux @y = i~1(0x), enfin désignons par Cy et Cy, la catégorie des Modules sur X
resp. Z. Alors les considérations précédentes s’étendent mot & mot, en prenant pour F
un Module sur X et pour G un modules sur Z, et en interprétant en conséquence les
énoncés 1.3 a 1.6.

Pour finir ces généralités, examinons ce qui se passe quand on change la partie
localement fermée Z. Soit Z’ C Z une autre partie localement fermée, et soient

j:7 — 747 —X i =ij

les inclusions canoniques. Alors on a des isomorphismes fonctoriels :

(13) (i)' = 31", (i) =g
Le premier isomorphisme (13) définit un isomorphisme fonctoriel
(14) Iz (F) = T(Z', (ij) (F)) = T(Z',j'(i'(F))) = Tz (' (F)).
Supposons maintenant que 7’ soit fermé dans Z, et
7' =7-7

son complémentaire dans Z, qui est ouvert dans Z donc localement fermé dans X.
L’inclusion canonique (8') appliquée & i'(F) sur Z muni de Z’ nous définit, grace &
(14), un homomorphisme canonique injectif fonctoriel

Si on remplace dans (14) Z’' par Z" et utilise (8”), on trouve un homomorphisme

canonique fonctoriel :

(15') T'2(F) — Ty (F).
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Proposition 1.8 — Sous les conditions précédentes, la suite d’homomorphismes fonc-
toriels :

(16) 0— Ty (F) — Fz(F) — FZ”(F)
est exacte. Si F est flasque, la suite reste exacte en mettant un zéro a droite.

Démonstration. — Remplagant X par un ouvert V dans lequel Z soit fermé, on est
ramené au cas ot Z est fermé, donc Z' fermé. Alors Z” est fermé dans 'ouvert X — 7/,
et on a une inclusion canonique

FZ// (F) e F(X —_— Z/, F),

et l'exactitude de (16) signifie simplement que les sections de F & support dans Z’
sont celles dont la restriction & X — Z’ est nulle.

Lorsque F est flasque, tout élément de T'z. (F), considéré comme section de F sur
X —7’, peut se prolonger en une section de F sur X, et cette derniere aura évidemment
son support dans Z, ce qui prouve qu’alors le dernier homomorphisme dans (16) est
surjectif.

Corollaire 1.9 — On a une suite exacte fonctorielle
(16 bls) 0— EZ’ (F) — EZ(F) — EZ” (];“)7
et si F est flasque, cette suite reste exacte en mettant un 0 a droite.

On peut interpréter (1.8) en termes de résultats sur les foncteurs Hom et Hom
via 1.6, de la fagon suivante. Notons d’abord que si G est un faisceau abélien sur Z,
induisant les faisceaux j*(G) et k*(G) sur Z’ resp. 2" (oW j :Z' — Z et k:Z" — Z
sont les injections canoniques), on a une suite exacte canonique de faisceaux sur X :

(17) 0 — k"(G)x — Gx — Jj"(G)x — 0

ou pour simplifier les notations, 'indice X désigne le faisceau sur X obtenu en pro-
longeant par 0 dans le complémentaire de l’espace de définition du faisceau envi-
sagé. La suite exacte (17) généralise une suite exacte bien connue lorsque Z = X
(cf. | ), et s’en déduit d’ailleurs en écrivant la suite exacte en question
sur Z, et en appliquant le foncteur 7. Prenant G = Zy, on conclut en particulier :

Proposition 1.10 — Sous les conditions précédentes, on a une suite exacte de fais-
ceauzx abéliens sur X :

(18) 0 — ZZ”,X — ZZ,X — ZZ/,X — O

Ceci posé, les deux suites exactes 1.8 et 1.9 me sont autres que les suites eractes
déduites de (18) par application du foncteur Hom(—, F) resp. Hom(—,F).

Cela redonne une démonstration évidente du fait que les suites (16) et (16 bis)
restent exactes en mettant un zéro a droite, pourvu que F soit injectif.

12
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2. Les foncteurs H;(X,F) et H;(F)

Définition 2.1 — On dénote par Hy(X,F) et H;(F) les foncteurs dérivés en F des
foncteurs I'z (F) resp. L'y (F).

Ce sont des foncteurs cohomologiques, a valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens resp. dans la catégorie des faisceaux abéliens sur X. Lorsque Z est fermé,
H7 (X, F) n’est autre par définition que H} (X, F) ot & désigne la famille des parties
fermées de X contenues dans Z. Lorsque Z est ouvert, on va voir que H} (X, F) n’est
autre que H*(Z, F) = H*(Z,F|z), grace a la proposition suivante.

Proposition 2.2(Théoreme d’excision) — Soit V une partie ouverte de X contenant Z.
Alors on a un isomorphisme de foncteurs cohomologiques en F :

(19) H(X,F) — Hy(V,F}v).

En effet, on a un isomorphisme fonctoriel I'y ~ T’y j ‘ool j: V — X est Pinclusion
et ot j' est donc le foncteur restriction (cf. (14)). Ce dernier est exact, et transforme
injectifs en injectifs par 1.4, d’ou aussitot Iisomorphisme (19).

Lorsque Z est ouvert, on peut prendre V =7 et on trouve :

Corollaire 2.3 — Supposons Z ouvert, alors on a un isomorphisme de foncteurs co-
homologiques :
(20) H7(X,F) =H"(Z,F).
On conclut des isomorphismes 1.6 et des définitions (cf. | D:
Proposition 2.3 bi§”). — On a des isomorphismes de foncteurs cohomologiques :
(21) H7(X,F) ~ Ext*(X; Zz x, F),
(21 bis) H;(F) ~ Ext*(Zz x, F).
On peut donc appliquer les résultats de | ] sur les Ext de Modules. Signalons

d’abord l'interprétation suivante des faisceaux H7(F) en terme de groupes globaux
H7(X,F) :

Corollaire 2.4 — Hy(F) est canoniquement isomorphe au faisceau associé au préfais-
ceau

U +— Hz~y(U, F|U)~

En particulier, en utilisant le corollaire 2.3, on trouve :

(IN.D.E. : la proposition porte le numéro 2.3 dans I’édition originale.
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Corollaire 2.5 — Supposons Z ouvert, alors on a un isomorphisme de foncteurs co-
homologiques :
(22) Hj(F) = R i,q" (F)

(o i:Z — X est linclusion).
La suite spectrale des Ext donne I'importante suite spectrale :

Théoréme 2.6 — On a une suite spectrale fonctorielle en F, aboutissant ¢ Hy (X, F)
et de terme initial

(23) Ey(F) = HP(X, H(F)).

Remarques 2.7— 11 résulte aussitot de 2.4 que les faisceaux HJ(F) sont nuls dans
X —Z, et également nuls dans 'intérieur de Z pour ¢ # 0 (donc pour un tel ¢, H% (F)
est méme porté par la frontiere de Z).

Par suite, le deuxiéme membre de (23) peut s’interpréter comme un groupe de
cohomologie sur Z. Nous utiliserons 2.6 dans le cas ot1 Z est fermé dans X, et ou le
deuxieme membre de (23) peut s’interpréter comme un groupe de cohomologie calculé
sur Z :

(23 bis) ES(F) = HP (2, HY(F)).)

Notons aussi que lorsque Z est ouvert, la suite spectrale 2.6 n’est autre que la
suite spectrale de Leray pour l'application continue ¢ : Z — X, compte tenu de
Iinterprétation 2.5 dans le calcul du terme initial de la suite spectrale de Leray.

Reprenons la suite exacte (18)(*), elle donne naissance & une suite exacte des Ext

(cf. | ] :

Théoréme 2.8 — Soient Z une partie localement fermée de X, Z' une partie fermée
de Z et 7' =7 —7'. Alors on a une suite exacte fonctorielle en F :

0 — HY (X, F) — HY(X,F) — HY (X, F) =2 HL, (X, F) — HL(X,F)...

L (X, F) — HY (X, F) — H, (X, F) 2 HIFL(X,F) .. ..

(24)

Rappelons comment on peut obtenir cette suite exacte. Soit C(F) une résolution
injective de F, alors la suite exacte (18)(°>) donne naissance & la suite exacte

(25) 0 — I'z(C(F)) — T(C(F)) — T'z(C(F)) — 0,

(qui n’est autre que celle définie dans 1.8). On en conclut une suite exacte de coho-
mologie, qui n’est autre que (24).

(3)N.D.E. : I’équation était numérotée (23) dans I’édition orginale.
(4)N.D.E. : la référence originale était (1.10).
(®)N.D.E. : voir note précédente.

15
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Le cas le plus important pour nous est celui ou Z est fermé (et on peut d’ailleurs
toujours s’y ramener en remplagant X par un ouvert V dans lequel Z est fermé). Alors
7/ est fermé, Z" est fermé dans I'ouvert X — 7/, et on peut écrire

(26) Hy, (X,F) = Hy (X — 2/, Fix_z),
ce qui nous permet d’écrire la suite exacte (24) en termes de cohomologies & support

dans un fermé donné. Le cas le plus fréquent est celui ou Z = X. Posant alors pour
simplifier Z’ = A, on trouve :

Corollaire 2.9 — Soit A une partie fermée de X. Alors on a une suite exacte foncto-
rielle en F :
o) 0 — HY(X, F) — HO(X, F) — H'(X — A, F) —2~ HY (X, F)...
2
0

. HY(X,F) — H(X,F) — H(X — A,F) —— H{Y(X,F)....

Cette suite exacte montre que le groupe de cohomologie Hg (X, F) joue le role d'un
groupe de cohomologie relative de X mod X — A, a coefficients dans F. C’est a ce
titre qu’elle s’introduisit de fagon naturelle dans les applications. En « faisceautisant »
(24) et (27), ou en procédant directement, on trouve en tenant compte de ce que le
faisceau associé & U +— HY(U,F) est nul si i > 0 :

Corollaire 2.1Q0 — Sous les conditions de 2.8, on a une suite exacte fonctorielle en F :
(24 bis) L HE,(F) — Hi(F) — H, (F) —2 HEF(F)...
Corollaire 2.11 — Soit A une partie fermée de X, alors on a une suite exacte fonc-

torielle en F :

(28) 0 — HY(E) — F — fu(Fix_n) —2 Hy — 0,
et des isomorphismes canoniques, pour i > 2 :

(29) H}\(F) = H ) (F) = R fu(Fix-a),

ot f: (X —A) — X est linclusion.

Cela définit donc H} (F) et H) (F) respectivement comme ker et coker de ’homo-
morphisme canonique

F— f.f*(F) = f*(F\X—A)a

et les H) (F) (i > 2) en terme des foncteurs dérivés de f,.

Corollaire 2.12 — Soit F un faisceau abélien sur X. Si F est flasque, alors pour toute
partie localement fermée Z de X et tout entier i # 0, on a Hy(X,F) = 0, H,(F) = 0.
Inversement, si pour toute partie fermée Z de X on a H%(X,F) = 0, alors F est
flasque.
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Supposons que F est flasque, alors F induit un faisceau flasque sur tout ouvert,
donc pour prouver H’Z(X7 F) = 0 pour ¢ > 0, on peut supposer Z fermé, et alors
I’assertion résulte de la suite exacte (27)(%). On en conclut pour tout Z localement
fermé, en « faisceautisant » i.e. appliquant 2.4, que H5 (F) = 0 pour i > 0. Inversement,
supposons Hy (X, F) = 0 pour tout fermé Z, alors la suite exacte (27)(7) prouve que
pour tout tel Z, HY(X,F) — H%(X —Z, F) est surjectif, ce qui signifie que F est flasque.

Combinant 2.6 et 2.8, on va en déduire :

Proposition 2.13 — Soient F un faisceau abélien sur X, 7 une partie fermée de X,
U =X -7, N un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) HL(F) = 0 pouri < N.

(ii) Pour tout ouvert V de X, considérant I’homomorphisme canonique

H'(V,F) — H(VNU,F),

cet homomorphisme est :
a) bijectif pour i <N,
b) injectif pour i = N.

(Lorsque N > 0, on peut dans (ii) se borner a exiger a)).

Pour prouver (i) = (ii), on est ramené, grace a la nature locale des Hy(F), &
prouver le

Corollaire 2.14 — Si la condition 2.13 (i) est vérifide, alors
est bijectif pour i < N, injectif pour ¢ = N.

En effet, en vertu de la suite exacte (27), cela signifie aussi H (X, F) = 0 pouri < N,
et cette relation est une conséquence immédiate de la suite spectrale (23 bis)®). 18
Réciproquement, ’hypotheése 2.13 (ii) signifie que pour tout ouvert V de X, on a

H v (V,Fy) =0 pour i <N,

ce qui implique 2.13 (i) grace & 2.4. Si d’ailleurs N > 0, ’hypothése b) est superflue.
En effet, si N = 1, I'hypothese a) et (28) assurent la nullité de Hy, (F) = 0 pour i < N.
Si N > 1, I'hypothese a) pour i = N —1 > 0 et (29) assurent la nullité de H}(F) pour
1 < N.

Compte tenu du 2.11 cela prouve encore 2.13 (i)...

(6)N.D.E. : la référence originale était (2.9).
(DN.D.E. : la référence originale était (2.9).
(8)N.D.E. : voir note précédente.
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Remarque — Soit Y — X une immersion fermée, et supposons que localement elle est
de la forme {0} x Y C R™ x Y. Supposons que F est un faisceau localement constant
sur x, alors on trouve

0 sii#n

FeTyx sii=n, ouTyx ~HY(Zx)

(30) HYy (F) = {

est un faisceau extension & X d’un faisceau sur Y localement isomorphe & Zv, appelé
« faisceau d’orientation normale de Y dans X ».

Utilisant la suite spectrale (23 bis)(?), on trouve dans ce cas :

(31) HY (X, F) ~ H7"(Y,F @ Ty x),
et on retrouve I’« homomorphisme de Gysin » :

(32) H (Y, F @ Ty x) — B (X,F).
Bibliographie

[Godement] R. GODEMENT — Topologie algébrique et théorie des faisceaur, Act.
Scient. et Ind., vol. 1252, Hermann, Paris.

[Tohoku] A. GROTHENDIECK — « Sur quelques points d’algebre homologique »,
Téhoku Math. J. 9 (1957), p. 119-221.

(ON.D.E. : la référence originale était 2.6.



EXPOSE II

APPLICATION AUX FAISCEAUX QUASI-COHERENTS
SUR LES PRESCHEMAS

Proposition 1 — Soient X un préschéma, Z une partie localement fermée de la forme
Z =U-=V, ouU etV sont deux parties ouvertes de X telles que V C U et que
les immersions canoniques U — X, V — X soient quasi-compactes. Alors pour tout
Module quasi-cohérent F sur X, les faisceaux sz (F) sont quasi-cohérents.

D’apres (I 24), il existe une suite exacte de cohomologie relative
— Hy ' (F) — Hy(F) — Hy(F) — Hy(F) — Hy' (F) — .
D’apres (EGATIT 1.4.17), pour que les Hy (F) soient quasi-cohérents il suffit donc
que les H; (F) et les Hy, (F) le soient. On peut donc supposer Z ouvert et 'immersion

canonique j : Z — X quasi-compacte.
Puisque Z est ouvert on a (I 22) un isomorphisme canonique :

Hy(F) ~ R'j.(F|z)

mais j est séparé (EGAT 5.5.1) et quasi-compact donc (EGATIIT 1.4.10) les
R’ j«(F|Z) = H,(F) sont quasi-cohérents, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 2. — Soit Z wune partie fermée de X telle que limmersion canonique
X —7Z — X soit quasi-compacte, alors les Modules Hy, (F) sont quasi-cohérents.

Corollaire 3. — Si X est localement noethérien, alors pour toute partie localement
fermée Z de X, et tout Module F quasi-cohérent sur X, les Hy (F) sont quasi-cohérents.

Résulte immédiatement du corollaire 2 et de (EGAT 6.6.4).

Corollaire 4. — Supposons que X soit le spectre d’un anneau A et soient U un ouvert
quasi-compact de X, Y = X — U, F un Module quasi-cohérent sur X, il existe un
isomorphisme de foncteurs cohomologiques en F :

(4.1) Hy (F) = (Hy (X, F)).

19
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On a en outre une suite exacte fonctorielle en F :
(4.2) 0 — HY(X,F) — H°(X,F) — H°(U,F) — HYL(X,F) — 0
et des isomorphismes fonctoriels en F :
(4.3) HY (X, F) ~H"Y(U,F), i>2.

D’apres le corollaire 2, les EQ(F) sont quasi-cohérents, puisque X est affine on a
donc H?(X,HY (F)) = 0 si p > 0. La suite spectrale (I 23) dégéneére, donc

HY (X, F) = D (LY (F)).

L’égalité (4.1) résulte alors de (EGAT 1.1.3.7), (4.2) et (4.3) de la suite exacte de
cohomologie (I 27) et de ce que H'(X,F) =0 si ¢ > 0, puisque X est affine.
Avec les hypotheses de 41), U est réunion finie d’ouverts affines X £, on peut donc

trouver un idéal I engendré par un nombre fini d’éléments f, et définissant Y, soit
F = (fa). Avec les notations de (EGA I 1)(*) on a :

Proposition 5 — Supposons que X soit le spectre d’un anneau A, soient f = (fo)
une famille finie d’éléments de A, Y la partie fermée de X qu’ils définissent, M un
A-module, F le faisceau associé a M. On a alors des isomorphismes de O-foncteurs
en M :

(5.1) H'((£),M) ~ H{ (X, F).

(Nous noterons aussi Hj(M) = H% (X, F), si Y est la partie fermée de X = Spec A
définie par un idéal J de A).

Pour ¢ = 0 et ¢ = 1, on utilise les suites exactes (4.2) et (EGATIT 1.4.3.2);si ¢ > 2,
on utilise (4.3) et (EGATIII 1.4.3.1). Cela nous donne des isomorphismes fonctoriels
en M. On vérifie qu’a un signe pres ne dépendant que de i, ils sont compatibles avec
Popérateur bord, d’out 'existence de I'isomorphisme de d-foncteurs (5.1).

Soient maintenant X un préschéma, Y une partie fermée de X et f : ¥ — X
I'inclusion, I un idéal quasi-cohérent définissant Y dans X. Soit F un faisceau sur X.

On a vu qu’il existe des isomorphismes de J-foncteurs en F

(+) Exty, (X; fuf 71 (0%), F) — Hy (X, F)
(%) Exty, (f.f~'(0x),F) — Hy(F).

Soient m,m des entiers tels que m > n > 0, on désigne par i, l'applica-
tion canonique : Oy, = Ox/I™tt — Ox/I"*1 = Oy, , et par j, l'application :

(UN.D.E. : dans un souci de cohérence et de clarté, on n’a numéroté entre parenthéses que les
équations.

(DIN.D.E. : rappelons que H*(f,M) est la cohomologie de Koszul H*®*(Hom(Ke(f),M)) de f
(EGATII 1.1.2) & valeurs dans M et que H®((f), M) est la limite (loc. cit., 1.1.6.5) lim H*(f", M),
les morphisme de transition étant induits par les morphisme naturels Ko (f771) — Ko (f7) (loc. cit.,
1.1.6).
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f«f Y Ox) — Oy, Les (Oy,, ,in.m) forment un systéme projectif et les j, sont com-
patibles avec les iy m,-

En appliquant le foncteur Exty, (X;-,F), on en déduit un morphisme

o' h_n)lExtfﬁx X; 0y, ,F) — Extiﬁx (X; fo f1(0%),F);
n
on montre facilement que c’est un morphisme de foncteurs cohomologiques en F. Le
morphisme
p: h_n)lExtfﬁX (X;0v,,F) — Hy(X,F),
n

composé de ¢’ et de (*), est donc lui aussi un morphisme de foncteurs cohomologiques
en F.

On définit de méme

¢ : lim Exty, (O, ,F) — Hy(F).
n

On a en vue le théoréme suivant :

Théoréme 6 — a) Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X définie par un Idéal cohérent 1, F un Module quasi-cohérent. Alors @ est un
isomorphisme.

b) Si X est noethérien ¢ est un isomorphisme.

Le théoreme 6 résultera de 6.a) et du

Lemme 7 — Si [’espace topologique sous-jacent a X est noethérien et si ¢ est un
isomorphisme, il en est de méme de .

On va d’abord prouver le lemme 7. On sait qu’il existe une suite spectrale
(7.1) HP (X, HY (F)) — Hy (X, F).
On a d’autre part un systeme inductif de suites spectrales
(7.2,) HP(X,M%X(@’YMF)) = Exty (X; Oy, F).

I1 résulte de la définition de ¢ et de ¢ que ces morphismes sont associés a un ho-
momorphisme ® de suites spectrales de la limite inductive de (7.2,,) dans (7.1). Si
I’espace sous-jacent & X est noethérien, par (God. 4.12.1)*)

ILHHP(X»M%X (ﬁYm F)) - Hp(Xa h_r,nmqﬁx (ﬁYm F))7

alors @, peut s’écrire comme un morphisme :

HP (X, lim Ext, (O, F)) — HP(X, HY (F))

qui n’est autre que celui qu'on déduit de .
Si ¢ est un isomorphisme il en est donc de méme de @2, donc de ¢ d’apres (EGA Orp
11.1.5), le lemme 7 est donc démontré.

(*) Cf. premitre référence bibliographique, & la fin de Exp. 1.

22

23



24

18 EXPOSE II. FAISCEAUX QUASI-COHERENTS SUR LES PRESCHEMAS

On va maintenant prouver 6.a), c’est une question locale sur X. D’apres le corol-
laire 4 et (EGAT 1.3.9 et 1.3.12) on peut supposer que X est le spectre d’un anneau
A. Tl suffit donc de démontrer que sous les hypotheses du théoréme 6.a), 'homomor-
phisme canonique :

(7.3) lim Ext}y (A/I", M) — H{, (X, M)
est un isomorphisme.

Soient f, un nombre fini d’éléments de A engendrant I, f = (f,); alors la suite
des idéaux (f") est décroissante et cofinale & la suite des 1", de sorte que (7.3) est
équivalent a un morphisme de 0-foncteurs en M :

(7.4) lim Exct), (A /(£7), M) — Hi (X, M).
On a d’autre part des isomorphismes canoniques :
(7.5)  lim Homa (A/(F"), M) = lim(m € M | (£")m = 0) = H((£), M).
Comme lim Ext’ (A/(f"),M) est un O-foncteur universel en M, il existe un seul
morphisme de J-foncteurs en M :
(7.6) lim Ext}y (A/(f"), M) — H'((£), M),
qui coincide en degré zéro avec (7.5).

Comme le composé de (7.3) et de (5.1) est un morphisme de d-foncteurs en M qui
coincide avec (7.6) en degré 0, il coincide avec (7.6) en tout degré. Le théoréeme 6.a)
est donc une conséquence immédiate du

Lemme 8 — Soient A un anneau noethérien, I un idéal engendré par un systeme
fini f = (fo) d’éléments, M un A-module. Alors les homomorphismes (7.6) sont des
isomorphismes.

Lemme 9 — Soient A un anneau, f = (fa) un systéme fini d’éléments de A, 1 l’idéal
engendré par f, i un entier > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’homomorphisme (7.6) est un isomorphisme pour tout M.

b) H'((£),M) = 0 pour M injectif.

c) Le systéme projectif (H;(f™,A)) = H; ,, est essentiellement nul, c’est-a-dire :
pour tout m, il existe n’ > n tel que H; v — H; 5, soit nul.

a) entraine b) trivialement.

b) entraine a), en effet b) entraine que M — H'((f), M) est un foncteur coho-
mologique universel, (7.6) est un alors un morphisme de foncteurs cohomologiques
universels. C’est un isomorphisme en degré zéro, donc en tout degré.

c) entraine b), en effet si M est injectif, on a pour tout n

H'(f", M) = Hom(H;(f", A), M) = Hom(H; ,,, M),
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¢) entraine donc que pour tout i le systéme inductif (H*(f™, M)),cz est essentiellement
nul, d’ott b).

b) entraine c). Soit en effet n > 0, et j un monomorphisme de H;, dans un
module injectif M. Soit n’ > n et soit j,» € Hom(H;, ,M) le composé de j et de
I’homomorphisme de transition ¢,/ , : H; v — H; . Les j,/ définissent un élément de
H'((f),M) qui est nul par hypothése. Il existe donc ng tel que j,» = 0 si n’ > ng. Mais
puisque j est un monomorphisme, j,, = 0 entraine ¢,/ , = 0, d’out la proposition.

Corollaire 10. — Supposons que l’espace sous-jacent a X = Spec(A) soit noethérien.
Pour que les conditions précédentes soient vérifices pour toute famille finie d’éléments
de A et tout i > 0 (ou encore : pour i = 1), il faut et il suffit que pour tout A-module
injectif M, le faisceau F associé a M soit flasque.

C’est nécessaire : soient en effet f = (f,) un systéme fini d’éléments de A, Y le
fermé défini par f et U= X —Y, on a alors la suite exacte

HO(Xa F) — HO(UvF) - Hl((f)aM) — 0,

et grace & 9.b, HY(X,F) — H%(U,F) est surjectif.
C’est suffisant en vertu de (5.1) et de ce que pour toute partie fermée Y de X et
tout faisceau flasque F sur X, Hy (X, F) = 0 pour ¢ > 0.

Lemme 11 — Sous les hypothéses du lemme 9, pour tout A-module noethérien N
et pour tout i > 0, le systéeme projectif (H;,,(N))nez, ot H; ,(N) = H;(f",N), est
essentiellement nul.

Preuve par récurrence sur le nombre m d’éléments de f.

Sim =1, f est réduit & un seul élément, soit f, H;,,(N) est nul si ¢ > 1 et Hy ,,(N)
est canoniquement isomorphe & 'annulateur N(n) de f™ dans N, ’homomorphisme de
transition N(n’) — N(n), n’ > n, étant la multiplication par f* ~". Les N(n) forment
une suite croissante de sous-modules de N, et puisque N est noethérien il existe ng
tel que N(n) = N(ng) si n > ng. Donc tous les N(n) sont annulés par ™ et les
homomorphismes de transition N(n’) — N(n) sont tous nuls si n’ > n+ng. Le lemme
est donc prouvé pour m = 1.

On suppose maintenant que m > 1 et que le lemme est prouvé pour les entiers
m’ < m; soit alors g = (f1,..., fm—1) et h = fi,.

Pour tout n > 0, on a (EGAIII 1.1.4.1) une suite exacte :

0— HO(hnaH’L(gnaN)) - H’L(.fn>N) B Hl(hn7Hi71(gna N)) B 07

et pour n variable un systéme projectif de suites exactes. Il résulte des hypotheses de
récurrence que pour ¢ > 0 les H;(g", N) forment un systéme projectif essentiellement
nul, donc aussi les Ho(h",H;(g",N)) qu'on identifie & des quotients de H;(g™,N).
Pour les termes de droite on va factoriser les morphismes de transition de n’ & n par :

H, (R, H;_1(g" ,N)) — Hy(h" ,H;_1(g",N)) — H, (", H,_1(g",N)).
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Puisque H;_1(g", N) est un module noethérien il résulte du cas m = 1 qu'il existe, pour
n donné, n’ > n tel que la seconde fleche soit nulle. On voit donc que dans ce systéme
projectif de suites exactes, les systemes projectifs extrémes sont essentiellement nuls,
il en est donc de méme du systeme projectif médian.

On a donc prouvé le lemme 11 donc le lemme 8 et partant le théoreme 6.

Remarque — On peut aussi obtenir le théoréme 6 en démontrant la condition du
corollaire 10 & ’aide des théorémes de structure des modules injectifs sur un anneau
noethérien (Matlis, Gabriel).



EXPOSE III

INVARIANTS COHOMOLOGIQUES ET PROFONDEUR

1. Rappels

Nous énoncerons quelques définitions et résultats que le lecteur trouvera par
exemple dans le chapitre I du cours professé par J.-P.Serre au College de France
en 1957-58.(1)

Définition 1.1 — Soit A un anneau, (commutatif & élément unité comme dans tout
ce qui suivra) et soit M un A-module (unitaire comme dans tout ce qui suivra), on
appelle :

— annulateur de M et on note AnnM l’ensemble des a € A, tels que pour tout
m € M on ait am = 0.

— support de M et on note Supp M I’ensemble des idéaux premiers p de A tels que
le localisé M, soit non nul.

— «assassin de M » ou « ensemble des idéaux premiers associés a M » et on note
Ass M I’ensemble des idéaux premiers p de A tels qu’il existe un élément non nul de M
dont 'annulateur soit p.

Si a est un idéal de A, nous noterons t(a) la racine de a dans A, i.e. 'ensemble des
éléments de A dont un puissance est dans a.

Les résultats suivants sont valables si I'on suppose que A est noethérien et M de
type fini.
Proposition 1.1

(i) AssM est un ensemble fini.

(ii) Pour qu’un élément de A annule un élément non nul de M, il faut et il suffit
qu’il appartienne & l'un des idéaux associés a M.

(UN.D.E. : la réédition du texte de Serre (Serre J.-P., Algébre locale. Multiplicités, Cours au College de
France, 1957-1958, rédigé par Pierre Gabriel, seconde édition, Lect. Notes in Math., vol. 11, Springer-
Verlag, 1965) ne contient plus les preuves de ces énoncés. On pourra se reporter & (Bourbaki N.,
Algébre commutative, Masson), comme le suggere Serre lui-méme.

27

28



29

22 EXPOSE IIL. INVARIANTS COHOMOLOGIQUES ET PROFONDEUR

(iii) La racine de Uannulateur de M, t(Ann M), est lintersection des idéauz asso-
ciés a M qui sont minimaux (pour la relation d’inclusion dans AssM).

Proposition 1.2 — Soit p un idéal premier de A, les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) p € Supp M.

(ii) Il existe q € AssM tel que q C p.

(iii) p D Ann M.

(iii bis) p D v(AnnM).

Proposition 1.3 — Soit N un A-module de type fini, on a la formule :
AssHoma (N, M) = Supp N N Ass M.

2. Profondeur

Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau commutatif, I un idéal de A, M et N
deux A-modules. On notera X le spectre premier de A (on ne se servira pas de
son faisceau structural dans ce paragraphe) et Y la variété de I, Y = Supp(A/I) =
{peX, pDI}.

Lemme 2.1 — Supposons que A soit noethérien et que les modules M et N soient
de type fini. Supposons de plus que Supp N =Y. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Homa (N, M) = 0.

(ii) SuppN N AssM = 0.

(iii) L’idéal I n’est pas diviseur de 0 dans M, ce qui signifie que pour tout m € M,
Im = 0 entraine m = 0.

(iv) Il existe dans I un élément M-régulier. (Un élément a de A est dit M-régulier
st l’homothétie de rapport a dans M est injective.)

(v) Pour tout p € Y, lidéal mazimal pA, de lanneau local A, n'est pas associé d
M,. En formule : pA, ¢ AssM,.

Démonstration

(i) & (ii) car AssHoma (N, M) = ) est équivalent & (ii) d’apres la proposition 1.3
et & (i) par une conséquence facile de la proposition 1.2.

(iii) = (ii) par l'absurde : «il existe p € Supp N N AssM » entraine que p D I et
qu’il existe m € M dont 'annulateur est p, donc Im C pm = 0, ce qui contredit (iii).

(iv) = (iii) trivialement.

(ii) < (iv) car SuppN =Y, donc (ii) signifie que I n’est contenu dans aucun idéal
associé & M ou encore, (car les idéaux associés & M sont premiers et en nombre fini),
que I n’est pas contenu dans la réunion des idéaux associés & M. Or, par la proposition
1.1 (ii), cet ensemble est ’ensemble des éléments de A qui ne sont pas M-réguliers.
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(i) = (v); en effet, si Homa(N,M) = 0 et si p € Y, on en déduit, en vertu de la
formule
(HomA(N, M))p = Homa,, (Np,Mp)7

que Homa, (Np, Mp) = 0, donc, grace a la proposition 1.3,
Supp N, N Ass M, = 0,

or pA, € SuppN,, donc pA, ¢ AssM,,.

(v) = (i); en effet, si p € AssM, il existe m € M dont annulateur est p, donc
I'image canonique de m dans M, est non nulle, donc son annulateur est un idéal qui
contient p, donc pA,, donc lui est égal. L’idéal pA, est donc associé & M, donc p ¢ Y
d’apres (v), d’ou (i). C.Q.F.D.

Nous allons travailler sur ces conditions en remplagant le foncteur Hom par ses
dérivés.
Théoréme 2.2 — Soit A un anneau commutatif, I un idéal de A, M un A-module.
Soit n un entier.

a) S’il existe une suite fi1,. .., fnr1, d’éléments de1 qui forme une suite M-réguliére
(i.e. st f1 est M-régulier et si f;11 est régulier dans M/(f1,..., fi)M pouri < n), pour
tout A-module N annulé par une puissance de I, on a :

Ext (N, M) = 0 pour i < n.
b) Si de plus A est noethérien, si M est de type fini, et s’il existe un A-module N

de type fini tel que SuppN = V(I) et tel que Ext’y (N,M) = 0 pour i < n, alors il
existe une suite f1,..., fny1, d’éléments de 1 qui est M-réguliére.

Démontrons d’abord a), par récurrence. Si n < 0 I’énoncé est vide.

Si n > 0, supposons que a) soit démontré pour n’ < n; par hypothese il existe
f1 € I qui est M-régulier. Désignons par f¢ la multiplication par f; dans Ext’ (N, M)
et par fM la multiplication par f; dans M. La suite

M
(2.1) OHMf—1>M*>M/f1M*>O

est exacte, donc aussi la suite :

i
Extg_l(N, M/ f1M) —6> Ext (N, M) L Exty (N, M).

Par hypothese I"N = 0, donc f{ et nilpotent ; Ext® est un foncteur universel, il en est

de méme de f{ pour tout 4. Par ailleurs, il existe une suite réguliere dans M/ fi M qui

a n éléments, donc, par hypothese de récurrence,
Ext' '(N,M)=0sii<n—1.
On en déduit que si i < n, fi est a la fois nilpotent et injectif donc Extg(N, M) =0.
Démontrons b), également par récurrence. Si n < 0, '’énoncé est vide.
Sin =0, b) résulte de l'assertion (i) = (iv) du lemme 2.1.
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Sin > 0, d’apres b) pour n = 0, il existe un élément fi; € I qui est M-régulier ; de
la suite exacte (2.1), on déduit la suite exacte :

(2.2) Ext’ H(N, M) — Ext’ }(N, M/ f;M) — Ext’ (N, M).

On en conclut que les hypotheéses de b) sont vérifiées pour le module M/ f1M et pour
I’entier n — 1. Par I’hypotheése de récurrence, il existe une suite de n éléments de I
qui est réguliere pour M/ f1M, ce qui entraine qu’il existe une suite de n+ 1 éléments
de I, commengant par fi, et qui est M-réguliere.

Ce théoreme nous invite a généraliser de la maniere suivante la définition classique
de la profondeur d’'un module de type fini sur un anneau noethérien :

Définition 2.3 — Soit A un anneau commutatif & élément unité, soit M un A-module,
soit I un idéal de A. On appelle I-profondeur de M, et on note prof; M, la borne
supérieure dans NU{+oo} de I’ensemble des entiers naturels n, qui sont tels que pour
tout A-module de type fini N annulé par une puissance de I, on ait

Ext’ (N, M) = 0 pour tout i < n.

On déduit du théoreme précédent que si n est la borne supérieure des longueurs
des suites M-régulieres d’éléments de I, on a n < prof; M.
Plus précisément :

Proposition 2.4 — Soit A un anneau commutatif, I un idéal de A et soit M un A-
module, soit enfin n € N. Considérons les assertions :

(1) n < prof; M.
(2) Pour tout A-module de type fini N qui est annulé par une puissance de 1, on a :
Ext) (N, M) = 0 pour i < n.
(3) Il existe un A-module de type fini N tel que SuppN = V(I) et tel que
Ext)y (N,M) =0 si i < n.
(4) I existe une suite M-réguliére de longueur n formés d’éléments de 1.
On a les implications logiques suivantes :
(1) = (2) =)

!
(3)

De plus si A est noethérien et M de type fini, ces conditions sont équivalentes.

Démonstration

(1) & (2) par définition et (2) = (3) en prenant N = A/T; De plus (4) = (2)
par le théoreme 2.2 a). Enfin, si A est noethérien et M de type fini, (3) = (4) par le
théoreme 2.2 b).

Nous supposons A noethérien et M de type fini jusqu’a la fin de ce paragraphe.
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Corollaire 2.5 — Soit f € 1 un élément M-régulier, on a :
prof; M = prof;(M/fM) + 1.

En effet, si n < prof;(M/fM), il existe une suite d’éléments de I, f1,..., f,, qui est
(M/fM)-réguliere ; donc la suite f, f1,..., f, est M-réguliere, donc n + 1 < prof; M,
donc prof; M > prof;(M/fM) + 1. Par ailleurs, d’apres la suite exacte (2.2), si i <
prof; M, on a Ext’ '(N,M/fM) = 0, donc prof; M — 1 < prof;(M/fM).

Corollaire 2.6 — Toute suite M-régulic¢re finie, formée d’éléments de 1, peut étre pro-
longée en une suite M-réguliere maximale, dont la longueur est nécessairement égale
d la I-profondeur de M.

Remarque 2.7 — On ne se retient qu’a grand peine de dire qu'un A-module est d’au-
tant plus beau que sa profondeur est plus grande. Un module dont le support ne
rencontre pas V(I) est des plus beaux; en effet, on peut démontrer que pour que
prof; M soit fini, il est nécessaire et suffisant que Supp M N V(I) # 0.

Remarque 2.8— Si A est un anneau semi-local, soit t(A) son radical et k = A/t(A)
son anneau résiduel. La notion de profondeur intéressante est obtenue en prenant
pour I le radical de A. Nous conviendrons donc de noter simplement prof M la t(A)-
profondeur d’'un A-module M. On retrouve dans ce cas la notion de « codimension
homologique », (cf. Serre, op. cit. note (1), page 21), que l'on notait codhp M, et qui
est définie comme la borne inférieure des entiers i tels que Ext (k, M) # 0; en effet
Supp k = V(t(A)).

Proposition 2.9 — Si A est noethérien et M de type fini, on a :

roff M = inf prof M,.
proty pev(D) p p
Corollaire 2.1Q0 — Si A est un anneau semi-local noethérien, et si M est un A-module
de type fini, on a :
prof M = inf prof M,
m

ot m parcourt l’ensemble des idéaur mazrimaux de A.

Le corollaire résulte immédiatement de le proposition 2.9 ; en effet les idéaux pre-
miers qui contiennent le radical sont les idéaux maximaux.

Par ailleurs, soit f € I; si f est M-régulier, si p € X et si p D I, 'image g de f
dans A, appartient a pA,, idéal maximal de A, ; de plus g est My-régulier, comme il

résulte de la suite exacte
!

(23) 0 — M, —L M, — (M/FM), — 0,

ol ¢’ désigne I'homothétie de rapport g dans M,. Cette suite exacte donne aussi que
(M/fM), est isomorphe & M, /gM, ; en appliquant le corollaire 2.5 & M et & My, on
en déduit, par récurrence, que prof; M < v(M), ol 'on a posé pour tout M :

v(M) = pei{l/f(l) prof M.
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Plus précisément, toujours par récurrence, on sait, si f est M-régulier, que v(M) =
v(M/fM) + 1; il reste donc & démontrer que si ¥(M) > 1, il existe un élément M-
régulier dans I. Or en appliquant le lemme 2.1 & My, A, et pA, pour tout p € V(I),
on voit que pA, ¢ AssM,, donc, en appliquant le lemme 2.1 & A, M et I, on a la
conclusion.

Proposition 2.11 — Soit u : A — B un homomorphisme d’anneaux noethériens. Soit 1
un idéal de A, M un A-module de type fini. Posons Iz =1®4 B et Mg = M ®a B. Si
B est A-plat, on a :
prof;, Mp > prof; M;

de plus si B est fidélement plat sur A, on a égalité.

En effet, soit N = A/I; par platitude on a : N®4 B = B/Ig ; posons Ng = N®y B.
Toujours par platitude et hypotheses noethériennes, on a :

Exth(Ng, Mp) = Ext’y (N, M) @4 B,

donc Ext’y (N, M) = 0 entraine Exth(Ng, Mp) = 0, et la réciproque est vraie si B est
fidelement plat sur A.

3. Profondeur et propriétés topologiques

Lemme 3.1 — Soit X un espace topologique, Y un sous-espace fermé, soit ¥ un fais-
ceau de groupes abéliens sur X. Posons U =X —Y. Sin est un entier, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) HY(X,F) =0 sii < n.
(ii) Pour tout ouvert V de X, l’homomorphisme de groupes
H'(V,F) — H(VNU,F)
est bijectif sii <n —1 et injectif sii =n — 1.
(iii) Pour tout owvert V de X,
Hiny (V. Fy) =0 sii<n.
Démonstration
(ii) < (iii) ; en effet, soit V un ouvert de X, posons X' =V, Y' = YNV, F' =Fy,
U' =X —-Y'"; Y est fermé dans X’, on a donc une suite exacte :
HY (X, F) — HI(X,F) L HY(ULF) — B (XL F).
Si les termes extrémes sont nuls, ’homomorphisme p; est bijectif, et si le terme de
gauche est nul, p; est injectif. Donc (iii) = (ii). Réciproquement, si i < n, Hy/ (X', F')
est nul car p; est injectif et p;_1 surjectif.
(i) = (iii) ; en effet la suite spectrale « de passage du local au global » donne :

HP (X, HY (X, F)) = HY (X, F).
Or, par hypothese HL (X, F) = 0 si ¢ < n, donc HY (X, F) = 0si p+ ¢ < n.
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(iii) = (i); en effet (iii) exprime que le préfaisceau
Vi Hyqy (V. Fjy)

est nul, donc aussi le faisceau associé qui est Hy (X, F), car Y est fermé.

36
Remarque 3.2 — L’équivalence de (i) est (ii) a été prouvée dans la proposition I 2.13.
Comme on a remarqué alors, si n > 2, on peut omettre la condition que p,_; soit
injectif.(?)

Proposition 3.3 — Soit X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
fermé de X, F un Ox-module cohérent. Les conditions du lemme 3.1 sont équivalentes
a chacune des conditions suivantes :

(iv) Pour tout x €Y, on a prof Fy > n;
(v) Pour tout Ox-module cohérent G sur X, de support contenu dans Y on a

M%X(G,F) =0sii<nmn;
(vi) Il existe un Ox-module cohérent G dont le support est égal o Y et tel que

Extl, (G,F)=0sii<n.

Si X est affine, on a fait tout ce qu’il faut (cf. proposition 2.4) pour démontrer
I’équivalence des trois conditions de la proposition 3.3; or elles sont locales, mise a
part 'implication (v) = (vi), mais on peut alors prendre G = Oy et invoquer a
nouveau proposition 2.4. Il suffit donc de prouver (i) = (vi) et (v) = (i).

Soit J I'idéal de Y, c’est un faisceau cohérent d’idéaux; soit Oy, = Ox/J™ L, c'est
un O’x-module cohérent dont le support est égal & Y, et on sait (théoreme IT 6.b) que

HY (X, F) = lim Extyy, (0v,,, F),
m
donc (v) = (i). Par ailleurs, les morphismes de transition sont des épimorphismes 37
dans le systeme projectif des Oy, .

Si le foncteur Ext’ est exact & gauche en sont premier argument, du moins lorsque
celui-ci est dans la catégorie des Ox-modules cohérents de support contenu dans Y,
les morphismes de transition du systéme inductif obtenu en appliquant Ext® aux Oy,,
seront injectifs, or (i) entraine que la limite est nulle, donc (i) entrainera que les
modules Extl, (Oy,,,
est trivial pour n < 0. Supposons que (i) = (vi) pour n < g, alors (i) = (v), donc,
par la suite exacte des Ext, Ext? est exact & gauche en son premier argument, donc
les modules Exty, (Oy,,,F) sont nuls pour tout m. Donc (i) = (vi) pour n < g.

C.Q.F.D.

F) sont nuls pour tout m. Raisonnons par récurrence. L’énoncé

(2IN.D.E. : I’édition originale redonnait une preuve, pas tout & fait correcte.
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Exemple 3.4 — Soit A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un A-
module de type fini, soit enfin n un entier. Posons X = Spec(A), Y = {m}, U=X-Y.
Soit F le faisceau associé a M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) prof M > n;

2) ’homomorphisme naturel

H'(X,F) — H(U,F)
est injectif si i =n — 1, bijectif sii <n —1;
3) Exty(k,M)=0sii<mn,ouk=A/m;
4) HY(X,F) =0sii < n.

Tenant compte de la remarque 3.2, on obtient :

Corollaire 3.5 — Soit X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
fermé de X, F un Ox-module cohérent; les conditions suivantes sont équivalentes :

1) pour tout x € Y, prof F, > 2;
2) pour tout ouvert V de X, I’homomorphisme naturel

H(V,F) — H' (VN (X -Y),F)
est bijectif.

Théoréme 3.§Hartshorne). — Soit X un préschéma localement noethérien, Y un
sous-préschéma fermé de X. Supposons que, pour tout x € Y, prof Ox , = 2; alors
Uapplication naturelle

m0(X) — m(X =Y)

est bijective.

Démonstration. — Puisque X est localement noethérien, X est localement connexe;
il suffit donc de prouver que pour que X soit connexe il est nécessaire et suffisant que
X =Y le soit. Or, pour qu'un espace annelé en anneaux locaux (X, &x) soit connexe, il
est nécessaire et suffisant que HO(X, Ox) ne soit pas composé direct de deux anneaux
non nuls. Mais 'hypothese implique, d’apres le corollaire 3.5 appliqué a F = 0, que
I’homomorphisme

H(X, 0x) — H*(X - Y, O%)

est un isomorphisme, d’ou la conclusion.

Corollaire 3.7 — Soit X un préschéma localement noethérien. Soit d un entier tel
que dim Ox 5 > d entraine prof Ox , > 2. Alors, si X est connexe, X est conneze en
codimension d—1, i.e. st X' et X" sont deux composantes irréductibles de X, il existe
une suite de composantes irréductibles de X :

X' =Xo, Xq,..., X, = X"

telle que pour tout i, 0 < i < n, la codimension de X; N X;y1 dans X soit inférieure
ou égale a d—1.
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Remarquons d’abord que si X est de Cohen-Macaulay, d = 2 jouira de la propriété
évoquée plus haut. A ce propos, rappelons que ’on définit la codimension de Y dans X
comme la borne inférieure des dimensions des anneaux locaux dans X des points de Y.

Démonstration. — Soit % ’ensemble des parties fermées de X dont la codimension
dans X est supérieure ou égale & d. On notera que % est un antifiltre de parties
fermées de X. Par ailleurs, pour qu'un fermé Y de X soit élément de %, il faut et il
suffit que, pour tout y € Y il existe un voisinage ouvert V de X tel que Y NV soit
de codimension > d dans V. Enfin, si X est connexe et si Y € .%, X — Y est connexe
d’apres le théoreme de Hartshorne. Le corollaire résulte donc du lemme suivant, qui
est de nature purement topologique.

Lemme 3.8 — Soit X un espace topologique connexe et localement noethérien, et soit
F un antifiltre de parties fermées de X. On suppose que tout fermé Y C X qui
appartient localement a %, (i.e. pour tout point x € X il existe un voisinage ouvert V
de x dans X et un Y' € & tel que VNY =V NY’), appartient o F. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) pour toutY € F, X =Y est conneze;

(ii) s X’ et X" sont deuz composantes irréductibles distinctes de X, il existe une
suite de composantes irréductibles de X, Xg,X1,...,X,, telle que X' = Xy, X" =X,
et, pour tout i, 1 <i<n, X;NX;41 ¢ Z.

(if) = (i). Soit Y € #, il faut prouver que 'ouvert U = X — Y est connexe. Or,
si U et U” sont deux composantes irréductibles de U, il existe deux composantes
irréductibles X’ et X” de X telles que X" NU = U” et X'NU = U’ ; soit X, ...X, une
suite de composantes irréductibles de X possédant la propriété évoquée plus haut ; si
I'on pose U; = X;NU, 0 < i < n, les U; seront des composantes irréductibles de U, de
plus U; NU;41 est non vide si 0 < ¢ < n, car sinon, X; N X;411 C Y serait élément de
&, ce qui est contraire au choix de la suite des X;. Ceci entraine que U est connexe.

(i) = (ii). Soit Y = Uy, x» X' N X" ot I'on impose que X’ et X" soient deux
composantes irréductibles distinctes de X telles que X' N X" € #. La famille des
X' N X" est localement finie car X est localement noethérien, de plus les X’ N X" sont
fermés, donc Y est fermé. Par ailleurs, Y appartient localement & %, donc Y € .
Donc U = X—Y est connexe. Soient X’ et X" deux composantes irréductibles distinctes
de X, soient U’ et U” leurs traces sur U, qui sont non vides par construction de Y. Ce
sont des composantes irréductibles de U, or U est connexe, donc U étant localement
noethérien, il existe une suite de composantes irréductibles Uy,..., U, de U, telles
que Uo = U/, Un =TU" et Ui ﬂUfH_l 75 (Z) et 7é UZ,O < i < n. Soit Xo,...,Xn la suite
de composantes irréductibles de X qui est telle que X; N U = U;; si X; N X411 € F,
par construction de #, U; NU; 1 = ou U; = U, 1 ce qui n’est pas possible d’apres
le choix des U;. C.Q.F.D.
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Corollaire 3.9 — Soit A un anneau local noethérien. On suppose que pour tout idéal
premier p de A, on a :

(dim A, > 2) = (prof A, > 2)

On suppose de plus que A satisfait la condition des chaines'™). Alors, pour tout p,
idéal premier minimal de A, dim A/p = dim A, ou encore, toutes les composantes
irréductibles de Spec A ont méme dimension : celle de A.

Si X’ et X” sont deux composantes irréductibles de X, on les joint par une chaine
ayant les propriétés énumérées dans le corollaire 3.7 ; il suffit alors de démontrer que
deux composantes successives ont la méme dimension, ce qui résulte de la deuxieme
hypothese.

Exemple 3.10 — Soit X la réunion de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de dimensions respectives 2 et 3 dans un espace vectoriel de dimension 5 ; plus pré-
cisément, soit X = SpecA, avec A = B/pNnyq, o B = k[Xy,...,X5], p est l'idéal
engendré par Xi, Xo, X3 et q l'idéal engendré par X4 et X5; X peut étre disconnecté
par le point d’intersection x des deux sous-espaces vectoriel, donc la profondeur de
Ox 5 est égale a 1, car elle ne peut étre > 2 en vertu du théoreme 3.6. Autre raison :
la conclusion d’équidimensionnalité du corollaire précédent est en défaut.

Plus généralement, prenant une réunion X de deux sous-espaces vectoriels de di-
mension p, ¢ > 2 dans un espace vectoriel de dimension p+ ¢, pour aucun plongement
de X dans un schéma régulier, X n’est méme ensemblistement une intersection com-
plete & Porigine, car (quitte & le modifier sans changer I’espace topologique sous-jacent
au voisinage de lorigine), X serait Cohen-Macaulay donc de profondeur > 2 & ori-
gine, ce qui n’est pas le cas.

Remarque 3.11— Soit X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
fermé de X, F un Ox-module. La profondeur est une notion purement topologique qui
s’exprime en termes de nullité des H% (X, F) pour i < n. On désire également étudier
ces faisceaux pour un i donné, ou pour ¢ > n. On démontre a ce propos le résultat
suivant :

Lemme 3.12 — Soit m un entier, pour que ﬂﬁg(X, F) =0, i > m pour tout F cohérent,
il faut et il suffit que ce soit vrai pour F = Ox.

Par limite inductive c’est alors vrai pour tout faisceau quasi-cohérent. Par exemple,
si Y peut étre décrit localement par m équations, ou, comme on dit, si Y est localement
ensemblistement une intersection compléte (ce qui se produit par exemple si X et Y
sont non singuliers) il résulte du calcul des H (X, F) par le complexe de Koszul que
ces faisceaux sont nuls pour ¢ > m. On a d’ailleurs utilisé ce fait implicitement dans

(*)Cf. EGA Opy 14.3.2
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I’exemple 3.10. Cette condition cohomologique n’est cependant pas suffisante, comme
le prouve ’exemple ci-apres :

Exemple 3.13 — Soit X = Spec(A), ou A est un anneau local noethérien, normal de
dimension 2. Soit Y une courbe dans X. On peut démontrer que le complémentaire
de la courbe est un ouvert affine donc® H% (0x) ~ Hi ', (0x) = 0 pour i > 1 car
Hi_l(X —Y, 0x) = 0. Cependant on peut construire une courbe qui n’est pas décrite
par une équation.

Nous chercherons*) des conditions pour que les H (X, F) soient cohérents pour un i
donné, ce qui n’est pas le cas en général, comme le montrent des exemples évidents,
par exemple H! (A) pour A un anneau local noethérien de dimension n > 0; lorsque
par exemple A est un anneau de valuation discrete de corps des fractions K, on trouve
HL (A) ~ K/A, qui n’est pas un module de type fini sur A. Pour éclairer la lanterne
du lecteur, disons que le probleme posé est équivalent au suivant : soit f : U — X une
immersion ouverte, soit G un faisceau cohérent sur U, trouver des critéres pour que
les images directes supérieures R f, G soient des faisceaux cohérents sur X pour un 4
donné. Ces conditions sont nécessaires pour 'utilisation de la géométrie formelle que
nous avons vu dans 'exposé IX et les suivants.

() Cf. Exp VIIL

(GIN.D.E. : Il y avait une coquille dans 1’édition originale.
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EXPOSE IV

MODULES ET FONCTEURS DUALISANTS

1. Généralités sur les foncteurs de modules
Soient A un anneau noethérien commutatif,
C la catégorie des A-modules de type fini,
C’ la catégorie des A-modules quelconques,
Ab la catégorie des groupes abéliens.
Le but de ce paragraphe est '’étude de certaines propriétés des foncteurs
T : C° — Ab (supposés additifs).
Remarquons que si M € ObC, T(M) peut étre muni de fagon canonique d’une
structure de A-module qui est la suivante : si fy; est 'homothétie de M associée a
[ €A, A opere sur T(M) par fp). En d’autres termes, T se factorise en :

—> Ab
ol C' — Ab est le foncteur canonique.

Dans la suite, T(M) sera considéré comme muni de sa structure de A-module.

En composant avec lisomorphisme M — Homa(A,M) le morphisme
Homa (A,M) — Homa (T(M), T(A)), on obtient les morphismes suivants qui se
déduisent 'un de l'autre de maniere évidente :

M — Homp (T(M), T(A)),
M x T(M) — T(A),
T(M) — Hompu (M, T(A)),
ce qui nous définit un morphisme @7 de foncteurs contravariants :

T : T — Hompa (M, T(A)).
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Proposition 1.1 — Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) @1 est un isomorphisme de foncteurs.
(ii) T est exact a gauche.

L’implication (i) = (ii) est triviale.

L’implication (ii) = (i) résulte de ce que pour un morphisme u : F — F’ de deux
foncteurs additifs exacts & gauche F et F’ de C° dans Ab, si u(A) est un isomorphisme,
u est un isomorphisme (on utilise le fait que A est noethérien et donc que tout A-
module de type fini est de présentation finie).

Remarque 1.2 — Ceci montre en particulier que les foncteurs T : C’° = Ab qui sont
représentables sont les foncteurs qui commutent aux limites projectives quelconques
(sur un ensemble préordonné non nécessairement filtrant).

Si Hom(C?, Ab), désigne la sous-catégorie pleine de Hom(C®, Ab) dont les objets
sont les foncteurs exacts a gauche, on a démontré I’équivalence des catégories

C¢' — Hom(C", Ab),
par les foncteurs quasi-inverses I'un de 'autre
H +— Homy (, H)

et
T(A) «— T.

Soient maintenant J un idéal de A, Y = V(J) C Spec A, et désignons par Cy, la
sous-catégorie pleine de C dont les objets sont les A-modules de type fini M tels que
SuppM C Y. On a:

Cy = U Q(n)7

ot C™ est la sous-catégorie pleine de Cy, des modules M tels que J®M = 0.

Proposition 1.3 — Avec les mémes notations que précédemment, soit T : Cy — Ab
un foncteur. A H = h_n)lT(A/J")(l) est associé un morphisme naturel

o1 : T — Homa (,H),

et les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @1 est un isomorphisme.
(ii) Le foncteur T est exact & gauche.

(UN.D.E. : la définition de H est implicite dans le texte original.
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Démonstration. — a) Définition de pr.
Soit M € ObCy. Il existe un entier n tel que J*M = 0. Alors M est un A/J"-
module, et si T,, désigne la restriction de T a Q("), on sait définir le morphisme

T, — Homau(,H,), ou H, = T(A/J");

d’ou (M) =T,(M) — HomA(MJL)an) = Homp (M, H)
et o1 : T — Homy (,H).

b) Equivalence de (i) et (ii).
Il est clair que (i) entraine (ii). Supposons (ii) vérifié et soit M € ObC™. On a vu
que T,,(M) — Homa (M, H,,), donc pour tout entier n’ > n on a

T(M) = T,y (M) = T, (M) = lim T,y (M)

et T(M) = li_n}HomA(M, H,).
Comme il s’agit ici de limites inductives filtrantes, on a aussi I'isomorphisme
lim Hom (M, H,) = Homy (M, lim H,,) = Homy (M, H).
Si C4 désigne la catégorie des A-modules, de support contenu dans Y, mais

non nécessairement de type fini, on a encore ’équivalence naturelle de catégories :
/ ~ o
Cy — Hom(Cy, Ab),.

Application. — Les notations étant les mémes que précédemment, soit
T*: C5 — Ab
un -foncteur exact. Pour tout i € Z, on pose HY, = T{(A/J") et H! = lim HY,.
—

Théoréme 1.4 — Soit n € Z. S’il existe ig € Z tel que T* = 0 pour tout i < iy, alors
les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T* = 0 pour tout i < n.

(ii) H = 0 pour tout i < n.

(iii) 11 existe un module My de Cy tel que SuppMgy =Y et TH(Mg) = 0 pour tout
2<n.

Démonstration. — 1l est évident que (i) entraine (ii) et (iii) (on prend My = A/J).
Montrons par récurrence sur n que (ii) entraine (i); c’est vrai pour n = ig, et on le
suppose démontré jusqu’au rang n. Supposons alors que H? = 0 pour tout i < n +1;
par I’hypothese de récurrence on a T? = 0 pour 4 < n, mais T"~! = 0 entraine que
T™ est un foncteur exact a gauche et

T™ = Homy (,H") = 0.
Montrons alors que (iii) entraine (ii). C’est encore vrai pour n = ig; supposons-le

démontré jusqu’au rang n : soit My un A-module de Cy, tel que SuppMy = Y et
T%(Mp) = 0 pour tout i < n+1; par ’hypothese de récurrence on a alors H* = 0 pour
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tout i < n; il reste & montrer que H® = 0. Mais « H? = 0 pour tout i < n » implique
que T"~! = 0 et donc que T" — Homa (, H"). On a alors

AssH" = AssHom (Mg, H") = Supp My N AssH" = AssH"”

car
AssH™ C Supp H" C 'Y = Supp M.

D’ou T"(Mp) =0 & AssH" = ) & H" = 0; ce qui achéve la démonstration.

2. Caractérisation des foncteurs exacts

L’anneau A est toujours supposé noethérien et commutatif. Les notations sont
celles de la proposition 1.3 :

Y=V({J), T:C, —Ab, H= ILnT(A/J”),
ou on suppose que T est un foncteur exact a gauche, d’ou :

T(M) == Homp (M, H).

Proposition 2.1 — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur T est exact,
(i) H est injectif dans C'.

Démonstration. — 11 suffit évidemment de montrer que (i) implique (ii), ¢’est-a-dire
de démontrer que si la restriction & Cy du foncteur Homa (, H) est un foncteur exact,
H est injectif. Mais comme A est noethérien, pour montrer que H est injectif, on
peut se borner a prouver que tout homomorphisme f : N — H de source un A-
module N de type fini, sous-module d'un A-module M de type fini, se prolonge en un
homomorphisme f : M — H.

La définition de H et le fait que N soit de type fini entrainent qu’il existe un entier n
tel que J”.f(N) = 0. Munissons alors M et N de la topologie J-adique. La topologie
J-adique de N est équivalente a la topologie induite par la topologie J-adique de M
(théoreme de Krull). 11 existe donc V = J¥ - M tel que

U=VNNcCJ"N.

On a alors la factorisation

N——N/U,

14

H
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N/U et M/V sont dans Cy,. L’hypothése permet donc de prolonger u en u
N/UC——M/V,

A

H
et M — M/V %, H donne le prolongement cherché f.

Corollaire 2.2 — Soit K un A-module injectif, alors le sous-module H}(K) de K formé
des éléments annulés par une puissance convenable de J est injectif.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que la restriction a Cy du foncteur
Homa (1, HY(K)) est un foncteur exact. Or soit M € Ob Cy, il existe k tel que J¥-M = 0,
et l'inclusion

Homy (, HY(K)) — Homa (M, K)

est alors un isomorphisme. D’ou le résultat puisque Homa (, K) est exact.

3. Etude du cas o T est exact & gauche et T(M) de type fini pour tout M

Soit comme plus haut
T : Q% — &7
on suppose désormais que T est exact a gauche et qu’on a la factorisation

g —T s Ab.

NS

ou comme plus haut, Cy, — Ab est le foncteur d’oubli. On sait donc définir T(T(M)) =
T o T(M), et le morphisme canonique

M — Homa (Homa (M, H), H)

définit un morphisme
M — ToTM).

Proposition 3.1 — L’anneau A étant toujours supposé noethérien, si on fait I’hypo-
thése supplémentaire que A/J est artinien, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est exact a gauche et, pour tout M € ObCy, T(M) est de type fini et
M — T o T(M) est un isomorphisme.

(ii) T est exact et, pour tout corps résiduel k associé d un idéal mazimal conte-
nant J, on a T(k) — k.

(iii) On a T = Homa(,H) avec H injectif et, pour tout k comme dans (ii), on a
Homa (k, H) — k.

(iv) T est ezact et, pour tout M € ObCy,, on a long T(M) = long M.
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Démonstration. — On a déja montré ’équivalence de (ii) et (iii) (prop. 2.1). Montrons
que (ii) entraine (iv) : d’abord si M € Ob Cy,, comme M est un A/J"-module avec
A/J™ artinien, long M est finie. Raisonnons par récurrence sur la longueur de M.
La condition (iv) est vraie si longM = 1, parce qu’alors M est un corps résiduel
justiciable de (ii). Si longM > 1, il existe un sous-module M’ de M tel que M’ # 0 et
que long M’ < long M. Formons alors la suite exacte

0—M —M-—M"—0.
Comme T est exact, on a la suite
0— T(M') — T(M) — T(M") — 0,

et long T(M) = long T(M') + long T(M”) = long M’ + long M" = long M.

(ii) entraine (i) : Comme (ii) entraine (iv), soit M un A-module de Cy, on a
long T(M) = long M ; donc T(M) est de longueur finie et par suite de type fini.

11 reste & montrer que M — T o T(M) est un isomorphisme; on raisonne encore
par récurrence sur long M. Pour M = k c’est vrai. Dans le cas général on écrit le
diagramme commutatif dont les deux lignes sont exactes :

0 M M M 0

| | |

0— > ToTM)——ToT(M) —— ToTM") ——0,

ot M’ est un sous-module de M tel que M’ # 0 et long M’ < long M. Par I’hypothese
de récurrence, les fleches extrémes sont des isomorphismes, donc

M — ToT(M)

est un isomorphisme.
(i) entraine (ii) : soit

0—M —M-—M'—0

une suite exacte de A-modules de Cy, et soit Q le conoyau de T(M) — T(M').
Appliquons T a la suite exacte

0—TM)—TM) — TM") — Q — 0,
on obtient :

0—— T(Q) —— ToT(M)——ToT(M)

donc T(Q) =0 et Q — T(T(Q)) = 0.
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D’autre part soit k un corps résiduel, k¥ = A/m, J C m. Il faut montrer que
T(k) — k. Pour cela il suffit de remarquer que T(k) est un k-espace vectoriel. On
en déduit :

Tk)=kaV,
T(T(k)) ~T(k)®e T(V) 2k Ve T(V) ~Ek,
d’ou V =0.
Montrons enfin que (iv) entraine (iii) : il suffit de montrer que T(k) — k;

or longT(k) = longk = 1, donc T(k) = k' est un corps résiduel et Suppk’ =
Supp Hom (k, H) C Supp k. Donc k ~ k'

Remarque 3.2— On peut montrer que la condition (iv) est équivalente & la condition
(iv)’ Pour tout M € Ob Cy, on a long T(M) = long M.

4. Module dualisant. Foncteur dualisant

Définition 4.1 — Soient A un anneau local noethérien et m son idéal maximal. On
appelle foncteur dualisant pour A tout foncteur

T:Q;_>&7

ou on note C,; au lieu de Cy, pour Y = V(m), qui satisfait aux conditions équivalentes
de la proposition 3.1. On dit qu'un A-module I est dualisant pour A si le foncteur
M — Homp (M, I) est dualisant.

On peut généraliser la définition 4.1 au cas ou on ne suppose plus que A soit un
anneau local.

Définition 4.2 — Soient A un anneau noethérien et soit C la sous-catégorie pleine de C
formée des A-modules de longueur finie ; on appelle foncteur dualisant tout foncteur T,
A-linéaire, de §° dans C, qui est exact et tel que le morphisme de foncteurs

id— ToT

soit un isomorphisme.

On va démontrer un théoreme d’existence et aussi que le module I qui représente un
tel foncteur est localement artinien. On montrera aussi que, pour tout idéal maximal
m de A, la composante m-primaire du socle de I est de longueur 1.

Proposition 4.3 — Soient A et B deux anneaux locauzx noethériens d’idéaux maximaux
ma et mp, tels que B soit une A-algébre finie. Alors, si 1 est un module dualisant
pour A, Homp (B, 1) est un module dualisant pour B.
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Démonstration. — Soit
R : QmB - QmA

le foncteur restriction des scalaires; il est exact. Soit T un foncteur dualisant pour A,
T:C,, — Ab;

il est exact et, pour tout M € ObC,, , le morphisme naturel M — T o T(M) est
un isomorphisme; donc T o R est un foncteur dualisant pour B. Si I représente T,
d’apres la formule classique Homp (M, I) = Homgp (M, Homy (B, 1)), valable pour tout
B-module M, on en déduit que Homa (B, I) est un module dualisant pour B.

Corollaire 4.4 — Soient A un anneau local noethérien et a un idéal de A ; soit B =
A/a. Si 1 est un module dualisant pour A, Uannulateur de a dans 1 est un module
dualisant pour B.

Lemme 4.5 — Soient A un anneau local noethérien et I un A-module localement ar-
tinien. Il existe un isomorphisme canonique

I—T=1®,A.

Démonstration. — Soit 1, Pannulateur de m™ dans I, o m est 'idéal maximal de A.
Dire que I est localement artinien, c’est dire que I est limite inductive des I,, et que
ceux-ci sont de longueur finie. Or le produit tensoriel commute aux limites inductives,
on est donc ramené au cas ou I est artinien. Dans ce cas I est annulé par une puissance
de I'idéal maximal, soit m* ; donc pour p > k, I = I ® A/mP, donc I -~ [ ®4 A
car A est noethérien et I est de type fini.

On en conclut que le foncteur restriction des scalaires de A A A et le foncteur
extension des scalaires induisent des équivalences quasi-inverses 'une de l'autre de
la catégorie des A-modules localement artiniens et de la catégorie des A-modules
localement artiniens.

Proposition 4.6 — Soient A un anneau local noethérien, A son complété, I un module
dualisant pour A (resp. pour K) et J le complété®) deT (resp. le A-module obtenu par
restriction des scalaires). Alors J est un module dualisant pour A (resp. pour A). De
plus les groupes abéliens sous-jacents a 1 et J sont isomorphes.

Démonstration. — On remarque simplement que 1’équivalence entre la catégorie des
A-modules localement artiniens et la catégorie des A-modules localement artiniens
induit un isomorphisme entre les bifoncteurs Homa( , ) et Homz( , ), et que la
caractérisation d’un foncteur ou d’'un module dualisant ne fait intervenir que ces
bifoncteurs.

(IIN.D.E. : il faut comprendre ici le produit tensoriel I=1 QA A (cf. lemme 4.5), & savoir I muni de
sa structure de A-module canonique, et non le complété m-adique. Par exemple, si p est un nombre
premier et A=A= Z, est 'anneau des entiers p-adiques. Alors, I’enveloppe injective du corps résiduel
k=2Z/pZ est le Zp-module discret Qp/Zy, dont le complété pour la topologie p-adique est nul.
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Théoréme 4.7 — Soit A un anneau local noethérien.

a) Il existe toujours un module dualisant 1.

b) Deux modules dualisants sont isomorphes (par un isomorphisme non cano-
nique).

c) Pour qu’un module 1 soit dualisant, il faut et il suffit qu’il soit une enveloppe
injective du corps résiduel k de A.

Remarque 4.8 — La proposition 4.6 permet de se ramener au cas d’un anneau local
noethérien complet. D’apres un théoreme de structure de Cohen(®) | un tel anneau est
quotient d’un anneau régulier. La proposition 4.3 permet alors de supposer A régulier.
Comme nous le verrons plus loin, cette remarque permet un calcul explicite du module
dualisant*) ; nous démontrerons cependant le théoréme 4.7 par d’autres moyens.

Rappels. — Avant de démontrer le théoreme, nous faisons quelques rappels sur
la notion d’enveloppe injective. Cf. Gabriel, These, Paris 1961, Des Catégories Abé-
liennes, ch.II §5.

Soit € une catégorie abélienne dans laquelle les h_r)n existent et sont exactes(*
(ex. € =catégorie des modules). Tout objet M se plonge dans un objet injectif et on
appelle enveloppe injective de M tout objet injectif, contenant M, minimal. On a les
propriétés suivantes :

(i) Tout objet M a une enveloppe injective I.

(ii) SiIet J sont deux enveloppes injectives de M, il existe entre I et J un isomor-
phisme (en général non unique) qui induit 'identité sur M.

(iii) T est une extension essentielle de M, c’est-a-dire que P C T et PN M = {0}
implique (P = {0}). De plus si I est injectif et extension essentielle de M, I est
enveloppe injective de M.

Ces résultats admis, pour démontrer le théoreme 4.7, il suffit évidemment de prou-
Ver c).

(*)C’¢tait la méthode suivie par Grothendieck (en 1957). La méthode par enveloppes injectives qui
va suivre est due semble-t-il & K. Morita, «Duality for modules and its applications to the theory of
rings with minimum conditions », Sc. Rep. Tokyo Kyoiku Daigaku 6 (1958/59), p. 83-142. Le travail
de Morita est d’ailleurs indépendant de celui de Grothendieck et bien antérieur au présent séminaire,
et ne se limite pas au cas des anneaux de base commutatifs.

(3IN.D.E. : voir Cohen LS., « On the structure and ideal theory of complete local rings », Trans.
Amer. Math. Soc. 59 (1946), p. 54-106.

(4)N.D.E. : bien entendu, ce sont les petites limites inductives filtrantes qui sont supposées exactes ;
il faudrait aussi supposer 'existence d’un générateur. Cf. | ]. En ce qui concerne la catégorie
des modules, suffisante en ce qui nous concerne, on peut aussi se reporter au chapitre 10 de 1’ Algébre
de Bourbaki.
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Démonstration. — Soit 1 un module dualisant pour A. Alors I est injectif et
Hompy (k,I) est isomorphe & k. En composant I'isomorphisme k& ~ Homp (k,I) avec
Iinclusion

Homp (k,I) — Homa (A, I) ~ I,
on obtient I'inclusion

k—1.
Montrons que I est enveloppe injective de k. Soit J un module injectif tel que

kcJcl

Comme J est injectif, il existe un sous A-module injectif J de I tel que I = J @ J'.
Montrons que Hompu (k,J') = 0. On a

Homy (k, 1) ~ Homp (k, J) @ Homy (k, J');

Hompy (k, J) est un sous-espace vectoriel de Homy (k,T) ~ k non réduit a zéro (puisqu’il
contient 'inclusion k& C J), donc Homy (k, J) =~ k et par suite Homa (k,J’) = 0.

En raisonnant par récurrence sur la longueur on en déduit que Homa (M, J") =0
pour tout A-module M de longueur finie ; comme I est limite inductive des modules
Hom(A/m"™ 1) (cf. proposition 1.3) qui sont de longueur finie par hypothese, la pro-
jection I — J’ est nulle, et par suite J' = 0.

Réciproquement, soit I une enveloppe injective de k. Pour voir que I est un module
dualisant, il suffit de montrer d’apres 2.1 et 3.1 (ii) que V = Homay (k, I) est isomorphe
a k. Or on a la double inclusion

kcvcl

V est un espace vectoriel sur k qui se décompose en la somme directe de k et d’'un
sous-espace vectoriel V/ de I tel que V'Nk = 0. Or I est une extension essentielle de &,
dou V' =0et V=k.

Corollaire 4.9 — Soit A un anneau local noethérien ; tout module dualisant pour A
est localement artinien.

Démonstration. — Soit I un module dualisant; c’est une enveloppe injective de k.
Utilisons les notations et le résultat du corollaire 2.2. On a

EcHY(I) CI,

et HY (I) est injectif. On en déduit que I = HY(I) et donc que I est localement
artinien. (%)



56

5. CONSEQUENCES DE LA THEORIE DES MODULES DUALISANTS 43

5. Conséquences de la théorie des modules dualisants

Le foncteur
T = Homa(,I): C,, — C,,
est une anti-équivalence. En effet T o T est isomorphe au foncteur identique et ’argu-
ment est formel & partir de la.

On en déduit les propriétés habituelles de la notion d’orthogonalité :

Soit M* = Homp (M,I) = T(M) et soit N C M un sous-module. On appelle or-
thogonal de N le sous-module N’ de M* formé des éléments de M* nuls sur N. On
obtient ainsi une bijection entre ’ensemble des sous-modules de M et ’ensemble des
sous-modules de M*, qui renverse la notion d’ordre.

On a en particulier :

— longy; N = colongy; N'.

— Aux modules monogenes, i.e. tels que M/mM soit de dimension 0 ou 1, corres-
pondent dans la dualité des modules dont le socle est de longueur 0 ou 1.

— Si A est artinien, les idéaux de A correspondent aux sous-modules de 1.

ete.

Soient A un anneau local noethérien, DA la catégorie des A-modules M tels que,
pour tout n € N, M(") = M/m" M soit de longueur finie et tels que M = mn M),
et soit A le complété de A. Le foncteur restriction des scalaires et le foncteur complé-
tion sont des équivalences quasi-inverses entre DA et DIAX, qui commutent & isomor-
phisme pres a la formation des groupes abéliens sous-jacents aux modules considérés.
Notons CA la catégorie des A-modules localement artiniens & socle de dimension finie.

Proposition 5.1 — Soit A un anneau local noethérien et soit 1 un module dualisant
pour A. Les foncteurs
Homu (,1): (CA)° — DA
et
Homj (,I): DA — (CA)°
sont des équivalence de catégories, quasi-inverses l'une de ’autre.

De plus, si l'on transporte ces foncteurs par les équivalences de catégories entre DA
et DA d’une part, et CA et CA d’autre part, on trouve le foncteur Homjy ( ,I).

Démonstration. — Soit X € Ob CA. Par définition, on a :
X = lim Xg, Xz = Homa(A/m**, X),
keN

donc
Homy (X, I) = lim Homa (X, I).

(5)N.D.E. : comme on l'a déja vu, on peut aussi simplement observer que I est limite inductive des
modules Homp (A/m™,I).
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Donc Y = lim X, est un A-module de type fini comme il résulte de EGA 01 7.2.9. On
remarque a ce propos que DA est aussi la catégorie des A-modules de type fini ou,
si 'on veut, que DA est la catégorie des A-modules complets et de type fini sur A.
Soit alors Y un tel module, soit f: Y — I un A—homomorphisme. L’image de f est
un sous-module de type fini, donc est annulé par m* pour un certain & ; en effet tout
x € I est annulé par une puissance de m. Donc f se factorise par Y/m*FY, d’ou il
résulte que

Homj (Y, 1)

lim HomA(Y(k),I) avec Y®) = Y /mFHly
—
k

lim (Y®))*
k

J—

appartient & Ob CA. D’ou il résulte immédiatement que les deux foncteurs de ’énoncé
sont quasi-inverses 'un de I'autre.

Il résulte des considérations précédentes que ’'on ne change rien aux catégories ou
aux foncteurs considérés, non plus qu’aux groupes abéliens sous-jacents aux modules
considérés, en remplacant A par K; la proposition 5.1 s’énonce alors ainsi :

La restriction du foncteur Homj ( ,I) ala catégorie des A-modules de type fini prend
ses valeurs dans la catégorie des A-modules localement artiniens a socle de dimension
finie, et admet un foncteur quasi-inverse, qui est la restriction du foncteur Homg ( , I).
Sur I'intersection de ces deux catégories, ces deux foncteurs coincident (évidemment !)
et établissent une auto-dualité de la catégorie des A-modules de longueur finie.

Exemple 5.2AMacaulay). — Soit A un anneau local de corps résiduel k. Soit kg un
sous-corps de A tel que k soit fini sur ko, [k : ko] = d. Tout A-module de longueur
finie peut étre considéré comme un kg-espace vectoriel de dimension finie et égale a
d - long(M). Le foncteur T :

M — Homko (M, ko)

est alors exact et conserve la longueur, donc est dualisant pour A. Le module dualisant
associé est donc :
A’ = lim Homy, (A/m", ko),
n
c’est le dual topologique de A muni de la topologie m-adique.

Exemple 5.3 — Soit A un anneau local noethérien régulier de dimension n. Soit m son
idéal maximal, soit k son corps résiduel. Il existe un systeme régulier de parametres,
(x1,%2,...,2,), qui engendre m, et qui est une suite A-réguliére. On peut donc calculer
les Ext’ (k, A) par le complexe de Koszul ; on trouve :

Ext) (k,A) =0 sii#n,
Ext}y (k,A) ~ k.

La profondeur de A étant m, pour tout M annulé par une puissance de m,
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Ext’y (M, A) = 0sii < n; de plus Exty (M, A) = 0sii > n car la dimension cohomolo-
gique globale de A est égale & n. Donc Exty (, A) est exact et de plus Ext’; (k, A) ~ k;
il en résulte que :

Proposition 5.4 — Si A est un anneau local noethérien régulier de dimension n, le
foncteur
M — Ext’y (M, A)
est dualisant. Le module dualisant associé est
I= li_1r)nEx‘cX(A/m7",A)7

T

il est isomorphe a HY(A) (Exposé 11, th. 6)).

Remarque 5.5— Si A vérifie a la fois les hypotheses des deux exemples précédents,
les deux modules dualisants trouvés sont isomorphes. Supposons par exemple que A
soit régulier de dimension n, complet et d’égales caractéristiques. Il existe alors un
corps des représentants, soit K. Si ’on choisit un systéme de parametres (z1,...,z,)
de A, on peut construire un isomorphisme entre A et ’anneau des séries formelles :
K[[Ty,...,T,]]; d’oti, comme nous allons le voir, un isomorphisme ezplicite entre les
deux modules dualisants
v: HE(A) — A",

On peut trouver une interprétation intrinséque de cet isomorphisme a 1’aide du module
Q" = Q"(A/K) des différentielles relatives complété de degré maximum. En effet, ’'on
sait que 2" admet une base formée de I'élément dxy A dzxs - -+ A dx,.

D’ot un isomorphisme
Un fait remarquable est alors que le composé

vu=w: HE(Q") — A’

ne dépend plus du choir du systéme de paramétres et commute au changement du
corps de base.
Pour construire v on calcule H? (A) grace au complexe de Koszul associé aux x;,

on trouve :
n 13 ‘s T\.
Hy (A) =limA/(z],...,20);
T
ol les morphismes de transition sont définis comme suit : posons L. = A/(z],...,a");
: T IS ai a2 a r X
soit g, ., limage de z7'w3® --- 27" dans L. Les ey, - pour 0 < a; < r forment

une base de I,.
Ceci dit, si s est un entier, le morphisme de transition

tr,r-i—s : IT' I7'-|-s

(*)Soient A un anneau, J un idéal de A, M un A-module, i € Z; on posera alors Hf] M) = H@ (X, F),
oil X = Spec(A), Y = V(J) et F = M.
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est la multiplication par zjx3 - - -}, donc :

r __ _r+s
uT,T-‘rS(eal,...,an) - 6a1+s,...,an+s'

Notons que la donnée d’un A-homomorphisme w d’un A-module M dans A’ équi-
vaut & la donnée d’une forme K-linéaire w’ : M — K qui soit continue sur les sous-
modules de type fini. Dans le cas M = H, (Q"), la définition de w équivaut donc a
celle d’une forme linéaire

p: HA(Q") — K,
appelée forme résidu'™). Pour construire p, il suffit de définir des formes p, : I, — K
qui se recollent, et on prendra

1 siagg=r—1pourl<i<n

pr(ezl,...,a”) = .
0 sinon.

(*)Pour une étude plus détaillée de la notion de résidu, Cf. R. Hartshorne, Residues and Duality,
Lect. Notes in Math., vol. 20, Springer, 1966.



EXPOSE V

DUALITE LOCALE ET STRUCTURE DES H’ (M)

1. Complexes d’homomorphismes

1.1. Soient F* et G* deux modules gradués, alors on note :

(1) Hom*(F*,G*)
le module gradué des homomorphismes de modules gradués de F* dans G°®. Ainsi
on a :
(2) Hom®(F*,G") = | [ Hom(F¥, G¥*#).
k

Soit F* (resp. G*) un complexe, et soit d; (resp. dz) sa différentielle, alors pour h €
Hom®(F*,G*) on posera'!)

(3) d(h) = hody + (=1)**'dy o h.

On vérifie trivialement que d o d = 0, donc que Hom"(F*,G*) muni de d est un
complexe. Le groupe de cohomologie de ce complexe se note

(4) H*(F*,G").
Si G* est injectif en chaque degré, alors

F* s H(F*,G*)
est un OJ-foncteur exact. De méme, pour F* quelconque,

G H'(F*,G")
est un d-foncteur exact sur la catégorie des complexes G* injectifs en chaque degré.
(UN.D.E. : la convention de signe originale était différente; mais, elle n’est pas compatible avec
la convention de ’exposé VIII, qui parait plus raisonnable, puisque dans ce cas la cohomologie en

degré 0 est alors I’ensemble des classes d’homotopie de morphismes de F*® dans G°. Les calculs ont
été modifiés en conséquence dans ce qui suit.
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Remarque 1.2 — Les cycles de Hom* (F*, G*) sont les homomorphismes de F* dans G*
qui commutent ou anticommutent, suivant le degré, avec les différentielles. Les bords
de Hom"®(F*, G*) sont les homomorphismes de F* dans G* homotopes & zéro.

Soit A un anneau et soient M (resp. N) un A-module, R(M) (resp. R(N)) une

résolution injective de M (resp. N), alors il existe un isomorphisme canonique(?)

(1.3) H* (R(M), R(N)) = Ext*(M, N).

En effet, soit i: M — R(M) 'augmentation canonique, et soit h € Hom®*(R(M), R(N))
alors on notera ts ’application

h+—— hgot
de Hom*(R(M), R(N)) dans Hom(M, R(N)#®). La famille (¢5)s>0 définit un homomor-
phisme de complexes (ordinaires)(®)

t: Hom"(R(M), R(N)) — Hom* (M, R(N)),

i.e.on a (dh)o 01 = d2 ] ho 0o 1.
On vérifie facilement que, passant a la cohomologie, ¢ donne un isomorphisme. En
particulier il en résulte que

H*(R(M), R(N))

ne «dépend pas » de la résolution injective R(M) (resp. R(N)) de M (resp. N) choisie.
A toute suite exacte de A-modules

(5) 0—M —M-—M —0

on fait correspondre une suite exacte de résolutions injectives

(6) 0 — R(M') — R(M) — R(M") — 0.

On vérifie que I'isomorphisme (1.3) commute avec les homomorphismes :
(8) H(R(M'), R(N)) — H™(R(M"),R(N)),

(9) Ext* (R(M'), R(N)) — Ext™* (R(M"), R(N)),

déduits de (6) et (5).
Soient P un troisitme A-module, R(P) une résolution injective de P, alors la com-
position de morphismes gradués donne un accouplement

(10)  Hom'(R(N),R(M)) x Hom’ (R(M), R(P)) — Hom"™ (R(N), R(P)),
qui définit un accouplement :

(11) H'(R(N), R(M)) x I (R(M), R(P)) — H"™ (R(N), R(P)),

(2IN.D.E. : on a conservé I’étrange numérotation originale.

(3)N.D.E. : on note encore M le complexe M[0] constitué de M placé en degré 0.
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donc un homomorphisme de foncteurs en M :
(1.4) H'(R(N),R(M)) — Hom(H’(R(M), R(P)), H'" (R(N), R(P))).

On va voir que (1.4) est un homomorphisme de d-foncteurs en M. Les suites exactes (5)
et (6) donnent un diagramme commutatif :

Hom'(R(N), R(M')) —— Hom(Hom’ (R(M'), R P)),Hom”’( (N), R(P)))

Hom'(R(N), R(M)) — Hom(Hom’ (R(M P)),Hom”J (R(N), R(P)))
|»
Hom' (R(N), R(M")) —— Hom(Hom’ (R(M”), R(P)), Hom"*/ (R(N), R(P))).

Soit h € Hom'(R(N), (M”)) (resp. g € Hom’(R(M’),R(P))) un cycle, et soit b’ €
Hom'(R(N), R(M)) (resp. ¢’ € Hom? (R(M), R(P))) tel que p(h') = h (resp. q(¢’) = 9).
alors dire que (1.4) est un homomorphisme de d-foncteurs en M, c’est dire que

(12) godh' —dg' oh

est un cobord dans Hom*(R(N), R(P)).
Orona:

dh' =h ody + (=1)"dyo b
dg' = g ody + (—1)j+1d3 og

avec les notations évidentes. Donc (12) s’écrit :
goh'od; +(—1)""'godyoh’ —g odyoh —(—1)*d3yog oh.
D’autre part, puisque h et g sont des cycles on a :

gody = (_l)jd3 °9,
dyoh=(—1)hod,

donc, finalement, (12) s’écrit :
d(goh’ + (=1)"1g oh),

ce qui termine la démonstration.
(1.3) et (1.4) donnent ainsi un homomorphisme de d-foncteurs en M :

(1.5) Ext’(N, M) — Hom(Ext? (M, P), Ext"*/ (N, P)).
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2. Le théoréme de dualité locale pour un anneau local régulier

Soient A un anneau local régulier de dimension r, m I'idéal maximal de A et M un
A-module de type fini. On pose H* (M) = H. (M) (donc H (M) = li_n)1Exti(A/mk, M)).
On a vu (IV 5.4) que I = H"(A) est un module dualisant pour A, désignons par D le
foncteur dualisant associé. Dans (1.5) posons N = A/mF P = A alors on obtient un
homomorphisme de d-foncteurs en M

(13) or: Ext'(A/m* M) — Hom(Ext"*(M, A), Ext"(A/m* A)).
Passant a la limite inductive suivant k, on trouve un homomorphisme de -foncteurs
(14) @: H' (M) — D(Ext""*(M, A)).

Théoréme 2. Théoréme de dualité locale) — L’homomorphisme fonctoriel p précé-
dent est un isomorphisme.

Démonstration. — Si ¢ > r, le deuxieéme membre de (14) est trivialement nul, et le
premier membre est nul car H (M) = lim, Ext’(A/m* M), et c’est vrai pour chaque
Ext‘(A/m*, M) (Théoréme des syzygies).

Sii =r, d’apres ce qui précede, les deux foncteurs en M, H" (M) et D(Hom(M, A))
sont exacts a droite; puisque A est noethérien, et M de type fini, il suffit de vérifier
I’isomorphisme pour M = A, ce qui est immédiat.

Pour montrer que ¢ est un isomorphisme fonctoriel, il suffit maintenant, en procé-
dant par récurrence descendante par rapport & i, de remarquer que tout module de
type fini admet une présentation finie, et que pour ¢ < r les deux membres de (14)
sont zéro si M est libre de type fini. Cela est évident pour le deuxieme membre, et
puisque H® commute avec les sommes finies il suffit, quant au premier, de montrer
que H(A) = 0 pour i < 7. Or ceci résulte, puisque prof(A) = r, de (IIT 3.4).

3. Application a la structure des H'(M)

Théoréme 3.1— Soient A un anneau local noethérien, D un foncteur dualisant
pour A, M un A-module de type fini # 0, et de dimension n, alors on a :

(i) H' (M) =0 sii <0 ou sii > n.

(ii) D(E(\M)) est un module de type fini sur A, de dimension < i.

(iii) H"(M) # 0, et si A est complet, D(H"(M)) est de dimension n et
Ass(D(H"(M))) = {p € Ass(M) | dim A/p = n}.
Démonstmtion.A— Soit I le module dualisant associé a D. On sait queTest un module
dualisant pour A. D’autre part, on a :

H(M) = H'(8),

D(H' (M)) = Hom(H'(8), ) et

dim M = dim M,
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donc on peut supposer A complet. Or, d’apres un théoreme de Cohen, tout anneau 66
local complet est quotient d’un anneau local régulier. Pour se ramener a ce cas, on a
besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2 — Soient X (resp. Y) un espace annelé, X' (resp. Y') un sous-espace
fermé de X (resp. Y), et f: X — Y un morphisme d’espaces annelés tel que f~*(Y') =
X'. Soit F un Ox-Module et désignons par A (resp. B) Uanneau I'(Ox) (resp. T'(Oy))
et par f: B — A l’homomorphisme d’anneaux correspondant & f. Il existe une suite
spectrale de B-modules, de terme initial

(15) Equ = HpY’ (Y, R? £ (F)),
aboutissant au B-module Hy, (X, F)g-

Démonstration. — Soit Oy y+ le faisceau Oy |y, prolongé par 0 en dehors de Y’ (voir
Exp. I). On a un isomorphisme de B-modules :

(16) Hom(Oy vy, f+(F)) ~ Hom(f*(ﬁy,yr),F)m.

Or, on a :

(17) [ (Oyx) = Oxx,

et de plus si G est un Ox-Module injectif, alors f.(G) est un &y-Module injectif, du
moins si f est plat, cas auquel on peut se ramener aisément en remplacant Ox etc.
par les faisceaux d’anneaux constants Z. Donc la suite spectrale du foncteur composé

F — Hom(0y vy, f+(F)),
de terme initial
E? = Ext?(Y; Oy vy, R f.(F)),
aboutit, compte tenu de (16) et (17), & :
Ext®(X; Ox x/, F) -
Le lemme résulte alors de (I 13 bis). C.QF.D. er

Soit maintenant f: B — A un homomorphisme d’anneaux locaux surjectif. Soit
f: Spec(A) — Spec(B)

le morphisme de schémas affines correspondant. Posons X = Spec(A) (resp. X' =

{ma}), Y = Spec(B) (resp. Y’ = {mp}), et soient M un A-module et M le &x-Module
correspondant. Puisque R? f,(M) = 0 pour ¢ > 0, la suite spectrale (15) dégénere, et
on obtient d’apreés (3.2) un isomorphisme de B-modules :

(18) Ty (Y, £ (M) =~ HY 3 (X, M),

donc un isomorphisme de B-modules :

(19) Hy, (M) = Hy,, (M)4.
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D’autre part si Da (resp. Dg) est le foncteur dualisant pour A (resp. B), on a :
(20) DA(M)[f] ~ DB(M[f])

Enfin, puisqu’on a un isomorphisme d’anneaux

(21) B/ Ann My ~ A/ Ann M,

on voit que le changement d’anneaux de base envisagé ne change rien. Supposons donc
que A est régulier de dimension r.
D’apres (2.1) on a :
(22) D(H(M)) = Ext"*(M, A).
On va démontrer I’équivalence entre les propriétés suivantes :

(a) dimExt’ (M,A) <7 —j;

(b) pour tout p € X = Spec(A) tel que dimA, < j, on a Ext? (M, A), =0;

(¢) codim(Supp(Ext’ (M, A)),X) > j.

Pour démontrer (a) = (b), soit p € X, dimA, < j, alors dimA/p >
r — j, donc par (a) Ann(Ext’(M,A)) ¢ p, ce qui entraine Ext’(M,A), = 0.
Soit p € Supp(Ext?(M, A)) alors Ext’(M,A), # 0 donc par (b) dimA, > j. Donc
codim(Supp(Ext? (M, A)), X) = inf{dim A, | p € Supp(Ext? (M, A))} > j, c’est-a-dire
(b) = (c). Enfin (c¢) implique (a) trivialement.

Démontrons maintenant le théoreme.

(i) Soit © = (w1,...,x,) un systéme de parametres pour A tel que z; € AnnM
pour i = 1,...,7—n. Soit K*((z*),M) le complexe de Koszul. On voit facilement que
Papplication K*((z*), M) — Ki((z*"), M) pour k < k' est zéro, si i > n. Il en résulte
que H' (M) = h_n)lHl((xk),M) = 0 sii > n. D’autre part, il est trivial que H (M) = 0
si ¢ < 0, donc (i) est démontré.

(ii) Puisque A est régulier, dimA, < j entraine que la dimension homolo-
gique globale de A, est strictement plus petite que j et donc Extj(M, A), =
Extf%p (My,Ay) =0, donc on a démontré (b) et par suite (a). (ii) résulte alors de (22)
et de (a).

(iii) Il existe un p € Supp(M) tel que dim A, = r—n et tel que Supp(M,) = {mA,}.
Puisque A, est régulier si A 'est, on trouve prof A, = r —n donc

(23) Ext), " (M,A), = Extf(p"(Mp,Ap) # 0.
Ceci implique, tenant compte ade (22), que d’une part :
H" (M) # 0,
d’autre part
dimD(H"(M)) > n,
donc d’apres (ii)
dimD(H"(M)) = n.
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Soit maintenant Y = Supp(M). D’apres (i) on sait que D(H"(M')) = Ext"™"(M', A)
est un foncteur en M’ exact & gauche, sur la catégorie (Cy)°. Donc il existe un A-
module H et un isomorphisme de foncteurs en M’ :

Ext"~"(M’, A) = Hom(M’, H).

Soient Y;, i = 1,..., k les composantes irréductibles de Y de dimension maximum.
On va voir que P'assertion Ext"™"(M’, A) # 0 est équivalente a Passertion : il existe
un i tel que SuppM’ D Y,. En effet si SuppM’ D Y; alors dim(M’) = n donc
Ext"™ " (M, A) # 0.

Si SuppM’ 2 Y; pour tout i = 1,...,k, alors dimM’ < n

D(H"(M')) = Ext"~"(M, A) = 0.

Puisque Ass(Ext"™"(M, A)) = SuppM N Ass(H) on voit que la derniére assertion
de (iii) résulte du lemme suivant :

Lemme 3.3 — Soit X = Spec(A), et soient Y une partie fermé de X, T: (Cy)° — Ab
un foncteur exact a gauche, et Y;, i = 1,...,k une famille de composantes irréduc-
tibles deY tels que lassertion : T(M) = 0 est équivalente a l'assertion : Vi SuppM 2
Y,;. Alors T est représentable par un module H tel que Ass(H) = Ule{yi}, ol y; est
le point générique de Y;, i =1,... k.

Démonstration. — Soit y € Y, on fabrique un A-module M(y) tel que Supp(M(y)) =
{y}. Supposons que y # y; pour tout i« = 1,...,k, alors Y; ¢ Supp(M(y)) pour
tout i =1,...,k, donc T(M(y)) = 0. Il en résulte :

Ass(T(M(y))) = Supp(M(y)) N Ass(H) = 0,
donc y ¢ Ass(H). Si y =y, alors Y; C Supp(M(y)), donc T(M(y)) # 0, donc :
Ass(T(M(y))) = Supp(M(y)) N Ass(H) # 0.

D’apres la premiere partie de la démonstration, ceci implique y € Ass(H), d’ou le
lemme, Q.E.D.

Exemple 3.4 — Soit A un anneau noethérien, soient X = Spec(A), et Y une partie
fermée de X, tel que X — Y soit affine, alors pour toute composante irréductible Y,
de Y on a codim(Y,, X) < 1.

En effet, considérons X comme préschéma au-dessus de X. Soit y, € Y, un point
générique, et considérons le morphisme Spec(&Ox ,,,) — X. Le schéma affine obtenu
par extension du schéma de base de X & Spec(0x 4, ) est canoniquement isomorphe
a Spec(0x y.,)-

D’apres (EGAT 3.2.7) on voit que si yo est l'unique point fermé de Yo =
Spec(0x ., ) alors Yo — yo est affine. Par (EGAIII 1.3.1) on trouve :

H (Yo — 40, Oy,) =0 sii>0,
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donc par (I 2.9)
Hi_l(ﬁx,ya) = H?{yo}(Yo, Oy,) =0 sii>2.
Tenant compte de 3.1 (iii), il vient :

dim ﬁx < 1,

Yo

donc codim(Y,, X) = ir%{f dim Ox 4 < 1, Q.E.D.
YEY o

Soient A un anneau local noethérien, m I’idéal maximal et M un A-module de type
fini. Supposons que A est quotient d’un anneau local régulier. Posons X = Spec(A),
et pour tout x € X, m, = mA,.

Proposition 3.5 — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
a) H' (M) est de longueur finie,
b) Vo € X — {m}, H 9™ ,) = 0.

Démonstration. — Compte tenu de (3.2) nous pouvons supposer A régulier. D’apres
(2.1) nous avons :

H' (M) = D(Ext"¢(M, A)),

ott r = dim A. D’apres (IV 4.7), a) est équivalent®) & :
(24) Ext”~*(M, A) est de longeur finie.
Or (24) est équivalent a :
(25) Ve X —{m}, ona Ext""“(M,A), =0.
D’autre part A, est régulier de dimension r — dim {2}, donc d’aprés (2.1)
(26) Hiz 9™ OT (M) = D(Bxt{ D= (-dimEh (\p A ) = D(Bxty (M, A,)).
Puisque M est de type fini on a :

Exty (M, A), = Ext} “(Mg, A,)

d’ou la proposition.

(ON.D.E. : en effet, il s’agit de montrer que, E étant est un A-module de type fini, si D(E) est de
longueur finie alors E est de longueur finie. Soit K (resp. Q) le noyau (resp. conoyau) du morphisme
canonique ¢ : E — DD(E). Le composé de D(e) et du morphisme canonique v : D(E) — DDD(E)
est 'identité de D(E). Comme D(E) est de longueur finie, 7 est un isomorphisme et donc D(e)
également. Comme D est exact, on en déduit que D(K) et D(Q) sont nuls. Il suffit de prouver que
si M est un A-module de dual nul, alors M est nul, car on aura alors E = DD(E) de longueur finie
comme D(E). En effet, soit Mg un sous-module de type fini de M. Comme D est exact, D(Mp) est
un quotient de D(M), qui est donc nul. Toujours par exactitude de D, on a D(Mo/maMgp) = 0, et
donc, par bidualité, le module de longueur finie Mo/maMjg est nul. Le lemme de Nakayama assure
alors la nullité de Mg et finalement on obtient celle de M.
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Corollaire 3.6 — Pour que HZ(M) soit de longueur finie pour i < n, il faut et il suffit
que

prof(M,) > n — dim {z}
pour tout © € X — {m}.

Démonstration. — Résulte de (3.5) et de (III 3.1).






EXPOSE VI

LES FONCTEURS Ext, (X;F,G) ET Ext, (F,G)

1. Généralités

1.1. Soient (X, Ox) un espace annelé et Z une partie localement fermée de X. Soient
F et G des Ox-Modules, on désignera par Exty, (X;F, G) (resp. Exty (F, G)) le i-ieme
foncteur dérivé du foncteur G +— I'z(Hom, (F,G)) (resp. I'y(Hom,. (F,G))).

Lemme 1.2 — Le faisceau ExtiZ(F,G) est canoniquement isomorphe au faisceau as-
socié au préfaisceau U — Extyy(U; Flu, Gjy).

Cela résulte de ([ ], 3.7.2) et de ce que I'(U; L'y (Hom 4, (F, G))) est canoni-
quement isomorphe a FZQU(HomﬁXIU(F‘U, Gu))

Théoréme 1.3Théoréme d’excision) — Soit V un ouvert de X contenant Z, on a alors
un isomorphisme de foncteurs cohomologiques

(1.3.1) Extx (X;F, G) ~ Exty (V; Flv, Gv)

En effet, si G* est une résolution injective de G, alors GI'V est une résolution injective
de G)y. Le théoreme en résulte immédiatement.

1.4. Soit Oxyz le Ox-Module défini par les conditions suivantes
( l, 29.2) : ﬁX,Z\X—Z = 0 et ﬁx,z‘z = Ox|z- On a vu que pour
tout Ox-Module H, il existe un isomorphisme fonctoriel : I'z(H) ~ Homg, (0x 7z, H).
On en déduit donc des isomorphismes fonctoriels en F et G :

(14.1) Tz(Homg. (F,G)) ~ Homey (Ox,z,Hom,, (F,G)),
(142) Fz(HOmﬁX (F, G)) ~ Homﬁx(ﬁxz Koy F, G),
(14.3) Tz(Homg,, (F,G)) ~ Homey (F,Hom,, (Ox,z,G)) = Homg, (F,L7(G)).

Il résulte en particulier de (1.4.2) qu'il existe un isomorphisme O-fonctoriel en F et G

0: Extly (Oxz ®oy F,G) — Extj(X;F,G).

1.5. Par définition le foncteur G +— I'z(Hom, (F,G)) est le composé du foncteur
G +— Hom,, (F,G) et du foncteur I'z. Comme I'z est exact & gauche (I 1.9) et
comme Hom, (F,G) est flasque si G est injectif, et que I'z est exact sur les flasques
(T 2.12), il résulte de (] ], 2.4.1) qu’il existe un foncteur spectral aboutissant
a Exty(X;F,G) et dont le terme initial est Hy (X, Exty, (F,G)).
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D’autre part, il résulte de (1.4.3) que I'z(Hom,, (F,G)) est le composé de 'y et
du foncteur H — Homg, (F, H).

Puisque le foncteur 'y transforme les injectifs en injectifs (I 1.4), il résulte de
( ], 2.4.1) qu’il existe un foncteur spectral aboutissant & Exty(X;F,G) et
dont le terme initial est Exti, (X;F,H7(G)).

11 résulte enfin, de (1.4.2) et de la suite spectrale des Ext, qu’il existe un foncteur
spectral aboutissant & Exty(X;F,G) et dont le terme initial est H?(X; Exty (F, G)).
D’ou le

Théoreme 1.6 — I existe trois foncteurs spectraux aboutissant o Exty(X;F,G) et
dont les termes initiaux sont respectivement

(1.6.1) HY (X, Exty, (F,G))
(1.6.2) HP (X, Exty (F, G))
(1.6.3) Ext?, (X;F, H5(Q)).

1.7. Soit maintenant Z’ une partie fermée de Z et soit Z”” = Z—7'. On a une suite
exacte

(171) O — ﬁX,Z” — ﬁX,Z — ﬁX,Z’ — O

qui généralise la suite exacte de (] ], 2.9.3). Cette suite exacte splitte loca-
lement, on a donc, pour tout &x-Module F, une autre suite exacte :

(172) 0—F & ox ﬁX,Z” —F R eox ﬁX,Z —F R ox ﬁX,Z’ — 0
Soit maintenant G un &’x-Module; si on applique le foncteur Homg, (¢, G) & la suite

exacte (1.7.2), on déduit de (1.4.2) et de la suite exacte des Ext le théoréme suivant :

Théoréme 1.8— Soient Z une partie localement fermée de X, Z' une partie fermée
de Z et 7' = 7-7'. On a alors une suite exacte fonctorielle en F et G :

0 — Homy (F,G) — Homy(F, G) — Homgy: (F,G) — Exty, (F,G) — - -
-+ Ext},(F,G) — Ext}, (F,G) — Ext, ' (F,G) — -

Corollaire 1.9 — Soit Y une partie fermée de X et soit U = X—Y. On a alors une
suite exacte fonctorielle en F et G :

0 — Homy (F, G) — Homg, (F, G) — Homg, , (Fju, Gjy) — Exty (F,G) — - -
. ~ExtiﬁX (F,G) — Exti(jx‘U(F‘U, G|U) —_— Extyl(F, G)— -

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théoréme (1.3) et du théoreme
(1.8).
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2. Applications aux faisceaux quasi-cohérents sur les préschémas

Proposition 2.1 — Soit X un préschéma localement noethérien ; pour toute partie lo-
calement fermée Z de X, pour tout Module cohérent F et tout Module quasi-cohérent G
sur X, les Exty (F, G) sont quasi-cohérents.

On montre, comme pour (1.6.3), que les Modules Ext)(F,G) sont I'aboutisse-
ment d’une suite spectrale de terme initial Ext}, (F,H7(G)). D’apres (II, corol. 3),
les H7(G) sont quasi-cohérents, et donc aussi les Exty, (F,H7(G)), puisque F est
cohérent. La proposition en découle alors immédiatement.

2.2. Soient maintenant Y un sous-préschéma fermé de X et .# un idéal de définition
de Y. Soient m et n des entiers tels que m > n > 0; on désigne par iy, 'appli-
cation canonique Oy, = Ox/I™ — Ox/F"T = Oy, et par j, lapplication
Oxy — Oy, . Les (Oy, ,in,m) forment un systéme projectif et les j, sont compatibles
avec les iy, .
En appliquant le foncteur Extfﬁx (F ® «, G), on en déduit un morphisme
o ]ii)nExti@vx (X;F®y,,G) — ExtiﬁX (X;Fe oxy,G);

n

c’est un morphisme de foncteurs cohomologiques en G. Le morphisme

p: li_r)nExtiﬁx (X;F® 0y,,G) — Exty(X;F,G)
composé de ¢’ et de 6 (cf. 1.4) est done lui aussi un foncteur de morphismes cohomo-
logiques en G.
On définit de méme
¢: limExty, (F® Oy, ,G) — BExt{,(X;F,G)

Théoréme 2.3— Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X définie par un idéal cohérent &, F un Module cohérent, G un Module quasi-
cohérent. Alors,

a) @ est un isomorphisme.

b) Si X est noethérien, ¢ est un isomorphisme.

La démonstration de b) étant presque mot & mot celle de (II 6b)), grace a la suite
spectrale 1.6.2, nous ne la reproduirons pas.

Pour la démonstration de a), on peut, d’aprés (2.1), supposer X affine d’anneau A,
F (resp. G) défini par un A-module M (resp. N) et .# par un idéal I. Il suffit de prouver
que ’homomorphisme
(2.3.1) lim Ext}y (M/I"M, N) — Ext4 (X, F, G)

déduit de ¢ est un isomorphisme
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En effet, on peut, pour i = 0, identifier canoniquement les deux membres de (2.3.1)
au sous-module de Homa (M, N) défini par les éléments de Homu (M, N) annulés par
une puissance de I. On voit alors que ’homomorphisme (2.3.1) n’est autre que ’ap-
plication identique.

Le foncteur N — lim Exty (M/I"M, N) est un d-foncteur universel. On va montrer
qu’il en est de méme du foncteur N +— Ext3,(M,N). En effet si N est un module
injectif, d’apres (9 et 11), HL(N) = 0si ¢ # 0; et d’apres (I1V.2.2), H (N) est injectif.

Il en résulte alors que Exti, (X;M,HY(N)) = 0si p+q # 0; on a donc, d’aprés
(1.6.3), Ext% (M, N) = 0 pour i # 0 et N injectif. Ce qui achéve la démonstration.

Bibliographie

Mémes références que celles listées a la fin de I'Exp. I, citées respectivement

[ Jet | J



EXPOSE VII

CRITERES DE NULLITE, CONDITIONS DE
COHERENCE DES FAISCEAUX Ext!, (F,G)

1. Etude pour i <n
Démontrons un lemme : (a4

Lemme 1.1 — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X et G un Ox-Module quasi-cohérent. Supposons que pour tout Ox-Module cohé-
rent F' de support contenu dans Y, on ait :

Ext" !(F,G) = 0.

Alors pour tout Ox-Module cohérent F et tout fermé Z de X tels que Y D SuppFNZ,
on a
Ext}(F, G) ~ Hom(F, H}(G)).

On remarque d’abord que
mZZ (F7 G) = mZ.ZFTSuppF(Fz G)

(trivial, cf. Exposé VI). On fait d’abord la démonstration pour Z=X donc SuppFCY.
Le foncteur

F s Ext"(F,G),
défini sur la catégorie des Ox-Modules cohérents de support contenu dans Y, est exact
a gauche. En vertu de (IV 1.3), il est représentable par

I = lim Ext"(0x /7", G),

k

ou .# est I'idéal de définition de Y. Or, d’apres (II 6), on sait que :
HY(G) ~ lim Ext" (0x /741, G).
k

D’ou la conclusion si Z = X. Toujours d’apres (VI 2.3) on sait que : 78

Exty (F, G) ~ lim Ext"(F/ #**'F, G),
k
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ou ¢ est l'idéal de définition de Z. Le support de F//’““F est contenu dans Y si
ZNSuppF C Y; d’apres ce que nous venons de démontrer, on a donc :
Ext}(F, G) ~ lim Hom(F/_#/**F, Hy (G)).
k
Il reste a faire voir que I’homomorphisme naturel :
lim Hom(F/_¢#**F, HY(G)) — Hom(F, HY(G)),
E

est un isomorphisme lorsque ZNSupp F C Y. Or X peut étre recouvert par des ouverts
affines noethériens ; on est ainsi ramené au cas ot X est affine noethérien ; alors F(X)
est un Ox(X)-Module de type fini et Supp HY(G) C Y. Donc tout homomorphisme
u: F(X) - Hy(G)(X) est annulé par une puissance de .# donc par une puissance

de 7, C.Q.F.D.

Proposition 1.2 — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X, G un Ox-Module quasi-cohérent et n un entier. Quelles que soient Z et S, parties
fermées de X telles que ZNS =Y, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) HY(G)=0sii<n;
(ii) 4l existe un Ox-Module cohérent ¥, de support S, tel que :
Exty(F,G) =0 sii < n;
(iii) pour tout Ox-Module F cohérent de support contenu dans S (i.e. SuppF NZ
= SuppFNY), ona :
Exth(F,G) =0 sii<n;
(iv) pour tout Ox-Module cohérent F, on a :

Ext% (F,G) =0 sii < n.

De plus, si elles sont vérifiées, alors pour tout Ox-Module cohérent F et toute partie
fermée 7' de X telle que Z’ N SuppF = Y N SuppF, on a des isomorphismes :

Ext}(F, G) ~ Ext}(F, G) ~ Hom(F, H} (G)).

Démonstration. — Raisonnons par récurrence. La proposition est triviale pour n < 0.
Supposons la démontrée pour n < g. Si I'une des conditions est vérifiée pour n = g,
et pour deux parties Z et S comme dit, par I’hypothese de récurrence on a, pour tout
fermé 7’ de X et tout Ox-Module cohérent F tels que Z’ N SuppF =Y N SuppF, des
isomorphismes :

(1.1) Ext? '(F,G) ~ Hom(F,HY ' (G)) ~ Ext? ' (F, G).
Donc :

(i) = (iv), car on prend Z' =Y dans (1.1);

(iv) = (iii), car on prend Z’' = Z dans (1.1);

(iii) = (ii), car on prend F = 0s;;
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(ii) = (i), car on prend Z' = Z dans (1.1) ; d’ot Hom(F, ﬂ‘{l(G)) = 0; on remarque
alors que :
SuppHY '(G) c Y=2ZNS CS=SuppF,

et on applique le lemme suivant :

Lemme 1.3 — Soit X un préschéma, soit P un Ox-Module cohérent, et soit H un
Ox-Module quasi-cohérents tels que :

Hom(P,H) =0 et SuppP D SuppH.
Alors H=0.

11 suffit de démontrer le lemme quand X est affine, car les ouverts affines forment une
base de la topologie de X et les hypotheses se conservent par restriction a un ouvert.
Or, dans ce cas, on est ramené & un probleme sur les A-modules, o X = Spec(A).
On applique la formule (valable sous la seule hypothese que M est de type fini) :

Ass Homy (P, H) = Supp P N Ass H;

On sait que AssH C SuppH C SuppP et que Ass Homp (P,H) = 0; donc AssH = 0,
donc H = 0.

Pour terminer la démonstration de la proposition, il reste & remarquer que (iv)
permet d’appliquer 1.1.

Corollaire 1.4 — Soit G un Ox-Module cohérent et de Cohen-Macaulay, soit n € Z.
Les conditions de 1.2 équivalent a :

(v) codim(Y N Supp G, Supp G) > n.
Rappelons d’abord qu'un Ox-module est dit de Cohen-Macaulay si, pour tout

z € X, la fibre G, est un Ox ,-module de Cohen-Macaulay, i.e. on a pour tout x €

S =SuppG:
(1.2) prof G; = dim G, = dim Og ;.
D’apres la proposition IIT 3.3, la condition (i) de 1.2 est équivalente & :
(1.3) profy G = inf prof G, > n,
z€Y
donc aussi a :
= 1 > .

profy G a:euﬁlffms prof G, > n;

car la profondeur d’un module nul est infinie.
Or, par définition :

dim(Y NS,S)= inf dim O
codim( ,S) Jof dim sz,
d’ot la conclusion, en appliquant la formule (1.2)).
Nous allons maintenant démontrer un résultat permettant de déduire les conditions

de cohérence que nous avons en vue de certains criteres de nullité.
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Lemme 1.5 — Soit X un préschéma localement noethérien. Soit T* un O-foncteur
contravariant exact, défini sur la catégorie des Ox-Modules cohérents, a valeurs dans
la catégorie des Ox-Modules. Soit Y une partie fermée de X. Soit i € Z. Supposons
que, pour tout Ox-Module cohérent de support contenu dans Y, T'F et T""'F soient
cohérents. Soit F un Ox-Module cohérent. Pour que T'F soit cohérent, il faut et il
suffit que T°F” le soit, o l'on a posé :

F” = F/Ty (F).
En effet, F/ = I'v(F) est cohérent car X est localement noethérien ; la suite exacte
de cohomologie de T* donne alors :
T 'F — TF' — T'F — T'F
ou les termes extrémes sont cohérents, d’ou la conclusion.

Lemme 1.6 — Si F et G sont cohérents, et si SuppF C Y, Ext’ (F,G) est cohérent.

En effet, Ext’, (F,G) est isomorphe & Ext’(F,G); ceci est valable sur tout espace
annelé X, d’ailleurs : si Z est un fermé qui contient Y N Supp F, Ext, (F,G) est iso-
morphe a Exty (F, G) (cf. Exposé VI).

Proposition 1.7 —  Supposons F et G cohérents et posons SuppF =
SN(X—Y). Supposons que, pour tout x € Y NS, on ait prof G, >
Exty (F, G) est cohérent pour i < n.

S, § =
n,

alors

En effet, 1.6 permet d’appliquer 1.5 & T*(F) = Exty(F,G). En posant F” =
F/T'yv(F), on voit que SuppF” = S’. Or, d’apres 111 3.3, 'hypothese sur la profondeur
de G assure la nullité de Hyng/(G) pour ¢ < n; d’apres 1.2, on en déduit la nullité de
T'F” pour i < n, d’ou la conclusion grace a 1.5.

2. Etude pour i >n

Soit X un préschéma localement noethérien régulier, c’est-a-dire dont tous les an-
neaux locaux sont réguliers. Soit Y une partie fermée de X. Soient F et G deux
Ox-Modules cohérents. Posons S = SuppF, S’ = SN (X —Y). Posons :

m = sup dimOx g,
zeYNS

n= sup dim0Oxg;
zeYNS’

onan<m.

Proposition 2.1 — Dans la situation décrite ci-dessus, on a :
(1) Exty(F,G) =0 sii > m,
(2) Exty (F,G) est cohérent sii > n.
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Remarquons d’abord que m%((F, G) est cohérent pour tout i lorsque SuppF C Y.
De plus, en posant comme ci-dessus F” = F/I'y (F), on voit que SuppF” = S’ donc
(2) résulte de (1) et de 1.3.

Pour démontrer (1), on remarque d’abord que

Exty (F, G) ~ lim Ext'(F/_#"F, G),
k

ou _Z est I'idéal de définition de Y. Par ailleurs, il résulte du théoreme 4.2.2. de (A.
Grothendieck, « Sur quelques points d’algebre homologique », T6hoku Mathematical
Journal 9 (1957), p. 119-221.) que les Ext commutent a la formation des fibres,
du moins lorsque X est un préschéma localement noethérien et lorsque le premier
argument est cohérent ; comme il en est de méme des limites inductives, on trouve des
isomorphismes :

(Exty (F, G))x ~ lim Extoy , ((F/ 7"F)z, Ga)
k

pour tout x € X. Comme SuppExt@(F, G) C SNY, il suffit, pour conclure, de
remarquer que € Y NS entraine dim Ox , < m, donc :

Extly ((F/ #FF),,Gy) =0sii>m,

car la dimension cohomologique globale d’un anneau local régulier est égale a sa
dimension*).
Soit X un préschéma localement noethérien ; pour toute partie P de X, posons :

D(P) = {dim &x,, | p € P}.

Lemme 2.2 — Si P est l’espace sous-jacent d’un sous-préschéma conneze de A, D(P)
est un intervalle.

En effet, soient a et B appartenant & D(P), correspondant & des points p et ¢ de P.
Montrons qu’il existe une suite de points de P : (p = p1,...,pn = q) telle que, pour
1 < i < n, on ait |dim Ox p, — dim Ox p,,,| = 1; il en résultera que D(P) contient
lintervalle [p, g]. Pour cela, on remarque que p et ¢ peuvent étre joints par une suite
de composantes irréductibles de P, telle que deux composantes successives se coupent.
On est ramené au cas ou p est le point générique d’'une composante irréductible Q
de P, et ol ¢ € Q et donc ¢ D p, en tant qu’idéaux de &, ol c’est trivial sur la
définition de la dimension.

Proposition 2.3 — Soient X un préschéma localement noethérien régulier, Y une par-
tie fermée de X et F un Ox-Module cohérent. Soit P = Y NSuppF N (X —=7Y). Soit
n € Z, et supposons que n & D(P). Alors Exty(F, Ox) est cohérent.

()Cf. EGA Ory 17.3.1
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La conclusion est locale et les hypotheses se conservent par restriction & un ou-
vert. Or P est fermé donc localement noethérien, donc localement connexe; on peut
donc supposer X affine et noethérien, et P connexe. Posons D(P) = [a,b[, ce qui
est licite d’apres le lemme précédent; si n > b, on conclut par 2.1; si n < a, on a
n < dim Ox , = prof Ox , pour tout « € P, et on conclut par 1.7.



EXPOSE VIII

LE THEOREME DE FINITUDE

1. Une suite spectrale de bidualité*)
Enongons le résultat auquel nous désirons parvenir :

Proposition 1.1 — Soit A un anneau noethérien et soit I un idéal de A. Posons X =
Spec(A) et Y = V(I). Soit M un A-module de type fini et de dimension projective
finie. Soit F = M le Ox-Module associé a M.

1) Il existe une suite spectrale :
Hy (X, F) <= Ext{, (Ext™ (M, A), A).
2) Il existe une suite spectrale :
Hy (X, F) <= Ext?, (Ext™(F, 6x), 6x).

Bien entendu, 2) se déduit de 1) en remarquant que, si M et N sont deux A-modules
de type fini et si I’on pose F = M et G = N, on a des isomorphismes :

Hy (F) ~ Hy (X, F),

Exty (F,G) =~ Exty (F, G),

Exty, (F,G) =~ Exta(M,N).
Soit C la catégorie des A-modules, et Ab celle des groupes abéliens. Soit F le
foncteur :
F:C— Ab défini par
M — Ty (M).
On sait depuis 'exposé 11 qu’il existe un isomorphisme de d-foncteurs :

H% (X, M) ~ R* F(M).

(*)Le lecteur au courant du langage des catégories dérivées de Verdier reconnaitra la suite spectrale
associée a un isomorphisme de bidualité. Cf. SGA 6 1.
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De plus, soient Ext3, les foncteurs dérivés droits en le deuxiéme argument de
FoHom: C° x C — Ab.

On sait depuis I'exposé VI que I'on a un isomorphisme de d-foncteurs :
Ext% (M, N) ~ Ext% (M, N).

Retenons enfin le résultat suivant de 'exposé VI : si C est un A-module injectif et si

N est un A-module de type fini, le faisceau Hom(ﬁ, 6) ~ Ho;(\N/7 C) est flasque, donc
R' F(Hom(N, C)) = 0.

Il nous reste & démontrer le résultat suivant :

Lemme 1.2 — Soit A un anneau noethérien et soit C la catégorie des A-modules. Soit
F: C — Ab un foncteur additif exact a gauche tel que, pour tout A-module N de type
fini et tout A-module injectif C, on ait R* F(Hom(N,C)) = 0. Soit M un A-module
de type fini et de dimension projective finie. Il existe une suite spectrale :

R*F(M) < Extg(Ext_q(M, A)A),
ot Extg désigne le p-ieme foncteur dérivé droit de F o Hom.
Nous ne considérerons que des complexes dont la différentielle est de degré +1.

D’apres I'hypothese faite sur M, il existe une résolution projective de M de longueur
finie :

w: L* — M,

o, de plus, les L? sont des modules de type fini et LP = 0 si p & [—n,0]. Soit par
ailleurs, v: M — I°® une résolution injective de M. Je dis que

(1.1) vou: L* —1I*
est une résolution injective de L°. Il convient de préciser ce que cela signifie.
Définition 1.3 — Soit X* un complexe de A-modules; on appelle résolution injective
de X* un homomorphisme de complexes :

r: X* — CX°*,
tel que CXP soit injectif pour tout p € Z, et que = induise un isomorphisme en

homologie.

Proposition 1.4 — Tout complexe limité a gauche, i.e. tel qu’il existe ¢ € Z avec
XP = 0 pour p < q, admet une résolution injective. De plus, st u: X* — Y* est un
homomorphisme de complexes (limités a gauche) et six: X* — CX* et y: Y* — CY*
sont des résolutions injectives de X* et Y*, il existe un homomorphisme de complezes :

Cu: CX* — CY",
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unique a homotopie pres, tel que le diagramme :
X* — CX°*
Ul lCu
L] y L]
Y*—CY
soit commutatif a homotopie preés.

La démonstration est laissée au lecteur*).
Rappelons une notation introduite dans ’exposé V.

Notation. — Soient X* et Y* deux complexes. On note Hom*(X*,Y*) le compleze
simple dont la composante de degré n est

(Hom*(X*,Y"))" = ] Hom(X,Y?)

—pt+g=n

notée aussi Hom"(X*,Y*), et dont la différentielle est donnée par :

On: Hom™(X*,Y") — Hom" (X", Y")

Op =d + (—1)"d",
ou d' et d” sont les différentielles (de degré +1) induites par celles de X* et de Y*.
Soit alors A* le complexe défini par AP =0 si p # 0 et A° = A. Soit

a: A* — CA®
une résolution injective de A°®. Considérons le double complexe :
(1.2) QP? = Hom(Hom(L™9, A), CAP).
La premiere suite spectrale du bicomplexe FQ** donnera la conclusion du lemme 1.2.
Posons
(1.3) L" = Hom"(L*,A%),
et
(1.4) P* = Hom"(L'*, CA®).

On voit facilement que P* est le complexe simple associé a Q**. Calculons 'abou-
tissement de la suite spectrale i.e. I’homologie de FP*. Pour cela, utilisant le fait que
L*® est projectif de type fini en toute dimension, on prouve que L° est isomorphe a
Hom"*(L'*, A*). De 'homomorphisme a: A* — CA®, on déduit un homomorphisme :

b: Hom"(L'*,A*) — Hom"(L'*,CA®),
ou encore, un homomorphisme

(1.5) c: L — P°.

(*)Cf. aussi H. Cartan & S. Eilenberg, Homological Algebra, Princeton Math. Series, vol. 19, Princeton
University Press, 1956.
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Ceci dit, il est facile de voir, en utilisant le fait que L’* est projectif de type fini
en toute dimension et limité a gauche, que (1.5) est une résolution injective de L°.
Utilisant la proposition 1.4., on en conclut que P°® est homotopiquement équivalent
a I*, ou I* est la résolution injective de M introduite plus haut (1.1). On en déduit
que ’aboutissement de la premiere suite spectrale du double complexe FQ**, qui est
H*(FP*), est isomorphe & R* F(M).

Le terme initial de la premiere suite spectrale du bicomplexe FQ** est :

BEY =P ("HY(EQ")).
Pour tout p € Z, CAP est injectif. D’apres 'hypothese faite sur F, le foncteur
(restreint & la catégorie des modules de type fini) :
N — FHom(N, CAP)
est exact. D’ou 'on déduit des isomorphismes :
"H(F Hom(L'*, CAP)) ~ F Hom(H 9(L'*), CAP).

D’aprés la définition de Exti comme foncteur dérivé de Fo Hom, on en déduit des
isomorphismes :
ES ~ Extp (HY(L'"), A).
Or L'* = Hom"(L*, A*), ot1 L* est une résolution projective de M d’olt des isomor-
phismes :
Ext?(M,A) ~ HY(L'"),

ce qui donne la conclusion. C.Q.F.D.

2. Le théoréme de finitude

Théoréme 2.1, — Soient X un préschéma localement noethérien, Y partie fermée
de X et F un Ox-Module cohérent. Supposons que X soit localement immergeable dans
un préschéma régulier’™) . Soit i € Z. Supposons que :

a) pourtoutt € U=X-Y, on a
H™AI(F,) =0,

(*) Cette condition peut se généraliser en ’hypothese d’existence localement sur X, d’un « complexe
dualisant », au sens défini dans R. Hartshorne, Residues and duality (cité dans la note (*) de ’'Exp. IV
p. 46).

(UN.D.E. : pour un énoncé analogue, mais dans une situation un peu plus générale, voir Mme
Raynaud (Raynaud M., « Théorémes de Lefschetz en cohomologie des faisceaux cohérents et en
cohomologie étale. Application au groupe fondamental », Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 7 (1974),
p. 29-52, proposition I1.2.1).
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ot Uon a posé? :
(2.1) c(x) = codim({z} NY, {z}).

Alors :
b) HY (F) est cohérent.

Corollaire 2.2%). — Sous les hypothéses du théoréme précédent, la condition a) est
équivalente a :

c) pour tout x € U tel que c(x) =1, on a H'(F,) = 0.

Corollaire 2.3 — Soient X un préschéma localement noethérien et localement immer-
geable dans un préschéma régulier, Y une partie fermée de X, F un Ox-Module co-
hérent, n un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout x € U, on a prof Fy, > n —¢(x) ;

(ii) pour tout x € U tel que c(x) =1, on a prof F, > n;
(iii) pour tout i € Z, HY (F) est cohérent si i < n.
(iv) R"i.(Fu) est cohérent pouri <n ).

Supposons ces résultats acquis lorsque X est le spectre d’'un anneau noethérien
régulier A et lorsque F est le faisceau associé & un A-module de dimension projective
finie.

Remarquons d’abord que, si (X;);es est un recouvrement ouvert de X par des ou- 90
verts immergeables dans un schéma régulier, chacune des conditions ci-dessus est équi-
valente & la conjonction des conditions analogues obtenues en remplagant X par X;,

Y par Y; = YN X; et F par Fix,. En effet, seules les conditions faisant intervenir
c(x) peuvent faire une difficulté. Soit = € U. Si z € X;, posons

¢j(z) = codim(X; N {z} NY,X; N {z}),

on a nécessairement c¢;(x) > c(x). Soit y € {x} N'Y, qui «donne la codimension »,

i.e. tel que ¢(z) = dim ﬁmﬂ, soit X; un ouvert du recouvrement tel que y € X, alors

z € X, donc ¢;j(x) = ¢(x), ce qui permet de conclure que a) pour les X, entraine a)

(IN.D.E. : comme dans I'exposé V, H*(F;) désigne la cohomologie locale Hy , (Fz).

(BIN.D.E. : stricto sensu, c’est un corollaire de la preuve qui suit et non de I’énoncé. L’implication
c) = a) est tautologique. L’autre sens ne 'est pas, mais résulte de la preuve. Précisons. Comme plus
bas, on recouvre X par des ouverts immergeables dans des schémas réguliers, ce qui permet comme
expliqué plus-bas de se ramener & X = Spec(A) affine régulier et F = M ot M est un A-module
de dimension projective finie. Il est montré dans ce cas que les conditions a) et c) équivalent aux
conditions duales a’) et ¢’). On montre alors que c’) entraine la question d) (voir infra) qui elle-méme
entraine a’). Voir les considérations suivant 2.4.

(4N.D.E. : cette condition n’était que dans le corps dans la preuve mais pas dans I'énoncé du

corollaire ; comme elle sert en 3, on I’a ajoutée.
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pour X. A ce stade, on a seulement une réciproque partielle, & savoir que a) pour X
entraine a) pour les X; tels que ¢(z) = ¢;(z), ce qui suffit pour notre propos. (?)

On choisit un recouvrement de X par des ouverts immergeables dans un préschéma
régulier. Appliquant ce qui précede, on voit qu’on peut supposer X fermé dans un X’
régulier. La réduction & X’ est alors immédiate.

On peut donc supposer X régulier, et méme affine en recouvrant X par des ouverts
affines. Que l’on puisse supposer que F = I\N/[7 ou M est de dimension projective finie
résultera du lemme suivant :

Lemme 2.4 — Soit X un préschéma noethérien régulier. Soit F un Ox-Module cohé-
rent. La fonction qui d tout x € X associe la dimension projective de F, est bornée
supérieurement.

Soit en effet € X et soit U un voisinage ouvert affine de x. Soit L* une résolution
projective du module F(U), ot les L’ sont de type fini. Par hypothese, 'anneau Ox
est régulier, donc la dimension projective de F,, est finie; soit d cet entier. Soit

K = ker(L™% — L™%F1).

Le module K, est libre, car d est la dimension projective de F, ([M], Ch. VL
Prop. 2.1). D’apres (EGA 0y 5.4.1 Errata), on en déduit que le &y-Module K est
libre sur un voisinage U’ de z, U’ C U. Choisissant f € Ox(U) tel que z € D(f) C U/,
on a donc une résolution projective de My (M = F(U)) :

0— Ky — (L) — - — My — 0,

ce qui prouve que la fonction étudiée est semi-continue supérieurement. Or X est
quasi-compact, d’ot1 la conclusion.

Nous supposons désormais X affine noethérien régulier et nous supposons que
F = 1\71, ou M est un A-module de type fini, nécessairement de dimension projec-
tive finie. Nous procéderons en plusieurs étapes. Tout d’abord, nous trouvons une
condition d), équivalente & a), et prouvons qu’elle équivaut également & c). Puis, a
laide de la suite spectrale du numéro précédent, nous prouvons d) = b). Il reste
alors & prouver que (iii) = (ii) ; en effet, (i) < (ii) = (iii) résulte immédiatement de
a) & c) = b).

Soit « € U, par hypothese Ox , est un anneau local régulier; en désignant par D
le foncteur dualisant relatif & 'anneau local Ox 5, il résulte de (V 2.1) que :

D Hi—<®) (F,) ~ Extiiﬁ(;)m_i(Fma Ox 2),

(5))N.D.E. : en fait, a) pour X entraine a) pour tous les X; comme affirmé dans le texte original,
mais il faut pour cela lire la preuve qui suit en détail. Cette implication ne semble pas formelle a ce
stade. Notons en effet par un indice J les conjonctions d’une propriété a), b) ou c¢) pour les X;. 11
est démontré dans la preuve infra c¢y) = ajy) (c’est la suite d’implications ¢’) = d) = a’)). Or, on a
tautologiquement a) = c), et ¢) < cj), d’out a) = aj).
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ou l'on a posé

(2.2) d(z) = dim Ox , + c(z) = dim Ox , + codim({z} N'Y, {z}).
Or X est noethérien et F cohérent, donc :

(2.3) DH(F,) ~ (Extyr) ' (F, 0x))-

De plus, pour qu'un module soit nul, il faut et il suffit que son dual le soit (cf. la note
de I'éditeur (4) de la page 54). Pour tout ¢ € Z, posons :

S, = Supp Ext}, (F, Ox),
(2.4) S, =S,NU, (U=X-Y),
Zqg=8S,NY.
De la formule (2.3), il résulte que a) et c¢) sont respectivement équivalentes a
a’) pour tout g € Z et tout x € Sj, on a q + i # d(x).
c') pour tout q € Z et tout x € Sf, si ¢(x) =1, on a ¢ + i # d(z).
Voici la condition d) promise plus haut :
d) pour tout ¢ € Z et tout y € Z,, on a ¢+ i # dim Ox .
Ces conditions sont équivalentes :

a’) = ¢’) pour mémoire.

d) = a’). En effet, soit ¢ € Z et soit x € S| ; soit y € {2z} NY qui'® «donne la

codimension », i.e. tel que :

(2.5) dim Oy = codim({z} NY, {z}) = ¢(x).
Du fait que X est régulier en y, on déduit :

(2.6) dim Ox , = d(z) (cf. (2.2)).

Mais y € {2}, donc y € Z,, d’ot la conclusion.
') = d). Soit q € Z et soit y € Z,. Admettons provisoirement qu'’il existe x € Sy

tel que :

yemet dlmﬁmy: 1 ;
(on dit aussi que @ suit y). Il en résulte que c(z) = 1, car y « donne la codimension
de {x} NY dans {z} », puisque x € Y. D’apres ¢’) on en tire

q+i#d(z).

D’ou la conclusion, si l'on remarque que d(z) = dim Ox, (2.6). Le résultat admis
s’exprime dans le lemme suivant :

(6)N.D.E. : dans tout ce qui suit, les adhérences de points sont munies de la structure réduite.
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Lemme 2.5 — Soit X un préschéma localement noethérien et soit Y une partie fermée
de X. Posons U =X —Y et supposons que U est dense dans X. Pour tout y € Y, 1l
eriste © € U « qui le suit », i.e. tel que :

y € {x} et dim Oy, =1

Nous avons appliqué le lemme en prenant pour X le préschéma STJ et pour Y la
partie Y N STI.

Démonstration de 2.5. — 1l existe z € U tel que y € m; choisissons donc un x € U
tel que y € m et tel que dim ﬁmw = r soit minimal. Il faut prouver que r = 1.
Puisque 'on a choisi z de telle sorte que tout z € Spec(ﬁm,y)7 z # x, soit dans Y,
{z} est ouvert dans Spec(ﬁmﬁy). D’ot la conclusion.

La deuziéme étape consiste a déduire b) de d).
Posons D(Z,) = {dim Ox 4 | y € Z,}. D’aprés d), on sait que, pour tout ¢ € Z, on a
q+1 ¢ D(Z,). On applique alors VIL.2.3, et Pon voit que

Ext% (Ext(F, Ox), Ox) est cohérent.
Le terme initial de la suite spectrale du numéro précédent est donné par :
EZQ)’q = M@(qu(]?’ ﬁX)v ﬁX)

On en déduit que EL'? est cohérent pour tout p € Z et tout ¢ € Z tels que p+q = i. Or
il n’y a qu’un nombre fini de couples (p, q) tels que p 4+ ¢ = i, et cette suite spectrale
converge vers H3 (F), d’olt la conclusion.

Il nous reste a prowver que (iii) = (ii). Notons :

i: U —X

I'immersion canonique de U dans X. Compte tenu de la suite exacte d’homologie du
fermé Y (I 2.11) on voit que (iil) équivaut d :

(iv) R*4.(Fy) est cohérent pour i < n.
En effet, on a une suite exacte :

0 — HY(F) — F — i.(Fjy) — HY(F) — 0.

Or HY (F) est un sous-faisceau quasi-cohérent de F qui est cohérent, donc est cohérent.
Donc Hy, (F) est cohérent si et seulement si i+ (F|u) lest. Par ailleurs, si p > 0, la suite
exacte de cohomologie du fermé Y se réduit a des isomorphismes :

R i.(Fjy) = HYH(F).

Nous allons démontrer que (iv) = (ii). Pour cela, rappelons (ii) :
(ii) pour tout x € U tel que ¢(z) = 1, on a prof F,, > n.
Raisonnons par récurrence sur n.

Si n =0, les deux conditions sont vides.
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Si n = 1, on suppose que i, (F|y) est cohérent. Raisonnons par I’absurde et suppo-
sons qu'il existe € U tel que ¢(x) = 1 et prof F,, = 0, i.e. z € AssF,. Soit y € {2}NY
tel que dim ﬁm;y = 1. Posons :

A = 0, et X' = Spec(A).

Effectuons le changement de base v: X’ — X, qui est plat.

/

U =X xxU—Y 57U
(2.7) il JZ
X' L X.

Le morphisme i est séparé (car c’est une immersion), et de type fini (car c’est une
immersion ouverte et X est localement noethérien), le changement de base est plat
donc (EGAIII 1.4.15) on a un isomorphisme :

(28) 0 (1 (Fju)) ~ (0 (Fo)).

Notons z (resp. y) 'idéal de A correspondant & z (resp. y).

Posons G = v"*(F|y); G est cohérent et & € AssG, donc il existe un monomor-
phisme ﬁm — G, et par suite i;(ﬁ’mw) est cohérent. D’aprés le choix de y,
dimA/z = 1, et par suite le support de ﬁm est réduit a {z} = {z} U {y}, car

{z} = Spec(A/z) en tant que schéma. Il en résulte que
(o) (U) = Frac(A /),
anneau des fractions de A/z, et
(Og0)(X') = Frac(A /a).

Mais Frac(A/z) n’est pas un A-module de type fini car g est différent de l'idéal
maximal de A. D’ott une contradiction.

Supposons n > 1 et le résultat acquis pour les n’ < n. Par ’hypothese de récurrence,
pour tout * € U tel que ¢(x) = 1, on a ¢ AssF,. Soit un tel z, et soit y €
@ NY tel que = suive y, i.e. dim ﬁm,y = 1. On effectue le changement de base
v: Spec(Ox,) — X en conservant les notations du diagramme (2.7). On trouve, en
appliquant (EGA I1T 1.4.15), des isomorphismes :

v*(RPi.(Fy)) ~ RP i, (v (Flv)), p € Z.

On se rameéne ainsi au cas ot X est le spectre d’un anneau local A dans lequel x
est un idéal premier de dimension 1, i.e. dim A/z = 1. Posons alors F' = ['y(F) et
I’ =F/F.

On voit que F,, ~ F” et que y ¢ AssF”. Par ailleurs F"U = 0 d’ou, par la suite exacte
des R? i, des isomorphismes :

RP Z*(F\U) ~ R? i*(F//|U)a JAS Z.
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Puisque n > 1, on en déduit que ni = ni y n’appartiennent 4 AssF”. Or, z,y sont les
seuls idéaux premiers de A qui contiennent z; il en résulte (IIT 2.1) qu’il existe un
élément g € z qui est M-régulier, ot 'on a posé F = M, M = F(X). D’ol1 une suite

exacte :
/

00— M 9, M—N-—0,
dans laquelle ¢’ désigne ’homothétie de rapport g dans M. Par la suite exacte d’ho-
mologie, on voit que :
R”i,(Njy) est cohérent pour p <n —1,
donc, par 'hypothese de récurrence, prof(N), > n — 1, donc prof F, > n, C.Q.F.D.

3. Applications

On déduit de ces résultats une condition de cohérence pour les images directes
supérieures d’un faisceau cohérent par un morphisme qui n’est pas propre.

Théoréme 3.1— Soit f: X — Y un morphisme de préschémas. Supposons que Y
est localement noethérien et que f est propre. Supposons que X soit locale-
ment immergeable dans un préschéma régulier. Soit n € Z. Soit U un ou-
vert de X et soit F un Oy-Module cohérent. Supposons que, pour tout v € U
tel que codim({z} N (X —U),{z})=1, on ait prof F, > n. Alors les Oy-Modules
RP(f o g)«(F) sont cohérents pour p < n, ou g est l'immersion canonique de U dans X.

En effet, il existe une suite spectrale de Leray dont ’aboutissement est R*(fog).(F)
et dont le terme initial est donné par :

ERY = RP . (R? g, (F)).

Par ailleurs, il existe un &x-Module cohérent G tel que Gy ~ F, (EGAT 9.4.3). 1l
résulte alors du paragraphe précédent que la condition (iv) de la page 74 est vérifiée,
i.e. que R? g,(Gju) est cohérent pour ¢ < n. On applique alors le théoreme de finitude
de EGATII 3.2.1 & f et aux faisceaux R? ¢, (F), et on trouve que EY'? est cohérent
pour g < n, d’ou la conclusion.

Proposition 3.2 — Soit X un préschéma localement noethérien et localement immer-
geable dans un préschéma régulier. Soit U un ouvert de X et soit i: U — X ["im-
mersion canonique. Soit n € Z. Soit enfin F un Oy-Module cohérent et de Cohen-
Macaulay (sur U!). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) RPi.(F) est cohérent pour p <mn;

(b) pour toute composante irréductible S’ de l’adhérence S du supportS de F, on a :

codim(S' N (X —U),S’) > n.

Soit G un Ox-Module cohérent tel que Gy ~ F (EGAT 9.4.3). Appliquant le
corollaire 2.3 & G, on trouve que la condition (a) équivaut & (c) :
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(c) pour tout = € S, on a prof F, > n — ¢(z), avec
c(x) = codim({z} NY, {z}).

(a) = (b). En effet, soit S’ une composante irréductible de S et soit s son point
générique. Puisque F est de Cohen-Macaulay, on a prof F; = dim Og ; = 0. De plus,
{s} =5', d’ou la conclusion.

(b) = (a). Soit & € S et soit S’ une composante irréductible de S telle que = € S'.
Soit s le point générique de S’. Puisque F est de Cohen-Macaulay, on sait que :

prof F, = dim 0

{sha
Si ¢(x) = 400, il n’y a rien & démontrer. Sinon, il existe y € Y N {z}, tel que : 98
Or Ox,, est quotient d’un anneau local régulier par hypothese, donc :
dim ﬁg’y = dim ﬁgw —+ dim ﬁmﬂ/ >n.

C.Q.F.D.
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EXPOSE IX

GEOMETRIE ALGEBRIQUE ET
GEOMETRIE FORMELLE

Le but de cet exposé est de généraliser au cas d’'un morphisme qui n’est pas propre 99
les théoremes 3.4.2 et 4.1.5 de EGA III.

1. Le théoréme de comparaison

Soit f: X — X’ un morphisme de préschémas, séparé et de type fini. Supposons que
X’ soit localement noethérien. Soit Y’ une partie fermée de X’ et soit Y = f~1(Y’).
Soient X et X' les complétés formels de X et de X’ le long de Y et de Y’. Soit fle
morphisme déduit de f par passage aux complétés.

J

XY I ——X
4 1 1
X —Y' ; T —ax

On désigne par j (resp. i) Phomomorphisme de X dans X (resp. de X’ dans X’).
On sait que i et j sont plats.

Soit #’ un idéal de définition de Y’ et soit # = f*(#’).0x, c’est un idéal de
définition de Y. On a donc :

(12) 5{7 = (Y/’ lin ﬁ’xl/j/kJrl)7 X _ (Y, m ﬁX//kJrl)'
keN keN

Pour tout k € N, posons :

(1.3) L= (Y, O0x /I, Y = (Y, 0x/) 7.

Soit F un Ox-Module cohérent. Pour tout k € N, on pose :
(1.4) Fp=F/ #*'F,  F=j"(F)~LnF;.

Si I'on pose : 100
(15) R'S.(F)" = lm (R'[.(F) 90, Ov,). i€ Z.

keN
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on a un homomorphisme naturel :
(1.6) ri 2 i (RUf(F)) — RIS (F)N,

qui est un isomorphisme lorsque R'f,(F) est cohérent.
Ainsi qu’il est expliqué dans EGAIII 4.1.1, on a un diagramme commutatif :

i* (R [.(F)) ———— RI. (F)
(1) & [
R f(F)" — lim, R (F)-

Dans loc. cit. on trouve un diagramme commutatif, car on sait que Rf.(F) est
cohérent, et 'on identifie la source et le but de (1.6). Dans notre cas, R f,(F) ne sera
cohérent que pour certaines valeurs de i, pour lesquelles on étudiera (1.7).

Considérons I'anneau gradué
(1.8) S =@ I

keN
et le ./-Module gradué :
(1.9) A= @ R[(JF), i€Z,
kEN
dont la structure de .’~-Module est définie comme suit.

Le faisceau R’ f..(_# kF) est associé au préfaisceau qui, & tout ouvert affine U’ de X',

associe :

(1.10) H(f~(U), £FF -1 ur))-
Soit donc U’ un ouvert affine de X', posons
U= f_l(Ul)a

et soit 2/ € '™ (U’). Soit x I'image de 2’ dans _#™(U). L’homothétie de rapport =
dans F|y applique /kF|U dans /k+mF|U, d’ou, par fonctorialité, un morphisme :
(1.11) 1o 1 (U) s H(U, #*Fu) — H'(U, #M7Fy),

défini pour tout 7 € Z et tout kK € N, qui donne, par passage au faisceau associé, la
structure de ./-Module gradué de 7.

Théoréme 1.1 — Soit n un entier. Supposons que le .¥-Module gradué F° soit de
type fini pouri=n—1 eti=mn, alors :
(0) ry et rp_1 sont des isomorphismes et sz*(l?‘) est cohérent pouri=mn—1;
(1) pouri=mn—1, p;, @; et h; sont des isomorphismes topologiques (en particulier
la filtration définie sur R"~! f.(F) par les noyaux des homomorphismes
(1.12) R f,(F) — R" 1 f.(F)

est I -bonne) ;
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(2) pour i = n, p;, w; et ¥; sont des monomorphismes, de plus la filtration sur
R™f.(F) est S’ -bonne et 1, est un isomorphisme ;

(3) Le systéme projectif des R f.(Fy) vérifie, pour i =n —2,n — 1, la condition de 102
Mittag-Leffler uniforme, i.e. il existe un entier k > 0 fixe tel que, pour tout p > 0 et
tout p’ > p+k, on ait :

m[Rif*(Fp’) - Rif*(Fp)] = Im[Rif*(FpHc) - Rif*(Fp)]-

En procédant comme dans EGAIII 4.1.8, il est facile de se ramener au cas ot X’
est le spectre d’un anneau noethérien A. Dans ce cas, on sait que

(1.13) Rif.(F) = H(X,F) (cf. 1.10).
Soit I I'idéal de A tel que I = .#' et soit
(1.14) S= @ I*,
keN
(1.15) H = @ H (X, £FF), icZ,
keEN

ol H est muni de la structure de S-module gradué définie par 1.11, o1 I'on a pris
U=X.

La démonstration est calquée sur celle de EGA I1T 4.1.5, donnons un résumé.

On travaille sur ¢; et ¥;, auxquels correspondent des homomorphismes de modules :

Hi(X,
(1.16) l

HY (X, F)N AN lim H'(X,

F)

(a) On suppose seulement que H' est un S-module gradué de type fini. On en déduit 103
que la filtration définie sur H (X, F) par les modules :

(1.17) R} = ker(H (X, F) — H (X, Fy))

est I-bonne. On utilise pour cela la suite exacte de cohomologie :

(1.18) HY(X, #*1F) — HY(X,F) — H (X, F}),

qui prouve que le S-module gradué @, R} est quotient du sous-S-module gradué

@ H’L (X, /k-‘rlF)

kEN
de H, donc est de type fini, car S est noethérien. D’ot1 ce premier point.

Posons :

(1.19) M! =HY(X,F), Hi =H(X,Fy).
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On a un diagramme commutatif :
; Si iR
Hi(X,F)" —— lim (M/R})
1.20 .
(1.20) T 13
fim, Hy,

dans lequel s; est un isomorphisme ; en effet la filtration de H*(X, F) est I-bonne. De
plus t; est un monomorphisme ; en effet le foncteur lln est exact a gauche, et, pour
tout k > 0, le morphisme naturel M*/ RL — H}c est un monomorphisme, par définition

de R%.

Pour étudier la surjectivité de t; on introduit :
(1.21) Q! = coker(H (X, F) — H'(X,Fy)),
d’oll un systeme projectif de suites exactes :
(1.22) 0 — R — M’ — Hj — Qi — 0.
En utilisant la suite exacte de cohomologie :
(1.23) H'(X,F) — H(X,F}) — H(X, #FFF),
on voit que le S-module gradué
(1.24) Q=@ Q

kEN

est un sous-S-module gradué de H*!. De plus, pour tout k£ > 0, on a :
(1.25) IFF1Qi =0

car Qi est Pimage de Hi.

(b) On suppose seulement que H*! est de type fini et I'on s’intéresse a t; (en
oubliant s;). Puisque S est noethérien, Q° est de type fini; comme I’“‘leC est nul, on
trouve qu’il existe un entier » > 0 et un entier kg > 0 tels que

(1.26) I"QiL =0 pour k > k.

Il en résulte que le systéme projectif (Q};)keN est essentiellement nul, donc que le
systeme projectif (H)ren vérifie la condition de Mittag-Leffler uniforme. De la suite
exacte (1.22) on déduit la suite exacte

(1.27) 0 — M‘/Rj, — H}, — Q}, — 0,
d’ou la suite exacte :
. ipi i g i i

Or le systéme projectif (Qfg) reN est essentiellement nul, donc ¢; est un isomorphisme.
(c) Prouvons que, si H® est de type fini, v; est un isomorphisme. Il suffit d’appliquer
EGA Oyy1 13.3.1 en prenant pour base d’ouverts de X les ouverts affines. Ceci est licite ;
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en effet, d’apres (b), le systéme projectif (H?l)keN vérifie la condition de Mittag-
Leffler.
Le théoreme résulte formellement de (a), (b) et (¢). On remarquera qu’en fait la
démonstration n’utilise, & chaque pas, la finitude de H? que pour une seule valeur de i.
Donnons quelques exemples ou 'hypothese du théoreme 1.1 est vérifiée.

Corollaire 1.2 — Supposons que ¥’ soit engendré par une section t' de Ox/, et no-
tons t la section correspondante de Ox. Soit F un Ox-module cohérent et soit n un
entier.

Supposons que :

(i) t soit F-régulier (i.e. ’lhomothétie de rapport t dans F est un monomorphisme).

(ii) Rif.(F) soit cohérent pouri=n—1 eti=n.

Alors Uhypothése du théoréme 1.1 est vérifiée.

En effet, on remarque que la multiplication par t* définit un isomorphisme F —
_J*F et on en déduit que
(1.29) A" ~R'f.(F) ®o,, Ox/[T],
ou T est une indéterminée. D’ou1 la conclusion.

Corollaire 1.3"). — Supposons que X' = Spec(A), ot A est un anneau noethérien
séparé et complet pour la topologie I-adique. Supposons que le S-module H' soit de
type fini pour i =n—1 et i =n. (c¢f. 1.14 et 1.15). Alors les hypothéses du théoréme
1.1 sont vérifiées et on trouve un diagramme commutatif d’isomorphismes :

, p; P
Hi(X, F) Hi(X, F)
(1.1) \ /
@5 _ ¥
lim, HY(X,Fyg) pouri=mn — 1.

(UN.D.E. : dans la méme veine, voir I'article de Chow, (Chow W.-L., « Formal functions on homo-
geneous spaces », Invent. Math. 86 (1986), n° 1, p. 115-130). L’auteur prouve le résultat suivant.
Soit X une variété algébrique sur un corps, homogeéne sous un groupe algébrique G et soit Z une
sous-variété compléte de X de dimension > 0. On suppose que Z engendre X au sens suivant : étant
donné p € Z, soit I'p, ’ensemble des éléments de G envoyant p dans Z. On dit alors que Z engendre si
le groupe engendré par la composante connexe de 1 de I', est G tout entier. Dans ce cas, toute fonc-
tion rationnelle formelle de X le long de Z est algébrique; & comparer avec les résultats d’Hironaka
et Matsumura cités note de I’éditeur (3) page 138. Dans la ligne des techniques introduites par ces
auteurs, signalons le tres joli résultat d’algébrisation di & Gieseker (Gieseker D., « On two theorems
of Griffiths about embeddings with ample normal bundle », Amer. J. Math. 99 (1977), n® 6, p. 1137—
1150, théoremes 4.1 et 4.2). Soit X une variété projective connexe de dimension > 0 localement
d’intersection compléte (sur un corps algébriquement clos). On suppose qu’on a deux plongements
de X dans des variétés projectives lisses Y, W. Alors, si les complétés formels de X dans Y et W
sont équivalents, il existe un schéma U contenant X (comme sous-schéma fermé) qui se plonge dans
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On note simplement que H(X, F) est de type fini donc isomorphe & son complété.
On obtient (1.1) en transcrivant dans la catégorie des A-modules le diagramme de
Modules (1.7), et en remplagant la verticale de gauche par H (X, F).

Proposition 1.4 — Soit A un anneau noethérien. Soit t € A et supposons que A est
séparé et complet pour la topologie (tA)-adique. Posons :

(1.31) X' =Spec(A), Y =V(t), I=(tA).
Soit T une partie fermée de X', posons
(1.32) X=X'-T, Y=YnNX=Y-('NnT).
Soit F un Ox-Module cohérent. Soit enfin
(1.33) T = {z € X' | codim({Z} N T, {Z}) = 1}.
Supposons que :

a) t soit F-régulier,

b) prof.(F) > n+1,

c) A soit quotient d’un anneau noethérien régulier.

Alors, dans le diagramme (1.1), les morphismes p}, ¢, et 1; sont des isomorphismes
pour i < n et des monomorphismes pour i = n. De plus 1, est un isomorphisme.

En vertu de 1.3 et 1.2, il suffit de prouver que R’f,(F) est cohérent pour i < n, ce
qui résulte du théoreme de finitude 2.1.
En particulier :

Exemple 1.5 — On appliquera 1.4 lorsque A est un anneau local et que t appartient
au radical t(A) de A. On prendra alors T = {v(A)}. Dans ce cas, pour n = 1 on
trouve 1’énoncé suivant :

Si A noethérien est séparé et complet pour la topologie t-adique et quotient d’un
anneau régulier (par exemple si A est complet), si de plus t est F-régulier et si
prof F,, > 2 pour tout x € Spec(A) tel que dimA/x = 1, alors ’homomorphisme
naturel

I'(X,F) —I'X,F)
est un isomorphisme.
En effet, conservant les notations de 1.4, on a T = {t(A)} et la formule (1.33) dit
que
T' = {z € Spec(A) | dim A/z = 1}.

Y et W comme voisinage étale de X dans Y et W Autrement dit, formellement équivalent entraine
étale-équivalent. Voir aussi article de Faltings (Faltings G., « Formale Geometrie and homogene
Raiime », Invent. Math. 64 (1981), p. 123-165).
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2. Théoréme d’existence

Enongons d’abord EGA IIT 3.4.2 sous une forme un peu plus générale.

Soit f : X — X’ un morphisme adique'*) de préschémas formels, avec X’ noethérien.
Soit .#’ un idéal de définition de X’; puisque f est adique, f*.#' = ¢ est'®) un idéal
de définition de X.

Pour tout n € N, posons

(2.1) Xn = (X,0x/ "),

c’est un préschéma ordinaire qui a méme espace topologique sous-jacent que X.
Soit § un Ox-Module cohérent. Pour tout k € N, les O, -Modules

(2.2) Fr =3/ /"%

sont cohérents. Pour tout ¢, on a un homomorphisme

(2.3) i RUL(F) — lmRIf. (F),
k

déduit par fonctorialité de I’homomorphisme naturel :

(2.4) § — F..
Posons
(2.5) S=gr, Ox =@ 75",
keN

(2.6) gr z(§) = ngI S8 7S,

(27) K'=R'f(er s (3) = @ RLLIHS/ 75,
€
Il est clair que K* est muni d’une structure de S-Module gradué.

Théoréme 2.1— Supposons que K' soit un S-Module gradué de type fini pour i =
n—1,1i=n,1=n+1, alors :

(i) R™f«(8) est cohérent.

(ii) L’homomorphisme 1, (2.3) est un isomorphisme topologique. La filtration na-
turelle du deuziéme membre de (2.3) est &' -bonne.

(iil) Le systéme projectif des R™ f.(Fy) vérifie la condition de Mittag-Leffler uni-
forme.

La démonstration est tres facile a partir de EGA 0y1113.7.7 (cf. EGAIIT 3.4.2), a
condition de rectifier le texte page 78 comme indiqué dans (EGA IIT 2, Erry124).

(*) Cette hypothese n’est pas essentielle, cf. XII, p. 118.

(IN.D.E. : par définition méme, cf. EGAT 10.12.1.
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Théoréme 2.2). — Soit A un anneau adique noethérien et soit I un idéal de définition
de A. Soit T une partie fermée de X' = Spec(A). Supposons que I soit engendré par
un t € A. Reprenons les notations 1.31, 1.32 et 1.33. Soit § un O%-Module cohérent.
Posons

(2.1) Fo=3/73,
ou J = tO% est un idéal de définition de X. Supposons que A soit quotient d’un
anneau noethérien régulier et que :
(1) t soit F-régulier,
(2) profp Fog = 2.
Alors il existe un Ox-Module cohérent F tel que F~ 3.

Il suffit de prouver que ﬁ(g) est un Og-Module cohérent, ot f: X — X est le
morphisme de préschémas formels déduit de 'injection de X dans X’ par complétion
par rapport a t. En effet, A est séparé et complet pour la topologie t-adique, il existera
donc un A-module F/ dont le complété sera isomorphe & f, (F). Puisque X est un ouvert
de X’, on pourra prendre F = 1*:’|X.

Il reste & montrer que 2.1 est applicable au morphisme de préschémas formels fet
a §. Or, d’apres ’hypothese (1), pour tout & € N on a un isomorphisme :

I IE —F) ST
d’ou il résulte que I'hypothese de 2.1 sera vérifiée si ’on sait que
R f, (Fo) est cohérent pour ¢ < 1.

Or ceci résulte de (2) et du théoreme de finitude 2.1. D’ott la conclusion.
Il reste a spécialiser cet énoncé en supposant que A est un anneau local.

Corollaire 2.3 — Soit A un anneau local noethérien et soit t € t(A), un élément du
radical de A. Supposons que A est séparé et complet pour la topologie t-adique, et,
de plus, quotient d’un anneau régulier (par exemple, supposons que A soit un anneau
local noethérien complet). Posons

(2.9) X' = SpecA, T ={x(A)},

(3)N.D.E. : de nombreux énoncés d’algébrisation on été obtenus depuis, sans parler de ceux cités plus
bas, cf. les articles de Faltings ou de Mme Raynaud cités note de ’éditeur (22) p. 155 et (7) p. 203
respectivement. On pense notamment aux résultats d’Artin (voir notamment Artin M., « Algebrai-
zation of formal moduli. I », in Global Analysis (Papers in Honor of K. Kodaira), Univ. Tokyo Press,
Tokyo, 1969, p. 21-71), mais aussi aux résultats récents d’algébricité de feuilles de feuilletages; voir
notamment Bost J.-B., « Algebraic leaves of algebraic foliations over number fields », Publ. Math.
Inst. Hautes Etudes Sci. 93 (2001), p.161-221 et Chambert-Loir A. « Théorémes d’algébricité en
géométrie diophantienne (d’apres J.-B. Bost, Y. André, D. & G. Chudnovsky) », in Séminaire Bour-
baki, Vol. 2000/2001, Astérisque , vol. 282, Société mathématique de France, Paris, 2002, Exp. 886,
p- 175-209 et les références citées. En particulier, on trouvera dans ces deux articles des discussions
sur le lien entre les questions d’algébrisation et la théorie de I’approximation diophantienne.
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et reprenons les notations (1.31), (1.32) et (1.33). Soit § un Og-Module. Supposons
que :

(1) t soit F-régulier,

(2) profr, Fo > 2, avec Fo =/ 7§ et J =10%.

Alors il existe un Ox-Module cohérent F tel que F~ 5.

Remarquons qu’ici T’ est ’ensemble des idéaux premiers p de A tels que
dimA/p = 1.






EXPOSE X

APPLICATION AU GROUPE FONDAMENTAL

Dans tout cet exposé, on désignera par X un préschéma localement noethérien,
par Y une partie fermée de X, par U un voisinage ouvert variable de Y dans X et
par X le complété formel de X le long de Y (EGA I 10.8). Pour tout préschéma Z, on
désignera par Et(Z) la catégorie des revétements étales de Z, et par L(Z) la catégorie
des Modules cohérents localement libres sur Z.

~

1. Comparaison de Et(X) et de Et(Y)

Soit .# un idéal de définition de Y dans X. Posons, pour tout n € N, Y, =
(Y, (O0x/F" 1) 1y). Les Y,, forment un systéme inductif de préschémas usuels, ou
aussi de préschémas formels, en munissant les faisceaux structuraux de la topologie
discrete. On sait (EGAT 10.6.2) que X est limite inductive, dans la catégorie des
préschémas formels, du systéme inductif des Y,,. On sait aussi (EGAT 10.13) que se
donner un )A(—préschéma formel de type fini R, c’est se donner un systeéme inductif
de Y,-préschémas usuels R,, de type fini, tels que Ry, ~ (Rnt1) X(v,.) (Y,). De
plus, pour que R soit un revétement étale de )’Z, il est nécessaire et suffisant que pour
tout n, R,, soit un revétement étale de Y,,. Ceci dit, il est facile de voir que les éléments
nilpotents ne comptent pas pour les revétements étales (SGA 1 8.3), c’est-a-dire que
le foncteur changement de base :

Et(Y,11) — Et(Y,)
est une équivalence de catégories pour tout n € N. Donc :

Proposition 1.1 — Awvec les notations introduites plus haut, le foncteur naturel

-~

Et(X) — Et(Y) est une équivalence de catégories (cf. SGA 1 8.4).

2. Comparaison de Et(Y) et Et(U), pour U variable

Nous allons introduire deux conditions desquelles le théoreme de comparaison an-
noncé résultera facilement. Soit X un préschéma localement noethérien et soit Y une
partie fermée de X. On dit que le couple (X,Y) vérifie la condition de Lefschetz,
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ce qu'on écrit Lef(X,Y), si, pour tout ouvert U de X contenant Y et tout faisceau
cohérent localement libre E sur U, I'homomorphisme naturel

I'(U,E) — I'X,E)

est un isomorphisme.

On dit que le couple (X,Y) vérifie la condition de Lefschetz effective, ce qu’on écrit
Leff(X,Y), si on a Lef(X,Y) et si de plus, pour tout faisceau cohérent localement
libre & sur )/i, il existe un voisinage ouvert U de Y et un faisceau cohérent localement
libre E sur U et un isomorphisme E~&.

Ces conditions sont vérifiées dans deux exemples importants :

Exemple 2.1Y). — Soit A un anneau noethérien et soit ¢ € v(A) un élément, A-régulier
appartenant au radical v(A) de A. Supposons que A soit quotient d’un anneau local
régulier et que A soit complet pour la topologie t-adique (par exemple A complet
pour la topologie t(A)-adique). Posons X’ = Spec(A) et Y = V(¢t), par ailleurs posons
r=t(A) et X=X —{z}, Y=Y — {z}. Donc X est ouvert dans X' et Y =X NY".
Alors :

(i) Si, pour tout idéal premier p de A tel que dimA/p = 1 (i.e. pour tout point
fermé de X) on a prof A, > 2, alors on a Lef(X,Y);

(ii) si de plus, pour tout idéal premier p de A tel quet € pet dimA/p =1 (i.e. pour
tout point fermé de Y), on a prof A, > 3, alors on a Leff(X,Y).

Montrons d’abord que pour tout voisinage ouvert U de Y dans X, le complémentaire
de U dans X est réunion d’un nombre fini de points fermés (dans X). Remarquons
que U ouvert dans X, donc dans X', donc Z' = X’ — U est fermé. Soit I un idéal de
définition de Z’; il suffit de prouver que A/I est de dimension 1. Or Z' NY' = {z}
donc A/(I+ (¢)) est artinien, d’ot la conclusion grace au « Hauptidealsatz ».

La premicére hypothése équivaut a : « pour tout idéal premier p de A, p # t(A), on a
prof A, > 3 — dim A/p ». En effet A est quotient d’un anneau régulier, on peut donc
appliquer VIII 2.3 au préschéma X', & la partie fermée {z} et au faisceau cohérent
Ox/, en observant que, ¢(p) = dim(A/p) pour p € U = X' — {z} (car = est le point
fermé de X').

Soit U un voisinage ouvert de Y dans X et E un Oy-module localement libre.
Posons Z = X — U et soit u: U — X I"immersion canonique. On va d’abord prouver
que u,(E) est un Ox-Module cohérent, ou, ce qui revient au méme, que Hj(E') est

(UN.D.E. : on peut légérement améliorer (i) : voir Mme Raynaud (Raynaud M., « Théorémes de
Lefschetz en cohomologie des faisceaux cohérents et en cohomologie étale. Application au groupe
fondamental », Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 7 (1974), p. 29-52, corollaires 1.1.4 et 1.5) ; la condition
(ii) peut étre améliorée pour se débarrasser des conditions de profondeur le long de Y (voir le théoréme
3.3 de loc. cit. pour un énoncé précis). La preuve de ce dernier point est trés technique, 1’article
ci-dessus ne donnant d’ailleurs que des indications de preuve, renvoyant & une version détaillée,
antérieure, parue au Bulletin de la Société mathématique de France
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cohérent pour ¢ = 0,1, ou E’ est un prolongement cohérent de E & X. Pour cela on
applique le théoreme VIII 2.1 au préschéma X, a la partie fermée Z et au faisceau
cohérent E’. 1l suffit de vérifier que pour tout point p € U tel que ¢(p) = 1, on a
prof B/, > 1, oli I'on a posé

¢(p) = codim({p} N Z, {p}).

Or si p € U et si ¢(p) = 1, notant p l'idéal de A correspondant & p, on voit que
dimA/p = 2, car le complémentaire de U est réunion d’un nombre fini de points
fermés et A est quotient d’'un anneau régulier. De plus, E est localement libre, donc,
pour tout p € SuppE, on a prof E, = prof &y ,. Enfin, si p € U et si ¢(p) =1, on a

prof B}, = prof E,, = prof Oy, = prof A, >3 -2 =1.
Il nous faut maintenant prouver que I’homomorphisme naturel
(1) I'(U,E) — I'X,E)

est un isomorphisme. Posant alors E = u,(E), on note que E est cohérent et de
profondeur > 2 en tous les points fermés de X. Il en résulte que R’ f, (E) est cohérent
pour i = 0,1, ot f: X — X’ désigne I'immersion canonique de X dans X’ = Spec(A)
(Exp. VIII). On applique alors (IX 1.5), et 'on conclut que

) I(U,E) — IX,E)

est un isomorphisme, car A est complet pour la topologie t-adique.
On a un diagramme commutatif :

I'(X,E) ————— I'(U,E)

>N
I'(X,E)
d’oti la conclusion.

Soit maintenant & un faisceau cohérent localement libre sur X. Si 'on a prouvé
que & est algébrisable, i.e. est isomorphe au complété formel d’un &x-Module cohé-
rent E, il est facile de voir que E est localement libre au voisinage de Y, donc de
prouver Leff(X,Y). Soit X’ le spectre formel de A pour la topologie t-adique, qui
s’identifie au complété formel de X’ le long de Y’. Désignons par f 'immersion cano-
nique de X dans X/, par f’ 'immersion canonique de Y dans Y’, et par fle morphisme
déduit par passage aux complétés. Pour que & soit algébrisable il suffit que f*(o@ ) soit
un Og-Module cohérent, car A Aest complet pour la topologie t-adique. Soit .% = t0%,
c’est un idéal de définition de X.

Pour tout n > 0, posons E,, = &/.#"T1&. En tout point fermé y € Y, la profondeur

de Eg est > 2; en effet ¢ est un élément A-régulier donc prof Oy, , = prof Ox ,—1 > 2.
On en conclut que f.(&) est cohérent (IX 2.3). C.Q.F.D.
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Exemple 2.2(Permettra de comparer le groupe fondamental d’une variété projective
et d’une section hyperplane)

Soit K un corps et soit X un K-préschéma propre. Soit .Z un &'x-Module inversible
ample. Soit ¢ € T'(X, %) un élément Ox-régulier, ce qui signifie que, pour tout ouvert U
et tout isomorphisme u: Zjy — Ou, u(t) est non diviseur de zéro dans Oy (condition
qui ne dépend pas de u). Soit Y = V(t) le sous-schéma de X d’équation t = 0.(?)
Alors :

(i) Si, pour tout point « fermé dans X, on a prof Ox , > 2, on a Lef(X,Y);
(ii) si de plus, pour tout point fermé y € Y, on a prof Ox , > 3, on a Leff (X, Y).

Cet exemple sera traité en détail dans Exp. XII.

Soit S un préschéma, on sait (EGAII 6.1.2) que le foncteur qui, a tout revétement
fini et plat r: R — S, associe la Ox-Algebre r.(Og), induit une équivalence entre la
catégorie des revétements finis et plats de S et la catégorie des Ox-Algebres cohérentes
et localement libres. Soit U un voisinage ouvert de Y, et soit r: R — U un revétement
fini et plat de U. Soit R le revétement fini et plat de X qui s’en déduit par changement
de base. On a 7. (0g) ~ r*/(ﬁ\R).

Supposons alors Lef(X,Y). Ceci entraine que, pour tout U, le foncteur image in-
verse :

L(U) — L(X)
est pleinement fidéle. En effet, soient E et F deux &y-Modules cohérents localement
libres ; Hom(E, F) est aussi cohérent et localement libre ; Hom(E, F) est aussi cohérent
et localement libre. Par hypothese, 'application naturelle

I'y (Hom(E, F)) — T'g (Hom(E, F))
est un isomorphisme, d’ou la conclusion, car Hom commute au ~ puisque tout est
localement libre. Or le © commute au produit tensoriel, on en déduit que le foncteur
qui & toute Oy-Algebre cohérente et localement libre &7 associe la Og-Algebre 42?7
est pleinement fidele. Mieux, si E est un 0y-Module cohérent localement libre, il y a
correspondance biunivoque entre les structures de 0g-Algebre commutative sur E.

Proposition 2.3 — Soit X un préschéma localement noethérien et soit Y une partie
fermée de X. Soit X le complété formel de X le long de Y. Pour tout ouvert U de X,
U DY, désignons par Ly (resp. Py, resp. Ev) le foncteur qui a tout Oy-Module cohé-
rent localement libre (resp. d tout revétement fini et plat de U, resp. a tout revétement
étale de U) associe son image inverse par X - X.

(i) Si on a Lef(X,Y), alors pour tout voisinage owvert U de Y, les foncteurs Ly,
Py et Ey sont pleinement fidéles.

(2IN.D.E. : la condition (ii) est superflue, voir note page 90.
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(ii) Si on a Leff(X,Y), alors pour tout Og-Module cohérent localement libre &
(resp. ...), il existe un ouvert U et un Oy-Module cohérent localement libre E
(resp. ...), tels que Ly(E) ~ & (resp. ...).

(i) A été vu.

(ii) Résulte de (i) et de ’hypotheése, du moins pour Ly et Py. De plus si R est un
revétement étale de )AQ il existe un voisinage ouvert U de Y dans X et un revétement
fini et plat R’ de U tel que R’ ~ R. On en déduit un revétement R” de Y qui est étale
d’apres 1.1, donc R/ est étale dans un voisinage U’ de Y. C.Q.F.D.

Corollaire 2.4 — Si on a Lef(X,Y), pour qu’un revétement fini et plat R d’un voisi-
nage ouvert U de Y soit connexe, il faut et il suffit que R XUX le soit. En particulier,
pour que Y soit connexe, il faut et il suffit que le voisinage ouvert U de Y le soit, ou
encore que X le soit.

En effet, pour qu'un espace annelé en anneaux locaux (X, &) soit connexe, il faut
et il suffit que T'(X, Ox) ne soit pas composé direct de deux anneaux non nuls. Or
on a
par Lef(X,Y).

Corollaire 2.5 — Si on a Lef(X,Y), alors pour tout U, le foncteur
Et(U) — Et(Y)

est pleinement fidéle. Si on a Lefl(X,Y), alors pour tout revétement étale R de Y, il
existe un voisinage owvert U de Y et un revétement R’ de U tel que R’ xy Y ~ R.

Corollaire 2.6%). — Si on a Lef(X,Y) et si Y est connexe, tout voisinage ouvert U
de Y est conneze et ’homomorphisme naturel w1 (Y) — w1 (U) est surjectif. Si de plus
on a Left(X,Y), ’homomorphisme naturel
m(Y) — lim m(0)
U
est un isomorphisme. (N.B. On suppose choisi un « point-base » dans Y, qu’on prend
aussi pour point-base dans X, pour la définition des groupes fondamentaux.)

Tout ceci résulte trivialement de la prop. 1.1 et de la prop. 2.3.

(IN.D.E. : joint & 3.3 et aux critéres 2.4 et 3.4, on obtient le théoréme de Lefschetz relatif suivant.
Soit f : X — S un morphisme projectif et plat de schémas noethériens connexes et soit D un diviseur
de Cartier relatif effectif dans X et relativement ample. Si, pour tout s € S, la profondeur de X en
chaque point fermé est > 2, alors D est connexe et, pour tout ouvert U de X contenant D, la fleche
iy : m1(D) — 71 (U) est surjective. Si de plus, la profondeur de X le long de chaque point fermé de
Ds est > 3 et si les anneaux locaux de X en ses points fermés sont purs, par exemple d’intersection
complete (cf. X 3.4), alors ix est un isomorphisme. Cf. Bost J.-B., « Lefschetz theorem for Arithmetic
Surfaces », Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 32 (1999), p. 241-312, théorémes 1.1 et 2.1. Dans le cas olt
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3. Comparaison de m;(X) et de m1(U)

Définition 3.1 — Soit X un préschéma et Z une partie fermée de X. Posons U = X —Z.
On dit que le couple (X, Z) est pur si, pour tout ouvert V de X, le foncteur

Et(V) — Et(VNU)
V' — V' xy (VN U)

est une équivalence de catégories*).

Définition 3.2 — Soit A un anneau local noethérien. Posons X = Spec A. Soit t(A) le

radical de A et soit © = t(A) le point fermé de X. On dit que A est pur si le couple
(X, {z}) Vest.

Nous laissons au lecteur le soin de ne pas démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.3 — Soit X un préschéma localement noethérien et soit 7. une partie
fermé de X. Pour que le couple (X,Z) soit pur il est nécessaire et suffisant que, pour
tout z € Z, Uanneau Ox , soit pur<**).

Ceci dit le théoréme suivant est le résultat essentiel de ce numéro :

Théoréme 3.4Théoréme de pureté?)). — (i) Un anneau local noethérien régulier de
dimension > 2 est pur (théoréme de pureté de Zariski-Nagata).

(ii) Un anneau local noethérien de dimension > 3 qui est une intersection compléte
est pur.

(*) Pour une notion plus satisfaisante & certains égards, cf. le commentaire XIV 1.6 d).
(**) Comparer le cas non commutatif de XIV 1.8, dont la démonstration est essentiellement la méme
que celle de 3.3.

X est simplement une surface projective lisse et géométriquement connexe sur un corps, on a toujours
connexité de D et surjectivité de w1 (D) — 71 (U) (ot U ouvert contenant D) pour D seulement nef
de carré > 0 (cf. loc. cit., théoréme 2.3 et aussi le théoréme 2.4 pour des surfaces seulement normales
et completes). Dans le cas d’une surface arithmétique (normale et quasi-projective) X au-dessus d’un
anneau d’entiers Ok, Bost, améliorant des résultats de Ihara (Ihara Y., « Horizontal divisors on
arithmetic surfaces associated with Belyl uniformizations », in The Grothendieck theory of dessins
d’enfants (Luminy, 1993), London Math. Soc. Lect. Note Series, vol. 200, Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1994, 245-254 ou loc. cit., corollaire 7.2), a montré que si un point P € X(0xk), qui
joue le réle du diviseur D dans la situation géométrique, vérifie certaines conditions de positivité,
alors la fleche m1(X) — m1(Spec Ok) déduite de la projection était inversible d’inverse la fleche
m1(Spec Ok ) — 71 (X) déduite de P (loc. cit., théoreéme 1.2).

(4)N.D.E. : pour I’historique des méthodes employées, voir la lettre du 1°* octobre 1961 de Grothen-
dieck & Serre, Correspondance Grothendieck-Serre, éditée par Pierre Colmez et Jean-Pierre Serre,
Documents Mathématiques, vol. 2, Société Mathématique de France, Paris, 2001.
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Rappelons qu’on dit qu’un anneau local est une intersection compléte s’il existe un
anneau local noethérien régulier B et une suite (¢1,...,%;) B-réguliere d’éléments du
radical t(B) de B tels que

A~B/(t1,...,tk).

A ce propos remarquons qu’il serait moins ambigu de dire que A est une intersection
complete absolue, par opposition a la situation, que nous avons déja rencontrée, ot X
est un préschéma localement noethérien (qui n’a pas besoin d’étre régulier) et ou Y
est une partie fermée de X, dont on dit qu’elle est « localement ensemblistement une
intersection complete dans X ».

Prouvons d’abord quelques lemmes.

Lemme 3.5 — Soit X un préschéma localement noethérien et soit U une partie ouverte
de X. Posons Z = X — U. Soit i: U — X limmersion canonique de U dans X. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout ouvert V de X, si on pose V' = VN U, le foncteur F — Fy/ de
la catégorie des Ov-Modules cohérents localement libres dans la catégorie des Oy -
Modules cohérents localement libres est pleinement fidéle ;

(ii) I’homomorphisme naturel Ox — i,(Oy) est un isomorphisme;

(iii) pour tout z € Z, on a prof Ox , > 2.

On a déja vu (III 3.3) Péquivalence de (ii) et (iii). Montrons que (ii) entraine (i).
Soient F et G deux Oy-Modules cohérents localement libres, Hom(F, G) l'est aussi,
donc Hom(F,G) — i.(Hom(Fy/,Gjy/)) est un isomorphisme donc Hom(F,G) ~
Hom(Fy/, G}y/). Inversement on prend F = G = Ox et on applique (i) a tout ouvert V
de X.

Voici un «lemme de descente » utile :

Lemme 3.6 — Soit X un préschéma localement noethérien et soit Z une partie fer-
mée de X. Posons U = X — Z. Supposons que ’homomorphisme Ox — i,(Oy) soit
un isomorphisme. Soit f: X1 — X un morphisme fidélement plat et quasi-compact.
Posons 7y = f~Y(Z). Si le couple (X1,Z1) est pur, il en est de méme de (X,Z).

Remarquons que 'hypothése Ox ~ i,(Oy) se conserve par extension plate de la
base, car i est un morphisme quasi-compact et, dans ce cas, I'image directe commute
a I'image inverse. Or cette hypothese entraine que le foncteur

Et(V) — Et(UNV)
défini par

V' — V' xv (VNU)
est pleinement fidele, comme le montre l'interprétation d’un revétement étale en
termes d’Algebre cohérente localement libre. Il reste a prouver Peffectivité. On peut

par exemple introduire le carré X, et le cube X3 de X; sur X et on remarque qu’un
morphisme fidélement plat et quasi compact est un morphisme de descente effective
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universelle pour la catégorie fibrée des revétements étales, au-dessus de la catégorie
des préschémas. La conclusion est formelle & partir de 1a*).

Remarque 3.7— On a prouvé chemin faisant que si Ox — i.(0y) est un isomor-
phisme, X est connexe si et seulement si U Pest, et alors w1 (U) — 71 (X) est surjectif.

Corollaire 3.8 — Soit A un anneau local noethérien. Supposons que prof A > 2. Alors
si A est pur, A est pur.

Résulte du lemme 3.5 et du lemme 3.6.
Le lemme suivant est le point essentiel de la démonstration du théoréeme de pureté :

Lemme 3.9 — Soit A un anneau local noethérien et soit t € t(A) un élément A-
régulier. Supposons que A soit complet pour la topologie t-adique et de plus quotient
d’un anneau local régulier (par exemple A complet). Posons B = A/tA.

(i) Si pour tout idéal premier p de A tel que dimA/p =1, on a prof A, > 2, alors
B pur entraine A pur.

(ii) Si pour tout idéal premier p de A tel que dimA/p =1, on a prof A, > 2, si
A, pur lorsque t & p, et i) prof Ay, > 3 lorsque t € p, alors A pur entraine B pur.

Soit X’ = Spec(A) et soit Y = V(t), que 'on identifie au spectre de B. Soit
x =t(A), et posons X = X' — {2z} et Y =Y’ — {z} = XN Y. Désignons par X' le
spectre formel de A pour la topologie t-adique, qui s’identifie au complété formel de
X’ le long de Y.

Puisque A est complet pour la topologie t-adique, on remarque que Et(X') —
Et(f) est une équivalence de catégories. De méme Et()/(\’) — Et(Y’) par la prop. 1.1,
donc Et(X') — Et(Y’) est une équivalence de catégories.

Montrons (i). Considérons les diagrammes

X/ +——X Et(X') —2— Et(X)
| ] | b
Y Y Et(Y') —% Et(Y)

On vient de voir que ¢ est une équivalence, d I'est aussi d’apres ’hypothese que B est
pur et enfin b est pleinement fidele comme on I’a vu dans 'exemple 2.1, cf. 2.3 (i).
Montrons (ii). Cette fois on suppose que A est pur donc a est une équivalence;
de méme c. Voyons que b est une équivalence. D’apres l'exemple 2.1 on sait que
Pon a Leff(X,Y), donc b est déja pleinement fidele, prouvons qu’il est essentiellement
surjectif. On utilise 2.3 (ii) en notant que, si U est un voisinage ouvert de Y dans X,

(*)Cf. J. Giraud, Méthode de la descente, Mémoire n° 2 du Bulletin de la Société Mathématique de

France (1964).

(5)N.D.E. : cette derni¢re condition peut étre améliorée, cf. la note de I’éditeur (1) de la page 90.
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le complémentaire de U dans X est une réunion d’un nombre fini de points fermés; le
couple (X,X — U) est donc pur d’apres la prop. 3.3, car en un tel point p, Ox , = A,
est pur par hypothese. D’ou la conclusion.

Démonstration du théoréme de pureté. — Montrons d’abord (i) par récurrence sur la
dimension. Soit A un anneau local noethérien de dimension 2. Posons X’ = Spec(A),
x =t(A), X = X' — {z}. On a prof A = 2. On peut donc appliquer le lemme 3.5
au couple (X', {z}) et donc Et(X’) — Et(X) est pleinement fidéle. Soit maintenant
r: R — X un revétement étale défini par une Ox-Algebre cohérente localement libre
et étale & = r,(ORr). Désignons par i: X — X’ I'immersion canonique de X dans X'.
Je dis que i, (&) = £ est une Ox/-Algebre cohérente. En effet, il suffit d’appliquer
le « théoreme de finitude » VIII 2.3. Je dis que cette algebre est de profondeur > 2
en x. En effet, c’est 'image directe d’un Ox-Module, avec X = X’ — {z}. Puisque
A est un anneau régulier de dimension 2 on a : dp % + prof Z = dimA = 2, ou
dp # désigne la dimension projective de #. Donc dp # = 0, donc Z est projectif,
donc libre. Il en résulte que A définit un revétement fini et plat de X’ = Spec(A).
L’ensemble des points de X’ o ce revétement n’est pas étale est une partie fermée
de X’ dont I’équation est un idéal principal : I'idéal discriminant de %/A. Or, par
construction, ce fermé est contenu dans x = t(A) donc est vide car dim A = 2.

Soit A un anneau local noethérien régulier, dim A = n > 3. Supposouns (i) démontré
pour les anneaux de dimension < n. Pour prouver que A est pur, on peut supposer
A complet par 3.8. Soit ¢t € t(A) dont I'image dans t(A)/t(A)? soit non nulle. Alors
B = A/tA est un anneau local noethérien régulier de dimension n — 1 donc est pur,
car n — 1 > 2. On conclut par le lemme 3.9 (i), qui est applicable car A est complet.

Montrons (ii). Soit A un anneau local noethérien de dimension > 3. Supposons
qu’il existe un anneau local noethérien régulier B et une B-suite (t1,...,tx) tels que
A ~B/(ty,...,tx). Pouvons que A est pur, par récurrence sur k. Si k = 0, on le sait
par (i). Supposons k > 1 et le résultat acquis pour k' < k. D’apres le corollaire 3.9
on peut supposer que A (donc aussi B) est complet. Posons C = B/(¢1,...,tk—1),
donc A ~ C/t,C et i est C-régulier. Par 'hypothese de récurrence on sait que C est
pur, il suffit de prouver que le lemme 3.9 (ii) est applicable. Notation : A et B du
lemme deviennent C et A. On a dim C > 4, donc pour tout idéal premier p de C tel
que dimC/p = 1, on a prof C, > 3. De plus, C, est un intersection complete avec
k' < k — 1, donc est pur par ’hypothese de récurrence. C.Q.F.D.

Théoréme 3.10— Soit X un préschéma localement noethérien et soit Y une partie
fermée de X. Supposons que l'on ait Leff(X,Y) (c¢f. Exemples 2.1 et 2.2). Supposons
de plus que, pour tout voisinage ouvert U de'Y et tout x € X — U, l'anneau local Ox ,

soit régulier de dimension > 2 ou bien une intersection compléte de dimension > 3.
Alors

mo(Y) — mo(X)
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est une bijection, et si X est conneze
m(Y) — m(X)
est un isomorphisme.

Il n’y a plus rien & démontrer. On remarque que, dans les deux exemples cités 2.1
et 2.2, le complémentaire de U est une réunion d’'un nombre fini de points fermés,
d’ot1 il résulte que I'hypothese sur la dimension de Ox , n’est pas canularesque.



EXPOSE XI

APPLICATION AU GROUPE DE PICARD

Cet exposé est calqué sur le précédent, mais cette fois le résultat du n°® 1 est moins
fort.

Dans tout cet exposé, X désignera un préschéma localement noethérien, .# un
idéal quasi-cohérent de Ox, (Y = V(#) est donc une partie fermée de X), U un
voisinage ouvert variable de Y dans X, et X le complété formel de X le long de Y.
Pour tout espace annelé (Z, 0z), on désigne par P(Z) la catégorie des Oz-Modules
inversibles, autrement dit localement libres de rang 1, et par Pic(Z) le groupe des
classes a isomorphisme pres de Modules inversibles sur Z.

~

1. Comparaison de Pic(X) et de Pic(Y)
Pour tout n € N, posons X,, = (Y, Ox/F" 1) et P, = #"H/ #7+2 La suite de
faisceaux de groupes abéliens sur Y

u v

(1.1) 0— P,

* *
ﬁXn-}—l ﬁxn — ].

est exacte. Précisons que la structure de groupe de P, est la structure additive, que
u(z) = 14 z pour tout z € P,, et que v est 'homomorphisme déduit de V'injection
Fnt2 g7+l On voit que v est surjectif en remarquant que, pour tout y € Y,
0%,y est un anneau local, quotient de O, ,,, par un idéal nilpotent; le reste est
tout aussi trivial. On déduit de (1.1) une suite exacte de cohomologie :

w2y, P,).

1 1
(#)  HY(Y,P,) ——H'(Y,0%,,,) —— H'(Y,0%,)
Par ailleurs, pour tout n € N, on sait identifier Pic(X,,) et H' (Y, 0%,); de plus, si E

est un Ox, ,,-Module inversible, correspondant & une classe de cohomologie ¢(E), la

n+1
classe de cohomologie correspondant a 'image inverse de E sur X,, est égale a v!(c(E)).

D’ou la proposition suivante :
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Proposition 1.1 — Conservons les notations introduites ci-dessus. Soit p € N. L’ap-

~

plication Pic(X) — Pic(Y,) :

(i) est injective pour n > p, si HY(Y,P,) =0 pourn > p;
(ii) est un isomorphisme pour n > p, si H'(Y,P,) =0 pour n > p et i = 1,2.

Bien entendu, la suite exacte (x) contient plus d’information que la proposition

~

ci-dessus. Le lecteur aura remarqué que 'on n’a rien dit du foncteur P(X) — P(Y).
Etant donnés deux Og-Modules inversibles E,F, H = Hom(E, F) est aussi inversible.
Si I’on indique par un indice n la réduction modulo #™*+!, on trouve une suite exacte :

0 — Hy®P,, — Hom(E,,+1,F,+1) — Hom(E,,F,) — 0.

D’ot une suite exacte de cohomologie que nous n’écrirons pas et dont 'interprétation
est évidente ; on peut utiliser cette remarque pour étudier le foncteur P.

~

2. Comparaison de Pic(X) et de Pic(X)
Le lecteur trouvera dans ’exposé X, n° 2, la démonstration de ce qui suit :

Proposition 2.1 — Supposons que Uon ait Lef(X,Y) ; alors pour tout voisinage ouvert
U deY dans X, le foncteur

~

(2.1) P(U) — P(X)
est pleinement fidéle, ['application
(2.2) Pic(U) — Pic(X)

est donc injective. Si lon a Leff(X,Y), Uapplication (2.3) est un isomorphisme :

(2.3) lim Pic(U) — Pic(X).
U

Corollaire 2.2 — Supposons que Uon ait Lef(X,Y) et que pour tout entier n > p, on
ait HI(Y, P,.) = 0; alors pour tout ouvert U DY, les applications

Pic(X) — Pic(U) — Pic(Y,)

sont injectives si n = p. Si Uon a Leff(X,Y) et si de plus, pour tout entier n = p,
on a H'(Y,P,) =0 pouri=1 et i=2, alors Uapplication

lim Pic(U) — Pic(Y,,)
U

est un isomorphisme pour n = p.
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3. Comparaison de P(X) et de P(U)

Une définition :

Définition 3.1%), — Soit X un préschéma et soit Z une partie fermée de X. Posons
U = X — Z. On dit que X est parafactoriel aux points de Z si, pour tout ouvert V
de X, le foncteur P(V) — P(V N U) est une équivalence de catégories. On dit aussi
que le couple (X, Z) est parafactoriel.

Rappelons que P(Z) désigne la catégorie des Modules localement libres de rang 1
sur Z.

Définition 3.2 — Un anneau local noethérien est dit parafactoriel si le couple
(Spec(A), {t(A)}) est parafactoriel.

On démontre la proposition suivante qui prouve que la notion est « ponctuelle » :

Proposition 3.3 — Supposons X localement noethérien. Pour que le couple (X,Z) soit
parafactoriel, il faut et il suffit que, pour tout z € Z, 'anneau local Ox . le soit.

Remarquons que dans parafactoriel il y a « pleinement fidele ». On démontre comme
dans le lemme 3.5 de 'exposé X le :

Lemme 3.4 — Si X est un préschéma localement noethérien et si Z = X — U est une
partie fermée de X, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout ouvert V de X, le foncteur P(V) — P(VNU) est pleinement fidéle ;
(ii) ’homomorphisme Ox — i.(Oy) est un isomorphisme ;
(iii) pour tout z € Z, on a prof(Ox ) > 2.

Donc « parafactoriel » signifie que les conditions de 3.4 sont vérifiées et que, pour
tout ouvert V de X, 'homomorphisme Pic(V) — Pic(V N U), est surjectif. En parti-
culier, si X est le spectre d’'un anneau local noethérien, on trouve :

Proposition 3.5 — Soit A un anneau local noethérien; pour qu’il soit parafactoriel
il est nécessaire et suffisant que prof A > 2 et Pic(X' — {z}) = 0, ou l'on a posé
X’ = Spec(A) et ou x est unique point fermé de X'.

On notera qu’un anneau local de dimension < 1 n’est jamais parafactoriel car sa
profondeur est < 1. Donc factoriel n’entraine pas parafactoriel ; c’est cependant vrai
pour les anneaux locaux noethériens de dimension > 2, comme nous le verrons plus
bas.

(*)Pour une étude plus détaillée de la notion de parafactorialité, et la démonstration de 3.3,
cf. EGATV 21.13, 21.14.
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Lemme 3.6 — Soit X un préschéma localement noethérien et soit Z une partie fermée
de X. Soit f: X1 — X un morphisme fidélement plat et quasi-compact. Posons 7, =
f~Y(Z). Si (X1,Z1) est parafactoriel, alors (X,Z) l’est.

On remarque d’abord que, si i: (X — Z) — X désigne I'immersion canonique de
U = X — Z dans X, la formation de I'image directe par i d'un Oy-Module quasi-
cohérent commute au changement de base f, car celui-ci est plat. Il est donc équivalent
de supposer les conditions équivalentes du lemme 3.5 pour (X, Z) ou pour (X1, Z1),
car f est un morphisme de descente pour la catégorie des faisceaux quasi-cohérents.
Il reste & prouver que, pour tout ouvert V de X, Pic(V) — Pic(V N U) est surjectif.
On fait le changement de base V. — X, qui ne change rien (sic), et on est ramené a
V = X. On remarque alors que, si L est un &y-Module inversible et si L admet un
plongement localement libre, ce prolongement est isomorphe a i, (L), & cause de ce qui
vient d’étre vu. Reste & prouver que i,(L) est inversible. Utilisant & nouveau le fait
que 'image directe par ¢ commute au changement de base plat, et que «localement
libre de rang 1 » est une propriété qui se descend par morphisme fidelement plat et
quasi-compact, on a gagné.

Corollaire 3.7 — Soit A un anneau local noethérien ; si A est parafactoriel A est.

Ne pas croire que, si A est parafactoriel, A lest™).

Avant d’aborder ’énoncé du théoreme principal de ce n°, faisons le lien avec la
théorie des diviseurs et la notion d’anneau factoriel*).

Soit X un préschéma noethérien et normal. Soit Z'(X) le groupe abélien libre
engendré par les € X tels que dim Ox , = 1. L’anneau local d'un tel point est un
anneau de valuation discrete. On notera v, la valuation normée correspondante. Soit
K(X) Panneau des fractions rationnelles de X et soit

p: K(X)* — z24(X)

*

Papplication qui & tout f € K(X)* associe le cycle 1-codimensionnel :

z€X, dim Ox =1

L’image de p est notée P(X) et on appelle ses éléments diviseurs principauz ). On
pose
ClI(X) = 2}(X)/P(X).

() Pour les généralités qui suivent, cf. aussi EGA IV 21.
(**) Conformément 2 la terminologie de EGA IV 21, nous préférons maintenant réserver le nom de
« diviseurs » aux « diviseurs localement principaux » ou « diviseurs de Cartier ».

(UN.D.E. : pour une étude précise du lien entre la factorialité de A et de son complété, voir
(Heitmann R., « Characterization of completions of unique factorization domains », Trans. Amer.
Math. Soc. 337 (1993), n° 1, p. 379-387).
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Soit Z'1(X) le sous-groupe de Z'(X) dont les éléments sont les diviseurs localement
principauz. On sait que

Pic(X) ~ Z(X)/P(X),

et par suite Pic(X) s’identifie & un sous-groupe de C1(X).

Remarquons que si U est un ouvert dense de X, K(X) — K(U) est un isomorphisme,
et que si codim(X — U, X) > 2, i.e. si tout € X tel que dim Ox , < 1 appartient
a U, I'homomorphisme Z'(X) — Z!(U) et par suite CI(X) — CI(U) est aussi un
isomorphisme. Enfin, si tout z € U est factoriel, i.e. Ox , lest, alors Z!(U) = Z'}(U)
donc Pic(U) ~ CI(U).

Proposition 3.7.1 — Soit X un préschéma noethérien et normal. Soit (U;);c1 une fa-
mille d’ouverts de X telle que :

a) les U; forment une base de filtre'® ;
b) si on pose Y; =X — U, on a codim(Y;,X) = 2 pour tout i,
c) six € U; pour tout i € I, alors Ox 5 est factoriel.

Alors on a un isomorphisme :

lim Pic(U;) —— CI(X).
i€l
Remarquons que b) entraine que tout x € X tel que dim Ox , < 1 appartient & U;
pour tout 4. Donc les U; sont denses et de plus 'homomorphisme Z!(U;) — Z!(X) est
un isomorphisme, de méme que K(U;) — K(X). Donc Pic(U) C Cl(U;) ~ CI(X). Pour
prouver ce que I'on désire, il suffit donc de montrer que tout D € Z!(X) appartient a
Z'*(U;) pour un i convenable. Il suffit de le faire pour les « diviseurs » irréductibles et
positifs. Soit donc = € X tel que dim Ox , = 1. Il suffit de prouver qu'’il existe un i € I
tel que m soit localement principal en les points de U;. Soit # le plus grand idéal
de définition du fermé @ I’ensemble des points au voisinage desquels .# est libre
est un ouvert U. Or U D (,; U; d’aprés ¢). Sionpose Y =X —~U,ona Y C (J;c; Yi
avec Y; = X — U, or Y est fermé, donc admet un nombre fini de points génériques,
donc est contenu dans la réunion d’un nombre fini de Y;, donc dans Y; pour un j €1,
car les U; forment une base de filtre. Donc U D Uj. C.Q.F.D.

Corollaire 3.8 — Soit X un préschéma noethérien et normal et soit Y une partie
fermée de codimension > 2. Supposons que, pour tout p € X =Y, O, soit factoriel,
alors

Pic(X - Y) — CI(X - Y) — CI(X)

sont des isomorphismes.

(2)N.D.E. : i.e. une famille filtrante décroissante.
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Corollaire 3.9 — Soit A un anneau local noethérien et normal. Posons X' = Spec(A)
et x = t(A). Pour que A soit factoriel il faut et il suffit que Pic(X' — {z}) =0 et que
p € X' — {z} implique que A, est factoriel.

En effet, pour que A soit factoriel il est nécessaire et suffisant que C1(X’) =0 ),

Corollaire 3.1Q0 — Soit A un anneau local noethérien de dimension > 2. Posons
X’ = Spec(A) et soit x = v(A). Posons X = X' — {z}. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) A est factoriel;
(ii) a) pour touty € X, Ox, est factoriel, et
b) A est parafactoriel, i.e. prof A > 2 et Pic(X) = 0.

Avant de démontrer ce corollaire, énongons le

Critere de normalité de Serre 3.10. — Soit A un anneau local noethérien. Pour que
A soit normal, il et nécessaire et suffisant que

(i) pour tout idéal premier p de A tel que dim A, < 1, A, soit normal,
ii) pour tout idéal premier p de A tel que dim A, > 2, on ait prof A, > 2.
p p

Prouvons 3.10.

(i) = (ii). Sachant qu’'un localisé de factoriel I’est aussi, on a (ii) a). De plus A est
normal donc prof A > 2 car dim A > 2 (3.11 (ii)). Enfin A est parafactoriel; en effet
Pic(X) ~ CI(X') = 0 (cf. 3.9).

(ii) = (i). Prouvons d’abord que A est normal en appliquant le critére de Serre.
Puisque dim A > 2, la condition (i) du critére est dans les hypotheses. De plus, pour
tout p € X, A, est factoriel, donc normal, donc de profondeur > 2, du moins si
dim A, > 2. Enfin prof A > 2 d’apres (ii) b). Il reste a appliquer 3.9.

Résumons ce qui précede :

Proposition 3.12 — Soit X un préschéma localement noethérien et soit & un idéal
quasi-cohérent de X. Soit Y = V(&). Soit p € N. Supposons que :

1) On ait Leff(X,Y) (Exposé X);

2) HY(X, st/ 7mt2) =0 sii=1o0u2 et sin>p;

3) pour tout voisinage ouvert U de Y dans X et tout x € X —U, l'anneau Ox 5 soit
parafactoriel.

()Cf. EGA TV 5.8.6.

(3)N.D.E. : voir Bourbaki, Algébre commutative VIL.1.4, cor. du th. 2 et VIL.3.2, th. 1
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Alors, pour tout n = p, et tout voisinage ouvert U de Y, les homomorphismes

Pic(X) Pic(X,,)

N,

Pic(U)

sont des isomorphismes.
On connait des anneaux parafactoriels :

Théoreme 3.13

(i) (Auslander-Buchsbaum)) Un anneau local noethérien régulier est factoriel
(donc parafactoriel si sa dimension est > 2).

(ii) Un anneau local noethérien de dimension > 4 et qui est une intersection com-
plete est parafactoriel.

Corollaire 3.14(Conjecture de Samuel’)). — Un anneau local noethérien A qui est
une intersection compléte et qui est factoriel en codimension < 3 (i.e. dimA, < 3
entraine que A, est factoriel) est factoriel.

Prouvons le corollaire

On raisonne par récurrence sur la dimension de A.

Sidim A < 3, A est factoriel par hypothese.

Si dim A > 3, par I’hypothese de récurrence, en remarquant qu'un localisé d’une
intersection complete l'est aussi, tous les localisés de A autres que A sont factoriels.
Par le théoreme 3.13 (ii), A est parafactoriel, donc factoriel par 3.10.

Démontrons 3.13 (i) (suivant Kaplansky) ).

Soit A un anneau local noethérien régulier, posons dimA =n. Sin =0 ou 1, le
résultat est connu. Supposons n > 2, raisonnons par récurrence sur n et supposons
n > 2 et le théoréme démontré pour les anneaux de dimension < n. Posons X' =

(*)Cest la démonstration reproduite dans EGA IV 21.11.1.

(4N.D.E. : & comparer avec le résultat de pureté suivant, di & Gabber. Soit X le spectre d’un anneau
A local régulier de dimension 3, a de différentielle non nulle, i.e. a € m — m? et U le complémentaire
de V(a). Alors, un fibré vectoriel sur U est libre (pour une démonstration simple, voir (Swan R.G.,
« A simple proof of Gabber’s theorem on projective modules over a localized local ring » Proc. Amer.
Math. Soc. 103 (1988), n° 4, p. 1025-1030). Le cas du rang 1 est un cas particulier du théoréme 3.13.
Pour des résultats de pureté concernant des fibrés vectoriels de rang arbitraire, que ce soit dans le
cadre analytique ou algébrique, voir (Gabber O., « On purity theorems for vector bundles », Internat.
Math. Res. Notices (2002), n° 15, p. 783—788).

(5)N.D.E. : pour une preuve dans la méme veine, mais plus élémentaire, voir Call F. & Lyubeznik G.,
« A simple proof of Grothendieck’s theorem on the parafactoriality of local rings », in Commutative
algebra : syzygies, multiplicities, and birational algebra (South Hadley, MA, 1992), Contemp. Math.,
vol. 159, American Mathematical Society, Providence, RI, 1994, p. 15-18.
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Spec(A) et X = X' — {z}, olt x = t(A). Les localisés de A autres que A sont réguliers
et de dimension < n, donc factoriels. De plus prof A = dim A > 2. 1l suffit donc de
prouver que Pic(X) = 0 (cor.3.10). Soit donc L un Ox-Module inversible, on sait
qu’on peut le prolonger en un Ox/-Module cohérent L. Il existe une résolution de L’
par des Ox-Modules libres :

O&L'<—L'1<—--~<—L;1<—O7

car la dimension cohomologique de A est finie. Par restriction & X’ on obtient une
résolution libre finie. Il suffit donc de prouver le lemme suivant :

Lemme 3.15 — Soit (X, Ox) un espace annelé et soit L un Ox -Module localement libre
qui admet une résolution finie par des modules libres de type fini. Alors det(L) ~ Ox.

Rappelons que 'on définit det(L) comme la puissance extérieure maximum de L.
Dans le cas envisagé, det(L) ~ L car L est inversible, donc le lemme permet de
conclure. Démontrons ce lemme. Soit

0«—Lg+«— Ly «— Ly ¢—---«— 1L, «—0,
la suite exacte annoncée, ol g = L. Puisque tout est localement libre, on a :

® (det(Ly)) ™" ~ ox
0<i<n
or tous les L;, i > 0, sont libres, donc aussi leurs déterminants, donc aussi celui de
Lo =L. C.Q.F.D.

I1 nous faut encore démontrer le (i) du théoréme. Auparavant, prouvons un lemme
qui permettra de procéder par récurrence :

Lemme 3.16 — Soit A un anneau local noethérien quotient d’un régulier. Soit t €
t(A) un élément A-régulier. Supposons que A soit complet pour la topologie t-adique.
Posons X' = Spec(A), Y =V(t) ~Spec(B), B=A/tA, X =X"—{z}, Y =Y —{z},
x =t(A). Supposons que :

a) pour tout y € X fermé dans X on ait prof Ox , > 2,

b) prof A/tA > 3,
alors Uapplication Pic(X) — Pic(Y) est injective. En particulier, si B est parafactoriel,
A lest aussi.

On sait que a) entraine Lef(X,Y) grace & X 2.1. Si on prouve que H'(Y,P,) = 0
pour tout n > 0, on saura grace a (2.2) que Pic(X) — Pic(Y) est injectif. Si, de plus,
B est parafactoriel, on saura que Pic(Y) = 0 (3.5) donc Pic(X) = 0, or prof(A) =
3+12>2cart est A-régulier, donc A sera parafactoriel par 3.5.

Soit & = (tA) le Ox-Module associé a l'idéal tA. Au n°1, on a posé P, =
(I 7712) ¢, pour tout n = 0. Or ¢ est A-régulier donc P, ~ Oy. Il nous reste
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donc o prouver que H (Y, 0y) = 0. Or Y =Y’ — {z} est un ouvert de Y’, on a donc
une suite exacte (I (27)) :

HY(Y', Oy/) — H'(Y, Oy) — HA(Y', Oy),

dont le terme de droite est nul en vertu de '’hypothese b), et celui de gauche parce
que Y’ est affine. C.Q.F.D.

Lemme 3.17 — Conservant les hypotheses de 3.16, supposons de plus que :

c) pour tout y fermé dansY, on prof Ox , > 3,

d) prof A/tA > 4 (plus fort que b),

e) pour touty fermé de X, y € Y, Uanneau Ox , est parafactoriel.
Alors Uapplication Pic(X) — Pic(Y) est un isomorphisme, en particulier pour que A
soit parafactoriel, il faut et il suffit que B le soit.

On sait (X 2.1) que a) et ¢) entrainent Leff(X,Y). De plus, par le raisonnement
qui vient d’étre fait, d) entraine que Hl(Y, P,) =0pourtoutn >0eti=10oui=2.
De plus, pour tout voisinage ouvert U de Y dans X, le complémentaire de U dans X
est formé d’un nombre fini de points fermés. Grace a e) et au théoreme 3.12, on en
déduit que Pic(X) — Pic(Y) est un isomorphisme. D’autre part prof A > prof B > 2;
par le critére 3.5 on en déduit que A est parafactoriel si et seulement si B est.

Démontrons maintenant 3.13 (ii). Soit R un anneau local noethérien régulier. Soit
(t1,...,tx) une R-suite. Posons B = R/(ty,...,t;) et supposons que dimB > 4. 11
faut prouver que B est parafactoriel. Raisonnons par récurrence sur k. Si k = 0,
B est régulier, donc factoriel par 3.13 (i), donc parafactoriel par 3.10. Supposons
k > 1 et le théoréeme démontré pour k' < k. Posons A = R/(t1,...,tx—1) donc
B = A/t;A. On peut supposer B complet d’apres 3.7. Par hypothese de récurrence,
A est parafactoriel. Prouvons que 1’on peut appliquer le lemme 3.17. On a supposé B
complet donc aussi A, et donc A est complet pour la topologie t-adique. Si z € X, et
si x est fermé dans X, A, est une intersection complete de dimension > 4, avec k' < k.
D’apres I’hypothese de récurrence A, est parafactoriel, et par ailleurs de profondeur
> 4. Ce qui donne a), c) et e). De plus, dim A > 5, d’ou d). C.Q.F.D.

Théoréme 3.18— Soit X un préschéma localement noethérien et soit & un faisceau

cohérent d’idéauz de X. Posons Y = V(&). Soit n un entier. Supposons que :

(i) on ait Leff(X,Y) (cf. exemples X 2.1 et X 2.2),

(i) pour tout p > n, on ait H(Y, #Pt1/ #P+2) =0 pouri =1 eti =2,

(iil) pour tout ouvert U DY et tout x € X — U, lanneau Ox , soit régulier de
dimension = 2 ou une intersection compléte de dimension = 4.

Alors, pour tout ouvert U DY et tout entier p > n, les homomorphismes
Pic(X) — Pic(U) — Pic(Y,)
sont des isomorphismes, ou Y, désigne le préschéma (Y, Ox/IPT1).

Il suffit de conjuguer 3.12 et 3.13.
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EXPOSE XII

APPLICATIONS
AUX SCHEMAS ALGEBRIQUES PROJECTIFS

1. Théoréme de dualité projective et théoréme de finitude*)

Le théoreme suivant, essentiellement contenu dans FAC**) (i cela prés que dans
le temps, Serre ne disposait pas du langage des Ext de faisceaux de modules'!)), est
lanalogue global du théoréme de dualité locale (Exposé IV), qui a été calqué sur lui.

Théoréme 1.1 — Soit k un corps, X = PJ, l’espace projectif de dimension r sur k,
F un module cohérent variable sur X ; alors on a un isomorphisme de O-foncteurs

enF :

(1) H/(X,F) <= Ext" " (X; F, Q% 1),
ot on pose

() Xk = Opp(=r—1).

Remarque — Bien entendu, ce Module est aussi le Module des différentielles rela-
tives de degré r de X sur k. Sous cette forme, le théoréeme reste vrai si X est un
schéma propre et lisse sur &k (pour le cas projectif, voir A. Grothendieck, « Théo-
réemes de dualité pour les faisceaux algébriques cohérents », Séminaire Bourbaki Mai
1957)(***). Lorsque F est localement libre, on retrouve le théoreme de dualité de Serre
H (X, F) = Hr_i(@ﬁx (F,9% 1)) Le théoréme 1.1 (qui redonne d’ailleurs le cas
d’un X projectif sur k, comme dans loc. cit.) suffira pour notre propos.

(*)Le présent exposé, rédigé en Janvier 1963, est nettement plus détaillé que n’était I'exposé oral, en
Juin 1962.

(*¥) J -P. Serre, « Faisceaux algébriques cohérents », Ann. of Math. 61 (1955), p. 197-278.

(**) Pour un théoréeme de dualité plus général, cf. le Séminaire Hartshorne cité & la fin de Exp. IV.

(UN.D.E. : le lecteur friand d’Histoire des Mathématiques consultera avec intérét la lettre que Gro-
thendieck écrivit a Serre le 15 décembre 1955 et la réponse de celui-ci du 22 décembre de la méme
année ; voir Correspondance Grothendieck-Serre, éditée par Pierre Colmez et Jean-Pierre Serre, Do-
cuments Mathématiques, vol. 2, Société Mathématique de France, Paris, 2001.
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L’homomorphisme (1) se déduit de ’accouplement de Yoneda

3) H'(X,F) x Ext" ™' (X; F, Q% ) — H'(X, 9% 1),
et d’un isomorphisme bien connu (cf. FAC, ou EGATII 2.1.12) :
(4) H'(X, Q%) = H' (P}, Opy (-1 — 1)) — k.

Pour montrer que (1) est un isomorphisme, on proceéde comme dans le cas du théoreme
de dualité locale, en notant que H" (X, F) comme foncteur en F est exact a droite
(puisque H"(X,F) = 0 pour n > ), et que tout Module cohérent est isomorphe a
un quotient d’une somme directe de Modules de la forme &(—m), avec m grand.
Cela nous rameéne par récurrence descendante sur i a faire la vérification pour un
faisceau de la forme &'(—m), ou cela est contenu dans les calculs explicites bien connus
(FAC, ou EGATII 2.1.12). On peut d’ailleurs supposer —m < —r — 1, auquel cas
HY(X, 0(—m)) = 0 pour i # 7.

Corollaire 1.2 — Pour F cohérent donné, et m assez grand, on a un isomorphisme
canonique
(5) HY (X, F(—m))" = H(X, Exty; *(F, Q% /) (m))

(ou le’ désigne le vectoriel dual).

En effet, sur I'espace projectif X, on a pour tout couple de faisceaux cohérents F, G
et pour n assez grand un isomorphisme canonique :
(6) Ext"(X;F(—m), G) ~ Ext"(X; F,G(m)) — H%)gmg,x (F,G)(m)),
(lisomorphisme des deux premiers membres étant trivialement vrai pour tout m),
comme il résulte de la suite spectrale des Ext globaux

HP (X, Ext?, (F, G(m))) = Ext"(X; F, G(m)),
qui dégénere pour m assez grand grace au fait que
Extg, (F,G(m)) ~ Extg, (F,G)(m),

et que les Exty, (F,G) sont des faisceaux cohérents. Donc (5) résulte de (6) et (1).

Corollaire 1.3 — Pour i, F donnés, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) HY(X,F(=m)) = 0 pour m grand.

(i bis) H'(X,F(-)) = @,,cz H'(X,F(=m)) est un S-module de type fini, ou S =
Elto, ... tr].

(i) Extl (F, Q% ) = 0.

(ii bis) Ext;.*(F, &x) = 0.

(iii) H.(F,) = 0 pour tout point fermé x de X.

(iv) HMH(F,) = 0 pour tout point fermé x du céne projetant épointé X = Spec(S) —
Spec(k) de X, ou F désigne limage inverse de F par le morphisme canonique X — X.
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Démonstration. — (i) < (i bis) puisque le sous-module de H*(X,F(-)) somme des
composantes homogenes de degré > v est de type fini sur S (en fait, pour ¢ # 0, il est
méme de type fini sur k), (cf. FAC ou EGATII 2.2.1 et 2.3.2).

(i) & (ii) en vertu de corollaire 1.2.

(ii) < (ii bis) car Qy /. est localement isomorphe a Ox.

(ii bis) < (iii) en vertu du théoreme de dualité locale pour O , (qui est un anneau
local régulier de dimension ), d’apres lequel le « dual » de Mg{i(F, 0x). ’identifie
aHL(F,) (V 2.1).

(ii bis) équivaut a la relation analogue

Extl; '(F, 0%) = 0

(grace au fait que X — X est fidelement plat, par suite l'image inverse de
mrﬁ;i(F, Ox) est isomorphe & Mg}:(ﬁ, 0%)) et cette derniere relation équivaut a
(iv) par le théoreme de dualité locale pour l'anneau local €x ,, qui est régulier de
dimension r + 1.

En particulier, appliquant ceci a tous les i < n, on trouve :

Corollaire 1.4 — Conditions équivalentes pour n,F donnés :

(i) HY(X,F(=m)) =0 pour i <n et m grand.

(i bis) HY(X,F(-)) est un S-module de type fini pour i < n.

(ii) prof(F,) > n pour tout point fermé x de X.

(iii) prof(ﬁgc) > n+ 1 pour tout point fermé x de X.

L’intérét des corollaires 1.3 et 1.4 est d’exprimer une condition globale (i) ou (i bis)
en termes de conditions locales, a savoir ’annulation d’invariants locaux comme
H (X,F,) ou H.(X,F,), ou une inégalité sur la profondeur. Sous cette forme, ces
résultats restent trivialement valables pour un schéma projectif quelconque X, et un
faisceau inversible treés ample @x (1) sur X, comme on voit en induisant ce dernier a
l'aide d’une immersion projective X — P}, convenable. (Bien entendu, les conditions
1.3 (ii) et 1.3 (il bis) ne sont plus équivalentes aux autres dans ce cas général, sauf
si on suppose que X est régulier par exemple). On peut d’ailleurs généraliser au cas
d’un morphisme projectif X — S de la fagon suivante :

Proposition 1.5 — Soient f : X — S un morphisme projectif, avec S noethérien,
Ox (1) un Module inversible sur X trés ample relativement a S, F un Module cohérent
sur X, plat par rapport a S, s un élément de S, X la fibre de X en s (considéré
comme schéma projectif sur k(s)), Fs le faisceau induit sur X, par F, enfin i un
entier. Supposons que pour tout point fermé x de Xy, on ait H; (Fs,5) =0 (par exemple
prof(Fs ) > ). Alors il existe un voisinage ouvert U de s, tel que la méme condition
soit vérifiée pour les s' € U. De plus, pour un tel U, on a

R’ f.(F(—m)) = 0 pour m grand,
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et si ./ est une algebre graduée quasi-cohérente sur S, engendrée par /', et qui
définit X avec Ox(1) comme X = Proj(-*’), Ox(1) = Proj(.#(1)), alors le S-module
R' f(F() = @ R f.(F(m))
meZ
est de type fini sur U.

Plongeons X dans un X' = P} de fagon que Ox(1) soit induit par Ox/(1) (c’est
possible & condition de remplacer S par un voisinage affine de s). Posons*) pour tout
entier j, et tout t € S :

(7) E(t) = Mjﬁxg (Fu, Ox;(=r — 1))

Donc E’ (t) est un Module cohérent sur X;, je dis que pour ¢ variable, la famille de ces
Modules est « constructible » au sens suivant : il existe pour tout ¢ € S un ouvert non
vide V de I'adhérence ¢, qu’on munit de la structure réduite induite, et un Module
cohérent E? (V) sur Xy = X xg V, plat relativement & V, tel que pour tout ¢’ € V,
E7(t) soit isomorphe au Module induit par E7(V) sur X;. Pour vérifier cette assertion,
posant Z = ¢ muni de la structure induite, on considere les Modules cohérents
E/(Z) = Ext),, (Fz, O, (7 ~ 1)

(ol I'indice Z signifie encore qu’on s’induit au-dessus de Z), et on prend pour V un
ouvert non vide de Z tel que les Modules E?(Z) soient plats au-dessus de V : c’est
possible, car on vérifie tout de suite que E (Z) = 0 pour j non compris dans 'intervalle
[0,7], et on peut appliquer SGA 1 IV 6.11. On prend alors pour E? (V) = E’(Z)|x.,
et on vérifie facilement qu’il répond a la question.

De la remarque précédente résulte qu’il existe une partition finie de S formée par
des ensembleV,, de la forme V = V(¢) comme dessus, (récurrence noethérienne), et
appliquant le théoreme de Serre EGAIII 2.2.1 aux Ej(\/'i), on voit qu’il existe un
entier myg tel que

R’ fv,«(E(Va)) = 0 pour i # 0,m > mo, pour j,

d’ott il résulte, utilisant la platitude de E (Vo) par rapport & V,, et des relations a la
Kiinneth faciles (cf. EGAIII par. 7), que

HY(X,, B/ (£)(m)) = 0 pour i £ 0,m > mo, pour j,

pour tout t € V,, donc pour tout ¢ puisque les V,, recouvrent S. De ceci et de la suite
spectrale des Ext globaux résulte, grace a 1.1, comme dans la démonstration de 1.2,
un isomorphisme

(8) H (X;, Fi(—m)) < H°(X;, E""(t)(m)) pour m > my,

tout entier 7, et tout ¢t € S.

(*)La premitre partie de 1.5 peut s’obtenir aussitét en appliquant 'énoncé purement local EGA IV
12.3.4 aux E7 précédents, ce qui court-circuite la plus grande partie de la démonstration qui suit.
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Utilisons maintenant I’hypothese faite sur Fy, qui s’écrit
9) E"™'(s) =0,
et grace a (8) équivaut a
(10) H' (X, Fs(—m)) = 0 pour m > my.

Comme F donc F(—m) est plat par rapport & S, il s’ensuit par les relations & la Kiin-
neth déja invoquées, que (pour m donné) la méme relation (10) vaut en remplagant
s par un t voisin de s, en particulier pour toute générisation ¢ de s. En vertu de (8),
on aura donc, pour une telle générisation

(11) E'(t) =0,

or I'ensemble des t € s pour lesquels cette relation est vraie est évidemment un
ensemble constructible (car il induit sur chaque V,, un ouvert) ; comme il contient les
générisations de s, il contient un voisinage ouvert U de s. Cela prouve la premiere
assertion de 1.5. De plus, pour t € U, on conclut de (11) et (8) que

(12) H' (X, Fi(—m) = 0 pour m > my, t € U,
ce qui en vertu des relations & la Kiinneth, implique (en fait, est bien plus fort que)
(13) R’ f.(F(=m)) = 0 sur U, pour m > mo.

Cela prouve la deuxieéme assertion de 1.5. Enfin la derniére en résulte aussitot, en
procédant comme au début de la démonstration de 1.3.

Remarque 1.67. — La démonstration se simplifie notablement (en éliminant toute
considération de constructibilité) lorsqu’on suppose déja que ’hypothese faite pour
s € S est vérifiée en tous les s’ € S. En fait, lorsqu’on fait ’hypotheése que Fy est de
profondeur > ¢ aux points fermés de X, on dispose d’un énoncé général, de nature
locale sur X, qui dit que la méme condition est vérifiée pour tous les X;, a condition
de remplacer X par un voisinage ouvert convenable de la fibre X (en d’autres termes,
une certaine partie de X, définie par des conditions sur les Modules induits par F sur
les fibres, est ouverte, cf. EGATV). Comme f est ici propre, on pourra donc prendre
ce voisinage de la forme f~1(U), ce qui redonne la premiere assertion de 1.5 sans
pénible dévissage. Dans ce cas général, on peut encore prouver par la méthode de
loc. cit. que la premiére assertion de 1.5 (démontrée ici par voie globale, en utilisant
que X est projectif sur S) résulte encore d’'un énoncé purement local sur X (que le
lecteur explicitera s’il le juge utile).

(*) Cette remarque se précise par la note de bas de page 112.
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2. Théorie de Lefschetz pour un morphisme projectif : théoréme de com-
paraison de Grauert

C’est le théoréme suivant :

Théoréme 2.1— Soient f : X — S un morphisme projectif, avec S noethérien, Ox (1)
un Module inversible sur X, ample relativement a S, Y le préschéma des zéros d’une
section t de Ox(1), J lidéal définissant Y, X,, le sous-préschéma de X défini par
Jrtt X le complété formel de X le long de Y, f: X = Sle morphisme composé
X—X— S, F un Module cohérent sur X, plat relativement a S. On suppose de plus
que pour tout s € S, le Module ¥y induit sur la fibre X est de profondeur > n en les
points de ladite fibre, et que t est F-régulier. Sous ces conditions :

(i) L’homomorphisme canonique
R’ f.(F) — R f.(F)
est un isomorphisme pour i < n, un monomorphisme pour i = n.

(ii) L’homomorphisme canonique

R' f.(F) — lim R’ f.(F,,)

est un isomorphisme pour i < n.
Démonstration. — On se ramene aussitot au cas ou S est affine, et a prouver alors le

Corollaire 2.2 — Sous les conditions de 2.1 supposons de plus S affine. alors :
(i) L’homomorphisme canonique
H'(X,F) — H'(X,F)
est un isomorphisme pour i < n, un monomorphisme pour i = n.

(ii) L’homomorphisme canonique

H (X, F) — limH(X,n, F,,)
—

est un isomorphisme pour i < n.

Quitte a remplacer Ox (1) par une puissance tensorielle, et ¢ par une puissance de ¢,
on peut supposer Ox(1) tres ample relativement & S. D’autre part ¢ donc t™ étant
F-régulier, la multiplication par ¢™, considérée comme homomorphisme de F(—m)
dans F, est injectif, donc on a pour tout m > 0 une suite exacte :

m
(14) 0 — F(—m) N TR F,, — 0,
d’ol1 une suite exacte de cohomologie
H'(X,F(-m)) — H'(X,F) — H'(X,F,,) — H"(X,F(-m)).
Or en vertu de 1.5 on a HY(X,F(—m)) = 0 pour i < n, et m assez grand, ce qui
prouve le
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Lemme 2.3 — Pour m grand, I’homomorphisme canonique
est bijectif si 1 < n, injectif si i = n.

Cela montre que pour i < n, le systeéme projectif (H* (X, Fin))m>o0 est essentielle-
ment constant, a fortiori satisfait la condition de Mittag-Leffler, donc (compte tenu de

F =1limF,,) on conclut (ii) par EGA Oriy 13.3. D’autre part (i) en résulte trivialement,
compte tenu de 2.3.

Corollaire 2.4%). — Soient f : X — S un morphisme projectif et plat, avec S locale-
ment noethérien, Ox (1) un Module inversible sur X, ample relativement a S, t une
section de ce Module qui soit Ox-réguliere, Y le sous-préschéma des zéros de t, X le
complété formel de X le long de Y. On suppose que pour tout s € S, X, est de pro-
fondeur = 1 (resp. de profondeur > 2) en ses points fermés. Alors pour tout voisinage
ouvert U de Y, le foncteur

F—F

de la catégorie des Modules cohérents localement libres sur U, dans la catégorie des
Modules cohérents localement libres sur X, est fidele (resp. pleinement fidéle, i.e. la
condition de Lefschetz (Lef) de X 2 est vérifiée).

Introduisons pour deux Modules localement libres F et G sur U le Module
H = Hom,, (F, G)
on est ramené a prouver que I’homomorphisme canonique
(15) H°(U,H) — H°(U, H)

est injectif (resp. bijectif). Or les Modules H; sont de profondeur > 1 (resp. > 2)
aux points fermés de X;, on peut donc appliquer 2.1, qui implique la conclusion 2.4
dans le cas o U = X. Dans le cas d’'un U quelconque, on note que la question
est locale sur S, donc on peut supposer S affine. Alors tout Module cohérent sur X
est quotient d’'un Module cohérent localement libre, (puisque Ox(1) est un Module
inversible relativement ample sur X). Comme le Module dual H = Hom(H, Oy) se
prolonge en un Module cohérent sur X, qui est donc isomorphe & un conoyau d’un
homomorphisme de Modules localement libres sur X, il s’ensuit par transposition
qu’on peut trouver un homomorphisme

0 1
L — 1

(DIN.D.E. : voir le corollaire 1.1.4 de I’article de Mme Raynaud (Raynaud M., « Théorémes de Lef-
schetz en cohomologie des faisceaux cohérents et en cohomologie étale. Application au groupe fon-
damental », Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 7 (1974), p. 29-52).

145



146

147

116 EXPOSE XII. APPLICATIONS AUX SCHEMAS ALGEBRIQUES PROJECTIFS

de Modules localement libres sur X, induisant un homomorphisme
uw: L0 — Lt
de Modules localement libres sur U, tel qu’on ait une suite exacte
0—H—L 2L

Utilisant le lemme des cing (qui devient le lemme des trois), et 'exactitude a gauche
du foncteur H°, on est ramené & prouver que (15) est injectif (resp. bijectif) lors-
qu'on y remplace H par L°, L', ce qui nous ramene au cas ott H est induit par un
Module localement libre H' sur X. D’ailleurs dans le cas non respé cette réduction
est méme inutile, car le noyau de (15) est en tout cas formé des sections de H sur U
qui s’annulent dans un voisinage ouvert convenable V de Y, or 'homomorphisme de
restriction H(U, H) — H°(V, H) est injectif, car H est de profondeur > 1 en les points
de toute partie fermée Z de X ne rencontrant pas Y (cf. lemme plus bas). Dans le cas
respé, on est ramené a prouver que

H(X,H') — H°(U,H)

est bijectif, ce qui résulte du fait que H' est de profondeur > 2 en tous les points d’un
fermé Z = X — U de X ne rencontrant pas Y. Il faut donc simplement prouver le

Lemme 2.5 — Soit F un Module cohérent sur X, plat par rapport a S, tel que pour
tout s € S, Fy soit de profondeur > n en tout point fermé de X,. Alors pour toute
partie fermée Z. de X ne rencontrant pas Y, F est de profondeur > n en tous les points
de 7.

En effet, pour tout = € X, posant s = f(z), on a
(16) prof(F;) > prof(F; ),

comme on voit en relevant n’importe comment une suite F, , réguliere d’éléments de
t(Ox, ») maximale, ce qui donne une suite F,-réguliere en vertu de SGA 1 IV 5.7. Or
si z appartient & un Z comme dans le lemme 2.5, alors x est nécessairement fermé
dans X, en d’autres termes, Z est fini sur S. En effet Z (muni d’une structure induite
par X) est projectif sur S comme sous-préschéma fermé de X qui lest, et Z est affine
sur S comme sous-préschéma fermé de X — Y, qui lest.

Remarque 2.6 — Supposons que pour tout s € S, la section ¢; de Ox, (1) induite
par t soit Ox, -réguliere (ce qui implique par SGA 1 IV 5.7 que ¢ est Ox-réguliere).
Alors les hypotheses faites sont stables par extension de la base S” — S (S’ localement
noethérien). Donc la conclusion reste valable apres tout changement de base.
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3. Théorie de Lefschetz pour un morphisme projectif : théoréeme d’exis-
tence

Théoréme 3.8). — Soit f : X — S un morphisme projectif, avec S noethérien, Ox (1)
un Module inversible sur X ample relativement a S, Xg le sous-préschéma des zéros
d’une section t de Ox(1), X le complété formel de X le long de Xgo, § un Module
cohérent sur )/i, Fo le Module qu’il induit sur Xo. On suppose de plus :

a) § est plat par rapport a S.

b) Pour tout s € S, la section ts induite par t sur X, est Fs-réguliére (ce qui
implique que Fq est également plat par rapport a S, cf. SGA 1 IV 5.7).

c) Pour tout s € S, Fos est de profondeur > 2 en les points fermés de Xos.

On suppose de plus que S admet un faisceau inversible ample. Sous ces conditions,
il existe un Module cohérent F sur X, et un isomorphisme de son complété formel F
avec §.

Cet énoncé va résulter du suivant :

Corollaire 3.2 — Sous les conditions a), b), ¢) ci-dessus on a ce qui suit :

(i) Le Module ﬁ(%’) sur S est cohérent, donc pour tout n, le Module ]?*(S(n)) sur S
est cohérent.
(ii) Pour n grand, I’homomorphisme canonique f*f.(F(n)) — F(n) est surjectif.

Admettons le corollaire pour linstant, et prouvons 3.1. Grace a la derniere hy-
pothese faite dans 3.1, on peut se ramener au cas ou X = Pg, quitte a remplacer
Ox (1), t par une puissance convenable. Je dis qu’on peut supposer de plus que pour
tout s, on a ts # 0. Sinon, on a en effet Fs = 0 par b), ou ce qui revient au méme
par Nakayama, Fos = 0 i.e. s n’appartient pas a I'image de Supp Fy par le morphisme
fo : Xog — S induit par f. Or cette image S’ est ouverte en vertu de a), b) puisque Fy
est plat par rapport a S, or il est évident qu’il suffit de prouver la conclusion de 3.1
dans la situation obtenue en se restreignant au-dessus de S’, car le Module cohérent F’
sur X|s obtenu par sera restriction d'un Module cohérent F sur X, qui répondra a la
question. On peut donc supposer qu’en plus des hypotheses a), b), ¢), les hypotheses
suivantes sont également vérifiées :

a') Ox est plat par rapport a S.

b’) Pour tout s € S, la section ¢4 est Ox_-réguliere.

c’) Pour tout s € S, Ox,, est de profondeur > 2 en les points fermés de Xgs.
(I suffit de choisir X = Pg avec r > 3, ce qui est loisible).

(3)N.D.E. : pour une version sans hypothése de platitude, voir (Raynaud M., « Théorémes de Lefschetz
en cohomologie des faisceaux cohérents et en cohomologie étale. Application au groupe fondamental »,
Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 7 (1974), p. 29-52, théoreme 11.3.3).
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Or 3.2 implique que 'on peut trouver un épimorphisme
(17) L—3%—0,

o L est un Module sur X de la forme f.(G)(—n), G étant un Module cohérent
localement libre sur S : il suffit en effet; pour n grand, de représenter le Module
cohérent f*(g) sur S comme quotient d'un tel G. D’autre part, les hypotheses a),
b), ¢) sur f, t impliquent que L satisfait aux mémes conditions a), b), c) que 3.
On en conclut facilement qu’il en est de méme du noyau de (17), auquel on peut
donc appliquer le méme argument, de sorte que § est représenté comme conoyau d’un
homomorphisme

(18) L — L,

ou L, L/ sont des Modules localement libres sur X. Or en vertu de a’) et la deuxieme
partie de ¢’), et de 2.1 ou 2.4 au choix, ’homomorphisme (18) provient d’'un homomor-
phisme L/ — L de Modules sur X. Il suffit maintenant de prendre pour F le conoyau
de L’ — L, et on gagne.

Reste a prouver 3.2. Cela avait été fait dans le séminaire par un expédient un peu
pénible, consistant a tout interpréter en termes de cohomologie sur le cone projetant
épointé de X relativement a S, pour pouvoir se ramener au théoreme 2.1. Une fagon
plus directe et plus satisfaisante (bien que substantiellement identique), me semble
maintenant la suivante. Elle consiste & noter que dans IX, n° 2 (et avec les notations
de cet exposé) 'hypotheése que le morphisme f : 2" — 27 soit adique n’intervient
nulle part dans la démonstration de 2.1, via EGA Oy 13.7.7; il suffit de supposer a
la place que 2~ est également adique, et de choisir deux idéaux de définition ¢ pour
Z', I pour X, tels que Oy C F, et de définir ¥ = gr/(ﬁgg/), et considérer
gr (§). De toute fagon, 2.1 peut s’appliquer directement au morphisme f: X —S
considéré dans le présent numéro, o1 on prend simplement _# = 0. Ainsi pour vérifier
que ﬁ(%) est cohérent, il suffit en vertu de loc. cit. de vérifier que R fo.(gr ,(F)) est
cohérent sur S pour i = 0,1; pour ceci on note qu’en vertu de a) et b), le Module
envisagé n’est autre que P, R fo.(Fo(—m)), qui est bien cohérent en vertu de
I’hypothese ¢) et de 1.5.

Cela prouve 3.2 (i). Pour 3.2 (ii), nous aurons besoin du

Lemme 3.3 — Sous les conditions de a), b), ¢) de 3.1, posons
Gm = fo(B()m) = D f«(Fm(n))
Alors le systeme projectif (G,,) satisfait la condition de Mittag-Leffler.

On peut supposer S affine, d’anneau A. Soit alors . une A-algebre graduée de
type fini & degrés positifs, et t' € 7, tels que X s'immerge dans Proj(), Ox(1)
étant induit par & (1) et la section ¢ étant I'image de ¢'. Munissons . de la filtration
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J-adique, ou ¢ = t'.7, et considérons le systéme projectif des F(-),, dans la caté-
gorie des faisceaux abéliens sur Xg. On est encore sous les conditions préliminaires de
EGA Oy 13.7.7%) et de plus Hi(Xo, gr(F()) est un Module de type fini sur gr;(&’)
pour ¢ = 0,1. En effet, comme ¢’ est §-régulier, on constate aussitot qu’en tant que
Module sur (. /t'.7)[T] (dont gr ,(.#) est un quotient), le Module envisagé s’identi-
fie & H' (X0, Fo (")) @500 (/' F)[T], or en vertu de 1.5, H (Xo,Fo(-)) est de type
fini sur ., donc sur . /t'., pour i = 0,1, ce qui prouve notre assertion. Par suite
on est sous les conditions d’application de Orr; 13.7.7 avec n = 1, ce qui prouve 3.3.

Ce point acquis (et supposant toujours S affine, ce qui est loisible pour prouver 3.2
(ii)) soit mg tel que m > mg implique Im(G,,, — Go) = Im(G,,, — Go), de sorte que
les deux membres sont aussi égaux & Im(lim G, — Go) = Im(ﬁ(%’()) — fiFo(")).
Remarquons maintenant que pour n grand, §m,(n) est engendré par ses sections,
donc Fo(n) est engendré par des sections qui se remontent & F,,,, donc (grace au
choix de mg) qui se remontent a F. Donc les sections de § engendrent Fo, donc
aussi § grace & Nakayama. Cela prouve 3.2 (ii), donc 3.1.

Corollaire 3.4 — Soient f : X — S un morphisme projectif et plat, avec S localement
noethérien, Ox (1) un Module inversible sur X, ample relativement a S, t une section
de ce Module telle que pour tout s € S, la section ts induite sur la fibre X, soit
Ox -réguliére, Xg le sous-préschéma des zéros de t, X le complété formel de X le long
de Xg. On suppose que pour tout s € S, X, est de profondeur > 2 en ses points fermés,
(i.e. X5 est de profondeur > 3 aux points fermés de Xos) et X est de profondeur > 2
en ses points fermés. Sous ces conditions, le couple (X,Xg) satisfait la condition de
Lefschetz effective (Leff) du paragraphe 2 de lexposé X, i.e.

a) Pour tout voisinage ouvert U de Xy dans X, le foncteur
F—TF

de la catégorie des Modules cohérents localement libres sur U dans la catégorie des
Modules cohérents localement libres sur X est pleinement fidéle.

b) Pour tout Module cohérent localement libre § sur )A(, il existe un voisinage ou-
vert U de X, et un Module cohérent localement libre F sur U tel que § soit isomorphe
aF.

En effet, a) a déja été noté dans 2.4 sous des conditions plus faibles. Pour b), on
applique 3.1 qui donne la conclusion, du moins si S est noethérien et admet un Module
inversible absolument ample, en particulier si S est affine. En effet, si F est un module
cohérent sur X tel que F soit isomorphe a § donc localement libre, il s’ensuit que F
est localement libre sur un voisinage U de X, et F|y satisfera la condition voulue.
Mais notons maintenant qu’en vertu de 2.5, pour un tel F, son image par I'immersion
U — X est cohérente, et d’ailleurs indépendante de la solution (U, F) choisie (compte

(*)Rectifié comme indiqué dans IX p. 85.
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tenu de ce que deux solutions coincident au voisinage de Xg, en vertu de a)). De fagon
précise, on peut trouver un Module cohérent F sur X et un isomorphisme F= 5, tel
que F soit de profondeur > 2 en tous les points de X qui sont fermés dans leur fibre,
et ceci détermine F & un isomorphisme unique pres. Grace a cette propriété d’unicité,
les solutions du probleme qu’on trouve en s’induisant au-dessus des ouverts affines
de S se recollent, d’ot un F cohérent sur X tout entier et un isomorphisme F~ 5.
Restreignant F a l'ouvert U des points en lesquels il est libre, on trouve ce qu'on a
cherché.

Grace a 2.4 et 3.4, on peut exploiter, dans la situation d’un schéma algébrique
projectif et d’une «section hyperplane » dudit, les faits généraux établis dans les
exposés X et XI concernant les conditions (Lef) et (Leff). Ainsi :

Corollaire 3.5 — Soient X un schéma algébrique projectif muni d’un Module inver-
sible ample Ox (1), soit t une section de ce Module qui soit Ox-réguliére, et soit Xo le
sous-schéma des zéros de t. Supposons que X soit de profondeur > 2 en ses points fer-
més (resp. et de profondeur > 3 en les points fermés de Xg). Alors mp(Xg) — mo(X)
est bijectif, en particulier X est connezre si et seulement si Xg l’est, et choisissant
un point-base géométrique dans Xo, m(Xo) — 71 (X) est surjectif, et plus généra-
lement pour tout ouvert U D Xg, ’homomorphisme 71(Xo) — m(U) est surjectif
(resp. Uhomomorphisme m1(Xo) — lim 71 (U) est bijectif). Dans le cas respé, si
on suppose de plus que l’anneau local de tout point fermé de X non dans Xy est
pur (3.2) (par exemple est régulier, ou seulement une intersection compléte) alors
m1(Xo) — m(X) est un isomorphisme.

On applique 2.4 et 3.4. On notera que dans le cas respé, ’hypothese que X soit
de profondeur > 3 en les points fermés de Xy, implique que toutes les composantes
irréductibles de dimension # 0 de X sont de dimension > 3 (comme on voit en notant
qu’une telle composante rencontre nécessairement Xg, et en regardant en un point
fermé de Vintersection).

Remarque — Lorsque X est normal, de dimension > 2 en tous ses points, il est de
profondeur > 2 en ses points fermés et on est sous les conditions non respées de 3.5.
Dans ce cas, on a une démonstration plus élémentaire de la surjectivité de m1(Xgo) —
m1(X) & l’aide du théoréme de Bertini (cf. SGA 1 X.2.10). Lorsqu’on suppose de plus
Xp normal, et X de dimension > 3 en tous ses points, alors on est sous les conditions
respées de 3.5. Dans ce cas, 3.5 a été établi par Grauert (il se trouve en effet que grace
a 'hypothése de normalité, on arrive alors a se passer du théoreme d’existence 3.1 par
des expédients). C’est cette démonstration de Grauert qui a été le point de départ de
la «théorie de Lefschetz » qui fait I’'objet du présent séminaire.
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Corollaire 3.6 — Soient X, Ox (1), t, Xo comme dans 3.5. Supposons que X soit de
profondeur > 2 en ses points fermés, et que

H' (X0, Ox, (~n)) = 0

pour n > 0 et pour i = 1 (resp. pour i = 1 et pour i = 2), ce qui implique en vertu
de 1.4 que Xq est de profondeur > 2 (resp. = 3) en ses points fermés, i.e. que X
est de profondeur > 3 (resp. = 4) en les points fermés de Xg. Sous ces conditions,
pour tout voisinage ouvert U de X, Pic(U) — Pic(Xy) est injectif, en particulier
Pic(X) — Pic(Xo) est injectif, (resp. lim ; Pic(U) — Pic(Xo) est bijectif ). Dans le cas
respé, si on suppose de plus que l’anneau local de X en tout point fermé non dans Xq
est parafactoriel (3.1) (par exemple est régulier, ou plus généralement une intersection
compléte), alors Pic(X) — Pic(Xy) est bijectif.

On applique XI 3.12 et 3.13, en notant que I'’hypotheése respée implique que les
composantes irréductibles de dimension # 0 de X sont de dimension > 4. On trouve
en particulier, en appliquant ceci au cas ot X est une intersection complete globale
de dimension > 4 dans l'espace projectif :

Corollaire 3.7. — Soit X un schéma algébrique de dimension > 3, qui soit une inter-
section compléte dans un schéma PJ,. Alors Pic(X) est le groupe libre engendré par la
classe du faisceau Ox(1).

On raisonne par récurrence sur le nombre d’hypersurfaces dont X est I'intersection,
en appliquant 3.6 et notant que pour une intersection complete X de dimension > 3,
on H'(X, Ox(n)) = 0 pour i = 1,2, et tout n.

Remarque 3.8 — Dans le cas ou X est une hypersurface non singuliere, 3.7 est du a
Andreotti. Le résultat 3.7 s’exprime aussi (lorsque X est non singuliere) en disant que
I’anneau de coordonnées homogenes de X est factoriel, et sous cette forme est contenu
dans XI 3.13 (ii). Signalons aussi que Serre avait donné une démonstration de 3.7 dans
le cas non singulier, par voie transcendante, en utilisant un argument de spécialisation
pour se ramener au cas de la caractéristique 0, ou on dispose du théoreme de Lef-
schetz sous sa forme classique. Bien entendu, le fait que la démonstration purement
algébrique donnée ici permette de se débarrasser d’hypotheses de non singularité dans
I’énoncé du théoréeme de Lefschetz, invite a reconsidérer celui-ci également dans le cas
classique. Cf. 'exposé suivant qui propose des conjectures dans ce sens.

Dans les corollaires 3.5 et 3.7 nous nous sommes placés sur un corps de base, alors
que les théoremes-clefs 2.4 et 3.4 sont valables sur une base quelconque. Pour générali-
ser a un S général ces corollaires 3.5 et 3.6, nous devons donner des criteéres serviables
pour qu'un point de X (plat sur S) ait un anneau local « pur » resp. parafactoriel. Ce
sera I’objet du n° suivant.
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4. Complétion formelle et platitude normale

Théoréme 4.1— Soit X un préschéma localement noethérien, localement immergeable
dans un schéma régulier, Y une partie fermée de X, U =X-Y, Xy un sous-préschéma
fermé de X défini par un idéal 7, X le complété formel de X le long de Xo, Uy la

trace de Xy sur U, U le complété formel de U le long de Ug, i : U — X et i : U-X
les immersions canoniques, n un entier. On suppose

a) X est normalement plat le long de Xo auz points de Y N Xg, i.e. en ces points
les Modules #™/ #"t1 sur Xq sont plats i.e. localement libres.
b) Pour tout x € Y N Xy, on a prof Ox, o = n+ 2.

Sous ces conditions, on a ce qui suit :
(1) Soit F un Module cohérent sur U, supposons que l'on ait :

c) Pour tout x € Y — Y NXg, on a prof Ox , > n+2.
d) F est libre en les points de Uy, et de profondeur = n+1 en tous les points
de U o1 il n'est pas libre.

Alors le Module gradué
@D R”i.(7"F)

m=0
sur @m20 I est de type fini pour p <n
(2) Soit § un Module cohérent sur ﬁ, alors le Module gradué

@ R"i.( 75/ S "T)

m=0
sur @,,>0 gm) gmil = gr »(Ox) est de type fini pour p <n
Démonstration. — 1) Soit X' =Spec(€D,,>, # ™) ; le changement de base f: X' =X
définit alors U = X' —Y’, X{, Uj = X{U’, et des immersions i’ : U — X/,
iy : Uy — X{. On a donc un carré cartésien

X+——1U

et on a

(19) @ R i.(f"F) = R'i.( @ F"F) =R i.(g.(F)),
m=0 m2=0

ou F/ = ¢*F, de sorte que 1’on a bien un isomorphisme canonique
9:(F') — @ S "F,
m=0
car c’est vrai en les points de Ug, du fait que F y est libre en vertu de d), et également
en les points de Uy, du fait qu'on y a #™ = Oy, (de sorte que dans les deux cas,
I ®p, F— #™F est un isomorphisme).
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D’autre part, comme f et par suite g sont affines, on a
(20) RPi.(g:(F')) = RP(ig)«(F') = R (f').(F') = fu(RVI(F"))
donc comparant (19) et (20), on voit que I’assertion 1) est équivalente & la suivante :
RPi’ (F") est un Module de type fini i.e. cohérent sur X', pour tout p < n. Or comme
X est localement immergeable dans un schéma régulier, il en est de méme de X’ qui
est de type fini sur X, et on peut appliquer le critére de cohérence VIII 2.3 & un

prolongement cohérent F" de F’ : on veut exprimer que ﬂpY(F”) est cohérent pour
p < n+1, et cela équivaut aussi a dire que pour tout =’ € U’ tel que

20 bis codim(z’' NY',z') =1,
(

on ait

(21) prof F/, > n+ 1.

Or cette condition est vérifiée en les points ' out F' n’est pas libre, car pour un tel z’
on a 2’ ¢ Uj en vertu de d), donc ¢ y est un isomorphisme, et en vertu de d) encore,
F est de profondeur > n+1 en g(z’), donc F’ est de profondeur > n+1 en z’. Il suffit
donc de vérifier la condition (21) en les «’ € U’ satisfaisant (21), et en lesquels F” est
libre. Or il suffit pour cela de prouver que 'on a

(21 bis) prof Ox/ v 2n+1

en ces points, a fortior: il suffit d’établir que ’'on a cette relation en tous les points x
de U’ satisfaisant (20 bis). Or, & nouveau en vertu du critére 2.3 de exposé VIII, ceci
équivaut a 'assertion que les Modules

HY,(0x) pourp<n+1

sont cohérents. En fait, nous allons prouver qu’ils sont méme nuls, ou ce qui revient
au méme en vertu de 'exposé 11, que l'on a

(22) prof Ox/ ,» >n+2 pour tout 2’ € Y'.

Pour ceci, nous distinguons deux cas. Si 2’ ¢ X{), alors f est une immersion en z’, et
il faut vérifier que F est de profondeur > n + 2 en l'image x = f(z’), ce qui n’est
autre que la condition ¢). Si par contre 2’ € X{, i.e. z = f(2') € Xo donc z € Y N Xy,
on applique les conditions a) et b) grace au

Lemme 4.2 — Soient X wun préschéma localement mnoethérien, Xy un sous-
préschéma fermé de X défini par un idéal ¢, X' = Spec(D,,50 ™), Xy =
Spec(B,,50 A"/ ") = X' xx Xo, © un point de Xo en lequel X est norma-
lement plat le long de Xo i.e. tel que gr 4(0x) = €D,,>0 F™) FmH oy soit plat
comme Module sur Xo. Alors pour toute suite d’éléments f; (1 < i < m) de Ox o dont
les images dans Ox, 5 forment une suite Ox, ,-réguliére, et tout ©’ € X' au-dessus
de z, les images des f; dans Ox: u (resp. dans Ox; 1) forment également une suite
Ox/ 5 -réguliére (resp. ﬁxé}z/-réguliére), en particulier on a

(23) prof Ox: ,» > prof Ox, ., prof Ox; .+ = prof Ox, ..
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Pour le démontrer, on peut supposer que X est local de point fermé x, donc affine
d’anneau A = Ox ., # étant défini par Idéal J, et il suffit de prouver que pour
toute suite f; (1 < i < m) d’éléments de A dont les images dans A/J forment une
suite A/J-réguliere, les f; forment également une suite (€9, J™)-réguliere et une
suite (D,,>0 Jm /Jmh) réguliere, i.e. pour tout m, elle forme une suite J™-réguliere
et J™/Jm*lréguliere. La deuxiéme assertion est triviale, puisque J™/J™*+1 est un
module libre sur A/J. La premiére s’ensuit, en regardant la filtration J-adique de J™,
et notant que pour le module gradué associé a J” pour ladite filtration, la suite des f;
est réguliere.

Cela prouve 4.2 et par suite 4.1 1).

Prouvons 4.1 2). Pour ceci, utilisons le carré cartésien

! 26 !
Xy —— U

o, b

X()(LUO

et procédant comme dans le début de la démonstration de 1), on trouve que l'on a

(24) €l>90 RY i (J™F) 7)== fo. (RP g, (80)),

ou o = §/ 7§ et ou §, = g5(Fo), (en utilisant le fait que § est localement libre).
Donc la conclusion de 2) équivaut & dire que pour p < n, RP [ (F;) est un Module
cohérent.

Ici encore, compte tenu que §, est localement libre, le critére VIII 2.3 nous permet
de nous ramener a prouver qu'’il en est ainsi si on remplace §{, par Oy, 1.e. a prouver
que les Modules

H@(x)(ﬁxg) pourp<n+1 (ouYy=Y NXj=X;-Up)
sont cohérents. On prouve encore qu’ils sont en fait nuls, i.e; que 'on a
(25) prof Ox; »» >n+2  pour tout ' € Y.

Or ceci résulte en effet des conditions a) et b), compte tenu de 4.2. Cela acheve la
démonstration de 4.1.

Remarque 4.3— On voit tout de suite, par descente, que 'hypothese : X localement
immergeable dans un schéma régulier, peut étre remplacée par la suivante plus faible :
il existe un morphisme X — X, fidelement plat et quasi-compact, tel que X soit
localement immergeable dans un schéma régulier.

Le théoreme 4.1 nous met en mesure d’appliquer les résultats de 'exposé IX
(théorémes de comparaison et d’existence). Nous nous intéresserons notamment au

Corollaire 4.4 — Supposons les conditions a), b), ¢) du théoréme 4.1 vérifides, avec
n =1, et X = Spec(A), A étant séparé complet pour la topologie J-adique. Alors
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(1) Le foncteur F F de la catégorie des Modules cohérents localement libres
sur U, dans la catégorie des Modules cohérents localement libres sur f], est pleinement
fidéle.

(2) Pour tout Module cohérent localement libre § sur U, il existe un Module cohé-
rent F sur U et un isomorphisme F= 5.

En particulier, si pour tout x € U dont l’adhérence dans U ne rencontre pas Uy i.e. tel
que TNXy CY, on a prof Oy, > 2, alors le couple (U, Uy) satisfait la condition de
Lefschetz effective (Left) de l’exposé X.

(Pour la derniére assertion, on procéde comme dans X 2.1)
Cas particulier de 4.4 :

Corollaire 4.5 — Soient A un anneau noethérien, J un idéal de A contenu dans le
radical, Ag = A/J. On suppose

(i) prof Ag > 3.

(i) gry(A) est un Ag-module libre.

(iii) A est complet pour la topologie J-adique.

Soient X = Spec(A), Xy = Spec(Ag) = V(J), a le point fermé de X, U =X — {a},
Uy = Xo—{a}, U le complété formel de U le long de Uqy. Alors le foncteur F — F de la
catégorie des Modules cohérents localement libres sur U dans la catégorie des Modules
cohérents localement libres sur 6, est pleinement fidéle. De plus, pour tout Module
cohérent localement libre § sur ﬁ, il existe un Module cohérent (pas nécessairement
localement libre !) F sur U, et un isomorphisme F~3.

On notera que grace a 4.3, nous n’avons pas eu a supposer que A est quotient d’un
anneau régulier, car le complété de A pour la topologie t(A)-adique satisfait en tout
cas a cette condition.

Procédant comme dans les exposés X et XI, on conclut de 4.5

Corollaire 4.6 — Sous les conditions de 4.5, on a ceci :
a) U et Uy sont connezes (III 3.1).
Choisissant un point-base géométrique dans Ugy, I’homomorphisme

7T1(U0) E— 7T1(U)

est surjectif.
b) L’homomorphisme
Pic(U) — Pic(Uy)
est injectif.
Pour prouver b), compte tenu de 4.5, cela revient a vérifier que tout isomorphisme

L, — Lo se remonte en un isomorphisme L/ — L. Or pour ceci on remonte de
proche en proche en des isomorphismes L. — L,, les obstructions se trouvent
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dans H'(Ug, #™/ _#"*1), or ces modules sont nuls du fait que J”/J**! est libre
et prof Ay > 3.
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le

Théoreme 4.7 — Soient A un anneau local noethérien, J un idéal de A contenu dans
son radical, Ag = A/J. On suppose

(i) prof Ag > 3.
(ii) gry(A) est un module libre sur Ag.

Alors, si Ag est « pur» (X 3.1) (resp. parafactoriel (XI 3.1)), il en est de méme de A.

Démonstration. — Par descente, on peut supposer qu’on a aussi
(iii) A est complet pour la topologie J-adique.

En effet, en vertu de (i) et (i), on a prof(A) > 3 donc prof(A) > 3, out A est le
complété de A pour la topologie J-adique, et on applique X 3.6 et XI 3.6. On est donc
sous les conditions de 4.5. Comme prof(A) > 3 > 2, dire que A est parafactoriel signifie
simplement que Pic(U) = 0, et en vertu de 4.6 b) il suffit pour ceci que Pic(Uy) = 0,
i.e. que A soit parafactoriel. Pour prouver que A est « pur » si Ag lest, il faut prouver
que si V est un revétement étale de U, défini par une algebre 2 sur U, alors H(U, %)
est une algebre finie étale sur A. Or A étant pur, il en est de méme des A,, (qui n’en
different que par des éléments nilpotents), donc pour tout n, B, = H%(U,%,) est
une algebre étale sur A/J"TL, et bien entendu ces algebres se recollent, de sorte que
@Bn est une algebre étale sur A. Or en vertu de 4.5, cette algebre n’est autre que
H°(U, %), ce qui établit notre assertion.

Corollaire 4.8 — Soient f : X — Y un morphisme plat de préschémas localement
noethériens, x € X, y = f(x), on suppose que Ox, . est un anneau local « pur »
(resp. parafactoriel) de profondeur > 3, alors il en est de méme de Ox 4.

C’est le résultat du type promis a la fin du n° précédent, pour généraliser les co-
rollaires 3.5 et suivants. On trouve donc, en utilisant 3.4, le

Corollaire 4.9 — Soient f : X — S un morphisme projectif et plat, avec S localement
noethérien, Ox (1) un Module inversible sur X ample par rapport a S, t une section
de Ox (1) telle que pour tout s € S, la section ts induite sur Xy soit Ox -réguliére, X
le sous-schéma des zéros de t, X,, le sous-schéma des zéros de t™ 1. On suppose que
pour tout s € S, X, est de profondeur > 3 en tous ses points fermés. Alors :

a) Si les anneaux locauzr des points fermés de Xy — Xos (s € S) sont « purs »
par exemple sont des intersections complétes, alors le foncteur X' — Xj) = X" xx Xp
de la catégorie des revétements étales de X dans la catégorie des revétements étales
de Xo est une équivalence de catégories; en particulier, choisissant un point base
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géométrique dans Xg, I’homomorphisme
m1(Xo) — m1(X)

est un isomorphi5m6(4)

b) Si les anneaux locaux des points fermés des Xs — Xo s (s € S) sont « parafacto-
riels », par exemple réguliers, ou des intersections complétes de dimension > 4, alors
pour tout entier m tel que R fo.(Ox,(—n)) = 0 pour n > m et i = 1,2, Uapplication
Pic(X) — Pic(X;,,) est bijective.

D’ailleurs si S est noethérien, et les Xo s sont de profondeur > 3 en leurs points
fermés, il existe de tels m (cf. 1.5).

Remarque 4.10— Sous les conditions de la derniére assertion de 4.9 b), on a vu
dans 1.5 qu’il existe un m tel que n > m implique méme H*(Xq, Ox,(—n)) = 0 pour
i = 1,2, et méme pour i < 2). Cette condition est plus forte que R* f,(€x,(—n)) = 0
pour i = 1,2, et elle a de plus 'avantage d’étre stable par changement de base. Il
en est de méme des hypothéses de profondeur qu’on a faites dans 4.9, et également
d’une hypotheses du type «les X sont localement des intersections completes ». 11
s’ensuit alors, sous ces conditions que 4.9 b) implique également que le morphisme de
foncteurs

PiCX/S — PiCXn/S

dans Sch g est un isomorphisme, donc aussi le morphisme pour les schémas de Picard
relatifs, lorsque ceux-ci existent :

PiCX/S — PiCXn/S .

Meéme dans le cas ou S est le spectre d’un corps algébriquement clos, cet énoncé est
nettement plus précis que 1’énoncé consistant & dire seulement que Pic(X) — Pic(X,,)
est bijectif.

(ON.D.E. : signalons le spectaculaire résultat de connexité obtenu depuis par Fulton et Hansen, dans
le cas ot S = Spec(k) (k corps algébriquement clos). Soit g : X — P x P}* tel que dim g(X) > m;
alors, I'image inverse de la diagonale est connexe. Ceci permet entre autres choses de généraliser
le corollaire 4.9 lorsque f est le morphisme structural du projectif P}* sur S = Spec(k) : précisé-
ment, une sous-variété irréductible X de P} de dimension > m /2 a un groupe fondamental trivial!
(cf. Fulton W. & Hansen J., « A connectedness theorem for projective varieties, with applications to
intersections and singularities of mappings », Ann. of Math. (2) 110 (1979), n° 1, p. 159-166). Pour
des généralisations au cas des grassmanniennes ou des variétés abéliennes, voir Debarre O., « Théo-
rémes de connexité pour les produits d’espaces projectifs et les grassmanniennes », Amer. J. Math.
118 (1996), n° 6, p. 1347-1367 et « Théoremes de connexité et variétés abéliennes », Amer. J. Math.
117 (1995), n® 3, p. 787-805. Le résultat de trivialité du groupe fondamental de X comme plus haut a
été obtenu indépendamment par Faltings, qui prouve en outre que Pic(X) n’a pas de torsion premiére
a la caractéristique de k, ce par des méthodes d’algébrisation de fibrés formels, plus dans la lignée
des techniques de Grothendieck, cf. (Faltings G., « Algebraization of some formal vector bundles »
Ann. of Math. (2) 110 (1979), n° 3, p. 501-514).

163



164

128 EXPOSE XII. APPLICATIONS AUX SCHEMAS ALGEBRIQUES PROJECTIFS

On peut se demander si on peut toujours prendre n = 0 dans les conclusions pré-
cédentes (supposant donc les X s de profondeur > 3 en leurs points fermés). Lorsque
Xy est lisse sur S et les caractéristiques résiduelles de S sont nulles, il en bien ainsi,
en vertu du « vanishing theorem » de Kodaira, (démontré par voie transcendante,
utilisant une métrique kihlérienne) qui implique que pour tout schéma projectif lisse
connexe de dimension n sur un corps k de caractéristique nulle, et tout Module inver-
sible ample L sur X, on a Hi(X,L_l) = 0 pour i # n. Il n’est pas connu'® & I’heure
actuelle si ce théoreme peut étre remplacé par un généralisation en caractéristique
p > 0, et si 'hypothese de lissité peut étre remplacée par une hypothese de nature
plus générale (portant sur la profondeur, ou du type « intersection complete »...).

5. Conditions de finitude universelles pour un morphisme non propre

Rappelons pour mémoire la

Proposition 5.1 — Soit f : X — S un morphisme propre de préschémas, avec S lo-
calement noethérien, U une partie ouverte de X, g : U — X ["immersion canonique,
h=fg:U — S, F un Module sur U. Supposons que les Modules R’ g« (F) soient
cohérents pour i < n (hypothése de nature locale sur X, qui se vérifie pratiquement
Vaide du critére VIIT 2.3). Alors R" h,(F) est cohérent pour i < n.

Cela résulte aussitot de la suite spectrale de Leray
(26) ELY = R? £.(R" g.(F)) — R* h.(F),

et du fait que les images directes supérieures par f d’'un Module cohérent sur X sont
cohérentes (EGAIII 3.2.1).

(®)N.D.E. : comme I’a remarqué Raynaud, le résultat de décomposition du complexe de de Rham
de Deligne et Tllusie entraine facilement la nullité du groupe H*(X,L~1) (avec L ample sur X pro-
jective lisse sur k de caractéristique p > 0) pour i < inf(p,dim(X)) dés lors qu'on suppose que X
est relevable en un schéma plat sur Wa(k) (cf. Deligne P. & Illusie L., « Relévements modulo p?
et décomposition du complexe de de Rham », Invent. Math. 89 (1987), n° 2, p.247-270); ceci
donne un preuve purement algébrique du résultat de Kodaira pour les variétés projectives en ca-
ractéristique nulle. Si X n’est pas relevable, il est bien connu que le « vanishing theorem » est faux;
cf. Pexemple dans (Raynaud M., « Contre-exemple au ”vanishing theorem” en caractéristique p > 0 »,
in C.P. Ramanujam—a tribute, Tata Inst. Fund. Res. Studies in Math., vol. 8, Springer, Berlin-New
York, 1978, p. 273-278) ; voir aussi les treés jolis exemples dans (Haboush W. & Lauritzen N., « Varie-
ties of unseparated flags », in Linear algebraic groups and their representations (Los Angeles, CA,
1992), Contemp. Math., vol. 153, American Mathematical Society, Providence, RI, 1993, p. 35-57),
simplifiés dans (Lauritzen N. & Rao A.P., « Elementary counterexamples to Kodaira vanishing in
prime characteristic », Proc. Indian Acad. Sci. Math. Sci. 107 (1997), n°® 1, p. 21-25). En revanche,
je ne connais pas d’exemple ou la fleche Pic(X,4+1) — Pic(Xy) n’est pas surjective pour n > 1 en
caractéristique positive, ot X,, désigne une section hyperplane épaissie de X projective lisse comme
plus haut.
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Proposition 5.2 — Soit S un préschéma localement noethérien, . une Algébre gra-
duée quasi-cohérente, de type fini sur S, engendrée par .1, X un sous-préschéma
de Proj(-#), Ox(1) le Module inversible sur X trés ample relativement & S induit
par Proj(.#(1)), U une partie ouverte de X, g : U — X l’immersion canonique,
h = fg: U — S, F un Module quasi-cohérent sur U, d’ou des Modules tordus
F(m) = F ® Ox(m)) (m € Z), n un entier, mg un entier. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) R" g, (F) est cohérent pour i < n.

(i) Drsimg R’ h,(F(m)) est un .”-Module de type fini pour i < n.

Démonstration. — Remplagant dans la suite spectrale ci-dessus F par F(m) on trouve
une suite spectrale de .#-Modules gradués
B} = @ RVLARYg.(F(m)) = @ R"h.(F(m)).
m>2mo m>=mo
Comme on a
R?g.(F(m)) ~ R g.(F)(m),
on voit que si les R 9«(F) sont cohérents, EB'? est de type fini sur . pour ¢ < n,
grace a la partie a) du lemme 5.3 ci-dessous, ce qui implique que ’aboutissement est
de type fini sur . en degré i < n. Cela prouve (i) = (ii). De plus, raisonnant dans
la catégorie abélienne des .’~-Modules gradués modulo la sous-catégorie épaisse € de
ceux qui sont quasi-cohérents de type fini, on trouve par la suite spectrale précédente
@ RUL(Em) > @ LR g.(F)m) mod 7,
m>=mg mz=mgo
ce qui prouve que si le membre de gauche est un %-Module de type fini, alors
R™! g.(F) est cohérent, en vertu de la partie b) du lemme 5.3. Ceci prouve 1'im-
plication (ii) = (i) par récurrence sur n. Reste & prouver :

Lemme 5.3 — Soient S, ., X, f comme dans 5.2, et G un Module quasi-cohérent
sur X, mg un entier. Alors

a) Si G est cohérent, alors pour tout entier i, le Module gradué
@ R .(Gm)
m2=mo
sur & est de type fini.
b) Inversement, supposons que le Module B,,,,,, R’ f.(G(m)) sur.? soit de type
fini, alors G est cohérent.

Démonstration de 5.3. — Pour a), le cas i = 0 est donné dans EGAIII 2.3.2, le cas
i > 0 dans EGAIII 2.2.1 (i)(ii) qui dit que les R* f,G(m) sont cohérents, et nuls pour
m grand (si on suppose S noethérien, ce qui est loisible). Pour b), on note que G est
isomorphe & Proj(€D,,,,,, f+(G(m)) (EGAIIL 3.4.4 et 3.4.2), ce qui prouve que G est
cohérent si €P,),,,, f+(G(m)) est de type fini sur ., en vertu de loc. cit. 3.4.4.
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Corollaire 5.4(S noethérien). — Supposons que R’ g«(F) soit cohérent pour i < n,
alors pour v < n+ 1, et m grand, on a un isomorphisme canonique :

R’ ho(F(m)) = fo(R' g.(G)(m)).

En effet la suite spectrale (26) pour F(m) dégénére alors en degré < n, par EGA III
2.2.1 (ii), d’olt aussitot le résultat (qui redonne d’ailleurs l'implication (ii) = (i)
de 5.2).

Corollaire 5.5 — Sous les conditions préliminaires de 5.2, S noethérien, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) D.sm, e (F(m) est de type fini surS, et R h(F(m)) = 0 pour 0 <i < n et
m grand.

(ii) g«(F) est cohérent, et R' g.(F) =0 pour 0 < i < n.

(ii bis) g«(F) est cohérent, et profy g.(F) > n+ 1.

L’équivalence de (ii) et (ii bis) est contenue dans IIT 3.3. D’ailleurs, en vertu de
5.2 les conditions (i) et (i) impliquent toutes deux que les R’ g.(F) (i < n) sont
cohérents. L’équivalence de (i) et (ii) résulte alors de 5.4, compte tenu du fait que
tout un Module cohérent G sur X, on a G = 0 si et seulement si f.(G(m)) = 0 pour
m grand, par exemple en vertu de EGA IIT 2.2.1 (iii).

Remarque 5.6 — On peut interpréter les criteres 5.2 et 5.5 en disant que la « condition
de finitude simultanée » 5.2 (ii) s’exprime par des propriétés de régularité locale (en
termes de profondeur grace a VIII 2.1) de F en les points de U voisins de Y = X — U,
alors que la « condition de nullité asymptotique » 5.5 (i) est de nature nettement plus
forte, et s’exprime par des conditions de régularité locale de g.(F) en les points de Y
lui-méme. Il serait intéressant, pour généraliser les théoremes & la Lefschetz pour
les morphismes projectifs aux morphismes quasi-projectifs, de trouver des critéres
locaux sur X nécessaires et suffisants pour que les .-Modules P, R’ h.(F(m))
pour i < n soient de type fini. Lorsque S est le spectre d’un corps (et sans doute plus
généralement, si c’est le spectre d’'un anneau artinien) et Y = X — U est fini, on peut
montrer qu’il est nécessaire et suffisant que les conditions suivantes soient vérifiées :

1°) prof F, > n pour tout point fermé = de U (comparer 1.4).
2°) R" g«(F) est cohérent pour i < n, ou ce qui revient au méme, il existe un
voisinage ouvert V de Y tel que pour tout point fermé x de UNV, on ait prof F,, > n+1.

Proposition 5.7 — Soient S un préschéma localement noethérien, g : U — X un mor-
phisme de préschémas de type fini sur S, de morphismes structurauz h et f, F un
Module quasi-cohérent sur U, n un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout changement de base S' — S, avec S’ noethérien, le module R™ g/ (F’)
sur X' est cohérent.

()11 suffit en fait que g soit quasi-compact et quasi-séparé (EGA IV1.2.1), sans condition sur U, X.
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(ii) Pour tout changement de base comme ci-dessus, et tout Idéal cohérent 7
sur S', désignant par & U'ldéal 7 Ox: sur X', le Module gradué
@ R"g.(SF)
m2=0
sur @,,50 4™ est de type fini.
(iii) Pour tout changement de base S — S, et ¢ comme ci-dessus, le Module
gradué
@ R" g(5"F )5

m=0

sur gry(Ox:) = @,,50 L™/ I ™ est de type fini.

Evidemment (ii) = (i) et (iii) = (i), comme on voit en faisant .# = 0 dans
les conditions (ii) et (iii). Les implications inverses s’obtiennent en appliquant (i)
au changement de base composé SR S S, ou S" est égal a Spec @m>0 g
resp. Spec@,,50 L/ A"

L’intérét de cette proposition est que les conditions de la forme (ii) sont celles
qui interviennent dans les « théoremes de comparaison algébrico-formels », alors que
les conditions de la forme (iii) interviennent dans les « théorémes d’existence » qui
les completent, cf. exposé IX. Un premier cas intéressant est celui on f : X — S est
Iidentité, et ou il s’agit donc de conditions sur un morphisme A : U — S localement de
type fini et un Module F quasi-cohérent sur U plat par rapport a S. Pour obtenir des
conditions suffisantes, nous allons supposer que U se plonge par g : U — X, comme
sous-préschéma ouvert d’'un X propre sur S. Appliquant 5.1, on voit donc :

Corollaire 5.8 — Soient f : X — S un morphisme propre, avec S localement noethé-
rien, U un ouvert de X, g : U — X limmersion canonique, h = fg: U — S, F un
Module quasi-cohérent sur X, plat par rapport a S. Supposons que pour tout change-
ment de base S’ — S, avec S’ localement noethérien, on ait R* g.(F") cohérent sur X'
pour i < n. Alors on a ce qui suit :

(i) Pour tout changement de base S’ — S, avec S’ localement noethérien, R* b’ (F”)
est cohérent sur S’ pour ¢ < n.

(ii) Pour toutS" — S comme ci-dessus, et tout Idéal cohérent ¢ surS', les Modules
gradués

@ R'AL(ITF)

m=0

sur EDm>o F™ sont de type fini pour i < n.
(ili) Pour tout S" — S et # comme ci-dessus, les Modules gradués

@ Rz h;(/nLF//f'm—i-lF/)
m2>=0

sur gr;(ﬁs/) = ®m20 ™) F™H sont de type fini pour i < n.
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De plus, sous les conditions de (ii), et en vertu du théoréme de comparaison 1.1,
désignant par S' le complété formel de S' par rapport & ¢, et par U’ celui de U" par
rapport a Z Oy, les homomorphismes canoniques

R'B(F') — R W, (F') — lim R' A, (F})
k

sont des isomorphismes pour i < n — 1.

Remarque 5.9 — Supposons qu’on soit de plus sous les conditions de 5.8 avec F co-
hérent, et considérons un changement de base S’ — S comme dans 5.9 (i). Supposons
de plus que S’ soit localement immergeable dans un schéma régulier, ou plus générale-
ment, qu’il existe un morphisme S* — S fidélement plat et quasi-compact, tel que S~
soit localement immergeable dans un schéma régulier ; cette condition est vérifiée en
particulier si S’ est local. Alors la conclusion de 5.8 (i) et (ii) reste valable lorsqu’on y
remplace F’ par un Module G’ sur U’, tel que tout point de U’ ait un voisinage ouvert
sur lequel G’ soit isomorphe & un Module de la forme F'". En effet, on est ramené au
cas S lui-méme est localement immergeable dans un schéma régulier, de sorte qu’il
en est de méme de S” = Spec (@m>0 ™) et de X" =X'xg'S" =XxgsS", qui sont
de type fini dessus. On applique alors le critere de finitude VIII 2.3 pour les images
directes pour i < n de G" sous I'immersion U — X”, en notant qu’elles sont satis-
faites par hypotheses pour F", donc aussi pour G" puisqu’elles s’expriment en termes
de profondeur et que G" est localement isomorphe a un F'". Le méme argument
montre que si ¢’ est un Module cohérent sur U (complété de U’ par rapport & I'Idéal
IO, tel que ) =9'/ 94" soit localement de la forme F", alors la conclusion de
(iii) reste valable en y remplagant F’ par ¢’. On obtient ainsi le résultat suivant, en
utilisant les résultats de I'exposé IX :

Corollaire 5.1Q0 — Soient f : X — S un morphisme propre, avec S localement noe-
thérien, U une partie ouverte de X ; on suppose U plat par rapport a S, et que pour
tout changement de base S' — S, avec S’ localement noethérien, on ait Rig.(Oy)
cohérent sur X' pour i = 0,1. Supposons alors que S’ soit de la forme Spec(A), ot
A est anneau noethérien muni d’un idéal J tel que A soit séparé et complet pour la
topologie J-adique. Sous ces conditions :

(i) Le foncteur F — F de la catégorie des Modules localement libres sur U’ dans la
catégorie des Modules localement libres sur U est pleinement fidéle.

(ii) Pour tout Module localement libre § sur ﬁ, il existe un Module cohérent F
sur U’ (pas nécessairement localement libre, hélas), et un isomorphisme F~ 5.

Il reste seulement & prouver (ii), grace a 5.9. Or d’apres cette remarque et 2.1
il s’ensuit que § est induit par un Module cohérent & sur X' D’apres le théoreme
d’existence EGATIT 5.1.4, & est de la forme f‘, ol F est cohérent sur X, d’ou la
conclusion.
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Remarques 5.11— 1°) Utilisant 5.10, 4.7 et une hypothése convenable, disant
que certains anneaux locaux des fibres géométriques de X’ — S’ sont « purs »
resp. parafactoriels, on doit pouvoir obtenir des énoncés disant que le foncteur Z' — 7'
de la catégorie des revétements étales de X' dans la catégorie des revétements étales
de X/ (ou ce qui revient au méme, de X)) est une équivalence de catégories, resp. que
le foncteur L — L de la catégorie des Modules inversibles sur X’ dans la catégorie
des Modules inversibles sur X’ est une équivalence. Utilisant des résultats récents de
Murre, il est probable que ’on doit pouvoir déduire des théoremes d’existence des sché-
mas de Picard pour certains schémas algébriques non propres'®). De facon générale,

(6)N.D.E. : bien entendu, on se reportera dans le cas projectif aux théorémes d’existence de Grothen-
dieck de FGA ; cf. Grothendieck A., « Technique de descente et théorémes d’existence en géométrie
algébrique. VI. Les schémas de Picard : propriétés générales », in Séminaire Bourbaki, vol. 7, Société
mathématique de France, Paris, 1995, Exp. 236, p. 221-243 et « Technique de descente et théorémes
d’existence en géométrie algébrique. V. Les schémas de Picard : théorémes d’existence », in Séminaire
Bourbaki, vol. 7, Société mathématique de France, Paris, 1995, Exp. 232, 143-161. Les neuf conjec-
tures de finitude qui 8’y trouvent sont démontrées dans les exposés XII et XIIT de Mme Raynaud et de
Kleiman de SGA 6. Pour un excellent texte élémentaire sur le sujet, voir ’article d’exposition de Klei-
man (Kleiman S., « The Picard scheme », & paraitre dans Contemp. math.). Pour une application
de ces techniques aux jacobiennes généralisées globales d’une courbe lisse relative, voir (Contou-
Carrere C., « La jacobienne généralisée d’une courbe relative ; construction et propriété universelle
de factorisation », C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B 289, (1979), n°® 3, A203-A206 et « Jacobiennes
généralisées globales relatives », in The Grothendieck Festschrift, Vol. II, Progr. Math., vol. 87, Bir-
khiuser, Boston, 1990, p.69-109). Voir aussi du méme auteur, dans le cadre purement local, la
construction et 1’étude du foncteur « jacobienne généralisée locale » (« Jacobienne locale, groupe de
bivecteurs de Witt universel, et symbole modéré », C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 318 (1994),
n® 8, p.743-746). Par ailleurs, si dans le cas d’'un morphisme projectif et lisse, les composantes
connexes du schéma de Picard sont propres, il n’en va plus de méme dans le cas singulier. Se pose
naturellement le probléme de la compactification des schémas de Picard : ce probleme a été étudié
en détail, notamment dans (Altman A.B. & Kleiman S., « Compactifying the Picard scheme », Adv.
in Math. 35 (1980), n°® 1, p.50-112. et « Compactifying the Picard scheme. II », Amer. J. Math.
101 (1979), n° 1, p.10-41). Le cas des courbes avait été étudié auparavant (D’Souza C., « Com-
pactification of generalised Jacobians », Proc. Indian Acad. Sci. Sect. A Math. Sci. 88 (1979), n° 5,
p. 419-457). On sait méme exactement quand la jacobienne compactifiée d’une courbe est irréductible
(Rego C.J., « The compactified Jacobian » Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 13 (1980), n° 2, p.211-
223, celle-ci étant I’adhérence de la jacobienne (ordinaire) lorsque la courbe est géométriquement
intégre et localement planaire; pour une construction en famille des jacobiennes compactifiées, voir
(Esteves E., « Compactifying the relative Jacobian over families of reduced curves », Trans. Amer.
Math. Soc. 353 (2001), n° 8, p.3045-3095). Depuis, les résultats d’existence du schéma de Picard
dans le cas propre ont progressé depuis 1’édition originale de SGA 2; cf. (Murre J.P., « On contrava-
riant functors from the category of pre-schemes over a field into the category of abelian groups (with
an application to the Picard functor) », Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 23 (1964), p. 5-43) et
surtout (Artin M., « Algebraization of formal moduli. I », in Global Analysis (Papers in Honor of
K. Kodaira), Univ. Tokyo Press, Tokyo, 1969, p.21-71). Voir aussi (Raynaud M., « Spécialisation
du foncteur de Picard », Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 38 (1970), p. 27-76) dans le cas d’un
schéma propre sur un anneau de valuation discrete, mais pas nécessairement plat. Pour une discus-
sion de résultats plus récents, en particulier ceux d’Artin, pour le foncteur de Picard des schémas
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I’élimination d’hypotheses de pureté dans divers théoremes d’existence, notamment
de représentabilité de foncteurs comme les foncteurs de Hilbert, ou de Picard etc.,
a l'aide des techniques développées dans ce séminaire, mérite une étude systématique.

2°) On peut se proposer de donner des conditions nécessaires et suffisantes ma-
niables, en termes de profondeur, pour que la condition de finitude universelle envi-
sagée dans 5.10 soit vérifiée. Lorsque S est le spectre d'un corps, il résulte facilement
de EGATII 1.4.15 qu’il faut et il suffit que les R’ g.(F) (i < n) soient cohérents, ce
qui s’exprime bien en termes de profondeur grace a VIII 2.3. Dans le cas général, on
notera cependant qu’il ne suffit pas d’exiger que la condition précédente soit vérifiée
pour toutes les fibres Us C X, (s € S), méme dans le cas o n = 0. Prendre par
exemple X = S, S le spectre d’'un anneau de valuation discrete, U louvert réduit au
point générique, F = Oy.

3°) Voici cependant une condition suffisante assurant qu’on est sous les conditions
de I’hypothese de 5.10 : Il suffit que f soit plat, et que pour tout s € S et tout
r €Yy =X;— Ug, on ait

prof Ox_ . > n+2.

En effet, compte tenu du lemme 2.5 (cf. relation (16) apres 2.5), il s’ensuit que l'on a
alors g.(0y) ~ Ox et R' g.(Oy) = 0 pour 0 < i < n, et les mémes relations seront
évidemment vérifiées apres tout changement de base S — S.

propres et plats, en particulier dans le cas cohomologiquement plat en dimension 0, voir le chapitre
VIII de (Bosch S., Liitkebohmert W. & Raynaud M., Néron models, Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete (3), vol. 21, Springer-Verlag, Berlin, 1990) et les références citées. Beaucoup
plus récemment, des résultats trés fins ont été obtenus dans le cas de courbes relatives f : X — S
au-dessus du spectre S d’un anneau de valuation discrete a corps résiduel parfait. Plus précisément,
on suppose que f est propre et plat, X régulier et f.0x = Os. En revanche, on ne suppose pas f
cohomologiquement plat en dimension 0, i.e. on ne suppose pas H!(X, &) sans torsion. Le schéma
de Picard n’est alors pas représentable, que ce soit par un schéma ou un espace algébrique, dés que
la torsion en question est non nulle. Soit J le modele de Néron de la fibre générique de f : c’est un
quotient du foncteur de Picard P. Alors, Raynaud a montré que le noyau de I’application tangente
H'(X, 0) = Lie(P) — Lie(J) coincide avec le sous-groupe de torsion du H' et que le conoyau a méme
longueur (voir le théoréme 3.1 de (Liu Q., Lorenzini D. & Raynaud M., « Néron models, Lie algebras,
and reduction of curves of genus one », Invent. Math. 157 (2004), p. 455-518). Ce résultat permet
aux auteurs précités d’étudier le lien entre les conjectures de Birch-Swinnerton-Dyer et Artin-Tate
(voir th. 6.6 de loc. cit.). En ce qui concerne le schéma de Picard local, voir la thése de Boutot, citée
note de ’éditeur (13) page 149.



EXPOSE XIII

PROBLEMES ET CONJECTURES

1. Relations entre résultats globaux et locaux. Problemes affines liés a la
dualité

Il est bien connu que beaucoup d’énoncés concernant un schéma projectif X peuvent
se formuler en termes d’énoncés concernant un certain anneau gradué, ou mieux un
anneau local complet, & savoir I’anneau de coordonnées homogenes de X (i.e. 'anneau
affine du cone projetant X de X), ou son complété (i.e.le complété de I'anneau lo-
cal du sommet de 5{) L’intérét de cette reformulation est qu’elle permet souvent a
partir de résultats globaux connus, de conjecturer, voire de démontrer, des résultats
analogues pour des anneaux locaux noethériens complets plus généraux que ceux qui
interviennent réellement dans 1’énoncé global, par exemple pour des anneaux locaux
qui ne sont pas nécessairement d’égale caractéristique. Ainsi, le théoréeme de dualité de
Serre pour 'espace projectif XII 1.1 a suggéré I'utile théoreme de dualité locale V 2.1.
Le théoreme fondamental de Serre sur la cohomologie des Modules cohérents sur 1’es-
pace projectif (finitude, comportement asymptotique pour n grand de H*(X,F(n)),
cf. EGAIII 2.2.1) se généralise en un théoréme de structure pour les invariants locaux
an(M), voir V 3. De méme, les théoremes de Lefschetz pour le groupe fondamental,
et le groupe de Picard (« criteres d’équivalence »), bien familiers dans le cas classique
et étendus par la suite & un corps de base quelconque, ont suggéré les théoréemes
de Lefschetz «locaux » des exposés X et XI. Bien entendu, les théoremes locaux a
leur tour sont des outils précieux pour obtenir des énoncés globaux. Par exemple la
dualité locale permet de formuler une propriété asymptotique globale XII 1.3 (i) par
I’annulation de certains invariants locaux H*(F, ). De facon plus substantielle, les théo-
remes Lefschetz locaux, impliquant par exemple la « pureté » ou la parafactorialité de
certains anneaux locaux intersections compleétes (X 3.4 et XTI 3.13) permettent dans
les théoremes de Lefschetz globaux de se débarrasser de certaines hypotheses de non
singularité, comme dans X 3.5, 3.6, 3.7.

Une autre généralisation utile des théoremes concernant les schémas projectifs sur

172

173



136 EXPOSE XIII. PROBLEMES ET CONJECTURES

un corps k consiste & remplacer k par un schéma de base général. Ainsi, la suite de
EGA IIT donnera'") une généralisation dans ce sens de la dualité de Serre*) ; les théo-
remes de finitude et de comportement asymptotique des H (X, F(n)) ont été énoncés
dans EGAIII 2.2.1 sur un schéma de base général, enfin les théorémes de Lefschetz
peuvent également se développer pour un morphisme projectif, comme on a vu dans
XII 4.9, grace au théoreme local XII 4.7. Bien entendu, le fait de travailler sur un
schéma de base général conduit aussi & des énoncés essentiellement nouveaux, tels
le « théoreme de comparaison » EGA III 4.15 et le théoreme d’existence de faisceaux
EGATII 5.1.4 (qui, on I’a vu par ailleurs dans IX, relevent des mémes théorémes-clefs
de nature cohomologique que les théoremes de Lefschetz pour 71 et Pic).

Il s’impose alors de dégager des théoremes qui englobent simultanément les deux
généralisations que nous venons de signaler des énoncés concernant les schémas pro-
jectifs sur un corps. Les objets naturels pour une telle généralisation commune sont
les anneauzx noethériens séparés et complets pour une topologie I-adique. Leur étude,
a ce point de vue, n’a pas encore été abordée sérieusement, et me semble a ’heure
actuelle le sujet le plus intéressant dans la théorie locale des faisceaux cohérents. Voici
un probléme typique dans cette direction :

Conjecture 1.1(« Deuxiéme théoréme de finitude affine ) (%))
Soient M un module de type fini sur un anneau noethérien A (qu’on supposera au
besoin quotient d’un régulier), J un idéal de A, prouwver que les modules Hy(M) sont

(*)¢f. Séminaire Hartshorne, cité & la fin de Exp. IV.
(**) Cette conjecture, et la conjecture 1.2, ci-dessous, sont fausses, comme ’a montré R. Hartshorne,
« Affine duality and cofinite modules », Invent. Math. 9 (1969/70), p. 145-164, section 3.

(UN.D.E. : en fait, cette généralisation ne s’y trouve pas ; voir note plus bas, et la note de I’éditeur (4)
de la page 2

(DIN.D.E. : toutefois, si A est local complet (resp. régulier de caractéristique positive) et J est I'idéal
maximal, ’énoncé est vrai pour M de type fini (resp. M = A), cf. (Hartshorne R., « Affine duality
and cofinite modules », Invent. Math. 9 (1969/70), p. 145-164, corollaire 1.4) (resp. (Huneke C. &
Sharp R., « Bass numbers of local cohomology modules », Trans. Amer. Math. Soc. 339 (1993), n° 2,
p. 765-779), qui contient d’ailleurs des résultats bien plus forts). Pour des méthodes complétement
différentes (D-modules) permettant d’aborder la caractéristique nulle, voir (Lyubeznik G., « Finite-
ness properties of local cohomology modules (an application of D-modules to commutative algebra) »,
Invent. Math. 113 (1993), n° 1, p. 41-55) ; voir aussi du méme auteur « Finiteness properties of local
cohomology modules for regular local rings of mixed characteristic : the unramified case », Comm.
Algebra 28 (2000), n° 12, p. 5867-5882, Special issue in honor of Robin Hartshorne, et « Finiteness
properties of local cohomology modules : a characteristic-free approach », J. Pure Appl. Algebra 151
(2000), n° 1, p.43-50. La notion de module cofini a évolué depuis sous la houlette de Hartshorne.
On dit que M est J cofini s’il est de support contenu dans V(J) et si tous les Ext (A/J, H;(M)) sont
de type finis. Sur ce sujet, voir par exemple (Delfino D. & Marley Th., « Cofinite modules and local
cohomology », J. Pure Appl. Algebra 121 (1997), n° 1, p. 45-52).
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« J-cofinis », i.e. que les modules
Homy (A/J, Hj(M))
sont de type fini.

Rappelons qu'on désigne par Hj(M) le module Hi (X, M) (ot X = Spec(A), Y =
V(J)) de Exp. I, interprété dans II en termes de limite inductive de cohomologies
de complexes de Koszul, ou encore pour i > 2 le module H (X — Y,1\~/[). A vrai
dire, 1.1 devrait étre une conséquence d’un énoncé plus précis, impliquant que les
H% (M) sont dans une sous-catégorie abélienne convenable D de la catégorie C; des
A-modules de support C Y = V(J), telle que H € ObD; implique que H est J-
cofini. (N.B. La catégorie des modules H de support contenu dans V(J) et qui sont
J-cofinis n’est malheureusement pas stable par passage au quotient!). Le probleme
essentiel consisterait alors a définir D ;. De facon plus précise, la solution du probleme
1.1 devrait sortir (du moins si A est quotient d’un régulier) d’une théorie de dualité,
généralisant a la fois la dualité locale, et la théorie de dualité des morphismes projectifs
a laquelle il a été fait allusion plus haut, et qui serait du genre suivant :

Conjecture 1.« Dualité affine » *)). — Supposons A régulier, séparé et complet pour
la topologie J-adique. Soit C*(A) une résolution injective de A.

(i) Prouver que le foncteur
Dy : L. — Homy(L.,C*(A))

de la catégorie des complexes de A-modules, libres de type fini en toute dimension et a
degrés limités supérieurement, (ot les morphismes sont les homomorphismes de com-
plexes a homotopie prés) dans la catégorie des complexes de A-modules K*, injectifs
en toute dimension et & degrés limités supérieurement (ot les homomorphismes sont
définis de la méme fagon), est pleinement fidéle.

(ii) Prouver que pour tout K* de la forme Dy(L.), les H(K*)(= Ext% (X; L., Ox))
sont J-cofinis.

(iii) De fagon plus précise, prouver que les K* qui sont homotopes ¢ un complexe
de la forme Dy(L.) peuvent se caractériser par des propriétés de finitude des Hi(K’),
plus fortes que celle envisagée dans (ii), par exemple par la propriété H'(K®) € ObDj,
ot D est une catégorie abélienne convenable, comme envisagée plus haut.

Notons que le probléme est résolu par I'affirmative lorsque A est local et que J en
est un idéal de définition (cf. Exp. IV), et aussi lorsque J est I'idéal nul. Dans ces deux
cas, exceptionnellement, on peut se borner a prendre pour Dj la catégorie des Modules
a support V(J) qui sont J-cofinis, (ce qui dans le deuxiéme cas signifie simplement,
qu’on prend la catégorie des Modules de type fini sur A). Une solution affirmative de

(*) Cette conjecture, fausse telle quelle, a cependant été établie sous une forme assez voisine par
R. Hartshorne, « Affine duality and cofinite modules », Invent. Math. 9 (1969/70), p. 145-164.
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la conjecture 1.2 en général en donnerait une pour 1.1, en prenant pour L. le dual
d’une résolution libre de type fini de M. D’autre part, une solution affirmative de 1.1
donnerait une réponse affirmative a la premiere partie de la conjecture suivante que
nous formulons sous forme « globale » :

Conjecture 1.3 — Soit X C P, un sous-schéma fermé du schéma projectif type qui
soit localement une intersection compléte et dont toute composante irréductible soit
de codimension > s. Soit U =P} —X.

(i) Prouver que pour tout Module cohérent F sur U, on a
dim H (U, F) < +oo pour i > s.0%)
(ii) Donner un exemple, avec X connexe et régqulier, ot on a
H*(U,F) # 0.
Pour voir que (i) est un cas particulier de 1.1 on considere

H'(U.F()) = @H'(U,F(n)) = H'(E" - X.F)

comme un module sur 'anneau affine k[to, ..., t,] du cone projetant E"*! de P". Ce
module n’est autre que Hf{"l(M)7 ol J est I'idéal du cone projetant X de X dans E"1.
D’autre part de I'hypothese faite sur X, qui implique que X est aussi une intersection
complete de codimension > s en tout point de E"+! distinct de I’origine, résulte que
H3+1(M) est nul en dehors de l'origine pour ¢ > s. S’il est donc J-cofini comme le veut
1.1, il est a fortiori m-cofini, ce qui implique facilement qu’il est de dimension finie
en tout degré® Noter d’ailleurs que la conjecture 1.3 se pose déja pour une courbe
irréductible non singuliere X dans P?, on ignore si dans ce cas les H*(P? — X, 0 (n))

(*)La partie (i) de cette conjecture est prouvée par R. Hartshorne lorsque X est lisse cf. Ample
subvarieties of algebraic varieties, Notes written in collaboration with C. Musili, Lect. Notes in
Math, vol. 156, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1970, théoreme III.5.2. Cet auteur a également
trouvé un exemple pour (ii), cf. R. Hartshorne, « Cohomological dimension of algebraic varieties »,
Ann. of Math. (2) 88 (1968), p. 403—450, exemple page 449.

(3)N.D.E. : Hartshorne a prouvé (Hartshorne R., « Cohomological dimension of algebraic varieties »,
Ann. of Math. (2) 88 (1968), p.403-450) que la cohomologie H*~1(P? — X,F) est nulle pour F
cohérent et X de dimension positive (k algébriquement clos). En fait, grace essentiellement & la
dualité de Serre et au théoréme de Lichtenbaum — nullité de la cohomologie des faisceaux cohérents
en dimension maximale des variétés quasi-projectives irréductibles non complétes —, on se ramene
a prouver que le complété formel 132 et X ont méme corps de fonctions rationnelles. C’est le point
difficile (théoreme 7.2 de loc. cit.), autrement dit P} est G3 dans la terminologie de (Hironaka H. &
Matsumura H., « Formal functions and formal embeddings », J. Math. Soc. Japan 20 (1968), p. 52—
82). Ces auteurs ont prouvé indépendamment les résultats précédents, et en fait beaucoup mieux.
Ils ont prouvé que X est universellement G3 et ont calculé le corps des fonctions rationnelles du
complété formel d’une variété abélienne le long d’une sous-variété de dimension positive. C’est dans
cet article qu’apparait pour la premiere fois les conditions G1, G2, G3 désormais classiques.



2. PROBLEMES LIES AU my : THEOREMES DE BERTINI LOCAUX 139

sont de dimension finie, ou s'ils sont nécessairement nuls*). On ignore méme s'il
existe une courbe irréductible de P3 qui ne soit ensemblistement I’intersection de
deux hypersurfaces(*).

Probléeme 1.4 — Donner une wariante affine du « théoréme de comparaison »
EGATIII 4.1.5 comme un théoréme de commutation des foncteurs HY avec certaines
limites projectives.

Enfin, dans le présent ordre d’idées, j’avais posé le probléeme suivant : soit A un
anneau local noethérien régulier complet, K son corps des fractions, prouver que
Exty (K,A) = 0 pour tout i. Une réponse affirmative a été donnée sur le champ
par M. Auslander, ’hypothese de régularité peut étre remplacée par celle que A est
integre et il est vrai en fait que Eth(K, M) = 0 pour tout i, dées que M est de type fini
sur A. Cela résulte aussitot de I’énoncé suivant, di & Auslander : si A est un anneau
local noethérien complet, alors pour tout module de type fini M sur A, les foncteurs
Ext’ (., M) transforment limites inductives en limites projectives(®).

2. Problémes liés au 7y : théorémes de Bertini locaux

Soit A un anneau local noethérien complet, f un élément de son idéal maximal, X =
Spec(A), Y = Spec(A/fA). L'utilisation de la technique « Lefschetz » locale permet de
donner des critéres pour que Y =X'NY (ou X’ = X — {m}) soit connexe, en termes
d’hypotheses sur X'. Ainsi, il suffit que l'on ait : a) X’ connexe, b) prof Oxs , > 2
pour tout point fermé x de X', ¢) f est A-régulier. On notera cependant que les
hypotheses b) et c¢) ne sont pas de nature purement topologiques, par exemple ne
sont pas invariantes en remplacant X par X,.q. Dans la situation analogue pour un
schéma projectif X’sur un corps et une section hyperplane Y’ de X', I'utilisation du
« théoreme de Bertini » et du « théoréeme de connexion » de Zariski permet d’obtenir
en fait des résultats d’allure nettement plus satisfaisants, qui m’avaient amené dans
le séminaire oral a énoncer une conjecture, que j’ai résolue depuis par l'affirmative.
Enon(;ons donc ici :

Théoreme 2.1 — Soient A un anneau local noethérien complet, X son spectre, a le
point fermé de X, X' = X — {a}. Supposons que X satisfasse les conditions (ot k
désigne un entier > 1) :

ar) Les composantes irréductibles de X' sont de dimension >k + 1.

) La question vient d’étre résolue affirmativement par R. Hartshorne (Hartshorne R., « Ample vector
bundles », Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 29 (1966), p. 63-94, théoréme 8.1) et H. Hironaka.

(4ON.D.E. : voir la conjecture 3.5 et la note correspondante.
(G)N.D.E. : écrire K = @a¢0 A[1/a] et observer que a # 0 est A régulier.
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br) X' est connezxe en dimension > k, i.e. on ne peut déconnecter X' par une partie
fermée de dimension < k (cf. 11T 3.8).

Soit m un entier, 0 <m < k, et soient fi,..., fm € v(A), posons B=A/Y". fiA,
Y = Spec(B) = V(f1)N---NV(fm), Y =X'NY =Y — {a}. Alors Y satisfait
les conditions ag—m), bk—m). En particulier, pour toute suite de m < k éléments
fiyeoy fm det(A), Y =X'NV(f1)N---NV(fn) est conneze.

1l est d’ailleurs facile de voir que si la derniére conclusion est valable (il suffit évi-
demment d’y faire m = k), et en excluant le cas ou X serait irréductible de dimension 0
ou 1, il s’ensuit que les composantes irréductibles de X’ sont de dimension > k + 1,
et X’ est connexe en dimension > k, de sorte qu’en un sens, 2.1 est un résultat «le
meilleur possible ».

Donnons le principe de la démonstration de 2.1. Seule la condition bg_,,) pour Y
offre un probleme. On est ramené facilement pour £ donné au cas ou X est integre, et
méme (en passant au normalisé, qui est fini sur X) au cas ou X est normal. Si k=1,
donc dim X’ > 2, alors X’ est de profondeur > 2 en ses points fermés et on peut appli-
quer le résultat rappelé au début du n°, qui montre que Y/ = X’ N V(f) est connexe.
Dans le cas k > 1, on suppose le théoreme démontré pour les k' <k. Par récurrence
sur m, on est ramené au cas o m = 1, i.e. & vérifier que pour f1 € t(A), X'NV(f1) est
connexe en dimension > k— 1. S’il ne ’était pas, i.e. 'il était disconnecté par un Z’ de
dimension < k — 1, il existerait une suite fs, ..., fx telle que X’ NV (f1) N ---NV(f)
soit disconnexe, et dans cette suite on peut choisir arbitrairement fo € t(A) soumis
a la seule condition de ne s’annuler sur aucun point d’une certaine partie finie F de
X’ (& savoir ’ensemble des points maximaux de Z'). D’ailleurs, on vérifie facilement,
utilisant le fait que X’ est normal, donc satisfait la condition (Sp) de Serre*) qu'il
existe une partie finie F’ de X’ telle que f € ¢(A), V(f)NF’ = () implique que V(f)NX’
satisfait également & la condition (S2). On peut alors choisir fo de telle sorte que fo
ne s’annule ni sur F ni sur F/, donc que X' N V(fs) satisfasse (S2). Mais alors, en
vertu du théoréme de Hartshorne IIT 3.6, X’ N V(f2) est connexe en codimension 1
donc (comme toute composante de X' N'V(fz) est de dimension > k) il est connexe
en dimension > k — 1. Appliquant ’hypothése de récurrence a V(f2) = Spec(A/ f2A),
il s’ensuit que X' NV(f2)NV(f1)NV(f3)N---NV(fx) est connexe, alors qu’on lavait
construit disconnexe, absurde.

Signalons quelques corollaires intéressants :

Corollaire 2.2 — Soit f: X — Y wun morphisme propre de préschémas localement
noethérien, avec Y inteégre, yo € Y, y1 le point générique de Y. On suppose

a) Y est unibranche en yg, toute composante irréductible de X domine Y.

()Cf. EGA IV 5.7.2.
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b) Les composantes irréductibles de X; sont de dimension > k + 1, et Xy est
connexe en dimension = k.

Alors les composantes irréductibles de Xo sont de dimension > k + 1, et Xy est
connexe en dimension = k.

En effet, le théoréme de connexion de Zariski (cf. EGATII 4.3.1) implique que
X est connexe; pour montrer qu’il n’est pas disconnecté par une partie fermée de
dimension < k, on est ramené a montrer que ces anneaux locaux en des points z € X
tels que dimZ < k ont un spectre non disconnecté par x. Or ceci est vrai sans supposer
ni f propre, ni Y unibranche en yy. On est ramené pour le voir au cas ou X est integre
dominant Y, et si I'on veut, Y affine de type fini sur Z, de sorte que 'on est sous les
conditions de la formule des dimensions pour Ox , sur Oy ,,. Utilisant dans ce cas la
finitude de la cléture normale, on peut méme supposer X normal, donc en vertu d’un
théoreme de Nagata(*), le complété d’un anneau local Ox , de X’ est encore normal,
donc (si Ox , est de dimension N) Spec(ﬁx,m) est connexe en dimension > N — 1. Soit
n = dim Oy ,,, alors degtr k(z)/k(y) < k implique dim Ox 5, > n+(k+1)—k =n+1,
compte-tenu de dim X; > k 4+ 1, et prenant un systeme f1,..., f,, de parametres de
Oy 4, qu’on releve en des éléments de O .., on voit par 2.1 que Spec(ﬁxyx/ S fi é’\xw)
est connexe en dimension > 1, i.e. n’est pas disconnecté par son point fermé, ou ce qui
revient au méme, Spec(ﬁxo’r) n’est pas disconnecté par son point fermé; a fortiori il
en est ainsi de Spec(0x,,z)-

Comme dans le cas du théoréeme de connexion ordinaire, on peut varier 2.2 en
prenant les fibres géométriques (sur les clotures algébriques des corps résiduels), a
condition de supposer Y géométriquement unibranche en yg, ou (sans autre hypotheése
que Y noethérien) que f est universellement ouvert. Appliquant ceci au cas ou Y est le
schéma dual d’un schéma projectif Pj, sur un corps, on retrouve une forme renforcée
du résultat global qui avait inspiré 2.1, savoir :

Corollaire 2.3%9. — Soit X un sous-schéma fermé de P, (k un corps), on suppose les
composantes irréductibles de X de dimension > 1+ 1, et X géométriquement connexe
en dimension > . Alors pour toute suite Hy, ..., H,, de m hyperplans de P}, (0 <
m<!l—1), XNH;N---NH, satisfait la méme condition avec | —m, en particulier
est géométriquement connexe en dimensiton =1 — 1.

On peut d’ailleurs modifier de facon évidente cet énoncé, pour le cas ou on s’est
donné un morphisme propre X — Pj,, qui n’est pas nécessairement une immersion, et

(ICEL EGA TV 7.8.3 (i) (ii) (v).

(6)N.D.E. : pour une tres belle preuve directe, voir (Fulton W. & Lazarsfeld. R., « Connectivity and
its applications in algebraic geometry », in Algebraic geometry (Chicago, Ill., 1980), Lect. Notes in
Math., vol. 862, Springer, Berlin-New York, 1981, p. 26-92, théoréme 2.1). Cf. aussi [HL], cité dans
la note de I’éditeur (22) page 155.
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une extension analogue est possible pour 2.1 (en considérant un schéma propre sur X').
Ces énoncés se déduisent d’ailleurs formellement des énoncés donnés ici, compte tenu
du théoréeme de connexion ordinaire qui nous raméne au cas d’un morphisme fini.

Corollaire 2.4 — Soit A un anneau local noethérien normal complet de dimension
>k + 2. Soient X = Spec(A), X' = X —{a}, f1,..., frx des éléments de t(A), alors
Y =X'NV(fi)N---NV(fi) est conneze, et m(Y') — m1(X') est surjectif.

On procede comme dans SGA 1 X 2.11.

Dans tout ceci, il n’était question que de questions de connezité. Or dans le cas
global, des théoremes bien connus affirment que pour une variété projective irréduc-
tible X C Py, k algébriquement clos, son intersection avec un hyperplan H assez
«général » est irréductible, (et non seulement connexe) : c’est le théoréme de Bertini,
prouvé par Zariski, qui implique & son tour par le théoreme de connexion de Zariski,
que pour tout H, HN X est connexe (bien que non nécessairement irréductible). On
peut d’ailleurs procéder en sens inverse, en prouvant ce dernier résultat par une tech-
nique a la Lefschetz, et en déduisant le théoréeme de Bertini, en se ramenant au cas
ou X est normale, et utilisant le résultat suivant : pour H « assez général » X NH est
également normal. Cela suggere la

Conjecture 2.5, — Soit A un anneau local noethérien complet normal. Montrer qu’il
existe f € t(A) non nul tel que Y =X'NV(f) =Y —{a} (o2 Y = Spec(A/fA)) soit
normal (donc irréductible par 2.1 si dim A > 3).

Pour bien faire, il faudrait montrer que dans un sens convenable, il existe méme
« beaucoup » d’éléments f ayant la propriété en question, par exemple qu’on peut
choisir f dans une puissance arbitraire de 'idéal maximal. Utilisant le critere de
normalité de Serre, et la remarque faite plus haut pour la propriété (Ss) de Serre, on
voit qu’on aurait une réponse affirmative a 2.5 si on en avait une a la

Conjecture 2.6%. — Soient A un anneau local noethérien complet, U une partie ou-
verte de son spectre X, F une partie finie de X' = X — {a}. On suppose que U est
régulier. Prouver qu’il existe un f € t(A) tel que V(f)NU soit régulier, et V(f)NF = (.

Voir, pour un résultat de type « Bertini local », Chow [2]

(MN.D.E. : voir la note de I’éditeur suivante.

(8)N.D.E. : on trouve maintenant une preuve de cette conjecture dans la littérature, et donc la
précédente doit également étre considérée comme prouvée comme indiqué plus haut. On peut trouver
également deux tentatives de preuves, publiées antérieurement mais hélas infructueuses, de Flenner
et Trivedi. Voir Trivedi V., « Erratum : “A local Bertini theorem in mixed characteristic” », Comm.
Algebra 25 (1997), n° 5, p. 1685-1686. Toutefois, I’éditeur n’a pas vérifié que la preuve est désormais
compléte.
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3. Problémes liés au m;

Ici encore, on a de nombreuses questions, suggérées par les résultats globaux ou les
résultats transcendants.

Conjecture 3.17. — Soient A un anneau local noethérien complet & corps résiduel
algébriquement clos, X = Spec(A), X' = X — {a}, a le point fermé. Supposons les
composantes irréductibles de X de dimension > 2, X' conneze.

(i) Prouver que m1(X’) est topologiquement a engendrement fins.

(ii) Sip est Uexposant caractéristique du corps résiduel k de A, prouver que le plus
grand groupe topologique quotient de 71 (X') qui est « d’ordre premier & p » est de
présentation finie.

Pour la partie (i), utilisant la théorie de la descente SGA 1 IX 5.2 et le théoreme
2.4, on est ramené au cas ol A est normal de dimension 2. Dans ce cas, une méthode
systématique pour étudier le groupe fondamental de X’, inaugurée par Mumford [5]
dans le cadre transcendant, consiste a désingulariser X i.e. a considérer un morphisme
projectif birationnel Z — X, avec Z integre régulier, induisant un isomorphisme Z' =
Z|X" — X'; il est plausible qu'un tel Z existe toujours, c’est en tout cas ce que
démontre la méthode d’Abhyankar [1] dans le cas d’« égales caractéristiques »*)
Soit C la fibre du point fermé de X par Z — X, c’est une courbe algébrique sur
le corps résiduel k, connexe en vertu du théoréme de connexion. La solution de 3.1
semble alors liée au

Probleme 3.2 — Awec les notations précédentes, mettre en relations w1 (X') avec les
invariants topologiques de C, en particulier son groupe fondamental, (pour faire ap-
paraitre la génération topologique finie de m(X'), en wutilisant par exemple SGA I,
théoréeme X 2.6).

Une autre méthode serait de considérer A comme une algebre finie sur un anneau
local régulier complet B de dimension 2, ramifié suivant une courbe C contenue dans
Spec(B) =Y. On est conduit ainsi au

Probleme 3.3 — Soient A un anneau local régulier complet de dimension 2, a corps
résiduel algébriquement clos k, X son spectre, C une partie fermée de X de dimen-
ston 1. Définir des invariants locauz de la courbe immergée C, ayant un sens indépen-
dant de la caractéristique résiduelle, et dont la connaissance permette de calculer le

(*)La possibilité de « résoudre » A est prouvée maintenant en toute généralité par Abhyankar (8].

(9N.D.E. : I'énoncé analogue est vrai pour les schémas (connexes) X de type fini sur un corps
séparablement clos k sous ’hypothése de désingularisation forte pour tous les k-schémas (de type
fini), en particulier si k est de caractéristique nulle ou X de dimension < 2. On se rameéne pour ce
faire au cas des surfaces quasi-projectives par des techniques type Lefschetz développées par Mme
Raynaud, cf. notes supra ; voir SGA 7.1, théoréeme 11.2.3.1.
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groupe fondamental de X — C par générateurs et relations lorsque k est de caractéris-
tiqgue nulle. Prouver que lorsque k est de caractéristique p > 0, le groupe fondamental
« tame » de X — C est quotient du précédent, et les deux groupes fondamentauz (en
caractéristique 0, et en caractéristique p > 0) ont un méme quotient maximal d’ordre
premier a p.

Bien entendu, 3.3 nous montre que dans 3.1, il y a lieu également de remplacer X’
par un schéma de la forme X — Y, ou Y est une partie fermée de X qui est de
codimension > 2 dans toute composante de X la contenant. Lorsqu’on abandonne cette
restriction sur Y, il doit exister encore un résultat de finitude analogue, a condition
de mettre des restrictions genre « tame » sur la ramification en les points maximaux
des composantes irréductibles de Y qui sont de codimension 1.

Probléme 3.4 — Soit A un anneau local noethérien complet de dimension 2, a corps
résiduel algébriquement clos. Soit encore X = Spec(A), X' = X — {a}. Trouver des
propriétés de structure particuliéres de 71 (X') pour le cas ot A est une intersection
compléte.

Une solution satisfaisante de ce probleme permettrait peut-étre de résoudre le vieux
probléeme suivant :

Conjecture 3.5'%). — Trouver une courbe irréductible dans P} (k corps algébrique-
ment clos), de préférence non singuliére, qui ne soit pas ensemblistement ’intersection
de deux hypersurfaces.

(Kneser [4] montre qu’on peut l'obtenir toujours comme intersection de trois hyper-
surfaces).

4. Problémes liés aux m; supérieurs : théorémes de Lefschetz locaux et
globaux pour les espaces analytiques complexes('!)

Soit X un schéma localement de type fini sur le corps des complexes C, on peut lui
associer un espace analytique X" sur C, d’oll des invariants d’homotopie et d’homolo-
gie m;(X"), H;(X"), H'(X") etc. On sait d’ailleurs que X est connexe si et seulement
si X" I'est, donc que Ion a une bijection

mo(X") — mo(X)
De méme, comme tout revétement étale X’ de X définit un revétement étale X'?

de X", on a un homomorphisme canonique

(X" — m(X),

(1ON.D.E. : ce probléme est, & ’automne 2004, encore ouvert.
(IN.D.E. : les énoncés sont précisés dans les Commentaires (section 6). Les conjectures qui y
apparaissent sont devenues des théorémes, cf. les notes de bas de page de la section 6.



4. PROBLEMES LIES AUX m; SUPERIEURS 145

dont on sait, utilisant un théoreme de Grauert-Remmert, qu’il identifie le deuxieme
groupe au compactifié du premier pour la topologie des sous-groupes d’indice fini (ce
qui exprime simplement le fait que X’ — X’* est une équivalence de la catégorie des
revétements étales de X avec la catégorie des revétements étales finis de X"). Il s’ensuit
que les résultats de ce séminaire (par voie purement algébrique) sur m(X) et 1 (X)
implique des résultats pour mo(X") et 71(X") (qui sont de nature transcendante). Si
d’ailleurs X est propre, la suite exacte bien connue 0 — Z — C — C* — 0 permet
de montrer que le groupe de Néron-Severi de X (quotient de son groupe de Picard
par la composante connexe de 1’élément neutre) est isomorphe & un sous-groupe de
H?(X" Z); dans le cas non singulier kithlérien, c’est le sous-groupe noté H(l’l)(Xh, Z)
(classes de type (1,1)) :

Pic(X)/ Pic’(X) c H*(X, Z).

Par suite, les renseignements que nous avons obtenus sur les groupes de Picard
impliquent des renseignements, trés partiels il est vrai, sur les groupes H? (Xh Z). 1l
est tentant de compléter tous ces résultats fragmentaires par des conjectures.

Des indications tres précises, allant dans le méme sens que ceux qu’on vient de
signaler, sont fournies par un classique théoréme de Lefschetz [7]. Il affirme que si X
est un espace analytique projectif non singulier irréductible de dimension n, et si Y
est une section hyperplane non singuliére, alors I'injection

Yn—l X"
induit un homomorphisme
(YT — mi(X")
qui est un tsomorphisme pour i < n—2, un épimorphisme pour i = n— 1. Il en résulte
I’énoncé analogue pour les homomorphismes
H; (Y"1 — H;(X™)
sur I’homologie (entiere pour fixer les idées), tandis qu’en cohomologie,

est un isomorphisme en dimension ¢ < n — 2, un monomorphisme en dimension i =
n — 1. Nous avons obtenu des variantes de ces résultats dans le cadre des schémas,
pour mg, 71, Pic, valables d’ailleurs sans hypothéeses de non singularité dans une large
mesure, cf. Exp. XII. De plus, dans I’élimination des hypotheses de non singularité,
nous avons utilisé de facon essentielle des variantes « locales » de ces théorémes de
Lefschetz globaux. Tout ceci suggere les probléemes suivants, qui devront sans doute
étre attaqués simultanément (™).

(*)Les formulations 4.1 & 4.3 qui suivent sont provisoires. Voir conjectures A a D plus bas, dans
« commentaires a I’Exp. XIII » pour des formulations plus satisfaisantes, ainsi que Exp. XIV.
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Probleme 4.1 — Soient X un espace analytique, Y une partie analytique fermée de X
(ou simplement une partie fermée ?)(12) telle que pour tout x € Y, l'anneau local
Ox 5 soit une intersection compléte. Soit n la codimension complexe de Y dans X.
L’homomorphisme canonique

(X =Y) — m;(X)
est-il un isomorphisme pour i < n — 2, et un épimorphisme pouri=n—17

Dans ce probleme et les suivants, on suppose évidemment implicitement choisi un
point-base pour définir les groupes d’homotopie. Pour énoncer le probléme suivant,
il faut définir, pour un espace analytique X (plus généralement, pour un espace loca-
lement connexe par arc) et un = € X, des invariants locaux 7¥(X)*). Pour ceci, on
choisit une application non constante f de l'intervalle [0, 1] dans X, telle que f(0) = =
et f(t) # x pour t # 0 (il en existe si « n’est pas un point isolé). Alors pour tout
voisinage U de z, il existe un € > 0 tel que 0 < t < ¢ implique f(¢) € U, et les
groupes d’homotopies 7;(U — z, f(t)) sont essentiellement indépendants de ¢ (ils sont,
pour ¢ variable, reliés par un systéme transitif d’isomorphismes), on peut les noter
m;(U — 2, f). On pose alors

™ (X) = liLHWz‘A(U -z, f)

U
la limite projective étant prise sur le systéme des voisinages ouverts U de z. En toute
rigueur, cette limite dépend de f, et devrait étre notée 77 (X, f), mais on vérifie que
pour f variable, ces groupes sont isomorphes entre eux**)| de facon précise ils forment
un systeme local sur 'espace des chemins du type envisagé issus de z. Ces invariants
sont la version homotopique des invariants de cohomologie locale H;(F) pour un
faisceau F sur X, introduit dans I, et devraient jouer le role de groupes d’homotopie
locale relatifs de X modulo X — z. Leur annulation pour ¢ < n et pour tout x € Y,
ol Y est une partie fermée de X de dimension topologique < d, devrait entrainer que
les homomorphismes
(X =Y) — m;(X)

sont bijectifs pour i < n — d, et surjectif pour i = n — d***). De ce point de vue, 4.1
impliquerait (pour Y réduit & un point) une conjecture de nature purement locale,
s’exprimant par

7 (X)=0pouri<n—1

lorsque X est une intersection compléte de dimension n en z.

(*)Si ¢ > 2. Pour le cas i < 1, cf. Commentaires dans n° 6 ci-dessous, page 154.
(**)Du moins si  ne disconnecte pas X au voisinage de z, cf. Commentaires ci-dessous, page 154.
(***) Pour une formulation corrigée, cf. Commentaires ci-dessous, page 154.

(12)N.D.E.:la signification de cette question n’est pas claire ; en effet, I’énoncé méme du probléme ne
semble pas avoir de sens dans ce cas puisque la codimension de Y dans X n’est pas définie lorsque Y
n’est plus supposé analytique.
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A titre d’exemple d’invariants locaux 7¥(X), notons que si z est un point non
singulier de X de dimension complexe n, alors

mf(X) = mi-1 (S,

3

o1 $?"~! désigne la sphere de dimension 2n — 1. En particulier dans ce cas 7¥(X) = 0
pour i < 2n — 1, ce qui correspond au fait que si d’une wariété topologique X on
enléve une partie fermée Y de codimension > m, alors m;(X —Y) — m;(X) est un
isomorphisme pour ¢ < m — 2 et un épimorphisme pour i = m — 1.

Ceci posé :

Probléme 4.2 — Soient X un espace analytique, x € X, t une section de Ox s’annu-
lant en x, Y ’ensemble des zéros de t. Supposons les conditions suivantes satisfaites :

a) t est réguliére en x (i.e. non diviseur de 0 en x, hypothése peut-étre superflue,
d’ailleurs).

b) En les points ' de X —Y woisins de x, Ox o est une intersection compléte
(hypothése qui doit powvoir se remplacer par la suivante plus générale si 4.1 est vraie :
pour &' comme ci-dessus, 7 (X) = 0 pour i < n —1).

c) En les points y de Y — {x} voisins de x, on a

prof Ox 4, > n

(il suffit par exemple que Uon ait prof Ox 5 > n).

Sous ces conditions, [’homomorphisme canonique

T (Y) — 7 (X)

2

est-il un isomorphisme pour i < n — 2, un épimorphisme pour i =n—17

Voici enfin une variante globale de 4.2, qui devrait s’en déduire par considération
du cOne projetant en son origine, et qui généraliserait les théoremes de Lefschetz
classiques :

Probleme 4.3 — Soient X un espace analytique projectif, muni d’un Module inver-
sible L ample, t une section de L, Y [’ensemble des zéros de t. Supposons :

a) t est une section réguliére (hypothése peut-étre superflue).

b) Pour tout v € X — Y, Ox . est une intersection compléte (devrait pouvoir se
remplacer par 7 (X) =0 pour i < n —1).

c) Pour tout x € Y, prof Ox , > n.

Sous ces conditions, I’homomorphisme
mi(Y) — mi(X)

est-il un isomorphisme pour i < n — 2, un épimorphisme pouri=n—17%
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Nous laisserons au lecteur le soin d’énoncer des conjectures analogues de nature
cohomologique™), les hypotheses et conclusions portant alors sur les invariants coho-
mologiques locaux (& coefficients dans un groupe donné). En tout état de cause, le
résultat-clef semble devoir étre 4.2, quand ’hypothése b) y est prise sous forme respée,
— qu’on se place au point de vue de I’homologie, ou de 'homotopie.

Nous avons énoncé ces conjectures dans le cadre transcendant, dans 1’espoir d’y
intéresser les topologues et de les convaincre que les questions du type « Lefschetz »
sont loin d’étre closes. Bien entendu, maintenant que nous sommes sur le point de
disposer d’une bonne théorie de la cohomologie des schémas (& coefficients finis),
grace aux travaux récents de M. Artin, les mémes questions se posent dans le cadre
des schémas, et il est difficile de douter qu’elles ne regoivent une réponse positive,
dans un avenir prochain**).

5. Problémes liés aux groupes de Picard locaux

Un premier probléme fondamental, signalé pour la premieére fois par Mumford [5]
dans un cas particulier, est le suivant. Soient A un anneau local complet de corps
résiduel k, X = Spec(A), U = Spec(A) — {a}, ol a est 'idéal maximal de A i.e. le
point fermé de Spec(A). On se propose de construire un systeme projectif strict G de
groupes localement algébriques G; sur k, et un isomorphisme naturel

(+) Pic(U) =~ G(k)

ou on pose évidemment G(k) = @Gz(k) De fagon heuristique, on se propose de
«mettre une structure de groupe algébrique » (ou, du moins, pro-algébrique, en un
sens convenable) sur le groupe Pic(U).

Il est évident que tel quel, le probleme n’est pas assez précis, car la donnée d’un
isomorphisme (+) est loin de caractériser le pro-objet G. Si A contient un sous-corps
noté encore k, qui soit un corps de représentants, on peut préciser le probleme, en
exigeant que pour une extension k' de k variable, on ait un isomorphisme, fonctoriel
en k' :

(+") Pic(U") ~ G(k')

ot U’ est 'ouvert analogue & U dans Spec(A’), A’ = A®,k’. On peut procéder de facon
analogue méme si A n’a pas de corps de représentants, pourvu que k soit parfait, ce
qui permet alors de construire fonctoriellement un A’ « par extension résiduelle k' /k ».
D’ailleurs, lorsque A admet un corps de représentants, la structure algébrique qu’on
trouvera sur Pic(U) dépendra essentiellement du choix de ce corps de représentants
(comme on voit déja sur le cone projetant d’une courbe elliptique), il semble donc
qu’il faille partir d’un « pro-anneau algébrique sur k » & la Greenberg [3], pour arriver

(*)Cf. Exp. XIV les résultats correspondants en théorie des schémas.
(**)yoir note précédente.
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a définir le pro-objet G. Il est d’ailleurs concevable que dans le cas ou il n’y a pas de
corps de représentants donné, on ne trouve qu’'un systeéme projectif de groupes quasi-
algébriques au sens de Serre, ou plutét quasi-localement algébriques (les groupes G;
obtenus ne seront pas en général de type fini sur k, mais seulement localement de type
fini sur k). Il est méme possible qu’on ne trouvera en général qu’une structure encore
plus faible sur Pic(U), du genre de celles rencontrées par Néron [6] dans sa théorie de
dégénérescence des variétés abéliennes définies sur des corps locaux.

Une méthode pour attaquer le probleme, également introduite par Mumford,
consiste a désingulariser X, i.e. a considérer un morphisme projectif birationnel Y — X
avec Y régulier. Lorsque U est régulier (i.e. a est un point singulier isolé), on peut
souvent trouver Y de telle facon que Y|U = V — U soit un isomorphisme. Dans ce
cas, on aura donc

Pic(U) ~ Pic(V) ~ Pic(Y)/Im Z',
ou I est 'ensemble des composantes irréductibles de la fibre Y, (chacune de celles-ci
définissant un élément de Pic(Y), étant un diviseur localement principal, grace a Y
régulier). D’autre part, utilisant la technique de Géométrie Formelle EGAIII 4 et 5,
notamment le théoreme d’existence, on trouve

Pic(Y) ~ lim Pic(Y ),

ot Y, = Y ®a A,, A, = A/m"*L. Lorsque A admet un corps de représentants k,
on dispose de la théorie des schémas de Picard des schémas projectifs Y,, sur k, donc
on a

Pic(Y,) ~ Picy,, /i(k).

Cela fournit donc une construction d’un systeme projectif de groupes localement
algébriques Picy, /;/Im Z', qui est le systeme cherché.('®) Dans le cas envisagé ici, on
peut d’ailleurs voir (utilisant que a est un point singulier isolé) que les composantes
connexes des sous-groupes images universelles dans ce systeme projectif forment un
systeme projectif essentiellement constant, donc en ’occurrence on trouve un groupe
localement algébrique G comme solution du probléeme. Si on suppose méme A normal
de dimension 2, alors une remarque de Mumford (disant que la matrice d’intersection
des composantes de Y, dans X est définie négative')) implique que G est méme

(I13N.D.E. : la question a été grandement éclaircie par les résultats de Boutot (Boutot J.-F., Schéma
de Picard local, Lect. Notes in Math., vol. 632, Springer, Berlin, 1978). En particulier, si A est une
k-algebre locale compléte (noethérienne) de profondeur > 2 telle que H2 (A) est de dimension finie
sur k, le groupe de Picard local est un schéma en groupes localement de type fini sur k, d’espace
tangent & l'origine H2 (A). Si A est de plus normal de dimension > 3, le critéere de normalité de
Serre XI 3.11 joint au corollaire V 3.6 assurent la finitude requise et, des lors, ’existence du schéma
de Picard local. Voir aussi (Lipman J., « The Picard group of a scheme over an Artin ring », Publ.
Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 46 (1976), p.15-86) pour une démarche plus proche de celle de
Grothendieck esquissée plus haut.

(14)N.D.E. : Mumford D., « The topology of normal singularities of an algebraic surface and a criterion
for simplicity », Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 9 (1961), p. 5-22.
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un groupe algébrique, i.e. de type fini sur k (le nombre de ses composantes connexes
étant d’ailleurs égal au déterminant de la matrice d’intersection envisagée il y a un
instant).

Si par contre a n’est pas une singularité isolée, on se convainc sur des exemples
(avec A de dimension 2) qu’on trouve un systeéme projectif de groupes algébriques, ne
se réduisant pas a un seul groupe algébrique.

Une fois qu’on disposerait d’une bonne notion de « schéma de Picard local », il y
aurait lieu de renforcer la notion de parafactorialité, en disant que A est « géomeé-
triquement parafactoriel », lorsque non seulement A et méme A sont parafactoriels,
mais que le schéma de Picard local G(K) est le groupe trivial (ce qui est plus fort,
lorsque le corps résiduel n’est pas algébriquement clos, que de dire que G n’a d’autre
point rationnel sur k£ que l'unité). On se rend compte de la nécessité d’une notion
renforcée de parafactorialité, en se rappelant qu’il existe des anneaux locaux complets
normaux de dimension 2 qui sont factoriels, mais qui admettent des algebres finies
étales qui ne le sont pas’®). Un anneau local « géométriquement factoriel » serait
alors un anneau A normal tel que tous les localisés de dimension > 2 soient géomé-
triquement parafactoriels, ou mieux, tel que les localisés de A soient parafactoriels*).
Bien entendu, il serait intéressant de trouver une « bonne » définition de ces notions,
indépendante de la théorie, encore 4 faire, des schémas de Picard locaux. ')

Il est en tous cas plausible qu’on aura besoin de ces notions si on désire obtenir
des énoncés du type suivant : Soit A un « bon anneau » (par exemple une algebre de
type fini sur Z, ou sur un anneau local complet, par exemple sur un corps). Soit U
I'ensemble des € X = Spec(A) tels que Ox , soit « géométriquement factoriel »,
alors U est ouvert 7 Ou encore : Soit f: X — Y un morphisme plat de type fini avec Y
localement noethérien, soit U I’ensemble des = € X tels que Ox F(ay,w SOIt <« géométri-
quement factoriel », alors U est ouvert, du moins sous des conditions supplémentaires
sympathiques sur f 7 Je doute qu’avec la notion habituelle d’anneau factoriel, il existe
des énoncés vrais de ce type.

(*)Pour une notion plus souple d’anneau local « géométriquement factoriel », cf. Commentaires,
page 152.

(15 N.D.E. : les anneaux factoriels & hensélisé non factoriel arrivent naturellement lorsqu’on étudie
les espaces de modules de fibrés vectoriels. Voir par exemple (Drézet J.-M., « Groupe de Picard des
variétés de modules de faisceaux semi-stables sur P2 », in Singularities, representation of algebras,
and vector bundles (Lambrecht, 1985), Lect. Notes in Math., vol. 1273, Springer, Berlin, 1987, p. 337—
362). Stricto sensu, Drézet montre que le complété n’est pas factoriel, mais en fait la preuve donne
le résultat pour I’hensélisé : le point est que le théoréme de slice étale de Luna (Luna D., « Slices
étales », in Sur les groupes algébriques, Mém. Soc. math. France, vol. 33, Société mathématique de
France, Paris, 1973, p. 81-105) décrit 'anneau local d’un quotient au sens de la géométrie invariante
pres d’un point semi-stable localement pour la topologie étale.

(16)N.D.E. : voir page 152 : un anneau local est géométriquement factoriel (resp. parafactoriel) si son
hensélisé strict est factoriel (resp. parafactoriel).
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Nous avons soulevé ici, dans un cas particulier, la question de I’étude des propriétés
géométriques d’anneaux locaux « variables », par exemple les Ok , pour x parcourant
un préschéma X. Lorsque X est un schéma de type fini sur un corps, par exemple,
on sait!!” qu’il existe sur X un systéme projectif d’algebres finies PY /k (obtenu en
complétant X xj X le long de la diagonale), dont la fibre en tout point = € X rationnel
sur k est isomorphe au systéme projectif des Ox ,/ m’{“l. Il est alors naturel de relier
I’étude des complétés des anneaux locaux O ., pour z variable, a celle de la « famille
algébrique d’anneaux locaux complets » donnée par les P™, en notant que pour tout

x € X (rationnel sur k£ ou non), on obtient un anneau local complet

P (z) = lim P" ()
(ou P"(x) = fibre réduite P" ®g, , k(z)). Un intérét particulier s’attachera par
exemple a 'anneau complet associé ainsi au point générique, et on s’attendra a ce
que ses propriétés algébrico-géométriques (s’exprimant par exemple par ses groupes
de Picard, ou d’homotopie, ou d’homologie, locaux), seront essentiellement celles des
complétés 5)(@ pour x dans un ouvert dense convenable U.

On peut, de fagcon générale, se proposer de faire I’étude simultanée des anneaux
locaux complets obtenus ainsi & partir d’un systéme projectif adique (P,) d’algebres
finies sur un schéma donné X. Il est plausible qu’on trouvera, moyennant certaines
conditions de régularité (telle la platitude des P,,) que les groupes d’homotopie locale
proviennent d’un systéme projectif de schémas en groupes finis sur X, et qu’on aura
des résultats analogues pour les groupes de Picard locaux. En ce qui concerne ces
derniers, un premier cas intéressant qui mérite d’étre investigué est celui ot on part
d’une surface algébrique X ayant des courbes singulieres, et qu’on se propose d’étudier
les schémas de Picard locaux en les points variables sur celles-ci, en termes d’un pro-
schéma en groupes convenable défini sur le lieu singulier.

6. Commentaires*)

Le point de vue de la « Cohomologie étale » des schémas et des progres récents
dans cette théorie, nous amenent a préciser et a élargir en méme temps certains
des problemes posés. Pour la notion de « topologie » et de « topologie étale d’un
schéma », je renvoie & M. Artin, Grothendieck Topologies, Harvard University 1962
(notes miméographiées)**).

Cette théorie, par une notion plus fine de localisation que celle que fournit la tradi-
tionnelle « topologie de Zariski », amene a attacher un intérét particulier aux anneaux
strictement locauz, i.e. les anneaux locaux henséliens a corps résiduel séparablement

(*)Rédigés en Mars 1963.
(**)Ou de préférence, & SGA 4.

(IT)N.D.E. : voir EGAIV.16.
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clos. Pour tout anneau local A de corps résiduel k, et toute cloture séparable k' de k,
on peut trouver un homomorphisme local de A dans un anneau strictement local A’,
la cloture strictement locale de A, de corps résiduel k', ayant une propriété universelle
évidente. A’ est hensélien, plat sur A, et A’®x k ~ k' ; il est noethérien si et seulement
si A Vest. (Cf. loc. cit. Chap. ITI, section 4)(*). Si X est un préschéma, et  un point
de X, 2’ un point au-dessus de z, spectre d’une cloture séparable k' de k = k(x),

on est amené & définir "anneau strictement local de X en 2/, 0% ,,, comme la cloture

'
strictement locale de ’anneau local habituel &% ., relativement a ’extension résiduelle
k' /k. Ce sont les anneaux strictement locaux des points « géométriques » de X qui,
au point de vue de la topologie étale, sont sensés refléter les propriétés locales du pré-
schéma X. Ils jouent aussi, a bien des égards, le role qu’on faisait jouer aux complétés
des anneaux locaux de X (disons, en les points & corps résiduel algébriquement clos),
tout en restant « plus proches » de X et permettant un passage plus aisé aux « points
voisins ».

Il y a lieu alors de reprendre un bon nombre de questions, qu’on pose généralement
pour les anneaux locaux complets (éventuellement restreints a avoir un corps rési-
duel algébriquement clos), pour les anneaux locaux noethériens henséliens (resp. les
anneaux strictement locaux noethériens). C’est ainsi que les problémes topologiques
soulevés dans les n® 2 et 3, se posent plus généralement pour les anneaux stricte-
ment locaux. On peut d’ailleurs énoncer a titre conjectural, pour les « bons » anneaux
strictement locaux, certaines propriétés de simple connexion et d’acyclicité pour les
fibres géométriques du morphisme canonique Spec(g) — Spec(A), qui montreraient
que pour beaucoup de propriétés de nature « topologique », il revient au méme de les
prouver pour l'anneau A, ou pour son complété A. Certains résultats obtenus déja
dans cette voie**) permettent d’espérer qu’on disposera bientét de résultats complets
dans cette direction.

La notion de localisation étale fournit une définition qui semble raisonnable de la
notion d’anneau local « géométriquement parafactoriel » ou « géométriquement facto-
riel » (dont le besoin a été signalé dans n° 5, p. 150) : on appellera ainsi un anneau
local dont la cloture strictement locale est parafactorielle, resp. factorielle. Des hypo-
theses de cette nature s’introduisent effectivement d’une fagon naturelle dans I’étude
de la cohomologie étale des préschémas'®). Ainsi, si X est un préschéma localement
noethérien dont les anneaux strictement locaux sont factoriels (i.e. dont les anneaux
locaux ordinaires sont « géométriquement factoriels »), on montre que les H (X4, G,

(*)Ou EGA IV 18.8.
(**)Cf. M. Artin dans SGA 4 XIX

(I18)N.D.E. : voir par exemple (Strano R., « The Brauer group of a scheme », Ann. Mat. Pura Appl.
(4) 121 (1979), p. 157-169) ou ’hypothese de géométrique parafactorialité des anneaux locaux d’un
schéma X permet parfois de montrer la coincidence des groupes de Brauer de X (calculés en termes
d’algebres d’Azumaya) et du groupe de Brauer cohomologique de X.
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sont des groupes de torsion pour ¢ > 2 (ce qui permet parfois d’exprimer ces groupes
en termes des groupes de cohomologie a coefficients dans les groupes p,, des racines
n-iemes de l'unité), et si X est integre de corps des fractions K, 'homomorphisme na-
turel H*(X¢¢, Gon) — H2(K, G,,) = Br(K) est injectif('®) des exemples montrent que
ces conclusions peuvent étre en défaut, méme pour X local, si on suppose seulement
X factoriel au lieu de géométriquement factoriel*).

Concernant les problemes de type Lefschetz local et global soulevés dans 3.4, et
leurs analogues en théorie des schémas, la version homologique de ces questions s’est
considérablement clarifiée, tout résultant formellement de trois théoremes généraux,
l'un concernant la dimension cohomologique de certains schémas affines (resp. des
espaces de Stein), tels les schémas affines X de type fini sur un corps algébrique-
ment clos : leur dimension cohomologique est < dim X (« théoreme de Lefschetz af-
fine »)**) : Pautre étant un théoreme de dualité pour la cohomologie (i coefficients
discrets) d’un morphisme projectif***) enfin le dernier un théoreme de dualité locale
de nature analogue****). En Géométrie Algébrique, seul ce dernier n’est pas démon-
tré au moment d’écrire ces lignes (il I’est cependant en caractéristique 0, utilisant
la résolution des singularités par Hironaka). D’ailleurs, dans le cadre transcendant,
on dispose des a présent de la dualité globale et locale, démontrées récemment par
Verdier®?). Bornons-nous & indiquer que dans I’énoncé des versions homologiques des
problémes 4.2 et 4.3 (qui désormais méritent le nom de conjectures), les conditions
«a linfini » a) et c¢) sont certainement superflues, seule étant importante la structure

(*)Cf. A. Grothendieck, le groupe de Brauer II (Séminaire Bourbaki n® 297, Nov. 1965), notamment
1.8 et 1.11 b.

(+*)Cf. SGA 4 XIV.

G+ Cf. SGA 4 XVIII.

(++++)Cf. SGA 5 L

(19)N.D.E. : le lien entre groupe de Brauer et groupe de Picard est intime. Citons & ce propos les
résultats suivants de Saito (Saito S., « Arithmetic on two-dimensional local rings », Invent. Math.
85 (1986), n° 2, p. 379-414) dans le cas des surfaces, le premier étant local l'autre global. Soit A un
anneau local excellent de dimension 2, normal et hensélien & corps résiduel fini et X le complémentaire
du point fermé dans Spec(A). Alors, on a une dualité parfaite de groupes de torsion Pic(X) x Br(X) —
Q/Z — par groupe de Brauer de X, on entend groupe de Brauer cohomologique Br(X) = Hegt (X, Gm)-
Dans le cas global, on a la généralisation suivante d’un résultat de Lichtenbaum (Lichtenbaum S.,
« Duality theorems for curves over p-adic fields », Invent. Math. 7 (1969), p.120-136) : soit k le
corps des fractions d’un anneau de valuation discréte complet & & corps résiduel fini et X une courbe
projective, lisse et géométriquement complete sur k. Le groupe Pic®(X) est muni de la topologie
induite de la topologie adique de k et Pic(X) est le groupe topologique qui fait de Pic®(X) un sous-
groupe ouvert. Alors, on a une dualité parfaite de groupes topologiques Pic(X) x Br(X) — Q/Z.
Notons que cet énoncé, qui concerne les courbes, se démontre bien entendu en considérant un modele
régulier (propre et plat) de X sur € : c’est un résultat sur les surfaces.

(20)N.D.E. : voir Verdier J.-L., « Dualité dans la cohomologie des espaces localement compacts », in
Séminaire Bourbaki, vol. 9, Société mathématique de France, Paris, 1995, Exp. 300, p. 337-349.
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cohomologique locale de X — Y, qu’on supposera par exemple localement intersection
complete de dimension > n. De plus, dans 4.3 disons, le fait que Y soit une section
hyperplane ne devrait pas jouer, et doit pouvoir se remplacer par la seule hypothese
que X est compacte et X — Y est Stein (i.e. dans le cas de la Géométrie Algébrique,
X est propre sur k et X —Y affine; comme nous le disions, la version homologique de
cette conjecture est démontrée pour les espaces algébriques sur le corps C)(*).

Dans la définition (p. 146) des ¥ (X), on doit supposer ¢ > 2. Pour i = 0,1, il n’y
a pas de définition raisonnable des 7¥(X); il y a lieu de les remplacer par Hj(X) et
H7Y (X), définis respectivement comme le conoyau et le noyau dans ’homomorphisme
naturel

lim Ho(U — (2), Z) — lim Ho (U, Z).

A la rigueur et pour la commodité des formulations, on pourra poser 7¥(X) =
H7 (X) pour ¢ < 1, sinon il faut compléter les assertions ultérieures concernant les
m¥ par les assertions correspondantes pour Hg, H7. Si x est un point isolé de X, il
convient de poser 77 (X) = 0 pour ¢ # 0, 7§(X) = H{ (X) = Z.

L’assertion que les 77 (U, f) soient isomorphes entre eux n’est vraie que lorsque X
n’est pas disconnecté par = au voisinage de x, i.e. si 77(X) = 0 pour ¢ = 0,1. Dans
le cas général 7¥(X) ne peut désigner qu'une famille de groupes, pas nécessairement
isomorphes entre eux; cependant I’écriture 77 (X) = 0 garde un sens évident.

Page 146, ot je prévois que annulation des invariants homotopiques locaux 77 (X)
pour z € Y, i < n doit entrainer la bijectivité de m;(X —Y) — m;(X) pour i < n —d,
la surjectivité pour i = n — d, il convient d’étre prudent, faute de pouvoir disposer
dans le contexte présent (comme en Géométrie Algébrique) de points « généraux » en
lesquels les conditions locales devront aussi s’appliquer. Il sera sans doute nécessaire,
pour cette raison, de faire appel & des invariants homotopiques locaux relatifs

(X, f) = (X,2) =limm 1 (U-UNY, f(t))  pouri=>2,
U

(et définition ad hoc comme ci-dessus pour i = 0,1), ot Y est une partie fermée
de X; ou de suppléer a ’absence de points généraux en exprimant les hypotheses
sur X en termes de propriétés de nature topologique (pour la topologie étale) des
spectres des anneaux locaux de X, ce qui permet de récupérer des points généraux.
La méme réserve s’applique a la généralisation des conjectures 4.2 et 4.3 au cas ou
X —Y n’est pas supposé localement une intersection complete, généralisation suggérée
dans I’énoncé des conditions b) de ces conjectures.

Pour formuler les versions expurgées des conjectures 4.2 et 4.3 suggérées par les
résultats auxquels on a fait allusion plus haut, il convient de poser la

() Cf. Exp. XIV
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Definition 1. — Soit X un espace topologique, Y une partie localement fermée de X,
et n un entier. On dit que X est de profondeur homotopique > n le long de Y, et on
écrit prof hpty (X) > n, si pour tout z € Y, on a 7} (X,z) = 0 pour i < n.

11 doit étre équivalent de dire que pour tout ouvert X’ de X, et tout z € X’NU = U’
(ot U =X —Y), 'homomorphisme canonique

ﬂ—i(U/a x) - 7TZ'()Cv :E)
est un isomorphisme pour i < n — 1, un monomorphisme pour i = n — 121,

Definition 2. — Soit X un espace analytique complexe, n un entier, on dit que la pro-
fondeur homotopique rectifiée de X est n'*)| si pour toute partie analytique localement
fermée Y de X, on a

(x) prof htpy(X) > n —dimY
(o1, bien entendu, dimY désigne la dimension complexe de Y).

Il doit étre équivalent de dire que pour toute partie analytique irréductible Y
localement fermée dans X, il existe une partie analytique fermée Z de Y, de dimension
< dimY, telle que la relation () soit valable pour Y —Z au lieu de Y. Cela permettrait
par exemple dans la définition 2 de se borner au cas ot Y est non singuliere.(*?)

La conjecture suivante, de nature purement topologique, est dans la nature d’un
« théoréeme de Hurewicz local ».

Conjecture A(« théoréme de Hurewicz local %%). — Soit X un espace topologique,
Y une partie localement fermée, soumis au besoin a des conditions de « smooth-
ness » genre triangulabilité locale de la paire (X,Y), n un entier > 3. Pour qu’on
ait prof htpy (X) > n, il faut et il suffit que U'on ait

HY(Zx) =0 pouri<n

(*)Dans la premiére édition de ces notes, nous avions employé le terme : « vraie profondeur homoto-
pique ». Dans la présente version, nous suivons EGA IV 10.8.1.

(2DN.D.E. : lorsque le couple (X,Y) est de plus polyédral, cette équivalence est vraie; cf. (Eyral C.,
«Profondeur homotopique et conjecture de Grothendieck », Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 33 (2000),
n° 6, p. 823-836).

(22)N.D.E. : toutes les conjectures qui suivent, convenablement rectifiées si j'ose dire, sont deve-
nues des théorémes grace au travail de Hamm et Lé Diing Trdng (Hamm H.A. & Lé Ding Tréng,
« Rectified homotopical depth and Grothendieck conjectures », in The Grothendieck Festschrift, Vol.
II, Progr. Math., vol. 87, Birkhiduser, Boston, 1990, p.311-351) cité [HL] dans ce qui suit. En ce
qui concerne les deux définitions conjecturalement équivalentes de la profondeur rectifiée, elles sont
mémes équivalentes & une troisieme, qui s’exprime en termes de stratification de Withney (cf. loc. cit.,
théoréme 1.4).

(23)N.D.E. : comme observé dans [HL], exemple 3.1.3, cette conjecture est fausse déja pour X =
{zeC"| z% + zg’ +---+ 22 =0},n >4 et Y réduit a Porigine. Mais, convenablement modifiée, elle
est vraie (théoréme 3.1.4 de loc. cit.).
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(on dit alors que X est de profondeur cohomologique > n le long de Y), et que les
groupes fondamentauz locauz

™ (X,z) = limm(U-UNY)
Usx

soient nuls (on dit alors que X est « pur» le long de Y).

On notera que si X est un espace analytique, Y un sous-espace analytique, et
si X est pur le long de Y, alors pour tout € Y, 'anneau local 0% ., ainsi que ses
localisés par rapport a des idéaux premiers contenant 1'idéal définissant le germe Y
en z (i.e. dans I'image inverse Y, de Y par Spec(0x ) = X, — X) sont purs au sens
de Exp. X; il semble plausible que la réciproque soit également vraie. Des remarques
analogues valent pour la profondeur cohomologique, étant entendu qu’on travaille avec
la topologie étale sur les Spec(Ox ;).

La conjecture 4.1 se généralise alors en la

Conjecture B(« Pureté %¥2%). — Soient E un espace analytique, X une partie analy-
tique de E. On suppose que E est non singulier de dimension N en x € X, et que
X peut se décrire par p équations analytiques au voisinage de tout point. Alors la
profondeur homotopique rectifiée de X est > N — p.

En particulier, une intersection complete locale de dimension n en tout point serait
de profondeur homotopique rectifiée > n, ce qui n’est autre que la conjecture 4.1.
Les conjectures 4.2 et 4.3 se généralisent respectivement en :

Conjecture C(« Lefschetz local $*%)). — Soient X un espace analytique, Y une partie
analytique fermée, x un point de Y, on suppose que X — Y est Stein au voisinage
de x (par exemple Y défini par une équation en x), et que X — Y est de profondeur
homotopique rectifiée > n au voisinage de x (par exemple, est en tout point de X —Y
voisin de x, une intersection compléte de dimension > n, cf. conjecture B). Alors
I’homomorphisme canonique

i (Y) — 7 (X)

(2

est un isomorphisme pour i < n — 1, un épimorphisme pour i =n — 1.

Conjecture D(« Lefschetz global $*%)). — Soient X un espace analytique compact, Y
un sous-espace analytique de X tel que U = X —Y soit Stein, et soit de profondeur

(24)N.D.E. : cette conjecture est prouvée, méme dans le cas ol E est singulier, dans [HL] : c’est le
théoreme 3.2.1.
(25)N.D.E. : cette conjecture est prouvée dans [HL], ce méme sous sa forme forte de la remarque qui

suit, cf. théoreme 3.3.1 de loc. cit.
(26)N.D.E. : cette conjecture est l& encore prouvée dans [HL], ce méme sous sa forme forte de la
remarque qui suit, cf. théoreme 3.4.1 de loc. cit.
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homotopique rectifiée > n (par exemple intersection compléte de dimension > n en
tout point). Alors ’homomorphisme canonique

mi(Y) — mi(X)
est un isomorphisme pour i < n — 1, un épimorphisme pour t =n — 1.

Remarque — Lorsque, dans les énoncés C et D, on remplace 'hypothese que X —Y
est Stein par 'hypothese que X — Y est réunion de ¢+ 1 ouverts de Stein (qui jouera
le réle d’une hypotheése de « concavité » topologique), les conclusions doivent étre
modifiées simplement en y remplacant n par n — ¢.(*7)

Explicitons pour finir, dans le « cas global » D, la conjecture concernant le groupe
fondamental (obtenue en faisant n = 3) :

Conjecture D (Lefschetz global pour groupe fondamentaf?))

Soient X un espace analytique compact sur le corps des complexes, Y une partie
analytique fermée telle que U = X —Y soit Stein. Supposons de plus les conditions
suivantes satisfaites :

(i) Pour tout x € U, le groupe fondamental local 73 (X, z) est nul (i.e. X est « pur
en x »), ou seulement l'anneau local Ox , est pur.

(ii) Les anneaux locauz des points de U sont « connezes en dimension = 2 ».

(iii) Les anneauz locaux des points de U sont de dimension > 3.

Sous ces conditions, pour tout x € Y, l’homomorphisme
m(Y,z) — m (X, 2)
est un isomorphisme (et mo(Y,x) — mo(X, z) un épimorphisme).

On notera que les conditions locales (i) (ii) (iii) sur U sont satisfaites si U est
localement intersection complete de dimension > 3. Du point de vue de la Géo-
métrie Algébrique, (lorsque U provient d’un schéma, encore noté U), les conditions
(i) & (iii) correspondent & des hypotheses sur les invariants locaux 7 (U), a savoir
7¥(U) = 0 pour i < 3 — degtrk(x)/k, pour les points x tels que l'on ait respective-

ment degtrk(z)/k = 0,1,2. La condition globale sur U (U Stein) sera satisfaite si X
est projective et Y une section hyperplane.

2)N.D.E. : signalons enfin le résultat suivant de Fulton, & comparer avec le résultat de Fulton-
Hansen cité note de 1’éditeur (4) page 127 : soient X et H sont des sous-schémas fermés de P&, n la
dimension de X et d la codimension de H. Alors, application

(X, XNH) — 7 (P&, H)

est un isomorphisme si i < n — d et est surjective si i = n — d — 1; voir (Fulton W., « Connectivity
and its applications in algebraic geometry », in Algebraic geometry (Chicago, Ill., 1980), Lect. Notes
in Math., vol. 862, Springer, Berlin-New York, 1981, p. 26-92).

(29)N.D.E. : cette conjecture est démontrée dans [F1], cf. théoréme 3.5.1 de loc. cit.
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EXPOSE XIV

PROFONDEUR ET THEOREMES DE LEFSCHETZ
EN COHOMOLOGIE ETALE

par Mme M. Raynaud*)

Au n° 1, nous définissons une notion de « profondeur étale » qui est ’analogue en
cohomologie étale de la notion de profondeur étudiée dans III, en cohomologie des
faisceaux cohérents. Apres une partie technique, nous démontrons au n° 4 des « théo-
remes de Lefschetz », le théoreme central étant 4.2. Soit X un schéma, Y une partie
fermée de X, U l'ouvert complémentaire X — Y et F un faisceau abélien sur X, pour
la topologie étale; d’une maniere générale le but des théoremes de Lefschetz est de
montrer que, si F satisfait a certaines conditions locales sur U, exprimables en termes
de profondeur étale au points de U, alors, sous certaines conditions supplémentaires
de nature globale sur U (par exemple U affine), I'application naturelle des groupes de
cohomologie étale

H'(X,F) — HY(Y,F}y)

est un isomorphisme pour des valeurs ¢ < n, oli n est un certain entier explicité. En
prenant pour F un faisceau constant, on obtient ainsi des conditions pour que my(X)
soit égal & 7o (Y) et des conditions pour que les groupes fondamentaux rendus abéliens
de X et Y soient les mémes. Au n° 5, l'introduction d’une notion de « profondeur
géométrique » permet de donner des cas particuliers utiles des théoremes de Lefschetz
(5.7). Enfin au n° 6, nous signalons quelques conjectures, concernant notamment des
variantes « non commutatives » des théoremes obtenus.

1. Profondeur cohomologique et homotopique

1.0. Fixons les notations suivantes. Soient X un schéma**), Y une partie fermée
de X, U l'ouvert complémentaire et i : Y = X — U — X I'immersion canonique.
Soient I'y le foncteur qui, a un faisceau abélien sur X, fait correspondre le « faisceau
des sections & support dans Y », c’est-a-dire ['y = i,i' (cf. SGA 4 IV 3.8 et VIII 6.6)

()D’apres des notes inédites de A. Grothendieck.
(**) Conformément & la nouvelle terminologie (ct. réédition de EGA I), nous appellerons ici « schéma »
ce qui était appelé précédemment « préschéma » et « schéma séparé » ce qui était appelé « schéma ».
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et I'y le foncteur I' - I'y, (ot I' est le foncteur « sections globales »). Considérons la
catégorie dérivée DT (X) et le foncteur dérivé Ry (resp. RT'y) de [y (resp. de I'y)
(cf. [3]). Etant donné un complexe de faisceaux abéliens F sur X, & degrés bornés
inférieurement, on peut le considérer comme un élément de D+ (X); nous noterons
alors HY (F) le p-itme faisceau de cohomologie de RI'y(F) et HY (X, F) le p-ieme
groupe de cohomologie de RI'y (F). Les résultats de (SGA 4 V 4.3 et 4.4) s’étendent
trivialement & HY, (F) et HY, (X, F).

Proposition 1.1 — Soient X un schéma, Y une partie fermée de X, U 'ouvert com-
plémentaire et i : U — X ['immersion canonique. Désignons par F, soit un faisceau
d’ensembles sur X, soit un faisceau en groupes sur X, soit un complexe de faisceaux
abéliens sur X, a degrés bornés inférieurement. Fizons les notations suivantes : i
X" — X est un morphisme, U’ et F' désignent les images inverses de U et F sur X' ;
par ailleurs, si 7 est un point géométrique de X, X désigne le localisé strict de X en
7 et U et F les images inverses de U et F dans X.
1°) Soient F un faisceau d’ensembles sur X et n un entier < 2 ; alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(i) Le morphisme canonique
F — i,i*F
est injectif sin > 1, bijectif si n > 2.
(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X, le morphisme canonique
HY(X,F') — HO(U', )
est injectif si n > 1, bijectif si n > 2.
Supposons de plus l'ouvert U rétrocompact dans X ; alors les conditions précédentes
sont équivalentes a la suivante :
(iii) Pour tout point géométrique § de Y, le morphisme canonique
H(X,F) — H%(T,F)
est injectif sim > 1, et bijectif si n > 2.
2°) Soient F un faisceau en groupes sur X et n un entier < 3 ; alors les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) Le morphisme canonique
F — i,"F
est injectif si n > 1, bijectif sin > 2, et sin > 3, en plus des conditions précédentes,
le faisceau d’ensemble pointés R* i, (i*F) est nul.
(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X, le morphisme canonique
HY(X', F') — H(U',F)
est injectif sin > 1, bijectif si n > 2, et de plus le morphisme canonique
HY(X', F') — H'(U',F)

est injectif si n > 2, bijectif si n > 3.
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(ii bis) Identique a (ii), sauf dans le cas n = 2 ou l'on suppose seulement
H(X',F') — H°(U", F) bijectif.

Supposons de plus U rétrocompact dans X ; alors les conditions précédentes sont
aussi équivalentes a la suivante :

(iii) Pour tout point géométrique J de Y, le morphisme canonique

H°(X,F) — H°(U,F)

est injectif si m > 1, bijectif si n > 2; enfin si n > 3, en plus des conditions précé-
dentes, H'(U,F) est nul.

3°) Soit F un compleze de faisceauz abéliens, & degrés bornés inférieurement et
n un entier; alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On a HY,(F) =0 pour p <n (cf. 1.0).

(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X, le morphisme canonique

H?(X',F') — HP(U,F')

est bijectif pour p < n — 1, injectif pour p =n — 1.

Supposons U rétrocompact dans X, alors les conditions qui précédent sont aussi
équivalentes a la suivante :

(iii) Pour tout point géométrique § de Y, le morphisme canonique

HP (X, F) — HP(T, F)
est bijectif pour p < n — 1, injectif pour p =n — 1.
Dans le cas ou F est un faisceau abélien et n > 2, les conditions (i) et (ii) sont 207

aussi équivalentes a la suivante :
(ii bis) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X, le morphisme canonique

HP (X', F') — HP (U, F’)
est bijectif pour p <mn — 1.
Démonstration
1°) I est clair que (i) < (ii). Montrons que, si U est rétrocompact dans X, (i) <> (iii).
En effet, (i) équivaut a dire que, pour tout point géométrique g de X, le morphisme
Fy — (i40*F)y est injectif si n < 1 et bijectif si n < 2 (SGA 4 VIII 3.6). Comme
ce morphisme est de toutes fagons bijectif lorsque 7 est un point géométrique de U,

on peut se borner aux points géométriques ¥ de Y. Or il résulte du fait que i est
quasi-compact et de (SGA 4 VIII 5.3) que le morphisme

Fy — (i.0'F)y
s’identifie canoniquement au morphisme
HO (Xa F) — Ho(ﬁ7 F))

d’ott I'équivalence de (i) et (iii).
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2°) (i) = (ii). Les assertions sur le H® résultent de 1°). Soit alors i’ I'immersion
canonique de U’ dans X'; les assertions sur le H' résultent de la suite exacte (SGA 4
XII 3.2)

0 — H'(X/,i’i"F') — HY(U,F') — H°(X', R &, (i"*F")).

(ii bis) = (i). D’apres 1°), il suffit de montrer que, pour n > 3, on a R' i, (i*F) = 0.
Or R'i,(i*F) est le faisceau associé au préfaisceau X' — H*(U’, F'), c’est-a-dire, par
hypothese, le faisceau associé au préfaisceau X’ — Hl(X’ ,F7), lequel est nul.

(i) < (iii). Tenant compte de 1°), la seule chose qui reste & voir est que la relation
R'i,(i*F) = 0 équivaut au fait que H* (U, F) = 0 pour tout point géométrique 7 de Y.
Comme R' i, (i*F)) est nul hors de Y, il revient au méme de dire que R' i, (i*F) = 0
ou que (R i+(i*F))y = 0 pour tout point géométrique 7 de Y. Il suffit alors de noter
que, i étant quasi-compact, on a (R'4, (*F))g = H'(T,F) (SGA 4 VIII 5.3).

3°) (i) = (ii). Soit X’ un schéma étale au-dessus de X; on a la suite exacte (SGA 4
V 4.5)

(*) — HY, (X', F') — HP(X,F') — HP(U",F') —;

?

donc (ii) équivaut a HY,, (X', F') = 0 pour p < n et pour tout schéma X’ étale au-dessus
de X. Considérons alors la suite spectrale

By = HP (X, HY (F)) = Hy (X', F');

par hypothese, HY,(F) = 0 pour ¢ < n, d’ot Ef? = 0 pour p + ¢ < n et par suite
HY, (X', F’) = 0 pour p < n.

(i) = (i). Le faisceau HY, (F) est associé au préfaisceau X' — HY, (X', F’) ; comme
on a déja remarqué que (ii) équivaut 3 la relation H%, (X’, F') = 0 pour p < n et pour
tout schéma X’ étale au-dessus de X, on a bien H (F) = 0 pour p < n.

(i) < (iii). Les faisceaux HY, (F) sont concentrés sur Y ; par suite il revient au méme
de dire que HY,(F) = 0 ou de dire que, pour tout point géométrique 7 de Y, la fibre
(HS (F))7 est nulle. Or, i étant quasi-compact, on déduit de (SGA 4 VIII 5.2) que
on a (HY,(F))y = H2(X, F). L’équivalence de (i) et (iii) en résulte, compte tenu de
I'analogue sur X de la suite exacte ().

(ii bis) = (ii) dans le cas ou F est un faisceau abélien. La seule chose qui reste
& montrer est que Hy ' (F) = 0. Or, pour n > 2, le faisceau HY ' (F) est associé au
préfaisceau X’ — H" (U, F') = H" (X', F’) donc est bien nul. Le cas n = 2 résulte

du fait que H3 (F) est le conoyau du morphisme F — i,i*F.

Définition 1.2 — Les notations sont celles de 1.1. On dit que F est de Y-profondeur
étale > n et on écrit

profy(F) > n

si F satisfait aux conditions équivalentes (i) et (ii) de 1.1. Si F est un complexe
de faisceaux abéliens, on appelle Y-profondeur étale de F la borne supérieure des n
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pour lesquels profy, (F) > n; on utilisera la méme notation si F' est un faisceau d’en-
sembles resp. de groupes non nécessairement commutatifs (de sorte qu’on a alors
0 < profy(F) < 2, resp. 0 < profy(F) < 3, lorsque le contexte ne permet pas de
confusion sur celle des trois variantes envisagées ici qu’on utilise).

Si L est un ensemble de nombres premiers, on dit que la Y-profondeur étale pour L
de X est > n et on écrit

prof%(X) > n

si, pour tout faisceau constant de la forme Z/¢Z avec ¢ € L, on a profy (Z/{Z) > n.
On définit de fagon évidente la Y-profondeur étale pour L de X. Si L = P, ensemble
de tous les nombres premiers, et s’il n’y a pas de risque de confusion avec la notation
de (EGA1TV 5.7.1) (relative au cas ou F = Ox), on omet L dans la notation ; sinon
on écrit prof ét(X).

Enfin on dit que X est de Y-profondeur homotopique > 3 pour L et on écrit

prof hop¥ (X) > 3

si, pour tout faisceau de L-groupes constant fini F sur X, on a profy(F) > 3. SiL = P,
on omet L dans la notation.

Corollaire 1.3 — Sous les conditions de 1.1, siprofy (F) > n, alors, pour tout fermé Z
deY, on a
prof,(F) > n.

Faisons par exemple le raisonnement dans le cas ou F est un complexe de faisceaux
abéliens & degrés bornés inférieurement. On utilise 1.1 3°) (ii). Soit V. = X — Z et
considérons, pour tout entier p, la suite de morphismes

HP (X, F) —L 5P (V, F) — BP(U, F).

Par hypothese g et f o g sont bijectifs pour p < n — 1 et injectifs pour p =n — 1;
il en est donc de méme de f. Comme le raisonnement est valable quand on remplace
X par un schéma X’ étale au-dessus de X, ceci démontre 1.3.

Corollaire 1.4 — Les notations sont celles de 1.1 2°). Si X' est un schéma sur X,
notons ® le foncteur qui fait correspondre a un revétement étale de X' sa restriction
a U, et O, le foncteur qui fait correspondre & un torseur™ sous F' sa restriction
a U’. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On a profy(F) > 1 (resp. profy(F) > 2, resp. profy (F) > 3).

(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X, le foncteur ¥, est fidéle
(resp. pleinement fidéle, resp. une équivalence de catégories).

En particulier, pour que l'on ait profy(X) > 1 (resp. profy(X) > 2, resp.
prof hopy (X) > 3), il faut et il suffit que le foncteur ® soit fidéle (resp. pleinement
fidéle, resp. une équivalence de catégories).

(*)i.e. un « fibré principal homogeéne » dans une ancienne terminologie.
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Cela résulte en effet de 1.1 2°) (i), compte tenu de l'interprétation de H' (X', F')
comme l’ensemble des classes (mod. isomorphismes) de torseurs sous F/ (SGA 4 VII 2),
et des revétements étales Z de degré n d’un schéma comme associés a des revétements
principaux galoisiens de groupe le groupe symétrique &,,, a Z étant associé le revéte-
ment Isomy (Zg, Z), ou Zg est le revétement trivial de X de degré n.

Corollaire 1.5 — Sous les conditions de 1.1 3°), supposons que l’on ait profy (F) > n ;
alors on a

HY (X, F) ~ H(X, HY (F)).
Le corollaire résulte de la suite spectrale
Ef? = HP(X,HL.(F)) = HY (X, F).
En effet on a par hypotheése EY? = 0 pour ¢ < n, d’ou il résulte que
HY (X, F) = By = H(X, Hy (F)).

Remarques 1.6

a) La notion de Y-profondeur, sous la forme des conditions équivalentes (i) et (ii)
de 1.1, a un sens pour n’importe quel site. Dans le cas particulier ou X est un schéma
localement noethérien, muni de la topologie de Zariski, et F un faisceau de &x-modules
cohérents, on trouve la notion usuelle de Y-profondeur comme borne inférieure des
profondeurs aux points de Y (I1T).

b) Pour n < 2, la notion de Y-profondeur étale de X est indépendante de L. Pour
n = 1, elle signifie simplement que U est dense dans X. En effet cette condition est
nécessaire pour que l'on ait profy (F) > 1, et elle est aussi suffisante car on peut
supposer X réduit, cas dans lequel la condition U dense dans X se conserve par
changement de base étale (EGATV 11.10.5) (ii) b)). Si U est rétrocompact dans X,
la relation profy(X) > 1 équivaut aussi & dire Y ne contient aucun point maximal
de X (EGAT6.6.5). Pour n = 2 et U rétrocompact dans X, la condition profy (X) > 2
équivaut au fait que, pour tout point géométrique 7 de Y, U est connexe non vide,
c’est-a~dire que « Y ne disconnecte pas X, localement pour la topologie étale ».

c) Si X est de Y-profondeur > n pour L et U rétrocompact dans X, alors pour
tout faisceau abélien localement constant de L-torsion F sur X, on a profy (X) > n.
En effet, la propriété profy(F) > n étant locale pour la topologie étale, on peut
supposer F constant ; alors F est limite inductive filtrante de faisceaux sommes finies
de faisceaux de la forme Z /p™Z, ot m est un entier > 0 et p € L. En utilisant 1.1 (iii)
et (SGA 4 VII 3.3), on voit que l’on peut se ramener au cas ou F = Z/p™Z, puis, par
récurrence sur m, au cas o F = Z/pZ pour lequel I’assertion résulte de la définition.

d) D’apres 1.4, si 'on a profy (X) > 3, le couple (X,Y) est pur au sens de X 3.1.
En fait les couples purs que l'on rencontre dans la pratique (cf. X 3.4) satisfont a la
condition plus forte de profondeur homotopique > 3, et cette notion peut donc se
substituer avantageusement a celle de couple pur.
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e) Soient F un complexe de faisceaux abéliens et T(F) le complexe obtenu en
appliquant & F le foncteur translation ([3]); alors on a évidemment :

profy (T(F)) = profy (F) — 1.

f) Signalons que les travaux récents d’Artin-Mazur ([1]) permettent de définir la
notion de profondeur homotopique > n, quel que soit l'entier n (pas seulement si
n > 3).

g) Sous les conditions de 1.1 3), pour que l'on ait profy (F) = oo, il faut et il suffit
que lon ait F — Ri,(i*F) dans D (X). En effet, les H, (F) sont les faisceaux de
cohomologie du céne (= mapping cylinder) du morphisme canonique F — Ri,i* (F).

Définition 1.7. — Soient X un schéma, x un point de X, T un point géométrique
au-dessus de x et X le localisé strict de X en Z. Comme précédemment F désigne,
soit un faisceau d’ensembles sur X, soit un faisceau en groupes sur X, soit un com-
plexe de faisceaux abéliens sur X & degrés bornés inférieurement, F son image in-
verse sur X et L un ensemble de nombres premiers. On dit que F est de profon-
deur étale > m au point x (resp. que la profondeur étale pour L de X en x est
> n, resp. que la profondeur homotopique pour L de X en x est > 3) et Pon écrit
prof,,(F) > n (resp. prof%(X) > n, resp. prof hop%(X) > 3) si I'on a prof-(F) > n
(resp. prof%(X) > n, resp. prof hop%(X) > 3). On définit de facon évidente l'entier
prof=(X) et, si F est un complexe de faisceaux abéliens, 'entier prof,(F). Si L est
Iensemble de tous les nombres premiers, on omet L dans la notation prof%(X), sauf
§’il y a un risque de confusion avec la notation de (EGA IV 5.7.1), auquel cas on écrit
prof ét, (X).

On a alors la caractérisation ponctuelle suivante de la profondeur :

Théoréme 1.8 — Soient X un schéma, Y une partie fermée de X telle que 'ouvert
U = XY soit rétrocompact dans X. Si F est, soit un faisceau d’ensembles sur X, soit
un faisceau en groupes sur X, soit un complere de faisceaux abéliens sur X o degrés
bornés inférieurement, alors on a

profy (F) = 73161{, prof, (F).

1.8.1. Montrons d’abord que, pour tout point y de Y, on a l'inégalité profy(F) >
profy (F). Soient en effet  un point géométrique au-dessus de y, X le localisé strict
de X en 7, F et Y les images inverses de F et Y sur X. On a d’apres 1.7 et 1.3

prof,(F) = profy(F) > prof(F) > profy (F),

la derniere inégalité utilisant ’hypothese « U rétrocompact », via les conditions (iii)
dans 1.1 et la transitivité dans la formation des localisés stricts.
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1.8.2. Inversement supposons que, pour tout point y de Y, on ait profy(F) >n
(n entier) et montrons que l'on a alors profy (F) > n.
Rappelons d’abord les résultats bien connus suivant (SGA 4 VIII) :

Lemme 1.8.2.1— Soient X un schéma, F un faisceau d’ensembles sur X (resp. G — F
un monomorphisme de faisceaur d’ensembles sur X). Alors, pour que deux sections
s et s de F coincident (resp. pour qu’une section s de F provienne d’une section
de G), il faut et il suffit qu’il en soit ainsi localement. En particulier, si s et s’ sont
deux sections de F, il existe un plus grand ouvert V de X sur lequel elles coincident
(resp. si s est une section de F sur X, il existe un plus grand ouvert V. de X tel que
s|V provienne d’une section de G sur V). Cet ouvert est aussi l’ensemble des points
de X tels que, désignant par T un point géométrique au-dessus de x, les sections s
et s’ aient méme image dans la fibre Fz (resp. que image de s dans Fz provienne
d’un élément de Gz).

Revenons a la démonstration de 1.8.

1°) Cas ou F est un faisceau d’ensembles. Si n = 1, il suffit de montrer que le
morphisme canonique

H(X,F) — H°(U,F)
est injectif, le résultat s’appliquant encore quand on remplace X par un schéma étale
au-dessus de X. Soient s et s’ deux sections de F au-dessus de X qui ont méme image
dans HO(U7 F) et soit V le plus grand ouvert au-dessus duquel elles sont égales; on a
évidemment V O U. Supposons V # X et soit y un point maximal de X — V, 5 un
point géométrique au-dessus de y, X le localisé strict de X en 7 et V et F les images
inverses de V et F sur X. D’apres le choix de y, on a X — 7 = V et par hypothese, le
morphisme
H’(X,F) — H'X —7,F) =H°(V,F)

est injectif. Il en résulte que s et s’ coincident au point y, ce qui est absurde. Sin = 2,
il suffit de montrer, compte tenu de ce qui précede, que le morphisme

H°(X,F) — H(U,F) = H*(X, ,i*F)
est surjectif (ol ¢ est 'immersion canonique de U dans X). Soient s une section de
1+1*F au-dessus de X et V le plus grand ouvert au-dessus duquel elle provient d’une

section de F. Supposons V # X et soit y un point maximal de X—V ; avec les notations
précédentes, il résulte de I’hypothese que le morphisme canonique

H(X.F) — H'(X - 3.F) = H(V.F)
est bijectif; par suite s|V se prolonge au point 7, ce qui est absurde et acheve la
démonstration dans le cas 1°).

2°) Cas ou F est un faisceau en groupes. Compte tenu de 1°), la seule chose qui
reste & montrer est que, dans le cas n = 3, le morphisme

H'(X,F) = H'(X,i,i*F) — H'(U,F)



1. PROFONDEUR COHOMOLOGIQUE ET HOMOTOPIQUE 167

est bijectif. On sait déja qu’il est injectif grace & 1°) et a 1.1 2°) (ii bis). Pour la
surjectivité, on utilise la suite exacte (SGA 4 XII 3.2)

0 — HY(X,i,i*F) — H*(U,F) 4, H°(X,R'4.(i*F)).
Soient s € H'(U,F) et V O U le plus grand ouvert au-dessus duquel d(s) = 0; c’est
aussi le plus grand ouvert tel que s provienne d’un élément de H'(V,F). Supposons
V # X et soit y un point maximal X — V ; si X est le localisé strict de X en un point
géométrique y au-dessus de y, on a, avec des notations évidentes, la suite exacte

0 — H'(X,i.('F) — H'(T,F) -& I°(X, RV, ().
Comme 7 : U — X est un quasi-compact, R'7, (i F) est image inverse de R i, (i*F)
par le morphisme X — X, d’ott H (X, R'7,(i'F)) = (R'i.(i*F))y. Par hypothese et
vu que y € Y, le morphisme
H'(X,F) — H'(V,F)

est bijectif. L'image 5 de s dans H' (U,F), qui se prolonge & V par définition de V,
se prolonge donc aussi & X; il en résulte que d(5) = 0 donc I'image de d(s) dans la
fibre géométrique (R'i.(i*F))y est nulle; mais ceci contredit la définition de V, d’olt
le cas 2°).

3°) Cas ou F est un complexe de faisceaux abéliens, & degrés bornés inférieurement.
On raisonne par récurrence sur n. La conclusion est satisfaite pour n assez petit,
puisque F est & degrés bornés inférieurement. Supposons donc que profy (F) > n—1 et

montrons que profy (F) > n, sachant que, pour tout point y de Y, on a prof, (F) > n.
Il suffit de voir que le morphisme canonique

(*) H" (X, F) — H"7*(U,F)
est surjectif et que
() H"Y(X,F) — H"Y(U,F)

est injectif (le résultat s’appliquant quand on remplace X par un schéma étale au-
dessus de X).

a) Surjectivité de (). La démonstration est analogue & celle de 2°). Compte tenu
de 1.5 et de (SGA 4 V 4.5), on a la suite exacte

H" *(X,F) — H"*(U,F) 4, HY (X, F) = H(X, HYL(F)).
Soit s € H" ?(U,F) et V O U le plus grand ouvert au-dessus duquel d(s) = 0,
lequel est aussi le plus grand ouvert tel que s se prolonge a H”72(V,F). Supposons
V # X et soient  un point maximal de X — V et X le localisé strict de X en un point
géométrique i au-dessus de y. Comme i : U — X est quasi-compact, la formation de
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HY'(F) commute au changement de base X — X et I'on a donc (avec des notations
évidentes) la suite exacte

n— Y o n— IT d n— Y o n—
H"?(X,F) — H"*(U,F) — HZ (X, F) = (HY ' (F))5,
la derniere égalité résultant de I’hypothese de rétrocompacité sur U.

Or on a par hypothese I’isomorphisme
H"?(X,F) = H"*X -7,F) = H" *(V,F);
par suite 'image 5 de s dans H" (U, F), qui se prolonge (par définition de V) &
H"2(V,F), se prolonge aussi & H" %(X,F); mais ceci montre que d(3) = 0, c’est-a-
dire que d(s) est nulle en 7, ce qui est absurde.
b) Injectivité de (xx). En utilisant la surjectivité de (x), on obtient la suite exacte

0 — H°(X,HY Y(F)) — H" (X, F) — H" }(U,F)

et il faut montrer que tout élément s € HY(X, HY *(F)) est nul. Soit V le plus grand
ouvert au-dessus duquel s = 0. Supposons que l'on ait V # X et soient y un point
maximal de X —V, X un localisé strict de X en un point géométrique 7 au-dessus de .
On a, par hypothese de récurrence et par 1.8.1, la relation profw(F) > profy (F) >
n — 1, d’ou le fait que I'application e du diagramme qui suit est injective :

HO(X,HYy ™! (F)) = (HY (F))y — H" (X, F) (A3}
Il en est de méme de f en vertu de 'hypothese ; I’égalité de gauche résulte de I’hypo-
these de rétrocompacité sur U. Soit 5 'image de s dans (HY *(F))y ; comme s s’annule

au-dessus de V, on a f-¢e(5) =0, d’'ott s = 0, ce qui contredit le choix de y et acheve
la, démonstration.

Remarque 1.9 — Un résultat analogue a 1.8 est sans doute valable dans le cas ot I'on
remplace le topos étale d’un schéma X par un « topos localement de type fini », c’est-
a-dire définissable par un site localement de type fini (SGA 4 VI 1.1). Pour le voir, il
faut utiliser un résultat de P. Deligne (SGA 4 V1.9), affirmant qu’il y a « suffisamment
de foncteurs fibres » dans un tel topos.

Nous allons déduire de 1.8 des cas importants o 'on peut déterminer la profondeur
étale.

(N.D.E. : Gabber a prouvé depuis — en 1994 — la conjecture de pureté cohomologique absolue

de Grothendieck : si Y est un sous-schéma fermé de schémas noethériens absolus de codimension
pure ¢ et n un entier inversible sur X, alors H (A) est nul si g # 2c et vaut Ay (—c) (twist de Tate)
sinon, ol on a posé A = Z/nZ. Voir (Fujiwara K., « A Proof of the Absolute Purity Conjecture (after
Gabber) », in Algebraic geometry 2000, Azumino (Hotaka), Adv. Stud. in Pure Math., vol. 36, 2002,
p. 153-183). Pour des applications & ’existence du complexe dualisant, voir (SGA 5, Lect. Notes in
Math., vol. 589, Springer-Verlag, 1977, p. 1672), exposé 1 et loc. cit., §8. Cette conjecture avait été
prouvée dans le cas n = ¢” avec £ premier inversible sur X assez grand en utilisant de fagon cruciale la
K-théorie (Thomason R.W., « Absolute cohomological purity », Bull. Soc. Math. France 112 (1984),
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Théoréme 1.1@Théoréme de semi-pureté cohomologiqu€). — Désignons par X,
soit un schéma lisse sur un corps k, soit un schéma régulier excellent (EGATV 7.8.2)
de caractéristique nulle (N.B. si l'on admet la résolution des singularités au sens de
(SGA 4 XIX), il suffit de supposer, plus généralement, que X est un schéma régulier
excellent d’égale caractéristique). Soient Y une partie fermée de X et L ’ensemble
des nombres premiers distincts de la caractéristique de X. Alors on a

prof%(X) = 2 codim(Y, X).
Démonstration. — 11 résulte de 1.8 que l'on a
prof%(X) = ;relg prof, (X).
Comme d’autre part codim(Y, X) = inf,cy dim Ox ,, on est ramené & montrer que
prof;‘ (X) = 2dim Ox 4,
ce qui résulte de (SGA 4 XVI 3.7 et XIX 3.2).

Théoréme 1.11Théoréme de pureté homotopique’). — Si X est un schéma locale-
ment noethérien qui est régulier (resp. dont les anneauz locauz sont des intersec-
tions complétes), Y wune partie fermée de X telle que codim(Y,X) > 2 (resp.
codim(Y,X) > 3), alors on a

prof hopy (X) > 3.

Il résulte en effet de 1.8 que I'on a prof hopy (X) = inf,ey prof hop, (X). Or les
anneaux strictement locaux de X aux différents points de Y sont des anneaux réguliers
de dimension > 2 (resp. d’intersection complete et de dimension > 3). Il résulte alors
du théoreme de pureté X 3.4 que prof hopy(X) > 3, ce qui démontre le théoreme.

Exemple 1.12 — Soient X un schéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X et n = 1 ou 2. Alors, si 'on a profy(0x) > n (profy(€Ox) désignant la Y-
profondeur au sens des faisceaux cohérents (cf. 1.6 a)), on a aussi profy (X) > n; c’est
évident pour n = 1 et, pour n = 2, cela n’est autre que le théoreme de Hartshorne
(ITT 1). Par contre 1’assertion analogue est fausse pour n > 3. Prenons par exemple un

n°® 3, p. 397-406). On retrouve la K-théorie dans le preuve de Gabber par le biais de la suite spectrale
de Atiyah-Hirzebruch-Thomason reliant cohomologie étale et K-théorie, méthode déja utilisée dans
I’approche de Thomason. Outre ce résultat, 'autre argument fondamental est la généralisation du
théoréme de Lefschetz cité note (5), page 181.

(DIN.D.E. : récemment, de Jong et Oort ont obtenu 1’énoncé de pureté suivant : soit S — S une
résolution des singularités du spectre S d’un anneau local noethérien normal de dimension 2 et
soit U le complémentaire du point fermé s dans S. Supposons de plus que k(s) soit algébriquement
clos. Alors, pour tout nombre premier p, en particulier si S est de caractéristique p, le morphisme de
restriction H, S,Qp) — H} (U, Qp) est bijectif (de Jong A.J. & Oort F, « Purity of the stratification
by Newton polygons », J. Amer. Math. Soc. 13 (2000), n° 1, p. 209-241, théoreéme 3.2). Si k = C et
A est le complété d’une singularité de surface, ce résultat est dit & Mumford (voir page 158, [5]).
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espace affine de dimension > 3 sur un corps de caractéristique # 2 et faisons opérer
le groupe Z/2Z par symétrie par rapport & lorigine. Soient X le quotient et Y = {z}
I'image de 'origine dans X. Alors 0% . est un anneau de Cohen-Macaulay, donc on a
prof ,(Ox) > 3; mais lespace affine privé de l'origine est un revétement étale de
X — {z} qui ne se prolonge pas en un revétement étale de X; donc on a d’apres 1.4
profy (X) = 2.

Le théoréme suivant est I’analogue de (EGAIV 6.3.1) :

Théoréme 1.13— Soient f : X — S un morphisme de schémas, Y une partie fermée
de X, Z une partie fermée de S, telles que f(Y) C Z. On suppose que les anneauz
locauz de X au différents points de Y sont noethériens et que les ouverts X — Y et
S — 7Z sont rétrocompacts dans X et S respectivement. Soient p, q, r des entiers tels
quep = —r, q = 0, L un ensemble de nombres premiers et F un complexe de faisceaux
abéliens de L-torsion sur S, tel que les faisceaux de cohomologie H'(F) soient nuls
pour i < —r. On suppose que

a) Le morphisme f est localement (p + q + r — 2)-acycliqgue pour L (SGA 4 XV
1.11).

b) On a

prof(F) = p.
¢) Pour tout point s de Z, on a
prof%S (Xs) = q.
Alors on a
profy (f*F) > p+q.
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.13.1— Soient L un ensemble de mombres premiers, n et r des entiers,
f : X — S un morphisme localement n-acyclique pour L. Soient F un compleze
de faisceauz abéliens, & faisceauz de cohomologie de L-torsion, tel que H'(F) = 0
pour i < —r, Z une partie fermée de S telle que S — 7 soit rétrocompact dans S et
T = f=YZ). Alors le morphisme canonique

f*(Hy(F)) — Hi(f*F)
est bijectif pour i <n —r + 2 et injectif pour i =n —r + 2.
Posons U=S —Z et V=X —T, de sorte que I'on a le carré cartésien

v—2.u

f| fjj
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Considérons le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes

— [(Hy(F) — f{H'(F)) — f*H'(Rj.(°F))) —

| | |
—— Hy(f'F) —— H'(f'F) — = 'Rk (k" [*F)) —
il en résulte que l'on est ramené a montrer que le morphisme
FrE' (R (57F))) — H' Rk (k" [F))

est bijectif pour ¢ < n —r + 1 et injectif pour ¢ = n — r + 1. Or un tel morphisme
provient du morphisme suivant entre suites spectrales d’hypercohomologie

fEY = f*(RP 5. (H(5°F))) == f*(H" (R j. (j*F)))

J |

B = R b (HO (b f7F)) ——> (R k. ().

Comme j est quasi-compact, il résulte de (SGA 4 XV 1.10) que le morphisme
fH(ERY) — EP? est bijectif pour p < n et injectif pour p = n + 1; en particulier
il est bijectif pour p 4+ ¢ < n — r et injectif pour p + ¢ = n — r + 1. La conclusion en
résulte aussitot.

Revenons & la démonstration de 1.13. Soit T = f~1(Z). D’apres 1.13.1 et la condi-
tion a), le morphisme canonique f*(Hy(F)) — Hi(f*F) est un isomorphisme pour
i < p+q. Il résulte donc de b) que H-(f*F) = 0 pour i < p et, pour i < p+q, H5(f*F)
restreint & T est 'image inverse d’un faisceau G* sur Z. Soit

fr:T—17

la restriction de f & T. Tl résulte alors de c) et du corollaire qui suit que HL, (f£(G%)) =0
pour j < ¢. On en conclut que

HY, (Hip(f7F)) = 0 pour i + j <p+4,
car 'inégalité ¢ + j < p + ¢ entraine ou bien ¢ < p et alors HIT(f*F) = 0, ou bien

j < q et alors H,, (H5(f*F)) = 0. Etant donné que I'on a, avec les notations de 1.0,
I'v =I'v.I'r, on a la suite spectrale

(1.13.2) Ey’ = B (HL.(f'F)) = H} (f*F);

comme E;] = 0 pour i +j < p+ ¢, on voit que ﬂ’f{(f*F) = 0 pour k£ < p+q.
Le théoreme sera donc démontré si 'on prouve le corollaire suivant (qui est le cas
particulier de 1.13 obtenu en y faisant Z = S, » = p = 0 et F réduit au degré 0).

Corollaire 1.14 — Soient f : X — S un morphisme, Y une partie fermée telle que
lUouvert complémentaire X — Y soit rétrocompact dans X et que les anneauz lo-
cauxr de X auz différents points de Y soient noethériens. Soient L un ensemble de
nombres premiers, q un entier et F un faisceau abélien de L-torsion sur S. Supposons
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que f soit localement (q — 2)-acyclique pour L et que, pour tout point s de S, on ait
prof%‘(s (Xs)=q. Alors, on a profy (f*F) > q.

1°) Réduction au cas ot X et S sont des schémas strictement locaux, f un mor-
phisme local et Y réduit & un point fermé de X.
D’apres 1.8, pour établir 1.14, il faut montrer que I'on a pour tout point y de Y :

prof, (f*F) > q.

Soient s = f(y), § un point géométrique au-dessus de s, ¥ un point géométrique
au-dessus de y et de 3, X et S les localisés stricts de X et S en 7 et 3 respectivement,
f : X — S le morphisme canonique et F I'image inverse de F sur S. Comme on a
la relation prof, (f*F) = profg(f*F)7 il suffit de montrer que les hypotheses de 1.14
se conservent quand on remplace f (resp. Y, resp. F) par f (resp. {7}, resp. F). La
condition de rétrocompacité résulte de I'hypothese noethérienne sur 0 ,, impliquant
que X est noethérien. D’apreés (SGA 4 XV 1.10 (i)), f est encore localement (g — 2)-
acyclique pour L. D’autre part la fibre (X)s de X au-dessus de 3 s’identifie au localisé
strict de X, en 7, donc satisfait & la relation profy((X)s) > ¢. Comme une relation
analogue est trivialement vérifiée pour les fibres du S-schéma X, autres que la fibre
fermée, ceci acheve la réduction.

2°) Cas ou X et S sont strictement locaux, f un homomorphisme local et Y réduit
au point fermé de X. Soient

g:Y=X-{y} —S
le morphisme structural de U. On doit montrer que le morphisme canonique
u; : H'(X, f*F) — H'(U, f*F)

est bijectif pour ¢ < ¢ — 2 et injectif pour ¢ = ¢ — 1. Considérons le diagramme

commutatif
Us

H(X, f*F) H(U, f*F)

H'(S,F)
Le morphisme v; est évidemment bijectif pour tout i. D’autre part g est localement
(¢ — 2)-acyclique pour L; de plus ses fibres sont (¢ — 2)-acycliques pour L, comme
il résulte du fait que prof, (Xs) > ¢ et que les fibres de f sont (¢ — 2)-acycliques
pour L; comme g est quasi-compact puisque X est noethérien, il résulte de (SGA 4

XV 1.16) que g est (¢ — 2)-acyclique pour L. Par suite w;, donc aussi w;, est bijectif
pour i < g — 2 et injectif pour i = g — 1, ce qui achéve la démonstration de 1.14.

Corollaire 1.15 — Soient f : X — S un morphisme de schémas, L un ensemble de
nombres premiers, m et r des entiers et F un complexe de faisceaux abéliens de L-
torsion sur S tel que H'(F) = 0 pour i < —r. Soit x un point de X, s = f(x)



1. PROFONDEUR COHOMOLOGIQUE ET HOMOTOPIQUE 173

et supposons que l'anneau local Ox 5 soit noethérien. Alors, si f est localement m-
acyclique pour L, on a la relation

(%) prof,,(f*F) > inf (prof, (F) + prof= X,),n) otin =m —r + 2.

En particulier, sin > prof  (F) —|—profi‘ (Xs), par exemple si f est localement acyclique
pour L, on a

() prof,,(f*F) > prof, (F) + profs(X,).

Si L est réduit ¢ un élément { et si l'on a n > prof (F) + prof¥(X,), linégalité
précédente est une égalité.

On se ramene au cas ou s et x sont des points fermés, en prenant les localisés
stricts de S et = en des points géométriques 5 au-dessus de s et T au-dessus de x
et de 5. Si on a linégalité n > prof,(F) + prof=(X,), alors () s’obtient & partir
de 1.13 en y faisant p = prof (F) et ¢ = prof%(X,) (Phypothese que S — {s} est
rétrocompact dans S résulte du fait que X — X, est rétrocompact dans X et que f est
surjectif puisqu’il est (—1)-acyclique (sauf peut-étre si la conclusion de 1.15 est vide)).
Si l'on a n < prof (F) + prof~(X,), inégalité (+) s'obtient encore & partir de 1.13
en y faisant par exemple p = prof (F) et ¢ = n — p. Il reste & démontrer la derniére
assertion. Soient p = prof,(F) et ¢ = prof,,(X;); il résulte de (1.13.2) que l'on a

HETI(f*(F)) = H(f*(HE(F))).
Comme prof (F) = p, le faisceau H?(F) est un faisceau de ¢-torsion, constant sur s,
différent de zéro. Par suite le faisceau G = f*(HE(F)) est un faisceau de ¢-torsion,

constant sur X, non nul, donc contient un sous-faisceau isomorphe & Z/¢Z ; comme
HI(Z/(Z) est différent de zéro, on a bien HI(G) # 0.

Corollaire 1.16 — Soient f : X — S un morphisme régulier de schémas excellents
(EGAIV 7.8.2) de caractéristique nulle, £ un nombre premier et F un complexe de
faisceauz de C-torsion sur S. Soient x € X, s = f(x); alors on a

prof, (f*F) = prof (F) + 2dim(Ox ).

En effet f est localement acyclique (SGA 4 XIX 4.1). Il résulte alors de 1.15 que
I'on a
prof . (f*F) = prof ,(F) 4 prof , (Xy).
Or on a d’apres 1.10
prof,(X;) = 2dim Ox_ 4,

d’ou le résultat.

Remarque 1.17— 1l résulte de 1.15 que 1.13 reste vrai quand on remplace b) et c)
par les conditions :

b’) Pour tout point s € f(Y), on a prof(F) > p.

¢’) Pour tout point z € Y, si s = f(z), on a prof=(X,) > q.
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Dans le cas d’un faisceau d’ensembles ou de groupes, on a le théoréme suivant
analogue a 1.13.

Théoréme 1.18— Soient f : X — S un morphisme de schémas, Y une partie fermée
de X telle que X =Y soit rétrocompact dans X et que, pour tout point x de Y, l’anneau
local Ox ; soit noethérien.

1°) Soient F un faisceau d’ensembles sur S et n un entier égal a 1 ou 2. Supposons
que [ soit localement (n — 2)-acyclique et que, pour tout point s de f(Y), on ait :

profy (Xy) + prof (F) > n.

Alors on a :
profy (f*F) > n
2°) Soient L un ensemble de nombres premiers et F un faisceau de ind-L-groupes.
Supposons que [ soit localement 1-asphérique pour L (SGA 4 XV 1.11) et que, pour
tout point s de f(Y), on ait :
prof hop%‘(s (Xs) + prof ,(F) > 3.
Alors, on a :

profy (f*F) > 3

Démonstration. — On se ramene, comme dans 1.14 et 1.15, au cas ou X et S sont des
schémas strictement locaux, f un homomorphisme local et Y le point fermé x de X.
Soit s = f(x) le point fermé de S; on a le diagramme commutatif :

XXy X ooy — %

| \/

S —{s}

1°) a) Cas n = 1.

Si Pon a prof (F) > 1, alors le morphisme F — k.k*F est injectif, donc le mor-
phisme f*F — f*(k.k*F) est aussi injectif. D’autre part il résulte du fait que f est
localement (—1)-acyclique, que le morphisme f*(k.k*F) — (j.i) * (f*F|x_x,)) est
injectif. Finalement, le morphisme composé f*F — (j.4) * (f*F|x_x_)) est injectif, ce
qui montre que 'on a profy_(f*F) > 1, donc aussi prof . (f*F) > 1

Si l'on a prof ,(Xs) > 1, on considére le diagramme commutatif

HO(X’ f*F) L HO(X - {x}v f*F)
(%) { l
HO(X,, f*F) —s HO(X — {}, f*F);

Par hypothese, v’ est injectif donc il en est de méme de v.
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b) Cas n = 2. On considere le diagramme commutatif

HO(S, F) < H(S — {s},F)

(4) mlz nf

HO(X, f*F) —— H)(X — {z}, f*F) —2= HO(X — X, f*F);

on doit montrer que v est bijectif. Le morphisme m est évidement bijectif, et, comme 230
f est 0-acyclique, n est aussi bijectif.

Si lon a prof ,(F) > 2, u est bijectif. Comme on ’a vu dans a), la seule hypothese
prof ,(F) > 1 entraine la relation profy (f*F) > 1; par suite v et w sont injectifs; il
résulte alors de () que v est bijectif.

Si lon a prof ,(Xs) > 2, alors g est 0-acyclique (car il est localement 0-acyclique et
ses fibres sont 0-acycliques). Il en résulte que v - m est bijectif, donc v est bijectif.

Si l'on a prof,(F) > 1 et prof,(Xs) > 1, alors on sait déja que v et w sont injec-
tifs. Soient z un point maximal de X; — {«} (un tel point existe d’apres 'hypothese
prof . (X,) > 1), Z le localisé strict de X en un point géométrique au-dessus de z et
f*F Timage inverse de f*F sur Z. Considérons le diagramme commutatif

HO(S, F) HO(S — {s},F)

~Y ~Y
m' r n’'

HO(Z, f*F) H(Z - {z}, f°F)

le morphisme m’ - m est évidemment bijectif et il résulte du fait que f est localement
0-acyclique que n' - n est bijectif ; par suite m’ et n’ sont aussi bijectifs. Comme w est
injectif, r est aussi injectif et par suite v est bijectif.

2°) Compte tenu de b), on sait déja que prof, (f*F) > 2.

Si on a prof (F) > 3, alors R'k,(k*F) = 1), Comme f est localement 1- 231
asphérique, on a R (j-1). (f*Fjx_x,) = f*(R' k.(k*F))=1. On a donc profy_(f*F)>3
et par suite on a prof  (f*F) > 3.

Silon a prof ,(X;) > 3, alors g est 1-asphérique (car g est localement 1-asphérique
et ses fibres sont 1-asphériques). On a donc HY(X — {z}, f*F) = H*(S,F) = 1 et par
suite prof,, (f*F) > 3.

Silon a prof, (F) > 2 et prof,(X;) > 1, on utilise la suite exacte (SGA 4 XII 3.2) :

1 — R (is (" Fix_x.)) — R'(J0)«(f*Frx_xs) — Je(R"i(f * Fx_x.))-

(3IN.D.E. : le torseur trivial est successivement noté 0 ou 1 par la suite; on a laissé cette double
notation, qui, réflexion faite, n’apporte aucune ambiguité.
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Comme f et g sont localement 1-asphériques, on a
RY(j 1)« (fFix—x,) = f*(R" k. (k*F))
RYiL(FFxx.) = 0" (R ko (k°F));
la suite exacte précédente s’écrit alors sous la forme
(o) 1 — RYGu(ia(f Fixx,)) — F" R E(KF) = (5" (F* (R B (F"F))).

L’hypothese prof,(F) > 2 montre que le morphisme F — k.k*F est bijectif; en
appliquant ¢g*, on trouve compte tenu du fait que g est localement 0-acyclique,
['Fix—{zy = t«(f"Fx—x,). L’hypothese prof ,(X,) > 1 montre que le morphisme a
est injectif (noter que f*(R'k,(k*F)) est un faisceau égal & 1 en dehors de X et
constant sur X,). Il résulte alors de (+#*) que I'on a R J«(f*Fix—{z3) = 1, donc
prof . (f*F) > 3.

Si 'on a prof (F) > 1 et prof, (f*F) > 2, on considére le faisceau en espaces
homogenes G défini par la suite exacte

l1—F—kk*xF—G—1.

En appliquant a cette suite exacte le foncteur exact ¢g* et en utilisant (SGA 4 XII
3.1), on obtient le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

#* (k. k*F) G 1

| o

Julg* (kR F) —= ju(9"G) —— R' j.(g"F) —— R j. (g (k.k"F)).

Comme prof ,(X;) > 2, le morphisme b est bijectif donc w est surjectif et ’on a ainsi
une application a noyau réduit a I’élément neutre :

1 — R'j.(¢°F) — R'j.(¢" (k.k*F)) = R.
Comme g*(k.k*F) ~ i.(f*Fx_x,) (car g est localement O-acyclique), R s’identifie
au premier terme de la suite exacte (xxx); or on a vu dans le cas précédent que
R =1 dés que l'on a prof ,(X;) > 1, ce qui démontre que prof ,(f*F) > 3 et achéve la
démonstration de 1.18.

Les corollaires qui suivent sont des généralisations de (SGA 4 XVI 3.2 et 3.3).

Corollaire 1.19 — Soient f : X — S un morphisme plat, a fibres séparables, de sché-
mas localement noethériens et Y une partie fermée de X. Supposons que pour tout
point s € f(Y), la fibre Yy soit rare® dans X, et que Uune des deuz conditions
suivantes soit vérifiée :

a) ladhérence de f(Y) est rare dans S.
b) Xy est géométriquement unibranche aux points de Y.
Alors on a
profy (X) > 2.

(4N.D.E. : «rare » = « d’intérieur vide », cf. Bourbaki TG IX.52.
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Il résulte en effet de I’hypothese faite sur f que f est localement 0-acyclique (SGA 4
XV 4.1). On applique alors 1.13. L’hypothese Y, rare dans X, (resp. f(Y) rare dans S)
équivaut d’apres 1.6 b) a la relation profy (X) > 1 (resp. profW(S) > 1). L’hypo-
these X, géométriquement unibranche en chaque point de Y équivaut a dire que le
localisé strict de X, en un point géométrique de Y est irréductible ; sachant que Y
est rare dans X, cela entraine évidemment profy_(X;) > 2, grace a 1.8. Dans 'un et

lautre cas 1.13 donne bien profy (X) > 2.

Corollaire 1.20 — Soient f : X — S un morphisme régulier (EGAIV 6.8.1) de sché-
mas localement noethériens, Y une partie fermée de X. Supposons que, pour tout point
s € f(Y), l'une des conditions suivantes soit réalisée :

a) On a codim(Y,, Xs) > 2.

b) On a codim(Ys,Xs) > 1 et prof(S) > 1.

¢) On a prof hop,(S) > 3.
Alors on a

prof hopy (X) > 3.

Cela résulte en effet de 1.18, étant donné que I’hypothése a) implique
prof hopy (Xs) > 3 (cf. 1.11), et que la condition codim(Y,,X,) > 1 implique évi-
demment profy, (X) > 2.

2. Lemmes techniques

2.1. Soient S un schéma localement noethérien, f : X — S un morphisme localement
de type fini, ¢ un point de S. Si z € X est tel que s = f(x) € Spec Jg, on pose

8:(z) = degtrk(z)/k(s) + dim({s}),

ot {s} désigne 'adhérence de s dans Spec Os 4, k(z) et k(s) les corps résiduels de =

et s respectivement. Si S est un anneau local de point fermé ¢, on écrit aussi §(x) au
lieu de () (cf. SGA 4 XIV 2.2).

Lemme 2.1.1— Soit un carré cartésien

X/L)X R

rlo s
s

ot S et S’ sont des anneauz locaur noethériens, de points fermést et t’ respectivement,
g un morphisme fidélement plat tel que g=*(t) = t', f un morphisme localement de
type fini. Soient @' € X', x = h(2'), s = f(x), s = f'(2); alors on a

§(x') < ().
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De plus l'inégalité précédente est une inégalité si et seulement si l'on a :
degtrk(z)/k(s) = degtrk(z')/k(s') et dim({s}) = dim({s'}).
En particulier, étant donné x € X, on peut trouver z' tel que l'on ait 6(x) = §(z’).

On a en effet (EGAIV 6.11)

dim({s}) = dim g~ ({s3).
Il en résulte que, pour tout point s’ de g~'(s), on a la relation dim({s'}) < dim({s}),
et que, s étant donné, on peut trouver s’ € g~1(s), tel qu’on ait 1’égalité. Désignons
alors par Z l’adhérence schématique de = dans la fibre X, de X en s, et soit Z/' =
7 Xgpec k(s) Speck(s”). Alors, Z' est équidimensionnel de dimension deg tr k(z)/k(s) ;
on a donc, pour tout point z’ € Z;,

degtrk(x')/k(s") < degtrk(z)/k(s), et on a I’égalité

lorsque x’ est un point maximal de Z/ . D’ou aussitot la conclusion annoncée.

2.2. Soient f: X — S un morphisme localement de type fini et T une partie fermée
de S. Soient x € X, s = f(z) ; nous poserons

or(z) = degtrk(z)/k(s) + codim({s} NT,{s}) = inf & ().
teTN{s}
Lemme 2.2.1 — Soit un carré cartésien

X/L}X s

f ’l lf
g
S ——S
ot les schémas S et S’ sont localement noethériens, caténaires, le morphisme f locale-

ment de type fini et g fidelement plat. Soient T une partie fermée de S, T’ une partie
fermée de S', telles que g(T’) C T, ' un élément de X', x = h(z') et

hyr @ Spec Oxs 4+ — Spec Ox 5
le morphisme induit par h. Alors on a :
6r(x) — o (') < dim b ().
Soient s’ = f'(2'),s = f(x). On a, par définition :
or(z) — 6/ (2') = degtr k(x)/k(s) — degtr k(x')/k(s")
+ codim({s} NT, {s}) — codim({s'} N T, {s'}).
Puisque g est fidélement plat, il résulte de (EGA TV 6.1.4) que 'on a
(%) codim({s} N'T, {s}) = codim(g~*({s}) N g~"(T). g~ ({s}))
< codim(g™! ({s}) VT, g~ ({s}));
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comme S’ est caténaire, on a, d’aprés (EGA Opy 14.3.2 b)) :
codim({s'} NT’, g7 *({s})) = codim({s'} N T’, {s'}) + codim({s'}, g~ ({s}))
= codim({s'} N T, g~ ({s}) N'T') + codim(g ™" ({s}) N T", 7" ({s}))-
On déduit de cette relation et de () 237
or(z) — 0p(2') < degtr k(x)/k(s) — degtr k(z')/k(s') + codim({s'}, g~ ({s})).
Calculons codim({s'}, g7 ({s})) = dim Oy, o (ol S est le fibre de S’ en s). Soit Z
I'image fermée de = dans X, et Z’ C X/, le schéma défini par le carré cartésien

7 —17

|

S, —— Speck(s)

Le morphisme Z — Speck(s) est plat, localement de type fini et 'on a dimZ =
degtr k(z)/k(s). Il résulte alors de (EGATIV 6.1.2) que

dim(Oy o) = dim(Og; o) + degtr k(x)/k(s) — deg tr k(z") /k(s");

compte tenu du fait que Z}, ~ 7 ®y,5) k(s'), on obtient alors :

5T(£E) — 5T/(:E/) g dim(ﬁzlﬁxl).
Or Spec(0yz ,+) s’identifie & la fibre en # du morphisme
(Spec(Ox:,27))s — (Spec(Ox.z))s,

donc aussi a la fibre en = de h,/, ce qui démontre le théoreme.

2.3. Les démonstrations des théoremes du n® 4 sont basées sur la théorie de la dua-
lité ; elles utilisent les lemmes qui suivent. Soit m un entier puissance d’'un nombre 238
premier ¢; si X est un schéma, tous les faisceaux considérés sur X sont des faisceaux
de Z/mZ-modules; on a alors la notion de complexe dualisant sur X (SGA 51 1.7).
Supposons qu’il existe un tel complexe K sur X; alors, pour chaque point géomé-
trique T au-dessus d’un point z de X, on déduit de K (cf. SGA 51 4.5) un complexe
dualisant Kz sur Spec k(Z), de sorte que 'on a Kz ~ Z/mZ[n] (le crochet désignant
le foncteur de translation) pour un certain entier n ne dépendant que de x. Nous
poserons

ok (z) =n.
Si K est normalisé au point z (SGA 51 4.5), on a donc n = 0.
Lemme 2.3.1 — Soit X un schéma localement noethérien, muni d’un complere dua-

lisant K. Si x et x’' sont deux points de X, tels que x soit une spécialisation de x' et
que Uon ait codim({x},{z'}) =1, alors on a

(z) = o¥(2") — 2.
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On peut d’abord se ramener au cas ou X est un schéma strictement local. Soient
en effet X le localisé strict de X en un point géométrique = au-dessus de z, i : X — X
le morphisme canonique, Z’ un point géométrique de X au-dessus de z’. Alors i*K est
un complexe dualisant sur X et 'on a (SGA 51 4.5)

(Z*K)j ~ Kf et (@*K)E/ ~ KT’,

ce qui acheve la réduction au cas strictement local.

Sij: m — X désigne I'immersion du sous-schéma fermé réduit de X, d’espace
sous-jacent {z'}, alors R' j(K) est un complexe dualisant sur {z'} et on voit tout de
suite, en utilisant (SGA 51 4.5) qu’il suffit de démontrer le lemme pour {z’'}. On est
ainsi ramené au cas ou X est un schéma strictement local integre de dimension 1.

Soient alors X’ le normalisé de X et f : X’ — X le morphisme canonique; f est
un morphisme entier, surjectif, radiciel, et il en résulte que f*K est un complexe
dualisant sur X’ et qu’il suffit de démontrer le lemme pour X’ et pour les points au-

dessus de x et 2’. On est ainsi ramené au cas ot X est un schéma local, integre, régulier
de dimension 1, mais on sait (cf. SGA 5 14.6.2 et 5.1) qu’alors p,,[2] et Z/mZ sont
des complexes dualisants, normalisés respectivement aux points z et z’; le lemme en
résulte aussitot.

Lemme 2.3.2 — Soient S un schéma local noethérien, f : X — S un morphisme de
type fini. Si K est un complere dualisant sur S, normalisé au point fermét de S et si
R' f(K) = K’ est un complexe dualisant sur X (c¢f. SGA 51 8.4.3), on a, pour tout
point x de X :
55 (z) = 26(x).

En effet soient s = f(x) et 2/ un point fermé de la fibre X, ; alors on a 65 (/) =

§%(s) et d’apres 2.3.1
6% (s) = 2codim({t}, {s}) = 2dim({s}).
Comme on peut choisir pour =’ une spécialisation de z, on a d’apres 2.3.1
55 (z) = 65 () 4 2codim({z}, {2'}) = 6% (&') + 2deg tr k(z) /k(s);

le lemme en résulte aussitot.

Le lemme suivant servira seulement pour la réciproque du théoréme de Lefschetz,
dans le n° 4 :

Lemme 2.3.3— Soit un carré cartésien

X/L)X s

rlo s
S/ L} S

ot S est un schéma strictement local excellent de caractéristique nulle, S' le complété
de S et f un morphisme de type fini. Soient £ un nombre premier, x € X, Z l’adhérence
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schématique de X!, dans X', et i : X!, — Z, j : Z — X les morphismes canoniques.
Alors, si k : X' — R est une immersion fermée de X' dans un schéma R régulier
excellent, de caractéristique nulle, le complexe

K' = i*(R'(k.j)(Z/(2Z))

est un compleze dualisant sur X!, constant (c’est-a-dire ayant un seul faisceau de
cohomologie non nul, isomorphe ¢ Z/lZ).

Compte tenu de (SGA 51 3.4.3), la seule chose & démontrer est que K’ est constant.
Or, comme Z est excellent, I’ensemble des points de Z dont les anneaux locaux sont
réguliers est un ensemble ouvert U (EGA IV 7.8.3 (iv)), et U contient évidemment X/,
qui est régulier. Soit alors

u:U—R
Pimmersion canonique de U dans R; il résulte du théoréme de pureté (SGA 4 XIX
3.2 et 3.4) et de I'isomorphisme

(m)s ~ (Z/tZ)s
(S strictement local) que I'on a
R' w(Z/VZ) ~ Z/VZ[2(],

ou c¢ est une fonction localement constante sur U, nécessairement constante au voisi-
nage de X/, car les fibres de g sont géométriquement integres d’apres (EGA IV 18.9.1)
donc X/, intégre. Le lemme en résulte aussitot.

3. Réciproque du théoréme de Lefschetz affine

Le présent numéro sera utilisé au n® 4 pour prouver une réciproque au « théoreme
de Lefschetz »; un lecteur qui n’est intéressé que par la partie directe dudit théoreme
peut donc omettre la lecture du présent numéro.

3.1. Rappelons 'énoncé du théoreme de Lefschetz affine® (SGA 4 XIX 6.1 bis) :
Soient S un schéma strictement local excellent de caractéristique nulle, f : X — S
un morphisme affine de type fini et F un faisceau de torsion sur X. Alors, si I’on pose

0(F) = sup{é(x)|z € X et Fz # 0},

(®)N.D.E. : Gabber a prouvé la généralisation suivante. Soit Y un schéma strictement local de type
arithmétique sur un schéma régulier noethérien S de dimension < 1. Soit f : X — Y un morphisme
affine de type fini, A = Z/nZ avec n inversible sur X et F un A-faisceau. Alors, H4(X,F) = 0 si
g > §(F). On en déduit le théoréme de Lefschetz local suivant. Soit € est strictement local de type
arithmétique sur S. Pour tout f € & non diviseur de zéro et tout A-faisceau F sur Spec(&[f~1]),
on a H9(Spec(O[f~1]),F) = 0 pour g > dim(&). Cf. (Fujiwara K., « A Proof of the Absolute Purity
Conjecture (after Gabber) », in Algebraic geometry 2000, Azumino (Hotaka), Adv. Stud. in Pure
Math., vol. 36, 2002, p. 153-183, §5) et surtout l’article d’Illusie (Illusie L., « Perversité et variation »,
Manuscripta Math. 112 (2003), p. 271-295). Ce résultat est un des points cruciaux utilisés par Gabber
dans sa démonstration du théoréme de pureté de Grothendieck (cf. la note (1), page 168).
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on a
HY(X,F) = 0 pour ¢ > §(F).

Avant d’énoncer la réciproque, prouvons quelques lemmes.

Lemme 3.2 — Soient K un corps, £ un nombre premier distinct de la caractéristique
de K et F un faisceau de {-torsion sur K, constructible, non nul. Supposons que
la (-dimension cohomologique de K (SGA 4 X 1) soit égal a n (ceci est réalisé par
exemple si K est le corps des fractions d’un anneau strictement local excellent intégre,
de caractéristique nulle, de dimension n (SGA 4 XIX 6.3), ou si K est une extension
de type fini de degré de transcendance n d’un corps séparablement clos (SGA 4X 2.1)).
Alors on peut trouver une extension séparable finie L de K, telle que l'on ait :

H"(L, F1) # 0.

On peut trouver une extension finie K’ de K, telle que les restrictions de F et
de py & SpecK’ soient des faisceaux constants. On a alors cdy(K’) = c¢dy(K) = n
(SGA 4 X 2.1), et il résulte de ([2] I §3 Prop.4 (iii)) que l'on peut trouver une
extension finie L de K’ telle que 'on ait

H™(L, 1) #£ 0, i.e. H'(L, Z/¢Z) # 0.

Or le foncteur H”(L, -) est exact & droite sur la catégorie des faisceaux de ¢-torsion,
puisque cdg(L) = n; comme F admet un quotient isomorphe & Z/¢Z, on a aussi
H*(L,F|,) # 0.

Corollaire 3.3 — Soient k un corps, K une extension de type fini de degré de transcen-
dance n de k, F un faisceau de ¢-torsion sur K constructible, non nul, avec £ premier
a la caractéristique de k. Alors on peut trouver une extension finie séparable L de K
telle que, si u : SpecLL — Speck désigne le morphisme canonique, on ait

Rnu*(F\ SpecL) 7é 0.

Lorsque le corps k est séparablement clos, le corollaire est un cas particulier de
3.2. Dans le cas général, on peut trouver une extension séparable finie k; de k telle
que les composantes irréductibles de K ®j k1 soient géométriquement irréductibles
(EGATIV 4.5.11); soit K; l'une d’elles. Si k&’ est une cloture séparable de kq, alors
K’ = K; ®g, k' est un corps, et 'on a d’apres (EGA IV 4.2)

degtrK'/k' = degtr K/k = n.

Il résulte alors de 3.2 que 1’on peut trouver une extension finie séparable L’ de K’ telle
que l'on ait H"(L/,F|1/) # 0. Mais on a k' = h_r)nz k;, ou k; parcourt les extensions
finies de k1 contenues dans k', et par suite K’ = hl>nl(kz ®pk, Ki). Il en résulte que I'on
peut trouver un indice ¢ et une extension finie séparable L de k; ®, K; = K;, telle
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que lon ait L' ~ L®k, K'. L’extension L de K répond & la question ; en effet il résulte
du diagramme commutatif

SpecL

SN

Spec k; w Speck,

avec w fini donc Rw, = 0si ¢ > 0, que 'on a
Rnu* (F| Spec L) = Wy (an* (F| Spec L))

Or R"0.(F|specr.) # 0, puisque H" (L', F|r/) # 0; on a donc aussi R™u.(F|spec1.) # 0.
Rappelons le lemme connu suivant (cf. EGA Orp 10.3.1.2 et EGATV 18.2.3) :

Lemme 3.4 — Soient X un schéma, x un point de X, K une extension séparable finie
de k(x). Alors il existe un schéma Xy étale au-dessus de X, affine, et un point 1 € X3
au-dessus de x, tels que k(x1) soit k(x)-isomorphe a K.

Nous utiliserons au n° 4 la forme technique qui suit de la réciproque de 3.1.

Proposition 3.5 — Soit un carré cartésien 245

X/L)X

f[ ) lf

S/4>87

ot les schémas S et S’ sont strictement locauz excellents de caractéristique nulle,
le morphisme f localement de type fini, g régulier (EGATIV 6.8.1) surjectif, la fibre
fermée de g réduite au point fermé de S'. Etant donné un S-schéma X, (resp. un
S-morphisme fi, etc.), nous noterons Xy (resp. fi, etc.) le schéma X1 xg S’ (resp. le
morphisme (f1)s, etc.). Soit F un faisceau de Z/mZ-modules sur X' (m puissance
d’un nombre premier £), constructible, satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Pour tout point x € X, on peut trouver une extension finie séparable K de k(x)
telle que la restriction de F a la fibre (X')(spec k) Provienne par image réciproque d’un
faisceau constructible sur Spec K.

(ii) Pour tout morphisme f; : X1 — S, avec Xy étale au-dessus de X, affine,
pour tout point s € S et pour tout entier ¢ > 0, on peut trouver une extension finie
séparable K de k(s) telle que la restriction de R f{, (F|XY) a la fibre S(g ., provienne
par image réciproque d’un faisceau constructible sur Spec K.

Soit n un entier, et supposons que pour tout schéma Xy étale au-dessus de X, affine,
on ait 246

HY(X},F) =0 pour i > n.
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Alors, si T est un point géométrique au-dessus du point ¥’ € X', tel que Fz» #0, on a
5(z') < n.

Soit Z’ ’ensemble des points ' de X’ tels que 'on ait Fz = 0. Alors, si Z = h(Z'),
on a d’apres (i) Z/ = h™Y(Z); soient 2’ € X', z = ('), s’ = f'(a'), s = f(x). 1l
résulte de 2.1.1 et du fait que la fonction § diminue par spécialisation, qu’il suffit de
démontrer I'inégalité §(z') < n lorsque x est un point maximal de Z et 2’ tel que 'on
ait

r = degtrk(z)/k(s) = degtrk(2')/k(s") et d = dim {s} = dim {s'}
Soit 2’ un tel point; il suffit de montrer que 'on peut trouver un schéma X; étale
sur X, affine, tel que 'on ait
HY(X],F) # 0.

L’ensemble Z’ est constructible (SGA 4 IX 2.4), donc il en est de méme de Z
(EGA TV 1.9.12) ; on peut alors supposer, quitte a restreindre X & un voisinage de x,
que Z est un fermé irréductible de point générique z. Soit T = f(Z); T est un ensemble
constructible contenu dans Q; on peut donc trouver un ouvert affine U de S, tel que
s € Uet que TNU = Ty soit un fermé irréductible de U de point générique s.

Soit alors V un schéma étale sur X, affine, dont I'image dans X contienne = et
dont 'image dans S soit contenue dans U ; soient Zy 'image inverse de Z dans V et
u : Zv — Ty le morphisme canonique. Soit W un schéma étale sur U, affine, on note
alors Tw l'image inverse de Ty dans W et soit X; = W xy V. Comme F est nul en
dehors de Z’, on a la suite spectrale

EY = HP((Tw)’, R7u. (F|(z,))) = H" (X}, F).
Nous allons montrer que I'on peut choisir V et W de telle sorte que 1’on ait
a) EB? =0 pour p > d et pour ¢ > r.
b) E4" #£ 0.
Il résultera alors de la suite spectrale la relation H¥" (X}, F) # 0.

1°) Posons G, = R, (F|(z,) ) ; alors on a :
(Go)z =H((Zv)5, Fi(zyy5):

car s’ est un point maximal de (Ty)’. Comme la fibre (Zv )%, est un schéma affine de
type fini de dimension r sur un corps séparablement clos, il résulte de 3.1 que ’'on a

(G¢)z = 0 pour g > 7.
Pour ¢ > r, soit Y, I'ensemble des points de (Ty)’ ot la fibre géométrique de G,
est # 0 et Y, = g(Y}); alors on a Y] = g~'(Y,) d’apres (i), donc Y, est un sous-
ensemble constructible de Ty (SGA 4 XIX 5.1 et EGA 1.9.12) qui ne contient pas s;

quitte a restreindre U a voisinage ouvert de s, on peut supposer que 'on a G, = 0
pour ¢ > r, donc E5? = 0 pour ¢ > r.
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Par ailleurs, comme (Tyw )’ est un schéma affine de type fini au-dessus de g=1({s}),
on a quel que soit ¢ (cf. 3.1) :

HP((Tw)’,G,) = 0 pour p > dim g~ ' ({s}) = d,

d’ou la condition a).

2°) Montrons que l'on peut choisir V de telle sorte que 'on ait (G,)s # O.
D’apres (i), il existe un faisceau constructible I, défini sur une extension finie sé-
parable K de k(z), dont I'image inverse sur (X')gpec ) S0it isomorphe a F /) spec i) -
D’apres 3.3, on trouve une extension finie séparable L de K telle que, si v : SpecL —
Spec k(s) désigne le morphisme canonique, on ait R"v,(I) # 0. Comme le morphisme
S’ — Speck(s) est régulier, on a d’apres (SGA 4 XIX 4.2) :

RT’U;(F\(SpeC L)’) = (RTU* (I))/ 7é 0.

D’apres le lemme 3.4, on peut trouver un schéma X5 étale sur X, affine, et un point x5
de X5 au-dessus de z, tel que L soit k(z)-isomorphe a k(x2) et 'on peut supposer Xs
au-dessus de U. Comme z est un point maximal de Z, on a

SpecL =~ lim Zy,
v
ou V parcourt les voisinages ouverts affines de x5. On en déduit par passage a la limite
(SGA 4 VII 5.8), apres restriction a la fibre géométrique en s’ :
(R™L(Fspect) )z = Mm(R"u (F(zy) )5
v
ce qui montre bien que l'on peut trouver V tel que 'on ait (G,.)s # 0.
3°) Le schéma V ayant été choisi dans 2°), montrons que l'on peut choisir le
schéma W de telle sorte que 'on ait

EJ" = HY((Tw)',G,) # 0.

D’apres (ii), il existe un faisceau constructible J, défini sur une extension finie sépa-
rable K de k(s), dont I'image inverse sur (S’)(spec k) S0it isomorphe a Gr (8" spec oy -
D’aprés le lemme 3.2, on peut trouver une extension finie séparable L de K, telle que
'on ait H%(SpecL,J) # 0. Comme le morphisme (S")(specry — SpecL est acyclique
(SGA 4 XIX 4.1 et XV 1.10 et 1.16), on a

H¢((SpecL),G ) = H%(SpecL, J) # 0.

7[(S') (spec L)’
D’apres 3.4, on peut trouver un schéma U; étale sur U, affine, et un point s; au-dessus
de s, tels que k(s1) soit k(s)-isomorphe & L. Or, s étant un point maximal de Ty,
on a
SpecL = lim T,
w
ou W parcourt les voisinages ouverts affines de s1. On en déduit que (SpecL) =~
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@W(Tw)’, et par passage a la limite (SGA 4 VII 5.8) :

Hd((SpeCL)/a GT|(SpeC L)’) = hi)an((TW)lv Gr\(TW)’);
w

par suite on peut trouver W tel que 1'on ait

HY((Tw)', Grj(ry)) # 0,

ce qui acheve la démonstration du théoreme.

Corollaire 3.6 — Les hypothéses concernant S,S', f, f',m sont celles de 3.5. Dési-
gnons maintenant par F un compleze de faisceauzr de Z/mZ-modules sur X', a degrés
bornés inférieurement et a cohomologie constructible, et dont les faisceauxr de coho-
mologie satisfont auz conditions (1) et (ii) de 3.5. Soit n un entier, el supposons que,
pour tout schéma Xy €tale sur X, affine, on ait

H (X}, F) =0 pour i > n.
Alors, si T est un point géométrique au-dessus d’un point ' de X', tel que l'on ait,
pour un entier j, (H(F))z #0, on a
5(x') <n—j.

Soit T’ ’ensemble des points de X’ oti la conclusion de 3.7 est en défaut et supposons
T # (; soit T = f(T’),  un point maximal de T et 2’ un point de X’ au-dessus
de z. Soit j le plus grand entier tel que l'on ait (H’(F))z # 0; on a donc r = §(x) >
n — j. Soit Z; I'ensemble des points o la fibre géométrique de H(F) est = 0 et
Zq = h(Zy); on voit comme dans la démonstration de 3.5 que Z, est constructible.

On a évidemment Z; = () pour ¢ > n et pour ¢ suffisamment petit. Les autres valeurs
de q se répartissent en trois sous-ensembles. Soit

Q1 ={¢ |z € Z, et une générisation de z, distincte de x, & Z,}.
On a j € Q; et on peut trouver un voisinage ouvert affine Uy de x, tel que, pour tout
q € Q1, U1 NZ, soit un fermé irréductible de point générique z. Si ¢ € Q;, on a
(*) S(HY(F)juy) = 6(x) (pour la définition de 6(H?(F)) cf. 3.1).
Soit
Q2 = {q | aucune générisation de x n’appartient & Z,}.

Alors, si j < g < n,on aq € Qa, et 'on peut trouver un voisinage ouvert affine Uy
de z, tel que, pour tout ¢ € Qg, on ait Z, N Uy = (; on a ainsi

() HY(F)ju, = 0 pour ¢ € Qa.

Soit enfin

Qs = {q | Z, contient des générisations strictes de x}.
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Alors on peut trouver un voisinage ouvert affine de z, Us, tel que, pour tout ¢ € Qg,
tous les points maximaux de Z, N Us soient des générisations de x. Si ¢ € Qs3, on a

(%) S(H(F)juy) <n —q.

Pour tout schéma X; étale au-dessus de U; N Uy N Us, affine, considérons la suite
spectrale d’hypercohomologie

By = HP (X}, HY(F)) = H" (X}, F).

On a E5? = 0 pour ¢ € Qa d’apres (). On a EE? = 0 pour p+ ¢ > r + j sauf
peut-étre pour p = r,q = j. En effet c’est clair si g € Qo ; si ¢ € Q1, on a alors p > r
sauf si p = r,q = j et cela résulte de 3.1 compte tenu de (x); enfin si ¢ € Q3, comme
r>n—7j, onap>n—q et assertion résulte de 3.1 compte tenu de (xxx). Vu que
H" 7 (X],F) = 0, il résulte de la suite spectrale que I'on a

H' (X, B (F)) = 0;
or ceci entraine, d’apres 3.5, §(z) < r, ce qui est absurde.

Corollaire 3.7 — Soient S un schéma strictement local excellent de caractéristique
nulle, f : X — S un morphisme localement de type fini, m une puissance d’un nombre
premier, F un complexe de faisceaux de Z/mZ-modules sur X, borné inférieurement,
a cohomologie constructible, et n un entier. Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Pour tout schéma Xy étale au-dessus de X, affine, on a
H(X1,F) = 0 pour i > n.

(ii) Pour tout point géométrique T au-dessus du point x de X, et pour tout entier j
tel que l'on ait (H’ (F))z # 0, on a

o(x) <n—1j.

(i) = (ii) est le cas particulier de 3.6 obtenu en faisant S = S’.
(ii) = (i) résulte immédiatement de 3.1, en utilisant la suite spectrale d’hyperco-
homologie

HP(Xy,HY(F)) = H*(X4,F).

4. Théoréeme principal et variantes

4.0. Soient g: X — S un morphisme séparé de type fini, T une partie fermée de S,
Z = g~ Y(T) et F un complexe de faisceaux abéliens sur X, & degrés bornés inférieure-
ment. Nous appelons i-iéme groupe de cohomologie de ¥, a support propre, a support
dans 7 le groupe

w(X/8,F) = Hr(S, Ry g(F)),
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ou Rj g désigne «l'image directe a support propre » (SGA 4 XVII). Dans le cas par-
ticulier ou g est propre, on a simplement

Proposition 4.1 — Soient f: U — S un morphisme de type fini, F un complexe de
faisceaux abéliens sur U, a degrés bornés inférieurement. Supposons que l'on ait une

factorisation de f :
U——X
N
S

ou i est une immersion ouverte et g un morphisme séparé de type fini, et désignons
par G un complexe de faisceaux abéliens sur X, a degrés bornés inférieurement, qui
prolonge F. Soient Y un sous-schéma fermé de X d’espace sous-jacent X — U, de sorte
que l'on a un diagramme commutatif :

J
Y ——X
NV
S
Soient enfin n un entier et T une partie fermée de S. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) On a prof(Ri f(F)) = n.
(ii) Le morphisme canonique

H:(Ri g(G)) — HL(Ryh(5*G))

est bijectif pour i < n — 1, injectif pour i =n — 1.

(iii) Pour tout schéma S’ étale au-dessus de S, si l'on désigne par X' (resp. f’,
resp. etc.) le schéma X xg 8" (resp. le morphisme f(s/), resp. etc.), le morphisme ca-
nonique

Hz/fl(T/)!(Xl/Sl, G/) I H;L/fl(T/)!(Y//SI,j/*G/)
est bijectif pour i < n — 1, injectif pour i =n — 1.
Considérons dans la catégorie dérivée DV (X) (cf. [3]) le triangle distingué
JxJ*G

7N

W ——G.
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En appliquant a ce triangle le foncteur R, g, on obtient le triangle

(* / \

) ——— Rig(G
Montrons que (i) < (ii). En effet, d’apres la définition 1.2, (i) équivaut & la relation
HY(Ri f(F)) =0 pour i <n;
or on déduit de (x) la suite exacte de faisceaux
s By (R (F)) — Hi(Ryg(G)) — Hp(RyA(j*G)) —

d’ou I’équivalence de (i) et (ii).
(i) < (iii). En effet (i) équivaut a dire que, pour tout schéma S’ étale au-dessus de
S, on a la relation

(%%) HL (S, Ry f/(F))) =0 pour i < n.
Or on déduit de () la suite exacte de groupes abéliens
— Hp (S, Ry f'(F)) — Hyp/ (S, Rig'(G)) — Hyp (S, Ry W' (j7 Q) — ;
compte tenu de 4.0, cette suite exacte s’écrit sous la forme
o (8 Ry £ (F')) — Hlos iy (X8, G — By oy (Y8, 7 G) —
L’équivalence de (i) et (iii) en résulte, compte tenu de la forme (xx) de (i).

4.2.0. Lorsque f: U — S est affine, nous allons donner des conditions locales sur F
pour que les conditions (i) & (iii) de 4.1 soient vérifiées. Dans la suite, les schémas
considérés sont des schémas excellents de caractéristique nulle, les faisceaux sont des
faisceaux de Z/mZ-modules, ot m est une puissance d’un nombre premier. Si l’on dis-
posait de la résolution des singularités au sens de (SGA 4 XIX), les résultats énoncés,
ainsi que leurs démonstrations, seraient encore valables pour des schémas excellents
d’égale caractéristique, avec m premier a la caractéristique.

Théoréme 4.2 — Soient S un schéma excellent de caractéristique nulle et f: U—S un
morphisme séparé de type fini. Soient F un compleze de faisceaur de Z/mZ-modules
sur U, a degrés bornés inférieurement et a cohomologie constructible, n un entier et T
une partie fermée de S. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout schéma Uy étale au-dessus de U, affine sur S, on a, en désignant
par f1 le morphisme structural de Uy et par Fy la restriction de ¥ a Uy

profp(Ry f1(F1)) > n

(cf. prop. 4.1 sur la signification de cette relation).
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(ii) Pour tout point v de U, on a :
pI‘Ofu(F) Zn— 6T(U),

ot Uon pose (cf. 2.2) : dr(u) = degtr(k(z)/k(s)) + codim ({s} N'T, {s}).
Démonstration. — 1°) Soient t un point de T, S le localisé strict de S en un point
géométrique au-dessus de t et S’ le complété de S, de point fermé t'; alors S est
excellent d’apreés (EGA TV 7.9.5), donc S’ est un schéma strictement local complet
excellent. Etant donné un schéma U sur X (resp. un S-morphisme f, resp. etc.), nous
désignerons par U’ (resp. f', resp. etc.) le schéma U xg S" (resp. le morphisme fg/y,
resp. etc.). On a le carré cartésien

U/L}U

f’l Jf
S/ L} S7

dans lequel le morphisme g est régulier (EGA IV 7.8.2). Montrons qu’il suffit de prou-
ver que (pour tout point ¢ € T) les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i), Pour tout schéma U; étale sur U, affine sur S, posant f1: Uy — S, on a
prof, (R: f{(F}) > n.
(ii), Pour tout point u’ de U’, on a
prof,, (F') > n — 6y (u').
11 suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.2.1 — On a (i) < (i), pour tout t € T et (ii) < (ii), pour toutt € T.

(i) & (i), pour tout t € T. En effet (i) équivaut & dire que, pour tout schéma U
étale au-dessus de U, affine sur S, on a

profp(Ry f1(F1)) = n;
or d’apres 1.8
profr(Ry f1(F1)) = inf prof,(Ry fi(F1)).
Comme g*(Ry f1(F1)) ~ Ry f{(F]) (SGA 4 XVII), on a d’apres 1.16
prof,(Ry f1(F1)) = prof, (Ri f{(F})),

donc (i) équivaut a dire que l'on a, pour tout ¢ € T, prof,, (R f1(F})) = n, ce qui n’est
autre que (i),.
(ii); pour tout t € T = (ii). En effet soit w € U; on doit montrer la relation

prof,(F) > n — ér(u),
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ou or(u) = infteTﬂ{T} 0¢(u) (cf. 2.2); on est donc ramené & montrer que l’on a, pour

tout t € TN {s}

prof ,(F) > n — §;:(u).
Soient u’ un point de U’ tel que 'on ait h(u') = u et §p (u') = d(u) (cf. 2.1.1). Comme
h est localement acyclique (SGA 4 XIX 4.1), il résulte de 1.16 et du fait que u’ est un
point générique de U’, que l'on a

prof . (F') = prof,, (F).
Mais on a d’apres (ii), prof,(F) = prof . (F') > n — 6;(u), ce qui démontre (ii).

(ii) = (ii), pour tout ¢. Avec les notations de 2.2.1, pour tout point ' de U’, on a

grace a 1.16

prof,,, (F') > prof,(F) + 2dim h' (u) > prof, (F) + dim h*(u).
Compte tenu de 2.2.1 et (ii), on obtient
prof,, (F') = n — dp(u) + dimh! (u) = n — 8y (),

ce qui n’est autre que (ii),.

2°) (i), © (i),- On se ramene immédiatement au cas ot F est & degrés bornés,
en tronquant F & un rang suffisamment élevé. On peut réaliser S’ comme fermé d’un
schéma local régulier complet, donc excellent ; il résulte alors de (SGA 51 3.4.3) qu’il
existe un complexe dualisant K sur §' et que R' f/(K) = K’ est un complexe dualisant
sur U’. Nous choisirons K de telle sorte que I'on ait §%(¢#) = 0 (pour la définition de
8 (t'), cf. 2.3), et noterons DF’ le dual de F’ par rapport & K. On peut reformuler
I’hypothese (ii), de la facon suivante :

Lemme 4.2.2— Soit v’ un point de U’ ; alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) On aprof, (F') =2 n—dp(u).

(ii) On a (HY(D F’))ﬂ, =0 pour ¢ > —n — dp(v') (W' point géométrique au-dessus
de u').

Soient U le localisé strict de U’ en @ et I'image réciproque de F par le morphisme
U’ — U’. La relation prof,, (F') > n — 0y (v') équivaut par définition & la suivante :

(%) i (F/) =0 pouri>n—dyu).

u

Soit D (H%/ (Fl)) le dual du groupe abélien HZ, (fl) par rapport & Z/mZ. D’apres 2.3.2,
K'[—20, (u')] = K" satisfait & X" (u/) = 0; comme F” est & cohomologie constructible,
onaDF = D(FI) et le théoreme de dualité locale (SGA 5 I 4.5.3) montre alors que

l'on a

D (HL (F')) ~ (H =2 t)(DF))
Donc () équivaut a la relation

(%) (HY(DF'))_, =0 pour ¢ > —n—by(u).

w

"
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme. La relation (ii);
équivaut a la relation (xx). Soit G? = HY(DF'); le théoréme de Lefschetz affine (3.1)
entraine en particulier que, pour tout schéma U; étale sur U, affine sur S, on a
HP(U},G9) =0 pour p > §(G?),

ot 6(GY) est la borne supérieure des oy (u) pour les u' tels que 'on ait G, # 0;
d’apres (+*) on a §(G9) < —n — ¢, donc (ii), entraine la relation

HP(UL, HY(DF')) =0 pour p> —q —n.
Compte tenu de la suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur « sections sur Uj »
par rapport au complexe DF’ :

ES? = HP(U}, HY(DF')) = H"(U},DF),
on obtient la relation
(k) H'(U},DF') =0 pouri> —n.
Inversement supposons vérifiée la relation précédente, pour tout U; étale sur U,
affine sur S. Appliquons la proposition 3.6 en y remplacant S par g ; les hypotheses de
3.6 concernant S sont satisfaites, car, pour tout schéma U; étale sur U, affine, on peut
trouver un schéma au-dessus de U; qui provienne par image réciproque d’un schéma
étale au-dessus de U, affine sur S; quant aux hypotheses concernant F, elles sont
satisfaites grace a 2.3.3. On a ainsi, pour tout point u’ de U’ tel que (ﬂq(D F’))H, #0:
op(u') < —n —gq,

ce qui n’est autre que la relation (xx); on a donc prouvé I’équivalence
(i), <= (¥xx).

Nous allons transformer la relation (#:x); on a d’abord

H'(U},DF') = (H'(R f{,(DF}))), ;

t/ )

mais d’apres (SGA 51 1.12), il existe un isomorphisme canonique

R f.(DF}) ~ D (R fi(FY)),
ou D (Ry f{(F})) désigne le dual de R, f{(F}) par rapport & K. On voit ainsi que (ii),
équivaut a

(ﬂi(D(RI ' (F’l))))t, =0 pouri> —n.
Appliquant de nouveau le théoreme de dualité locale (SGA 514.5.3), mais cette fois-ci
au point ¢/, on trouve que
(H'(D(R f1(F1)))),, ~ D (Hy' (R f1(FY))),

et finalement (ii), équivaut a la relation

t(Rif{(F})) =0 pouri<n,

c’est-a-dire prof, (Ry f1(F})) = n, ce qui achéve la démonstration du théoreme.
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Remarque 4.2.3— Le raisonnement se simplifie assez considérablement lorsqu’on
suppose que S admet (du moins localement) un complexe dualisant (par exemple est
localement immergeable dans un schéma régulier). Cela évite le recours & un complété
(le passage au cas S strictement local étant immédiat), & 2.3.3 et & ’énoncé technique
peu plaisant 3.6, qu’on peut alors remplacer par la référence plus sympathique 3.7.

Corollaire 4.3 — Soient S un schéma excellent de caractéristique nulle et f: U — S
un morphisme séparé de type fini, tel que U soit réunion de c+1 ouverts, affines sur S.
Soient F un compleze de faisceaur de Z/mZ-modules, a degrés bornés inférieurement
et a cohomologie constructible, n un entier et T une partie fermée de S. Supposons
que, pour tout point u € U, on ait

prof ,(F) > n — dr(u).

Alors on a
prof(Ri f(F)) > n —c.

Soit en effet U;, 0 < j < ¢, un recouvrement de U par des ouverts Uy, affines sur S.
Reprenant les notations de la démonstration de 4.2, on a, pour tout j,

H'(U,,HYDF')) =0 pouri > —n.

En utilisant la suite spectrale qui relie la cohomologie de U & celle du recouvrement
formé par les U; (SGA 4 V 2.4), la relation précédente montre que I'on a

HY (U, HYDF')) =0 pouri>—n+ec.
Le corollaire résulte alors de la fin de la démonstration de 4.2.

Corollaire 4.4 — Soient S un schéma excellent de caractéristique nulle, g: X — S un
morphisme, U un ouvert de X, réunion de ¢ + 1 ouverts affines sur S, Y un sous-
schéma fermé d’espace sous-jacent X—U et j: Y — X le morphisme naturel. Soient F
un compleze de faisceaux de Z/mZ-modules sur X, a degrés bornés inférieurement et
a cohomologie constructible, T une partie fermée de S et n un entier. Supposons que,
pour tout point u de U, on ait

prof ,(F) = n — dr(u).
Alors le morphisme canonique
H} -1 ) (X/S, F) — H{ ;-1 1)y (Y/S,57F)
est bijectif pour i <n —c— 1, injectif pour i =n —c— 1.
Cela résulte immédiatement de 4.1 et 4.3.

Corollaire 4.5(Théoréme de Lefschetz local)— Soient S un schéma local hensélien
excellent de caractéristique nulle, t le point fermé de S, X un schéma propre sur
S"=S—{t} et U un ouvert de X, réunion de c+1 ouverts affines. Soient Y un sous-
schéma fermé de X, d’espace sous-jacent X — U, j: Y — X le morphisme canonique,
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F un complexe de faisceaux de Z/mZ-modules sur X, a degrés bornés inférieurement
et a cohomologie constructible, et n un entier. Supposons que, pour tout point u de U,
on ait

prof ,(F) > n —&;(u), ou & (u) = §(u) — 1.
Alors le morphisme canonique

est bijectif pour i <n —c— 1, injectif pour i =n—c— 1.

Soit f: U — S le morphisme canonique; il résulte de 4.2, appliqué en remplagant
n par n+ 1, que l'on a
prof,(Ry f(Fjy)) 2 n+1—c

La relation précédente montre que le morphisme canonique
H'(S, Ry f(Fju)) — H'(S", Ry f(F|u))

est bijectif pour i < n — ¢, injectif pour i = n — c. Comme Ry f(F|y) est nul en dehors
de ', on a H'(S, Ry f(F|v)) ~ (H'(R, f(F|u))), =0, et par suite

(*) H'(S', Ry f(Fjy)) =0 pouri<n—c.

Soient g: X — S, h: Y — &/, f/: U — S’ les morphismes canoniques. Il résulte du

/\

f'(Fiy) ———— Rg.(F

triangle distingué

que la condition () équivaut au fait que le HlOI‘phlSl’Ile

H'(S",R g«(F)) — H'(S",Rh.(j*F))
est bijectif pour i < n — ¢ — 1, injectif pour i = n — ¢ — 1. Comme ce morphisme
s’identifie canoniquement au morphisme
la conclusion en résulte aussitot.
Corollaire 4.6(Théoréme de Lefschetz global)— Soient S le spectre d’un corps, X un
schéma propre sur S et U un ouvert de X réunion de ¢+ 1 ouverts affines. Soient Y
un sous-schéma fermé de X, d’espace sous-jacent X — U, j: Y — X le morphisme
canonique, F un complexe de faisceaur de Z/mZ-modules sur X, d degrés bornés

inférieurement et a cohomologie comstructible et n un entier. Supposons que, pour
tout point u de U, on ait

prof ,(F) > n — dim (m)
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Alors le morphisme canonique

est bijectif pour i <n — c— 1, injectif pour i =mn —c — 1.
Plus généralement, si g: X — S est un morphisme séparé de type fini, les hypothéses
sur S, U, Y, F étant les mémes que précédemment, alors le morphisme canonique

H}(X/S,F) — H{(Y/S,j"F)

(ot Hi désigne la cohomologie & support propre, c’est-a-dire Hi(X/S,F) =
H'(S,Ry g(F))) est bijectif pour i <n —c— 1, injectif pouri=n—c— 1.

Le corollaire est un cas particulier de 4.4, avec T = S.
Voici une réciproque partielle a 4.3 :

Proposition 4.7 — Soient S un schéma noethérien, f: U — S un morphisme de type
fini. Supposons qu’il existe un compleze dualisant K sur S et que R' f(K) soit un
compleze dualisant sur U. Soient T une partie fermée de S et ¢ un entier. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout complexe de faisceaux de Z/mZ-modules F sur U, a degrés bornés
inférieurement et a cohomologie constructible, et pour tout entier n tel que l'on ait,
pour tout point u de U,

prof,,(F) > n — dr(u),
on a
profr(Ri f(F)) > n —c.

(ii) Pour tout faisceau de Z/mZ-modules G sur U, constructible, et pour tout point
teT, ona

(Rp f*(G)){ =0 pourp> (G, f,t)+c
(rappelons d’aprés (SGA 4 XIX 6.0) que 6(G, f,t) = sup{d;(u)|t € {u} et Gz # 0}).

N.B. La condition (ii) est satisfaite en vertu de 3.1 si f est séparé et si U est,
localement sur S pour la topologie étale, réunion de ¢ + 1 ouverts affines sur S, donc
4.7 contient 4.30).

On peut évidemment supposer que S est local et que T est le point fermé ¢ de S.
La démonstration de (ii) = (i) est essentiellement identique & la partie 2°) de la
démonstration de 4.2. Montrons rapidement que (i) = (ii). Le théoréme de dualité
locale (SGA 51 4.3.2) appliqué & D G montre que

D (HL(DG)) =~ (H~2*)(q))._.

u

(*)Du moins dans le cas ot S admet localement un complexe dualisant, par exemple S immergeable

localement dans un schéma régulier.
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Comme G est réduit au degré 0, on a donc HL(DG) = 0 sauf peut-étre pour i =
—26;(u) ; plus précisément

—201(u) si Gg #0,

00 si Gz =0.

prof,(DG) = {

Il en résulte que 'on a, quel que soit v € U :
prof ,(DG) > —n — 6;(u).
Il résulte alors de I’hypothese (i) que l'on a prof,(Ry f(D G)) > —n —¢. On transforme

cette relation en utilisant I'isomorphisme Ry f(D G) ~ D(R f.(G)) (SGA 51 1.12) et
en appliquant le théoreme de dualité locale au point ¢; on obtient ainsi

(HZ'(Rf*(G))z =0 pouri>n-+ec,

ce qui n’est autre que (ii).

4.8. Les hypotheses étant celles de 4.4 avec g propre (resp. 4.5, resp. 4.6 avec g
propre), si V est un voisinage ouvert de Y dans X, le morphisme

H'(V,F) — H'(Y,j*F)

est bijectif pour ¢« < n—c—1, injectif pour i = n—c—1. Si¢: V — X est le morphisme
canonique, il suffit en effet pour le voir d’appliquer 4.4 (resp. 4.5, resp. 4.6) au com-
plexe R ¢, (F|v). On peut se poser la question de savoir si le morphisme précédent est
bijectif si ¢ = n—c—1, injectif pour i = n — c. Il suffit évidemment que les hypotheses
soient vérifiées quand on remplace n par n + 1; la proposition qui suit montre qu’il
suffit d’'un peu moins.

Proposition 4.9 — Soient S un schéma local excellent de caractéristique nulle, de point
fermé t (resp. en plus des conditions précédentes on suppose S hensélien), f: X — S
un schéma propre sur S (resp. propre sur S — {t}) et U un ouvert de X réunion de
c+1 ouverts affines. Soient Y un sous-schéma fermé de X, d’espace sous-jacent X—U,
j: Y — X le morphisme canonique, F un complexe de faisceaux de Z/mZ-modules
sur X, a degrés bornés inférieurement et a cohomologie constructible, et n un entier.
On suppose que l'on a, pour tout point u de U,

prof,(F) > inf(n — 1,n — §:(v)) (resp. prof,(F) = inf(n — 1,n+ 1 — §:(u))).
Alors pour tout voisinage ouvert V de Y dans X, le morphisme canonique
Hio1 iy (V,F) — Hoi(ay (Y, 5°F)  (resp. H'(V,F) — H'(Y, j*F))

est bijectif pour i < n —c — 2 et injectif pour i = n — c — 2. De plus, il existe un
voisinage ouvert Vo de Y dans X, tel que, pour tout autre tel V avec V C Vy, le
morphisme canonique

H?,l(t)mv(V,F) - ijfl(t)mY(Yaj*F) (resp. Hi(VaF) - Hi(Y,j*F))

soit bijectif pour i < n —c— 1, injectif pour i =n—c— 1.
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Démonstration. — Posons pour simplifier d;(u) = d;(u) (resp. 0;(u) = d¢(u) — 1). On
déduit de 4.8 la premieére assertion de 4.9, car les hypotheses de 4.4 (resp. 4.5) sont
vérifiées quand on y remplace n par n — 1. Elles le sont aussi pour n lui-méme, sauf
aux points u tels que 0;(u) = 0. Or, pour un u € U, dire que 'on a §;(u) = 0 équivaut
a dire que u est un point fermé de U, (resp. un point fermé de X). Soit E I'ensemble
des points de U tels que d;(u) = 0; montrons que, pour tous les points u € E, sauf
un nombre fini, on a prof, (F) > n. Soient S le localisé strict de S en ¢, S’ le complété
de S, de point fermé ¢, et considérons le carré cartésien

vy

S

S’ ——S.

Les hypotheses de profondeur aux points de U se conservent quand on remplace U
par U’ et F par 'image inverse F’ de F sur U’. Soient en effet v’ € U’ et u = h(u'). Si
u € E, on a la relation prof ,(F) > n — §;(u), et il résulte de 4.2.1 que ceci entraine la
relation prof,,, (F') > n —0;(u'). Siu € E, v’ est un point fermé de Uj (resp. un point
fermé de X' = X xg §’), et, comme la fibre U/, de h en u est de dimension zéro et h
régulier, il résulte de 1.16 que l'on a prof,,, (F') = prof ,(F) > n — 1.

Soient alors K un complexe dualisant sur S, normalisé au point fermé ¢, et DF’
le dual de F/ par rapport & R' f(K). D’apres 4.2.2, les hypotheses de profondeur étale
aux points de U’ se traduisent par les relations :

(HY(DF'))_, =0 pourg>—n—0di(u') (resp.q>—-n—2—d,(u)),
si v’ n’est pas un point de E' = h~1(E),
(HY(DF'))_, =0 pourg>—(n—1) (resp.q>-n—1), siv' €E.

u

Soit G = H- ™ V(DF') (resp. G = H" Y(DF)); comme G est un faisceau
constructible, I’ensemble des points en lesquels la fibre géométrique est non nulle
est un ensemble constructible (SGA 4 IX 2.4 (iv)); or par hypothése cet ensemble est
contenu dans l'ensemble E’ des points fermés de Uj, (resp. des points de U’ fermés
dans X'); il résulte donc de 4.9.1 ci-dessous que cet ensemble est réduit & un nombre
fini de points. Appliquant 4.2.2, on voit que, pour tous les points de E/, sauf un nombre
fini, on a prof,, (F’) > n. Il en résulte bien par 1.16 que, pour tous les points de E
sauf un nombre fini, on a

prof,,(F) > n.

Soit V un voisinage ouvert de Y dans X, contenu dans le complémentaire dans X
de l'ensemble fini des points v de E pour lesquels on a prof ,(F) =n—1.Si:: V- X
est 'immersion canonique, soit

F1 = RL*<F|V) ;
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alors F; est un complexe de faisceaux sur X, a cohomologie constructible
(SGA 4 XIX 5.1) et & degrés bornés inférieurement. Nous allons voir que, pour tout
point v de U, le complexe F vérifie la relation

(%) prof, (F1) > n — ;(u).

SiueUNV,on a prof,(F1) = prof,(F), et la relation (x) est vérifiée par hypothese
sur les points de U qui n’appartiennent pas a E ; pour ces derniers, elle est aussi vérifiée
d’apres le choix de V. Enfin, siu € Uet u ¢ V, on a d’apres 1.6 g) prof,, (F1) = co. On

applique alors 4.4 (resp. 4.5) en remplacant F par Fy ; on obtient le résultat annoncé,
compte tenu du fait que 'on a, quel que soit 7 :

HY o1y (X, R (Fy) = Hyoi gy (VL F) - (resp. HY(X, Reu(Fly)) ~ H'(V, F).

Lemme 4.9.1 — Un ensemble constructible E contenu dans l’ensemble des points fer-
més d’un schéma X noethérien est réduit a un nombre fini de points.

En effet, E est réunion finie d’ensembles de la forme UNCV, o1 U et V sont des
ouverts de X ; par hypothese tous les points de U N LV sont des points maximaux de
cet ensemble, donc ils sont en nombre fini.

5. Profondeur géométrique

Pour appliquer en pratique 4.2 et ses corollaires, il faut disposer d’un critére com-
mode qui permette de vérifier les hypotheses de profondeur étale aux points de U.
Nous allons donner un tel critére, en utilisant le théoreme de Lefschetz local 4.5.

5.1. Soit A un anneau local noethérien ; quand nous parlerons de la profondeur étale
de A, il s’agira de la profondeur au point fermé. Nous allons introduire une notion
de « profondeur géométrique de A », et utiliser 4.5 pour la comparer a la profondeur
étale prof ét(A).

Proposition 5.2 — Soit A un anneau local noethérien ; supposons que A soit iso-
morphe & un quotient d’un anneau local régulier B par un idéal 1 (c’est vrai par
exemple lorsque A est complet, en vertu du théoréme de Cohen (EGA Ory 19.8.8)).
Soit q le nombre minimal de générateurs de 1; alors le nombre dim(B) — ¢ est indé-
pendant du choix de B.

Le nombre minimal de générateurs de I est aussi égal au rang du k-espace vectoriel
I ®p k, ou k désigne le corps résiduel de A. On se ramene tout de suite au cas ou A
est complet, car on a A ~ B/T avec dimB = dim B et rg,(Iepk) = rgk(f®§ k) ; pour
la méme raison on peut supposer que I’ anneau B est complet. Soient B et B’ deux
anneaux locaux réguliers complets, f: B — A, f': B© — A deux homomorphismes
surjectifs et T = Ker(f), I’ = Ker(f’). On doit montrer que

dimB —rg, (I®p k) = dim B’ —rg, (I' ®p/ k).
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Placgons-nous d’abord dans le cas ou 'on a une factorisation de la forme

B L) A
INpZ.
B/
avec g surjectif. Soit J = Ker(g); alors J C I et I/J = T'. Puisque B’ est régulier,

dim(B’) = dim(B) —rg, (J®p k) et J est engendré par des éléments faisant partie d’un
systeme régulier de parametres de B. Il en résulte que 'on a la suite exacte

0 —Jepk—I®pk—J/I®s k—0,
et par suite
dimB —rg,(I®p k) = dim B —rg, (J ®@p k) — rg;,(J/I1®p k) = dim B’ — rg, (I’ @p k).

Le cas général se ramene au précédent ; pour le voir, il suffit de montrer que 1'on
peut trouver un anneau local régulier complet B” et des homomorphismes surjectifs
g: B” - Bet ¢: B” — B/, rendant commutatif le diagramme 276

g B f
/ \4
B” A
g\/\‘ /1
B

Or, si W est un anneau de Cohen de corps résiduel &, on a un morphisme local W — A
qui se reléve & B et B’ (EGA TV 19.8.6), de sorte que l'on a le diagramme commutatif

B
W A
\B’.
On peut trouver des entiers n et n et des morphismes surjectifs h: W[Tq,...,T,]—B
et h': W[T),...,T/,] — B’ qui soient des morphismes de W-algebres (EGA Ory

19.8.8); si 'on pose alors B” = W[Ty,...,T,,T},..., T.] et si Pon définit g et ¢’
comme des morphismes de W-algebres tels que

9(Ti) = M(Ty), g(T;) =bi, ¢ (Te) =0, g¢'(T;)=h(T7),

(%)

ou b; (resp.b)) est un élément de B (resp.de B’) qui releve (f' o h')(T})
(resp. (f o h)(T;)), le diagramme (x) est bien commutatif.
La proposition 5.2 justifie la définition suivante :
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Définition 5.3 — Soient A un anneau local noethérien, A son complété, qui est donc 277
isomorphe au quotient d’un anneau local régulier complet B par un idéal I; si ¢q est

le nombre minimal de générateurs de I, on appelle profondeur géométrique de A le
nombre

prof géom(A) = dimB — q.
Proposition 5.4 — Soit A un anneau local noethérien. Alors on a
prof géom(A) < dim A,
et on a l’égalité si et seulement si A est une intersection compléte.

On peut supposer A complet. Soit alors A = B/I, oli B est un anneau local régulier
complet et I un idéal de B. Si (z1,. .., z,) est un systéme minimal de générateurs de I,
onadimA > dimB—g¢, et dire que dim A = dim B—gq équivaut a dire que (z1, ..., zq)
fait partie d’'un systéeme de parametres de B (EGA Opy 16.3.7); la proposition en
résulte immédiatement.

Proposition 5.5 — Soient A et A’ des anneauz locaux noethériens, f: A — A’ un
homomorphisme local. Supposons que f soit plat et que, désignant par k le corps
résiduel de A, A’ @4 k soit un corps, extension séparable de k. Alors on a

prof géom(A) = prof géom(A’).

278 Quitte & remplacer A et A’ par leurs complétés, on peut supposer A et A’ complets
(il résulte de (EGA Oyyp 10.2.1) que 'hypothese de platitude est conservée et cela est
évident pour les autres hypotheses). Soit alors A = B/I, ou B est un anneau local
régulier et I un idéal de B. Comme A’ est formellement lisse sur A (EGA Oy 19.8.2), il
résulte de (EGA Ory 19.7.2) que l'on peut trouver un anneau local noethérien complet
B’ et un homomorphisme local B — B’, tel que B’ soit un B-module plat et que ’on
ait B'®g A ~ A’. On a donc A’ ~ B'/IB’; de plus 'anneau B’ est régulier ; en effet, si
m est I'idéal maximal de B, mB’ est 'idéal maximal de B’, et, puisque m est engendré
par une suite réguliere par définition de « régulier », mB’ est engendré par une suite
B’-réguliere (EGA Opy 15.1.14). Comme on a évidemment dim B = dimB’, et comme
I et IB’ ont méme nombre minimal de générateurs, 1’assertion en résulte.

Théoréme 5.6). — Soit A un anneau local excellent de caractéristique nulle. Alors
on a

prof ét(A) > prof géom(A).

(6)N.D.E. : Tllusie a montré depuis I’inégalité prof,(Z/¢*Z) > prof géom, (X/S) — §(z) + 1 pour
point de X un schéma de type fini sur un trait S de caractéristique résiduelle premiere a ¢, et v > 1.
Si S est de caractéristique nulle, c’est une conséquence du théoréme 5.6 ; voir (Illusie L., « Perversité
et variation », Manuscripta Math. 112 (2003), p. 271-295).
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On peut supposer A strictement local complet, puisque la profondeur géométrique
et la profondeur étale se conservent par passage a ’hensélisé strict et au complété
d’apres 5.5 et 1.16. Soit A ~ B/I, oul B est un anneau local régulier complet, et soit
(f1,.-., fq) un systéme minimal de générateurs de I'idéal I. On a donc

m = prof géom(A) = dimB — q.

Considérons I'immersion fermée
Y = Spec A — X = SpecB,

et soit U=X—-Y = J,¢;¢, Xs;- St a désigne le point fermé de X, on doit montrer
que, pour tout nombre premier p, on a

H:(Y,Z/pZ) =0 pouri < .
Comme B est régulier excellent, on a prof ét(B) = 2dimX (cf. 1.10) et par suite
H; (X,Z/pZ) = 0 pour i < 2dimX. Il suffit donc, pour démontrer le théoreme, de
prouver que le morphisme
(+) H,(X, Z/pZ) — H,(Y,Z/pZ)

est bijectif pour ¢ < . On applique pour cela le théoreme de Lefschetz local 4.5 avec
n=m+qg—1,¢c=¢q—1doncn—c=mw. Notons que U= X —7Y est réunion des ¢
ouverts affines Xy,. Montrons que l'on a, pour tout point u de U :
prof ét,(X) > 7+ ¢—1—dim (m) =dim Ox
(ont {u} désigne 'adhérence de u dans X — {a}). En effet il résulte de 1.10 que I'on a
prof ét,(X) = 2dim &% ,, > dim Ox ,,.
En utilisant 4.5, on voit que (*) est bijectif pour ¢ < 7, ce qui acheve la démonstration

du théoreme.

Corollaire 5.7. — Soient S le spectre d’un corps de caractéristique nulle (resp. un
schéma local hensélien excellent de caractéristique nulle), f: X — S un schéma propre
sur S (resp. sur S — {s}). Soient U une réunion de ¢+ 1 ouverts de X, affines, Y un
sous-schéma fermé d’espace sous-jacent X — U, n et m des entiers > 0. On suppose
que, pour tout point u de U, on a

prof géom(Ox .,) > n — dim ({u})
({u} adhérence de u dans X). Alors le morphisme canonique
H'(X,Z/mZ) — H'(Y,Z/mZ)
est bijectif pour i <n —c— 1, injectif pour i =mn —c— 1.

On applique 4.5 et 4.6. Les hypothéses de profondeur étale aux points de U sont
vérifiées car on a d’apres 5.6

prof ét,(X) > prof géom(&x ) > n — dim ({u}).
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6. Questions ouvertes

6.1. On peut se demander si U'implication (ii) = (i) de 4.2 est valable plus géné-
ralement pour des faisceaux F de torsion, pas nécessairement annulés par un entier
m donné et pas nécessairement constructibles. Dans le cas ou S n’est pas de carac-
téristique nulle, il semble possible que cette implication reste valable, méme pour les
faisceaux de p-torsion (p la caractéristique résiduelle). Enfin il n’est pas clair non plus
que I’hypothese S excellent ne puisse étre levée.

6.2. Soient X un schéma propre sur un corps k ou bien le complémentaire du point
fermé d’un schéma local hensélien, et j : Y — X un sous-schéma fermé de X, dont
le complémentaire U est affine. Alors, si F est un faisceau d’ensembles sur X ou un
faisceau en groupes non nécessairement commutatifs, les énoncés 4.5 ou 4.6 et 4.9 ont
encore un sens pour un tel F, a condition de se borner a des petites valeurs de n. Si
u est un point de U, on désigne par @ un point géométrique au-dessus de u, par X(u)
le localisé strict de X en w et par Fz la fibre de F en w. Alors, en faisant éventuel-
lement certaines hypotheses sur X et sur F, par exemple en supposant X excellent
(éventuellement de caractéristique nulle, ou d’égale caractéristique en utilisant la ré-
solution des singularités) et F ind-fini (ou au besoin méme L-ind-fini avec L premier
a la caractéristique de X), on aimerait démontrer les énoncés suivants :

a) Soit F un faisceau d’ensembles (resp. un faisceau en groupes) et supposons que,
pour tout point u de U, on ait

Frz — H°(X(7@) — @, F) injectif si dim({u}) <1

(c’est-a-dire, pour un tel u, on a prof, (F) > 1). Alors, quand V parcourt I’ensemble
des voisinages ouverts de Y, le morphisme canonique

lim HY(V,F) — H(Y, j*F

g (V.F) (Y,j"F)
est bijectif (resp.on a la conclusion précédente et de plus le morphisme
lim | HY(V,F) — HY(Y,j*F) est injectif). Si F est constructible, on peut remplacer
les h_n)l par la cohomologie de V pour V « assez petit ».

b) Soit F un faisceau d’ensembles (resp. un faisceau en groupes) et supposons que,

pour tout point u de U, on ait prof, (F) > 2 — dim({u}), ce qui se traduit aussi par
les relations

0
1.

Fy — HO (X(m) — @, F) est bijectif si dim(m)

Fz — H(X(@) — @, F) est injectif si dim({u})

Alors le morphisme canonique
HY(X,F) — H(Y, j*F)

est bijectif (resp. on a la conclusion précédente et de plus le morphisme H' (X, F) —
H(Y, j*F) est injectif).
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¢) Soit F un faisceau en groupes ind-fini. Supposons que, pour tout point u de U,
on ait

Fz — H°(X(7@) — @, F) bijectif si dim({u}) =0 ou 1,
Fz — HY(X(@) — @, F) injectif si dim({u}) = 2.

Alors, quand V parcourt I'ensembles des voisinages ouverts de Y, les morphismes
canoniques

lim H°(V,F) — H(Y,j*F) et limH*(V,F) — H'(Y, j*F
lig (V. F) (Y.j"F) ling (V.F) (Y.j"F)
sont bijectifs. Si F est constructible, on peut remplacer les h_n)l par la cohomologie
de V pour V assez petit.
d) Soit F un faisceau en groupes. Supposons que, pour tout point v de U, on ait
prof,, (F) > 3 — dim({u}), ce qui se traduit aussi par les conditions

Fi — H'(X (@) — @F) bijectif, et H'(X(a) —7,F) = 0 si dim({u}) =0,
Fz — HY(X(7@) — @, F) bijectif si dim({u}) =1,
Fz — H(X(@) — @, F) injectif si dim({u}) = 2.
Alors les morphismes canoniques
HO(X,F) — HO(Y,j°F) et H'(X,F) — H'(Y,;F)

sont bijectifs.

Comme indication en faveur de ces énoncés(”), signalons XIIT 2.1, X 3.4 et XII 3.5.
Signalons que, grace a argument de 4.8 et 4.9, ’énoncé a) (resp. ¢)) résulterait de b)

(resp. d)).

6.3. 1l résulterait de d) I’énoncé suivant analogue & 5.6 : si A est un anneau lo-
cal noethérien (éventuellement excellent) et si 'on a prof géom(A) > 3, alors on a
prof hop(A) > 3. Pour voir ceci, on réalise Y’ = Spec A comme fermé d’un schéma lo-
cal régulier X’ = Spec B, dont le complémentaire est réunion de g ouverts affines, avec
la relation dim B — ¢ = prof géom(A). On a, pour tout point « de X', si n = dim B,

prof hop, (X) > inf(3,n — dim({z})) (cf. 1.11) et l'on déduit de d) que ceci entraine

prof hop, (Y’) > inf(3,n—q—dim({y})), pour tout point y de Y. Le résultat s’obtient
alors en prenant pour y le point fermé de Y'.

(T'N.D.E. : tous les énoncés de 6.2, mises & part les variantes constructibles, ont été prouvés par Mme
Raynaud ; voir (Raynaud M., « Théorémes de Lefschetz en cohomologie des faisceaux cohérents et
en cohomologie étale. Application au groupe fondamental », Ann. Sci. Ec. Norm. Sup. (4) 7 (1974),
p. 29-52, corollaire III.1.3).
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6.4. Un variante de 4.2, tout au moins de l'implication (ii) = (i), doit encore étre
valable dans le cas analytique complexe, a condition de travailler avec des faisceaux
«analytiquement constructibles » (cf. XIII) ; la démonstration serait analogue & celle
de 4.2, en utilisant la théorie de la dualité de J.-L. Verdier. Notons par contre que,
pour 'analogue analytique complexe des variantes non commutatives signalées dans
6.2, on ne dispose pas méme d’une méthode d’attaque pour les énoncés concernant
le groupe fondamental suggérés par les résultats des exposés X, XII, XIII, rappelés
a fin de 6.2. Les méthodes du Séminaire semblent en effet irrémédiablement liées au
cas des revétements finis (qui peuvent étre étudiés en termes de faisceaux cohérents
d’algebres).
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