
              

Correspondance de distributions
sphéeriques entre deux espaces
syméetriques du type GC/GR

Pascale Harinck1

Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe, connexe et simplement connexe d’algèebre
de Lie g. Soit σ et τ deux involutions de g véerifiant les propriéetées suivantes :

(1) les algèebres gσ et gτ des points de g fixées respectivement par σ et τ
sont des formes réeelles de g,

(2) le groupe Gτ des points de G fixées par τ est quasi-déeployée,
(3) l’automorphisme στ est intéerieur.

Le but de cet article est d’éetablir sous ces hypothèeses une correspondance entre les
distributions dites stablement invariantes de G/Gτ et celles de G/Gσ.

La notion de distribution stablement invariante est introduite àa partir de celle d’intéegrale
invariante stable.

Dans [S], D. Shelstad caractéerise les intéegrales orbitales stables d’une fonction de
l’espace d’Harish-Chandra Schwartz d’un groupe algéebrique réeductif. Ceci lui permet
d’obtenir une correspondance entre les intéegrales orbitales stables puis les distributions
tempéeréees stables de deux groupes réeductifs G et G’, formes intéerieures d’un mêeme groupe
algéebrique réeductif connexe quasi-déeployée, oùu G’ est en outre quasi-déeployée.

Les méethodes utiliséees par D. Shelstad s’adaptent àa la situation déecrite préecéedemment
et on obtient des réesultats similaires.

Dans la partie I (paragraphes 1 àa 3), nous donnons une caractéerisation des intéegrales
invariantes stables.

Fixons pour l’instant une involution η de g telle que gη soit une forme réeelle de g. On
note Xη = G/Gη, p la projection canonique de G sur Xη et ϕη la bijection de Xη sur son
image Mη ⊂ G qui àa p(g) associe gη(g)−1.

Pour un éeléement γ de Xη,reg, l’ensemble des éeléements réeguliers de Xη (c’est-àa-dire ϕη(γ)
réegulier dans G), on déefinit l’orbite stable de γ et on la note < γ > comme éetant l’ensemble
des x ∈ Xη tels que ϕη(x) et ϕη(γ) soient G-conjuguées. Cette orbite se déecompose en un
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nombre fini de Gη orbites. Plus préeciséement on a < γ >=
⋃

x∈Sγ
Gη.γx oùu Sγ est le quotient

àa gauche par Gη et àa droite par le centralisateur dans Gη de ϕη(γ) de l’ensemble des g ∈ G
tels que gϕη(γ)g−1 ∈Mη et γx est l’unique éeléement de Xη véerifiant xϕη(γ)x−1 = ϕη(γ

x).

Pour f ∈ D(Xη) (c’est-àa-dire C∞ et àa support compact dans Xη), on déefinit l’intéegrale
invariante de f sur Xη,reg et on la note M(f), de la manièere suivante : soit γ ∈ Xη,reg.
Soit a = Zgη(ϕη(γ)) le centralisateur dans gη de ϕη(γ). C’est une sous-algèebre de Cartan
de gη. Soit ZGη(a) le centralisateur de a dans Gη. On pose

M(f)(γ) =| det(1− Adϕη(γ))gη/a |1/2
∫

Gη/ZGη (a)
f(g.γ)dg

On déefinit alors l’intéegrale invariante stable de f et on la note Mst(f) par

Mst(f)(γ) =
∑

x∈Sγ
M(f)(γx)

Dans [B3], A. Bouaziz donne une caractéerisation des intéegrales invariantes. Nous rappelons
ici ses réesultats (paragraphe 2). Nous géenéeralisons ensuite ces réesultats pour les intéegrales
invariantes stables (paragraphe 3).

L’intéegrale invariante stable d’une fonction f est de classe C∞ sur Xη,reg et elle est
constante sur les orbites stables. Elle véerifie de plus les propriéetées Ist1 , Ist2 et Ist3 éenoncéees
dans le paragraphe 3. On note IDst(Xη) l’ensemble des fonctions de classe C∞ sur Xη,reg,
constante sur les orbites stables et véerifiant les propriéetées Isti . On munit IDst(Xη) d’une
structure d’espace LF (déefinition de [T1] chapitre 13) de telle sorte que l’applicationMst

soit continue.
On note IDst(Xη)′ son dual topologique et on note D(Xη)′st la clôoture, pour la topologie

faible, de l’espace vectoriel engendrée par les f →Mst(f)(γ) oùu γ ∈ Xη,reg. Les éeléements de
D(Xη)′st sont appeléees distributions stablement invariantes. On a alors le réesultat suivant :

Théeorèeme 3.12 (i) L’application Mst est surjective de D(Xη) dans IDst(Xη),
(ii) Sa transposéee tMst est une bijection de IDst(Xη)′ sur D(Xη)′st.

Dans la deuxièeme partie de cet article (paragraphes 4 àa 7), nous contruisons des séeries
de distributions sphéeriques stablement invariantes.

On rappelle qu’une distribution sur Xη est dite sphéerique si elle est Gη-invariante et si
elle est solution propre des opéerateurs difféerentiels G-invariants sur Xη. Une distribution
sphéerique est localement intéegrable sur Xη et analytique sur Xη,reg ([Sa] théeorèeme 4.3).

Nous géenéeralisons les réesultats de [H2] au cas d’un espace syméetrique réeductif du
type GC/GR. (paragraphe 5). Ceci permet d’obtenir l’existence et l’unicitée d’une séerie
“la plus continue” sur GC/GR (théeorèeme 5.11). On l’exprime d’une part en fonction de
transforméees de Fourier d’orbites de la repréesentation coadjointe, d’autre part en terme
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de coefficients de repréesentations unitaires irréeductibles de GC (corollaire 5.7 et théeorèeme
5.10).

Ensuite, on applique le procéedée d’induction déecrit dans [H3]. Soit a une sous-algèebre
de Cartan de gη. Soit aR la partie vectorielle de a. On note L le centralisateur dans G de
aR, l son algèebre de Lie , z le centre de l et l1 sa partie déerivéee. On note Γ∗a le réeseau du
dual (z ∩ gη)∗ de z ∩ gη formée des λ tels que pour tout X ∈ z ∩ gη véerifiant exp2iX = 1,
l’on ait λ(X) ∈ 2πZ. Soit a1 = a∩ l1. A chaque µ ∈ Γ∗a +a∗1,reg, on associe une distribution
sphéerique θ(η, µ) sur Xη. Elle est déefinie positive et extréemale (corollaire 6.5) et ne déepend
que de l’orbite (L ∩Gη).µ de µ. Ceci permet de poser

θst(η, µ) =
∑

w∈WL∩Gη (a)\WL(a)

θwµ

oùu WL(a) (respectivement WL∩Gη(a)) est le quotient du normalisateur par le centralisateur
de a dans L (respectivement L ∩Gη).

Les distributions sphéeriques éetant localement intéegrables et analytiques sur Xη,reg,
on peut caractéeriser les distributions sphéeriques stablement invariantes de la manièere
suivante :

Théeorèeme 7.1 Soit θ une distribution sphéerique sur Xη. Alors θ est stablement inva-
riante si et seulement si, pour tout γ ∈ Xη,reg et pour tout x ∈ Sγ l’on a

θ(γ) = θ(γx)

On montre alors le

Théeorèeme 7.3 La distribution θst(η, µ) est stablement invariante .

La troisièeme partie (paragraphes 8 àa 10) est consacréee àa la construction de la corres-
pondance entre les deux espaces syméetriques Xσ et Xτ . Sous les hypothèeses que l’on a
faites (1, 2 et 3) , R.P. Langlands a prouvée le réesultat suivant :

Pour tout a sous-algèebre de Cartan de gσ, il existe g ∈ G déependant de a tel que g.a
soit une sous-algèebre de Cartan de gτ .

A partir de làa, on éetablit une correspondance entre les orbites stables des éeléements
réeguliers de Xσ et celles de Xτ de la manièere suivante : soit γ′ ∈ Xτ,reg et γ ∈ Xσ,reg On
note a (respectivement b) le centralisateur de ϕσ(γ) dans gσ (respectivement de ϕτ (γ

′)
dans gτ ). On dit que γ′ provient de γ s’il existe g ∈ G tel que g.a = b et qui conjugue les
éeléements ϕσ(γ) et ϕτ (γ

′) . Cette notion ne déepend en fait que de l’orbite stable de chacun
des éeléements γ et γ′. On déefinit alors l’application T0 qui àa < γ > associe < γ′ >.

Ceci permet de construire des intéegrales invariantes stables sur Xτ,reg àa partir d’intéegrales
invariantes stables de Xσ,reg :

Théeorèeme 9.1 Soit F0 ∈ IDst(Xσ). Soit F l’application déefinie sur Xτ,reg par
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F (γ′) =

{
F0(γ) si < γ′ >= T0(< γ >)

0 si < γ′ > n’est pas dans l’image de T0

Alors F ∈ IDst(Xτ )
Le théeorèeme de surjectivitée de Mst assure l’existence pour tout f ∈ D(Xσ) d’une

fonction f ′ ∈ D(Xτ ) telle que Mst(f) et Mst(f ′) soit liéees comme dans le théeorèeme
préecéedent. On dit alors que f et f ′ sont en correspondance.

Pour θ′ ∈ D(Xτ )′st, on véerifie que < θ′, f ′ > ne déepend pas du choix de f ′ en corres-
pondance avec f . De plus l’application qui àa f associe < θ′, f ′ > déefinit une distribution
stablement invariante notéee C(θ′) sur Xσ. On montre enfin que si θ′ est sphéerique il en est
de mêeme de C(θ′) (théeorèeme 10.3).

On regarde comment les distributions θst(η, µ) se correspondent. Soit a une sous-
algèebre de Cartan de gσ. Il existe alors g ∈ G tel que g.a soit une sous-algèebre de Cartan
de gτ . Soit µ ∈ Γ∗a + a∗1reg. La distribution θst(τ, g.µ) ne déepend pas du choix de g tel que
g.a ⊂ gτ et on a :

θst(σ, µ) = (−1)qGτ−qGσC(θst(τ, g.µ))

oùu 2qGτ et 2qGσ sont les dimensions des espaces riemanniens associées respectivement àa Gτ

et Gσ (théeorèeme 10.4 et corollaire 10.5).

Je remercie A. Bouaziz pour les diverses discussions que nous avons eues lors de ce
travail.
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I Intéegrales invariantes stables sur l’espace syméetrique
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I Intéegrales invariantes stables sur
l’espace syméetrique

1 Notations et préeliminaires

Si M est une variéetée difféerentiable, on note C∞(M) l’espace des fonctions de classe C∞ sur
M , D(M) le sous-espace de C∞(M) des fonctions àa support compact et D(M)′ l’espace
des distributions sur M , c’est-àa-dire le dual de D(M).

Si G/H est un espace homogèene muni d’une mesure invariante, on identifiera C∞(G/H)
àa un sous-espace de D(G/H)′.

Soit G un groupe agissant sur M . Si N est une partie de M , on note NG(N) le
normalisateur de N dans G, c’est-àa-dire l’ensemble des g ∈ G tels que g.N = N et ZG(N)
le centralisateur de N dans G, c’est-àa-dire l’ensemble des g ∈ G tels que, pour tout n ∈ N ,
l’on ait g.n = n.

Si NG(N) est un groupe, on pose WG(N) = NG(N)/ZG(N). On notera e l’éeléement
neutre de G.

Si f est une fonction sur M, on noteraf/N ou fN sa restriction àa N .
Si X est un ensemble fini, on note | X | son cardinal.

Soit V un espace vectoriel réeel de dimension finie. On notera V ∗ son dual et VC son
complexifiée.

Si f est une application entre deux ensembles E et F on notera Imf son image. Si de
plus E et F sont des espaces vectoriels et si f est linéeaire, on notera Kerf son noyau.

SoitG un groupe de Lie semi-simple complexe connexe et simplement connexe d’algèebre
de Lie g . Soit h une forme réeelle de g et soit H le sous-groupe analytique de G d’algèebre de
Lie h. On note σ la conjugaison de g relativement àa h et on pose q = {X ∈ g; σ(X) = −X}
de telle sorte que l’on ait g = h + q.

Soit X = G/H et soit p la projection canonique de G sur X. Soit ϕ l’application de X
dans G qui àa p(g) associe gσ(g)−1 . L’application ϕ est un isomorphisme sur son image
que l’on notera M .

Le groupe G agit par translation àa gauche sur X et on notera g.x l’action de g ∈ G
sur x ∈ X. On notera éegalement pour g ∈ G et X ∈ g l’action adjointe par AdgX = g.X

On note exp l’application exponentielle de g dans G et soit Exp l’application de h

dans G/H qui àa X associe p(exp iX). Soit J le jacobien de l’application Exp. On a , pour
X ∈ h,

J(X) = det

(
sh iadX

iadX

)

/h
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Un éeléement x ∈ X est dit semi-simple ( respectivement unipotent) si ϕ(x) est semi-
simple ( respectivement unipotent).

Soit x ∈ X. D’aprèes ( [O.M.] paragraphe 5 proposition 2), il existe un éeléement
semi-simple s et un éeléement unipotent u de X, déeterminées de façcon unique, tels que
ϕ(x) = ϕ(s)ϕ(u) soit la déecomposition de Jordan de ϕ(x). Les éeléements s et u s’appellent
respectivement la partie semi-simple et la partie unipotente de x.

Déefinition 1.1 Un ouvert U de X est dit complèetement H-invariant s’il est H-invariant
et s’il contient la partie semi-simple de chacun de ses éeléements.

Soit DX la fonction analytique sur X déefinie par : si x ∈ X alors l’endomorphisme
1 + z − Adϕ(x) de g est C-linéeaire. On pose alors

detC(1 + z − Adϕ(x)) = znDX(x) modulo zn+1

oùu n = rang(h).

Déefinition 1.2 Un éeléement x de X est dit réegulier si l’on a DX(x) 6= 0. Ceci est éequivalent
àa dire que ϕ(x) est réegulier dans G. On note Xreg l’ensemble des éeléements réeguliers de X
et si U est une partie de X, on pose Ureg = Xreg ∩ U .

On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de q formée d’éeléements semi-
simples, abéelien et maximal pour ces deux propriéetées.

Comme q = ih, la multiplication par i induit une bijection de l’ensemble des sous-
espaces de Cartan de q dans l’ensemble des sous-algèebres de Cartan de h, que l’on notera
Car(h).

On notera hreg l’ensemble des éeléements semi-simples réeguliers de h et pour s une partie
de h on pose sreg = s ∩ hreg.

1.3 Pour a ∈ Car(h), on notera ∆(h, a) (ou ∆ quand il n’y aura pas d’ambigüııtée) le
systèeme de racines de la paire (g, a + ia). Pour α ∈ ∆, on note Hα la coracine de α , gα
l’espace radiciel de g relatif àa α et sα la réeflexion de aC relative àa α.

On déefinit la partie compacte aI = (
∑

α∈∆

iRHα) ∩ a et la partie vectorielle aR =

(
∑

α∈∆

RHα) ∩ a de a de telle sorte que l’on ait a = aI + aR.

Une racine α est dite réeelle (respectivement imaginaire) si α(a) ⊂ R (respectivement
α(a) ⊂ iR), ceci est éequivalent àa Hα ∈ aR (respectivement Hα ∈ iaI). Une racine est dite
complexe si elle n’est ni réeelle ni imaginaire. On notera ∆R (respectivement ∆I et ∆C)
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l’ensemble des racines réeelles (respectivement imaginaires et complexes ) de ∆. Soit ∆+

un systèeme positif de ∆. Alors pour S = R,C ou I , on pose ∆+
S = ∆+ ∩∆S.

Soit α ∈ ∆I . La racine α est dite compacte si (gα + g−α + CHα) ∩ h est isomorphe àa
su(2) et elle est non compacte si (gα + g−α + CHα) ∩ h est isomorphe àa sl(2,R).

On note ∆Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de ∆.

On dit que a est fondamentale si ∆R = ∅.

1.4 A a ∈ Car(h), on associe l’ensemble A formée des x ∈ X tels que ϕ(x) centralise a et
on l’appelle le sous-ensemble de Cartan de X associée àa a. On note Car(X) l’ensemble des
sous-ensembles de Cartan de X.

On rappelle que tout éeléement réegulier de X appartient àa un unique sous-ensemble de
Cartan ([O.M] paragraphe 6 théeorèeme 2).

On a ([H 2] lemme 2.3)
A = NG(a)/NH(a)

On note WG(a) les éeléements du groupe de Weyl de aC dans g qui stabilisent a, c’est-àa-dire
WG(a) = NG(a)/ZG(a) et on pose WH(a) = NH(a)/ZH(a).

Pour β un poids de a, on déefinit la fonction ξβ sur A par : si a ∈ A alors ϕ(a) = expX
avec X ∈ aC. On pose ξβ(a) = eβ(X).

On note A′Inc l’ensemble des a ∈ A tels que, pour tout α ∈ ∆Inc l’on ait ξα(a) 6= 1.

Soit S(aC) l’algèebre syméetrique de aC. Cette algèebre s’identifie àa l’algèebre des opéera-
teurs difféerentiels sur A, invariants par translation. On note ∂(u) l’opéerateur difféerentiel
associée àa u ∈ S(aC).

Les composantes connexes de A sont paraméetréees par l’ensemble quotient suivant :

expia\{g ∈ G; gσ(g)−1 ∈ ZG(a)}/H = expia\NG(a)/NH(a) = WG(a)/WH(a)

D’autre part, soit L = ZG(aR) oùu aR est la partie vectorielle de a. Alors, par le théeorèeme
2.1 de [S] on obtient WG(a)/WH(a) = WL(a)/WL∩H(a).

Nous allons donnée une description plus préecise des composantes connexes de A.

Déefinition 1.5 Deux racines α et β sont dites fortement orthogonales si ni α+β ni α−β
ne sont des racines.

Lemme 1.6 Pour tout w ∈ WL(a), il existe un ensemble ψ de racines imaginaires non
compactes, deux àa deux fortement orthogonales tel que

w =
∏

α∈ψ
sα modulo WL∩H(a)
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Le groupe WL(a) est engendrée par les sα pour α parcourant ∆I .
Pour α ∈ ∆I , on choisit des vecteurs radiciels non nuls Xα et X−α correspondant

respectivement àa α et −α tels que :
[Hα, X±α] = ±2X±α,
[Xα, X−α] = Hα,
σ(Xα) = X−α si α est non compacte,
σ(Xα) = −X−α si α est compacte.

On pose gα = expπ
2
(Xα −X−α) de telle sorte que sα = Adgα.

Par ce qui préecèede, si α est compacte alors gα ∈ H et si α est non compacte alors
ϕ(gα) = g2

α = expiπHα = exp− iπHα.

Déemonstration : On va prouver le réesultat par réecurrence sur la longueur l(w) de w.
Si l(w) = 0 alors w = Id, si l(w) = 1 alors w = Adgα avec α ∈ ∆I et le réesultat est

imméediat.
Soit w = w0sβ avec l(w0) < l(w) et β ∈ ∆I . On pose w0 = Adg0 et g = g0gβ.
Si β est compacte alors ϕ(g) = ϕ(g0) et le réesultat déecoule de l’hypothèese de réecurrence.
Supposons que β soit imaginaire non compacte. Par hypothèese de réecurrence, il existe

ψ = {α1, . . .αp} un ensemble de racines imaginaires non compactes deux àa deux fortement
orthogonales tel que g0 = gα1 . . . gαp . Par hypothèese on a β 6∈ ψ. Si β est fortement
orthogonale àa chaque α ∈ ψ, alors le réesultat est imméediat. Sinon, il existe α ∈ ψ tel
que β ± α soit une racine. Comme les gα pour α ∈ ψ commutent deux àa deux, on peut
supposer que β + εαp est une racine, oùu ε = ±1. On a :

ϕ(gαpgβ) = gαpexpiπHβgαp = expiπsαp(Hβ)expεiπHαp

Si αp(Hβ) = 0 alors

ϕ(gαpgβ) = expiπ(Hβ + εHαp) = exp2iπHβ+εαp = 1

et donc g0gβ = gα1 . . . gαp−1 modulo H ce qui donne le réesultat voulu.

Si αp(Hβ) 6= 0 alors sαp(Hβ) = Hβ ± Hαp et donc ϕ(gαpgβ) = ϕ(gβ). Par suite, on
a g = g0gβ = gα1 . . . gαp−1gβ modulo H. De proche en proche, on supprime dans cette
déecomposition tous les gα avec α ∈ ψ et α non fortement orthogonale àa β. Au bout d’un
nombre fini d’opéerations on obtient l’expression voulue de g.

Corollaire 1.7 Soit S l’ensemble des parties de ∆ forméees de racines imaginaires non
compactes deux àa deux fortement orthogonales. Alors on a

A =
⋃

ψ∈S
p(expia

∏

α∈ψ
gα)

ϕ(A) =
⋃

ψ∈S
expia expiπ(

∑

α∈ψ
Hα)
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1.8 On va maintenant déefinir la notion de sous-algèebres de Cartan et de sous-ensembles
de Cartan adjacents.

On fixe a ∈ Carh et α une racine imaginaire non compacte de ∆I(h, a). On choisit des
vecteurs radiciels non nuls Xα et X−α correspondants respectivement àa α et −α tels que :

(i) [Hα, X±α] = ±2X±α,
(ii) [Xα, X−α] = Hα,
(iii) σ(Xα) = X−α.

Alors l’algèebre Kerα + Ri(Xα −X−α) est une sous-algèebre de Cartan de h.
On pose aα = Kerα+Ri(Xα−X−α) et on l’appelle sous-algèebre de Cartan adjacente

àa a (relativement àa α).
Soit Aα le sous-ensemble de Cartan associée àa aα. On dit que Aα est le sous-ensemble

de Cartan de X adjacent àa A (relativement àa α).

Soit cα = exp−iπ/4(Xα+X−α). Alors, on a AdcαaC = aα,C et AdcαHα = i(Xα−X−α).
La racine Adcαα = β est une racine réeelle de aα. L’éeléement cα est appelée transformation
de Cayley.

Soit {α}⊥ l’ensemble des racines orthogonales àa α. L’application γ 7→ γ◦c−1
α est une

bijection de ∆(h, a) sur ∆(h, aα) et de ∆I(h, a)∩{α}⊥ sur ∆I(h, aα) et l’image de ∆+
I (h, a)∩

{α}⊥ est un systèeme positif de ∆I(h, aα).

Déefinition 1.9 Selon D. Shelstad, on dit qu’un systèeme positif ψ de ∆I(h, a) est adaptée
àa α si ψ contient l’ensemble des β de ∆I(h, a) telles que β(Hα) > 0.

2 Intéegrales invariantes

Déefinition 2.1 Soit U un ouvert complèetement H-invariant de X. Soit f ∈ D(U). On
déefinit l’intéegrale invariante de f sur Ureg par :

si a ∈ Ureg, on note a = Zh(ϕ(a)) ∈ Car(h) et on pose

M(f)(a) =| det(1− Adϕ(a))h/a |1/2
∫

H/ZH(a)
f(h.a)dh

Dans ce paragraphe, nous rappelons les propriéetées de M déemontréees dans [B3].

Soit U un ouvert H complèetement invariant de X. Soit ID(U) l’ensemble des F ∈
C∞(Ureg) qui sont H-invariantes et qui véerifient les trois propriéetées suivantes :

I1(Ureg)- Pour tout A ∈ Car(X), et pour tout u ∈ S(aC) alors

sup
x∈Areg∩U

| ∂(u)F/A(x) |<∞

De plus, l’application F/A est àa support compact contenu dans A ∩ Ureg.
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I2(Ureg)- Pour tout a ∈ Car(h) associéee àa A ∈ CarX et pour tout systèeme positif ψ de
∆I(h, a), on déefinit la fonction bψ sur Areg par :

bψ(a) =
∏

α∈ψ

(1− ξ−α(a))

| 1− ξ−α(a) |

Alors bψF/A se prolonge de façcon C∞ sur A′Inc (voir 1.4 pour la déefinition)

I3(Ureg)- (relations de sauts) Soit γ ∈ X un éeléement semi-simple tel que l’algèebre déerivéee
de Zh(ϕ(γ)) soit isomorphe àa sl(2,R). On dit alors que γ est semi-réegulier de type hy-
perbolique. Soit a une sous-algèebre de Cartan fondamentale de Zh(ϕ(γ)) et soit A le
sous-ensemble de Cartan de X associée àa a. Il existe alors deux uniques racines ±α de
∆(h, a) telles que ξ±α(γ) = 1. Elles sont imaginaires non compactes.

On note, comme en 1.8, aα et Aα la sous-algèebre et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement àa a et A et cα la transformation de Cayley correspondante. Soit
β = cαα.

On choisit comme en 1.9, un systèeme positif ψ de ∆I(h, a) adaptée àa α. Il déefinit donc
un systèeme positif ψα de ∆I(h, aα).

Alors pour tout u ∈ S(aC), on a

lim
t→0+

∂(u)(bψFA)(exp− tHα.γ)− lim
t→0−

∂(u)(bψFA)(exp− tHα.γ) =

id(α) lim
t→0

∂(cαu)(bψαFAα)(exp− itHβ.γ)

oùu

{
d(α) = 2 si sα se réealise dans H,
d(α) = 1 sinon.

On munit, comme dans [B3] l’espace ID(U) de la topologie suivante :
Soit L ⊂ U un compact modulo H (c’est-àa-dire L fermée, H-invariant et L ∩ A est

compact pour tout A ∈ Car(X)). On note ID(L) le sous-espace de ID(U) des fonctions
àa support dans L.

On déefinit la famille de semi-normes νA,u oùu A ∈ CarX est associée àa a ∈ Carh et
u ∈ S(aC), par

νA,u(ψ) = sup
a∈A
| ∂(u)ψA(a) |

Muni de la topologie déefinie par ces semi-normes, l’espace ID(L) est un espace de Fréechet.
Si L ⊂ L1 sont deux compacts modulo H, l’injection canonique de ID(L) dans ID(L1)
est un isomorphisme topologique de ID(L) sur son image munie de la topologie induite.

On munit ID(U) de la topologie limite inductive des ID(L), oùu L ⊂ U est compact
modulo H. C’est donc un espace LF (voir [T1] chapitre 13).

L’application M est continue.

Théeorèeme 2.2 ([B3] théeorèeme 8.2.2) L’applicationM est surjective de D(U) sur ID(U)
et sa transposéee tM est une bijection de ID(U)′ sur l’espace des distributions H-invariantes
sur U .
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Remarque. Dans [B3], A. Bouaziz ne donne pas explicitement les relations de sauts.
Elles se déeduisent facilement du lemme 8.2.1 (ii) de [B3] et du fait suivant :

Soit γ ∈ X un éeléement semi-simple de type hyperbolique et soit z = Zh(ϕ(γ)). L’algèebre
z est une sous-algèebre de h de mêeme rang que h. Soit a ∈ Car(z). On choisit un systèeme
positif ψ de ∆I(h, a) de telle sorte que ψz = ψ∩∆I(z, a) soit un systèeme positif de ∆I(z, a).
On pose

aψz =
∏

α∈ψz

α

| α |

Soit V un voisinage ouvert de 0 dans z qui est X-admissible (voir [B3] paragraphe 8, A1,
A2, A3, A4 pour la déefinition. Ici on utilise essentiellement la propriéetée A2 des voisinages
admissibles c’est-àa-dire : l’application π de H ×V dans X qui àa (h,X) associe hexp iX.γ
est submersive). Alors la fonction sur areg∩V qui àa X associe aψz(X)bψ((exp iX).γ)−1 est
constante. Les relations de sauts s’obtiennent par passage àa l’algèebre de Lie en utilisant
le lemme 8.2.1 de [B3].

2.3 Soit a ∈ Car(h) et soit ψ un systèeme de racines positives de ∆I(h, a). On déefinit
la signature imaginaire εI de WH(a) dans {±1} comme dans [B3] paragraphe 3.3 de la
manièere suivante : soit

ρψ =
1

2

∑

α∈ψ
α

et soit A le sous-ensemble de Cartan associée àa a. Alors pour tout a ∈ Areg et pour tout
w ∈ WH(a), on a

bψ(w−1.a) = εI(w)
ξρψ−wρψ(a)

| ξρψ−wρψ(a) |bψ(a)

On note Carj(h) l’ensemble des sous-algèebres a de Cartan de h telles que dim aR = j

oùu aR est la partie vectorielle de a (voir 1.3). Soit Carj(X) l’ensemble des A ∈ Car(X)
associée àa a ∈ Carj(h). Soit IDj(U) l’ensemble des F ∈ ID(U) telles que si k > j alors,
pour tout A ∈ Cark(X) on a FA = 0.

Si F ∈ IDj(U) et si A ∈ Carj(X) alors la fonction bψFA se prolonge de façcon C∞ sur
A (d’aprèes I2(Ureg) et I3(Ureg)) et donc bψFA ∈ D(U ∩ A).

D’autre part, si a est la sous-algèebre de Cartan associée àa A, on a, pour a ∈ A et
w ∈ WH(a),

(bψFA)(w−1.a)) = εI(w)
ξρψ−wρψ(a)

| ξρψ−wρψ(a) |(bψFA)(a)

Soit D(U ∩ A)ψ l’ensemble des fonctions de D(U ∩ A) véerifiant la relation ci-dessus.

Soit j ∈ N. On fixe A1 . . .Ak des repréesentants des classes de conjugaison de H dans
Carj(X). Pour i ∈ {1 . . . k}, on note εI,i la signature imaginaire de WH(ai) et on fixe un
systèeme positif ψi de ∆I(h, ai).
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Soit πj l’application de IDj(U) dans
⊕

1≤i≤k
D(U ∩ Ai)ψi déefinie par :

πj(F ) =
∑

1≤i≤k
bψiFAi

Théeorèeme 2.4 ([B3] théeorèeme 8.2.3) L’application πj est surjective et sa transposée tπj
est une bijection de

(
⊕

1≤i≤k
D(U ∩ Ai)ψi)′

sur l’orthogonal de IDj−1(U) dans IDj(U)′.

3 Intéegrales invariantes stables

Dans ce paragraphe, nous déefinissons la notion d’intéegrales invariantes stables et nous les
caractéerisons par des propriéetées analogues àa celles des intéegrales invariantes. Les réesultats
obtenus et les méethodes utiliséees sont les mêemes que pour les groupes points réeels d’un
groupe algéebrique réeductif connexe déefini sur R (voir[S] et[B3]).

Déefinition 3.1 Soit γ ∈ Xreg. On appelle orbite stable de γ et on la note < γ > l’ensemble
des x ∈ X tels que ϕ(x) et ϕ(γ) soient G-conjuguées.

Soit A ∈ Car(X) associée àa a ∈ Car(h). On pose comme dans [S]

A(A) = {g ∈ G;Adg a ⊂ h}
L’ensemble A(A) est éegalement l’ensemble des g ∈ G tels que g−1σ(g) ∈ ZG(a) et

donc on a A(A) = HNG(a).

Théeorèeme 3.2 ([S] théeorèeme 2.1) Soit L = ZG(aR) oùu aR est la partie vectorielle de a.
On a

A(A) = HNL(a).

On pose 3.3 S(A) = H \ A(A)/ZG(a)

C’est un ensemble fini isomorphe àa WH(a) \WG(a) = WL∩H(a) \WL(a) (d’aprèes le
théeorèeme préecéedent).

Soit γ ∈ Areg et soit x ∈< γ >. Il existe alors g ∈ G tel que gϕ(γ)g−1 = ϕ(x) et donc
Adg a ⊂ h. Par suite, on a g ∈ A(A). Maintenant, si g ∈ A(A), il se peut que gϕ(γ)g−1

n’appartienne pas àa M = ϕ(X). On déefinit alors A(A)γ comme l’ensemble des g ∈ A(A)
tels que gϕ(γ)g−1 ∈M .

Déefinition 3.4 Pour g ∈ A(A)γ, on note γg l’unique éeléement de X tel que gϕ(γ)g−1 =
ϕ(γg).
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On pose S(A)γ = H \ A(A)γ/ZG(a). On a alors

< γ >=
⋃

x∈S(A)γ

H.γx

Soit Aj la composante connexe de A contenant γ. On peut éecrire Aj = exp ia.xj oùu
ϕ(xj) = uj ∈ M ∩ H. Il est clair que gϕ(γ)g−1 ∈ M si et seulement si gujg

−1 ∈ M .
Donc les ensembles A(A)γ et S(A)γ déependent uniquement de la composante connexe de
A contenant γ. On utilisera ces notations mêeme lorsque l’éeléement γ n’est pas réegulier.
D’autre part, lorsque γ est réegulier, on posera

Sγ = S(A)γ

Déefinition 3.5 Un ouvert U de X est dit stablement invariant s’il est complèetement
invariant et s’il contient l’orbite stable de ses éeléements semi-simple réeguliers.

Déefinition 3.6 Soit U un ouvert stablement invariant de X. Soit f ∈ D(U). On déefinit
l’intéegrale orbitale stable de f sur Ureg et on la note Mst(f) de la manièere suivante : Si
γ ∈ Ureg et si A est l’unique sous-ensemble de Cartan de X contenant γ alors

Mst(f)(γ) =
∑

x∈Sγ
M(f)(γx).

Il est clair queMst(f) est de classe C∞ sur Ureg et qu’elle est constante sur chaque orbite
stable. On dit alors qu’elle est stablement invariante.

Soit U un ouvert stablement invariant. Soit IDst(U) l’ensemble des fonctions F de
C∞(Ureg) qui sont stablement invariantes et qui véerifient les propriéetées suivantes :

Ist
1 (Ureg) est identique àa I1(Ureg).

Ist
2 (Ureg)- Pour tout a ∈ Car(h) et pour tout systèeme positif ψ de ∆I(h, a), on note A le

sous-ensemble de Cartan associée àa a, alors la fonction bψF/A se prolonge de façcon C∞ sur
l’ensemble des γ tels que pour tout x ∈ Sγ l’on ait γx ∈ A′Inc.

Ist
3 (Ureg)- (relations de sauts) Soit γ ∈ X un éeléement semi-réegulier de type hyperbolique.

Soit a une sous-algèebre de Cartan fondamentale de Zh(ϕ(γ)) et soit A le sous-ensemble de
Cartan de X associée àa a. Soit ±α les deux uniques racines (imaginaires non compactes)
de ∆(h, a) telles que ξ±α(γ) = 1.

On note, comme en 1.8, aα et Aα la sous-algèebre et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement àa a et A et cα la transformation de Cayley correspondante. Soit
β = cαα.

On choisit comme en 1.9, un systèeme positif ψ de ∆I(h, a) adaptée àa α. Il déefinit donc
un systèeme positif ψα de ∆I(h, aα).
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Alors pour tout u ∈ S(aC), on a

lim
t→0+

∂(u)(bψFA)(exp− tHα.γ)− lim
t→0−

∂(u)(bψFA)(exp− tHα.γ)

= 2i lim
t→0

∂(cαu)(bψαFAα)(exp− itHβ.γ)

On munit l’espace IDst(U) de la topologie suivante :
Soit L ∈ U un compact modulo H stablement invariant. On note IDst(L) le sous-

espace de IDst(U) des fonctions àa support dans L.
On déefinit la famille de semi-normes νA,u oùu A ∈ CarX est associée àa a ∈ Carh et

u ∈ S(aC), par
νA,u(ψ) = sup

a∈A
| ∂(u)ψA(a) |

Muni de la topologie déefinie par ces semi-normes, l’espace IDst(L) est un espace de
Fréechet. Si L ⊂ L1 sont deux compacts modulo H, l’injection canonique de IDst(L)
dans IDst(L1) est un isomorphisme topologique de IDst(L) sur son image munie de la
topologie induite.

On munit IDst(U) de la topologie limite inductive des IstD(L), oùu L ⊂ U compact
modulo H stablement invariant. Cette topologie en fait un espace LF et l’applicationMst

est continue.

Théeorèeme 3.7 L’image de D(U) par Mst est contenu dans IDst(U).

Déemonstration : La déemonstration est analogue àa celle du lemme 4.3 de [S]. Soit f ∈
D(U). Soit A ∈ Car(X) associée àa a ∈ Car(h).

Pour tout γ ∈ Areg, on a Mst(f)(γ) =
∑

x∈Sγ
M(f)(γx).

Les propriéetées Ist1 (Ureg) et Ist2 (Ureg) déecoulent directement des propriéetées I1(Ureg) et
I2(Ureg) véerifiéees par M(f).

Déemontrons donc la propriéetée Ist3 (Ureg).
Soit γ ∈ X semi-réegulier de type hyperbolique. Soit a une sous-algèebre de Cartan

fondamentale de Zh(ϕ(γ)). On note par ±α les deux uniques racines imaginaires non
compactes de ∆I(h, a) telles que ξ±α(γ) = 1.

On note, comme en 1.8, aα et Aα la sous-algèebre et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement àa a et A et cα la transformation de Cayley correspondante. Soit
β = cαα.

On choisit comme en 1.9, un systèeme positif ψ de ∆I(h, a) adaptée àa α et donc un
systèeme positif ψα de ∆I(h, aα).

Pour simplifier les notations on pose

FA = bψMst(f)A
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et pour a ∈ Areg et w ∈ Sa, on pose

Fw
A (a) = bψ(a)M(f)A(aw)

de telle sorte que
FA(a) =

∑

w∈Sa
Fw
A (a)

Soit u ∈ S(aC). Pour t ∈ R, l’éeléement γt = exp − tHα.γ appartient àa la mêeme composante
connexe de A que γ.

On a donc :

lim
t→0+

∂(u)FA(γt)− lim
t→0−

∂(u)FA(γt) =
∑

w∈S(A)γ

[ lim
t→0+

∂(u)Fw
A (γt)− lim

t→0−
∂(u)Fw

A (γt)]

Soit w ∈ S(A)γ. Si la racine wα est compacte alors γw apppartient àa A′Inc. Donc, par
I2(Ureg), l’application Fw

A est continue en γ. Il suffit donc de considéerer dans la somme
ci-dessus simplement les w ∈ S(A)γ tels que wα soit imaginaire non compacte.

Pour relier l’ensemble des w ∈ S(A)γ tels que wα soit imaginaire non compacte àa
S(Aα)γ, nous utilisons les réesultats suivants de Shelstad.

Lemme 3.8 ([S] lemme 4.2) Soit L = ZG(aR) et soit w ∈ WL(a) tel que wα soit imagi-
naire non compacte. Alors, il existe w0 ∈ WL∩H(a) tel que w0α = ±wα.

Soit C(A) l’ensemble des w ∈ S(A) tels qu’il existe δ ∈ NL(a) repréesentant w et véerifiant
δα = ±α.

Soit Sα(A) l’ensemble des orbites de < 1, sα > dans C(A).

Lemme 3.9 ([S] proposition 4.6) L’application de S(Aα) dans Sα(A) qui àa w associe
c−1
α wcα est bijective.

On note C(A)γ = S(A)γ ∩ C(A) et soit Sα(A)γ l’ensemble des orbites de < 1, sα > dans
C(A)γ.

Lemme 3.10 L’application de S(Aα)γ dans Sα(A)γ qui àa w associe c−1
α wcα est bijective.

Déemonstration : Comme ξα(γ) = 1, on peut éecrire ϕ(γ) = exp(Z+inπHα) oùu Z ∈ a+ia
avec α(Z) = 0 et n ∈ Z.

D’autre part, on a cαα = β et exp iπHα = exp iπHβ. Par suite, si w ∈ S(Aα)γ on a
w.β = β et donc, on a wϕ(γ)w−1 = exp wZ exp iπnHβ ∈M avec β(wZ) = 0.

On en déeduit que
(c−1
α wcα)ϕ(γ)(c−1

α w−1cα) = expwZ exp inπHβ ∈M . Le lemme 3.10 déecoule du lemme
3.9.

Soit w ∈ NL(a) tel que wα soit imaginaire non compacte. Par le lemme 3.8, il existe
w0 ∈ NL∩H(a) tel que w−1

0 wα = ±α et w−1
0 w repréesente le mêeme éeléement que w dans

S(A).
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On a donc :

lim
t→0+

∂(u)FA(γt)− lim
t→0−

∂(u)FA(γt) =
∑

w∈C(A)γ

[ lim
t→0+

∂(u)Fw
A (γt)− lim

t→0−
∂(u)Fw

A (γt)]

1er cas : sα se réealise dans H
Dans ce cas, chaque orbite de Sα(A)γ contient un seul éeléement et donc Sα(A)γ est

isomorphe àa C(A)γ.
De plus, par I3(Ureg), on a

lim
t→0+

∂(u)Fw
A (γt)− lim

t→0−
∂(u)Fw

A (γt) = 2i lim
t→0

∂(cαu)Fw
Aα(exp− itHβ.γ)

En utilisant le lemme 3.10, on obtient :

lim
t→0+

∂(u)FA(γt)− lim
t→0−

∂(u)FA(γt) = 2i lim
t→0

∂(cαu)FAα(exp− itHβ.γ)

2eme cas : sα ne se réealise pas dans H
Dans ce cas, chaque orbite de Sα(Aγ) contient deux éeléements.
Soit u ∈ S(aC) tel que usα = −u. L’application Mst(f)A est invariante sous l’action

de sα. Par suite, on a
FA(γ−t) = −FA(γt)

On en déeduit donc, comme usα = −u, que l’on a

lim
t→0+

∂(u)FA(γt) = lim
t→0−

∂(u)FA(γt)

et
lim
t→0

∂(cαu)FAα(exp− itHβ.γ) = 0

Soit maintenant u ∈ S(aC) tel que usα = u. Soit w ∈ C(A)γ et δ ∈ NL(a) tel que δ
repréesente w. On a

F sαδ
A (γt) = bψ(γt)M(f)(γsαδt )

= bψ(γt)M(f)(γδ−t)
= −bψ(γ−t)M(f)(γδ−t)

= −F δ
A(γ−t)

Comme usα = u, on obtient :

lim
t→0+

∂(u)F sαδ
A (γt) = − lim

t→0−
∂(u)F δ

A(γt)

Par suite, on a

lim
t→0+

∂(u)FA(γt)− lim
t→0−

∂(u)FA(γt) = 2
∑

δ∈Sα(A)γ

[ lim
t→0+

∂(u)F δ
A(γt)− lim

t→0−
∂(u)F δ

A(γt)]

= 2i
∑

δ∈S(Aα)γ

lim
t→0

∂(cαu)F δ
Aα(exp− itHβ.γ) = 2i lim

t→0
∂(cαu)FAα(exp− itHβ.γ)
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Ceci achèeve la déemonstration du théeorèeme.

Nous voulons maintenant prouver la surjectivitée de l’application Mst de D(U) dans
IDst(U).

Pour j ∈ N, on note IDstj (U) l’ensemble des F ∈ IDst(U) telles que si k > j alors,
pour tout A ∈ Cark(X) on a FA = 0.

Soit A ∈ Car(X) associée àa a ∈ Car(h). Soit ψ un systèeme de racines imaginaires
positives de ∆I(h, a). La notion de signature imaginaire déefinie en 2.3 se prolonge àa WG(a).

On note D(U ∩A)ψ,st l’ensemble des f ∈ D(U ∩A) telles que, pour tout a ∈ A et pour
tout w ∈ A(A)a, l’on ait

f(aw) = εI(w
−1)

ξρψ−w−1ρψ(a)

| ξρψ−w−1ρψ(a) |f(a)

Si A ∈ Carj(X) et si f ∈ IDstj (U) alors on a bψfA ∈ D(U ∩ A)ψ,st.
Soit j ∈ N. On fixe A1 . . .Ak des repréesentants des classes de conjugaison de H dans

Carj(X). Pour i ∈ {1 . . . k}, on fixe un systèeme positif ψi de ∆I(h, ai).
Soit πstj l’application de IDstj (U) dans

⊕

1≤i≤k
D(U ∩ Ai)ψi,st déefinie par :

πstj (F ) =
∑

1≤i≤k
bψiFAi

Déefinition 3.11 Une distribution sur U est dite stablement invariante (ou stable) si elle
se trouve dans la clôoture, pour la topologie faible, de l’espace vectoriel engendrée par les
distributions f → Mst(f)(γ) oùu γ ∈ Ureg. On note D(U)′st l’espace des distributions
stablement invariantes sur U .

Théeorèeme 3.12 (i) L’application πstj est surjective,
(ii) L’application Mst est surjective de D(U) dans IDst(U),
(iii) Sa transposéee tMst est une bijection de IDst(U)′ sur D(U)′st.

Déemonstration : La déemonstration de ce théeorèeme est analogue àa celle du théeorèeme
6.2.1 de [B3].

Soit j ∈ N. Soit Dstj (U) l’image réeciproque de IDstj (U) parMst. Montrons tout d’abord

que πstj ◦Mst envoie surjectivement Dstj (U) sur
⊕

1≤i≤k
D(U∩Ai)ψi,st. Pour cela, on introduit,

pour i ∈ {1, . . . k} la fonction pAi de D(U ∩ Ai)ψi dans D(U ∩ Ai)ψi,st déefinie par

pAi(f)(γ) =
∑

w∈S(Ai)γ

εI(w)
ξw−1ρψi−ρψi (γ)

| ξw−1ρψi−ρψi (γ) |f(γw)
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Si f ∈ D(U ∩ Ai)ψi,st alors pAi(f)(γ) =| S(Ai)γ | f(γ). Comme S(Ai)γ ne déepend que de
la composante connexe de Ai àa laquelle appartient γ, on en déeduit que l’application pAi
est surjective.

On fixe (f1, . . . fk) ∈
⊕

1≤i≤k
D(U ∩ Ai)ψi,st. Pour tout i ∈ {1, . . . k}, il existe f̃i ∈

D(U ∩ Ai)ψi telle que pAi(f̃i) = fi.
On rappelle que IDj(U) est l’ensemble des f ∈ ID(U) telles que, pour tout k > j et

pour tout A ∈ Cark(X) l’on ait FA = 0. Soit Dj(U) =M−1(IDj(U)).
D’aprèes les théeorèemes 2.2 et 2.4, il existe ϕ ∈ Dj(U) telle que, pour tout i ∈ {1, . . . k},

l’on ait bψiM(ϕ)Ai = f̃i.
Il est facile de voir que l’on a bψiMst(ϕ)Ai = pAi(bψiM(ϕ)Ai) et par suite bψiMst(ϕ)Ai =

fi. On obtient donc πstj ◦Mst(ϕ) = (f1, . . . fk).
Comme Dj(U) ⊂ Dstj (U), on obtient le réesultat voulu. Le (i) du théeorèeme est donc

prouvée.

A partir de làa, il est facile de véerifier par réecurrence sur j que Mst est surjective de
Dj(U)st dans IDstj (U) ce qui prouve (ii).

La surjectivitée deMst implique l’injectivitée de tMst. Il est clair que l’on a ImtMst ⊂
D(U)′st ⊂ (KerMst)⊥. Por avoir la surjectivitée de tMst, il suffit donc de prouver que l’on
a (KerMst)⊥ ⊂ ImtMst, c’est-àa-dire si Θ ∈ D(U)′ est nulle sur KerMst, alors il existe
θ ∈ IDst(U)′ telle que Θ =tMst(θ).

Pour cela nous allons utiliser, d’une part, le réesultat suivant de F. Trèeves :
Théeorèeme ([T2] théeorèeme 7.1) Soient E et F deux espaces de Fréechet et u une application
linéeaire continue de E dans F . Alors u est surjective si et seulement si tu est une bijection
de F ′ sur (Keru)⊥.

D’autre part nous allons utiliser l’existence de partitions stablement invariantes de
l’unitée :

Lemme : Soit L ⊂ X un compact modulo H stablement invariant et soit {Wi}i=1...r

un recouvrement de L par des ouverts stablement invariants. Alors il existe pour tout
i ∈ {1, . . . r} une fonction χi ∈ C∞(Wi) constante sur les orbites stables àa support

compact modulo H inclus dans Wi telles que
r∑

i=1

χi = 1 au voisinage de L.

A. Bouaziz déemontre dans ([B3] lemme 6.1.1) cette assertion pour un groupe de Lie
semi-simple réeel. Sa déemonstration repose sur l’existence de bons voisinages de chaque
éeléement semi-simple du groupe. Or il prouve ([B3] paragraphe 8.1) l’existence de bons
voisinages de chaque éeléement semi-simple pour l’espace syméetrique X. On obtient alors
facilement le lemme préecéedent.

Supposons que l’on ait une famille K de compacts L modulo H stablement invariants
dont les intéerieurs sont stablement invariants et recouvrent U et tels que l’application
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Mst soit surjective de D(L) dans IDst(L). On notera Mst
L la restriction de Mst àa D(L).

Pour chaque L ∈ K, on construit un ouvert UL ⊂ U qui rencontre l’orbite stable de
tout éeléement de L et dont l’adhéerence UL est un compact inclus dans U de la manièere
suivante : on fixe A1, . . .Ak une famille repréesentative de classes de H-conjugaison de
sous-ensembles de Cartan de X. Pour chaque i, on choisit un ouvert Ui ⊂ U qui contient
L ∩ Ai et dont l’adhéerence dans U est compacte (voir [B3] paragraphe 2.2 et 8.1). Alors
∪i∈{1,...k}Ui convient.

La mêeme déemonstration que celle du lemme 10.2.1 de [B2] permet d’éecrire D(L) =
D(L∩UL)+KerMst

L . Par suite la restrictionMst
L,UL

deMst
L àa D(L∩UL) est surjective de

D(L∩UL) dans IDst(L). Les espaces D(L∩UL) et IDst(L) éetant des espaces de Fréechet,
l’application Mst

L,UL
est bijective de IDst(L)′ dans (KerMst

L,UL
)⊥.

Soit Θ ∈ D(U)′ nulle sur KerMst. Par ce qui préecèede, il existe une unique θL ∈
IDst(L)′ telle que la restriction de Θ àa D(L ∩ UL) soit éegale àa Mst

L,UL
(θL). La restriction

de Θ àa D(L) est alors éegale àa tMst
L,UL

(θL). L’unicitée des θL implique que pour L,L′ ∈ K,
les restrictions de θL et θL′ cöııncident sur IDst(L∩L′). La partition stablement invariante
de l’unitée implique qu’il existe θ ∈ IDst(U)′ dont la restriction àa chaque IDst(L) soit θL.
Il est alors clair que l’on a tMst(θ) = Θ.

Il reste àa prouver l’existence de la famille K. On procèede comme dans la déemonstration
du théeorèeme 6.2.1 de [B3]. Soit n = dimh. Pour X ∈ h on note

det(λ− adX) = λn + an−1(X)λn−1 + . . . + al(X)λl

le polynome caractéeristique de X. Soit d = 2(n− l)!. On pose ni = d/2(n−i). Soit q(X) =∑
i ai(X)2ni . C’est une fonction polynomiale H-invariante. Si X et X ′ sont réeguliers et

G-conjuguées alors q(X) = q(X ′). D’autre part, on q(X) = 0 si et seulement si X est
nilpotent.

Soit γ un éeléement semi-simple de U . Soit γ1, . . . γr ∈ X de telle sorte que
⋃

g∈G
gϕ(γ)g−1∩

ϕ(X) =
r⋃

j=1

H.γj. Pour j ∈ {1, . . . r}, on pose Mj = ZH(ϕ(γj)) et mj = Zh(ϕ(γj)). Pour

ε > 0, on note Vj,ε l’ensemble des X ∈ mj tels que q(X) < ε. Pour ε petit, c’est un
voisinage admissible de 0 dans mj([B3] paragraphes 6.1 et 8.2). Pour 0 < η < ε, on pose
Lj,η = HexpiVj,η.γj oùu Vj,η est l’adhéerence de Vj,η. SoitMmj(ψ) l’intéegrale invariante sous
le groupe Mj d’une fonction ψ ∈ D(mj). D’aprèes ([B3] déemonstration du théeorèeme 6.2.1),

l’applicationMmj est surjective de D(Vj,ε) dans IDmj(Vj,ε). Soit Lγ,η =
r⋃

j=1

Lj,η. C’est un

compact modulo H, stablement invariant dont l’intéerieur Lγ,η est éegalement stablement
invariant.

Par le lemme 8.2.1 de [B3] (qui ramèene l’éetude de M àa celle des Mmj), on en déeduit
queM est surjective de D(Lγ,η) dans ID(Lγ,η). Le raisonnement appliquée dans la déemons-
tration de (i) et (ii) prouve alors que Mst est surjective de D(Lγ,η) dans IDst(Lγ,η).
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Pour γ un éeléement semi-simple de X, on choisit ηγ assez petit. L’ensemble des Lγ,ηγ
pour γ parcourant l’ensemble des éeléements semi-simples de U forment un recouvrement
de U ([H1] corollaire 2.13). La famille K formée des Lγ,ηγ pour γ parcourant l’ensemble des
éeléements semi-simples de U véerifie bien les hypothèeses voulues.

Ceci achèeve la déemonstration du théeorèeme.
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II Distributions sphéeriques

Dans cette partie, nous rappelons les constructions de distributions sphéeriques faites
dans [H2] et [H3] àa partir des transforméees de Fourier d’orbites de la repréesentation co-
adjointe. Nous les exprimons comme coefficients de repréesentations irréeductibles unitaires
de G.

Ensuite, nous introduisons la notion de distributions sphéeriques stables et nous don-
nons des exemples de séeries de distributions sphéeriques stables.

Sauf mention explicite du contraire, les notations sont celles de la partie I.

4 Rappels. Séerie principale sphéerique

Soit D(X) l’agèebre des opéerateurs difféerentiels G-invariants sur X. Cette algèebre est iso-
morphe au centre Z(g) de l’algèebre enveloppante de g ([H2] paragraphe 2). Dans toute la
suite de cet article, on identifiera ces deux algèebres.

Déefinition 4.1 Une distribution θ sur X est dite sphéerique si elle est H-invariante et s’il
existe un caractèere χ de Z(g) tel que, pour tout z ∈ Z(g), l’on ait z.θ = χ(z)θ.

Théeorèeme 4.2 ([Sa 1] Théeorèeme 4.3) Si θ est une distribution sphéerique sur X alors θ
est une fonction localement intéegrable sur X et analytique sur Xreg.

Soit (π,Hπ) une repréesentation unitaire, admissible avec caractèere infinitéesimal de G. On
note respectivement H∞π et H−∞π l’espace de Fréechet des vecteurs de classe C∞ de Hπ et
l’espace des formes antilinéeaires continues sur H∞π .

Soit H−∞,Hπ l’ensemble des éeléements H-invariants de H−∞π .

Proposition 4.3 ([Po])Si v ∈ H−∞,Hπ et si ψ ∈ D(X) alors

π(ψ)v =
∫

X
π(g)v ψ(g)dġ ∈ H∞π .

Déefinition 4.4 Soit v et w deux éeléements de H−∞,Hπ . On appelle coefficient de π relati-
vement àa (v, w), la distribution qui àa f ∈ D(X) associe < π(f)v, w > .

Lemme 4.5 Lorsque π est irréeductible et v ∈ H−∞,Hπ alors la distribution qui àa f ∈ D(X)
associe < π(f)v, v > est déefinie positive et extréemale.

21



                

On suppose dans ce paragraphe que l’algèebre h admet une sous-algèebre de Cartan com-
pacte t. Soit T le sous-ensemble de Cartan de X associée àa t. On notera ∆ et ∆+ le systèeme
de racines de t et un systèeme positif.

Soit λ un éeléement réegulier de t∗. Soit ωλ = H.λ l’orbite sous la repréesentation coadjointe
de λ. Cette orbite a une mesure canonique dβωλ (mesure de Liouville) qui est tempéeréee. On
note β̂ωλ sa transforméee de Fourier. C’est une distribution H-invariante sur h, tempéeréee
et solution propre des opéerateurs difféerentiels àa coefficients constants sur h.

Soit γ l’isomorphisme d’harish-Chandra de Z(g) dans S(tC)W (g,tC).
Soit Ω la composante connexe de 0 de l’ensemble des X ∈ h tels que J(X) 6= 0 (J est

le jacobien de l’application Exp). L’application Exp est un isomorphisme de Ω sur son
image.

Théeorèeme 4.6 ([H2] Théeorèeme 7.1) Soit Tωλ la fonction déefinie sur Xreg par :

Tωλ(x) =
∑

Y ∈ hreg
Exp Y = x

β̂ωλ(Y ) | J(Y ) |−1/2

Alors, Tωλ déefinit une distribution sphéerique sur X. C’est l’unique distribution sphéerique
véerifiant les trois propriéetées suivantes :

(i) pour tout z ∈ Z(g), on a z.Tωλ = γ(z)(iλ)Tωλ,
(ii) si x ∈ Treg \ Exp t alors Tωλ(x) = 0,
(iii) si X ∈ treg alors

Tωλ(ExpX) =| J(X) |−1/2 β̂ωλ(X) = (−1)|∆
+
Inc(h,a)|(2i)|∆

+|
∑
w∈WH(a) ε(w)ei<wλ,X>

∏
α∈∆+

λ
(eiα(X) − e−iα(X))

oùu ∆+
λ est l’ensemble des racines β telles que i < λ,Hβ >> 0.

Soit n =
∑

α∈∆+

gα et N = exp n. Soit B = exp(t + it)N . On déefinit le caractèere χλ de

B par
χλ(exp(X + iY )n) = ei<λ,Y >

Soit πλ = indGBχλ et soit Hλ l’espace de πλ. La repréesentation πλ est unitaire et irréeduc-
tible.

Théeorèeme 4.7 ([D] théeorèeme 3) Pour presque tout λ ∈ t∗reg, il existe vλ ∈ H−∞,Hλ tel
que

Tωλ(x) =< πλ(x)vλ, vλ >
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5 Prolongement àa un groupe réeductif complexe

Dans ce paragraphe, nous donnons la séerie principale sphéerique pour les espaces syméetriques
réeductifs du type GC/GR.

Soit M un groupe de Lie réeductif complexe connexe d’algèebre de Lie m. Soit Z le centre
de M et soit M1 le groupe déerivée de M . On note z et m1 leur algèebre de Lie respective.

Soit h une forme réeelle de m et soit σ la conjugaison de m relativement àa h. Soit H le
sous-groupe analytique de M d’algèebre de Lie h. On pose H1 = H ∩M1 et h1 = h ∩m1.

On note par la mêeme lettre p les projections canoniques de M sur M/H et de M1 sur
M1/H1.

On suppose que M véerifie les propriéetées suivantes :
5.1 (i)M1 est simplement connexe,

(ii) il existe un ensemble fini Z de H tel que Z = Zexp z,
(iii) H1 admet une séerie discrèete ( ce qui est éequivalent àa dire que h1 admet une

sous-algèebre de Cartan compacte ).

On choisit une sous-algèebre de Cartan compacte t1 de h1 et on pose t = z ∩ h + t1.
Dans le paragraphe préecéedent, nous avons déefini la séerie principale sphéerique sur

M1/H1. Nous voulons prolonger ces distributions àa l’espace M/H.
Soit p0 l’application de (M1/H1)×Z/Z ∩H dans M/H qui àa (p(m), z) associe p(mz).

Remarque : Dans ([H3], paragraphe 3 p117), nous avons déefini le prolongement d’une
distribution sphéerique θ sur M1/H1 par un caractèere unitaire de Z trivial sur Z∩H comme
éetant la distribution Θ déefinie par

Θ(y) =
∑

(x, z) ∈ (M1/H1)reg × Z/Z ∩H
p0(x, z) = y

θ(x) χ(z)

Ceci déefinit en effet une distribution sur M/H solution propre des opéerateurs difféerentiels
H-invariants sur M/H. Elle est H1(Z ∩H)-invariante mais non H-invariante.

Nous donnons ici une déefinition correcte du prolongement qui diffèere donc de celle de
[H3]. Cette erreur n’influe pas sur les réesultats de [H3] comme nous allons le voir dans ce
qui suit.

Soit L l’ensemble des x ∈M1/H1 tels qu’il existe z ∈ Z véerifiant x = p(z). L’ensemble
L est fini ([H 3] lemme 3.2). Nous allons tout d’abord donner quelques propriéetées de
l’ensemble L.

Lemme 5.2 (i) L = M1 ∩ (ZH)/H1,
(ii) si p(y) ∈ L alors yH1y

−1 = H1,
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(iii) Soit H = H/(Z∩H)H1 de telle sorte que H =
⋃

x∈H
(Z∩H)xH1. Alors l’application

de H dans L qui àa zm ∈ ZM1 associe mH1 est bien déefinie et elle induit un isomorphisme
de H dans L,

(iv) H.µ1 =
⋃

x∈H
H1x.µ1.

Déemonstration : L’assertion (i) est juste la déefinition de L. Si p(y) ∈ L, on a y = zh
avec z ∈ Z et h ∈ H. Par suite yσ(y)−1 commute àa H1 ce qui s’éecrit, pour tout x ∈ H1 ,
y−1xy = σ(y−1xy). On obtient alors (ii).

Soit h ∈ H . On peut éecrire h = zm avec z ∈ Z et m ∈M1. Si h = z′m′ est une autre
déecomposition analogue de h alors, on a mm′−1 = z′z−1 ∈ Z ∩M1 ⊂ H1 et donc m = m′

modulo H1. On a donc bien déefinie une application ψ de H dans L. Si m ∈ M1 ∩ ZH,
alors m = zh et donc ψ(h) = mH1 ce qui assure la surjectivitée de ψ. Il est clair que le
noyau de ψ est (Z ∩H)H1. On en déeduit donc (iii).

L’assertion (iv) déecoule de la déefinition de H.

Pour u ∈ L, on notera par la mêeme lettre un repréesentant de u dans M1 et on choisit
zu ∈ Z tel que u = p(zu).

Lemme 5.3 Soit θ une distribution sphéerique sur M1/H1 et χ un caractèere de Z trivial
sur Z ∩H. On identifie χ àa une fonction sur Z/Z ∩H. Alors la fonction pr(θ, χ) déefinie
sur (M/H)reg par

pr(θ, χ)(y) =
∑

u∈L

∑

(x, z) ∈ (M1/H1)reg × Z/Z ∩H
p0(x, z) = y

θ(u−1x) χ(z)χ(zu)

déefinit une distribution sphéerique sur M/H.

Soit maintenant (π1,H1) une repréesentation unitaire admissible avec caractèere infinitéesi-
mal de M1 et soit χ un caractèere de Z trivial sur Z ∩H. On a le réesultat suivant

Proposition 5.4 Pour tout v ∈ H−∞,H1 , il existe w ∈ H−∞,H1 tel que

pr(< π(m)v, v >, χ)(p0(m, z)) =< π(m)w,w > χ(z)

Déemonstration : Il suffit de poser w =
∑

u∈L
χ(z−1

u )π(u)v. Le lemme s’obtient par simple

calcul.

Nous allons éetudier ici le prolongement de TH1.µ1 oùu µ1 ∈ t∗1 reg.
Soit ΓZ l’ensemble des X ∈ z∩ h tels que exp 2iX = 1 et Γ∗Z le dual de ΓZ c’est-àa-dire

l’ensemble des λ ∈ (z ∩ h)∗ tels que pour tout X ∈ ΓZ l’on ait λ(X) ∈ 2πZ.

Lemme 5.5 Soit µ0 ∈ (z∩h)∗. Alors l’application χµ0 de Z dans C qui àa zexp(X+ iY ) ∈
ZexpzC associe ei<µ0,Y > déefinit un caractèere de Z trivial sur Z ∩ H si et seulement si
µ0 ∈ Γ∗Z.
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Déemonstration : L’application χµ0 déefinit un caractèere de Z si et seulement si
zexp(X + iY ) = z′exp(X ′ + iY ′) implique que µ0(Y − Y ′) ∈ 2πZ. Or ceci est imméediat
puisque zexp(X + iY ) = z′exp(X ′ + iY ′) implique Y − Y ′ ∈ ΓZ .

Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe µ = µ0 + µ1 ∈ Γ∗Z + t∗1 reg.

Lemme 5.6 On reprend les notations des théeorèemes 4.6 et 4.7. Soit y ∈ L. Alors, pour
tout m ∈M1/H1, on a

TH1y.µ1(m) =< πµ1(m)πµ1(y)vµ1 , πµ1(y)vµ1 >

Déemonstration : Soit Fµ1(m) =< πµ1(m)πµ1(y)vµ1 , πµ1(y)vµ1 >. C’est une distribution
sphéerique sur M1/H1 telle que pour tout z ∈ Z(m1) l’on ait z.Fµ1 = γ(z)(iµ1)Fµ1 . On
note T1 le sous-ensemble de Cartan de M1/H1 associée àa t1. Par le théeorèeme d’unicitée ([H2]
théeorèeme 4.1), il suffit de prouver que, pour tout t ∈ T1 reg on a TH1y.µ1(t) = Fµ1(t).

Si y ∈ L alors ϕ(y) ∈ M1 ∩ Z et donc on peut choisir un repréesentant dans NM1(t1)
de y que l’on notera éegalement y.

Soit t ∈ T1 reg. On peut éecrire t = p(exp iX m) avec m ∈ NM1(t1). Par suite, on a

Fµ1(t) =< πµ1(y−1exp iXmy)vµ1 , vµ1 >= TH1.µ1(p(exp(iy−1.X)y−1my))

Or on a TH1.µ1(p(exp(iy−1.X)y−1my) 6= 0 si et seulement si y−1my ∈ H1 ce qui est
éequivalent àa m ∈ H1 (d’aprées 5.2 (ii)).

Donc Fµ1 est nulle sur T1 reg \ Exp(t1 reg).
Soit maintenant X ∈ t1 reg. On a :

Fµ1(Exp X) = TH1.µ1(p(exp iy−1.X)) = (−1)|∆
+
Inc(h,t1)|(2i)|∆

+|
∑
w∈WH1

(t1) ε(w)ei<wµ1,y−1.X>

∏
α∈∆+

µ1
(eiα(y−1.X) − e−iα(y−1.X))

Par le lemme 5.2 (ii), l’application de WH1(t1) dans lui-mêeme qui àa w associe Ady◦w◦Ady−1

est un isomorphisme. On en déeduit alors :

Fµ1(Exp X) = (−1)|∆
+
Inc(h,t1)|(2i)|∆

+|
∑
w∈WH1

(t1) ε(w)ei<wyµ1,X>

∏
α∈∆+

y.µ1
(eiα(X) − e−iα(X))

= TH1y.µ1(Exp X)

Le lemme est donc prouvée.

On note B = exp(t + it)N oùu N = exp(
∑

α∈∆+(h,t)

mα). On note χµ le caractèere de B

déefini par
χµ(exp(X + iY )n) = ei<µ,Y >

et on pose πµ = indMB χµ d’espace Hµ.
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Corollaire 5.7 Pour presque tout µ ∈ Γ∗Z + t∗1 reg, il existe wµ ∈ H−∞,Hµ tel que

pr(TH1.µ1 , χµ0)(x) =
∑

u∈L

∑

p0(y,z)=x

TH1u.µ1(y)χµ0(z) =< πµ(x)wµ, wµ >

5.8 Remarque : (i) Soit ψ0 l’isomorphisme de H dans L déefini dans 5.2 (iii). Alors pour
tout h ∈ H et pour tout repréesentant l de ψ0(h) on a Adh = Adl.

(ii) Par le lemme 5.2, on a β̂H.µ1 =
∑

y∈L
β̂H1y.µ1 . D’autre part, il est clair que pour tout

X ∈ h1 et Y ∈ z ∩ h, l’on a : β̂H.µ(X + Y ) = β̂H.µ1(X)χµ0(exp iY ).

Déefinition 5.9 On pose

TH.µ1 =
∑

y∈L
TH1y.µ1 =

∑

y∈H
TH1y.µ1

et on déefinit

Cµ = pr(TH1.µ1 , χµ0)

Théeorèeme 5.10 On note J le jacobien de l’application Exp de h dans M/H. Pour tout
x ∈ (M/H)reg, on a

Cµ(x) =
∑

{Y ∈hreg ,ExpY=x}/ΓZ
β̂H.µ(Y ) | J(Y ) |−1/2

En particulier, la distribution Cµ est nulle sur Xreg \ Exp hreg et elle ne déepend que de
l’orbite H.µ de µ.

Déemonstration : Soit Exp1 l’application de h1 dans M1/H1 qui àa X associe p(expiX)
et soit J1 son jacobien. Soit Ω1 la composante connexe de 0 de l’ensemble des X ∈ h1 tels
que J1(X) 6= 0. Soit x ∈ (M/H)reg. On a :

Cµ(x) =
∑

(y, z) ∈ (M1/H1)× Z/Z ∩H
p0(y, z) = x

TH.µ1(y)χµ0(z)

=
∑

y ∈ Exp Ω1, z ∈ Z/Z ∩H
p0(y, z) = x

TH.µ1(y)χµ0(z)

=
∑

(Y, z) ∈ h1,reg × Z/Z ∩H
p0(Exp1Y, z) = x

β̂H.µ1(Y )χµ0(z) | J1(Y ) |−1/2

Soit I l’ensemble des (Y, z) ∈ h1,reg × Z/Z ∩ H tels que p0(Exp1Y, z) = x. Soit
z = z0exp(Z0 + iZ1) ∈ Zexp(h ∩ z + ih ∩ z). On a p0(ExpY, z) = x si et seulement si
Exp(Y + Z1) = x.
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Soit Z0 et Z1 dans h∩z tels qu’il existe Y ∈ h1,reg avec Exp(Y +Z0) = Exp(Y +Z1) = x.
Dans ce cas, on a Z0 − Z1 ∈ ΓZ .

Soit I0 l’ensemble des X ∈ hreg tels que Exp X = x. Par ce qui préecèede, l’application
de I0 dans I qui àa X0 +X1 ∈ h ∩ z + h1 associe (X1, ExpX0) induit un isomorphisme de
I0/ΓZ dans I. Du (ii) de la remarque 5.8 et de ce qui préecèede, on obtient :

Cµ(x) =
∑

{Y ∈hreg ;ExpY=x}/ΓZ
β̂H.µ(Y ) | J(Y ) |−1/2

Théeorèeme 5.11 Soit µ ∈ Γ∗Z + t∗1 reg. Alors la distribution Cµ est l’unique distribution
sphéerique véerifiant les propriéetées suivantes :

(i) pour tout z ∈ Z(m), on a z.Cµ = γ(z)(iµ)Cµ
(ii) si x ∈ Treg \ Exp t alors Cµ(x) = 0
(iii) si X ∈ treg alors

Cµ(ExpX) =| J(X) |−1/2 β̂H.µ(X)

Déemonstration : Par le théeorèeme 4.6, la déefinition de Cµ et le théeorèeme 5.10, il est clair
qu’elle véerifie les propriéetées (i) (ii) et (iii). En utilisant l’application p0 elle déefinit une
distribution C0

µ sur M1/H1 et un caractèere de Z trivial sur Z ∩H. Le théeorèeme d’unicitée
([H2] théeorèeme 4.1) dans le cadre semi-simple permet d’obtenir l’unicitée de Cµ.

6 Induction de distributions sphéeriques

Les notations sont celles de la partie I.
Nous allons tout d’abord rappeler brièevement le procéedée d’induction pour les distri-

butions sphéeriques déefini dans [H3].

On fixe une sous-algèebre de Cartan a de h. On note, comme en 1.3, aI et aR les parties
compacte et vectorielle de a. Soit L = ZG(aR). Le groupe L est réeductif, complexe, σ-stable
et de mêeme rang que G.

Pour B ∈ Car(X), on note NH
L (B) l’ensemble des h ∈ H tels que h.B ⊂ L/L ∩H.

Théeorèeme 6.1 ([H3] corollaire 2.4) Soit θ une distribution sphéerique sur L/L ∩H. On
déefinit la fonction indGLθ sur Xreg par

si B ∈ Car(X) et x ∈ Breg alors

indGLθ(x) =| DX(x) |−1/2
∑

h∈H∩L\NHL (B)

θ(h.x) | DL/L∩H(h.x) |1/2

Alors
(1) la fonction indGLθ déefinit une distribution sphéerique sur X,
(2) Si θ est déefinie positive et extréemale alors il en est de mêeme de indGLθ
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On note Z et L1 le centre et le sous-groupe déerivée de L. Soit z et l1 leur algèebre de Lie
respective.

Lemme 6.2 Les groupes L1 et Z véerifient les propriéetées 5.1.

Déemonstration : Le groupe L1 est connexe, semi-simple complexe. On a donc
π1(L1) = Ker exp(2iπ .)/

∑
α∈∆I(h,a)ZHα. Soit X ∈ l1 tel que exp2iπX = e. Comme le

groupe G est simplement connexe, on a

X ∈ l1 ∩
∑

α∈∆(h,a)

ZHα

D’aprèes ([Bou] chapitre 6, paragraphe 1, proposition 28), on a

l1 ∩
∑

α∈∆(h,a)

ZHα =
∑

α∈∆I(h,a)

ZHα =
∑

α∈∆(l∩h,a)

ZHα

On obtient que L1 est simplement connexe.

Il est clair que Z ⊂ exp aC et z est l’ensemble des X ∈ aC tels que pour tout α ∈
∆I(h, a) l’on ait α(X) = 0.

Soit X et Y dans a tels que y = exp(X+ iY ) ∈ Z. Dans ce cas pour tout α ∈ ∆I(h, a),
on a α(X) ∈ 2iπZ et α(Y ) = 0. On peut donc éecrire y = expX0z avec z ∈ exp z et
expX0 ∈ exp(aI ∩ l1) ∩ Z ⊂ L1 ∩H ∩ Z. On obtient l’assertion 5.1 (ii).

L’assertion (iii) est claire puisque l’algèebre a∩ l1 est une sous-algèebre de Cartan com-
pacte de l1 ∩ h.

On pose a1 = a ∩ l1 de telle sorte que a = z ∩ h + a1.

6.3 On note Γa l’ensemble des X ∈ z ∩ h tels que exp2iX = 1 et Γ∗a l’ensemble des
λ ∈ (z ∩ h)∗ tels que pour tout X ∈ Γa, l’on ait λ(X) ∈ 2πZ. On reprends les notations
du paragraphe préecéedent. Pour µ = µ0 + µ1 ∈ Γ∗a + a∗1reg, on a déefini une distribution
sphéerique Cµ sur L/L ∩H (déefinition 5.9).

On pose
6.4 θµ = indGLCµ.

On choisit un systèeme positif ∆+(h, a) de telle sorte que ∆+
C(h, a) soit σ-stable. Soit

b = aC +
∑

α∈∆+(h,a)

gα et soit B le sous-groupe de Borel de G d’algèebre de Lie b. On pose

N = exp(
∑
α∈∆+(h,a) gα) de telle sorte que B = expaCN . On déefinit le caractèere χµ de B

par
χµ(exp(X + iY )n) = ei<µ,Y >

Soit πµ = indGBχµ d’espace Hµ. La repréesentation πµ est unitaire et irréeductible.
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Corollaire 6.5 Pour presque tout µ ∈ Γ∗a + a∗1reg, il existe vµ ∈ H−∞, Hµ tel que
θµ(g) =< πµ(g)vµ, vµ >.

Déemonstration : La déemonstration est analogue àa celle de la proposition 4.1 de [H3].

Proposition 6.6 Soit x ∈ Xreg.
(i) Si x /∈ Exp h alors on a θµ(x) = 0.
(ii) Si X ∈ areg alors on a θµ(Exp X) = 2|∆

+(h∩l,a)|−|∆+(h,a)|β̂H.µ(X) | J(X) |−1/2

Déemonstration : Il suffit de regarder ce qui se passe sur chaque sous-ensemble de Cartan.
Soit B ∈ Car(X) et soit b ∈ Breg. Si NG

L (B) = ∅ alors par le théeorèeme 6.1, la fonction θµ
est nulle sur Breg.

Si NG
L (B) 6= ∅, on a

θµ(b) =| DX(b) |−1/2
∑

h∈H∩L\NHL (B)

Cµ(h.b) | DL/L∩H(h.b) |1/2

Or on a Cµ(h.b) 6= 0 implique h.b ∈ Exp(l ∩ h)reg et donc b ∈ Exp hreg.
Maintenant, si X ∈ areg, on a :

θµ(Exp X) =

| DX(Exp X) |−1/2
∑

h∈H∩L\NHL (A)

β̂L∩H.µ(h.X) | DL/L∩H(h.Exp X) |1/2| Jl∩h(h.X) |−1/2

oùu Jl∩h est le jacobien de l’application Exp de l ∩ h dans L/L ∩H. Le lemme 4.2.1 de [B
1] permet alors de conclure.

7 Distributions sphéeriques stables

Nous rappelons qu’une distribution est dite stable si elle est dans la clôoture pour la
topologie faible, de l’espace vectoriel engendrée par les f →Mst(f)(γ) oùu γ ∈ Xreg.

Théeorèeme 7.1 Soit θ une distribution sphéerique sur X. Alors θ est stable si et seulement
si, pour tout γ ∈ Xreg et pour tout x ∈ Sγ l’on a

θ(γ) = θ(γx)

Déemonstration : On a la formule d’intéegration de Weyl suivante : soit H \ Car(h)
l’ensemble des classes de H-conjugaison de sous-algèebres de Cartan de h. Pour a ∈ H \
Car(h) associéee àa A ∈ Car(X), on peut normaliser la mesure da sur A de telle sorte que,
pour tout f ∈ D(X), l’on ait

< θ, f >=
∑

a∈H\Car(h)

1

| WH(a) |
∫

A
θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) da
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Supposons tout d’abord que pour tout γ ∈ Xreg et pour tout x ∈ Sγ l’on ait θ(γ) = θ(γx).
On veut exprimer < θ, f > en fonction des Mst(f)(a) pour a ∈ Areg.
Soit A ∈ Car(X). Soit A1 . . .Ak les composantes connexes de A.

Soit j ∈ {1, . . . k}. On note ϕ(Aj) = (exp ia)uj oùu uj ∈M ∩H. Soit S(A)j l’ensemble
des x ∈ S(A) tels que xujx

−1 ∈M .

On note Ij l’ensemble des l ∈ {1, . . . k} tels qu’il existe x ∈ S(A)j véerifiant Axj = Al
(ce qui est éequivalent àa xujx

−1 = ul). Pour l ∈ {1, . . . k}, on note Wj,l l’ensemble des
x ∈ S(A)j tels que Axj = Al. On pose αj =| Ij | , aj,l =| Wj,l | et βj = aj,j.

Nous allons éetudier quelques propriéetées des entiers αj et aj,l.
Tout d’abord on a Wj,l 6= ∅ si et seulement si l ∈ Ij. Il est clair que l ∈ Ij si et

seulement si j ∈ Il et on a aj,l = al,j. D’autre part les αj sont tous non nuls.

Supposons l ∈ Ij. Soit w et w′ dans Wj,l. On a alors
wujw

−1 = w′ujw′−1 = ul et donc w′−1w ∈ Wj,j.
Donc si w0 ∈ Wj,l alors l’ensemble Wj,l est l’ensemble des w0w avec w ∈ Wj,j. Par

suite on a
(∗) βj = βl = aj,l = al,j

D’autre part, on a p ∈ Il si et seulement si il existe w ∈ S(A)l tel que wulw
−1 = up.

Comme par hypothèese on a Wj,l 6= ∅, il existe x ∈ S(A)j tel que xujx
−1 = ul et donc on

a wxujx
−1w−1 = up. On en déeduit p ∈ Ij.

Donc on a

(∗∗) αj = αl

D’autre part il est clair que l’on a αjβj =| S(A)j |.

Reprenons la formule d’intéegration de Weyl.
Par hypothèese sur θ, on a, pour tout j ∈ {1 . . . k} et pour x ∈ S(A)j :

∫

Aj
θ(ax) | DX(ax) |1/2 M(f)(ax) da =

∫

Axj

θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) da

=
∫

Aj
θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(ax) da

On a donc

k∑

j=1

1

αjβj

∫

Aj
θ(a) | DX(a) |1/2 Mst(f)(a) da =

k∑

j=1

1

αjβj

∑

x∈S(A)j

∫

Axj

θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) da

=
k∑

j=1

1

αjβj

∑

l∈Ij
aj,l

∫

Al

θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) da

=
k∑

l=1

∑

j∈Il

aj,l
αjβj

∫

Al

θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) da
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Si aj,l 6= 0 alors on a vu (voir (*) et (**)) que l’on a aj,l = aj,j = βj et αl = αj.
On obtient donc :

k∑

j=1

1

αjβj

∫

Aj
θ(a) | DX(a) |1/2 Mst(f)(a) da =

k∑

j=1

∫

Aj
θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) da

=
∫

A
θ(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) da

Par suite la distribution θ est stable.

Supposons maintenant que la distribution θ soit stable.
Soit γ0 ∈ Xreg. Soit A l’unique sous-ensemble de Cartan de X qui contient γ0 et soit a

la sous-algèebre de Cartan associéee àa A. On fixe w0 ∈ A(A)γ0 .
Soit U un voisinage ouvert de γ0 dans Xreg ∩ A contenu dans la composante connexe

de γ0 dans A tel que pour tout w ∈ A(A)γ0/ZG(a) l’on ait U ∩ Uw = ∅.
L’application de Uw0 × H/ZH(w0a) dans H.Uw0 qui àa (γ, h) associe h.γ est alors un

difféeomorphisme.
Soit f ∈ D(X) àa support contenu dans H.U . On déefinit la fonction f (w0) ∈ D(X) àa

support dans H.Uw0 par
f (w0)(h.γ) = f(h.γw

−1
0 )

Il est facile de voir que l’on a

Mst(f (w0)) =Mst(f)

Par suite, on en déeduit
< θ, f (w0) >=< θ, f >

et donc
θ(γ0) = θ(γw0

0 )

Soit a ∈ Car(h) associée àa A ∈ CarX. On note, comme dans le paragraphe 6, L =
ZG(aR), l l’algèebre de Lie de L, Z le centre de L et z l’algèebre de Lie de Z. On note Γa le
réeseau des X ∈ a véerifiant exp 2iX = 1 et Γ∗a le réeseau des λ ∈ z ∩ h tels que pour tout
X ∈ Γa l’on ait λ(X) ∈ 2πZ.

Pour µ ∈ Γ∗a + a∗1reg, nous avons déefini (voir les deux paragraphes préecéedents) une
distribution θµ = indGLCµ. Nous avons vu (théeorèeme 5.10 et déefinition 6.4) que θµ ne
déepend que de l’orbite (H ∩ L).µ de µ. D’autre part, nous avons déefini (paragraphe 3)
l’ensemble S(A) = WH(a) \WG(a) = WL∩H(a) \WL(a). On peut donc déefinir

7.2 θstµ =
∑

w∈S(A)

θw.µ = indGL
∑

w∈S(A)

Cw.µ
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Théeorèeme 7.3 La distribution θstµ est stable.

Déemonstration : Montrons tout d’abord que la distribution sphéerique Tµ =
∑
w∈S(A) Cw.µ

est une distribution stable de L/L ∩H.
Par le théeorèeme 5.10, pour tout x ∈ (L/L ∩H)reg on a

Tµ(x) =
∑

{Y ∈(l∩h)reg ;ExpY=x}/Γa

∑

w∈S(A)

β̂(L∩H).wµ(Y ) | Jl∩h(Y ) |−1/2

oùu Jl∩h est le jacobien de l’application Exp de l ∩ h dans L/L ∩H.
Soit B ∈ Car(L/L ∩H) et soit b ∈ Breg.
Si b /∈ Exp b alors pour tout b′ ∈< b >, on a b′ /∈ H.Exp b et par conséequent on a

Tµ(b) = Tµ(b′) = 0.
Si b ∈ Exp b alors on éecrit b = ExpX et dans ce cas , on a Sb = S(B).
Pour prouver la stabilitée de Tµ, il faut montrer que, pour tout x ∈ S(B), on a

Tµ(bx) = Tµ(b)

Soit x ∈ S(B). On a

Tµ(bx) =
∑

{Y ∈(l∩h)reg ;ExpY=Exp x.X}/Γa

∑

w∈S(A)

β̂(L∩H).wµ(Y ) | Jl∩h(Y ) |−1/2

=
∑

{Y ∈(l∩h)reg ;ExpY=ExpX}/Γa

∑

w∈S(A)

β̂(L∩H).wµ(x.Y ) | Jl∩h(Y ) |−1/2

Pour avoir le réesultat, il suffit donc de prouver que, pour tout x ∈ S(B) et Y ∈ breg, on a

∑

w∈S(A)

β̂(L∩H).wµ(Y ) =
∑

w∈S(A)

β̂(L∩H).wµ(x.Y )

Or Harish-Chandra a prouvée un réesultat analogue pour la séerie discrèete sur (L ∩H) ([V]
paragraphe 3.6 Théeorèeme 1). La déemonstration est la mêeme pour les transforméees de
Fourier d’orbites et on obtient l’assertion préecéedente.

Montrons maintenant la stabilitée de θstµ .
Soit B ∈ Car(X) et soit b ∈ Breg.
Si NH

L (B) = ∅ alors θstµ est nulle sur Breg et donc elle est nulle sur tout éeléement de
< b >.

Si NH
L (B) 6= ∅, on sait que si b /∈ Expb alors pour tout w ∈ S(A) on a θw.µ(b) = 0 et

donc θstµ est nulle sur < b >.
On suppose donc maintenant que b = ExpX avec X ∈ b. Soit x ∈ S(B). D’aprèes le

théeorèeme 6.1, on a

θstµ (bx) =| DX(b) |−1/2
∑

h∈H∩L\NHL (B)

∑

w∈S(A)

Cw.µ(h.bx) | DL/L∩H(h.bx) |1/2
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Pour h ∈ NH
L (B), on a

h.bx = Exp hx.X = Exphxh−1h.X = (h.b)hxh
−1

D’autre part, l’application de S(B) dans S(h.B) qui àa w associe hwh−1 est un isomor-
phisme.

Comme d’une part
∑
w∈S(A) Cw.µ est stable et d’autre part

| DL/L∩H(h.bx) |1/2=| DL/L∩H(h.b) |1/2, on obtient

θstµ (bx) = θstµ (b)

On a donc prouvée le théeorèeme.
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III Correspondance entre deux espaces
syméetriques

On considèere comme dans la partie I un groupe de Lie G semi-simple complexe connexe
et simplement connexe d’algèebre de Lie g. Soit σ et τ deux involutions de g véerifiant les
propriéetées suivantes :

(i) les algèebres gτ et gσ sont des formes réeelles de g

(ii) le groupe Gτ est quasi-déeployée (c’est-àa-dire Gτ admet un sous-groupe de
Borel)

(iii) l’automorphisme στ est intéerieur

On note Xσ = G/Gσ et Xτ = G/Gτ .

Le but de cette partie est d’éetablir une correspondance entre les distributions sphéeriques
stables de Xσ construites dans le paragraphe 7 et celles de Xτ . Les réesultats et les méethodes
utiliséees sont analogues àa ceux de D. Shelstad dans [S].

On va éetablir cette correspondance àa partir du réesultat suivant de R.P. Langlands
([SW] lemme 2.1 page 106) : sous les hypothèeses préecéedentes, on a

Pour tout a ∈ Cargσ, il existe g ∈ G déependant de a tel que g.a ⊂ gτ .

On reprends les notations des parties préecéedentes en préecisant par l’indice σ ou τ sur
quel espace syméetrique on travaille. Pour η = σ ou τ , on rappelle que ϕη est la bijection
de Xη dans Mη ⊂ G qui àa pη(g) associe gη(g)−1.

8 Sous-ensembles de Cartan. Eléements réeguliers

Soit η = σ ou τ . Pour A ∈ CarXη, on pose

< A >=
⋃

g∈Gη
g.A

l’ensemble des conjuguées sous Gη de A et on note < CarXη > l’ensemble des classes de
Gη-conjugaison de sous-ensembles de Cartan de Xη.

8.1 Soit A ∈ CarXσ associée àa a ∈ Cargσ. Il existe g ∈ G déependant de a tel que g.a ⊂ gτ .
L’algèebre b = g.a est alors une sous-algèebre de Cartan de gτ . Si g′ est un autre éeléement
de G tel que b′ = g′.a ⊂ gτ alors les algèebres b et b′ sont Gτ -conjuguéees. Soit B et B′ les
sous-ensembles de Cartan associées àa b et b′. Par ce qui préecèede, on a

B′ ∈< B >
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Soit a′ ∈ Cargσ et g′ ∈ G tels que g′.a′ soit Gτ -conjuguéee àa b. Dans ce cas si A′ est le
sous-ensemble de Cartan associée àa a′, on a A′ ∈< A >. On en déeduit que < B > ne
déepend que de < A >.

On peut donc déefinir l’application T de < CarXσ > dans < CarXτ > qui àa < A >

associe < B > déefini ci-dessus. Par ce qui préecèede l’application T est injective.

Il est faux en géenéeral que sous les hypothèeses préecéedentes l’on ait

gϕσ(A)g−1 ⊂ ϕτ (B)

Par contre on a le réesultat suivant :

Lemme 8.2 Soit Aj une composante connexe de A. Il existe alors x ∈ G et une compo-
sante connexe Bj de B tels que

xϕσ(Aj)x
−1 = ϕτ (Bj)

Déemonstration : On a déecrit dans le corollaire 1.7 les composantes connexes de A.
Il existe donc un ensemble ψ de racines imaginaires non compactes deux àa deux for-

tement orthogonales tel que, si gα = expπ
2
(Xα −X−α) réealise sα alors

Aj = pσ(exp ia
∏

α∈ψ
gα)

Pour avoir le réesultat voulu, il suffit de prouver :
(*) il existe x ∈ G tel que x.a = b et tel que ψ′ = {x.α;α ∈ ψ} soit un ensemble de

racines imaginaires non compactes deux àa deux fortement orthogonales de ∆I(g
τ , b).

Pour α une racine imaginaire non compacte de a, on note cα la transforméee de Cayley
relative àa α (voir 1.8). Si α et β sont fortement orthogonales, alors cα et cβ commutent.On
peut donc poser

cψ =
∏

α∈ψ
cα

Soit aψ la sous-algèebre de Cartan de gσ obtenue àa partir de a par cψ(par transformations
de Cayley successives).

Il existe g0 ∈ G tel que g0.aψ = b0 soit une sous-algèebre de Cartan de gτ .
D’aprèes ([Sc] proposition 2.16), il existe ψ′ un ensemble de racines imaginaires non

compactes deux àa deux fortement orthogonales de ∆I(g
τ , b) et u0 ∈ Gτ tels que

cψ′ .bC = u0.b0C

Soit l = Zg(aR). On a alors g.l = Zg(bR).
Soit ψ′0 l’ensemble des u−1

0 cψ′α
′ pour α′ ∈ ψ′. C’est une base du Q espace vectoriel

engendrée par ∆R(g.l, b0C) ([Sc] lemme 2.22).
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D’autre part, soit ψ0 l’ensemble des cψα pour α ∈ ψ. C’est une base du Q espace
vectoriel engendrée par ∆R(l, aψC). Par suite les ensembles ψ′0 et g0.ψ0 sont Gτ -conjuguées
(lemme 2.19 de [Sc]). Soit u ∈ Gτ tel que ug0.ψ0 = ψ′0. On pose

x = c−1
ψ′ u0ug0cψ

Par construction, on a x.ψ = ψ′ et x.aC = bC. On peut éecrire a =
∑

α∈ψ
RiHα+

⋂

α∈ψ
Kerα. Par

suite, on a aψ =
∑

α∈cψψ
RHα+

⋂

α∈cψ .ψ
Kerα. Les racines de cψψ sont réeelles. Soit x0 = u0ug0.

On a x0.aψ = bψ′ et cψ′ψ
′ = x0cψψ. Donc on a x.a =

∑

α∈ψ′
RiHα+

⋂

α∈ψ′
Kerα = b. L’éeléement

x véerifie donc bien la relation (*)

On déefinit un ordre sur < CarXσ > de la manièere suivante :
On dit que < A0 >≤< A1 > si et seulement si il existe A′0 ∈< A0 >et A′1 ∈< A1 >

associées respectivement àa a′0 et a′1 tels que a′0R ⊂ a′1R.

Lemme 8.3 ([S] lemme 2.8)
(i) si < A0 >≤< A1 > alors T (< A0 >) ≤ T (< A1 >),
(ii) si < B >∈ ImT et si < B′ >≤< B > alors on a < B′ >∈ ImT ,
(iii) soit a est une sous-algèebre de Cartan fondamentale de gσ et A le sous-ensemble

de Cartan associée àa a. On note < B >= T (< A >). Alors la sous-algèebre b associée àa B
est fondamentale.

On regarde maintenant l’action de T sur deux sous-ensembles de Cartan adjacents.
Soit B ∈ CarXτ associée àa b ∈ Cargτ . On suppose < B >∈ ImT et on fixe A ∈ CarXσ

associée àa a ∈ Cargσ tel que T (< A >) =< B >. Soit g ∈ G tel que g.a = b.
Soit α une racine imaginaire non compacte de b. On note Bα le sous-ensemble de

Cartan adjacent àa B relativement àa α.

Lemme 8.4 (i) Soit β = g−1.α. Alors la racine β est une racine imaginaire de a,
(ii) Si < Bα >∈ ImT alors il existe w ∈ NG(a) tel que wβ soit une racine imaginaire

non compacte que l’on note δ. On a alors T < Aδ >=< Bα >,
(iii) Si < Bα >/∈ ImT alors pour tout w ∈ NG(a) la racine wβ est imaginaire com-

pacte.

Déemonstration : L’assertion (i) est imméediate.
Prouvons (ii). Soit A0 ∈ CarXσ tel que T < A0 >=< Bα >. Il existe donc g0 ∈ G tel

que g0.a0 = bα. Les arguments utilisées lors de la déemonstration du lemme 8.2 assurent
qu’il existe δ ∈ ∆Inc(g

σ, a) et u0 ∈ Gσ tels que aδ = u0.a0 et cδδ = u0g
−1
0 cαα. Soit

w = c−1
δ u0g

−1
0 cαg. On a alors wβ = δ et w ∈ NG(a). Les algèebres aδ et a0 éetant Gσ-

conjuguées, on a T < Aδ >=< Bα >. L’assertion (ii) est donc prouvéee.

Maintenant supposons que < Bα >/∈ ImT . Le raisonnement préecéedent montre facile-
ment l’assertion (iii).
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Nous allons maintenant déefinir une application entre les orbites stables des éeléements
réeguliers de Xσ et celles des éeléements réeguliers de Xτ .

Soit γ ∈ Xσ,reg. L’éeléement γ appartient àa un unique sous-ensemble de Cartan Aγ de
Xσ associée àa aγ ∈ Cargσ. Soit γ′ ∈ Xτ,reg. On note Bγ′ l’unique sous-ensemble de Cartan
de Xτ associée àa bγ′ ∈ Cargτ contenant γ′.

Déefinition 8.5 On dit que γ′ provient de γ s’il existe g ∈ G tel que
(i) gϕσ(γ)g−1 = ϕτ (γ

′),
(ii)g.aγ = bγ′,
On note P (γ′) l’ensemble des γ ∈ Xσ,reg tels que γ′ provient de γ et I(γ) l’ensemble

des γ′ ∈ Xτ,reg tels que γ′ provient de γ.

Lemme 8.6 Si γ′ ∈ Xτ,reg et si γ ∈ P (γ′) alors on a P (γ′) =< γ > et I(γ) =< γ′ >. De
plus, I(γ) ne déepend que de < γ >.

Déemonstration : Si γ0 ∈ P (γ′) alors ϕσ(γ0) et ϕσ(γ) sont G-conjuguées et donc
γ0 ∈< γ >. Si γ0 ∈< γ > alors il existe g et g′ dans G tels que g′ϕσ(γ0)g′−1 = ϕσ(γ) et
gϕσ(γ)g−1 = ϕτ (γ

′).
On a donc gg′ϕσ(γ0)(gg′)−1 = ϕτ (γ

′) et Ad(gg′)aγ0 = bγ′ . Par suite, on a γ0 ∈ P (γ′).
Les autres assertions du lemme se déemontrent de la mêeme façcon.

On déefinit l’application T0 de l’ensemble des orbites stables des éeléements réeguliers de Xσ
dans l’ensemble des orbites stables des éeléements réeguliers de Xτ par :

T0(< γ >) = I(γ)

Remarque : (1) L’application T0 est injective mais non surjective
(2) il se peut que < B >∈ ImT et qu’il existe γ ∈ Breg avec < γ >/∈ ImT0.

9 Intéegrales invariantes stables.

Les notations sont celles du paragraphe 3.

Théeorèeme 9.1 Soit F0 ∈ IDst(Xσ). Soit F l’application déefinie sur Xτ,reg par

F (γ′) =

{
F0(γ) si < γ′ >= T0(< γ >),

0 si < γ′ >/∈ ImT0.

Alors F ∈ IDst(Xτ ).

Déemonstration : Comme F0 est constante sur chaque orbite stable, l’application F est
bien déefinie. Il est clair qu’elle est constante sur chaque orbite stable d’éeléements réeguliers
de Xτ,reg et qu’elle est de classe C∞ sur Xτ,reg.
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Soit B ∈ CarXτ associée àa b ∈ Cargτ . La relation Ist1 (Xτ,reg) est imméediatement
véerifiéee.

La preuve de Ist2 (Xτ,reg) et de Ist3 (Xτ,reg) est difféerente selon que < B > appartienne àa
l’image de T ou non.
1er cas : < B >/∈ ImT

Dans ce cas, pour tout γ′ ∈ Breg on a < γ′ >/∈ ImT0. En effet si γ′ ∈ Breg avec
< γ′ >∈ ImT0 alors il existe γ ∈ Xreg et g ∈ G tels que gϕσ(γ)g−1 = ϕτ (γ

′) et g.aγ = b.
On aurait alors T (< Aγ>) >=< B > ce qui est impossible.

Donc, pour tout γ′ ∈ Breg, on a F (γ′) = 0. La relation Ist2 (Xτ,reg) est donc véerifiéee sur
B.

Soit α une racine imaginaire non compacte de b. Le sous-ensemble de Cartan Bα

adjacent àa B véerifie alors < B >≤< Bα >. Le lemme 8.3 permet de conclure que
< Bα> /∈ ImT .

Par suite, l’assertion Ist3 (Xτ,reg) est véerifiéee au voisinage de chaque point semi-réegulier
de type hyperbolique de B.
2eme cas : < B >∈ ImT

Soit A ∈ CarXσ tel que T (< A >) =< B > et soit a la sous-algèebre de Cartan de gσ

associéee àa A. On fixe x ∈ G tel que x.a = b.

Soit γ′ ∈ B tel que pour tout w ∈ S(B)γ′ , l’on ait γ′w ∈ B′Inc, c’est-àa-dire, tel que
pour toute racine imaginaire non compacte β l’on ait ξβ(γ′w) 6= 1.

Si (
⋃

g∈G
gϕτ (γ

′)g−1) ∩Mσ = ∅ alors il existe un voisinage V de γ′ tel que tout éeléement

y ∈ Vreg véerifie < y >/∈ ImT0. Dans ce cas, l’application F est nulle sur Vreg et donc se
prolonge de façcon C∞ en γ′.

Si (
⋃

g∈G
gϕτ (γ

′)g−1) ∩Mσ 6= ∅, on fixe γ ∈ A et g ∈ G tel que g.a = b et gϕσ(γ)g−1 =

ϕτ (γ
′). Pour prouver que FB véerifie Ist2 (Xτ,reg) sachant que F0/A véerifie Ist2 (Xσ,reg) , il

suffit de montrer le réesultat suivant :
s’il existe w0 ∈ S(A)γ tel que γw0 /∈ A′Inc alors il existe w′ ∈ S(B)γ′ tel que γ′w

′
/∈ B′Inc.

Soit w0 ∈ S(A)γ et soit α une racine imaginaire non compacte de ∆I(g
σ, a) tels que

ξα(γw0) = 1. Soit aα et Aα la sous-algèebre de Cartan et le sous-ensemble de Cartan
adjacents respectivement àa a et A. On a γw0 ∈ Aα et donc il existe x0 ∈ G, b0 ∈ Car(gτ )
et γ0 ∈ B0 tels que x0ϕσ(γw0)x−1

0 = ϕτ (γ0) et x0.aα = b0.
Comme dans la déemonstration du lemme 8.2, il existe β ∈ ∆Inc(g

τ , b) et u ∈ Gτ tels
que cββ = ux0cαα. On pose x = c−1

β ux0cα. On a vu ( déemonstration du lemme 8.2) que
l’on a x.a = b.

Soit w′ = xw0g
−1. Montrons tout d’abord que w′ϕτ (γ′)w′−1 ∈ Mτ . Soit δ = cβ.β. On

a alors ξδ(γ
u
0 ) = ξx0cαα(γ0) = ξα(γw0) = 1. On en déeduit w′ϕτ (γ′)w′−1 = xϕσ(γw0)x−1 =

c−1
β ϕτ (γ

u
0 )cβ = ϕτ (γ

u
0 ).
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L’éeléement γ′w
′

existe donc. Comme γ0 ∈ B ∩Bβ, on obtient

ξβ(γ′w
′
) = ξβ(γu0 ) = 1

et donc γ′w
′
/∈ BInc.

On a donc prouvée que FB véerifie Ist2 (Xτ,reg).

Soit maintenant γ′ ∈ B semi-réegulier de type hyperbolique. Soit ±α les deux uniques
racines (imaginaires non compactes) telles que ξ±α(γ′) = 1.

Soit Bα le sous-ensemble de Cartan adjacent àa B relativement àa α.
Si (

⋃

g∈G
gϕτ (γ

′)g−1) ∩ Mσ = ∅ alors il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈]0, ε[, l’on

ait < exp − tHα.γ
′ >/∈ ImT0. Dans ce cas Ist3 (Xτ,reg) est véerifiéee puisque F est nulle au

voisinage de γ′.
Si (

⋃

g∈G
gϕτ (γ

′)g−1) ∩Mσ 6= ∅ alors il existe ε > 0 tel que pour tout t ∈]0, ε[, l’on ait

< exp − tHα.γ
′ >∈ ImT0. On fixe alors γ ∈ A et g ∈ G tel que g.a = b et gϕσ(γ)g−1 =

ϕτ (γ
′).

Si < Bα >∈ ImT , alors d’aprèes le lemme 8.4 et ce qui préecèede, on peut supposer que
β = g−1.α est une racine imaginaire non compacte de a. Donc la relation Ist3 (Xτ,reg) pour
γ′ déecoule de Ist3 (Xσ,reg) véerifiéee par F0 au point γ.

Si < Bα >/∈ ImT , toujours d’aprèes le lemme 8.4, la racine β = g−1.α ainsi que toutes
ses transforméees par WG(a) sont imaginaires compactes.

La relation Ist3 (Xτ,reg) pour γ′ déecoule alors de Ist2 (Xσ,reg).

Dans tous les cas, on a vu que F véerifie Ist3 (Xτ,reg). Le théeorèeme est donc prouvée.

Corollaire 9.2 Soit f ∈ D(Xσ). Alors il existe f ′ ∈ D(Xτ ) telle que, pour tout γ′ ∈ Xτ,reg,
l’on ait

Mst
τ (f ′)(γ′) =

{
Mst

σ (f)(γ) si < γ′ >= T0(< γ >)
0 si < γ′ >/∈ ImT0

On dira que f ’ est correspondance avec f.

10 Distributions stables

Nous allons déefinir une application correspondance C de l’ensemble des distributions
stables de Xτ dans l’ensemble des distributions stables de Xσ. Nous donnons l’image
par C des distributions sphéeriques stables construites au paragraphe 7.

Proposition 10.1 Soit θ′ une distribution stable sur Xτ . Soit f ∈ D(Xσ) et f ′ ∈ D(Xτ )
telles que f et f ′ soient en correspondance. Alors, on a

(i) < θ′, f ′ > ne déepend pas du choix de f ′ en correspondance avec f ,
(ii) L’application θ qui àa f ∈ D(Xσ) associe < θ′, f ′ > est une distribution stable sur

Xσ.
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Déefinition 10.2 On déefinit l’application correspondance C de D(Xτ )st dans D(Xσ)st par

< C(θ′), f >=< θ′, f ′ > si f ′est en correspondance avec f

Déemonstration : Comme la distribution θ′ est stable, elle appartient àa (KerMst
τ )⊥ et

donc (i) est imméediat.
Il est facile de voir que l’application Cst de IDst(Xσ) dans IDst(Xτ ) déefinie dans le

théeorèeme 9.1 est continue. D’autre part, par le théeorèeme 3.12, il existe Θ′ ∈ IDst(Xτ )′
telle que θ′ =tMst

τ (Θ′). Par suite on a < θ, f >=< Θ′, Cst(Mst
σ (f)) >. On en déeduit donc

que θ est continue et donc elle déefinie bien une distribution sur Xσ.
Par déefinition mêeme de θ, il est clair qu’elle est stable.

Théeorèeme 10.3 Soit θ′ une distribution sphéerique stable sur Xτ propre pour un caractèere
χ de Z(g). Alors la distribution θ = C(θ′) est une distribution sphéerique stable sur Xσ
propre pour le caractèere χ.

De plus, si γ′ ∈ Xτ,reg et si γ ∈ Xσ,reg avec T0(< γ >) =< γ′ > alors on a

θ(γ) = θ′(γ′)

Déemonstration : Par ce qui préecèede, on sait que θ est stable et donc elle est Gσ-
invariante.

Soit η = σ ou τ . Soit u ∈ Z(g) = Z((gη)C). On notera ∂η(u) l’action de u comme
opéerateur difféerentiel sur Xη. Soit u →t u l’antiautomorphisme principal de U(g) donnée
sur g par X → −X.

Dans toute la suite de cette déemonstration on fixe f ′ ∈ D(Xτ ) en correspondance avec
f ∈ D(Xσ).

On a donc pour u ∈ Z(g)

< ∂τ (u)θ′, f ′ >=< θ′, ∂τ (
tu)f ′ >

< ∂σ(u)θ, f >=< θ, ∂σ(tu)f >

Montrons que l’on a : C(∂τ (u)θ′) = ∂σ(u)θ.
Il suffit de prouver que les fonctions ∂τ (

tu)f ′ et ∂σ(tu)f sont en correspondance.
Soit γ′ ∈ Xτ,reg et γ ∈ Xσ,reg tels que T0(< γ >) =< γ′ >. Soit A ∈ CarXσ et

B ∈ CarXτ les sous-ensembles de Cartan contenant respectivement γ et γ′. Leurs algèebres
de Lie respectives a et b sont donc G-conjuguéees.

On note γσ (respectivement γτ ) l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) sur S(aC)W (g,aC)

(respectivement sur S(bC)W (g,bC)). Par le lemme 12.1 de [Sa 2], on a

Mst
τ (∂τ (

tu)f ′)B = ∂τ (γτ (
tu))Mst

τ (f ′)B
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Il faut donc prouver que l’on a :

∂τ (γτ (
tu))Mst

τ (f ′)B(γ′) = ∂σ(γσ(tu))Mst
σ (f)A(γ)

Comme les algèebres a et b sont G-conjuguéees et comme f ′ et f sont en correspondance,
ceci est imméediat. On obtient donc

C(∂τ (u)θ′) = ∂σ(u)θ

Or, par hypothèese, on a ∂τ (u)θ′ = χ(u)θ′. Par suite, la distribution θ est sphéerique et
stable sur Xσ propre pour le caractèere χ.

Montrons maintenant la deuxièeme assertion du théeorèeme. On fixe comme préecéedem-
ment f ′ ∈ D(Xτ ) en correspondance avec f ∈ D(Xσ). Nous allons utiliser les formules
d’intéegration de Weyl sur Xτ et Xσ et nous rappelons les notations utiliséees lors de la
déemonstration du théeorèeme 7.1.

Soit < Cargσ > un systèeme de repréesentants de classes de Gσ-conjugaison de sous-
algèebres de Cartan de gσ.

Soit a ∈< Cargσ > et soit A ∈ CarXσ le sous-ensemble de Cartan associée. Soit CA
l’ensemble des composantes connexes de A. On déefinit une relation d’éequivalence R sur
CA par

C R C ′ si et seulement si il existe w ∈ S(A) tel que wϕσ(C)w−1 = ϕσ(C ′).

On choisit (A1 . . .AkA) un systèeme de repréesentants de CA/R. Soit n(Aj) le cardinal
de l’ensemble des w ∈ S(A) tel que wϕσ(Aj)w

−1 = ϕσ(Aj). La formule d’intéegration de
Weyl s’éecrit alors :

< θ, f >=
∑

a∈<Cargσ>

1

| WGσ(a) |
kA∑

j=1

1

n(Aj)

∫

Aj
θ(a) | DXσ(a) |1/2 Mst

σ (f)(a)da

Formulons de la mêeme manièere < θ′, f ′ >.
Soit B ∈ CarXτ . Si < B >/∈ ImT alors la fonction Mst

τ (f ′) est nulle sur B.
On déefinit T < Cargσ > comme éetant l’ensemble des classes de Gτ -conjugaison des

b ∈ Cargτ tel qu’il existe a ∈< Cargσ > et x ∈ G véerifiant x.a = b.
On a alors :

< θ′, f ′ >=
∑

b∈T<Cargσ>

1

| WGτ (b) |
kB∑

j=1

1

n(Bj)

∫

Bj
θ′(b) | DXτ (b) |1/2 Mst

τ (f ′)(b)db

Soit b ∈ T < Cargσ > et soit B le sous-ensemble de Cartan associée. On note
B1, . . .BkB un systèeme repréesentatif de classes pour la relation R des composantes con-
nexes de B. Soit l ∈ {1, . . . kB}. Soit b et b′ dans Bl,reg. Il existe alors X ∈ b tel que
ϕτ (b) = ϕτ (b

′)exp iX. Par conséequent < b >∈ ImT0 si et seulement si < b′ >∈ ImT0.

41



           

Si b ∈ Bl,reg avec < b >/∈ ImT0 alors Mst
τ (f ′) est nulle sur Bl reg par ce qui préecèede.

Donc dans la somme déefissant < θ′, f ′ >, on ne doit considéerer que les l ∈ {1 . . . kB}
tel que Bl ∩ ImT0 6= ∅. Dans ce cas, il existe un unique j ∈ {1 . . . kA} tel que ϕσ(Aj) et
ϕτ (Bl) soient conjuguées.

En utilisant le lemme 8.2, on peut supposer qu’on est dans la situation suivante :

pour tout j ∈ {1, . . . kA}, il existe xj ∈ G tel que xj.a = b et xjϕσ(Aj)x
−1
j = ϕτ (Bj)

pour tout l ∈ {kA + 1, . . . kB} et pour tout b ∈ Bl,reg, on a < b >/∈ ImT0.

Par déefinition de θ, on a < θ, f >=< θ′, f ′ >. Pour avoir le réesultat voulu, il suffit de
prouver que pour tout j ∈ {1, . . . kA}, on a :

n(Bj) | WGτ (b) |= n(Aj) | WGσ(a) |

On pose ϕσ(Aj) = exp ia uj et ϕτ (Bj) = exp ib vj avec xjujx
−1
j = vj. On note S(A)j

l’ensemble des w ∈ S(A) tels que wϕσ(Aj)w
−1 ⊂Mσ.

Par déefinition, on a
n(Aj) =| S(A)j ∩ ZG(uj) |

Or, on a
S(A)j ∩ ZG(uj) = WGσ(a) \WG(a) ∩ ZG(uj)

On obtient donc
n(Aj) | WGσ(a) |=| WG(a) ∩ ZG(uj) |

De mêeme on a
n(Bj) | WGτ (b) |=| WG(b) ∩ ZG(vj) |

Comme on a xj.a = b et xjujx
−1
j = vj, il est clair que l’application qui àa w associe xjwx

−1
j

est une bijection de WG(a) ∩ ZG(uj) dans WG(b) ∩ ZG(vj).

La déemonstration du théeorèeme est donc achevéee.

Soit a ∈ Cargσ. Soit L = ZG(aR) et l = Zg(aR). On note l1 la partie réeductive de l et z son
centre. Soit Γa l’ensemble des X ∈ z ∩ gσ tels que exp 2iX = 1 et soit Γ∗a le dual de Γa,
c’est-àa-dire l’ensemble des λ ∈ (z ∩ gσ)∗ tels que pour tout X ∈ Γa l’on ait λ(X) ∈ 2πZ.
Soit µ ∈ Γ∗a + a∗1reg. On a déefini dans le paragraphe 7 une distribution sphéerique stable
sur Xσ. On la notera θst(σ, µ) pour préeciser sur quel espace syméetrique elle est déefinie.

Soit x ∈ G tel que x.a = b soit une sous-algèebre de Cartan de gτ . L’éeléement x.µ déepend
du choix de x tel que x.a = b, par contre la distribution θst(τ, x.µ) est indéependante de
ce choix d’aprèes 7.2.

Pou η = σ ou τ on note Kη un sous-groupe compact maximal de Gη et on pose

qGη =
1

2
dim(Gη/Kη)

D’aprèes ([W] page 225), on a qGτ − qGσ est un entier.
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Théeorèeme 10.4 Soit γ′ ∈ Xτ,reg provenant de γ ∈ Xσ,reg. Alors on a

θst(σ, µ)(γ) = (−1)qGτ−qGσ θst(τ, x.µ)(γ′)

Déemonstration :
1er cas : on suppose tout d’abord que Gσ admet une séerie discrèete et que a est une sous-

algèebre de Cartan compacte de gσ. Dans ce cas, l’algèebre b est éegalement une sous-algèebre
de Cartan compacte de gτ .

Soit Θ = C(θst(τ, x.µ)). D’aprèes le théeorèeme 10.3, il suffit de prouver que l’on a Θ =
(−1)qGτ−qGσ θst(σ, µ).

Or par le théeorèeme d’unicitée et le théeorèeme 4.6, la distribution θst(σ, µ) est l’unique
distribution sphéerique telle que :

(i) pour tout z ∈ Z(g), on a z.θst(σ, µ) = γσ(z)(iµ)θst(σ, µ) (γσ est l’isomorphisme
d’Harish-Chandra)

(ii) si x ∈ Areg \ Exp a alors θst(σ, µ)(x) = 0
(iii) si X ∈ areg alors

θst(σ, µ)(ExpX) = (−1)|∆
+
Inc(g

σ ,a)|(2i)|∆
+(gσ ,a)|

∑
w∈WG(a) ε(w)ei<wµ,X>

∏
α∈∆+

µ
(eiα(X) − e−iα(X))

(oùu ∆+
µ est l’ensemble des racines α telles que i < µ,Hα >> 0)

Par le théeorèeme 10.3, il est clair que Θ véerifie (i).

Soit a ∈ Areg et soit b ∈ Breg provenant de a. Si a /∈ Exp a alors on a b /∈ Exp b et
donc

Θ(a) = θst(τ, x.µ)(b) = 0

Si a = ExpX ∈ Areg alors il existe g ∈ NG(b) tel que b = Exp gx.X. Par conséequent, on
a

Θ(a) = (−1)|∆
+
Inc(g

τ ,b)|(2i)|∆
+(gτ ,b)|

∑
w∈WG(b) ε(w)ei<wx.µ,gx.X>

∏
α∈∆+

x.µ
(eiα(gx.X) − e−iα(gx.X))

= (−1)|∆
+
Inc(g

τ ,b)|(2i)|∆
+(gτ ,b)|

∑
w∈WG(a) ε(w)ei<wµ,X>

∏
α∈∆+

µ
(eiα(X) − e−iα(X))

Or on a | ∆+
Inc(g

τ , b) |= qGτ ([W] page 225). On obtient donc :

Θ(a) = (−1)qGτ−qGσ θst(σ, µ)(a)

2eme cas : On traite maintenant le cas géenéeral. Comme préecéedemment, on note L = ZG(aR)
et l = Zg(aR).

Dans ce cas, on a L′ = xLx−1 = ZG(bR) et l′ = Adxl = Zg(bR).
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Par construction, on peut éecrire (voir 7.2)

θst(σ, µ) = indGLT (L, σ, µ)

et
θst(τ, x.µ) = indGL′T (L′, τ, x.µ)

oùu T (L, σ, µ) =
∑

w∈S(A)

Cw.µ est déefinie en 5.8. C’est une distribution sphéerique stable sur

L/Lσ. Pour montrer que θst(σ, µ) et θst(τ, x.µ) sont en correspondance, on veut utiliser le
premier cas. Pour cela, on déefinit l’involution τ ′ sur G par :

τ ′(g) = x−1τ(xgx−1)x

Cet automorphisme véerifie les propriéetées imméediates suivantes :
(i) l’application de Gτ ′ dans Gτ qui àa g associe xgx−1 est un isomorphisme et donc

Gτ ′ est quasi-déeployée et gτ
′

est une forme réeelle de g,
(ii) il existe l0 ∈ L tel que στ ′ = Adl0.

Il est clair que a ∈ Cargσ ∩ gτ
′

et par conséequent le groupe L est σ et τ ′-stable. Vu les
propriéetées préecéedentes, on peut appliquer le premier cas aux espaces syméetriques L/Lσ

et L/Lτ
′
. On obtient donc, pour γ′ ∈ (L/Lτ

′
)reg provenant de γ ∈ (L/Lσ)reg

(∗) T (L, σ, µ)(γ) = (−1)qLτ ′−qLσT (L, τ ′, µ)(γ′)

On veut maintenant induire ces distributions et prouver l’assertion suivante :
(**) pour tout γ′ ∈ (G/Gτ ′)reg provenant de γ ∈ (G/Gσ)reg, on a

indGLT (L, σ, µ)(γ) = (−1)qGτ ′−qGσ indGLT (L, τ ′, µ)(γ′)

Pour cela, nous allons utiliser l’expression des distributions induites sur chaque sous-
ensembles de Cartan (6.1).

Soit A0 ∈ CarXσ associée àa a0 ∈ Cargσ. Soit x0 ∈ G tel que x0.a0 = b0 ⊂ gτ et soit
B0 ∈ CarXτ ′ associée àa b0.

L’ensemble NGσ

L (A0) est vide si et seulement si on a < A >≥< A0 >. Comme x0.a0 =
b0, il est clair que < A >≥< A0 > si et seulement si < A >≥< B0 >.

Dans ce cas, les distributions indGLT (L, σ, µ) et indGLT (L, τ ′, µ) sont nulles respective-
ment sur A0reg et B0reg.

On suppose maintenant que a0 ∈ Carlσ, b0 ∈ Carlτ ′ et x0 ∈ L.
Pour prouver (**), nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme : (i) Soit g ∈ NGσ

L (A0). Alors il existe g′ ∈ Gτ ′ tel que g′x0g
−1 ∈ L,

(ii) On a g′ ∈ NGτ
′

L (B0) et si g′′ est un autre éeléement de Gτ ′ tel que g′′x0g
−1 ∈ L alors

g′′ ∈ Lτ ′g′,
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(iii) L’application I de NGσ

L (A0) dans Lτ
′ \ NGτ

′

L (B0) qui àa g associe Lτ
′
g′ induit un

isomorphisme de Lσ \ NGσ

L (A0) dans Lτ
′ \ NGτ

′

L (B0).

Déemonstration du lemme : Soit g ∈ NGσ
L (A0) et soit a1 = g.a0. On construit tout d’abord

une sous-algèebre parabolique p de composante de Levi l. Il existe X1 ∈ a1R tel que pour
tout α ∈ ∆(g, a1C) \∆I(g, a1C) l’on ait α(X1) 6= 0.

On pose u =
∑

α∈∆(g,a1C);α(X1)>0

gα et p = l + u. L’algèebre p est une sous-algèebre parabo-

lique σ-stable de composante de Levi l.

Soit z = x0g
−1 et X0 = z.X1. On a alors X0 ∈ b0R et pour tout α ∈ ∆(g, b0C) \

∆I(g, b0C), on a α(X0) 6= 0.
Par suite, on a z.p = z.l +

∑

α∈∆(g,b0C);α(X0)>0

gα. L’algèebre z.l contient b0, elle est donc

τ ′-stable. On en déeduit que z.p est τ ′-stable.
D’aprèes ([Bo.T] théeorèeme 20.9 page 228), il existe g′ ∈ Gτ ′ tel que g′z.p = p et g′z.l = l.
On en déeduit donc que g′z = g′x0g

−1 ∈ L, ce qui prouve l’assertion (i).

On a g′.b0 = g′x0g
−1g.a0 et donc g′.b0 ⊂ lτ

′
. Par suite, on a g′ ∈ NGτ

′

L (B0). Si g′′ est
un autre éeléement de Gτ ′ véerifiant (i), alors on a g′−1g′′ ∈ L ∩Gτ ′ = Lτ

′
. On obtient donc

(ii).

Un raisonnement analogue àa celui utilisée préecéedemment prouve facilement la sur-
jectivitée de I. Maintenant si g et g′ sont dans NGσ

L (A0) avec I(g) = I(g′) alors on a
g′−1g ∈ Gσ ∩ L = Lσ. Ceci achèeve la déemonstration du lemme.

Déemonstration de (**) : Soit γ ∈ B0reg provenant de γ ∈ A0reg. On peut supposer que

l’on a x0ϕσ(γ)x−1
0 = ϕτ ′(γ

′).
Soit g ∈ NGσ

L (A0) et soit g′ ∈ I(g). Alors on a

g′x0g
−1 gϕσ(γ)g−1 gx−1

0 g′−1 = g′ϕτ ′(γ
′)g′−1

c’est-àa-dire γ′g
′

provient de γg.
Par (*), on a

T (L, σ, µ)(γg) = (−1)qLτ ′−qLσT (L, τ ′, µ)(γ′g
′
)

D’autre part, d’aprèes ([S] proposition 6.6), on a qLτ ′ − qLσ = qGτ ′ − qGσ .
En utilisant l’expression des distributions induites (6.1) et le lemme préecéedent, on

obtient (**).

Les espaces Xτ ′ et Xτ sont isomorphes par l’application Φ qui àa pτ ′(g) associe pτ (xgx
−1).

Les espaces L/Lτ
′

et L/Lτ sont isomorphes par la mêeme application.
Donc, pour tout pτ ′(l) ∈ (L/Lτ

′
)reg et tout g ∈ G, on a

T (L, τ ′, µ)(pτ ′(l)) = T (L′, τ, x.µ)(pτ (xlx
−1))
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et
indGLT (L, τ ′, µ)(pτ ′(g) = indGL′T (L′, τ, x.µ)(pτ (xgx

−1)

Maintenant si γ′ ∈ Xτ,reg provient de γ ∈ Xσ,reg il est clair que Φ−1(γ′) ∈ Xτ ′reg provient
de γ.

On en déeduit donc le théeorèeme.

Corollaire 10.5 Si f ∈ D(Xσ) est en correspondance avec f ′ ∈ D(Xτ ) alors on a

< θst(σ, µ), f >= (−1)qGτ−qGσ < θst(τ, x.µ), f ′ >
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