
                 

Base de la série la plus continue de
fonctions généralisées sphériques sur

GC/GR

Pascale Harinck1

Introduction

Soit G un groupe de Lie réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement connexe
et d’algèbre de Lie g . Soit H une forme réelle de G d’algèbre de Lie h. On note σ la
conjugaison de g relativement à h. Elle définit une involution du groupe G que l’on notera
encore σ et H est l’ensemble des points de G fixés par σ. L’espace symétrique réductif
X = G/H est dit du type GC/GR. L’application qui à g ∈ G associe gσ(g)−1 induit un
isomorphisme ϕ de X sur son image.

On appelle fonction généralisée sphérique sur X une fonction généralisée H-invariante
sur X, solution propre de l’algèbre D(X) des opérateurs différentiels G-invariants sur X.
L’algèbre D(X) est isomorphe au centre Z(g) de l’algèbre enveloppante de g et toute
fonction généralisée sphérique est une fonction localement intégrable sur X, analytique
sur l’ensemble Xreg (ensemble des éléments réguliers) des x ∈ X tels que ϕ(x) soit régulier
dans G ([S] thm.4.3).

On suppose que h admet une sous-algèbre de Cartan de type compact t (c’est-à-dire
compacte modulo le centre de h). Soit tI la partie compacte de t et soit tR sa partie
déployée. On note Γt le réseau de tR formé des X tels que exp 2iX = 1. On définit
l’ensemble Γ∗t + t∗I des formes linéaires λ sur t telles que, pour tout X ∈ Γt l’on ait
λ(X) ∈ 2πZ. On note Γ∗t + t∗I−reg l’ensemble des éléments réguliers de Γ∗t + t∗I .

Soit γt l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans l’algèbre S(tC)WG(t) des invari-
ants de l’algèbre symétrique de tC sous l’action du groupe de Weyl WG(t) de tC.

Soit λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg. Le but de cet article est de décrire une base de l’espace des
fonctions généralisées sphériques Θ sur X telle que

pour tout z ∈ Z(g), l’on ait z.Θ = γt(z)(iλ)Θ (1)

et d’étudier la dépendance en λ des éléments de cette base.
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A chaque sous-algèbre de Cartan a de h, on associe le sous-ensemble de Cartan A de
X formé des x ∈ X tels que ϕ(x) centralise a.

Le théorème d’unicité ([H 2] thm.4.1 et [H4] thm.5.11) assure qu’une fonction généralisée
sphérique Θ vérifiant (1) est caractérisée par sa restriction à Treg.

On choisit un système de représentants Wt de exp it \ T dans T tel que, pour tout
y ∈ Wt, l’on ait ϕ(y) ∈ H. Soit WH(t) le quotient du normalisateur de t dans H par
le centralisateur de t dans H. L’ensemble Wt est alors isomorphe à WG(t)/WH(t). Pour
y ∈ Wt, on note W y

H(t) l’ensemble des h ∈ WH(t) tels que h.y ∈ exp it.y et pour
h ∈ W y

H(t), on fixe un élément Yh dans t tel que h.y = exp iYh.y. On a alors 2Yh ∈ Γt.

On fixe λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg, un élément y ∈ Wt et un système positif de racines ψ de tC
dans g. On a alors le résultat suivant (théorème 2.2 et corollaire 2.3):

Il existe une unique fonction généralisée sphérique Θ(λ, y, ψ) sur X vérifiant (1) et la
propriété suivante:

(*) Soit x ∈ Treg. Si x /∈ (exp it) WH(t).y alors Θ(λ, y, ψ)(x) = 0 et si x = exp iX.y
alors

Θ(λ, y, ψ)(x) =

∑
u∈W y

H(t) ε(u)ei<uλ,X+Yu>

∏
α∈ψ(1− ξ−α(x))ξρψ(x)

où, pour tout poids β de tC, on note ξβ(x) = eβ(X) si ϕ(x) = exp X, ρψ = 1
2

∑
α∈ψ α et

pour u ∈ WG(t), on note ε(u) = (−1)|ψ∩−u
−1ψ|.

De plus, l’ensemble des Θ(wλ, y, ψ) lorsque y parcourtWt et w parcourt WH(t)\WG(t)
forme une base de l’espace des fonctions généralisées sphériques Θ sur X vérifiant (1).

Pour y = eH, la construction de Θ(λ, eH, ψ) est établie dans [H2] thm 7.1 et [H4]
thm. 5.11 et s’obtient de la manière suivante:

Soit βH.λ la mesure de Liouville de l’orbite coadjointe H.λ et soit β̂H.λ la transformée
de Fourier de cette mesure. Soit wλ l’élement de WG(t) tel que wλ.ψ soit l’ensemble des
racines α de tC telles que iλ(Hα) > 0. On note Exp l’application de h dans X qui à X
associe exp iX H et soit J son jacobien. On pose, pour x ∈ Xreg,

Θ(λ, eH, ψ)(x) =
(−1)|ψInc|

(2i)|ψ|
ε(wλ)

∑

{X∈hreg ,ExpX=x}/Γt

β̂H.λ(X) | J(X) |−1/2 (2)

où par convention, si l’ensemble sur lequel la somme est faite est vide, la somme est nulle
et | ψInc | est le cardinal de l’ensemble des racines imaginaires non compactes de ψ.

Lorsque l’élément ϕ(y) est central dans G, alors pour tout g ∈ G, l’élément g.y ne
dépend que de gH. Donc pour x = p(g), on peut poser x.y = g.y. On définit dans ce cas la
fonction généralisée Θ(λ, y, ψ) en posant, pour x ∈ Xreg, Θ(λ, y, ψ)(x) = Θ(λ, eH, ψ)(x.y).

Lorsque y est quelconque, on note Gy le centralisateur de ϕ(y) dans G. Ce groupe
vérifie les mêmes hypothèses que G et Hy = Gy ∩ H est une forme réelle de Gy. On
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note Xy = Gy/Hy. On a y ∈ Xy et ϕ(y) est central dans Gy. On note ψy l’ensemble
des α ∈ ψ telles que ξα(y) = 1. Ce qui précède permet donc de définir une fonction
généralisée sphérique Θ(Xy, λ, y, ψy) vérifiant (1) et (*) sur Xy. Pour x ∈ Xreg, on note

N XyH (x) l’ensemble des h ∈ H tels que h.x ∈ Xy et on pose

Θ(λ, y, ψ)(x) = ξρψ(y) | DX(x) |−1/2
∑

h∈Hy\NXyH (x)

Θ(Xy, λ, y, ψy)(h.x) | DXy(h.x) |1/2 (3)

où la fonction DX est définie par: detC(1 + z − Ad ϕ(x)) = znDX(x) modulo zn+1 si
n = rang h.

La fonction Θ(λ, y, ψ) est localement intégrable sur X (car D
−1/2
X l’est) et vérifie (1)

sur Xreg et (*). Pour montrer qu’elle vérifie (1) en tant que fonction généralisée, on prouve
les conditions de recollement rappeler dans le théorème 1.9.

Les formules (2) et (3) permettent donc d’avoir une expression de Θ(λ, y, ψ) en terme
de transformée de Fourier d’orbites. Ce point est essentiel dans l’étude des pôles et de la
croissance de la fonction λ→ Θ(λ, y, ψ).

On établit tout d’abord le résultat suivant (théorème 3.1): pour α ∈ ψ, on note Hα

sa coracine.
Pour λ0 ∈ Γ∗t , la fonction λ → ∏

α∈ψ(1 − e−iπλ(Hα))Θ(λ + λ0, y, ψ) se prolonge analy-
tiquement sur t∗I .

Pour prouver ceci, on se ramène, en utilisant la formule (3) à la situation suivante:
y = eH et G est semi-simple. On note alors Θλ = Θ(λ, eH, ψ).

Soit a une sous-algèbre de Cartan de h et soit aR−reg l’ensemble des X ∈ a tels que,
pour toute racine réelle α de a l’on ait α(X) 6= 0. On note π0(aR−reg) l’ensemble des
composantes connexes de aR−reg. On fixe C ∈ π0(aR−reg) et x ∈ G tel que x.tC = aC. On
peut alors écrire pour X ∈ C

β̂H.λ(X) = ε(wλ)

∑
w∈WG(aC) c(w,F , C)ei<wx.λ,X>∏

α∈x.ψ α(X)

où F est une chambre de Weyl de t∗reg et les c(w,F , C) des constantes. Comme la fonction

généralisée β̂H.λ est tempérée, les constantes c(w,F , C) vérifient la condition suivante: si
c(w,F , C) 6= 0 alors pour tout λ ∈ F et pour tout X ∈ C on a

Re(i < wx.λ,X >) ≤ 0 (4)

On note ω la composante connexe de 0 de l’ensemble des X ∈ h tels que J(X) 6= 0.
Pour X ∈ C ∩ ω, on peut écrire

Θλ(Exp X) =

∑
w∈WG(aC) d(w, C, λ)ei<wx.λ,X>
∏
α∈x.ψ(eiα(X) − e−iα(X))
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avec

d(w, C, λ) = (−1)|ψInc|
∑

U∈π0(aR−reg)

εR(U)c(w,F , U)
∑

γ∈Γa,(γ+X0)∈U
ei<wx.λ,γ>

où Γa désigne le sous-réseau de a formé des γ tels que Exp γ = 1, X0 est un élément
quelconque de C ∩ ω et εR(U) est un signe défini en 3.3.

La relation (4) permet d’obtenir le résultat suivant(lemme 3.5): soit Σ un sytème de
racines de tC et F la chambre de Weyl de t∗reg définie par Σ (pour λ ∈ F et α ∈ Σ, on
a iλ(Hα) > 0). Il existe une constante C > 0 telle que pour tout λ ∈ F et pour tout
X ∈ ω ∩ C, l’on ait

|
∏

α∈Σ

(1− e−i<λ,πHα>)d(w, C, λ)ei<wx.λ,X> |< C (5)

D’autre part, à l’aide des relations de recollement (théorème 1.9), on montre que
les d(w, C, λ) sont des fractions rationnelles en les eiπλ(Hα) pour α ∈ Σ (lemme 3.6). La
propriété (5) assure alors qu’il existe un nombre fini de réels deux à deux distincts c1, . . . cp
tels que la fonction

∏
a∈Σ

∏p
j=1(eicj − e−iπλ(Hα))d(w, C, λ) soit un polynôme en les eiπλ(Hα).

On obtient alors le résultat voulu.

On définit la fonction F (λ, y) H-invariante sur Xreg de la manière suivante: si
x /∈ (exp it)WH(t).y alors F (λ, y)(x) = 0 et si x = exp iX.y alors F (λ, y)(x)
=
∑
w∈W y

H(t) ε(w)ei<wλ,X+Yw>. Soit λ0 ∈ Γ∗t . Pour tout x ∈ Xreg et pour tout densité à sup-
port compact µ sur X, la fonction

∑
w∈WG(t) F (w(λ0 + λ), y)(x) < Θ(w(λ0 + λ), y, ψ), µ >

se prolonge analytiquement sur t∗I (Proposition 3.9). De plus, si U est un compact de T
alors, il existe une constante C > 0 et k ∈ N tels que pour tout x ∈ Ureg et pour tout
λ ∈ Γ∗t + t∗I , l’on ait

|
∑

w∈WG(t)

F (wλ, y)(x) < Θ(wλ, y, ψ), µ >|< C

(1+ ‖ λ ‖)k

(théorème 4.1 et corollaire 4.5).
Comme précédemment, on suppose pour démontrer cette assertion que y = eH et G

est semi-simple. On utilise l’expression suivante des d(w, λ, C). Il existe des réels non nuls
deux à deux distincts c1, . . . cp tels que

∏

α∈Σ

(1− e−iπλ(Hα))
p∏

j=1

(eicj − e−iπλ(Hα))(e−icj − e−iπλ(Hα))d(w, λ, C) =
∑

γ∈R
b(w, γ,Σ)eiλ(γ)

où R est le réseau de it engendré par les πHα pour α ∈ Σ et les b(w, γ,Σ) sont des
constantes. Par (5), si b(w, γ,Σ) 6= 0 alors pour tout X ∈ C ∩ ω et pour tout λ ∈ F , on
a Re(i < λ, x−1w−1X + γ >) ≤ 0. En utilisant cette propriété et le fait que d(w, C, λ) ne
dépend pas de Σ, on obtient la propriété de croissance voulue.
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On suppose qu’il existe une involution de Cartan θ de g commutant à σ telle que t soit
θ-stable. On note K le sous-groupe compact maximal de G des points fixés par θ. On pose
a = it, M = exp t et A = exp a. On choisit Σ un système positif de racines de aC = tC
dans g et on note n =

∑
α∈Σ gα et N = exp n. Soit B = MAN et ρ = (1/2)

∑
α∈Σ α.

Soit λ ∈ (Γ∗t + t∗I reg)C. On note Cλ l’ensemble des fonctions continues de G dans C telles
que pour tout t ∈ M , a ∈ A, n ∈ N et g ∈ G l’on ait f(gtan) = a−λ−2ρf(g) et Iλ les
éléments de classe C∞ de Cλ. Soit πλ la représentation régulière gauche de G dans Iλ. La
restriction à K induit un isomorphisme de Iλ dans C∞(K/T ). On munit Iλ de la topologie
de C∞(K/T ) transportée par cet isomorphisme. Soit I ′λ le dual de Iλ.

Pour y ∈ WK(t), on définit la fonction ξyλ sur G de la manière suivante:

ξyλ(g) =

{
0 si g /∈ HyAN
aλ−2ρ si g ∈ HyaN

Pour λ−2ρ strictement dominant alors on a ξyλ ∈ C−λ et l’application λ→ ξyλ/K admet
un prolongement méromorphe de a∗C dans I ′λ ([vdB] Thm 5.10 et [O] Thm 5.1). On notera
encore ξyλ l’élément de I ′λ obtenu à partir de ce prolongement méromorphe.

Pour y et z dans WK(t) et λ ∈ (Γ∗t + t∗I reg)C tels que ξyλ et ξzλ sont définis, on pose
pour ϕ ∈ D(G)

< C(λ, y, z), ϕ >=< π′λ(ϕ)ξyλ, ξ
z
−λ >

Lorsque λ ∈ (Γ∗t + t∗I reg) ⊂ t∗reg = ia∗reg on note χλ le caractère de B défini par
χλ(tan) = a−λ−2ρ et soit Lλ = indGBχλ (induite au sens unitaire). La représentation Lλ est
unitaire irréductible ([Br] Thm. 7.4 p 203). Soit Hλ l’espace de Lλ. Dans ce cas l’espace
H∞λ des vecteurs C∞ de Hλ est égal à Iλ. Pour f ∈ Iλ, on pose < uyλ, f >=< ξyλ, f >.
L’élément uyλ est alors un élément H-invariant de l’espace H−∞λ des vecteurs généralisés
de Hλ. Pour presque tout λ ∈ Γ∗t + t∗I reg, on a alors

< C(λ, y, z), ϕ >=< Lλ(ϕ)uyλ, u
z
λ >

Dans la partie 5, nous exprimons les fonctions Θ(λ, y, ψ) en terme des C(λ, y, z) (théorème
5.1). Pour y = eH, ce résultat a été établi par P. Delorme dans [D]. La démonstration
donnée ici est semblable à celle de P. Delorme et m’a été indiqué par M. Tinfou.

Dans la dernière partie de cet article, on généralise certains résultats précédemment
établis à d’autres séries de fonctions généralisées sphériques en utilisant le procédé d’induction
décrit dans [H3] (théorème 6.1 et théorème 6.2). Tous ces résultats seront utilisés dans
[H6] pour décrire la formule d’inversion des intégrales orbitales sur X.

Je remercie A. Bouaziz pour ses précieux conseils lors de ce travail.
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1 Notations et préliminaires

Si M est une variété différentiable, on note C∞(M) l’espace des fonctions de classe C∞ sur
M , D(M) le sous-espace de C∞(M) des fonctions à support compact et D(M)′ l’espace
des distributions sur M , c’est-à-dire le dual de D(M).

Si N est une partie de M et si f est une fonction sur M, on notera f/N ou fN sa
restriction à N .

Si X est un ensemble fini, on note | X | son cardinal.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V ∗ son dual et VC son
complexifié. Si V est un espace vectoriel topologique, on note V ′ son dual topologique.

Soit G un groupe de Lie réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement
connexe et d’algèbre de Lie g . Soit H une forme réelle de G d’algèbre de Lie h. On note
σ la conjugaison de g relativement à h. Elle définit une involution du groupe G que l’on
notera encore σ et H est l’ensemble des points de G fixés par σ. Soit q = {X ∈ g; σ(X) =
−X} de telle sorte que l’on ait g = h + q. On a alors q = ih. Soit c le centre de h.

Soit M un sous-groupe de G et U une partie de G ou de g. On note ZM(U) le
centralisateur de U dans M et NM(U) le normalisateur de U dans M . On pose WM(U) =
NM(U)/ZM(U).

On note e l’élément neutre de G.

Soit θ une involution de Cartan de g commutant à σ et soit g = k+p la décomposition
de Cartan de g correspondante. Soit K le sous-groupe compact maximal de G formé des
points de G fixés par θ.

On fixe sur g une forme bilinéaire symétrique, non dégénérée, G -invariante κ qui
cöıncide avec la forme de Killing sur l’algèbre dérivée de g et telle que la forme−κ(X, θ(X))
soit définie positive. Pour X ∈ g on pose alors ‖ X ‖= (−κ(X, θ(X)))1/2. Ceci définit
une norme sur g et donc également sur g∗ par dualité.

Soit X = G/H et soit p la projection canonique de G sur X. Soit ϕ l’application de X
dans G qui à p(g) associe gσ(g)−1 . L’application ϕ est un isomorphisme sur son image.

Pour x ∈ X, on note Gx le centralisateur de ϕ(x) dans G. Soit gx son algèbre de Lie.
On pose Hx = Gx ∩H et hx = gx ∩ h.

Le groupe G agit par translation à gauche sur X et on notera g.x l’action de g ∈ G
sur x ∈ X. On notera également pour g ∈ G et X ∈ g l’action adjointe par AdgX = g.X

On note exp l’application exponentielle de g dans G et soit Exp l’application de h

dans G/H qui à X associe p(exp iX). Soit J le jacobien de l’application Exp. On a ,

6



              

pour X ∈ h,

J(X) = det

(
sh iadX

iadX

)

/h

SoitDX la fonction analytique sur X définie par : si x ∈ X et z ∈ C alors l’endomorphisme
1 + z − Adϕ(x) de g est C-linéaire. On pose alors

detC(1 + z − Adϕ(x)) = znDX(x) modulo zn+1

où n = rang(h).

Définition 1.1 Un élément x de X est dit régulier si l’on a DX(x) 6= 0. Ceci est
équivalent à dire que ϕ(x) est régulier dans G. On note Xreg l’ensemble des éléments
réguliers de X et si U est une partie de X, on pose Ureg = Xreg ∩ U .

On appelle sous-espace de Cartan de q un sous-espace de q formé d’éléments semi-
simples, abélien et maximal pour ces deux propriétés.

Comme q = ih, la multiplication par i induit une bijection de l’ensemble des sous-
espaces de Cartan de q dans l’ensemble des sous-algèbres de Cartan de h, que l’on notera
Car(h). Soit H \ Car(h) l’ensemble des classes de conjugaison sous H des sous-algèbres
de Cartan de h.

On notera hreg l’ensemble des éléments semi-simples réguliers de h et pour s une partie
de h on pose sreg = s ∩ hreg.

1.2 Pour a ∈ Car(h), on notera ∆a (ou ∆ quand il n’y aura pas d’ambigüıté) le système
de racines de la paire (g, a + ia). Pour α ∈ ∆, on note Hα la coracine de α , gα l’espace
radiciel de g relatif à α et sα la réflexion de aC relative à α.

On définit la partie compacte aI = c ∩ k + (
∑

α∈∆

iRHα) ∩ a et la partie déployée aR =

c ∩ p + (
∑

α∈∆

RHα) ∩ a de a de telle sorte que l’on ait a = aI + aR.

Une racine α est dite réelle (respectivement imaginaire) si α(a) ⊂ R (respectivement
α(a) ⊂ iR), ceci est équivalent à Hα ∈ aR (respectivement Hα ∈ iaI). Une racine est dite
complexe si elle n’est ni réelle ni imaginaire.

On choisit un système positif ∆+ de ∆ tel que, si α est une racine complexe de ∆+ alors

ᾱ ∈ ∆+. On posera ρ∆+ =
1

2

∑

α∈∆+

α, et ωa =
∏

α∈∆+

Hα. Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté,

on notera ρ = ρ∆+ .

Soit α une racine imaginaire de ∆. La racine α est dite compacte si (gα+g−α+CHα)∩h

est isomorphe à su(2) et elle est non compacte si (gα + g−α + CHα) ∩ h est isomorphe à
sl(2,R).
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On note ∆Inc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de ∆.

Soit Γa l’ensemble des X ∈ a tels que exp 2iX = 1. C’est un réseau de aR. Soit Γ∗a
l’ensemble des µ ∈ a∗R tels que, pour tout X ∈ Γa, l’on ait µ(X) ∈ 2πZ.

Soit a∗I−reg l’ensemble des µ ∈ a∗I tels que, pour toute racine imaginaire α de ∆, l’on
ait µ(Hα) 6= 0.

Soit aR−reg l’ensemble des X ∈ a tels que pour toute racine réelle α de a, l’on ait
α(X) 6= 0.

1.3 A la sous-algèbre de Cartan a de h, on associe l’ensemble A formé des x ∈ X tels que
ϕ(x) centralise a et on l’appelle le sous-ensemble de Cartan de X associé à a. On note
Car(X) l’ensemble des sous-ensembles de Cartan de X.

On rappelle que tout élément régulier de X appartient à un unique sous-ensemble de
Cartan ([O.M] paragraphe 6 théorème 2).

On a ([H 2] lemme 2.3)
A = NG(a)/NH(a)

Nous allons préciser la structure des composantes connexes de A.
Pour α ∈ ∆, on choisit Xα et X−α appartenant respectivement à gα et g−α tels que

[Xα, X−α] = Hα et σ(Xα) = X−α si α est une racine imaginaire non compacte. On note
gα = expπ

2
(Xα−X−α). D’après ([H4] corollaire 1.7), pour tout a ∈ A il existe X ∈ a et un

ensemble S de racines imaginaires non compactes deux à deux fortement orthogonales tels
que a = p(expi X

∏

α∈S
gα). On a alors ϕ(a) = exp 2iX exp iπ

∑

α∈S
Hα. On pose gS =

∏

α∈S
gα

et yS = p(gS). Soit Wa un système de représentants de exp ia \ A = WG(a)/WH(a) dans
A formé d’éléments y tels que ϕ(y) ∈ H. Soit y ∈ Wa. On note W y

H(a) l’ensemble
des h ∈ WH(a) tels que h.y ∈ exp ia.y. Pour h ∈ W y

H(a), il existe donc Yh ∈ a tel
que h.y = exp iYh.y et donc comme ϕ(y) ∈ H on a 2Yh ∈ Γa. Si Y ′ est un autre
élément vérifiant cette propriété, il est facile de voir que Yh − Y ′ ∈ Γa. D’autre part, on
a Yh = hYh−1 = −hYh−1 modulo Γa. Si a = t, alors Yh est central dans h.

Lemme 1.4 Pour tout y ∈ Wa, il existe g ∈ Gy tel que y = p(g).

Démonstration: Soit y ∈ Wa. Par ce qui précède, il existe X ∈ a et un ensem-
ble S de racines imaginaires non compactes deux à deux fortement orthogonales tels
que y = exp iX.yS . Comme ϕ(y) et ϕ(yS) sont dans H, on a exp 4iX = 1 et donc
2X ∈ Γa ⊂ aR. Soit g = exp iX gS . Il est clair que p(g) = y. On a gϕ(y)g−1 =
exp iXgSexp 2iXϕ(yS)g−1

S exp− iX. Or gS commute à ϕ(yS) et à exp iX puisque X ∈ aR
et ϕ(yS) commute à exp− iX. On en déduit donc que gϕ(y)g−1 = ϕ(yS)exp 2iX = ϕ(y).

On pose W−1
a = WH(a) \WG(a)

Pour β un poids de a, on définit la fonction ξβ sur A par: si a ∈ A alors ϕ(a) = expX
avec X ∈ aC. On pose ξβ(a) = eβ(X).
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Soit S(aC) l’algèbre symétrique de aC. Cette algèbre s’identifie à l’algèbre des opérateurs
différentiels sur A, invariants par translation. On note ∂(u) l’opérateur différentiel associé
à u ∈ S(aC).

1.5 Nous allons rappeler la notion de sous-algèbres de Cartan et de sous-ensembles de
Cartan adjacents.

Soit a ∈ Car(h) et soit A le sous-ensemble de Cartan associé. Soit Φ le système
de racines réelles de aC dans g et soit Φ+ un système positif. On choisit Xα et X−α
appartenant respectivement à h ∩ gα et h ∩ g−α tels que [Xα, X−α] = Hα. Soit Kerα
l’ensemble des X ∈ a tel que α(X) = 0. Il existe alors un élément cα du groupe adjoint de
G tel que cα(Hα) = i(Xα−X−α) et pour tout X ∈ Kerα , l’on ait cα(X) = X. L’élément
cα est appelé transformation de Cayley.

On pose aα = R(Xα−X−α)+Kerα. La sous-algèbre aα est une sous-algèbre de Cartan
de h et on a cα.aC = aα,C. On dit que aα est adjacente à a relativement à α. Dans ce cas,
on note Aα le sous-ensemble de Cartan associé à aα et on l’appelle le sous-ensemble de
Cartan adjacent à A ( relativement à α).

Soit Φα l’ensemble des racines de Φ orthogonales à α. Alors cα(Φα) = Φα est le système
de racines réelles de aα dans g et Φ+

α = Φα ∩ Φ+ est un système positif de ce système de
racines.

1.6 Soit U(g) l’algèbre enveloppante de g et soit Z(g) le centre de U(g). On rap-
pelle que l’algèbre des opérateurs différentiels G-invariants sur X est isomorphe à Z(g).
Dans toute la suite, nous identifierons ces deux algèbres. Si a ∈ Car(h), on note γa

l’isomorphisme d’Harish-Chandra de Z(g) dans l’algèbre des invariants sous l’action de
WG(aC) de l’algèbre symétrique S(aC).

Définition 1.7 - Une fonction généralisée Θ sur X est dite sphérique si elle est H-
invariante et s’il existe un caractère χ de Z(g) tel que pour tout z ∈ Z(g), l’on ait
z.Θ = χ(z)Θ.

Théorème 1.8 ([S], thm. 4.3). Une fonction généralisée sphérique sur X est une fonc-
tion localement intégrable sur X et analytique sur Xreg.

Nous allons rappeler les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction
localement intégrable définisse une fonction généralisée sphérique sur X.

Théorème 1.9 ([H1] théorème 4.11) Soit Θ une fonction H-invariante et localement
intégrable sur X. Soit χ un caractère régulier de Z(g). Alors, pour tout z ∈ Z(g), on a
z.Θ = χ(z)Θ en tant que fonction généralisée si et seulement si la fonction Θ vérifie les
trois conditions suivantes:
(D1) pour tout z ∈ Z(g), on a z.Θ = χ(z)Θ sur Xreg,
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(D2) Soit A ∈ Car(X) associé à a de Car(h). Soit ∆+ un système positif de racines de
aC dans g. Soit ∆A =

∏
α∈∆+(1−ξ−α)ξρ. Alors la fonction ∆AΘ/Areg se prolonge de façon

C∞ sur l’ensemble AR−reg des x ∈ A tels que, pour toute racine réelle α de a, l’on ait
ξα(x) 6= 1,

(D3) Soit A ∈ Car(X) associé à a de Car(h). Soit ∆+ un système positif de racines de
aC dans g. Alors la fonction ∂(ωa)(∆AΘ/Areg) se prolonge continument sur A. On notera
encore ∂(ωa)(∆AΘ/Areg) ce prolongement. Soit α une racine réelle de a et soit a ∈ A tel
que ξα(a) = 1 et ξβ(a) 6= 1 pour toute racine β distincte de ±α, alors on a

∂(ωa)(∆AΘ/Areg)(a) = ∂(ωaα)(∆AαΘ/Aα,reg)(a)

2 Base de la série la plus continue de fonctions généralisées

sphériques

Dans toute la suite de cet article, sauf mention explicite du contraire, on supposera que
h admet une sous-algèbre de Cartan de type compact. On fixe t une telle sous-algèbre
de Cartan. Son système de racine n’est donc formé que de racines imaginaires. On a
tR = c ∩ p et tI = c ∩ k + t ∩ [h, h].

Soit λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg. Le but de cette partie est de décrire une base de l’espace
des fonctions généralisées sphériques Θ sur X telles que, pour tout z ∈ Z(g), l’on ait
z.Θ = γt(z)(iλ)Θ.

Soit T le sous-ensemble de Cartan associé à t. On rappelle le résultat suivant:

Théorème 2.1 (Théorème d’unicité [H2] thm 4.1 et [H4] thm 5.11) Soit λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg.
Soit Θ une fonction généralisée sphérique sur X telle que:

(i) pour tout z ∈ Z(g), l’on ait z.Θ = γt(z)(iλ)Θ,
(ii) Si x ∈ Treg alors Θ(x) = 0.

Alors Θ = 0 en tant que fonction généralisée sur X.

Théorème 2.2 Soit λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg. Soit y ∈ Wt et soit ψ un système positif de racines
de tC dans g. Alors il existe une unique fonction généralisée sphérique Θ(λ, y, ψ) sur X
vérifiant les propriétés suivantes:

(i) Pour tout z ∈ Z(g), on a z.Θ(λ, y, ψ) = γt(z)(iλ)Θ(λ, y, ψ)
(ii) Soit x ∈ Treg. Si x /∈ (exp it) WH(t).y alors Θ(λ, y, ψ)(x) = 0 et si x = exp iX.y

alors

Θ(λ, y, ψ)(x) =

∑
u∈W y

H(t) ε(u)ei<uλ,X+Yu>

∏
α∈ψ(1− ξ−α(x))ξρψ(x)
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Corollaire 2.3 Soit λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg et soit ψ un système positif de racines de tC dans g.
(i) Si h ∈ WH(t), alors, on a Θ(h.λ, y, ψ) = ε(h)Θ(λ, h−1.y, ψ)
(ii) l’ensemble des Θ(wλ, y, ψ) lorsque y parcourt Wt et w parcourt W−1

t forme une
base de l’espace des fonctions généralisées sphériques Θ sur X telles que, pour tout z ∈
Z(g), l’on ait z.Θ = γt(z)(iλ)Θ.

Remarque : L’expression de Θ(λ, y, ψ) sur Treg donnée dans le théorème 2.2 (ii)
diffère de celle annoncée dans [H5] théorème 1. Ceci provient du fait suivant: pour
u ∈ WH(t) tel que u.y ∈ exp it.y alors on n’a pas obligatoirement u ∈ WHy(t) (l’élément
Yu n’est pas forcément dans Γt). Cette erreur est corrigée ici. Le même type d’erreur est
à corriger pour la fonction orbitale F (λ, y, ψ) définie dans le théorème 3 de [H5] (voir [H6]
paragraphe 5). Ces corrections n’influent pas sur les autres résultats de [H5] (voir [H6]).

Démonstration: du corollaire: Par le théorème d’unicité, pour obtenir (i), il suffit
de prouver que les deux fonctions généralisées sphériques considérées cöıncident sur Treg.
Soit y ∈ Wt.

Soit x ∈ Treg. Si x /∈ exp itWH(t).y alors il est clair que les deux fonctions généralisées
considérées sont nulles en x. Soit X ∈ t tel que x = exp iX.y. On a alors

Θ(λ, h−1.y, ψ)(x) = Θ(λ, h−1.y, ψ)(exp ih−1.X h−1.y)

=

∑
u∈Wh−1.y

H (t)
ε(u)ei<uλ,h

−1.X>ei<λ,(h
−1Y )u>

∏
α∈ψ(1− ξ−α(h−1exp iX.y)ξρψ(h−1exp iX.y)

où uh−1.y = exp i(h−1Y )uh
−1y. Or, il est clair que pour u ∈ W h−1.y

H , on a huh−1 ∈ W y
H(t)

et Yhuh−1 = (h−1Y )u. On a donc

Θ(λ, h−1.y, ψ)(x) =

∑
u∈W y

H(t) ε(u)ei<uhλ,X>ei<λ,Yu>
∏
α∈h.ψ(1− ξ−α(exp iX.y)ξh.ρψ(exp iX.y)

= ε(h)Θ(h.λ, y, ψ)(x)

On obtient donc l’assertion (i).

Soit Θ une fonction généralisée sphérique telle que, pour tout z ∈ Z(g), l’on ait
z.Θ = γt(z)(iλ)Θ. Soit ψ un système positif de racines de tC dans g et soit ∆T =∏
α∈ψ(1− ξ−α)ξρψ . D’apres le théorème ?? (D1) et (D2), pour tout y ∈ Wt, il existe des

constantes c(w, y) telles que pour tout X ∈ treg, l’on ait

Θ(exp iX.y) =

∑
w∈WG(t) c(w, y)ei<wλ,X>

∆T (exp iX.y)

Comme Θ est H-invariante, pour tout u ∈ WH(t), on a c(w, y) = ε(u)c(uw, uy) et pour
u ∈ W y

H(t), on a c(w, y) = ε(u)c(uw, y)ei<λ,Yu>. Par conséquent, on a

Θ(exp iX.y) =
∑

w∈W y
H(t)\WG(t)

c(w, y)

∑
u∈W y

H(t) ε(u)ei<λ,Yu>ei<uwλ,X>

∆T (exp iX.y)

11



                

=
∑

w∈WH(t)\WG(t)

∑

v∈W y
H(t)\WH(t)

c(vw, y)Θ(vwλ, y, ψ)(exp iX.y)

=
∑

w∈WH(t)\WG(t)

∑

v∈W y
H(t)\WH(t)

c(w, v−1y)Θ(wλ, v−1y, ψ)(exp iX.y)

Comme Θ(wλ, z, ψ) est nulle en dehors de exp it WH(t).z pour z ∈ Wt, on en déduit

Θ =
∑

y∈Wt

∑

w∈W−1
t

c(w, y)Θ(wλ, y, ψ)

Maintenant, on se donne pour y ∈ Wt et w ∈ W−1
t , des constantes c(w, y) telles que la

fonction généralisée Θ =
∑
y∈Wt

∑
w∈W−1

t
c(w, y)Θ(wλ, y, ψ) soit nulle. En particulier, elle

est nulle sur Treg. Soit donc z ∈ Wt et X ∈ treg. On a alors

Θ(exp iX.z) =
∑

h∈WH(t)/W z
H(t)

∑

w∈W−1
t

c(w, hz)Θ(wλ, hz, ψ)(exp iX.z)

=
∑

h∈WH(t)/W z
H(t)

∑

w∈W−1
t

∑

u∈W z
H(t)

c(w, hz)ε(h)ε(u)ei<λ,Yu>ei<uh
−1wλ,X> = 0

Maintenant, le groupeWG(t) est isomorphe àW−1
t ×WH(t)/W z

H(t)×W z
H(t) par l’application

(w, h, u) → uh−1w. Comme λ est supposé regulier, les applications X → ei<wλ,X> sont
linéairement indépendantes lorsque w parcourt WG(t). La nullité de Θ entraine donc la
nullité de toutes les constantes c(w, y). Ceci achève la démonstration du corollaire.

Lemme 2.4 Soit y ∈ Wt.
(i) Le groupe Gy est réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement connexe,

σ-stable. On pose Xy = Gy/Hy,
(ii) L’algèbre t est une sous-algèbre de Cartan de type compact de hy,
(iii) On a y ∈ Xy.

Démonstration: L’élément ϕ(y) est un élément semi-simple de G. D’après ([O.V] 4
problem 10 et thm 9), on sait que Gy est réductif complexe connexe. Il est claire-
ment σ-stable. Soit Gy 1 le groupe dérivé de Gy d’algèbre de Lie gy 1. On a π1(Gy 1) =
Ker exp(2iπ.)/

∑
α∈∆(gy ,t) Z Hα. Soit X ∈ gy 1 tel que exp 2iX = 1. Le groupe dérivé de

G étant simplement connexe, on a

X ∈ gy 1 ∩
∑

α∈∆(g,t)

Z Hα

D’après ([Bou], Chap.6, paragraphe 1, proposition 28), on a

gy 1 ∩
∑

α∈∆(g,t)

Z Hα =
∑

α∈∆(gy 1,t)

Z Hα

On en déduit donc que Gy 1 est simplement connexe.
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L’assertion (ii) est immédiate. Par le lemme ??, il est clair que y admet un représentant
dans Xy ce qui donne (iii).

On fixe λ, y et ψ comme dans le théorème ??.
Pour y = eH, le résultat du théorème ?? est déjà connu ([H2] thm 7.1 et [H4] thm.

5.11). Nous rappelons brièvement la construction de Θ(λ, eH, ψ).
Soit βH.λ la mesure de Liouville de l’orbite coadjointe H.λ et soit β̂H.λ la transformée

de Fourier de cette mesure. Soit wλ l’élement de WG(t) tel que wλ.ψ soit l’ensemble des
α ∈ ∆t telles que iλ(Hα) > 0. On pose, pour x ∈ Xreg,

Θ(λ, eH, ψ)(x) =
(−1)|ψInc|

(2i)|ψ|
ε(wλ)

∑

{X∈hreg ,ExpX=x}/Γt

β̂H.λ(X) | J(X) |−1/2

où par convention, si l’ensemble sur lequel la somme est faite est vide, la somme est nulle
et | ψInc | est le cardinal de l’ensemble des racines imaginaires non compactes de ψ.

Lorsque l’élément ϕ(y) est central dans G, alors pour tout g ∈ G, l’élément g.y ne
dépend que de p(g). Donc pour x = p(g), on peut poser x.y = g.y. On définit dans ce cas la
fonction généralisée Θ(λ, y, ψ) en posant, pour x ∈ Xreg, Θ(λ, y, ψ)(x) = Θ(λ, eH, ψ)(x.y).
Il est clair que Θ(λ, y, ψ) vérifie les assertions du théorème ??. D’autre part, par con-
struction, on a

Θ(λ, y, ψ)/Xreg est nulle en dehors de (exp ih.y)reg.

On suppose maintenant que y est quelconque. On note ψy l’ensemble des racines α ∈ ψ
telles que ξα(y) = 1. Par ce qui précède, il existe une unique fonction généralisée sphérique
Θ(Xy, λ, y, ψy) sur Xy vérifiant les propriétés du théorème ?? sur l’espace symétrique Xy.
Pour x ∈ Xreg, on note N XyH (x) l’ensemble des h ∈ H tel que h.x ∈ Xy.

Lemme 2.5 Soit x ∈ Xreg et soit a = hx. Soit A le sous-ensemble de Cartan de X associé
à a. Alors, on a:

(i) si h ∈ N XyH (x), on a h.a ∈ Car hy,

(ii) l’ensemble N XyH (x) ne dépend que de la composante connexe de A qui contient x,
(iii) l’ensemble Hy \ N XyH (x) est fini.

Si x est un élément semi-simple de X appartenant au sous-ensemble de Cartan A associé à
a ∈ Car(h), on notera N XyH (x, a) l’ensemble des h ∈ H tels que h.x ∈ Xy et h.a ∈ Car(hy).

Démonstration: Soit x ∈ Xreg. Si h ∈ N XyH (x), l’élément hϕ(x)h−1 est un élément
régulier de Gy, et donc Zhy(hϕ(x)h−1) est une sous-algèbre de Cartan de hy contenue
dans h.a. Comme h et hy ont même rang, on en déduit que h.a ∈ Car(hy). D’où
l’assertion (i).

Soit u ∈ Wa tel que x ∈ exp ia.u. Montrons que l’on a N XyH (x) = N XyH (u, a). Soit
h ∈ N XyH (x). D’après (i), on a h.a ∈ Car(hy). On écrit x = exp iX.u avec X ∈ a. On a
donc h.x = (exp ih.X)h.u. Il est donc clair que h.x ∈ Xy si et seulement si h.u ∈ Xy.
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L’assertion (iii) découle de ([B1] Remarque 7.2.3).

On pose alors

Θ(x) = ξρψ(y) | DX(x) |−1/2
∑

h∈Hy\NXyH (x)

Θ(Xy, λ, y, ψy)(h.x) | DXy(h.x) |1/2

Le théorème ?? découle du théorème suivant:

Théorème 2.6 La fonction Θ définit une fonction généralisée sphérique sur X vérifiant
les assertions du théorème ??. On la notera Θ(λ, y, ψ).

2.7 Remarque: Comme la fonction Θ(Xy, λ, y, ψ)/Xy reg est nulle en dehors de (exp ihy.y)reg,
on a

Θ(λ, y, ψ)Xreg est nulle en dehors de (exp ih H.y)reg.

Démonstration: L’ensemble Hy \N XyH (x) est fini et la fonction | DX |−1/2 est localement
intégrable sur X. Par l’expression locale de Θ(Xy, λ, y, ψy) ([H 2] théorème 5.11), il est
clair que Θ définit une fonction localement intégrable, H -invariante sur X. Pour prouver
que Θ définit une fonction généralisée sphérique sur X, on va montrer que Θ vérifie les
conditions nécessaires et suffisantes rappeler dans le théorème ??.

Soit z ∈ Z(g) et x ∈ Xreg. On note A le sous-ensemble de Cartan de X contenant x.

Si h ∈ N XyH (x), on note (h.A)y le sous-ensemble de Cartan de Xy contenant h.x. On a
alors ([H1] cor. 3.9):

(z.Θ)/Areg(x) =| DX(x) |−1/2 γa(z).(| DX |1/2 Θ/Areg)(x)

= ξρψ(y) | DX(x) |−1/2
∑

h∈Hy\NXyH (x)

γh.a(z).(Θ(Xy, λ, y, ψy) | DXy |1/2)/(h.A)y,reg(h.x)

= γt(z)(iλ)Θ/Areg(x)

Donc Θ vérifie l’assertion (D1) du théorème ??.

Démonstration de (D2). Soit A un sous-ensemble de Cartan de X associé à la sous-
algèbre de Cartan a. Soit ∆+ un système positif de racines de aC dans g. On pose
∆A =

∏

α∈∆+

(1 − ξ−α)ξρ. On pose ΨA = ∆AΘ/Areg . Montrons que la fonction ΨA se

prolonge analytiquement sur l’ensemble AR−reg des a ∈ A tels que pour toute racine réelle
de aC dans g, l’on ait ξα(a) 6= 1 (relation (D2)).

Si S est un ensemble de racines, on pose bS =
∏

α∈S

(1− ξ−α)

| 1− ξ−α |
. On a alors

∆A =
ξρ
| ξρ |

b∆+ | DX |1/2
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Si pour tout h ∈ H, l’algèbre h.a n’est pas une sous-algèbre de Cartan de hy, alors

pour tout x ∈ Areg, on a N XyH (x) = ∅ et donc la fonction ΨA est toujours nulle, elle vérifie
donc bien (D2).

On suppose maintenant que a ∈ Car(hy). Pour b ∈ Car(hy), on adoptera les notations
suivantes: soient B et By les sous-ensembles de Cartan respectivement de X et Xy associés
à b. L’ensemble By est formé des exp ib.u où u ∈ Wb ∩Xy. Soit ∆+

b et ∆+
b,y des systèmes

positifs de racines de bC respectivement dans g et gy tels que ∆+
b,y ⊂ ∆+

b . Soit ∆+
b,R

et ∆+
b,y,R l’ensemble des racines réelles de ∆+

b et ∆+
b,y. On pose ρb,y = 1

2

∑
α∈∆+

b,y
α et

ρb = 1
2

∑
α∈∆+

b
α.

On pose ε(b, y) =
ξρb

|ξρb
|
|ξρb,y

|
ξρb,y

b∆+
b
−∆+

b,y
. C’est une fonction qui prend les valeurs ±1 sur

Breg.
On a alors:

ΨA(x) = ξρψ(y)
∑

h∈Hy\NXyH (x)

ε(h.a, y)(h.x)(∆(h.A)yΘ(Xy, λ, y, ψy))(h.x)

Si N XyH (x) = ∅ alors la fonction ΨA est nulle sur les éléments réguliers de la composante
connexe de A contenant x et donc elle se prolonge analytiquement sur cette composante
connexe.

On suppose maintenant que N XyH (x) 6= ∅. Par la remarque ??, on sait que
Θ(Xy, λ, y, ψy)(h.x) 6= 0 si et seulement si il existe X ∈ h.a tel que h.x = exp iX.y. Dans
ce cas, on a:

ε(h.a, y)(h.x) = ξρh.a−ρh.a,y(y)
∏

α∈∆+
h.a
−∆+

h.a,y

(eiα(X) − ξ−α(y)e−iα(X))

| (eiα(X) − ξ−α(y)e−iα(X)) |

Comme y ∈ Wt, pour toute racine α ∈ ∆+
h.a, on a ξα(y) = ±1. Or pour tout α ∈ ∆+

h.a −
∆+
h.a,y, on a ξ−α(y) = −1 et donc ε(h.a, y)(h.x) = ξρh.a−ρh.a,y(y)

∏
α∈∆+

h.a
−∆+

h.a,y

cosα(X)
|cosα(X)| .

Si α est une racine imaginaire, on a cosα(X) = chiα(X) > 0. Si α est une racine
complexe positive, alors il en est de même de ᾱ et dans ce cas, on a cosα(X)cosᾱ(X) > 0.
On en déduit donc que ε(h.a, y)(h.x) = ξρh.a−ρh.a,y(y)

∏

α∈∆+
h.a,R

;ξα(y)=−1

signe(cosα(X)).

En particulier, la fonction ε(h.a, y) se prolonge en une fonction localement constante sur
(h.A)R−reg ∩ (exp ih.a.y).

Soit γ ∈ exp ia.x avec γ ∈ AR−reg. Dans ce cas, pour tout h ∈ N XyH (x), on a
h.γ ∈ ((h.A)y)R−reg et donc la fonction ∆(h.A)yΘ(Xy, λ, y, ψy) se prolonge analytiquement
au voisinage de h.γ. D’autre part, lorsque Θ(Xy, λ, y, ψy) ne s’annule pas au voisinage de
h.γ, la fonction ε(h.a, y) est constante au voisinage de h.γ par ce qui précède. On obtient
donc l’assertion (D2).

Démonstration de (D3). On garde les notations précédentes. On fixe α une racine
réelle de aC dans g et γ ∈ A tels que ξα(γ) = 1 et ξβ(γ) 6= 1 pour toute racine β différente
de ±α.
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Pour t ∈ R, on pose γα(t) = exp itHα.γ. Il existe ε > 0 tel que, pour tout t vérifiant
0 <| t |< ε, l’élément γα(t) appartient à Areg. On garde les notations de ?? et ??. Il faut
donc prouver les deux assertions suivantes:

(*) l’application ∂(ωa)ΨA se prolonge continument au point γ,
(**) lim

t→0
(∂(ωa)ΨA)(γα(t)) = ∂(ωaα)ΨAα(γ).

Démonstration de (*). Si N XyH (a, γ) = ∅ alors la fonction ΨA est nulle en γα(t) pour
0 <| t |< ε et donc ∂(ωa)ΨA se prolonge continument par 0 en γ.

Supposons maintenant que N XyH (a, γ) 6= ∅. On fixe h ∈ N XyH (a, γ). Comme la
fonction Θ(Xy, λ, y, ψy)/Xy reg est nulle en dehors de exp ihy.y, on peut supposer que
h.γ ∈ exp i(h.a).y. On pose b = Ad(h)a et δ = h.α. La racine δ est donc une racine réelle
de bC dans g.

On pose ωb,y =
∏

β∈∆+
b,y

Hβ et P =
∏

β∈∆+
b
−∆+

b,y

Hβ de telle sorte que ωb = ωb,yP . Le poly-

nome P est invariant sous l’action du groupe de Weyl WGy(bC). Soit Γb,t l’isomorphisme
de S(bC)WGy (bC) dans S(tC)WGy (tC). On a alors

∂(P )(∆ByΘ(Xy, λ, y, ψy)/By) = Γb,t(P )(iλ)(∆ByΘ(Xy, λ, y, ψy))/By

On pose
Fh(t) = ∂ωb,y(ε(b, y)∆ByΘ(Xy, λ, y, ψy))(h.γα(t))

de telle sorte que ΨA(γα(t)) = ξρψ(y)Γb,t(P )(iλ)
∑

h∈Hy\NXyH (a,γ)

Fh(t).

On a vu précédemment que la fonction ε(b, y) est une fonction localement constante
sur (By)R−reg. Donc, pour tout t 6= 0 suffisamment petit, on a

Fh(t) = ε(b, y)(h.γα(t))∂ωb,y(∆ByΘ(Xy, λ, y, ψy))(h.γα(t))

1ercas : δ /∈ ∆b,y. La fonction ∂ωb,y(∆ByΘ(Xy, λ, y, ψy)) est continue au point γ par la
propriété (D2).

D’autre part, on a supposé que h.γ = exp iX.y avec X ∈ b. On a donc h.γα(t) =
exp i(tHδ + X).y. Vue l’hypothèse sur δ, on a ξδ(y) = −1. Comme ξδ(exp iX.y) = 1 on
a e2iδ(X) = −1 ce qui est équivalent à δ(X) ∈ π/2 + πZ. On en déduit que pour t 6= 0
voisin de 0, on a

ε(b, y)(h.γα(t)) = ξρb−ρb,y
(y)

∏

β∈∆+
b,R

,ξβ(y)=−1

signe(cosβ(tHδ +X))

Soit β est une racine réelle de bC dans g telle que ξβ(y) = −1. Si β 6= δ alors
on a ξβ(h.γ) 6= 1 et donc e2iβ(X) 6= −1. On en déduit que pour t suffisamment petit,
on a cosβ(tHδ + X)cosβ(X) > 0 et tsinδ(X)cosδ(tHδ + X) < 0. On obtient donc
ε(b, y)(h.γα(t)) = −ε(b, y)(h.γα(−t)) et par conséquent on a lim

t→0+
Fh(t) = − lim

t→0−
Fh(t).
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Or, comme δ /∈ ∆+(hy, b), la réflexion sδ ne se réalise pas dans Hy. L’élément sδh =

hsα envoie γ sur h.γ et il ne représente pas le même élément que h dans Hy \ N XyH (a, γ).
Par ce qui précède, on a

lim
t→0+

(Fh(t) + Fhsα(t)) = lim
t→0+

(Fh(t) + Fh(−t)) = 0 = lim
t→0−

(Fh(t) + Fhsα(t))

2iemecas : δ ∈ ∆+
b,y.

La fonction ε(b, y)(h.γα(t)) est continue en t = 0 et la fonction ∂ωb,y(∆ByΘ(Xy, λ, y, ψy))
est continue au point h.γ par la propriété (D3).

On a donc prouvé l’assertion (*) . Notons AXyH (a, γ) l’ensemble des h ∈ H tels que
h.α ∈ ∆(hy, h.a) et h.γ ∈ exp i(h.a).y. On a prouvé de plus que:

(∗∗∗) (∂ωaΨA)(γ) = ξρψ(y)Γb,t(iλ)
∑

h∈Hy\AXyH (a,γ)

ε(h.a, y)∂ωh.a,y(∆(h.A)yΘ(Xy, λ, y, ψy))(h.γ)

Démonstration de (**).

On garde les notations précédentes. On suppose queAXyH (a, γ) 6= ∅. Soit h ∈ AXyH (a, γ).
On peut écrire y = hexp iX.γ avec X ∈ a. Comme ξα(γ) = 1 et h.α ∈ ∆h.a,y, on obtient
ξα(Exp X) = 1 ce qui est équivalent à α(X) ∈ πZ. D’après ([H2] proposition 3.9), deux
cas sont possibles: soit il existe X0 ∈ a∩ aα tel que Exp X = Exp X0, soit on est dans la
situation suivante:

Exp X = Exp (X0 +
π

2
Hα) avec X0 ∈ a∩ aα et pour tout Z ∈ Γa, on a α(Z) 6= π. Or

d’après ([H2] démonstration du théorème 6.3, 2ième cas), dans ce deuxième cas on a

∂(ωh.a,y)(∆(h.A)yΘ(Xy, λ, y, ψy))(h.γ) = 0

Donc dans la somme (***) définissant ΨA, seuls sont à prendre en compte les h ∈ AXyH (a, γ)
tels qu’il existe X ∈ a ∩ aα vérifiant hexp iX.γ = y. Or il est clair qu’un tel h est un
élément de N XyH (aα, γ) tel que h.γ ∈ (exp ih.aα).y.

Soit h ∈ N XyH (aα, γ) tel que h.γ ∈ (exp ih.aα).y. On rappelle que cα est la transfor-
mation de Cayley relative à α (voir ??). Soit β = cα.α. C’est une racine imaginaire non
compacte de aα,C et on a ξβ(γ) = 1. Comme on peut écrire hexp iX.γ = y avec X ∈ aα,
on en déduit que ξβ(Exp X) = ξh.β(y). Comme β est imaginaire alors ξβ(Exp X) est un
réel strictement positif. Par conséquent, on a ξh.β(y) = 1 et β(X) = 0. La racine h.β est
donc une racine de (h.aα)C dans gy. On en déduit que h.α ∈ ∆h.a,y. Par le choix de X, il
est clair que h.γ ∈ exp ih.(a ∩ aα).y.

On a donc prouvé que l’application identité est une bijection entre l’ensemble des
h ∈ AXyH (a, γ) tels que y ∈ hexp i(a ∩ aα).γ et l’ensemble des h ∈ N XyH (aα, γ) tels que
y ∈ hexp i(aα).γ En utilisant la propriété (**) appliquer à Θ(Xy, λ, y, ψy) aux points h.γ,
on obtient ainsi

∂(ωa)(ΨA)(γ)

= ξρψ(y)Γb,t(P )(iλ)
∑

h∈Hy\NXyH (aα,γ)

ε(h.a, y)(h.γ)∂(ωh.aα,y)(∆(h.Aα)yΘ(Xy, λ, y, ψy))(h.γ)
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Pour avoir le résultat (**) pour Θ, il suffit donc de prouver que pour tout h ∈ N XyH (aα, γ)
tel que h.γ ∈ exp ih.(a ∩ aα).y, on a

ε(h.a, y)(h.γ) = ε(h.aα, y)(h.γ)

On écrit hexp iX.γ = y avec X ∈ a ∩ aα. On a alors

ε(h.a, y)(h.γ) = ξρh.a−ρh.a,y(y)
∏

β∈∆+
h.a,R

,ξβ(y)=−1

signe(cosβ(h.X)

Comme ξh.α(y) = 1, on a ξρh.a−ρh.a,y(y) = ξρh.aα−ρh.aα,y(y). D’autre part, les racines
réelles de h.aα sont les racines réelles de h.a orthogonales à h.α. Soit R l’ensemble des
racines réelles positives β de h.a telles que ξβ(y) = −1 et β(Hh.α) 6= 0. Il faut donc
prouver que

∏

β∈R
signe(cosβ(X)) = 1. Soit β ∈ R. Soit δ ∈ {sh.α(β),−sh.α(β)} ∩ ∆+

h.a.

C’est une racine de R distincte de β telle que cos β(h.X)cos δ(h.X) > 0. On en déduit
donc le résultat voulu.

Lorsque AXyH (a, γ) = ∅, alors N XyH (aα, γ) = ∅ par ce qui précède. On a donc dans ce
cas ∂(ωa)(ΨA)(γ) = ∂(ωaα)(ΨAα)(γ) = 0

Ceci achève la démonstration de (**).

Calcul de Θ/Treg . Soit x ∈ Treg. On écrit x = exp iX.u avec X ∈ t et u ∈ Wt. On a

Θ(x) 6= 0 si et seulement si N XyH (x) 6= ∅. Soit h ∈ N XyH (x). On a alors h.t ∈ Car(hy). Or
t et h.t sont alors deux sous-algèbres de Cartan fondamentales de hy. Elles sont donc Hy

conjuguées. Donc les ensembles WHy(t)\WH(t) et Hy \{h ∈ H;h.t ∈ Car(hy)} sont donc

isomorphes. Maintenant comme h ∈ N XyH (x), on a u ∈ WH(t).y.
Donc, si x /∈ exp it WH(t).y, alors Θ(x) = 0. Par H-invariance, il suffit de connaitre

Θ(x) pour x = exp iX.y. Soit h ∈ WH(t) tel que h.x ∈ exp it.y. On a alors h ∈ W y
H(t).

On obtient ainsi

Θ(x) = ξρψ(y) | DX(x) |−1/2
∑

h∈WHy (t)\W y
H(t)

Θ(Xy, λ, y, ψy)(h.x) | DXy(h.x) |1/2

= ξρψ(y) | DX(x) |−1/2
∑

h∈WHy (t)\W y
H(t)

Θ(Xy, λ, eHy, ψy)(Exp (h.X + Yh)) | DXy(h.x) |1/2

= ξρψ(y) | DX(x) |−1/2
∑

h∈WHy (t)\W y
H(t)

∑
w∈WHy (t) ε(w)ei<wλ,h.X+Yh> | DXy(h.x) |1/2

∏
α∈ψy(1− ξ−α(Exp (h.X + Yh))ξρψy (Exp (h.X + Yh)

Maintenant, on a

| DXy(h.x) |1/2
∏
α∈ψy(1− ξ−α(Exp (h.X + Yh))ξρψy (Exp (h.X + Yh))

=
| DXy(h.x) |1/2

∏
α∈ψy(1− ξ−α(h.x))ξρψy (h.x)ξρψy (y)
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= bψy(h.x) = bψ(h.x) = ε(h)bψ(x).
On obtient donc

Θ(x) =
ξρψ(y) | DX(x) |−1/2

bψ(x)

∑

h∈WHy (t)\W y
H(t)

ε(h)
∑

w∈WHy (t)

ε(w)ei<wλ,h.X+Yh>

On en déduit le résultat voulu.
Ceci achève la démonstration du théorème.

3 Pôles des fonctions généralisées Θ(λ, y, ψ)

On fixe comme dans la partie précédente une sous-algèbre de Cartan de type compact t

de h. Soit λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg, soit y ∈ Wt et ψ un sytème positif de racines de tC dans g.
Le but de cette partie est d’étudier la dépendance en λ des fonctions généralisées

Θ(λ, y, ψ) construites dans le paragraphe précédent. Les résultats et méthodes utilisées
sont analogues à ceux décrits par A. Bouaziz lors de son étude des intégrales orbitales sur
un groupe réel de Lie réductif connexe ([B2] paragraphe 6).

Soit t∗I−reg(C) l’ensemble des µ ∈ t∗I,C tels que la partie réelle Re(µ) de µ soit dans
t∗I−reg.

Suivant [C-D], on dit qu’une fonction holomorphe f sur un ouvert dense de Cn et à
valeurs dans un espace de Fréchet est méromorphe sur Cn si pour tout x ∈ Cn, il existe
un voisinage Vx de x et une fonction holomorphe gx de Vx à valeurs dans C telle que fgx
se prolonge en une fonction holomorphe sur Vx.

Théorème 3.1 (1) Soit λ0 ∈ Γ∗t . Soit λ ∈ t∗I−reg. La fonction λ → Θ(λ0 + λ, y, ψ) se
prolonge en une fonction holomorphe de t∗I−reg(C) dans l’espace des fonctions généralisées
sur X. La fonction généralisée Θ(λ0 + λ, y, ψ) est sphérique et elle vérifie les propriétés
du théorème ??.

(2) Soit λ0 ∈ Γ∗t . Soit ψy l’ensemble des α ∈ ψ tels que ξα(y) = 1. Alors la fonction
λ→

∏

α∈ψy
(1− e−iπλ(Hα))Θ(λ0 + λ, y, ψ) se prolonge en une fonction méromorphe sur t∗I,C.

De plus pour ε > 0 suffisamment petit, c’est une fonction holomorphe sur l’ensemble
des µ ∈ t∗I,C dont la partie imaginaire Im(µ) vérifie: pour toute racine α ∈ ψy on a
| Im(µ)(Hα) |< ε.

En particulier, la fonction λ →
∏

α∈ψy
(1 − e−iπλ(Hα))Θ(λ0 + λ, y, ψ) se prolonge analy-

tiquement sur t∗I .

Le reste de cette partie consiste en la démonstration de ce théorème.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un système positif ψ de racines de tC
dans g. Soit y ∈ Wt.
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Soit a ∈ Car(h) et soit A le sous-ensemble de Cartan de X associé. On fixe x ∈ G

tel que x.tC = aC. Soit U une composante connexe de l’ensemble des X ∈ a tels que
exp iX.y ∈ AR−reg. Par ??, si a ∈ Areg avec Θ(λ, y, ψ)(a) 6= 0 alors a est H-conjuguée
à une sous-algèbre de Cartan de hy. On suppose maintenant que a ∈ Car(hy). Dans ce
cas, on a Θ(λ, y, ψ)(a) 6= 0 si et seulement si a ∈ WH(a)exp ia.y. Comme la fonction
généralisée Θ(λ, y, ψ) est sphérique, le théorème ?? (D1) et (D2) assure que pour tout
w ∈ WG(aC), il existe des fonctions dy(w,U, λ) de λ telles que, pour tout X ∈ U l’on ait
3.2

Θ(λ, y, ψ)(exp iX.y) =

∑
w∈WG(aC) dy(w,U, λ)ei<wx.λ,X>

∏
α∈x.ψ(1− ξ−α(exp iX.y))ξρx.ψ(exp iX.y)

Nous allons étudier les fonctions dy(w,U, λ).
On suppose tout d’abord que y = eH.
Soit G1 le groupe dérivé de G et soit H1 = H ∩ G1. On pose X1 = G1/H1. Soit

λ1 = λ/t∩[h,h] et soit λ0 l’élément de c∗ tel que λ = λ0 + λ1. D’après ([H4] lemme
5.3), la fonction généralisée Θ(λ, eH, ψ) est le prolongement de la fonction généralisée
Θ(X1, λ1, eH, ψ), définie sur X1 par le théorème ??, par le caractère χλO du centre de G
défini par λ0. Rappelons la définition de ce prolongement.

Soit g1, . . . gp un système de représentants de G1 ∩ (ZH)/H1 dans G1. Pour tout
j ∈ {1, . . . p}, il existe donc hj ∈ H et zj dans le centre de G tels que gj = hjzj. Pour
X ∈ hreg, on écrit X = X0 +X1 avec X0 ∈ c et X1 ∈ [h, h]. On a alors :

Θ(λ, eH, ψ)(Exp X) =
p∑

j=1

p∑

k=1

Θ(X1, λ1, eH, ψ)(g−1
j exp iX1.gk)χλ0(exp iX0zjz

−1
k )

Il suffit donc de prouver le théorème pour la fonction généralisée Θ(X1, λ1, eH, ψ).

On suppose donc maintenant que G est semi-simple. On a alors Γt = {0} et tI = t.

3.3 Dans toute la suite de ce paragraphe on adoptera les notations suivantes. Soit ω la
composante connexe de 0 de l’ensemble des X ∈ h tels que J(X) 6= 0. Soit π0(aR−reg)
l’ensemble des composantes connexes de aR−reg. On fixe C ∈ π0(aR−reg).

Soit ∆R le système de racines réelles de a. Par ([H2] (3.3) et lemme 3.4), on a Γa =∑
α∈∆R

πZHα. Soit WR le groupe de Weyl engendré par les réflexions sα pour α ∈ ∆R.
Soit U ∈ π0(aR−reg). Il existe un unique élément u de WR tel que u.U = C. On pose

alors εR(U) = ε(u).

La fonction généralisée Θ(λ, eH, ψ) s’exprime facilement en terme de transformée de
Fourier d’orbites: soit βH.λ la mesure de Liouville de l’orbite coadjointe H.λ et soit β̂H.λ
la transformée de Fourier de cette mesure. Soit wλ l’élement de WG(t) tel que wλ.ψ soit
l’ensemble des α ∈ ∆t telles que iλ(Hα) > 0. On a, pour x ∈ Xreg,

Θ(λ, eH, ψ)(x) =
(−1)|ψInc|

(2i)|ψ|
ε(wλ)

∑

{X∈hreg ,ExpX=x}
β̂H.λ(X) | J(X) |−1/2
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D’après ([V] thm. I.7.7), pour tout w ∈ WG(aC) et pour toute chambre de Weyl F de
t∗reg, il existe des constantes c(w,F , C) telles que pour tout X ∈ C, l’on ait

β̂H.λ(X) = ε(wλ)

∑
w∈WG(aC) c(w,F , C)ei<wx.λ,X>∏

α∈x.ψ α(X)

De plus les constantes c(w,F , C) vérifient la propriété suivante (car la distribution β̂H.λ
est tempérée):

3.4 si c(w,F , C) 6= 0 alors pour tout X ∈ C et pour tout λ ∈ F , on a

Re i < wx.λ,X >≤ 0

D’autre part, soit V une composante connexe de l’ensemble des X ∈ a tels que
Exp X ∈ AR−reg. Il existe alors un unique élément γV ∈ Γa et un unique élément
w0 ∈ WR tels que w0.V = C ∩ ω + γV . Par H-invariance, on a Θ(λ, eH, ψ)(Exp X) =
Θ(λ, eH, ψ)(Exp(w0.X − γV )) et donc on a

d(w, V, λ) = d(w0w, C ∩ ω, λ)e−i<w0wx.λ,γV >

Dans ce qui suit, on prendra V = C ∩ω et on posera d(w, C ∩ω, λ) = d(w, C, λ). Nous
allons étudier d(w, C, λ).

Soit X0 ∈ C ∩ ω. D’après ([H2] (5.8)), pour tout w ∈ WG(aC), on a
3.5 d(w, C, λ) = (−1)|ψInc|

∑

U∈π0(aR−reg)

εR(U)c(w,F , U)
∑

γ∈Γa,(γ+X0)∈U
ei<wx.λ,γ>

cette série étant absolument convergente d’après ([H2] lemme 5.7).

Remarques:
(1) Les fonctions d(w, C, λ) ne dépendent pas du choix de F . En effet, la fonction

généralisée Θ(λ, eH, ψ) est uniquement déterminée par les deux propriétés suivantes:
(i) pour tout z ∈ Z(g), on a z.Θ(λ, eH, ψ) = γt(z)(iλ)Θ(λ, eH, ψ),
(ii) si t ∈ Treg − (Exp t)reg alors Θ(λ, eH, ψ)(t) = 0 et pour x = Id, on a
d(w, t, λ) = 0 si w /∈ WH(t)
d(w, t, λ) = ε(w) si w ∈ WH(t)

(2) La fonction d(w, C, λ) dépend également du choix de x tel que x.tC = aC. Notons la
d(x, w, C, λ). Soit x′ un autre élément de G tel que x′.tC = aC. Il existe donc w0 ∈ WG(aC)
tel que x′ = w0x. On a alors d(x′, w, C, λ) = ε(w0)d(x, ww0, C, λ). La dépendance de ce
choix de x n’interviendra pas dans les résultats que nous allons démontrer.

On fixe une chambre de Weyl F de t∗reg et on note Σ le système positif de racines de tC
défini par le choix de F , c’est-à-dire l’ensemble des racines α de tC telles que, pour tout
µ ∈ F , l’on ait iµ(Hα) > 0.

On note F(C) l’ensemble des λ ∈ t∗reg(C) tel que Re(λ) ∈ F .
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Lemme 3.6 On garde les notations précédentes.
(i) La fonction λ → d(w, C, λ) se prolonge holomorphiquement à t∗reg(C) et pour tout

λ ∈ t∗reg(C), la fonction généralisée Θ(λ, eH, ψ) définie par ?? vérifie les propriétés du
théorème ??,

(ii) La fonction λ→
∏

α∈Σ

(1− e−i<λ,πHα>)d(w, C, λ) est bornée sur toute partie relative-

ment compacte de t∗reg(C) et il existe une constante strictement positive C telle que, pour
tout λ ∈ F(C) et pour tout X ∈ C ∩ ω, l’on ait

|
∏

α∈Σ

(1− e−i<λ,πHα>)d(w, C, λ)ei<wx.λ,X> |< C

Démonstration: Les constantes c(w,F , C) ne dépendent que de F et non pas de λ.
Comme pour tout w ∈ WG(aC) , pour tout γ ∈ Γa et pour tout λ ∈ t∗reg(C), on a
Re < iwx.λ, γ >=< iwx.Reλ, γ >, la série définissant d(w, C, λ) (voir formule ??) reste
absolument convergente pour tout λ ∈ t∗reg(C). Pour λ ∈ t∗reg(C), on définit d(w, C, λ) par
la formule ?? et la fonction Θ(λ, eH, ψ) par ??. On obtient alors facilement l’assertion
(i).

Par la propriété (??), si c(w,F , U) 6= 0 alors, pour tout ν ∈ F(C) et pour tout X ∈ U ,
on a Re i < wx.ν,X >≤ 0.

Soit N le cardinal de l’ensemble des U ∈ π0(aR−reg) telles que c(w,F , U) 6= 0. On
pose C1(w) = N sup

U∈π0(aR−reg)
| c(w,F , U) |. On obtient ainsi

| d(w, C, λ) |≤ C1(w)
∑

γ∈Γa;Re<iwx.λ,γ+X0>≤0

eRe<iwx.λ,γ>

On suppose maintenant que λ ∈ F(C). Soit α1 . . . αk les racines simples de Σ et soit
ω1 . . . ωk les poids fondamentaux relatifs à cette base, c’est-à-dire ωj(Hαl) = δj,l où δj,l est
le symbole de Krönecker.

On a alors Reλ = i
∑k
j=1 tjωj où les tj sont des réels strictement négatifs et pour tout

γ ∈ Γa, on a x−1w−1γ ∈ ∑k
j=1 πZHαj .

Soit j ∈ {1, . . . , k}. Soit rj,w le plus grand entier tel que, pour tout X0 ∈ C ∩ ω, l’on
ait πrj,w ≤ −Re < ωj, x

−1w−1(X0) >. Donc, si γ ∈ Γa est tel que pour tout X0 ∈ C ∩ ω
l’on ait Re i < λ, x−1w−1(X0 + γ) >≤ 0 alors on peut écrire

x−1w−1.γ =
∑k
j=1 πnjHαj avec nj ∈ Z et nj ≤ rj,w.

On obtient ainsi

| d(w, C, λ) |≤ C1(w)
∑

(n1...,nk)∈Zk, nj≤rj,w
ei<Re λ,πnjHαj>

≤ C1(w)
k∏

j=1

eiπrj,w<Re λ,Hαj>
∑

nj≤0

eiπnj<Re λ,Hαj>
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≤ C1(w)

∏k
j=1 e

iπrj,w<Re λ,Hαj >
∏k
j=1(1− e−iπ<Re λ,Hαj>)

On obtient la première partie de l’assertion (ii).

Maintenant, pour X ∈ C ∩ ω, on a
k∑

j=1

iπrj,w(Re λ(Hαj) + i < wx.Re λ,X >) =

−
k∑

j=1

tj[πrj,w +Re ωj(x−1w−1.X)] ≤ 0.

Par conséquent, on a

| d(w, C, λ)ei<wxλ,X> |≤ C1(w)
1

∏k
j=1(1− e−iπ<Re λ,Hαj>)

On note C = sup
w∈WG(aC)

C1(w). On obtient ainsi

|
k∏

j=1

(1− e−iπ<Re λ,Hαj>)d(w, C, λ)ei<wxλ,X> |≤ C

Ceci achève la démonstration du lemme.

Lemme 3.7 Soit w ∈ WG(aC). Soit α1, . . . , αk les racines simples de Σ. Alors il existe
une fraction rationnelle Rw,C en k variables telle que, pour tout λ ∈ t∗reg(C) l’on ait

d(w, C, λ) = Rw,C(e
iπ(Reλ)(Hα1 ), . . . , eiπ(Reλ)(Hαk ))

Démonstration: On démontre le résultat par récurrence sur dim aR. Si dim aR = 0
alors la sous-algèbre a est H-conjuguée à t. On peut donc supposer que a = t. Dans ce
cas, on a C = t et d(w, t, λ) = ε(w) si w ∈ WH(t) et d(w, t, λ) = 0 sinon. Le lemme est
donc immédiat dans ce cas.

On suppose dim aR > 0. Soit φ+ le système de racines réelles positives de a déterminée
par le choix de C. Soit Π l’ensemble des racines simples de φ+ et soit α̃ la plus grande
racine de φ+. On reprend les notations de ??. Soit Cα la chambre de Weyl de aα,R−reg
définie par φ+

α et soit xα = cαx (on a xαtC = aα,C). D’après ([H2] (6.9) et (6.13)), la
condition (D3) du théorème ?? (conditions de recollement), se traduit par les relations
suivantes:

(1) pour tout α ∈ Π, alors d(w, C, λ)−d(sαw, C, λ) = d(cαwc
−1
α , Cα, λ)−d(cαsαwc

−1
α , Cα, λ)

(2) d(w, C, λ)ei<wx.λ,π Hα̃>− d(sα̃w, C, λ) = f(α̃, λ) où la fonction f(α̃, λ) est définie de
la manière suivante:

si pour tout X ∈ Γa, on a α̃(X) 6= π alors f(α̃, λ) = 0
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sinon, il existe Z0 ∈ Γa tel que α̃(Z0) = π et πHα̃/2+Z0 ∈ aα̃ ∩ ω. Soit φ0,α̃ le système
de racines réelles positives de aα̃ défini comme suit: soit γ ∈ φ+

α̃ . Alors on a γ ∈ φ+
0,α̃ si

γ(Z0) = 0 et −γ ∈ φ+
0,α̃ si γ(Z0) = π. Soit C0,α̃ la chambre de Weyl de aα̃,R−reg définie par

le choix de φ0,α̃. ([H2](6.11))
Dans ce cas, on a f(α̃, λ) = d(cα̃wc

−1
α̃ , C0,α̃, λ)− d(cα̃sα̃wc

−1
α̃ , C0,α̃, λ)ei<wx.λ,π Hα̃−Z0>

Comme la fonction généraliséee Θ(λ, eH, ψ) est l’unique fonction généralisée vérifiant
(i ) z.Θ(λ, eH, ψ) = γt(z)(iλ)Θ(λ, eH, ψ) pour z ∈ Z(g) et (ii) si x ∈ Treg \ Exp(t), alors

Θ(λ, eH, ψ)(x) = O et Θ(λ, eH, ψ)(Exp X) =

∑
w∈WH (t)

ε(w)ei<wλ,X>∏
α∈ψ((1−ξ−α(Exp X))ξρψ (Exp X)

, les fonctions

d(w, C, λ) sont les uniques solutions du système d’équations linéaires suivant:



(0) si a = t alors d(w, t, λ) =

{
ε(w) si w ∈ WH(t)
0 si w /∈ WH(t)

(1)
(2)

}
définies ci-dessus

(3) pour tout v ∈ WH(a) alors d(vw, vC, λ) = ε(v)d(w, C, λ)
Comme on a x−1w−1Hα̃ ∈

∑
β∈Σ ZHβ, en appliquant l’hypothèse de récurrence aux

fonctions d(cαwc
−1
α , Cα, λ) pour α ∈ Π ∪ {α̃}, on obtient donc le résultat voulu.

Corollaire 3.8 Soit Σ un système positif de racines de tC dans g. Alors, pour tout α ∈ Σ,
il existe un entier nα ∈ N et des réels deux à deux distincts cα,1, . . . , cα,nα tels que pour

tout λ ∈ t∗reg(C), la fonction
∏

α∈Σ

nα∏

j=1

(eicα,j − e−iπ<λ,Hα>)d(w, C, λ) soit un polynôme en les

eiπ<λ,Hα> pour α ∈ Σ.
En particulier, elle se prolonge en une fonction holomorphe sur t∗C.

Démonstration: La démonstration de ce corollaire est exactement la même que celle du
corollaire 6.3.3 de [B2]. En effet celui-ci découle des lemmes 6.3.1 et 6.3.2 de [B2] qui sont
les analogues des deux lemmes précédemment démontrés ici.

On ne suppose plus G semi-simple et on fixe y ∈ Wt. On a vu précédemment que,
pour tout U composante connexe de l’ensemble des X ∈ a tels que exp iX.y ∈ AR−reg, il
existe des fonctions dy(w,U, λ) telles que, pour tout X ∈ U , l’on ait

Θ(λ, y, ψ)(exp iX.y)

=

∑
w∈WG(aC) dy(w,U, λ)ei<wx.λ,X>

∏
α∈x.ψ(1− ξ−α(exp iX.y))ξρx.ψ(exp iX.y)

Corollaire 3.9 Soit Σ comme précédemment et soit Σy l’ensemble des α ∈ Σ tels que
ξα(y) = 1.

(i) Soit λ0 ∈ Γ∗t . Alors la fonction λ → Θ(λ0 + λ, y, ψ) se prolonge en une fonc-
tion holomorphe de t∗I−reg(C) dans l’espace des fonctions généralisées sur X. La fonction
généralisée Θ(λ0 + λ, y, ψ) est sphérique et elle vérifie les propriétés du théorème ??.
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(ii) Pour tout α ∈ Σy il existe un entier nα ∈ N et des réels deux à deux dis-
tincts cα,1, . . . , cα,nα tels que pour tout λ ∈ t∗reg(C) et pour tout w ∈ WG(aC), la fonction
∏

α∈Σy

nα∏

j=1

(eicα,j − e−iπ<λ,Hα>)dy(w,U, λ) soit un polynôme en les eiπ<λ,Hα> pour α ∈ Σy.

Démonstration: On rappelle que pour γ ∈ Xreg, on a

Θ(λ, y, ψ)(γ) = ξρψ(y) | DX(γ) |−1/2
∑

h∈Hy\NXyH (γ)

Θ(Xy, λ, y, ψy)(h.γ) | DXy(h.γ) |1/2

et en particulier, la fonction Θ(λ, y, ψ)/Xreg est nulle en dehors de (exp ih H.y)reg.
Soit A ∈ Car(X) associé à a ∈ Car(h). Si pour tout h ∈ H, on a h.a /∈ hy, alors la

fonction généralisée Θ(λ, y, ψ) est nulle sur Areg.
On suppose a ∈ Car(hy). Soit γ = exp iX.y ∈ AR−reg. Supposons qu’il existe

h ∈ N XyH (γ) tel que h.γ ∈ exp iha.y. On a alors h.a ∈ Car(hy) et il existe Yh ∈ h.a tel
que hy = exp iYh.y. Soit U la composante connexe de l’ensemble des Y ∈ a tels que
exp iY.y ∈ AR−reg contenant X. Dans ce cas, il existe Uh une composante connexe de
l’ensemble des Y ∈ h.a tels que exp iY.y ∈ (h.A)y,R−reg, telle que h.X + Yh ∈ Uh. Soit
xh ∈ Gy tel que xh.tC = (h.a)C.

Par définition de Θ(λ, y, ψ) et avec les notations de la démonstration du théorème ??
(démonstration de (D2)), on a:

∏
α∈x.ψ(1− ξ−α(γ))ξρx.ψ(γ)

ξρψ(y)
Θ(λ, y, ψ)(γ)

=
∑

h∈Hy\NXyH (x)

ε(h.a, y)(h.x)(∆(h.A)yΘ(Xy, λ, y, ψy))(h.x)

où ε(h.a, y)(h.x) est un signe qui ne dépend que Uh (et non de h.x). On le notera
s(a, h, Uh). Comme Θ(Xy, λ, y, ψy))(h.x) = Θ(Xy, λ, eH, ψy))(Exp (h.X + Yh)), on ob-
tient donc ∏

α∈x.ψ(1− ξ−α(γ))ξρx.ψ(γ)

ξρψ(y)
Θ(λ, y, ψ)(γ)

=
∑

h∈Hy\NXyH (y,a)

s(a, h, Uh)
∑

v∈WGy (h.aC)

d(v, Uh, λ)ei<vxh.λ,h.X+Yh>

=
∑

w∈WG(aC)

∑

h∈Hy\NXyH (y,a)

s(a, h, Uh)
∑

v ∈ WGy(h.aC)
(vxh)/tC = hwx/tC

d(v, Uh, λ)ei<vxh.λ,Yh>ei<wx.λ,X>

On obtient ainsi

dy(w,U, λ) = ξρψ(y)
∑

h∈Hy\NXyH (y,a)

s(a, h, Uh)
∑

v ∈ WGy(h.aC)
(vxh)/tC = hwx/tC

d(v, Uh, λ)ei<vxh.λ,Yh>
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La première assertion du corollaire découle des propriétés des d(v, Uh, λ) (lemme 3.5 (i))
et la deuxième assertion du corollaire ??

Démonstration: du théorème ??:
Soit λ0 ∈ Γ∗t . Soit y ∈ Wt et soit ψ et Σ deux systèmes positifs de racines de tC

dans g. Pour λ ∈ t∗I−reg(C), on pose Θ(λ) =
∏

α∈Σy

(1 − e−iπ<λ,Hα>)Θ(λ0 + λ, y, ψ). Pour

tout α ∈ Σy, on fixe comme dans le corollaire ??, un entier nα strictement positif et
des réels deux à deux distincts cα,1, . . . , cα,nα . On pose g(λ) =

∏

α∈Σy

∏

j = 1, . . . nα
cα,j 6= 0

(eicα,j −

e−iπ<λ,Hα>) de sorte que pour tout a ∈ Car(h), pour tout w ∈ WG(aC) et pour toute
composante connexe U de l’ensemble des X ∈ a tels que exp iX.y ∈ AR−reg, la fonction
g(λ)

∏

α∈Σy

(1− e−iπ<λ,Hα>)dy(w,U, λ0 +λ) se prolonge en une fonction holomorphe sur t∗I,C.

Nous allons montrer que la fonction λ → g(λ)Θ(λ) est holomorphe sur t∗I,C. Soit
dX une mesure de Lebesgue sur h et soit dx la mesure invariante sur X tangente à dX.
D’après ([Bou] 3.3.1 (v’)), pour avoir ce résultat il suffit de prouver les deux assertions
suivantes:

(*) La fonction λ→ g(λ)Θ(λ) est continue,
(**) Pour tout f ∈ D(X), la fonction λ → g(λ) < Θ(λ), fdx > est holomorphe sur

t∗I,C.
Soit B un ensemble borné de D(X) ([Sc] Chap. III paragraphe 2). Soit λ ∈ t∗I,C. Soit

f ∈ B. On définit l’intégrale orbitaleM(f) de f de la manière suivante: si x ∈ Xreg alors
hx = a est une sous-algèbre de Cartan de h. Soit dY la mesure de Lebesgue sur [a, h]
définie par la forme de Killing. Soit dh la mesure H-invariante sur H/ZH(a) tangente à
dY . On pose

M(f)(x) =| DX(x) |1/2
∫

H/ZH(a)
f(h.x)dh

Soit dZ la mesure de Lebesgue sur a telle que dX = dZ∧dY et soit da la mesure invariante
sur A tangente à dZ.

Soit λ1 ∈ t∗I,C. On a alors la formule d’intégration de Weyl suivante

< g(λ)Θ(λ)− g(λ1)Θ(λ1), fdx >

=
∑

a∈H\Car(h)

1

| WH(a) |
∫

A
| DX(a) |1/2 (g(λ)Θ(λ)− g(λ1)Θ(λ1))(a)M(f)(a)da

Comme l’ensemble B est borné, il existe un compact U de X tel que, pour tout f ∈ B, le
support de f soit contenu dans U ([Sc] III paragraphe 2 Thm IV). D’autre part, par le
corollaire ??, pour tout a ∈ Areg, la fonction qui à λ associe | DX(a) |1/2 g(λ)Θ(λ)(a) est
holomorphe sur t∗I,C.
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Donc, pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de λ1 dans t∗I,C tel que, pour tout
λ ∈ V , pour tout A ∈ Car(X) et pour tout a ∈ U ∩ Areg, l’on ait

| DX(a)1/2(g(λ)Θ(λ)− g(λ1)Θ(λ1))(a) |< ε

Maintenant, pour tout A ∈ Car(X), la fonction f → ∫
A | M(f)(a) | da est continue ([H

3] paragraphe 2). Comme B est borné dans D(X) et donc relativement compact ([Sc] II
paragraphe 2 Thm VII), il existe une constante CA > 0 telle que pour tout f ∈ B et pour
tout A ∈ Car(X), l’on ait

|
∫

A
M(f)(a)da |< CA

On en déduit donc qu’il existe une constante C ′ (C ′ =
∑

a∈H\Car(h)

CA
| WH(a) |) telle que pour

f ∈ B et pour tout λ ∈ V l’on ait

|< g(λ)Θ(λ)− g(λ1)Θ(λ1), fdx >|< C ′ε

On obtient donc l’assertion (*).
On garde les notations précédentes. Pour l’assertion (**), en utilisant la formule

d’intégration de Weyl, il suffit de prouver que pour tout f ∈ D(X) et pour tout A ∈
Car(X), la fonction qui à λ associe

∫
A g(λ)Θ(λ)(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a)da est holomorphe

sur t∗I,C. Or, on a les propriétés suivantes:
(i) pour tout a ∈ Areg, la fonction λ → g(λ)Θ(λ)(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) est holo-

morphe sur t∗I,C,
(ii) pour tout λ ∈ t∗I,C, la fonction a→ g(λ)Θ(λ)(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) est intégrable

sur A,
(iii) il existe une constante strictement positive C telle que, pour presque tout a dans

le support deM(f) (qui est compact), l’on ait | g(λ)Θ(λ)(a) | DX(a) |1/2 M(f)(a) |< C |
M(f)(a) |.

Le théorème de convergence dominée assure donc que la fonction λ→ ∫
A g(λ)Θ(λ)(a) |

DX(a) |1/2 M(f)(a)da est holomorphe sur t∗I,C.
On obtient donc (**).
Soit ε > 0 tel que ε < inf

α∈ ψy
inf

j = 1, . . . nα
cα,j 6= 0

| cα,j |. La fonction g(λ) est alors inversible

sur l’ensemble des λ ∈ t∗I,C tels que pour tout α ∈ ψy, l’on ait | Imλ(Hα) |< ε.
L’assertion (2) du théorème est alors complètement démontrée.

Pour λ ∈ Γ∗t + t∗I,C, on définit la fonction H -invariante F (λ, y) sur Xreg de la manière
suivante: Soit A ∈ Car(X) associé à a. Si a n’est pas H-conjuguée à t alors pour tout a ∈
Areg, on a F (λ, y)(a) = 0. Soit X ∈ t tel que exp iX.y ∈ Treg. Alors F (λ, y)(exp iX.y) =∑
w∈W y

H(t) ε(w)ei<wλ,X+Yw>.
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Proposition 3.10 Soit λ0 ∈ Γ∗t . Alors, pour tout x ∈ Xreg, la fonction qui à λ associe∑

w∈WGy (t)

F (w(λ0 + λ), y)(x)Θ(w(λ0 + λ), y, ψ) est analytique sur t∗I .

Démonstration: Soit Π(λ) =
∏

α∈ψy
(eiπλ(Hα)/2 − e−iπλ(Hα)/2). Par le théorème ?? (2),

la fonction qui à λ associe T (λ) = Π(λ)
∑

w∈WGy (t)

F (w(λ0 + λ), y)(x)Θ(w(λ0 + λ), y, ψ) est

analytique sur t∗I . Maintenant, il est clair que pour tout w ∈ WGy(t) et pour tout f ∈ D(X)
on a < T (wλ), fdx >= ε(w) < T (λ), fdx > et donc la fonction λ →< T (λ), fdx >

s’annule sur les hyperplans λ(Hα) = 0 lorsque α parcourt ψy. Comme la fonction Π
a justement des zéros simples le long de ces hyperplans, on en déduit que la fonction
λ → ∑

w∈WGy (t) F (w(λ0 + λ), y)(x)Θ(w(λ0 + λ), y, ψ) est faiblement analytique sur t∗I et

donc analytique d’après ([Bou] 3.3.1 (iv)).

4 Croissance des fonctions généralisées Θ(λ, y, ψ)

Soit t une sous-algèbre de Cartan de type compact de h. Soit ψ un système positif de
racines de tC dans g et soit y ∈ Wt.

Théorème 4.1 (i) Soit λ ∈ Γ∗t + t∗I−reg. La fonction | DX |1/2 Θ(λ, y, ψ)/Xreg est bornée
sur Xreg,

(ii) Soit Q ∈ S(tC) et soit U une partie bornée de T . Alors, il existe une constante
C > 0 et un entier positif k tels que pour tout x ∈ Ureg, pour tout γ ∈ Xreg et pour tout
λ ∈ Γ∗t + t∗I , l’on ait

|
∑

w∈WGy (t)

∂(Q).F (wλ, y)(x)Θ(wλ, y, ψ)(γ)DX(γ)1/2 |≤ C(1+ ‖ λ ‖)k

La suite de cette partie consiste en la démonstration de ce théorème.

Démonstration: L’assertion (i) découle directement des résultats du lemme ?? et de la
démonstration du corollaire ??.

Pour l’assertion (ii), nous allons d’abord considérer le cas y = eH. La fonction
généralisée Θ(λ, eH, ψ)/Xreg ne vit que sur (Exp h)reg. Soit X ∈ t. On écrit X =
X0 + X1 avec X0 ∈ c ∩ p et X1 ∈ t ∩ [h, h]. Soit λ = λ0 + λ1 ∈ Γ∗t + t∗I . On a alors
F (λ, eH, ψ)(Exp X) = ei<λ0,X0>F (λ1, eH, ψ)(Exp X1). Il est facile de voir, comme dans
le paragraphe précédent, qu’on peut supposer que G est semi-simple. On note R le réseau
de it engendré par les πHα pour α ∈ ψ.

Soit a ∈ Car(h). On fixe dans tout la suite un élément x de G tel que x.tC = aC.
et une composante connexe C de aR−reg. On écrit comme dans le paragraphe précédent,
pour tout X ∈ C ∩ ω,

Θ(λ, eH, ψ)(Exp X) =

∑
w∈WG(aC) d(w, C, λ)ei<wx.λ,X>

∏
α∈x.ψ(1− ξ−α(Exp X))ξρx.ψ(Exp X)
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Soit Σ un sytème positif de racines de tC et soit F la chambre de Weyl de t∗reg définie
par Σ.

D’après le corollaire ?? il existe des réels non nuls deux à deux distincts d1, . . . , dn

tels que la fonction
∏

α∈Σ

(1 − e−iπλ(Hα))
n∏

j=1

(eidj − e−iπλ(Hα))d(w, C, λ) soit un polynôme en

les eiπλ(Hα) pour α ∈ Σ. On pose fΣ(λ) =
∏

α∈Σ

(1 − e−iπλ(Hα)) et gΣ(λ) =
∏

α∈Σ

n∏

j=1

(eidj −

e−iπλ(Hα))(e−idj − e−iπλ(Hα)). Il existe donc des constantes b(w, γ,Σ), non nulles pour un
nombre fini de valeurs de γ, telles que

d(w, C, λ) =

∑
γ∈R b(w, γ,Σ)ei<λ,γ>

gΣ(λ)fΣ(λ)

Lemme 4.2 Soit h+ =
1

2

∑

α∈Σ

Hα. Soit w ∈ WG(tC) et u ∈ WG(aC). Alors, on a

(1) fwΣ(λ) = fΣ(w−1λ) = ε(w)fΣ(λ)eiπλ(h+−wh+) et
gwΣ(λ) = gΣ(w−1λ) = gΣ(λ)e2inπλ(h+−wh+)

(2) Pour tout γ ∈ R , on a

b(u, γ, wΣ) = ε(w)b(u, γ + (2n+ 1)π(wh+ − h+),Σ)

Démonstration: On écrit fΣ(λ) =
∏
α∈Σ(eiπλ(Hα/2) − e−iπλ(Hα/2))e−iπλ(h+). Les relations

vérifiées par fΣ(λ) deviennent immédiates.
Si d est un réel et α ∈ ψ, on remarque que

(eid − eiπλ(Hα))(e−id − eiπλ(Hα)) = (eid − e−iπλ(Hα))(e−id − e−iπλ(Hα))e2iπλ(Hα)

Un simple calcul prouve alors les propriétés de gΣ.
Comme d(u, C, λ) ne dépend pas de Σ, on a

∑
γ∈R b(u, γ, wΣ)ei<λ,γ>

fwΣ(λ)gwΣ(λ)
=

∑
γ∈R b(u, γ,Σ)ei<λ,γ>

fΣ(λ)gΣ(λ)

Comme (fwΣgwΣ)(λ) = ε(w)fΣ(λ)gΣ(λ)e(2n+1)iπλ(h+−wh+), on obtient

∑

γ∈R
b(u, γ, wΣ)ei<λ,γ−(2n+1)π(h+−wh+)> = ε(w)

∑

γ∈R
b(u, γ,Σ)ei<λ,γ>

La propriété (2) est alors claire.

On fixe x0 ∈ (Exp t)reg et Q ∈ S(tC). On pose h(λ) = ∂(Q)F (λ, eH, ψ)(x0).
Soit Θ(λ) =

∑
w∈WG(t) h(wλ)Θ(wλ, eH, ψ). On définit la fonction ∆ψ sur Xreg par

sa restriction à chaque sous-ensemble de Cartan: si a ∈ Areg alors ∆ψ(a) =
∏
α∈x.ψ(1 −

ξ−α(a))ξρx.ψ(a) (l’élément x vérifie x.tC = aC).
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Soit X ∈ C ∩ ω. On a alors

(∆ψΘ)(Exp X) =
∑

w∈WG(t)

h(wλ)
∑

u∈WG(aC)

d(u, C, wλ)ei<uxw.λ,X>

=
∑

w∈WG(t)

h(wλ)
∑

u∈WG(aC)

∑
γ∈R b(u, γ, wΣ)ei<wλ,γ>ei<uxwλ,X>

fwΣ(wλ)gwΣ(wλ)

(par l’expression de d(u, C, wλ))

=
∑

w∈WG(t)

ε(w)h(wλ)

fΣ(λ)gΣ(λ)

∑

u∈WG(aC)

∑

γ∈R
b(u, γ + (2n+ 1)π(wh+ − h+),Σ)ei<wλ,x

−1u−1X+γ>

(d’après les deux propriétés du lemme 4.2)

=
∑

γ∈R

∑

u∈WG(aC)

b(u, γ,Σ)
∑

w∈WG(t)

ε(w)h(wλ)

fΣ(λ)gΣ(λ)
ei<wλ,x

−1u−1.X+γ−(2n+1)π(wh+−h+)>

Pour avoir le résultat voulu il suffit donc de prouver si b(u, γ,Σ) 6= 0 alors il existe une
constante C > 0 et un entier positif k tels que pour tout X ∈ C ∩ ω et pour tout λ ∈ F ,
l’on ait

4.3 |
∑

w∈WG(t)

ε(w)h(wλ)

fΣ(λ)gΣ(λ)
ei<wλ,x

−1u−1.X+γ−(2n+1)π(wh+−h+)> |< C(1+ ‖ λ ‖)k

Maintenant, la relation (ii) du lemme 3.6 implique la relation suivante

si b(u, γ,Σ) 6= 0 alors pour tout X ∈ C ∩ ω et pour tout λ ∈ F , on a

Re(i < uxλ,X > +i < λ, γ >) ≤ 0

Or, par le lemme ??, on a b(u, γ,Σ) = ε(w)b(u, γ − (2n+ 1)π(wh+− h+), wΣ). On en
déduit que si X ∈ C ∩ ω et λ ∈ F , on a

4.4 Re(i < wλ, x−1u−1X + γ − (2n+ 1)π(wh+ − h+) >) ≤ 0

et cette relation est encore valable pour λ dans l’adhérence de F .

Soit α1, . . . , αk les racines simples de Σ et soit ω1, . . . , ωk les poids fondamentaux
relatifs à cette base. Par ??, si b(u, γ,Σ) 6= 0 alors pour tout j ∈ {1, . . . , k}, pour tout
w ∈ WG(t) et pour tout X ∈ C ∩ ω, on a
4.5

Re(i < wωj, x
−1u−1X + γ − (2n+ 1)π(wh+ − h+) >) ≤ 0
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Soit P une partie de {1, . . . , k}. Soit FP l’ensemble des µ ∈ F tels que pour tout j ∈ P ,
l’on ait iµ(πHαj) ≤ 1 et pour tout j /∈ P , l’on ait iµ(πHαj) ≥ 1. Soit ΣP = Σ∩(

∑
j∈P Zαj).

On note WP le groupe de Weyl engendré par les sα pour α ∈ P .
On pose tP =

∑

j∈P
iRHαj et tP = ∩j∈PKer ωj. On a alors t = tP + tP et t∗ = t∗P +(tP )∗.

L’espace t∗P s’identifie à l’orthogonal de tP . Le groupe de Weyl WP agit respectivement
sur tP et sur tP et il fixe tout élément de tPC . Pour X ∈ t, on pose X = XP + XP où
XP ∈ tP et XP ∈ tP .

L’ensemble des FP où P parcourt l’ensemble des parties de {1, . . . , k} forme un re-
couvrement fini de F . En écrivant chaque élément s ∈ WG(t) sous la forme vw où v est
un représentant de s dans WG(t)/WP et w ∈ WP , on voit que pour avoir la relation ??,
il suffit de prouver que pour toute partie P de {1, . . . , k} et pour tout v ∈ WG(t), l’on a:

si b(u, γ,Σ) 6= 0 alors la fonction

∑

w∈WP

ε(w)h(vwλ)

fΣ(λ)gΣ(λ)
ei<vwλ,x

−1u−1.X+γ−(2n+1)π(vwh+−h+)>

vérifie une estimation du même type que ?? pour tout X ∈ C ∩ ω et pour tout λ ∈ F .
On fixe v ∈ WG(t) et λ ∈ FP et on écrit λ = λP +λP ∈ t∗P + (tPC)∗. Les éléments λP et

λP sont alors dans l’adhérence de F . Soit w ∈ WP . On pose X(w) = v−1(x−1u−1X + γ−
(2n+ 1)π(vwh+−h+)) et Y (w) = w−1X(w). On écrit Y (w) = Y (w)P +Y (w)P ∈ tP + tP

de telle sorte que < λ, Y (w) >=< λP , Y (w)P > + < λP , Y (w)P >. La relation 4.5
implique les deux relations suivantes: pour tout X ∈ calC ∩ ω et tout λ ∈ F ,

(i) Re i < wλP , X(w) >= Re i < λP , Y (w) >= Re i < λP , Y (w)P >≤ 0,
(ii) Re i < wλP , X(w) >= Re i < λP , Y (w) >= Re i < λP , Y (w)P >≤ 0.
On vérifie que Y (w) = w−1Y (Id) + (2n + 1)π(w−1h+ − h+). Comme w ∈ WP , on a

(w−1h+ − h+) ∈ tP et donc Y (w)P = w−1Y (Id)P .
Or, comme w agit trivialement sur tP , on en déduit que l’on a < λP , Y (w)P >=<

λP , Y (Id)P >.

Maintenant, les fonctions
1

gΣ(λ)
et

fΣP (λ)

fΣ(λ)
sont bornées sur FP . Il suffit donc de

prouver que la fonction
∑

w∈WP

ε(w)h(vwλ)

fΣP (λ)
ei<λP ,Y (w)P> vérifie une relation du type ??

lorsque X ∈ C ∩ ω, λP ∈ FP et λP ∈ tP ∩ F .
On pose x0 = Exp Z. On a alors

h(λ) = ∂(Q)F (λ, eH, ψ)(Exp Z) =
∑

τ∈WH(t)

ε(τ)Q(iτλ)ei<τ.λ,Z>

On a donc

∑

w∈WP

ε(w)h(vwλ)

fΣP (λ)
ei<λP ,Y (w)P>
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=
∑

τ∈WH(t)

ε(τ)
∑

w∈WP

ε(w)Q(iτvwλ)

fΣP (λ)
ei<τvwλ,Z>ei<λP ,Y (w)P>

=
∑

τ∈WH(t)

ε(τ)ei<λ
P ,(v−1τ−1Z)P>

∑

w∈WP

ε(w)Q(iτvwλ)

fΣP (λ)
ei<wλP ,(v

−1τ−1Z)P>ei<λP ,Y (w)P>

Maintenant, on peut écrire v−1τ−1Q comme somme finie d’éléments du type QPQP avec
QP ∈ S(tPC) et QP ∈ S((tP )C).

Comme λP ne prend que des valeurs réelles sur tP , il existe une constante strictement
positive C et un entier positif k qui ne dépendent pas de λ et de Z tels que

| QP (iλP )ei<λ
P ,(v−1τ−1Z)P> |< C(1+ ‖ λ ‖)k

Il suffit donc de prouver que la fonction

∑

w∈WP

ε(w)QP (iwλP )

fΣP (λ)
ei<wλP ,(v

−1τ−1Z)P>ei<λP ,Y (w)P>

est majorée par une constante, ceci pour tout λ ∈ F , X ∈ C ∩ ω et Z dans une partie
bornée de t.

Pour λ ∈ tP , on pose g(λ, Z,X) =
∑

w∈WP

ε(w)QP (iwλP )
∏
α∈ΣP λ(Hα)

ei<wλ,(v
−1τ−1Z)P>ei<λ,Y (w)P>.

Comme la fonction

∏
α∈ΣP λ(Hα)

fΣP (λ)
est de classe C∞ sur t∗P , il suffit de prouver que g(λ,X, Z)

est bornée pour λ, X et Z comme ci-dessus.

Soit h+
P =

∑
α∈ΣP Hα/2. On a alors Y (w)P = w−1Y (Id)P + (2n+ 1)π(w−1h+

P − h+
P ) et

Y (Id) = v−1x−1u−1X+v−1γ−(2n+1)π(h+−v−1h+). Il est donc clair que Y (w)P parcourt
un ensemble borné lorsque X parcourt C∩ω. On pose Y (w)P = w−1Y ′P−(2n+1)πh+

P avec
Y ′P = Y (Id)P + (2n + 1)πh+

P . Comme ei<λP ,−(2n+1)πh+
P> est borné et Y ′P et Z parcourent

des ensembles bornés, il suffit de voir que la fonction

g0(λ, Z,X) =
∑

w∈WP

ε(w)QP (iwλ)
∏
α∈ΣP λ(Hα)

ei<wλ,(v
−1τ−1Z)P>ei<wλ,Y

′
P>

est de classe C∞. Or le numérateur de g0(λ, Z,X) est WP anti-invariant. Le lemme 3.1
de [He] assure le résultat voulu.

On a donc prouvé le théorème pour y = eH.

On se replace maintenant dans le cadre général. Soit y ∈ Wt. Pour X ∈ treg et Q ∈
S(tC), on a ∂(Q)F (λ, y)(exp iX.y) =

∑
v∈W y

H(t) ε(v)Q(ivλ)ei<vλ,X+Yv>. Pour v ∈ W y
H(t) on

a 2Yv ∈ Γt ⊂ c (où c est le centre de h) et donc on a ei<vλ,Yv> = ei<λ,Yv> = ±1. La fonction
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∂(Q)F (λ, y)(exp iX.y) vérifie donc les mêmes propriétés que ∂(Q)F (λ, eH)(Exp X).
Pour tout X ∈ treg, Q ∈ S(tC) et pour tout γ ∈ Xreg on a

∑

w∈WGy (t)

∂(Q)F (wλ, y)(exp iX.y)Θ(wλ, y, ψ)(γ) | DX(γ) |1/2

=
∑

h∈Hy\NXyH (γ)

∑

w∈WGy (t)

∂(Q)F (wλ, y)(exp iX.y)Θ(Xy, λ, eH, ψy)(h.γ.y) | DXy(h.γ.y) |1/2

Comme Hy \ N XyH (γ) est fini et ne dépend que de la composante connexe de Xreg qui
contient γ et que ces composantes connexes sont en nombre fini, le théorème pour y = eH
implique le théorème pour tout y ∈ Wt.

Corollaire 4.6 Soit f ∈ D(X), N > 0 et U une partie bornée de T . Soit u ∈ S(tC).
Alors, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x ∈ Ureg, l’on ait

|
∑

w∈WGy (t)

∂(u)F (wλ, y, ψ)(x) < Θ(wλ, y, ψ), f >|≤ C

(1+ ‖ λ ‖)N

Démonstration: Si P ∈ S(t∗C)WG(tC) alors il existe z ∈ Z(g) tel que P = γt(z). Pour
tout f ∈ D(X), on a donc P (iλ) < Θ(wλ, y, ψ), fdx >=< z.Θ(wλ, y, ψ), fdx >=<
Θ(wλ, y, ψ),t z.fdx >. Par le théorème précédent et la formule d’intégration de Weyl, il
existe une constante strictement positive C ′ (qui dépend de z et de f) et un entier k tels
que l’on ait

|
∑

w∈WGy (t)

∂(u)F (wλ, y, ψ)(x) < z.Θ(wλ, y, ψ), f >|

=| P (iλ)
∑

w∈WGy (t)

∂(u)F (wλ, y, ψ)(x) < Θ(wλ, y, ψ), f >|≤ C ′(1+ ‖ λ ‖)k

On obtient alors facilement le résultat voulu.

5 Lien avec les représentations

Dans cette partie, nous exprimons les fonctions généralisées Θ(λ, y, ψ) en terme de coef-
ficients généralisées de représentations unitaires et irréductibles de G.

Soit t une sous-algèbre de Cartan de type compact θ-stable de h. On pose a = it. Soit
M = exp t et A = exp a. On choisit Σ un système positif de racines de aC = tC dans g et
on note n =

∑
α∈Σ gα et N = exp n. Soit B le sous-groupe de Borel de G d’algèbre de Lie

b = t + a + n. Soit ρ = (1/2)
∑
α∈Σ α. Pour µ un poids de a et a = exp X ∈ A, on pose

aµ = eµ(X) . On note W = NK(a)/ZK(a) et WH = NK∩H(a)/ZK∩H(a).
Soit λ ∈ (Γ∗t +t∗I)C ⊂ t∗C = a∗C. On note Cλ l’ensemble des fonctions continues de G dans

C telles que pour tout t ∈M , a ∈ A, n ∈ N et g ∈ G l’on ait f(gtan) = a−λ−2ρf(g). Soit
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Iλ = Cλ∩C∞(G) et soit πλ la représentation régulière gauche de G dans Iλ. La restriction
à K induit un isomorphisme de Iλ dans C∞(K/T ). On munit Iλ de la topologie de
C∞(K/T ) transportée par cet isomorphisme. Soit I ′λ le dual de Iλ. Les espaces I−λ et C−λ
s’injecte naturellement dans I ′λ. On note π′λ la transposée de πλ. La restriction de π′λ à
I−λ cöıncide avec π−λ.

Pour y ∈ W , on définit la fonction ξyλ sur G de la manière suivante:

ξyλ(g) =

{
0 si g /∈ HyAN
aλ−2ρ si g ∈ HyaN

Pour λ − 2ρ strictement dominant (c’est-à-dire, pour tout α ∈ Σ on a Re < λ −
2ρ,Hα > > 0) alors on a ξyλ ∈ C−λ et pour µ ∈ (Γ∗t )C l’application λ → ξy(λ+µ)/K admet
un prolongement méromorphe de t∗I C dans I ′λ+µ ([vdB] Thm 5.10 et [O] Thm 5.1). On
notera encore ξyλ l’élément de I ′λ obtenu à partir de ce prolongement méromorphe.

Pour y et z dans W , on note Ωy,z le plus grand ouvert de a∗C sur lequel ξyλ et ξzλ sont
définis. On pose pour ϕ ∈ D(G) et λ ∈ Ωy,z,

< C(λ, y, z), ϕ >=< π′λ(ϕ)ξyλ, ξ
z
−λ >

Remarque : Pour λ ∈ (Γ∗t + t∗I reg) ⊂ ia∗reg, on note χλ le caractère de B défini par
χλ(tan) = a−λ−2ρ et soit Lλ = indGBχλ (induite au sens unitaire). La représentation Lλ est
unitaire irréductible ([Br] Thm. 7.4 p 203). Soit Hλ l’espace de Lλ. Dans ce cas l’espace
H∞λ des vecteurs C∞ de Hλ est égal à Iλ. Pour f ∈ Iλ, on pose < uyλ, f >=< ξyλ, f > où
f(x) = f(x). L’élément uyλ est alors un élément H-invariant de l’espace H−∞λ des vecteurs
généralisés de Hλ. Pour presque tout λ ∈ (Γ∗t + t∗I), on a alors

< C(λ, y, z), ϕ >=< Lλ(ϕ)uyλ, u
z
λ >

Pour α ∈ Σ ∪ −Σ, on définit ε(α) par: ε(α) = −1 si α est une racine imaginaire
compacte de t et ε(α) = 1 sinon. On note Σcomp l’ensemble des racines imaginaires
compactes de t et ΣInc son complémentaire dans Σ. Pour w ∈ W , on pose T (w) =
Σ ∩ −wΣ.

Théorème 5.1 Pour tout y et z dans W et pour presque tout λ ∈ Γ∗t + t∗I reg, on a

C(λ, y, z) =
∏

α∈T (y)

ε(α)ε(zy−1)

ε(−zy−1.α)
ξρ(zy

−1H)(−1)|Σ∩yz
−1ΣInc|

∏

α∈Σ

2

y.λ(Hα)
Θ(−zλ, zy−1H,−Σ)

En particulier, on a

C(λ, y, y) = (−1)|ΣInc|
∏

α∈Σ

2

(y.λ)(Hα)
Θ(−y.λ, eH,−Σ)

La suite de cette partie consiste en la démonstration de ce théorème.

On suppose tout d’abord que G est semi-simple.
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Pour y = z = Id ce théorème a été démontré par P. Delorme ([D] Thm. 3). Comme
la distribution C(λ, y, z) est sphérique, par le théorème d’unicité ([H2] Thm. 4.1), il suffit
de comparer les restrictions de C(λ, y, z) et de Θ(−zλ, zy−1H,−Σ) à Treg. Le calcul est
du même type que dans le cas y = z = Id et il m’a été indiqué par M. Tinfou.

Nous rappelons maintenant les notations et résultats de [D] qui nous seront nécessaires
pour la suite.

Soit λ ∈ a∗C. Pour w ∈ W , on note comme dans ([D] 5.1), A(w, λ) l’opérateur
d’entrelacement entre les représentations πλ et πwλ. Soit A′(w, λ) l’opérateur transposé
de A(w, λ).

Par ([D] Thm. 2 p 330), on a

A′(w, λ)ξIdwλ =
∏

α∈T (w)

ε(α)
2

(w.λ)(Hα)
ξwλ

On en déduit donc que l’on a

< C(λ, y, z), ϕ >=
∏

α∈T (y)

ε(α) y.λ(Hα)

2
< π′λ(ϕ)A′(y, λ)ξIdyλ, ξ

z
−λ >

=
∏

α∈T (y)

ε(α) y.λ(Hα)

2
< A′(y, λ)π′yλ(ϕ)ξIdyλ, ξ

z
−λ >

Par la remarque 3 p 326 et le théorème 2 de [D], on obtient

C(λ, y, z) =
∏

α∈T (y)

ε(α) y.λ(Hα)

2

∏

β∈T (y−1)

ε(zβ)
2

−λ(Hβ)
C(yλ, Id, zy−1)

ou encore

5.2 C(λ, y, z) =
∏

α∈T (y)

ε(α)

ε(−zy−1.α)
C(yλ, Id, zy−1)

Pour démontrer le théorème il suffit de considérer les distributions C(λ, Id, y).
Soit C une chambre de Weyl de areg et soit C = exp C. On fixe ψ ∈ C∞c (K/M) et

ϕ ∈ C∞c (C) et on définit pour w ∈ W la fonction Φw = Φw(ψ, ϕ) sur X de la manière
suivante:

Φw(gH) = 0 si gH /∈ HwAH
Φw(hwaH) = ψ(h)ϕ(a) si h ∈ H et a ∈ A

Pour w ∈ W , on note Dw la fonction définie sur A par

Dw(a) =
∏

α∈Σ

| (a−α − aα)ξα(w−1H) |2

On rappelle la formule d’intégration obtenue dans ([D] Prop. 3 p 314).
Si Ψ est une fonction continue sur X à support dans HwaH, alors on a:
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5.3
∫
XΨ(gH)dġ = CG

∫
H/M

∫
C Ψ(hwaH)Dw(a)dadḣ

où CG est une constante.
On fixe X0 ∈ −C et on pose at = exp tX0 pour t > 0. Si ϕ ∈ D(C), on définit la

fonction ϕt ∈ D(C) en posant: si a ∈ C et si aat /∈ C alors ϕt(a) = 0 et si a ∈ C et si
aat ∈ C alors ϕt(a) = ϕ(aat). On note alors Φw

t = Φw(ψ, ϕt).

Maintenant, on fixe x et w dans W . On suppose que C = −x.C+ où C+ est la chambre
de Weyl de a définie par Σ. On suppose que λ− 2ρ est Σ-strictement dominant.

D’après le théorème 1 p 319 de [D], il existe un élément uwλ,x de I−λ tel que l’on ait:

lim
t→+∞

a
−x(λ+2ρ)
t π′λ(Φw

t )ξIdλ = CGu
w
λ,x

De plus si x /∈ WH alors uwλ,x = 0. Ainsi, on obtient:

< uwλ,x, ξ
y
−λ >=

1

CG
lim
t→+∞

a
−x(λ+2ρ)
t < C(λ, Id, y),Φw

t >

Nous allons calculer de deux manières différentes lim
t→+∞

a
−x(λ+2ρ)
t < C(λ, Id, y),Φw

t >.

Comme la fonction C(λ, Id, y) est sphérique et solution propre de Z(g) pour le caractère
défini par λ, il existe des constantes dy(w, u, λ) telles que, pour tout a ∈ Areg et pour tout
h ∈ H, l’on ait

C(λ, Id, y)(hwaH) =

∑
u∈W dy(w, u, λ)a−uλ

∆T (waH)

où ∆T =
∏
α∈Σ(1− ξα)ξ−ρ.

Par construction, la fonction Φw
t est à support contenu dans HwAH. D’après ??, on

obtient

1

CG
< C(λ, Id, y),Φw

t >=
∫

H/M
ψ(hM)dḣ

∫

C
ϕ(a)

∑
u∈W dy(w, u, λ)(aa−t)−uλ

∆T (waa−tH)
Dw(aa−t) da

Si a = exp X, on a

∆T (waH) =
∏

α∈Σ

(1−ξα(waH))ξ−ρ(waH) =
∏

α∈Σ

(1−ξw−1.α(aH)ξα(wH))ξ−w−1ρ(aH)ξ−ρ(wH)

= ξ−ρ(wH)
∏

α∈wxΣ

(e−w
−1.α(X) − ew−1.α(X)ξα(wH))

∏

α∈(−wxΣ)∩Σ

(−ξα(wH))

Si α ∈ (−wxΣ)∩Σ, comme X0 ∈ xC+ alors on a lim
t→+∞

ξw−1α(aa−t) = 0. On obtient donc

l’équivalent suivant en +∞:

∆T (waa−tH) ∼
∏

α∈wxΣ

e−w
−1α(X−tX0)

∏

α∈(−wxΣ)∩Σ

−ξα(wH)ξ−ρ(wH)
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On pose s(w, x) = ξ−ρ(wH)
∏
α∈(−wxΣ)∩Σ−ξα(wH) = ξ−wxρ(wH)ε(w)ε(x) et on ob-

tient
∆T (waa−tH) ∼ (aa−t)

−2xρs(w, x)

On rappelle ([D] lemme 8 (ii) p 325) que l’on a :

Dw(aa−t) ∼ a4xρ
t a−4xρ

Maintenant comme Re(λ− 2ρ) est Σ-strictement dominant et que X0 ∈ x(C+), on a

lim
t→+∞

a−xλt

∑

u∈W
dy(w, u, λ)(aa−t)

−uλ = dy(w, x, λ)a−xλ

On obtient ainsi

lim
t→+∞

a
−x(λ+2ρ)
t ϕ(a)

∑
u∈W dy(w, u, λ)(aa−t)−uλ

∆T (waa−tH)
Dw(aa−t) = dy(w, x, λ)s(w, x)a−x(λ+2ρ)

Par la démonstration du lemme 8 p 325 de [D], la convergence est dominée. On en déduit
le résultat suivant:

Lemme 5.4 Soit λ ∈ a∗Creg tel que Re(λ−2ρ) soit strictement Σ-dominant et tel que ξy−λ
soit défini. Soit x ∈ WH . Alors on a

< uwλ,x, ξ
y
−λ >= s(w, x)dy(w, x, λ)

∫

H/M
ψ(hM)dḣ

∫

C
ϕ(a)a−x(λ+2ρ)da

Comme dans [D], nous allons calculer le produit scalaire < uwλ,x, ξ
y
−λ > d’une autre manière

ce qui déterminera les constantes dy(w, x, λ) pour λ vérifiant les hypothèses du lemme
précédent.

Lemme 5.5 On choisit λ vérifiant les mêmes propriétés que dans le lemme précédent et
soit x ∈ WH . Alors, on a:

(i) si w /∈ WHyWH alors < uwλ,x, ξ
y
−λ >= 0,

(ii) si x /∈ ZH(y−1σ(y)) alors < uyλ,x, ξ
y
−λ >= 0,

(iii) si x ∈ ZH(y−1σ(y)) alors

< uyλ,x, ξ
y
−λ >= (−1)|Σ∩y

−1.ΣInc|
∏

α∈Σ

2

λ(Hα)

∫

H/M
ψ(hM)dḣ

∫

C
ϕ(a)a−x(λ+2ρ)da

et s(y, x) = ξ−ρ(y−1H)ε(y)ε(x)

Démonstration: Soit w0 l’élément de plus grande longueur de W (en particulier on a
w0Σ = −Σ).

D’après ([D] lemme 12 p 329), il existe vwλ,x ∈ I−w0λ tel que uwλ,x = A′(w0, λ)vwλ,x. De
plus la fonction vwλ,x est à support dans Hwxw0AN . On obtient ainsi

< uwλ,x, ξ
y
−λ >=< vwλ,x, A

′(w0,−w0λ)ξy−λ >=
∏

α∈Σ

2ε(yα)

−λ(Hα)
< vwλ,x, ξ

yw0

−w0λ
>
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= (−1)|Σ|(−1)|Σ∩y
−1.Σcomp| ∏

α∈Σ

2

λ(Hα)
< vwλ,x, ξ

yw0

−w0λ
>

= (−1)|Σ∩y
−1.ΣInc|

∏

α∈Σ

2

λ(Hα)
< vwλ,x, ξ

yw0

−w0λ
>

Or la fonction ξyw0

−w0λ
est à support contenu dansHyw0AN . Donc, siHyw0AN 6= Hwxw0AN

alors on a < uwλ,x, ξ
y
−λ >= 0. Or, d’après ([D] proposition 2), ceci est le cas lorsque

w /∈ WHyWH ce qui donne l’assertion (i).

On suppose maintenant que w = y. On a Hyw0AN = Hyxw0AN si et seulement s’il
existe h ∈ WH tel que yx = hy c’est-à-dire x = y−1hy.

Par hypothèse on a x ∈ WH . On en déduit alors xy−1σ(y) = y−1hσ(y) et y−1σ(y)x =
y−1σ(y)σ(x) = y−1hσ(y). Par suite, on a x ∈ ZH(y−1σ(y)) ce qui donne l’assertion (ii).

On suppose maintenant que x ∈ ZH(y−1σ(y)). Les fonctions vyλ,x et ξyw0

−w0λ
sont à

support dans Hyw0AN . D’après ([D] démonstration du lemme 12 p 329), on obtient

< vyλ,x, ξ
yw0

−w0λ
>=

∫

H/M
ψ(hM)dḣ

∫

C
ϕ(a)a−x(λ+2ρ)da

ce qui donne le résultat voulu dans (iii).
Calculons s(y, x) pour x ∈ ZH(y−1σ(y)). On a s(y, x) = ξ−yxρ(yH)ε(y)ε(x) et
x−1y−1yσ(y)−1yx = y−1σ(y). Par suite, on obtient s(y, x) = ξ−ρ(y−1H)ε(y)ε(x).

Démonstration: du théorème lorsque G est semi-simple: Soit y ∈ W et soit
λ ∈ a∗C reg tel que Re(λ − 2ρ) soit strictement Σ-dominant et tel que ξy−λ soit défini. On
garde les notations précédentes. En comparant les résultats des deux lemmes précédents,
on obtient les assertions suivantes:

(i) si x /∈ ZH(y−1σ(y)) alors pour tout w ∈ W , on a dy(w, x, λ) = 0,
(ii) si x ∈ ZH(y−1σ(y)) et si w /∈ WHyWH alors dy(w, x, λ) = 0,
(iii) si x ∈ ZH(y−1σ(y)) alors

dy(y, x, λ) = ε(x)ε(y)ξρ(y
−1H)(−1)|Σ∩y

−1ΣInc|
∏

α∈Σ

2

λ(Hα)

On obtient ainsi que C(λ, Id, y) est l’unique fonction généralisée sur X telle que
(*) pour tout z ∈ Z(g), l’on ait z.C(λ, Id, y) = γt(iλ)C(λ, Id, y),
(**) soit x ∈ Treg. Si x /∈ Hyexp it alors C(λ, Id, y)(x) = 0
si x = yexp X avec X ∈ a alors

C(λ, Id, y)(x) = ε(y)ξρ(y
−1H)(−1)|Σ∩y

−1ΣInc|
∏

α∈Σ

2

λ(Hα)

∑

u∈WH
y−1

(tC)

ε(u)e−<uλ,X>

∆T (x)
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Comme C(λ, Id, y)(yexp X) = C(λ, Id, y)(exp(yX)y), on en déduit que l’on a

C(λ, Id, y) = ε(y)ξρ(yH)(−1)|Σ∩y
−1ΣInc|

∏

α∈Σ

2

λ(Hα)
Θ(−yλ, yH,−Σ)

En reprenant la formule ??, on obtient finalement que pour tout y et z dans W , on a

C(λ, y, z) =
∏

α∈T (y)

ε(α)

ε(−zy−1)
C(yλ, Id, zy−1)

=
∏

α∈T (y)

ε(α)

ε(−zy−1.α)
ε(zy−1)ξρ(zy

−1H)(−1)|Σ∩yz
−1ΣInc|

∏

α∈Σ

2

y.λ(Hα)
Θ(−zλ, zy−1H,−Σ)

Démonstration: du théorème lorsque G est réductif. Nous allons pour cela utiliser
le prolongement de distributions sphériques d’un espace semi-simple à un espace réductif
décrit dans ([H4] paragraphe 5). Rappelons la définition de ce prolongement:

Soit G1 le groupe dérivé de G et Z la composante connexe neutre de son centre. On
pose H1 = H ∩ G1 et X1 = G1/H1. On écrit h = c + h1 où c est le centre de h et h1 son
algèbre dérivée.

Soit g1, . . . gp un système de représentants de G1 ∩ (ZH)/H1 dans NG1(t1) tels que
gjσ(gj)

−1 ∈ H1. Ceci est possible puisque pour g ∈ G1 ∩ (ZH), l’élément gσ(g)−1 est
central dans G1. Pour tout j ∈ {1, . . . p}, il existe donc xj ∈ H et zj = exp iZj ∈ Z tels
que gj = xjzj. On note p0 l’application de X1 × Z/Z ∩H dans X qui à (p(g), z) associe
p(gz).

Soit Θ est une fonction généralisée sphérique sur X1 et χ un caractère unitaire de Z
trivial sur Z ∩H. On peut définir la fonction Θ̃ sur Xreg en posant, pour γ = p0(γ1, z):

Θ̃(γ) =
∑

p0(x,z)=γ

Θ(x)χ(z) =
p∑

k=1

Θ(γ1.gk)χ(z z−1
k )

Ceci définit une fonction généralisée sur X solution propre des opérateurs différentiels
G-invariants sur X. Elle est (Z∩H)H1 invariante mais non H-invariante ([H4] paragraphe
5). On définit alors le prolongement pr(Θ, χ) de Θ à X par le caractère χ en posant, pour
γ = p0(γ1, z) ∈ Xreg

prol(Θ, χ)(γ) =
p∑

j=1

p∑

k=1

Θ(g−1
j γ1.gk)χ(zzjz

−1
k )

On note t1 = t ∩ h1. On peut donc écrire λ = λ0 + λ1 avec λ0 ∈ Γ∗t et λ1 ∈ t∗1 reg. Soit
χ le caractère de Z définit par: si X et Y sont dans c alors χ(exp(X + iY )) = ei<λ0,Y >.

Soit y et z dans W et soit C(X1, λ1, y, z) le coefficient de la série principale sur X1

défini comme précédemment. D’après ([H 4] prop.5.4), on a

C(λ, y, z) = pr(C(X1, λ1, y, z), χ)
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Pour obtenir le théorème dans le cas réductif, il suffit de prouver le résultat suivant:
soit y ∈ Wt et soit Θ1 la fonction généralisée sphérique sur X1 définit dans le théorème

??. Alors on a
prol(Θ1, χ) = Θ(λ, y, ψ) (∗)

On pose Θ = prol(Θ1, χ). Par le théorème d’unicité, il suffit de prouver l’égalité (*)
en tout point de Treg.

Soit γ ∈ Treg. Pour j et l dans {1, . . . , p}, on a Θ1(g−1
j γgl) 6= 0 si et seulement

si g−1
j γgl ∈ exp it1WH1(t1).y. Ceci implique que γ ∈ exp itWH(t).y. Donc, pour γ /∈

exp itWH(t).y, on a Θ(γ) = 0.
Supposons donc que γ = exp i(X0 +X1).y avec X0 ∈ c et X1 ∈ t1. On a alors

Θ(γ) =
p∑

j=0

p∑

k=0

Θ1(exp i(g−1
j .X1)g−1

j ygk)e
i<λ0,X0+Zj−Zk>

Soit (j, k) ∈ {0, . . . , p}2 tels que g−1
j ygk = exp iX h.y avec X ∈ t1 et h ∈ H1. Dans ce

cas, on a exp 2iX hϕ(y)h−1 = hjϕ(y)h−1
j exp 2i(Zk−Zj). Comme exp 2i(Zk−Zj) et ϕ(y)

sont dans H1, on a exp 2iX ∈ H1 ce qui est équivalent à exp 4iX = 1. Comme X ∈ t1

ceci implique que X = 0.
Soit I l’ensemble des (j, k) tels qu’il existe hj,k ∈ H1 vérifiant g−1

j ygk = hj,ky. On
alors

Θ(γ) =
∑

(j,k)∈I

∑
w∈WH1 y

(t1) ε(w)ei<gjhj,kw.λ1,X1>ei<λ0,X0+Zj−Zk>

∆T (exp ih−1
j,kg

−1
j X1y)

Or, on a exp ih−1
j,kg

−1
j X1y = h−1

j,kg
−1
j exp iX1ygk. Comme ϕ(gk) est central dans G, on

obtient ∆T (exp ih−1
j,kg

−1
j X1y) = ε(hj,k)ε(gj)∆T (γ). Par suite, on a

(∆TΘ)(γ) =
∑

(j,k)∈I
ε(hj,k)ε(gj)

∑

w∈WH1 y
(t1)

ε(w)ei<gjhj,kw.λ1,X1>ei<λ0,X0+Zj−Zk>

Montrons que W y
H(t)/WH1 y(t1) est isomorphe à I. Soit h ∈ W y

H(t). On a donc h.y =
exp iYh.y avec 2Yh ∈ Γt ⊂ c ∩ p. D’après ([H4] lemme 5.2), on a H = ∪pj=0(Z ∩H)xjH1.
Il existe donc un unique j ∈ {0, . . . , p} et des éléments z ∈ Z ∩ H et h1 ∈ H1 tels que
h = zxjh1. Notons y = p(g) avec g ∈ G1. On a alors h1ϕ(y)h−1

1 = exp 2iYhg
−1
j ϕ(y)gj =

exp 2i(Yh+Zj)ϕ(g−1
j y) = g−1

j gexp 2i(Yh+Zj)σ(g−1
j g)−1. Par conséquent, on a g−1gjh1g ∈

G1 ∩ (ZH). Il existe donc k ∈ {0, . . . , p} tel que h1.y = g−1
j .ygk. On a donc (j, k) ∈ I.

De plus, on a h−1
1 hj,k ∈ WH1 y(t1) et Yh + Zj − Zk ∈ Γt.

On vient donc de définir une application Ψ de W y
H(t) dans I.

Soit (j, k) ∈ I. On a alors xjhj,ky = xjg
−1
j ygk = z−1

j ygk = exp i(Zk − Zj).y. On a
donc h = xjhj,k ∈ W y

H(t) et Yh = Zk − Zj modulo Γt. Ceci assure la surjectivité de Ψ.
Soit h et h′ dans W y

H(t) tels que Ψ(h) = Ψ(h′) = (j, k). On peut alors écrire h =
zxjhj,kh1 et h′ = z′xjhj,kh′1, où z et z′ sont dans Z ∩H et h1 et h′1 sont dans WH1 y(t1).
On a alors h−1h′ = h−1

1 h′1z
−1z′ et donc Ad(h−1h′) ∈ WH1 y(t1).
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L’application Ψ induit donc un isomorphisme de W y
H(t)/WH1 y(t1) dans I.

On obtient ainsi

(∆TΘ)(γ) =
∑

h∈W y
H(t)/WH1 y

(t1)

∑

w∈WH1 y
(t1)

ε(h)ε(w)ei<hwλ,X1+X0+Yh> = ∆TΘ(λ, y, ψ)(γ)

Ceci achève la démonstration du théorème.

6 Autres séries de fonctions généralisées sphériques

Dans cette partie, on ne fait plus d’hypothèses sur h.
Soit a ∈ Car(h). On écrit a = aI + aR comme en ??. Soit L le centralisateur

de aR dans G et soit l son algèbre de Lie. On rappelle ([H 3] paragraphe 6) que le
groupe L est réductif complexe connexe de groupe dérivé simplement connexe. De plus,
il est σ-stable et a est une sous-algèbre de Cartan de type compact de l ∩ h. On pose
XL = L/L ∩ H. Soit A ∈ Car(X) associé à a. D’après ([H 2] démonstration du lemme
2.3), on a A = NG(a)/NH(a) = NL(a)/NL∩H(a).

Soit y ∈ Wa. Il est facile de voir que y ∈ XL. Soit ψ un système positif de racines
imaginaires de aC dans g (c’est un système positif des racines de aC dans l). Soit λ ∈
Γ∗a + a∗I−reg. Soit Θ(XL, λ, y, ψ) la fonction généralisée sphérique sur XL définie par le
théorème ??. On pose alors

Θ(λ, y, ψ) = indGLΘ(XL, λ, y, ψ)

l’induction de fonctions généralisées sphériques étant définie dans ([H3] Thm 2.1).

Pour w ∈ WH(a), on définit la signature imaginaire εI(w) de w de la manière suivante:
εI(w) = (−1)|ψ∩−w

−1.ψ|.

Théorème 6.1 La fonction généralisée sphérique Θ(λ, y, ψ) vérifie les propriétés suiv-
antes:

(i) Pour tout z ∈ Z(g), on a z.Θ(λ, y, ψ) = γa(z)(iλ)Θ(λ, y, ψ),
(ii) Soit B ∈ Car(X) associé à b ∈ Car(h). Si b n’est pas H-conjuguée à une sous-

algèbre de Cartan de l ∩ h alors Θ(λ, y, ψ)/Breg = 0,
(iii) Soit a ∈ Areg. Si a /∈ exp iaWH(a).y alors Θ(λ, y, ψ)(a) = 0 et si a = exp iX.y

alors

Θ(λ, y, ψ)(a) =

∑
w∈W y

H(a) εI(w)ei<wλ,X+Yw>

| DX(a) |1/2 ξρψ(y)bψ(a)

(iv) Soit λ0 ∈ Γ∗a. Alors la fonction λ→ ∏
α∈ψy(1−e−iπλ(Hα))Θ(λ0+λ, y, ψ) se prolonge

analytiquement à a∗I ,
(v) La fonction | DX |1/2 Θ(λ, y, ψ)/Xreg est bornée sur Xreg,
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(vi) Pour tout u ∈ WL∩H(a), on a

Θ(uλ, y, ψ) = ε(u)Θ(λ, u−1y, ψ)

(vii) pour tout Y ∈ 1

2
Γa, on a

Θ(λ, exp iY.y, ψ) = ei<λ,Y >Θ(λ, y, ψ)

Démonstration: Pour b ∈ Car(h), on note N h∩l
H (b) l’ensemble des h ∈ H tel que

h.b ∈ Car(l ∩ h). On rappelle que par définition de l’induite, si b ∈ Breg alors, on a

Θ(λ, y, ψ)(b) =| DX(b) |−1/2 (
∑

h∈H∩L\Nh∩l
H (b)

Θ(XL, λ, y, ψ)(h.b) | DXL(h.b) |1/2)

Les assertions (i) et (ii) deviennent immédiates. Les propriétés (iv) et (v) découlent du
théorème 3.1 (2) et du théorème 4.1 (i) appliqués à Θ(XL, λ, y, ψ). L’assertion (vi) découle
du corollaire 2.3 (ii) appliqué à Θ(XL, λ, y, ψ).

Soit a ∈ Areg et h ∈ N h∩l
H (a). Pour que Θ(XL, λ, y, ψ)(h.a) soit non nulle, il faut que

h.a ∈ exp ih.a.WL∩H(h.a).y.
Donc si a /∈ exp ia.WH(a).y, on a Θ(λ, y, ψ)(a) = 0.
Soit X ∈ areg tel que a = exp iX.y. Si h ∈ N h∩l

H (a) alors les algèbres a et h.a sont
L ∩H-conjuguées puisqu’elles sont fondamentales dans l ∩ h. On a donc

Θ(λ, y, ψ)(a) =| DX(a) |−1/2 (
∑

h∈WL∩H(a)\WH(a)

Θ(XL, λ, y, ψ)(h.a) | DXL(h.a) |1/2)

Maintenant, si Θ(XL, λ, y, ψ)(h.a) 6= 0, il existe h1 ∈ H ∩ L tel que h.a ∈ exp ih.ah1.y.
Par le choix de y ceci implique que h−1

1 h ∈ W y
H(a). On en déduit donc que l’on a

Θ(λ, y, ψ)(a)

=| DX(a) |−1/2
∑

h∈W y
(L∩H)

(a)\W y
H(a)

∑
w∈W y

(L∩H)
(a) ε(w)ei<wλ,h.X+Yh>ei<λ,Yw>

∏
α∈ψ(1− ξ−α(hexp iX.y))ξρψ(hexp iX.y)

| DXL(h.a) |1/2

Or
|DXL (h.a)|1/2∏

α∈ψ(1−ξ−α(h.a))ξρψ (h.a)
=
|ξρψ (h.a)|
ξρψ (h.a)

bψ(h.a) = ξρψ(y)εI(h)bψ(a). On obtient donc

Θ(λ, y, ψ)(a) =
∑

w∈W y
H(a)

εI(w)ei<wλ,X+Yw>| DX(a) |−1/2 ξρψ(y)bψ(a)

Il reste à prouver l’assertion (vii). Par construction, il suffit de prouver cette pro-
priété pour Θ(XL, λ, y, ψ) et par le théorème d’unicité il suffit de la montrer en chaque
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point de Areg. Soit x ∈ Areg. Si x /∈ exp ia.WH(a).y, on a Θ(XL, λ, y, ψ)(x) = 0 =
Θ(XL, λ, exp iY.y, ψ)(x). Soit x = exp iX.y. On a alors

Θ(XL, λ, exp iY.y, ψ)(x) = Θ(XL, λ, exp iY.y, ψ)(exp i(X − Y )exp iY.y)

= DX(x) |−1/2 ξρψ(exp iY.y)bψ(x)
∑

w∈W exp iY.y
L∩H (a)

ε(w)ei<wλ,X−Y+Yw>

Or Y est central dans l∩h et donc on a W exp iY.y
L∩H (a) = W y

L∩H(a) et ξρψ(exp iY.y) = ξρψ(y).
On obtient donc le résultat voulu.

Pour λ ∈ Γ∗a + a∗I , on se donne une fonction F (λ) définie sur Xreg et vérifiant les
propriétés suivantes:

(i) F (λ) est H-invariante et bornée sur Xreg,
(ii) pour λ0 ∈ Γ∗a, la fonction qui à λ associe F (λ+ λ0) est analytique sur a∗I ,
(iii) soit b ∈ Car(h). Soit x ∈ G tel que x.aC = bC. Soit B le sous-ensemble de Cartan

de X associé à b. On suppose que , pour tout z ∈ Wb, pour tout w ∈ WG(bC) et pour
toute composante connexe C de l’ensemble des X ∈ b tels que exp iX.z ∈ Breg, il existe
des constantes d(z, w, C, λ) telles que, pour tout X ∈ C, l’on ait:

F (λ)(exp iX.z) =
∑

w∈WG(bC)

d(z, w, C, λ)ei<wx.λ,X>

On suppose de plus qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout (z, w, C, λ) l’on
ait | d(z, w, C, λ) |< C.

Théorème 6.2 (i) Soit γ ∈ Xreg. Soit λ0 ∈ Γ∗a. Alors, la fonction qui à λ associe∑

w∈WLy (a)

F (w(λ0 +λ))(γ)Θ(w(λ0 +λ), y, ψ) se prolonge en une fonction analytique sur a∗I ,

(ii) Soit f ∈ D(X) et N un entier strictement positif. Soit B ∈ Car(X) et u ∈ S(bC).
Soit U un compact de B. Alors, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout γ ∈ Ureg,
l’on ait

|
∑

w∈WLy (a)

∂(u)F (wλ)(γ) < Θ(wλ, y, ψ), f >|≤ C

(1+ ‖ λ ‖)N

Démonstration: L’assertion (i) se démontre comme la proposition ??.

Pour prouver (ii), il suffit de montrer (comme pour le corollaire ??), l’assertion suiv-
ante:

Il existe une constante C > 0 et un entier positif k tels que, pour tout γ ∈ Ureg et
pour tout x ∈ Xreg l’on ait
6.3

|
∑

w∈WLy (a)

∂(u)F (w(λ0 + λ))(γ)Θ(w(λ0 + λ), y, ψ)(x)DX(x)1/2 |≤ C(1+ ‖ λ ‖)k
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Soit x ∈ Xreg et soit B′ l’unique sous-ensemble de Cartan de X, associé à la sous-algèbre
de Cartan b′, contenant x. Comme Θ(λ, y, ψ) = indXXLΘ(XL, λ, y, ψ), on a

∑

w∈WLy (a)

∂(u)F (wλ)(γ)Θ(wλ, y, ψ)(x) | DX(x) |1/2

=
∑

h∈L∩H\Nh∩l
H (b′)

∑

w∈WLy (a)

∂(u)F (wλ)(γ)Θ(XL, wλ, y, ψ)(h.x) | DXL(h.x) |1/2

Il suffit donc de prouver l’assertion ?? où l’on a remplacé Θ(wλ, y, ψ)(x) | DX(x) |1/2 par
Θ(XL, wλ, y, ψ)(x) | DXL(x) |1/2. Le résultat voulu se démontre alors comme le théorème
??.

Nous allons maintenant exprimer les fonctions Θ(λ, eH, ψ) en terme de coefficients de
représentations unitaires irréductibles de G.

On fixe λ ∈ Γ∗a + a∗I reg. On note ψλ l’ensemble des racines imaginaires α de aC dans g

telles que −iλ(Hα) > 0 et ψInc l’ensemble des racines imaginaires non compactes de ψλ.
Soit L = ZG(aR) et soit P un sous-groupe parabolique σ-stable de G de sous-groupe de
Lévi L. On note P = LU . Soit B = exp(aC)N le sous-groupe de Borel de G contenu dans
P tel que ψλ ⊂ ∆(n, aC) (où n désigne l’algèbre de Lie de N).

On considère le caractère χλ de B défini par χλ(exp(X + iY )n) = ei<λ,Y > et on note
πλ = indGBχλ. Soit Hλ l’espace de cette représentation. D’après ([Br] Thm. 7.4 p 203)
cette représentation est unitaire et irréductible.

On pose
C(λ) = (−1)|ψInc|(i)|ψλ|Θ(−λ, eH, ψλ)

Proposition 6.4 Pour presque tout λ ∈ Γ∗a + a∗I reg, il existe vλ ∈ H−∞,Hλ tel que

C(λ)(x) =< πλ(x)vλ, vλ >

Démonstration: Soit B0 = B∩L et soit τ = indLB0
(χλ /B0). On a alors πλ = indGP τ⊗IdU .

D’après le théorème ??, pour presque tout λ ∈ Γ∗a + a∗I reg, il existe un vecteur vτ ∈
H−∞, L∩Hτ tel que l’on ait

< τ(l)vτ , vτ >= (−1)|ψInc|(i)|ψλ|Θ(XL,−λ, eH, ψλ)(l)

Maintenant, on a C(λ) = indXXL((−1)|ψInc|(i)|ψλ|Θ(XL,−λ, eH, ψλ)). Le corollaire 2.6 de

[H3] assure alors l’existence de vλ ∈ H−∞,Hλ tel que C(λ)(x) =< πλ(x)vλ, vλ > pour
presque tout λ.
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