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1 Généralités

Il s’agit d'un rappel de certaines notions d’algebre linéaire, non pas d'un cours
complet sur le sujet.

1.1 Espaces vectoriels

On rappelle ici brievement les premieres définitions.
Le corps K sera R ou C en général.

Définition 1. On appelle espace vectoriel sur le corps K tout triplet (E,+,.) ou :
— (E,+) est un groupe abélien (= commutatif).
— . est une loi de composition externe a gauche, i.e une application

KxFE — FE
A z) = Az
vérifiant :

l.Vxe E,lxx ==

2. VA e K\V(x,y) € E>, Nz +y) = Az + \y

3.V p) e K2 (N + p)z = M\ + px

4. V(O pn) € K2, (M) = Mux)

Définition 2. Soit (F, +,.) un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel

de E toute partie F' de E stable pour + et . et qui, munie des lois induites, est un
K-espace vectoriel.

Pour démontrer qu’un espace est un sous-espace vectoriel, on utilise en général
la caractérisation suivante :

Proposition 1. Soit F C FE

F#0)

F' est un sous-espace vectoriel de E <>
! {V(x,y)EFQ,V(A,u)€K2,Ax+uy€F

Définition 3. Soit X une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel de E
engendré par X (on le note Vect(X)) le plus petit espace vectoriel contenant X.

On pourra vérifier la maitrise de cette définition en résolvant llexercice 1| par

exemple.



Définition 4. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un méme espace vec-
toriel E. On appelle somme de F' et G et on note F' + G

F+G={z+vy,(x,y) € F xG}

L’application somme
FxG — F+G
(a,b) — a+b

est surjective par définition. Lorsqu’elle est injective, on dit que F'+ G est directe
ou que F' et GG sont en somme directe. Dans ce cas, on note F+ G = F & G.
On dit que F' et GG sont supplémentaires si

F+G=FaG=FE

Proposition 2.

F+G=FaG+ F[()G={0}
E=F+d
F ﬂ G = {0}

Pour se familiariser avec ces différentes notions, les [exercices 2| et |3 sont vive-
ment conseillés.

FOoG=F +— {

Remarque. (a) Il n'y a pas (en général) unicité du supplémentaire :
R? = Vect {(1,0)} @ Vect {(0,1)} = Vect {(1,0)} @ Vect {(1,1)}
(b) Ne pas confondre supplémentaire et complémentaire :

R? = Vect {(1,0)} & Vect {(0,1)} mais (1,1) ¢ Vect {(1,0)} | Vect {(0,1)}



1.2 Applications linéaires

Définition 5. On appelle application K-linéaire de E vers F' toute application
f:+ E — F vérifiant :

V(z,y) € E2V(\ 1) € K2, f(Ax + py) = Af(z) + nf(y)

On note Lx(E, F') 'ensemble de ces applications. Si E = F, on le note Lx(E) et
ces applications sont appelées endormorphismes.

Lorqu’il n’y a pas de confusion possible, on omet souvent le corps de base pour
alléger la notation.

Exemples :
(a) ldg € LK(E)
(b) f : R — R appartient a Lx(R)

r = ax
(0) f C — C appartient & Lx(C) mais n’appartient pas a L (C)
z = Z
(d) E=C*(R)
D : E — E appartient a Lg(F)
fo=f

Définition 6. Si f € L(E, F), 'image de f, notée f(F) ouImf, est un sous-espace
vectoriel de F'.
Il en est de méme pour le noyau de f, noté kerf et défini par

kerf ={x € E|f(z) =0}
Proposition 3.
f est surjective <= Imf = F
f est injective <= kerf = {0}

Définition 7. On note GL(E) 'ensemble des isomorphismes (endomorphismes
bijectifs) de E. Cet ensemble forme alors un groupe pour la loi de composition.

Définition 8. On appelle forme linéaire sur F un K-espace vectoriel toute ap-
plication linéaire de £ dans K. On note E* = L (F,K) I'ensemble de ces formes
linéaires, autrement appelé l'espace dual de E.

Définition 9. On appelle hyperplan de E tout noyau d’une forme linéaire non
identiquement nulle sur E.

Remarque. On verra apres avec la notion de dimension que cette définition d’hy-
perplan rejoint bien en dimension finie celle d'un espace de dimension n — 1.



1.3 Familles libres, génératrices, bases et dimension d’un
espace vectoriel

Définition 10. Soit (v;);c; une famille de vecteurs de E.

1. La somme Y \;v;, ou {\; # 0} est fini, est appelée combinaison linéaire
(C.L) des {v;}.

2. On dit que les vecteurs vq,...,v; sont linéairement indépendants ou
encore qu’ils forment une famille libre si , pour tous A1,..., A\, dans K, on
a I'implication

/\1U1+...+)\kvk:0:>/\1Z)\QZ...:)\kZO.

3. On dit au contraire que les vecteurs v, ..., v, sont linéairement dépen-
dants ou encore qu’ils forment une famille liée s’il existe A\, ..., \x dans
K tels que :
A1v1+...+>\kvk:Oet ()\17~--7)\k> 7£ (O,,O)

4. Les vecteurs vy,...,v, engendrent E., ou encore forme une famille gé-
nératrice de E si pour tout v € E, il existe xq,...,x; dans K tels que
v =10 + ...+ xpv. Autrement dit Vect(vy,...,v) = E.

5. Une famille libre et génératrice est appelé une base de F.

Exemples :
(a) Toute famille formée d’un unique vecteur non nul est libre.
(b) Toute famille dont I'un des vecteur est nul est liée.

(c) (1,%) est libre dans le R-espace vectoriel C, mais liée dans le C-espace vectoriel

C.

(d) Dans K", posons e; = (0,...,0,1,0,...,0) avec le 1 en j-eme position. Alors
les {e; }jzl...n forment une base, appelée la base canonique de K.

(e) (1,X,...,X™) est la base canonique de K, [X].

Remarque. On a défini ces notions dans le cadre de famille finie, mais on peut aussi
le faire pour des familles infinies. Une famille est dite libre si toute sous-famille
finie 'est. Elle est génératrice lorsque tout élement peut s’exprimer comme une
combinaison linéaire finie de ses élements. On peut par exemple se convaincre que

(X*)g=0 est une base (infinie) de K[X].

Théoreme 1. S7il existe une base de E de cardinal n < oo, toutes les bases de E
ont ce méme cardinal n, qu’on appelle alors la dimension de E. Dans ce cas, E
est un espace de dimension finie.



Remarque. (i) La compréhension des familles libres ou génératrices et des bases
est extrémement importante car ce sont des outils tres utilisés en algebre
linéaire. En effet, si on connalt une application linéaire sur une base, on la
connait sur I'espace entier (grace a la linéarité de la fonction et au caractere
générateur de la base). C’est pour cette raison que les applications linéaires
peuvent étre représentées dans un tableau de taille finie, qu’on appellera une
matrice.

(ii) Tout espace vectoriel admet des bases.

(iii) En dimension finie, on peut compléter une famille libre en une base comme
on peut extraire une base d’une famille génératrice. Il s’agit du théoréme de
la base incomplete.

Théoréme 2 (de la base incomplete). Toute famille libre de vecteurs de E peut
étre complétée en une famille libre et génératrice (i.e une base) de E. Inverse-
ment, de toute famille génératrice de E, on peut extraire une sous-famille libre et
génératrice.

On peut s’entrainer a manipuler ces définitions pour démontrer les propriétés
suivantes sur la dimension :

Proposition 4. 1. Soitent n > 2, Fy,..., E, des K-espaces vectoriels de di-
mension finie, alors [];'_ E; est un espace vectoriel de dimension finie et

i=1

=1

2. Si E est de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E, alors dim F' <
dim E avec égalité si et seulement si F' = E.

3. Si E est de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E, alors F

admet au moins un supplémentaire dans E et pour tout supplémentaire G de
F dans E,
dim G = dim F — dim F

4. [Théoréme de Grassman] Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E
de dimension finie, alors

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F [ G)

Remarque. (a) On utilise tres souvent le fait que F' C E et dim F' = dim F pour
conclure que F' = E. Voir llexercice 10| par exemple.

(b) Onrappelle quil n’y a pas en général unicité du supplémentaire. Voir lfexercice]
Bl



(c) On peut tout de suite déduire du théoreme de Grassman
E=F®G <+ dmF +dimG=dmFE et F[\G = {0}

(d) Si F' et G sont supplémentaires et si b’ est une base de F', b” une base de G,
alors b = b |Jb" est une base de F' & G. Voir llexercice 12|

Proposition 5. Deuz K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si
et seulement s’ils ont la méme dimension.

Définition 11. 1. On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension
de lespace vectoriel qu’il engendre (Rg(F) = dim Vect(F)).

2. On appelle rang d’une application la dimension de son image (Rg(f) =
dim Imf).

Cela nous permet d’arriver au Théoréme du rang, tres utile en algebre li-
néaire.

Théoreme 3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F' un espace vec-
toriel de dimension quelconque. Si f € L(E, F), alors

Rg(f) + dimker f = dim F

Ce théoreme fondamental a par exemple pour conséquence immédiate la pro-
priété bien connue suivante :

Proposition 6. Soient E et ' deux espaces vectoriels de dimension finie vérifiant
dimE =dim F. Si f € L(E, F), alors

f est injective <= f est surjective <= f est bijective

Remarque. L’équivalence n’est pas vraie en dimension infinie. Par exemple, I'ap-
plication dérivée sur I'espace des polynomes est surjective, mais pas injective. La
multiplication par X sur ce méme espace est injective, mais pas surjective.



1.4 Matrices
Dans ce paragraphe, on travaille dans des espaces de dimension finie.

Définition 12. Soient f € L(E,F), B = (ey,...,e,) une base de F et B =
(f1,-.., fm) une base de F. Si f(e;) = ¥; a;jfi, alors A = (a;;) € Mpn(K) est la
matrice de f relativement aux bases B et B’, que 'on note Mp s (f).

De plus, I'application qui a toute application linéaire associe sa matrice est un
isomorphisme.

Remarque. — Si z et y sont des vecteurs, de vecteurs colonnes associés X et Y,
et f une application linéaire de matrice A, on a I’équivalence entre y = f(x)
et Y = AX.

— L’image, le noyau et le rang d'une matrice sont ceux de I’application linéaire
canoniquement associée a f. Le rang de A est aussi le rang de sa famille de
vecteurs colonnes (ou lignes).

— Dans le cas des matrices carrées (dim E = dim F'), f est un isomorphisme si
et seulement si sa matrice est inversible (la matrice de son inverse est alors
I'inverse de sa matrice). L’ensemble des matrices inversibles forme alors un
groupe pour la multiplication, que I'on note G L, (K).

— On a I’équivalence entre :

(i) A est inversible
(ii) La transposée de A (*A = (Aj;)) est inversible
(iii) Les vecteurs colonnes (ou les vecteurs lignes) de A sont linéairement
indépendants
(iv) Rg(A) =n
(v) det A#£0

— On a aussi 'égalité entre le rang de A, celui de sa transposée, et celui la

famille formée des ses vecteurs lignes ou colonnes.

Définition 13. Pour (i, j) € [1,m] x [1,n], on définit la matrice E;; par
[Eijl = 0ixdj

ou 0 est le symbole de Kronecker. Autrement dit, cette matrice a un 1 en position
1,7 et des 0 partout ailleurs.

Proposition 7. Les E;; forment une base (qu’on appelle canonique) de M,, ,,(K),
ce qui en fait un espace de dimension mn. Par isomorphisme, on a aussi

dim L(E, F) = dim F x dim F



Remarque. En particulier, dim E* = dim E. D’ailleurs, si (eg,es,...,e,) est une
base de E, la famille (e, e3,...,e’) dont les éléments sont définis par ef(e;) =
d;; est une base de E* appelée la base duale de (ey,es,...,e,). 11 s’agit des
applications coordonnées relatives a la base initiale.

Changements de bases :

La matrice de passage de B a B', notée P§ est la matrice représentative
de l'application identité, de £ (muni de la base B’) dans £ (muni de la base B).
Autrement dit, on peut voir comme étant « la décomposition de B’ dans B ».
D’ailleurs il est parfois plus simple de visualiser ainsi :

= (B/)B

On a d’ailleurs

(PE) " =((B)y) " = (B)y = P
Si feL(EF),Bet B bases de E, C et C' bases de F', alors on a :
Mper(f) = (C)os Mpe(f) (B)g
= PgIMB,c(f)Pg/

En particulier, en posant P = (B), on a

M 5 (f) = (B)g Mss(f) (B)s
= PMgg(f)P~!

Pour s’entrainer a manipuler ces changements de bases, on pourra réfléchir a

lexercice 18



2 Réduction des endomorphismes et des matrices

2.1 Stabilité et polynomes d’endomorphisme

Définition 14. On dit que F' sous-espace vectoriel de E est stable par u € L(E)
si u(F) C F, ce qui permet de définir 'endomorphisme induit up € L(F).

La philosophie de la réduction est justement de trouver des espaces stables les
plus petits possibles, afin de réduire ainsi ’étude. Par exemple, si on parvient a
écrire £ comme la somme directe d’espaces stables par u alors sa représentation
matricielle est immédiatement diagonale par blocs dans une base adaptée.

En effet, si E = F & G avec F, G stables par u, avec b’ une base de F' et b” une

base de GG, on a
_ [ (ur)y 0
(u>b/Ub// - < O (U/G)b//

Exemple : V(u,v) € L(E)? qui commutent (v o v = v ou), alors kerv et Imv
sont u-stables.

Définition 15. Pour tout polyndéme P = Y¢_, ax X* € K[X], si u € L(E), on
définit .
P(u) = au” ot v =uowuo...ou(k fois)
k=0

On définit de la méme maniere le polyndéme d’une matrice.
On pourra pour s’entrainer en calculant P(M) pour P = (X? — X)* et M =
11
0 1)
Le lemme suivant, dit des noyaux, a une importance théorique considérable.

Lemme 8. Soit u € L(E), VPy,..., P, € K[X] premiers entre eux deux a deux,
alors posant P =[] P;, on a

ker(P(u)) = ®i=1..n ker(Pi(u))

Définition 16. On appelle polyndéme annulateur de u € L(E) tout P € K[X] tel
que P(u) = 0. L’ensemble de ces polynomes est un idéal, qui est donc principal et
non nul lorsque E est de dimension finie (cf. fexercice 22)). On appelle Polynéme

minimal de u son générateur unitaire.

Exemples :

10



— X? — X annule les projecteurs.
0 1

0 0)

— Dans I'exemple ci-dessus laissé en exercice, on devait trouver P(M) = 0.

— X2 annule

11



2.2 Eléments propres

Définition 17. 1. On appelle valeur propre tout scalaire A tel que
dr # 0,u(z) = A\

On note vp(u) 'ensemble des valeurs propres distinctes de w.
2. On appelle vecteur propre tout = # 0 tel que I\, u(z) = Az.
3. (A, z) est alors appelé un couple propre, et ker(u — \id) le sous-espace
propre associé a A, souvent noté Fj(u).
Remarque.

A valeur propre de u <= u — Mid non injectif (<= u — Aid non bijectif )

La deuxieme égalité n’est vrai qu’en dimension finie, et en dimension infinie, on
fera alors la différences entre valeur propre et valeur spectrale. Mais cela ne nous
concerne pas ici.

Proposition 9. Tout sous-espace propre de u est u-stable ; de plus les sous-espaces
propres sont deux a deux en sommes directes (pour des valeurs propres distinctes).
Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes est libre. En particulier

> Ex(u) = ®revpw) Er(u)

Aevp(u)
mais cette somme n’est pas toujours égale a E.

Si on se souvient de ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, on comprend
ici tout l'intérét des éléments propres.

Proposition 10. Soit P € K[X] Si A est une valeur propre de u, P(\) est une
valeur propre de P(u) et
E,\(u) C EP(A)(P(U))

Corollaire 1. Si A est valeur propre de u et P est un polynome annulateur de u,
alors P(\) =0

Cela justifie qu’on s’intéresse aux polynomes annulateurs lorsqu’on recherche
des éléments propres.

On définit de méme les éléments propres des matrices carrés (grace a ’analogie
endomorphisme-matrice).

12



2.3 Polynéme caractéristique

Définition 18. Vu € L(FE), E de dimension n > 0 (respectivement VA € M, (K)),
on définit le Polynéme caractéristique par x, () = det(Ad — u) (respective-
ment y4(A\) = det(Ald — A)).

Remarque. On rencontre souvent la définition det(u — AId). Ces définitions ne
different que de (—1)" et comme on va principalement s’intéresser aux racines du
polynome caractéristique, cela n’a aucune importance.

Théoreme 4.
A valeur propre de u <= X\ racine de X,

On trouvera la démonstration de ce théoréme dans llexercice 171
Donnons désormais 1’énoncé du fondamental Théoréeme de Cayley-Hamilton

Théoreme 5. y, est un polynome annulateur de u.
Remarque. Le polynome minimal divise le polynome caractéristique.

Définition 19. Soit A une valeur propre de u. On appelle multiplicité (algébrique)
de A sa multiplicité en tant que racine de .

Les deux propositions suivantes montrent a nouveau l'intérét pour la réduction
de connaitre des sous-espaces stables.

Proposition 11. Soit u € L(E) et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors, si F
est stable par w, Xy, divise x,.

Proposition 12. Si E = ®;—1_,L; avec les E; stables par u, alors

p
XU = H XuEi
=1

13



2.4 Réduction en dimension finie

Définition 20. On dit que u € L(F) est diagonalisable s’il existe une base b de
E telle que [u], (la matrice de u dans b) soit diagonale.

Théoréme 6. Soit u € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) u est diagonalisable

(ii) il existe b base de E constituée de vecteurs propres de u
(iii) E = Oxevp(n B (1)

Théoréme 7. Une condition nécessaire (mais largement insuffisante) pour que u
soit diagonalisable est que X, soit scindé.

Exemple On peut facilement se convaincre que le polynéme caractéristique de

(8 (1)> est scindé, bien qu’elle ne soit pas diagonalisable.

Théoréme 8. u est diagonalisable si el seulement si x, est scindé et (avec a(N)
la multiplicité de \) :

VA € vp(u),dim Ey(u) = a())
Proposition 13. Si \ est valeur propre de u, on a
1 < dim F)(u) < a()N)
Corollaire 2. 57 y, est simplement scindé, u est diagonalisable.

Théoreme 9. u est diagonalisable si et seulement si il existe un polynome an-
nulateur simplement scindé (ou scindé d racines simples, c’est-a-dire produit de
polynomes de degré 1 dont les racines sont deuz a deuz distinctes).

Remarque. Ainsi, u est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est
simplement scindé.

Corollaire 3. Soit uw € L(E) et F' un sous-espace stable par wu, alors si u est
diagonalisable, up l’est aussi.

La meilleure maniére de bien comprendre cette théorie de la diagonalisation
des endomorphismes ou des matrices est de manipuler ces différentes notions. On
conseille pour cela les exercices...

Terminons brievement par la trigonalisation.

Définition 21. On dit que u € L(F) est trigonalisable si il existe b une base de
E telle que [u], soit triangulaire supérieure.

14



Théoréme 10.

u est trigonalisable <= x, est scindé

<= il existe un polynome annulateur scindé de u

Remarque. En particulier, toute matrice complexe est trigonalisable (tout poly-
nome est scindé sur C).

15



3 Exercices et corrigés

On propose ici un recueil d’exercices avec leurs corrigés. Pour certains d’entre
eux on pourra consulter des indications qui donneront ou bien des précisions sur
I’énoncé ou bien des idées pour résoudre l'exercice concerné. On conseille vive-
ment de bien réfléchir aux exercices, de regarder éventuellement les indications,
mais surtout de ne pas aller immédiatement voir le corrigé, si on veut travailler
efficacement.

3.1 Exercices

Ezercice 1. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que Vect(F U
G)=F+G.
[(Indication| [Corrigé|

Exercice 2. Notons E = R® I'ensemble des fonctions de R dans R, P (respective-
ment Z) I'ensemble des fonctions paires (respectivement impaires) de E. Montrer
que

E=Pal

[Indication| |Corrige|

Ezercice 3. On pose E = C*(R), et on définit

F={f € E|f(0) = f(0) =0}

On note G 'ensemble des applications affines de F, et H = Vect(cos, sin)
1. Montrer que F' et G sont supplémentaires.
2. Montrer que F' et H sont supplémentaires.
3. A-t-on G = H ? Conclure.

[Indication| |Corrige|

f: R - R?
(at,y) = (:C—y,x+y)
1. Montrer que f € L(R?).

2. Déterminer ker f.

Exercice 4. Soit

3. Déterminer Imf.

[(Indication| [Corrigé|

16



Ezxercice 5. Soit f € L(E). Montrer que

f est une projection <= f? = f

[Indication| |Corrige|

FExercice 6. Soient f et g des formes linéaires sur £. Montrer que

ker f = ker g <= I\ € K* tel que g = \f

[Indication| |Corrige|

Exercice 7. Montrer qu’une forme linéaire est ou bien nulle ou bien surjective.
[Indication| |Corrige|

Ezercice 8. Soit F un K-espace vectoriel, et f € L(FE). Pour tout n € N, on pose
E, = ker f™.
1. Montrer que la suite (F,),en est croissante (au sens de l'inclusion).
2. On suppose qu’il existe p € N tel que E, = E,;;. Montrer que pour tout
nzp, E, = Ep-

[Indication| |Corrige|

Ezercice 9. Soit E =C°(R,R), et ¢ : E — E, avec

o(f) R =R

1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Déterminer ker ¢ et Imgp.

[Indication| [Corrige|

Ezercice 10. Pour tout « € R, on pose f(z) = cosx, g(x) = sinz, h(z) = zcosz et
i(r) = xsinz. Montrer que la famille (f, g, h,1) est libre dans R®
[Indication| |Corrige|

FEzercice 11. Dans l'espace vectoriel R®, montrer que les familles de fonctions sui-
vantes sont libres :

1. (fa)aer OU fo(x) = |2 — @
2. (fa)aER ou fa(x) = exp(ax)
[Indication| [Corrige|

17



Exercice 12. Montrer que si b’ est une base de I, b” une base de G, alors b = o' Jb”
est une base de F' & G.
[(Indication| [Corrigé|

Ezercice 13. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, u € L(E)
tel que, pour tout x € F, il existe A € K tel que u(x) = Az. Montrer que u est une
homothétie vectorielle (i.e u = pld).

[Indication| |Corrige|

Exercice 14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3.

1. Soit f un endomorphisme de E tel que f # 0 et f?2 = 0. Déterminer le rang
de f.

2. Méme question avec g tel que g? # 0 et g° = 0.

[(Indication| [Corrigé|

FEzercice 15. On définit

¢ :C,[X] —C,[X]
P(X) —P(X +1)— P(X)

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme.
2. Déterminer ker (.

3. En déduire Imep.

[Indication| |Corrige|

1 21 2 2 -1 7

. . 3 41 4 3 -1 11
Exercice 16. Soient A = 56 1| B = 0 -1 92 4| Calculer rg(A) et

7 8 1 3 3 =2 11

rg(B). Déterminer une base du noyau et une base de I'image pour chacune des
applications linéaires associées f4 et fp.
[Indication| |Corrige|

Ezercice 17. Montrer que en dimension finie :

A valeur propre de u <= A racine de x,

[Indication| [Corrige|
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Ezercice 18. Soit f l’application linéaire de R* dans R? dont la matrice relative-

4 5 =7 7
ment aux bases canoniques, (f, J K, L ) et (j 7, k Jest [2 1 -1 3
1 -1 2 1

On définit deux nouvelles bases : B = (I, j,41?+ J— SE, 71+ K+ 5E) et
B = (4 +2]+k5i+]—kk).

Quelle est la matrice de f relativement a B et B'?

[(Indication| [Corrigé|

FExercice 19. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On suppose que A est inversible
et que A € R est une valeur propre de A.

1. Démontrer que A # 0.

2. Démontrer que si Z est un vecteur propre de A pour la valeur propre \ alors
il est vecteur propre de A~! de valeur propre A7 .

(Indication| [Corrigé|

Ezercice 20. Soit E un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou C), et w un
endomorphisme de E. On suppose u nilpotent, c¢’est-a-dire qu’il existe un entier
strictement positif n tel que u™ = 0.

1. Montrer que u n’est pas inversible.

2. Déterminer les valeurs propres de u et les sous-espaces propres associés.

[Indication| |Corrige|

FEzxercice 21. Soit A la matrice suivante

3 0 -1
A=12 4 2
-1 0 3

1. Déterminer et factoriser le polynome caractéristique de A.

2. Démontrer que A est diagonalisable et déterminer une matrice D diagonale
et une matrice P inversible telles A = PDP~!,

3. Donner en le justifiant, mais sans calcul, le polynéme minimal de A.

4. Calculer A™ pour n € N.

[Indication| |Corrige|

Exercice 22. Soit E un espace vectoriel de dimension n et ¢ une application linéaire
de E dans E. Montrer qu’il existe un polynéme P € R[X| annulateur de ¢.
[Indication| |Corrige|
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Ezercice 23. Déterminer les valeurs propres des matrices suivantes. Sont-elles dia-
gonalisables, triangularisables ?

300 2 =21
A=12 2 0 B=13 =31
1 11 -1 2 0

A T'aide du polynéme caractéristique de B, calculer B~
[Indication| |Corrige|

Ezxercice 24. Soit M la matrice de R* suivante

0
-1

0

3

S O N O
SO N O
O O O O

Déterminer les valeurs propres de M et ses sous-espaces propres.
Montrer que M est diagonalisable.

Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

Ll

Ona D = P 'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D¥, puis calculer
MF.

[Indication| |Corrige|
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3.2 Indications

Indication 1. [Exercice] |Corrigé] On pourra raisonner par double inclusion, et bien
utiliser la définition du Vect d'une partie.

Indication 2. |Exercice] |Corrigel Pour ce type d’exercices, un raisonnement par
analyse-synthese fonctionne treés souvent. On suppose que le résultat est vrai, et
on essaie de voir ce que cela implique pour la décomposition sur la somme directe.
On obtient des candidats, et la synthese consiste a vérifier qu’ils conviennent bien.

Indication 3. [Exercice] |Corrigel Encore une fois, un raisonnement par analyse-
synthese peut conduire au résultat, dans les deux cas.

Indication 4. [Exercice] |Corrige] Pour les deux premieres questions, appliquer la
définition. Pour la troisieme on pourra penser a utiliser le résultat de la question
2 et le théoreme du rang.

Indication 5. [Exercice] |Corrigél Rappel : On définit la projection vectorielle sur F
parallelement & G (ou F' et G sont supplémentaires dans F) par

p E — FE  ou f+ g est la décomposition de z sur F & G
r=f+g — f

Pour le sens droite-gauche, on pourra montrer que si f2 = f, alors

E =ker f & Imf

Indication 6. [Exercice] |Corrigél On pourra montrer tout d’abord que si a ¢ ker f,
alors £ = ker f & Ka.

Indication 7. [Exercice] [Corrigél On pensera au théoréme du rang.

Indication 8. [Exercice| |Corrigé| Pour la deuxieme question, on a une information
sur ce qu’il se passe aux ordres p et p + 1, mais quand z € E, 1, qui est dans
E,?

Indication 9. [Exercice] |Corrige| Pour I'image, on pourra procéder par analyse-
synthese.

Indication 10. [Exercice] [Corrigé| Il faut penser a particulariser en certains points.

Indication 11. [Exercice| [Corrigé|On rappelle qu’une famille infinie est libre lorsque
toutes ses sous-familles finies sont libres. On se ramenera donc ici a une famille finie
de fonctions, et on essaiera d’utiliser des spécificités des fonctions valeurs absolues
et exponentielles.

On pourra essayer d’abord sur par exemple 4 fonctions de ce type et utiliser
des arguments qui s’étendent a un nombre fini mais grand de fonctions.
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Indication 12. |[Exercice] |Corrigé| Bien revoir les définitions de familles libres gé-
nératrices et d’espaces en somme directe avant de faire cet exercice.

Indication 13. [Exercicegl [Corrigé] Il faut commencer par bien comprendre que
I’exercice a bien un sens et n’est pas trivial. En effet, pour le moment le A\ dé-
pend du z et il faut montrer que c’est en fait le méme pour tous.

On pourra penser a utiliser une base de E.

Indication 14. |Exercice] |Corrige] Montrer que

f?=0<=Imf C ker f

, et utiliser le théoreme du rang. Pour la deuxieme question on pourra étudier les
différentes possibilités et se convaincre qu'une seule est en fait possible.

Indication 15. |Exercice] |Corrige| Pour la question 2, penser a regarder les racines
d'un polynéome du noyau. Pour la question 3, on se demandera d’abord ce que
fait ¢ au mondéme de plus haut degré, puis essayer de déterminer la dimension de
I'image.

Indication 16. [Exercice| [Corrigél On pourra penser a utiliser le résultat suivant :
S’il existe une sous-matrice carrée de M d’ordre k de déterminant non nul, alors
RgM > k.

Indication 17. [Exercicel |Corrigé] Revoir les différentes définitions de valeurs propres.

Indication 18. |Exercice| [Corrigé Bien relire et appliquer le paragraphe sur les
changements de bases.

Indication 19. [Exercice| |[Corrigé Une nouvelle fois, revoir les différentes définitions
de valeur propre.

Indication 20. [Exercice] |Corrigé| Pour la premiére question, on peut se demander
quel outil permet facilement de démontrer que si f et g sont bijectives, alors fog
I’est aussi...

Pour la deuxieme question, que se passe t-il si A est une valeur propre ?

Indication 21. |[Exercice| |Corrigé| Une matrice est diagonalisable si et seulement si
les dimensions de ses sous-espaces propres sont égales a leur multiplicité. On étudie
donc le polyndme caractéristique pour obtenir ses racines (les valeurs propres). Si
elles sont toutes simples (de multiplicité 1), il n’y a pas de probléme. Sinon, on
doit étudier le sous-espace propre. On doit ensuite trouver des vecteurs propres;
ils formeront les colonnes de P.

Une fois que A = PDP~!, que vaut A%2? A"?

Pour le calcul de 'inverse de P, on pourra utiliser la formule

L1k

T det P
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Définition 22. Soit M une matrice, on note M (7, j) le déterminant de la matrice
obtenue a partir de M en enlevant la ligne 7 et la colonne j (on parle de mineur
pour un tel déterminant). On note Cof (i, j) = (—1)" M (i, j) le cofacteur d’indice
(i, 7). La comatrice de M, notée P est la matrice des cofacteurs.

Remarque. On retrouve ces différentes notions lorsqu’on développe un déterminant
selon une ligne ou une colonne

On pourra pour s’entrainer vérifier la formule du calcul de l'inverse sur des
matrices 2 X 2 ou 3 x 3.

Indication 22. [Exercice| [Corrigé| On pourra utiliser le fait que £L(E) est isomorphe
a M, (R).

Indication 23. [Exercice] [Corrigél On commencera par calculer les polyndémes ca-
ractéristiques...

Indication 24. |Exercice] |Corrigd|Il s’agit du méme type de travail que pour 'exer-
cice 21.
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3.3 Corrigés

Corrigé 1. |Enoncé] [Indication|

On peut raisonner par double inclusion.

Tout d’abord, F' 4 G est un sous-espace vectoriel qui contient clairement F' et
G, donc leur union. Ainsi, Vect(FUG) C F + G (Vect(A) est le plus petit espace
vectoriel contenant A).

D’autre part, F' C Vect(FUG) et G C Vect(FUG) donc F'+G C Vect(FUG)
par stabilité pour +. On a donc bien égalité.

Corrigé 2. [Enoncé [Indication]

Raisonnons par analyse-synthese.

Soit donc f une fonction de R dans R. On cherche (p,i) € P x Z telles que
f=p+u

Analyse : Supposons que f = p+i avec (p,i) € P x Z.

Utilisons alors les propriétés des fonctions paires et impaires.

On a
f(x) = p(z) +i(z)
f(=z) = p(x) —i(z)
Ainsi les seules fonctions possibles sont

f@)+ f(—=
play = F )
ce qui donne l'unicité.
Existence : Il suffit de vérifier que p et 7 ainsi définies sont dans les bons espaces
et que f =p+1.

Corrigé 3. |Enoncé| [Indication|

1. On utilise a nouveau un raisonnement par analyse-synthese.

Analyse : Soit u € E, on suppose pouvoir écrire u = f + g, (f,g) € F x G,
g(x) = ax +b.
u(0) = f(0)+b=10

u'(0) = f'(0)+a=a
Ainsi, les seuls candidats pour la décomposition de u sont donc

g(z) = ' (0)x +u(0) et f(x) = u(r) — g(z)

Synthese : Ils restent a vérifier que ceux-ci fonctionnent.
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2. Une nouvelle fois, on suppose u = f + h avec h = acos +bsin. On a
w(0)=f(0)+a=ua
u'(0) = f'(0)+b=10
Cela permet de définir f et h a partir de u. On termine comme précédemment.

3. G # H est évident. Ils n’ont d’ailleurs que la fonction identiquement nulle
en commun. Cela montre qu’il n’y a pas unicité du supplémentaire.

Corrigé 4. [Enoncé [Indication]
1.

fMz,y) + (@' y) = f(Ax + pa', \y + py'))
= (A + pa’ — (\y + py'), v + paz’ + Ay + py'))
=Nz —y,z+y) +pl -y, 2" +y)
= M(x,y) + nf (@' y)

2. Si (x,y) € ker f, x —y =0 =2z +y, ce qui implique (z,y) = (0,0). f est
donc injective.

3. Pour cette question, ou bien on essaie & la main. On prend (u,v) € R?, et
on fait une analyse-synthese. Si u =z — y et v = x + y, on obtient

_U+U

V— U
T = et y=

2 y=75

Cela montre que tout le monde est dans I'image et donc que f est surjective.

Sinon, beaucoup plus rapide et plus efficace, grace au théoreme du rang
et la question précédente, on sait que dimImf = 2, mais Imf C R2, donc
(par égalité des dimensions), ces ensembles sont égaux.

Corrigé 5. [Enoncd [Indication|

Tout d’abord, si f est la projection sur F' parallelement a G, considérons xz =
f+gdans F, on a :
fof(z)=f(a)

= f(x)

Réciproquement, supposons f2 = f, et montrons pour commencer que £ =
ker f & Imf.

Une analyse permet rapidement d’aboutir a I'unique décomposition x = x —
f(x)+ f(x) avec z — f(x) € ker f et f(x) € Imf.

La synthese est alors immédiate, et on s’apercoit que f est donc la projection
sur Im f parallelement a ker f.
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Corrigé 6. |Enonce| [Indication|

Le sens droite-gauche est clair.

Supposons ker f = ker g. On peut supposer f non indentiquement nulle (ce cas
est évident car alors g = 0 aussi).

Fixons a ¢ ker f. Dans ce cas £ = ker f @ Ka car la décomposition de x
quelconque dans E' s’écrit :

et Ka Nker f = {0}.
Comme ker f = ker g, g(x —

Corrigé 7. [Enoncé [Indication]

Imf C R. Or, les seuls sous-espaces vectoriels de R sont {0} et lui-méme. f est
donc ou bien nulle ou bien surjective.

Corrigé 8. [Enoncéd| [Indication|
1. Soit x € E,, cela signifie f"(z) = 0, mais alors f"™!(z) = f(f™(x)) = f(0) =
0 donc x € E,41.
2. Soit n > p, et soit x € E, 1, M (z) = P P(z)) = 0, donc f*P(z) €
E, i1 = E, par hypothese, donc fP(f*P?(z)) =0= f*(z), dou x € E,.

Corrigé 9. [Enoncé [Indication]
1.

p(A\f + ng)(x) = (Af + pg)(x)
= z(Mf(2) + pg())
= Aef(x) + prg(r)
= (Ao(f) + ne(g))(2)
2. Si f € kerp, Vo, xf(x) = 0, mais alors Vo # 0, f(z) = 0 et donc f(0) =
par continuité de f. Finalement ker f = {0}.

Pour déterminer 'image, on va procéder par analyse-synthese. Si f € Imf,
dg,0(9) = f. Vx € R, f(z) = zg(z). Ainsi, f(0) =0 et f est dérivable en 0.
Définissons alors

H={f e E|f(0) =0 et f dérivable en 0}
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On a Imf C H Réciproquement, soit f € H, définissons

g: R — R
v f(;)six#()
f(0)siz=0

On a bien g € F et ¢(g) = f. Donc H = Imf.

Corrigé 10. [Enoncé [Indication|

S'il existe (a,b,c,d) € R* tels que af +bg+ch+di = 0, en évaluant en 0, 5, 5~
et m, on obtient :

a =0
T
b+ d— =
+ 5 0
T
—b+d- =0
+ 2
—a—cr =0

Cela donne tres rapidement (a, b, ¢,d) = (0,0,0,0).

Corrigé 11. [Enoncd [[ndication]

1. Il faut montrer que pour toute famille finie (aq, ..., a,) de réels deux a deux
distincts, la famille (f,,, ..., fs,) est libre. On raisonne par ’absurde. Sup-
posons qu’il existe (aq, ..., a,) distincts et (Ar,...,\,) tels que

Z /\ifai =0
i=1

avec tous les \; non nuls.
Cela donne par exemple

_Alfal = Z )‘ifai
1=2

Le membre de droite est dérivable en a;, mais pas le membre de gauche, d’ou
la contradiction.

2. Comme pour la premiere question, on raisonne par ’absurde. Supposons qu’il
existe (ayq,...,a,) distincts et (A1,..., \,) tels que

Z )\ifai - O
i=1

avec tous les A\; non nuls.
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Supposons (quitte a renuméroter) que le plus grand des a; est a.

On a .
_Alfa1 = Z Ai.fai
1=2

Factorisons par e~“%, cela devient, Vx € R
n
)\ = Z \ el
=2

Ainsi, le membre de droite tend vers 0 lorsque x tend vers +o00, mais pas le
membre de gauche, d’ou la contradiction.

Corrigé 12. [Enoncé [Indication|

Notons b’ = (eq,...,e,) et b = (€,11,...,€,), et montrons que b = (eq, ..., e,)
est une base de £ = F & G.

Tout d’abord, b est une famille génératrice. En effet, soit x € F, il sécrit
xr=f+gavec f € Fet ge G. Mais alors f est engendré par les r premiers e; et
g par les n — r suivants. On peut donc écrire x comme une combinaison linéaire
des élements de b.

Ensuite, montrons que b est libre. Supposons

Z)\iei =0= Z)\@el + Z /\1'62'
=1 =1

i=r+1

Comme F et G sont en somme directe, les deux sommes sont nulles. Mais alors,
chacun des \; est nul. En effet, pour les r premiers, ils sont les coefficients d’une
combinaison linéaire nulle des (e;);=1. , qui forment une famille libre, en tant que
base de F'. De méme pour les n — r suivants.

Corrigé 13. [Enoncé [Indication|

Soit b = (ey,...,e,) une base de E, et posons z = Y e;. Par hypothese,
Vi, I\, ule;) = Aieg, et AN u(x) = A z. Mais alors
u(z) = “(Z i) = Zu(ei) = Z Ni€; = \pT = Z Ao

Mais comme b est une base, elle est en particulier libre et Vi, \, = \;.
Ainsi, u coincide avec I’homothétie AId sur une base de F, donc u = \Id.

Corrigé 14. [Enoncé [Indication|

28



1. Tout d’abord, on peut facilement démontrer (le faire si on n’est pas convaincu)
que
f?=0=Imf C ker f

Or, d’apres le théoreme du rang, dim Im f+dim ker f = 3, donc Rgf € {0, 1},
mais f # 0, donc son rang vaut 1.

2. Montrons d’abord que le rang de g vaut 1 ou 2. En effet, il ne peut pas
valoir 0 car g # 0, ni 3 car g serait alors bijectif, et on ne pourrait pas avoir
g> = 0. Supposons que Rgg = 1, alors Img = Vecty. De plus, g(y) # 0,
sinon on aurait g? = 0. Donc il existe A # 0 tel que g(y) = \y. Mais alors,
¢*(y) = My # 0, d’olt une contradiction. On conclut donc Rgg = 2.

Corrigé 15. [Enoncé [Indication|

1. Cette question est laissée au lecteur.

2. Soit P € ker . On a donc P(X +1) = P(X) (Quand est-ce qu'un polynéme
est périodique 7). On est dans C, donc si P est de degré supérieur ou égal a 1,
il admet une racine que ’on note a, mais alors, P(a+1) = P(a) = P(a+n),
pour tout n € Z. P admet donc une infinité de racines, ce qui fournit une
contradiction.
Ainsi, P est constant. Réciproquement, les polynémes constants sont bien

dans le noyau de .
kerp =C

3. On constate que @ fait perdre un degré au polynéme. Ainsi, Imp C C,_1[X].
De plus, d’apres la question précédente et le théoreme du rang, on a dim Imp =
n = dim C,_[X].

Ces deux ensembles sont donc égaux.

Corrigé 16. [Enoncé| [Indication|

1. (a) Commengons par des remarques ¢lémentaires : la matrice est non nulle
donc rg(A) > 1 et comme il y a p = 4 lignes et n = 3 colonnes alors
rg(A) < min(n,p) = 3.

(b) Ensuite on va montrer rg(A) > 2 en effet le sous-déterminant 2 x 2

(extrait du coin en haut a gauche) : 5 i

(c) Montrons que rg(A) = 2. Avec les déterminants il faudrait vérifier que
pour toutes les sous-matrices 3 x 3 les déterminants sont nuls. Pour
éviter de nombreux calculs on remarque ici que les colonnes sont liées
par la relation vy = v; + v3. Donc rg(A) = 2.

= —2 est non nul.
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(d) L’application linéaire associée & la matrice A est I'application f4 : R® —
R*. Et le théoréme du rang dimker f4 + dim Imf4 = dim R?® donne ici
dimker f4 =3 —1rg(A4) = 1.

Mais la relation vo = vy + v3 donne immédiatement un élément du
1 0 1
noyau : en écrivant v; —ve+v3 = 0alors A | =1 = |0 | Donc | —1 ] €
1 0 1
ker f4. Et comme le noyau est de dimension 1 alors
1
ker f4 = Vect | —1
1

(e) Pour un base de I'image, qui est de dimension 2, il suffit par exemple
de prendre les deux premiers vecteurs colonnes de la matrice A (ils sont
clairement non colinéaires) :

Imf, = Vect {vy, v} = Vect

~J Ot W =
— e

2. On fait le méme travail avec B et fp.

(a) Matrice non nulle avec 4 lignes et 4 colonnes donc 1 < rg(B) < 4.

(b) Comme le sous-déterminant (du coin supérieur gauche) 43

2‘ = —2est

non nul alors rg(B) > 2.

(c) Et pareil avec le sous-déterminant 3 x 3 :

2 2

4 3 —-1=-2
0 -1 2

qui est non nul donc rg(B) > 3.

(d) Maintenant on calcule le déterminant de la matrice B et on trouve
det B = 0, donc rg(B) < 4. Conclusion rg(B) = 3. Par le théoréme du
rang alors dimker fp = 1.

(e) Cela signifie que les colonnes (et aussi les lignes) sont liées, comme il
n’est pas clair de trouver la relation a la main on résout le systéme
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BX = 0 pour trouver cette relation ; autrement dit :

2 2 -1 7 x 0 204+ 2y —2+Tt =
4 3 -1 11 Yy 0 dr 4+ 3y — z + 11t

0 -1 2 —4|'|z|7 o] Oneneore Y+ 2 — At =
3 3 =2 11 t 0 3r+3y — 22+ 11t =

Apres résolution de ce systéme on trouve que les solutions s’écrivent
(z,y,2,t) = (=X, =2\, A\, A). Et ainsi
-1
ker fp = Vect _1
1

Et pour une base de l'image il suffit, par exemple, de prendre les 3
premiers vecteurs colonnes vy, v9, v3 de la matrice B, car ils sont linéai-
rement indépendants :

2 2 —1
4 3 -1
Imfp = Vect {vy,v9,v3} = Vect ol -1l ] 9
3 3 —2

Corrigé 17. [Enoncé [Indication|

A valeur propre de u <= u — A\Id non injectif
<= u — Al d non bijectif
<= det(u — AId) =0
<~ xu(A) =0

Corrigé 18. [Enoncé [Indication|

=

I
o O =
O = O
o O O

o O

o

Corrigé 19. [Enoncé [Indication|

1. Si A = 0 est valeur propre de A, alors ker A # {0}, donc A n’est pas injective
et sa matrice n’est pas inversible, d’ou la contradiction.
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2. Comme A est inversible et A # 0, on a
AT =\t <= A1 (AZ) = A7 (D)
= T=)'F
1 .

<:>Xi=‘:A T

Corrigé 20. [Enoncé [Indication|

1. Montrons que u n’est pas inversible.

On a: 0 = detu” = (detu)”, d’ou detu = 0, ce qui prouve que u n’est pas
inversible.

2. Déterminons les valeurs propres de u et les sous-espaces propres associés.
Soit A une valeur propre de u, il existe alors un vecteur x € E non nul tel
que u(x) = Az. Or, u(z) = Az = u"(z) = N'z. Mais, u"(z) = 0 et z # 0,
d’ou A" = 0 et donc A = 0. La seule valeur propre possible de u est donc
0 et c’est une valeur propre car, comme u n’est pas inversible, le noyau de
u n’est pas réduit a {0}. L’endomorphisme u admet donc 0 comme unique
valeur propre, le sous-espace propre associé est ker u.

Corrigé 21. [Enoncé [Indication|

On rappelle

3 0 -1
A=12 4 2
-1 0 3
1. Soit P4 le polynéme caractéristique de A, on a
3—X 0 —1
3—X -1
PyX)=| 2 4—-X 2 _(4—X)‘ 1 3—X‘

-1 0 3—-X
= (4 - X)(X?*—-6X +8)
=4-X)(X—-4)(X-2)
=(2-X)4-X)?

2. Le polynéome P4 admet deux racines, donc la matrice A admet deux valeurs
propres, \; = 2, valeur propre simple et A\ = 4, valeur propre double.

Déterminons les sous-espaces propres associés.
Notons F; ={V = (z,y, z)/AV = 2V}, on résout alors le systeme

3r —z2=2x
2=
20+ 4y + 22 =2y <~ { B
—r+ 3z =2z Y

32



Le sous-espace propre E; associé a la valeur propre 2 est une droite vecto-
rielle, dont un vecteur directeur est €; = (1, —2,1).

Notons Ey = {V = (z,y, 2)JAV = 4V}, on résout alors le systéme

3r — 2z =4z
2 +4dy+22 =4y <= z=—x
—x+ 3z =4z

Le sous-espace propre Fy associé a la valeur propre 4 est le plan vectoriel,
d’équation z = —x dont une base est donnée, par exemple par les vecteurs
éy = (0,1,0) et €5 = (1,0, —1). Remarquons que 1'on pouvait lire directement
sur la matrice A, le fait que le vecteur €, est vecteur propre associé a la valeur
propre 4.

Les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des
valeurs propres correspondantes, par conséquent, ’espace R? admet une base
de vecteurs propres et la matrice A est diagonalisable.

Notons P la matrice de passage, on a

1 0 1
P=1-21 0
1 0 —1
et, si D est la matrice diagonale
200
D=0 4 0],
0 0 4
on a la relation
A=PDP.

. La matrice A est diagonalisable, donc son polyndéme minimal n’a que des
racines simples, par ailleurs les racines du polynéme minimal sont exactement
les valeurs propres de A et le polyndme minimal est un polynéme unitaire
qui divise le polynéme caractéristique. On a donc

Qa(X) = (X =2)(X —4)

. On a vu, dans la question 2), que A = PDP~!, on a donc, pour n € N,
A" = P71D"P, or

20 0
D"=|[0 4" 0
0 0 4"



il nous reste a calculer P~!. On sait que P~! = det 5

de P, cf l pour plus d’explications), d’ou

P (avec P la comatrice

(-1 =2 -1 A U
detP=-2 P=[0 -2 0| et P—lz—5 -2 -2 =2
-1 -2 1 -1 0 1
On a donc
1 0 1 2 0 0 -1 0 -1

1
A= =21 00 4" 0ff-2 -2 -2
1 0 -1/\o 0 4)\-1 0 1
N
= |204» —27) 247 2(4m —27)
2" —4r 0 2" 47

Corrigé 22. [Enoncé| [Indication]

L(E) est isomorphe a M, (R) donc est de dimension finie n?. La famille {idg, o, . . .

compte n? + 1 vecteurs donc est liée c’est a dire : il existe Ag,...,\,2 dans
R, non tous nuls et tels que Agidg + A\ + --- + A2¢™ = 0. Le polynome
P(X) =X+ MX + -+ X2X" répond donc 4 la question.

Corrigé 23. [Enoncé] [Indication|
— A est triangulaire inférieure donc ses valeurs sont ses coefficients diagonaux :
1, 2 et 3. A a trois valeurs propres distinctes donc A est diagonalisable.

3 =21
~xp= - X-1D)X+12B+I=1|3 -2 1|,doncrg(B+1) =2,
-1 2 1
dim(ker B+ ) =1 < 2 donc B n’est pas diagonalisable.
-2 2 1
xB(B) =0donc B(B*+B—1I)=1,s0it B'=B*+B-1=|-1 1 1
3 =20

Corrigé 24. [Enoncd [Indication]

1. Les valeurs propres de M sont les réels \ tels que det(M — AId) = 0.

A 1 0 0
det(M — \Id) = g _7A j 2
0 0 3 -
=\~ 13)2 + 36

= (A2 —4)(\2 —9)
= (A= 2)A+2)(A—3)(\ +3)
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Les valeurs propres de M sont donc 2, —2,3 et —3. Notons E,, F_5, F3 et
E_5 les sous-espaces propres associés.

E,={X eR* MX =2X}
= {(x,y,z,t) €R4,y:2:16,2:10—2:2y,7y+6t:2z,3z:2t}

Yy = 2T y =2
y =2

20 — 2z =2y 2v — z =4z
= = (=2

Ty + 6t = 2z 14z + 92 = 22

t=—-3x
3z =2t 3z =2t

ainsi, Ey est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u; = (1,2, —2, —3).

E,={XeR MX = -2X}
= {(a:,y, zt) ERY y = 22,20 — 2 = 2y, Ty + 6t = —22,32 = —Zt}

y=—2x y=—2x
y = —2x
20 — 2z = —2y 20 — 2z = 4x
or <= — (2= "2z
Ty + 6t = —22 —14xr — 92 = 2z
t=3x
3z = —2t 3z = —2t

ainsi, F_5 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur ug = (1, -2, —2, 3).

B3 ={X e R* MX =3X}
= {(x,y,z,t) ER4,y:3x,2x—z:3y,7y—l—6t:32732‘:325}

y =3z y =3z
Yy =3z
20 — 2z =3y 20 — 2z =9x
or = — (z=—Tzx
Ty 4 6t = 32 21z + 6t = 32
t=-—-Tx
3Z:3t z =1

ainsi, F5 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur ug = (1,3, =7, 7).

E3={XcR"MX = -3X}
- {(x,y,z,t) e Ry = —32,20 — 2= =3y, Ty + 6t = —32,32 = —Bt}

y=—3x y=—3x
y = —3x
20 — z = —3y 20 — 2z =9x
<~ = (z=—Tx
Ty 4+ 6t = —32 —2lx — 62 = -3z
t="Tx
3z = —3t z=—1
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ainsi, F_3 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur uy = (1, -3, —7,7).

. La matrice M admet quatre valeurs propres distinctes, ce qui prouve que
les quatres vecteurs propres correspondants sont linéairement indépendants.
En effet, les vecteurs uy, ug, us3 et uy déterminés en 1) forment une base de
R*. L’endomorphisme dont la matrice est M dans la base canonique de R*
est représenté par une matrice diagonale dans la base (uq, ug, us, uy) puisque
Muqy = 2uq, Muy = —2usy, Muz = 3ug et Muy = —3uy.

. Une base de vecteurs propres a été déterminée dans les questions précédentes.
C’est la base (ug, us, ug, ug) et la matrice de passage est la matrice

1 1 1 1

2 -2 3 =3
P= -2 =2 -7 -7

-3 3 =7 7

.OnaD = P 'MP, pour k¥ € N exprimons M* en fonction de DF, puis
calculons M¥*.

On a
20 0 0 ok 0 0 0
lo =20 o0 r oo (=2 0 o0
D=1g ¢ 3 o |domeD =Ly "o 3
0 0 0 —3 0 0 0 (=3

Mais, M = PDP~1 d’ot, pour k € N, M* = (PDP~1)* = pDkpP~1,

Pour calculer M¥, il faut donc déterminer la matrice P~! qui exprime les co-
ordonnées des vecteurs de la base canonique de R* dans la base (uy, ug, us, uy).
On résout le systeme, et on a :

i= 110(7ul+7uQ—2u3—2u4)
wp =i+ 2j — 2k — 3 |
up=i—2j —2k+3 J = 15T = Tug = 3us + 3us)
uz=1+3j — Tk =Tt k:i(u1+u2—u3—u4)
Uy =i—3j— Tk +7l 10

l= 1—0(3u1 — 3ug — 2usz + 2uy)

d’ou
7 7 1 3
1|7 -7 1 =3
“10l-2 -3 -1 =2
-2 3 -1 2

P*l
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